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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáîáùå-

íèÿ çàäà÷è Áåðòðàíà. Çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèåì ñâåòèë ïî íåáó

è â ïðîñòðàíñòâå, çàíèìàëè öåíòðàëüíîå ìåñòî â íàóêå íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ âåêîâ. Ñà-

ìûå ïðîñòûå ìîäåëè âîçíèêëè åù¼ â àíòè÷íîñòè âî âðåìåíà Àðèñòîòåëÿ è ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè âñ¼ áîëåå è áîëåå óñëîæíÿëèñü. Ðàçâèòèå íîâûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòèêè âëåêëî çà

ñîáîé êà÷åñòâåííûå ñêà÷êè â èññëåäîâàíèè çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè, ïîçâîëÿÿ ëó÷øå

ïîíèìàòü ñóòü ïðîèñõîäÿùèõ ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿùèõ ê íàáëþäàåìûì ÿâëåíèÿì. Íî ýòî

ïîíèìàíèå âñåãäà ïðèíîñèëî åù¼ áîëüøå âîïðîñîâ, ñòàâèëî ñëîæíûå ïðîáëåìû ïåðåä

èññëåäîâàòåëÿìè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ òðåáîâàëîñü ïðèâëåêàòü âñ¼ áîëåå íîâûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå èíñòðóìåíòû. Íåìàëî ñëîæíîñòåé ñþäà ïðèâíîñÿò òàê íàçûâàåìûå îáðàòíûå

çàäà÷è ìåõàíèêè, êîòîðûå âñåãäà áûëè òðóäíåå ïðÿìûõ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â èññëåäî-

âàíèè äâèæåíèÿ ïî íåáó ÷àñòàÿ èõ âñòðå÷àåìîñòü åñòåñòâåííà.

Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ áûëî âîññòàíîâëåíèå çàêîíà ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó íåáåñíûìè òå-

ëàìè ïî ôîðìå òðàåêòîðèé, êîòîðûå îïèñûâàþò ïëàíåòû ïðè ñâî¼ì äâèæåíèè. Îòêðûòèå

çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ â XVIII âåêå ïîçâîëèëî ïîíÿòü ïî÷åìó ïëàíåòû, àñòåðîèäû

è êîìåòû äâèæóòñÿ ïî êîíè÷åñêèì ñå÷åíèÿì. Íî ìîãëè áûòü è äðóãèå çàêîíû ïðèòÿæå-

íèÿ, ïðèâîäÿùèå ê êîíè÷åñêèì ñå÷åíèÿì. Âîïðîñ íàõîæäåíèÿ âñåõ òàêèõ çàêîíîâ îñòàëñÿ

îòêðûòûì, íà ýòî óêàçàë ñàì ñýð È. Íüþòîí â ñâîèõ íà÷àëàõ íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè

[22]. Òàêèì îáðàçîì çíàÿ, ÷òî âñå ïëàíåòû äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñàì, ìû íå ìîæåì ñ óâå-

ðåííîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó òåëàìè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà

êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ F ∼ 1
r2
. Êîíå÷íî, âûéäÿ çà ðàìêè ìàòåìàòèêè, ìîæíî ýêñïåðèìåí-

òàëüíûì ïóò¼ì ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ÷åòâ¼ðòîãî çàêîíà Íüþòîíà, íî íåñìîòðÿ íà ýòî

çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè çàêîíà òÿãîòåíèÿ ïî ôîðìå òðàåêòîðèé íîñèëà ïðèíöèïèàëüíûé

ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð è æäàëà ñâîåãî ðåøåíèÿ.

Ïåðâûå óñïåõè áûëè ñäåëàíû òîëüêî â 1870õ ãîäàõ. Æ. Áåðòðàí ñôîðìóëèðîâàë è

ðåøèë â 1873 ã. ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (èçâåñòíóþ òàêæå êàê òåîðåìà Áåðòðàíà): Íàéòè

ñèëó ïðèòÿæåíèÿ, êîòîðàÿ äåéñòâóåò ìåæäó Ñîëíöåì è ïëàíåòàìè, çàâèñèò òîëüêî îò

ðàññòîÿíèÿ äî Ñîëíöà è çàñòàâëÿåò äâèãàòüñÿ ïëàíåòû ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì, åñëè

òîëüêî ñêîðîñòü íå î÷åíü âåëèêà.
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Â ôîðìóëèðîâêå íè÷åãî íå îãîâàðèâàëîñü î âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, êîãäà

ïëàíåòà ïàäàåò íà Ñîëíöå ïî ïðÿìîé), áîëåå òîãî ðåøàëàñü ïëîñêàÿ çàäà÷à, à íå ïðî-

ñòðàíñòâåííàÿ. Íî åñëè çàìåòèòü, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà, òî ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë âñåãäà áóäåò ïëîñêèì.

Äðóãîé âàðèàíò çàäà÷è âûãëÿäåë òàê: íàéòè çàêîí ñèë, äåéñòâóþùèé íà òî÷êó è çà-

ñòàâëÿþùèé å¼ îïèñûâàòü êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ êàêîâû áû íå áûëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàêîí íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à çàâèñèò òîëüêî îò ïî-

ëîæåíèÿ òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå.

Â òàêîì âàðèàíòå ôîðìóëèðîâêè (Áåðòðàí) òðåáîâàíèå ê îðáèòàì áîëåå ñèëüíûå, à

èìåííî îíè äîëæíû áûòü íå ïðîñòî çàìêíóòûìè, à ÿâëÿòüñÿ êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè; íî

çàòî óñëîâèå, íàëîæåííîå íà çàêîí ñèëû, ñëàáåå, ò.ê. èùåòñÿ ñèëà, çàâèñÿùàÿ îò ïîëîæå-

íèÿ òåë â ïðîñòðàíñòâå, à íå ñòðîãî îò ðàññòîÿíèÿ. Ñðàçó ðåøèòü â òàêîé ôîðìóëèðîâêå

íå óäàëîñü: äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé çàäà÷è Äàðáó è Àëüôåí [7] óñèëèëè òðåáîâàíèå ê çàêîíó

ïðèòÿæåíèÿ � îí äîëæåí áûòü êàê ðàç öåíòðàëüíûì. Ñî âðåìåíåì óäàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó

è áåç äîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ öåíòðàëüíîñòè (Äåïåéðó) [9].

Ìàòåìàòèêè ïðîäîëæàëè èñêàòü ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ, ïî êîòîðûì ìîæíî âîññòàíîâèòü

çàêîí âçàèìîäåéñòâèÿ. Îäíî èç íèõ, à èìåííî àëãåáðàè÷íîñòü òðàåêòîðèé, íàø¼ë Ê¼íèãñ

è åãî ôîðìóëèðîâêà âûãëÿäåëà òàê [37]: Çíàÿ, ÷òî ñèëà, âûçûâàþùàÿ äâèæåíèå ïëàíåòû

âîêðóã Ñîëíöà, çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ è òàêîâà, ÷òî îíà çàñòàâëÿåò ñâîþ òî÷êó

ïðèëîæåíèÿ îïèñûâàòü àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ, êàêîâû áû íè áûëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

(ïðè÷åì ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå íåîñîáûå íåêðóãîâûå îðáèòû) íàéòè çàêîí ýòîé ñèëû.

Ïîñëåäíèé âàðèàíò ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó, åñëè çàìåòèòü, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ êðèâàÿ

äîëæíà áûòü ëèáî çàìêíóòîé, ëèáî èìåòü òî÷êè ñãóùåíèÿ. Âòîðîå óñëîâèå íåâîçìîæíî

â âèäó àëãåáðàè÷íîñòè êðèâîé, ñëåäîâàòåëüíî êðèâàÿ áóäåò çàìêíóòà, à ýòî óæå óñëîâèå

Áåðòðàíà.

Îòâåò êî âñåì òð¼ì âàðèàíòàì çàäà÷è îêàçàëñÿ íà óäèâëåíèå îäèíàêîâ: òàêèì óñëî-

âèÿì óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî äâà çàêîíà ïðèòÿæåíèÿ � çàêîí òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà F1 ∼ 1
r2

è çàêîí Ãóêà F2(r) ∼ r. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñèëû èñêàëèñü ïîòåíöèàëüíûå è àíàëèòè-

÷åñêèå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòåíöèàëû âûãëÿäÿò òàê V1 ∼ 1
r
, V2 ∼ r2.

Çàìå÷àíèå 0.0.1. Êàê óòâåðæäàåò ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà, â ñëó÷àå çàêîíà Íüþòîíà

ïëàíåòà äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñó, â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå. Â ñëó÷àå

çàêîíà Ãóêà àíàëîã ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà âûãëÿäèò òàê: ïëàíåòà äâèæåòñÿ ïî ýëëèï-

ñó, â öåíòðå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå. Åù¼ îäíèì îòëè÷èåì çàêîíà Ãóêà îò çàêîíà

Íüþòîíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó íåãî íåò íåîãðàíè÷åííûõ îðáèò, òàêèõ êàê ïàðàáîëà èëè

ãèïåðáîëà.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîøëè ïî ïóòè óñëîæíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà. Ñïåð-

âà áûëè ðàññìîòðåíû ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû. Ïðîñòðàíñòâî ïîëî-

æèòåëüíîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû � ñôåðà, îòðèöàòåëüíîé � ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî.
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Ðàññìîòðèì ñôåðó ñ êîîðäèíàòàìè (r, ϕ), ãäå r � øèðîòà, ϕ � äîëãîòà, è ðèìàíî-

âîé ìåòðèêîé

(
1 0

0 sin2 r

)
. Íà ñôåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî öåíòðàëüíûé (åñòåñòâåííî,

àíàëèòè÷åñêèé) ïîòåíöèàë V , ò.å. çàâèñÿùèé òîëüêî îò r (è íå çàâèñÿùèé îò ϕ). Ïîä

äåéñòâèåì òàêîãî ïîòåíöèàëà ïî ïîâåðõíîñòè äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. Å¼ äâèæåíèå îïèñûâà-

þò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ëàãðàíæèàíà L = 1
2
ṙ2 + 1

2
sin2 r ϕ̇2 − V (r). Çàäà÷à

Áåðòðàíà îáîáùàåòñÿ òàê: êàêèå ìîãóò áûòü ïîòåíöèàëû V (r) íà ñôåðå, ïîä äåéñòâèåì

êîòîðûõ ÷àñòèöà îïèñûâàëà áû çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ. Çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà íå ñòðî-

ãî, ò.ê. äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ åù¼ íåñêîëüêî óñëîâèé, â ò.÷. ðàññìàòðèâàåòñÿ íå

âñÿ ñôåðà, à òîëüêî å¼ ïîëîâèíà áåç ýêâàòîðà.

Îòâåò î÷åíü ïîõîæ íà ïëîñêèé ñëó÷àé. Ââåä¼ì âìåñòî r áîëåå óäîáíóþ êîîðäèíàòó

θ = ctg r. Òîãäà íà ñôåðå ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà ïîòåíöèàëà, ïðèâîäÿùèõ ê çàìêíóòûì

òðàåêòîðèÿì: àíàëîã çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ V1 = Aθ + B è àíàëîã ïðóæèííîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ Ãóêà V2 = Aθ−2 + B, ãäå A,B � íåêîòîðûå êîíñòàíòû ñ îïðåäåëåííûìè

çíàêàìè. Êàê è íà ïëîñêîñòè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ áóäóò êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè (ïåðå-

ñå÷åíèå ñôåðû ñ êîíóñîì âòîðîãî ïîðÿäêà, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò öåíòðû), áîëåå òîãî â

ïåðâîì ñëó÷àå öåíòðîì ïðèòÿæåíèÿ áóäåò ôîêóñ, à âî âòîðîì öåíòð (ïîäðîáíåå ñì. [37]).

Íà ñôåðó òàêæå îáîáùàåòñÿ âòîðîé çàêîí Êåïëåðà ñ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé, à òàê-

æå òðåòèé çàêîí Êåïëåðà [15], [37] (ñì. òàêæå óòâåðæäåíèÿ 11�13 â �3.2.).

Çàìå÷àíèå 0.0.2. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû (çàäà÷à Áåðòðàíà è çàêîíû Êåïëåðà) ïåðåíîñÿòñÿ

ñî ñôåðû S2 íà ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî L2, ïðè ýòîì âñå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

íóæíî çàìåíèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêèå.

Ïåðâîå ðåøåíèå áûëî äàíî Äàðáó [8] â 1877 ãîäó, îíî áûëî íåáîãàòî ïîäðîáíîñòÿìè.

Äàëåå çàäà÷à íåîäíîêðàòíî ïåðåîòêðûâàëàñü. Â 1902, 1903 Ëèáìàí ïîëó÷èë ðåçóëüòàò

äëÿ S2 è L2 è èññëåäîâàë ôîðìó òðàåêòîðèé[17, 18]. Â 1979 ã. çàäà÷à áûëà ðåøåíà â Sn

Ï. Õèããñîì [13], à â 1980 â S3 Ñëàâÿíîâñêèì [28]. Â 1982 ã. ïîëó÷åíî îáîáùåíèå íà Sn è

Ln Èêåäîé è Êàòàÿìîé [14], à â 1992-1994 ãã Êîçëîâûì è Õàðèíûì ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ

íà S2 è L2 ñ èññëåäîâàíèåì âñåõ çàêîíîâ Êåïëåðà [37, 38].

Ñëåäóþùèì óñëîæíåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé

êðèâèçíû ê ïîâåðõíîñòÿì âðàùåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ S ≈ (a, b)×S1 ↪→
R3 ñ êîîðäèíàòàìè (u, ϕ mod 2π), ãäå u ∈ (a, b) è ìåòðèêîé âðàùåíèÿ

G =

(
a2

11(u) 0

0 a2
22(u)

)
(0.0.1)

Ïóñòü íà ýòîé ïîâåðõíîñòè çàäàí ïîòåíöèàë V (u), êîòîðûé çàâèñèò òîëüêî îò u. Ïîä

äåéñòâèåì òàêîãî ïîòåíöèàëà ïî ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò äâèæåíèå ÷àñòèöû ñîãëàñíî

óðàâíåíèÿì Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ëàãðàíæèàíà L = 1
2
a2

11(u)u̇2 + 1
2
a2

22(u)ϕ̇2− V (u). Çàäà-

÷à Áåðòðàíà îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêèì ìîæåò áûòü ïîòåíöèàë V (u), ÷òîáû
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ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îðáèòà áûëà çàìêíóòà (è ñóùåñòâîâàëà õîòÿ áû îäíà òàêàÿ íåêðó-

ãîâàÿ). Ïîòåíöèàëû ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçîâ¼ì áåðòðàíîâñêèìè.

Çàìå÷àíèå 0.0.3. Â çàäà÷å íåÿâíûì îáðàçîì ïðåäïîëàãàåòñÿ åù¼ ðÿä òåõíè÷åñêèõ óñëî-

âèé, â ò.÷. ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèé a11(u), a22(u), àíàëèòè÷íîñòü (â ðàáîòàõ íåêîòîðûõ

àâòîðîâ) âñåõ ôèãóðèðóþùèõ â óñëîâèè ôóíêöèé, îòñóòñòâèå ýêâàòîðîâ, ò.å. a′22(u) 6=
0 ∀u ∈ (a, b) (ñì. ïîäðîáíåå [56]). Îòñóòñòâèå ýêâàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì óñëîâèåì; â

ñëó÷àå æå èõ íàëè÷èÿ âñå äàííûå ðàçëè÷íûìè ìàòåìàòèêàìè äîêàçàòåëüñòâà íå ðàáîòà-

þò â îêðåñòíîñòÿõ ýêâàòîðîâ. Áîëåå òîãî ñóùåñòâóþò ïîòåíöèàëû, òîæäåñòâåííî ðàâíûå

êîíñòàíòå, êîòîðûå çàäàþò ãåîäåçè÷åñêèå íà ïîâåðõíîñòè [5], ïðè÷¼ì òàêèõ ïîâåðõíîñòåé

âðàùåíèÿ, íàçûâàåìûõ ïîâåðõíîñòÿìè Òàííåðè (âñå ãåîäåçè÷åñêèå êîòîðûõ çàìêíóòû)

ñóùåñòâåííî áîëüøå ÷åì áåðòðàíîâñêèõ. Óñïåøíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû âîçìîæíîãî íà-

ëè÷èÿ ýêâàòîðîâ, ïðè óñëîâèè çàìêíóòîñòè âñåõ íåîñîáûõ îðáèò, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà

Ìîïåðòþè è êëàññèôèêàöèè [5] ïîâåðõíîñòåé Òàííåðè ïðåäëîæåíî â ñòàòüå [39].

Ïåðâîå ðåøåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ óäàëîñü ïîëó÷èòü Äàðáó â 1877ã. [8],

ïðàâäà îí íå ïðåäñòàâèë ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñ ÿâíûì âèäîì ìåòðèê âñåõ òàêèõ ïîâåðõíî-

ñòåé. Èç åãî óòâåðæäåíèé ñëåäóåò ñëåäóþùåå: ïîòåíöèàë V ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â êîîðäèíàòàõ (V, ϕ) ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè S èìååò âèä

ds2 =
AdV 2

µ2(AV 2 −BV + C)2
+

dϕ2

AV 2 −BV + C

èëè

ds2 =
AdV 2

µ2(−V −K)3(A/(−V −K)−BV + C)2
+

dϕ2

A/(−V −K)−BV + C
,

ãäå A,B,C,K � äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû, µ � ðàöèîíàëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ. Êîí-

ñòàíòû íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äâóì óñëîâèÿì (ñì.

[56]).

Â 1992 Ïåðëèê îáîáùèë òåîðåìó Áåðòðàíà äëÿ ÎÒÎ íà ïîâåðõíîñòü ñ ìåòðèêîé

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [23]. Èññëåäîâàíèå ñ ó÷¼òîì ÎÒÎ ïðîäîëæèëè èñïàíöû â 2008-

2010 ãã. [1, 2, 3].

Â 2007 Ñàíòîïðåòå [24] ïîëó÷èë ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Áåðòðàíà äëÿ àíàëèòè÷åñêîé

ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ S â R3 â �íàòóðàëüíûõ� êîîðäèíàòàõ (v, ϕ), ò.å. â òàêèõ, â êîòîðûõ

ìåòðèêà íà S èìååò âèä (
1 0

0 f 2(v)

)
. (0.0.2)

Ïåðâàÿ ÷àñòü åãî òåîðåìû îáîáùàåò ðåçóëüòàò Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðè-

âèçíû (áåç ýêâàòîðîâ, âëîæåííûå â R3), âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäàåò, ÷òî íà âñåõ îñòàëüíûõ

ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ áåðòðàíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî, óêàçàíî

íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ýòîãî.
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Òåîðåìà 1. (Ñàíòîïðåòå Ì.) Ïóñòü äàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ S ñ

êîîðäèíàòàìè (v, ϕ) è ìåòðèêîé (0.0.2). Òîãäà

• Íà S ñóùåñòâóåò ðîâíî 2 áåðòðàíîâñêèõ ïîòåíöèàëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(v) óäîâëåòâîðÿåò f ′′f − f ′2 ≡ −β2, ãäå β > 0 � ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà.

• Íà îñòàëüíûõ S ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî áåðòðàíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, ïðèòîì

äëÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû f äëÿ íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé β > 0

óäîâëåòâîðÿëà β4 − 5(−f ′′f + f ′2)β2 − 5ff ′′f ′2+ 4f ′′2f 2 − 3f ′′′f ′f 2 + 4f ′4 = 0.

Çàìå÷àíèå 0.0.4. Â îðèãèíàëüíîé ñòàòüå íåÿâíî ïðåäïîëàãàëîñü îòñóòñòâèå ó ïîâåðõ-

íîñòè ýêâàòîðîâ, òàêæå ïîä áåðòðàíîâñêèì ïîíèìàëñÿ íå çàìûêàþùèé, à ñèëüíî çàìûêà-

þùèé ïîòåíöèàë (ñì. äàëåå), êðîìå òîãî áûë óñòàíîâëåí ÿâíûé âèä ïîòåíöèàëîâ â íåêî-

òîðûõ (áåðòðàíîâñêèõ, ñì. çàì. 1.1.2) êîîðäèíàòàõ. Óñëîâèå íà ìåòðèêó β4 − 5(−f ′′f +

f ′2)β2 − 5ff ′′f ′2+ 4f ′′2f 2 − 3f ′′′f ′f 2 + 4f ′4 = 0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â äðóãîì âèäå

(ñì. ïîäðîáíåå òåîðåìó 9).

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ ñóùåñòâóþò ñåðü¼çíûå îò-

ëè÷èÿ îò åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ñôåðû è ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ò.ê. çäåñü íàéäóòñÿ

ïîâåðõíîñòè òîëüêî ñ îäíèì áåðòðàíîâñêèì ïîòåíöèàëîì (àíàëîã ïîòåíöèàëà Ãóêà).

Ê äàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå äâèæåíèÿ ïî äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïîä

äåéñòâèåì öåíòðàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïðèìåíèì òàêæå ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä. Ñèñòåìà èìå-

åò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû è äâà ïåðâûõ íåçàâèñèìûõ êîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëà ýíåðãèè è

êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Ïîõîæèå ñèñòåìû àêòèâíî èçó÷àþòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ òîïîëî-

ãè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ðàçâèòûìè â ðàáîòàõ [32], [47]-[41], [20]. Ñðåäè ïîäîáíûõ äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì áåðòðàíîâñêàÿ ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ, ò.ê. îíà íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, îäíàêî êàæäûé å¼ ðåãóëÿðíûé ñëîé Ëèóâèëëÿ ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ëèáî òîð, ëèáî öèëèíäð, ëèáî ïàðó öèëèíäðîâ, åå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

íå ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè, âñå å¼ òîðû Ëèóâèëëÿ ðåçîíàíñíû. Ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [30]

îáîáùåíèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ ñèñòåì ñ îäíèì íåïîëíûì ôàçîâûì ïîòîêîì ïîçâîëÿåò

óâåðåííî ïðèìåíÿòü ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû îïèñàíèÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèë-

ëþ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ê ñèñòåìå Áåðòðàíà.

Öåëü äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå öåëè:

1. Îáîáùåíèå òåîðåìû Áåðòðàíà íà àáñòàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ âðàùåíèÿ ñ ïñåâäîðè-

ìàíîâîé ìåòðèêîé. Ïðîâåäåíèå êëàññèôèêàöèè ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà.

2. Àíàëèç ðåàëèçóåìîñòè ïñåâäîðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà, îáîáùåíèå êðèòå-

ðèÿ Ñàíòîïðåòå è ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà íà íèõ.

3. Îïèñàíèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ áåðòðàíîâñêèõ ñèñòåì ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé,

ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òîïîëîãèè è òåî-

ðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïðè èññëåäîâàíèè òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ áåðòðàíîâñêîé

ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è çà-

êëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Íàéäåíû âñå ρ-çàìûêàþùèå ôóíêöèè îáîáùåííîãî ñåìåéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé Áåðòðàíà.

2. Îáîáùåíà òåîðåìà Áåðòðàíà íà àáñòðàêòíûå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ áåç ýêâàòîðîâ,

ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðà-

íà.

3. Óñòàíîâëåí ôàêò ðåàëèçóåìîñòè ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðè-

êîé â R3
2, îáîáùåí êðèòåðèé Ñàíòîïðåòå è ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà.

4. Äëÿ ñèñòåì Áåðòðàíà ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå

äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, îïèñàíû ïåðåñòðîéêè ñëîåâ Ëèóâèëëÿ, ñâÿçàí-

íûå êàê ñ îñîáûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, òàê è ñ ðåãóëÿðíûìè.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà èì. Ñ.Ã.

Êðåéíà.� (Âîðîíåæ, 25-30 ÿíâàðÿ 2012 ã.);

• XX ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ �Ëîìî-

íîñîâ� (Ìîñêâà, 8�13 àïðåëÿ 2013 ã.);

• XXI ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ �Ëî-

ìîíîñîâ� (Ìîñêâà, 7�11 àïðåëÿ 2014 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà çàñåäàíèÿõ ñëåäóþùèõ íàó÷-

íûõ ñåìèíàðîâ:

• íà ñåìèíàðå �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò.

Ôîìåíêî, ïðîô. À.Â.Áîëñèíîâà, ïðîô. À.Ñ.Ìèùåíêî, ïðîô. À.À.Îøåìêîâà, äîö.

Å.À.Êóäðÿâöåâîé, äîö. È.Ì.Íèêîíîâà. (íåîäíîêðàòíî: 2008-2014 ãã.);

• íà ñåìèíàðå �Ãåîìåòðèÿ â öåëîì� ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. È.Õ. Ñàáèòîâà â 2012 ã;
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• íà ñåìèíàðå ¾Oberseminar Di�erentialgeometrie¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ã. Êíèïåðà

(ñîâìåñòíûé ñåìèíàð Ðóðñêîãî óíèâåðñèòåòà â Áîõóìå è Òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà

â Äîðòìóíäå, Ãåðìàíèÿ, 2010 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 ðàáîòàõ [56-63], ñïèñîê êîòîðûõ

ïðèâåäåí â êîíöå äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ãëàâ. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 107

ñòðàíèöàõ è ñîäåðæèò 1 òàáëèöó è 27 ðèñóíêîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 63 íàèìå-

íîâàíèÿ.

Âî ââåäåíèè ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ; îáîñíîâûâàåò-

ñÿ àêòóàëüíîñòü ðåçóëüòàòîâ è èõ íàó÷íàÿ íîâèçíà; îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ è ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå

ïðèìåðû ñèñòåì Áåðòðàíà íà ïëîñêîñòè è ïîëóñôåðå; íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè

ðàçáèðàåòñÿ ïðèìåð ñ ïðîèçâîëüíûì öåíòðàëüíûì ãëàäêèì ïîëåì íà êðóãîâîì öèëèíäðå,

äëÿ êîòîðîãî ïîêàçûâàåòñÿ íåçàìûêàåìîñòü. Òàêæå çäåñü ôîðìóëèðóåòñÿ îïîðíûé äëÿ

äàëüíåéøèõ ãëàâ ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ñâîéñòâ ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèé îáîáùåííîãî

ñåìåéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Áåðòðàíà.

Âî âòîðîé ãëàâå ôîðìóëèðóåòñÿ îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Áåðòðàíà íà ïî-

âåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ ïñåâäîðèìàíîé ìåòðèêîé, â êîòîðîé óêàçûâàþòñÿ âñå èíäåôèíèò-

íûå ìåòðèêè áåç ýêâàòîðîâ, äîïóñêàþùèå ñóùåñòâîâàíèå íà ïîâåðõíîñòè öåíòðàëüíîãî

çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ñàìè ïîòåíöèàëû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

îáîáùåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ðÿä âçàèìîñâÿçåé ìåæäó îðáèòàìè íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

è àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà. Ïðèâîäèòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôè-

êàöèÿ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè è ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ. Â

êîíöå ãëàâû óñòàíàâëèâàåòñÿ ÿâíûé âèä çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé

îò ïåðâîãî èíòåãðàëà ýíåðãèè äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé Áåðòðàíà. Äëÿ ïîâåðõíîñòåé

Áåðòðàíà ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Â.Â. Êîç-

ëîâûì [37].

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âî ìíîãîì ñâîéñòâàì ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà, êîòîðûå ìîæ-

íî îïðåäåëåííûì îáðàçîì ðåàëèçîâàòü êàê ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â R3 è R3
2. Äîêàçàíî,

÷òî âñå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé áåç ýêâàòîðîâ ðåàëèçóþòñÿ

â R3
2. Äëÿ âñåõ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé îáîáùåí èçâåñòíûé êðèòåðèé Ñàíòîïðåòå. Òàêæå äëÿ

íåêîòîðûõ èç íèõ ñôîðìóëèðîâàí àíàëîã ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ñèñòåìû Áåðòðàíà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû

è èçó÷àåòñÿ èõ ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.

Äëÿ êàæäîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé è çàìûêàþùèì ïîòåí-

öèàëîì íà íåé ïîñòðîåíû áèôôóðêàöèîííûå äèàãðàììû. Íà îáðàçå ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
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ñòâà ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà âûäåëåíû çîíû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì âèäàì ñëîåâ

Ëèóâèëëÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì òèïàì äâèæåíèé, äëÿ êàæäîãî ñëîÿ óñòàâ-

íîâëåíî, ïîëíû ëè ôàçîâûå ïîòîêè sgradE, sgradK; îïèñàíû âîçíèêàþùèå ïåðåñòðîéêè

ñëîåâ Ëèóâèëëÿ ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé çîíû â äðóãóþ.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü À.Ò. Ôîìåíêî è Å.À. Êóäðÿâöåâîé çà ïî-

ñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííóþ ïîìîùü íà âñåõ ýòàïàõ ðàáîòû. Àâòîð áëàãîäàðåí È.Õ.

Ñàáèòîâó, À.Ä. Ìàëûõ è À.Â. Ùåïåòèëîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí

À.Ñ. Ìèùåíêî, À.À. Îøåìêîâó, Ä.À. Ôåäîñååâó çà ó÷àñòèå â äèñêóññèÿõ è ïîëåçíûå ñî-

âåòû.
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Ãëàâà 1

Ïîâåðõíîñòè è ìåòðèêè Áåðòðàíà

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

1.1.1 Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äâóõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì: äâèæåíèå ïî ïîâåðõ-

íîñòè âðàùåíèÿ ñ ðèìàíîâîé è ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêàìè ñîîòâåòñòâåííî. Îïèøåì

ïîäðîáíåå âûøåóïîìÿíóòûå ñèñòåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà.

Áóäåì ðàññìîòðèâàòü àáñòðàêòíûå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ âðàùåíèÿ S ≈ (a, b)×S1

ñ êîîðäèíàòàìè (u, ϕ mod 2π) è ðèìàíîâîé ìåòðèêîé:

ds2 = a2
11(u)du2 + a2

22(u)dϕ2. (1.1.1)

Ôóíêöèè a11(u), a22(u) ãëàäêèå C5(a, b) è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, ãäå a è b ïðîáåãàþò

ëþáûå çíà÷åíèÿ îò −∞ äî +∞, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Â ñëó÷àå, åñ-

ëè ïîâåðõíîñòü S ìîæíî âëîæèòü â R3 êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ îñüþ âðàùåíèÿ,

ñîâïàäàþùåé ñ OZ, a22 áóäåò èìåòü ñìûñë ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè äî îñè

âðàùåíèÿ.

Íàðÿäó ñ S áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü ìíîãîîáðàçèÿ S ′ ≈ (a, b)×S1 ñ êîîðäèíàòàìè

(u, ϕ mod 2π) è ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé:

ds2 = a2
11(u)du2 − a2

22(u)dϕ2, (1.1.2)

ãäå ôóíêöèè a11(u), a22(u) òàêæå ãëàäêèå C5(a, b) è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, a è b òàêæå

óäîâëåòâîðÿþò −∞ ≤ a < b ≤ ∞.
Â äàëüíåéøåì íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ áóäóò ñðàçó ôîðìóëèðîâàòüñÿ êàê äëÿ ðèìà-

íîâà ñëó÷àÿ òàê è äëÿ ïñåâäîðèìàíîâà, ïîýòîìó äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ôîðìóë áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ïîêàçàòåëü ε̂.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Êîíñòàíòà ε̂ ðàâíà 1 äëÿ ïîâåðõíîñòè S ñ ìåòðèêîé (1.1.1), è ðàâíà

−1 äëÿ ïîâåðõíîñòè S ′ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé (1.1.2).

10



Ó ïîâåðõíîñòåé S è S ′ êîîðäèíàòíûå ëèíèè {u = const} ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëÿìè, à ëè-
íèè {ϕ = const} ìåðèäèàíàìè. Ãðàíèöàìè S (ñîîòâåòñòâåííî S ′) ÿâëÿþòñÿ äâå ãðàíè÷íûå

ïàðàëëåëè {u = a} è {u = b}.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Íàçîâ¼ì ïàðàëëåëü {u0} × S1 ýêâàòîðîì, åñëè a′22(u0) = 0.

Íàçîâ¼ì ãðàíè÷íóþ ïàðàëëåëü {u = u0} ýêâàòîðîì, åñëè a′22(u)/a11(u) → 0, a22(u) →
const 6= 0 ïðè u→ u0; àáñîëþòîì, åñëè a22(u)→∞ ïðè u→ u0; ïîëþñîì, åñëè a22(u)→ 0

ïðè u→ u0.

Ïîëþñ íàçîâ¼ì êîíè÷åñêèì, åñëè a′222(u)/a2
11(u)→ 1/c ïðè u→ u0, ãäå c > 1 äëÿ ðèìàíîâà

ñëó÷àÿ (0 < c < 1 äëÿ ïñåâäîðèìàíîâà ñëó÷àÿ) � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà; ñîîòâåòñòâåííî

óñòðàíèìûì, åñëè 0 ≤ ε̂− ε̂a′22(u)2/a2
11(u)→ 0 ïðè u→ u0.

Òðåáîâàíèå ê ïîëþñó áûòü êîíè÷åñêèì èëè óñòðàíèìûì àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî

ïîâåðõíîñòü â îêðåñòíîñòè ïîëþñà ðåàëèçóåòñÿ êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ â R3 (ñîîò-

âåòñòâåííî â R3
2). Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êðóãîâîé êîíóñ {(x, y, z) : x2 + y2 = z2, z > 0}

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 (ìåòðèêà èíäóöèðóåòñÿ ñ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà).

Òîãäà ãðàíèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ {z =∞} ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòîì, à ãðàíèöà {z = 0} ÿâëÿ-
åòñÿ êîíè÷åñêèì ïîëþñîì. Äðóãîé ïðèìåð äîñòàâëÿåò ïðîêîëîòàÿ ïîëóñôåðà {(x, y, z) :

x2+y2+z2 = 1,−1 < z < 0} â R3. Äëÿ ïîëóñôåðû ãðàíèöà {z = −1} ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìûì
ïîëþñîì, à ãðàíèöà z = 0 ÿâëÿåòñÿ ýêâàòîðîì.

Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè S (ñîîòâåòñòâåííî S ′) çàäàí òàêæå öåíòðàëüíûé ãëàäêèé ïîòåí-

öèàë, ò.å. ôóíêöèÿ V (u) ∈ C5(a, b). Ïîä äåéñòâèåì V ïî ïîâåðõíîñòè äâèæåòñÿ ÷àñòèöà.

Çàêîí äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ∂L
∂q

= d
dt
∂L
∂q̇

äëÿ ëàãðàíæè-

àíà L = 1
2
a2

11(u)u̇2 + ε̂1
2
a2

22(u)ϕ̇2 − V (u). Âûïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

a2
11ü+ a11a

′
11u̇

2 − ε̂a22a
′
22ϕ̇

2 + V ′ = 0, (1.1.3)

d

dt
(ε̂a2

22ϕ̇) = 0. (1.1.4)

Äàííûå óðàâíåíèÿ èìåþò äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.

E =
1

2
a2

11(u)u̇2 + ε̂
1

2
a2

22(u)ϕ̇2 + V (u), (1.1.5)

K = ε̂a2
22(u)ϕ̇. (1.1.6)

Ïîñëåäíåå ëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Íàçîâ¼ì òðàåêòîðèåé ðåøåíèå ~r(t) = (u(t), ϕ(t)) óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ (1.1.3), (1.1.4), äðóãèìè ñëîâàìè, çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò òî÷êè îò âðåìåíè. Îáðàç

îòîáðàæåíèÿ ~r(t) áóäåì íàçûâàòü îðáèòîé. Àíàëîãè÷íî, îòîáðàæåíèå (u(t), ϕ(t), a2
11(u(t))·

u̇(t), ε̂a2
22(u(t)) · ϕ̇(t)) � ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, à åãî îáðàç â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗S

� ôàçîâàÿ îðáèòà.
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Âåëè÷èíû pu := ∂L/∂u̇ = a2
11(u)u̇, pϕ := ∂L/∂ϕ̇ = ε̂a2

22(u)ϕ̇ ÿâëÿþòñÿ èìïóëüñàìè.

Íåîñîáóþ îðáèòó åñòåñòâåííî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû u îò ϕ, ò.å.

ìîæíî ñ÷èòàòü îðáèòó ôóíêöèåé u(ϕ).

Èç óðàâíåíèé òðàåêòîðèè ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå îðáèòû.

Óòâåðæäåíèå 1. Íåîñîáûå îðáèòû {u = u(ϕ)} ïðè äâèæåíèè ïî S ïîä äåéñòâèåì V

çàäàþòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì (ïàðàìåòð K) ñåìåéñòâîì óðàâíåíèé

u′′ϕϕ + u′2ϕ

(
a′11(u)

a11(u)
− 2a′22(u)

a22(u)

)
− ε̂a

′
22(u)a22(u)

a2
11(u)

= −V
′(u)

K2

a4
22(u)

a2
11(u)

. (1.1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêëþ÷èì âðåìÿ èç óðàâíåíèÿ (1.1.3) ñ ïîìîùüþ (1.1.4) è ïðèäåì

ê óðàâíåíèÿì íà ôóíêöèþ u = u(ϕ), çàäàþùóþ îðáèòû.

Ñîãëàñíî (1.1.6) ϕ̇ = ε̂ K
a222(u)

. Äàëåå u̇ = u′ϕϕ̇ = ε̂
u′ϕK

a222(u)
. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ü =
d

dt
(u̇) =

d

dϕ
(u̇) · dϕ

dt
=

d

dϕ
(ε̂
u′ϕK

a2
22(u)

)ϕ̇ =

(
u′′ϕϕK

a2
22(u)

−
2u′2ϕKa

′
22(u)

a3
22(u)

)
K

a2
22(u)

.

Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ϕ̇, u̇, ü â óðàâíåíèå (1.1.3). �

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Ñåìåéñòâî óðàâíåíèé (1.1.7) õîðîøî òåì, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå èìååò

ñâîèì èíòåãðàëîì ýíåðãèþ äâèæåíèÿ:

E =
a2

11(u)

2a4
22(u)

u′2ϕK
2 + ε̂

K2

2a2
22(u)

+ V (u). (1.1.8)

Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî óãëó ϕ (âûðàæåíèå (1.1.8) òàêæå

ïîëó÷àåòñÿ èç (1.1.5) çàìåíîé t íà ϕ). Ïðè ðàáîòå ñ îðáèòàìè áûâàåò óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ

èíòåãðàëîì Eϕ := E/K2. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàìûêàþùåãî ïîòåíöè-

àëà íà ïîâåðõíîñòè áåç ýêâàòîðîâ ïî ôîðìå îãðàíè÷åííîé îðáèòû (ïî ôóíêöèè u(ϕ))

îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ýíåðãèÿ E è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò K òî÷êè, äâèãàþùåé-

ñÿ ïî ýòîé îðáèòå; â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ïî ôîðìå îãðàíè÷åííîé ãåîäåçè÷åñêîé

çíà÷åíèÿ E è K îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü íåëüçÿ, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ëèøü ñîîòíîøåíèå
E
K2 , ò.å. Eϕ.

Ýòîò ýôôåêò ìîæíî õîðîøî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïëîñêîñòè R2. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ

ïîòåíöèàëà äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ãåîäåçè÷åñêèì, ò.å. ïî ïðÿìûì, ïðè òîì ïî ïðÿìîé

ìîæíî äâèãàòüñÿ ñ ëþáîé ñêîðîñòüþ, ôîðìà îðáèòû òàê è îñòàíåòñÿ ïðÿìîé. Åñëè æå

åñòü öåíòðàëüíûé çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë, íàïðèìåð Çåìëÿ ïðèòÿãèâàåò ÈÑÇ ïî çàêîíó

âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ ðàçíèöà: ïðè äâèæåíèè ñ ïåðâîé êîñìè÷åñêîé

ñêîðîñòüþ ôîðìà îðáèòû áóäåò îêðóæíîñòüþ, à ïðè äâèæåíèè ñî âòîðîé � ïàðàáîëîé.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Åñòü êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ ôîðìóëû (1.1.7), (1.1.8) çàìåòíî óïðî-

ùàþòñÿ. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ: êîýôôèöèåíò ïðè u′2 â óðàâíåíèè (1.1.7) ðàâåí

0, ò.å.
a′11(u)

a11(u)
− 2a′22(u)

a22(u)
= 0. Èíòåãðèðóÿ íàõîäèì, ÷òî â ýòèõ êîîðäèíàòàõ (θ, ϕ) âûïîëíÿåòñÿ
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a2
11(θ) = Ca4

22(θ), ãäå C � êîíñòàíòà. Ñóùåñòâóþò îíè ïîòîìó, ÷òî èõ ìîæíî ïðåäúÿâèòü

ÿâíîé ôîðìóëîé. Ïðè ïåðåõîäå îò (u, ϕ) ê (θ, ϕ) êîìïîíåíòû ìåòðèêè (ñîîòâåòñòâåííî

ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè) ïðåîáðàçóþòñÿ òàê: a2
11(u)u′2θ = ā2

11(θ), a2
22(u) = ā2

22(θ). Íà-

ïèñàâ ñîîòíîøåíèå ā2
11(θ) = Cā4

22(θ) ïîëó÷èì a2
11(u)u′2θ = Ca4

22(u). Òàê θ′u = a11(u)

±
√
Ca222(u)

,

èíòåãðèðóåì θ =
∫ a11(u)du

±
√
Ca222(u)

. Çàìåíà u→ θ(u) ìîíîòîííàÿ, ò.ê. θ′u 6= 0.

Â êîîðäèíàòàõ (θ, ϕ) (íàçîâåì èõ áåðòðàíîâñêèìè) ïðè C = 1 óðàâíåíèÿ (1.1.7) è (1.1.8)

âûãëÿäÿò òàê:

θ′′ϕϕ = − 1

K2

(
V (θ) + ε̂

K2

2a2
22(θ)

)′
θ

(1.1.9)

E =
θ′2ϕK

2

2
+

(
V (θ) + ε̂

K2

2a2
22(θ)

)
. (1.1.10)

Â ñêîáêàõ ñòîèò ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë W = V + ε̂ K2

2a222
.

Áåðòðàíîâñêèå êîîðäèíàòû îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî, ìîæíî èçìåíÿòü êîíñòàíòó C,

áîëåå òîãî ìîæíî ìåíÿòü êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ñõîæåñòü ôîðìóë, îòâå÷àþùèõ óðàâíå-

íèÿì äâèæåíèÿ, óðàâíåíèÿì îðáèò, ïåðâûì èíòåãðàëàì, ýôôåêòèâíîìó ïîòåíöèàëó â

ðèìàíîâîì è ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó÷àÿõ èìååòñÿ ìíîãî ôóíäàìåíòàëüíûõ îòëè÷èé. Ïî-

âåðõíîñòè, äîïóñêàþùèå ñóùåñòâîâàíèå çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëîâ, èìåþò ìíîãî îòëè-

÷èé, ïðè÷åì â ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé áóäåò ìåíüøå (ñì. ðèñ. 2.1, 2.2),

òàêæå â ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà âñåãäà ðåàëèçóþòñÿ â R3
2 (ñì.

òåîðåìó 8), â îòëè÷èå îò ðèìàíîâà. Ñåðü¼çíûå îòëè÷èÿ çàêëþ÷åíû è â òîïîëîãèè ôàçî-

âîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàìå÷àíèå 1.1.3. Â óòâåðæäåíèè 1, çàìå÷àíèÿõ 1.1.1 è 1.1.2 è âñþäó äàëåå â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ïîä îðáèòîé {θ = θ(ϕ)} ïîíèìàåòñÿ �ëîêàëüíî çàäàííàÿ� îðáèòà, ò.å. çàäàííàÿ â

âèäå �ëîêàëüíîãî ãðàôèêà� {θ = θ(ϕ) | ϕ1 < ϕ < ϕ2} ⊂ S = (a, b) × S1, ãäå −∞ ≤ ϕ1 <

ϕ2 ≤ +∞ è θ(ϕ) � (îäíîçíà÷íàÿ) ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (ϕ1, ϕ2) ⊂ R. Îòìåòèì, ÷òî åñëè
ëèáî ϕ1 = −∞, ϕ2 = +∞ è ôóíêöèÿ θ(ϕ) íå ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íîé, ëèáî ϕ2 − ϕ1 >

2π, òî îðáèòà ïåðåñåêàåò íåêîòîðûé ìåðèäèàí áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå, ïîýòîìó îíà íå

ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íèêàêîé îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè θ(ϕ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. åñëè

ëèáî ϕ1 = −∞, ϕ2 = +∞ è ôóíêöèÿ θ(ϕ) ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íîé, ëèáî ϕ2 − ϕ1 ≤ 2π,

òî îðáèòà ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè θ(ϕ), çàäàííîé íà âñåé îêðóæíîñòè

S1 èëè íà íåêîòîðîì åå èíòåðâàëå.

Äàëåå îïðåäåëèì âèäû òðàåêòîðèé è îðáèò, ñ êîòîðûìè áóäåì ðàáîòàòü.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Êðóãîâàÿ îðáèòà � îðáèòà, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ êàêîé-íèáóäü ïà-

ðàëëåëüþ {u0} × S1. Ñîîòâåòñòâóþùóþ åé òðàåêòîðèþ òîæå íàçîâ¼ì êðóãîâîé.

Îðáèòà (ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé òðàåêòîðèÿ) çàìêíóòà, åñëè ôóíêöèÿ ~r(t) ïåðèîäè÷íà.
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Îðáèòà (òðàåêòîðèÿ) îãðàíè÷åííàÿ, åñëè îíà ëåæèò â íåêîòîðîì êîìïàêòå [u1, u2] ×
S1 ⊂ (a, b)× S1.

Îðáèòà (òðàåêòîðèÿ) îñîáàÿ, åñëè îíà ëåæèò íà ìåðèäèàíå, ò.å. ϕ(t) = const. Äëÿ

òàêèõ îðáèò è òîëüêî äëÿ íèõ èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà K ðàâåí íóëþ.

Êîììåíòàðèé 1.1. Çàìåòèì, ÷òî íåîãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè (îðáèòû) îçíà÷àåò, ÷òî

îíà âûõîäèò íà êðàé ïîâåðõíîñòè. Îñîáåííîñòü îðáèòû îçíà÷àåò ïàäåíèå äâèæóùåãîñÿ

òåëà íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð, â ñëó÷àå ïëîñêîñòè R2 ïàäåíèå ïðîèñõîäèò ïî ðàäèàëüíîé

ïðÿìîé.

Çàìå÷àíèå 1.1.4. Ïàðàëëåëü {u0} × S1 ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé îðáèòîé ñ ýíåðãèåé E0 è

êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ ýôôåêòèâíîãî ïî-

òåíöèàëà W (u) = V (u) + ε̂
K2

0

2a222(u)
ðàâíà íóëþ â òî÷êå u0 è W (u0) = E0 (ñì. ïðåäëîæåíèå

2.1).

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Êðóãîâàÿ îðáèòà u = u0 ñ êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K0 ñèëüíî

óñòîé÷èâà, åñëè ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë W (u) = V (u) + ε̂
K2

0

2a222(u)
èìååò â òî÷êå u0 íåâû-

ðîæäåííûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Çàìêíóòàÿ îðáèòà ñ êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K0 îðáèòàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè îòâå÷àþ-

ùàÿ åé ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ îðáèòàëüíî óñòîé÷èâà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåìû íà ìíîæå-

ñòâî óðîâíÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, ñîäåðæàùåãî ýòó òðàåêòîðèþ {K = K0}.

Î÷åíü âàæíûì ìîìåíòîì â çàäà÷å Áåðòðàíà ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ê ïîòåíöèàëó �

êàêîé èìåííî òèï ïîòåíöèàëà íàì íóæåí, ò.å. â êàêîì êëàññå ôóíêöèé èùåòñÿ V (u).

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Öåíòðàëüíûé (ò.å. çàâèñÿùèé òîëüêî îò êîîðäèíàòû u) ïîòåíöèàë

V íàçîâ¼ì çàìûêàþùèì, åñëè

(∃) ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåêðóãîâàÿ îðáèòà γ â S;

(∀) âñÿêàÿ íåîñîáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îðáèòà â S çàìêíóòà.

Çàìå÷àíèå 1.1.5. Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè îðáèò ïðè óñëîâèè, ÷òî

íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìåíüøå íåêîòîðîãî ïðåäåëà, ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå çàìêíóòîñòè

îãðàíè÷åííûõ îðáèò. Òàêæå ê óñëîâèþ çàìêíóòîñòè îðáèò äîáàâèëîñü åù¼ ñóùåñòâîâàíèå

îäíîé çàìêíóòîé íåêðóãîâîé. Ýòî óñëîâèå ñóùåñòâåííî. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïîòåíöèàëà,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (ïðàâäà òîëüêî ôîðìàëüíî) âòîðîå óñëîâèå, îäíàêî ó íåãî âîîá-

ùå íåò îãðàíè÷åííûõ îðáèò. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îáûêíîâåííûé öèëèíäð x2 + y2 = 1 â

R3 ñ ïîòåíöèàëîì V (x, y, z) = z. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò îãðàíè÷åííûõ,

à çíà÷èò è çàìêíóòûõ îðáèò.
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Îáîáùàÿ òåîðåìó Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ðàçíûå àâòîðû ïî-ðàçíîìó ôîð-

ìóëèðîâàëè çàäà÷ó, â ÷àñòíîñòè èñêàëè ïîòåíöèàë â ðàçíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññàõ.

Òåîðåìû 4, 5 è 6 ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû â ðàáîòàõ [56], [59] äëÿ çàìûêàþùåãî ïî-

òåíöèàëà. Îäíàêî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èñïîëüçîâàëèñü äðóãèå òèïû ïîòåíöèàëîâ. Íàïðè-

ìåð â ðàáîòàõ Áåðòðàíà, Äàðáó è Ñàíòîïðåòå íåÿâíî ïðåäïîëàãàëñÿ ñèëüíî çàìûêàþùèé

ïîòåíöèàë (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.10), à ó Ïåðëèêà ñëàáî çàìûêàþùèé. Ìîæíî ñòðîèòü

îáîáùåíèå òåîðåìû Áåðòðàíà äëÿ äðóãèõ òèïîâ ïîòåíöèàëîâ, íî êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ

äëÿ ïîâåðõíîñòåé áåç ýêâàòîðîâ âñå ýòè ïîòåíöèàëû ñóòü îäíî è òî æå.

Ñëåäóþùèå 4 òèïà ïîòåíöèàëîâ íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ðà-

áîòàõ, â êîòîðûõ îáîáùàëàñü òåîðåìà Áåðòðàíà, íåêîòîðîå âûðàæåíèå (ïåðèîä äâèæåíèÿ

ïî îðáèòå) ðàñêëàäûâàëîñü â ðÿä Òåéëîðà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Ïîòåíöèàë V (u) ëîêàëüíî çàìûêàþùèé, åñëè

(∃)loc ñóùåñòâóåò ñèëüíî óñòîé÷èâàÿ êðóãîâàÿ îðáèòà {u0} × S1 â S;

(∀)loc äëÿ âñÿêîé ñèëüíî óñòîé÷èâîé êðóãîâîé îðáèòû {u0} × S1 â S ñóùåñòâóåò ε > 0,

òàêîå ÷òî âñÿêàÿ íåîñîáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îðáèòà, öåëèêîì ëåæàùàÿ â êîëüöå [u0 −
ε, u0+ε]×S1 è èìåþùàÿ óðîâåíü êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â èíòåðâàëå (K0−ε,K0+ε),

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, ãäåK0 � çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà íà ñîîòâåòñòâóþùåé

êðóãîâîé òðàåêòîðèè.

Òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîé ñèëüíî óñòîé÷èâîé êðóãîâîé îðáèòû âûïîë-

íÿåò òó æå ðîëü, ÷òî è òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîé îãðàíè÷åííîé îðáèòû

äëÿ çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà (çàì. 1.1.5), áåç íåãî ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ñèëüíî óñòîé-

÷èâûõ êðóãîâûõ îðáèò (äà è âîîáùå îãðàíè÷åííûõ îðáèò) è ôîðìàëüíî óñëîâèå (∀)loc

áóäåò âûïîëíåíî.

Îïðåäåëåíèå 1.1.8. Íàçîâ¼ì ïîòåíöèàë V (r) ïîëóëîêàëüíî çàìûêàþùèì, åñëè âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ (∃), (∀)loc è ñëåäóþùåå óñëîâèå:

(∀)s−loc ëþáàÿ íåîñîáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îðáèòà â êîëüöå U = [a′, b′]× S1 ñ óðîâíåì êèíåòè÷å-

ñêîãî ìîìåíòà K̂ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, ãäå a′ := inf r|γ, b′ := sup r|γ, γ � îãðàíè÷åííàÿ
îðáèòà èç (∃), K̂ � çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà íà íåé.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 5, 6 â ðàáîòå [56] ðàññìàòðèâàëñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè

ñòðåìëåíèè íåêðóãîâûõ îðáèò ê êðóãîâîé θ = x, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü,

÷òî ìîæíî ãëîáàëüíîå òðåáîâàíèå çàìêíóòîñòè îãðàíè÷åííûõ îðáèò çàìåíèòü íà êàêèå-

íèáóäü ëîêàëüíûå, ÷òî è ñäåëàíî â îïðåäåëåíèÿõ 1.1.7, 1.1.8.

Îïðåäåëåíèå 1.1.9. Çàìêíóòàÿ îðáèòà u(ϕ) îðáèòàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè îòâå÷àþùàÿ

åé ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ (u(t), ϕ(t), pu(t), pϕ(t)) áóäåò îðáèòàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè ðàññìîò-

ðåòü îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû íà ìíîæåñòâî óðîâíÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà {(u, ϕ, pu, pϕ) :

pϕ = const}, ñîäåðæàùåå ýòó ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.10. Ïîòåíöèàë V (r) áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî (ñîîòâåòñòâåííî ñëàáî)

çàìûêàþùèì, åñëè âûïîëíåíî (∀)loc (ñîîòâåòñòâåííî åãî àíàëîã äëÿ âñÿêîé îðáèòàëüíî

óñòîé÷èâîé êðóãîâîé îðáèòû) è ñëåäóþùåå óñëîâèå:

ëþáàÿ îêðóæíîñòü {u} × S1 ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîé (ñîîòâåòñòâåííî îðáèòàëüíî

óñòîé÷èâîé) êðóãîâîé îðáèòîé.

Çàìå÷àíèå 1.1.6. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáîé çàìûêàþùèé öåíòðàëüíûé ïîòåíöè-

àë V (r) ÿâëÿåòñÿ ïîëóëîêàëüíî çàìûêàþùèì, à ëþáîé ñèëüíî çàìûêàþùèé � ëîêàëüíî

è ñëàáî çàìûêàþùèì.

Ïîñêîëüêó íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ áåç ýêâàòîðîâ âñå 5 òèïîâ ïîòåíöèàëîâ ñîâïà-

äàþò [56], òî ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.1.11. Íàçîâåì ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ S (èëè S ′) áåç ýêâàòîðîâ áåðòðà-

íîâñêîé, åñëè íà íåé ñóùåñòâóåò çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë V , êîòîðûé íàçîâåì áåðòðàíîâ-

ñêèì. À óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (S, V ) íàçîâåì áåðòðàíîâñêîé.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà îáû÷íóþ åâêëèäîâó ïëîñêîñòü S0 ñ âûêîëîòûì öåí-

òðîì, ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (r, ϕ mod 2π) è åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ds2 = dr2 + r2dϕ2.

Ïîâåðõíîñòü S0 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ (0,∞) × S1. Êðàé ïëîñêîñòè, îòâå-

÷àþùèé âûêîëîòîìó öåíòðó ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìûì ïîëþñîì, à ïðîòèâîïîëîæíûé êðàé,

îòâå÷àþùèé óðîâíþ r =∞ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòîì. Ïóñòü íà S0 äåéñòâóåò çàêîí âñåìèðíî-

ãî òÿãîòåíèÿ, ò.å. çàäàí ïîòåíöèàë V (r) = −A
r
(A > 0). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå îðáèò

(1.1.7) ïðèìåò âèä (êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ r(ϕ))

r′′ϕϕ −
2

r
r′2ϕ − r = − A

K2
r2.

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âûãëÿäÿò òàê r = p
1+e cos(ϕ+ϕ0)

, ãäå p � ôîêàëüíûé ïàðàìåòð, e

� ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû, ϕ0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ (óãîë ïîâîðîòà îðáèòû âîêðóã

ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà). Ïðè e < 1 ïîëó÷àþòñÿ îãðàíè÷åííûå îðáèòû, êîòîðûå áóäóò

ýëëèïñàìè, ïðè e ≥ 1 ïîëó÷àþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå îðáèòû � ïàðàáîëû è ãèïåðáîëû. Ïî-

òåíöèàë −A
r
ÿâëÿåòñÿ çàìûêàþùèì, ò.ê. ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà çàìêíóòàÿ íåêðóãîâàÿ

îðáèòà, à òàêæå âñå îãðàíè÷åííûå îðáèòû (à ýòî ýëëèïñû) áóäóò çàìêíóòû. Êàæäàÿ êðó-

ãîâàÿ îðáèòà áóäåò ñèëüíî óñòîé÷èâîé.

Áåðòðàíîâñêèå êîîðäèíàòû (θ, ϕ) ñâÿçàíû ñ ïîëÿðíûìè (r, ϕ) ñîîòíîøåíèåì θ = 1
r
. Â

áåðòðàíîâñêèõ êîîðäèíàòàõ óïðîùàåòñÿ íå òîëüêî âèä óðàâíåíèÿ (1.1.7), êîòîðîå â íèõ

ïðèíèìàåò âèä θ′′+θ = A
K2 , íî è ÿâíûé âèä îðáèò (ôóíêöèè θ(ϕ)): θ = p−1(1+e cos(ϕ+ϕ0)).

Äðóãèì ïðèìåðîì çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà ñëóæèò çàêîí Ãóêà V (r) = Ar2(A > 0).

Â ýòîì ñëó÷àå âñå íåîñîáûå îðáèòû áóäóò ýëëèïñàìè, à íåîãðàíè÷åííûõ íåîñîáûõ îðáèò

íå ñóùåñòâóåò.

Èññëåäîâàíèå ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà íà÷í¼ì ñ îïèñàíèÿ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ïðè-

ìåðîâ. Ñðåäè ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ ñ çàìûêàþùèìè ïîòåíöèàëàìè íàèáîëåå ïðîñòûì
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ïðèìåðîì, íà êîòîðîì âèäíû âñå îáùèå ñâîéñòâà áåðòðàíîâñêîé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ îáû÷-

íûé êðóãîâîé êîíóñ. Åãî ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé åâêëèäîâîé è îí ïîëíîñòüþ îòðàæà-

åò ñëó÷àé ïëîñêîãî äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå, ïðî êîòîðîå èçâåñòíî íåìàëî. Òàêæå

îãðîìíîå çíà÷åíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ

èãàåò íàëè÷èå ýêâàòîðîâ (ïàðàëëåëåé u = u0 : a′22(u0) = 0). Öèëèíäð â ýòîì ñìûñëå

öåëèêîì ñîñòîèò èç ïàðàëëåëåé-ýêâàòîðîâ è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïëîõèì êàíäèäàòîì â ïî-

âåðõíîñòè Áåðòðàíà. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòèõ ïðèìåðàõ ïîïîäðîáíåå.

1.1.2 Öèëèíäð, êîíóñ, ñôåðà

Ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) êðóãî-

âîé öèëèíäð C0, çàäàííûé ñîîòíîøåíèÿìè x2 + y2 = 1, a < z < b, ãäå a, b êîíñòàíòû èç

R ∪ {−∞} ∪ {∞}. Ïîëîæåíèå òî÷êè íà öèëèíäðå çàäà¼òñÿ êîîðäèíàòàìè (z, ϕ mod 2π).

Èíäóöèðîâàííàÿ ñ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ìåòðèêà íà í¼ì ïðèìåò âèä ds2 = dz2+dϕ2.

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ (1.1.1) a11 = a22 ≡ 1, îòêóäà õîðîøî âèäíî, ÷òî êàæäàÿ ïàðàëëåëü

öèëèíäðà ÿâëÿåòñÿ ýêâàòîðîì (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.4).

Óòâåðæäåíèå 2. Íà öèëèíäðå C0 íå ñóùåñòâóåò çàìûêàþùåãî ïîòåöèàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà öèëèíäðå ñóùåñòâóåò çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë V (z), ïîä

äåéñòâèåì êîòîðîãî ïî öèëèíäðó äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîãëàñíî

(1.1.3), (1.1.4) âûãëÿäÿò òàê:

z̈ = −V ′(z),

ϕ̈ = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî çàìêíóòîå íåêðóãîâîå ðåøåíèå, òî òàêæå

ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå íåâûðîæäåííîå íåçàìêíóòîå ðåøåíèå, è òåì ñàìûì ïðèâåä¼ì

óòâåðæäåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Âèä óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî äâèæåíèå âäîëü êîîðäèíàò z è ϕ ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî

äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó çàìêíóòîñòü îðáèòû îçíà÷àåò íåêîòîðóþ ñîãëàñîâàííîñòü ýòèõ

äâèæåíèé; èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî äâèæåíèå âäîëü ïàðàëëåëè ÷óòü-÷óòü óñêî-

ðèòü èëè çàìåäëèòü, ÷òîáû òå îðáèòû, êîòîðûå áûëè çàìêíóòû, ðàçîìêíóëèñü áû.

Â ñèëó çàìûêàåìîñòè ïîòåíöèàëà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà íåêðóãîâàÿ çàìêíóòàÿ òðà-

åêòîðèÿ ~r1(t) = (z1(t), ϕ1(t)), òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íàéä¼òñÿ îáùèé ïåðèîä T

ó ôóíêöèé z1(t), ϕ1(t). Èíòåãðèðîâàíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ äà¼ò ϕ = c1t + c2 (çíà÷å-

íèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ íà 2π, çàäàþò îäíó è òó æå êîîðäèíàòó). Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ

~r2(t) := (z1(t), ϕ2(t)) (ñì. ðèñ 1.1), ãäå ϕ2(t) =
√

2c1t + c2 (óñêîðèì äâèæåíèå âäîëü ϕ).

Ïåðèîäû ó z1(t) è ϕ2(t) òåïåðü íåñîèçìåðèìû, ïîýòîìó ó ýòèõ ôóíêöèé íåò îáùåãî ïåðè-

îäà, à çíà÷èò òðàåêòîðèÿ ~r2(t) íåçàìêíóòà (õîòÿ ëåæèò â òåõ æå ãðàíèöàõ, ÷òî è ~r1(t)).

Ïîëó÷àåòñÿ ó ïîòåíöèàëà V (z) åñòü îãðàíè÷åííûå íåçàìêíóòûå òðàåêòîðèè. �

Êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ áåç ýêâàòîðîâ è íà í¼ì â îòëè÷èè îò öèëèíäðà ñóùå-

ñòâóåò äâà çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëà. Ðàññìîòðèì àáñòðàêòíûé êîíóñ, ò.å. ïîâåðõíîñòü
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r1HtL

r2HtL

Ðèñ. 1.1: Èñõîäíàÿ r1(t) è ðàñòÿíóòàÿ r2(t) îðáèòû.

C ≈ (0,∞)× S1 ñ êîîðäèíàòàìè (u, ϕ mod 2π) è ìåòðèêîé

ds2 = du2 + µ2u2dϕ2,

ãäå êîíñòàíòà µ > 0 è óãîë ïðè âåðøèíå ïîëó÷àåòñÿ 2πµ.

Óòâåðæäåíèå 3. Íà òåõ êîíóñàõ, ãäå êîíñòàíòà µ � èððàöèîíàëüíàÿ, íå ñóùåñòâóåò

öåíòðàëüíûõ çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëîâ V (u). Íà òåõ êîíóñàõ, ãäå µ ∈ Q, ñóùåñòâóåò
ðîâíî äâà çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëà: àíàëîã íüþòîíîâñêîãî V1(u) = Au−1 +B, ãäå A < 0,

è àíàëîã ãóêîâñêîãî V2(u) = Au2 + B, ãäå A > 0. Îðáèòû çàäàííûå êàê ôóíêöèÿ u(ϕ)

èìåþò îäèí è òîò æå ïåðèîä Φ2 = π/µ äëÿ ãóêîâñêîãî è Φ1 = 2π/µ äëÿ íüþòîíîâñêîãî.

Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 4.

Êîììåíòàðèé 1.2. Îïèøåì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòû µ = p
q
.

Ó îðáèòû u(ϕ) êîíñòàíòà µ îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî âèòêîâ âîêðóã ïîâåðõíîñòè, êîòîðîå

äîëæíà ñäåëàòü ÷àñòèöà, ïðåæäå ÷åì òðàåêòîðèÿ çàìêí¼òñÿ. Ãðàôèê îðáèòû u(ϕ) íà

ïëîñêîñòè (u, ϕ) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ ñèíóñîèäó ñ ïåðèîäîì Φ1 (Φ2 äëÿ ñëó÷àÿ

ãóêîâñêîãî ïîòåíöèàëà). Ãðàôèê ñ ðîñòîì ϕ êîëåáëåòñÿ ìåæäó ìàêñèìóìîì (maxu(ϕ)) è

ìèíèìóìîì (minu(ϕ)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà p (äëÿ ãóêîâñêîãî çà 2p) êîëåáàíèé çíà÷åíèå

êîîðäèíàòû ϕ óâåëè÷èòñÿ íà 2qπ è ÷àñòèöà â ñâî¼ì äâèæåíèè ïî êîíóñó C ñîâåðøèò q

îáîðîòîâ âîêðóã ïîâåðõíîñòè.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîíñòàíòû µ äëÿ ïîâåðõíîñòè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîò-

ðèì êîíñòðóêöèþ: ðàçðåæåì êîíóñ C ïî îáðàçóþùåé è ðàçâåðíåì. Ïîëó÷èì íåêîòîðûé

ñåêòîð íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî óãîë ïðè âåðøèíå (ðàâíûé 2πµ) ìîæåò

áûòü è áîëüøå 2π, â ýòîì ñëó÷àå êîíóñ íå âëîæèòñÿ â R3 êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ. Äà-

ëåå ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü C̃, ÿâëÿþùóþñÿ îäíîâðåìåííî ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì

êîíóñà C è ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ãäå êîëè÷åñòâî ëèñòîâ ëþ-

áîãî èç íàêðûòèé ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå. Ïîâåðõíîñòü C̃ ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì

18



îáðàçîì. Áóäåì íàêëàäûâàòü íà ïëîñêîñòü ñåêòîðà, ïîëó÷åííûå ðàçâîðîòîì ðàçðåçàííî-

ãî ïî îáðàçóþùåé êîíóñà, êàæäûé ñëåäóþùèé ïîâîðà÷èâàÿ òàê, ÷òîáû áåðåã êàæäîãî

ñëåäóþùåãî ñåêòîðà ñîâïàë ñ ïðîòèâîïîëîæíûì áåðåãîì ïðåäûäóùåãî. Òàêèì îáðàçîì

ïîëó÷èì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå C̃ → R2 \ {0} íàä ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòüþ. Ïðè ýòîì,

åñëè êîíóñ áûë �ðàöèîíàëåí�, ò.å. óãîë ïðè âåðøèíå áûë ñîèçìåðèì ñ 2π (èíûìè ñëîâà-

ìè, µ ∈ Q, îáîçíà÷èì µ = p
q
), òî ÷åðåç q øàãîâ ïîñòðîåíèÿ C̃ áåðåã î÷åðåäíîãî ñåêòîðà

ñîâïàäåò ñ áåðåãîì ïåðâîãî ñåêòîðà; â ýòîì ñëó÷àå ïðåêðàòèì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ C̃ è

íàêðûòèå C̃ → R2 \ {0} áóäåò p−ëèñòíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áåðåãà ðàçíûõ ñåêòîðîâ

íèêîãäà íå ñîâïàäóò è íàêðûòèå áóäåò áåñêîíå÷íîëèñòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòü C̃ íàêðûâàåò èñõîäíûé êîíóñ q−ëèñòíî, åñëè µ ðàöèî-

íàëüíî è ðàâíî p
q
, áåñêîíå÷íîëèñòíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàêðûòèå ñòðîèòñÿ åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì: åãî ëèñòàìè áóäóò ñåêòîðà, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíà ïîâåðõíîñòü C̃; êàæäûé

òàêîé ñåêòîð � ðàçâåðòêà êîíóñà, ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå C̃ → C, ïå-

ðåâîäÿùåå â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (r, ϕ) íà êîíóñå âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè C̃, èìåþùèå

òå æå êîîðäèíàòû íà òîì ñåêòîðå, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò. Íàãëÿäíî ýòî ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì ñåêòîðà, ïîëó÷åííûå ðàçâîðà÷èâàíèåì ðàç-

ðåçàííîãî ïî îáðàçóþùåé êîíóñà, è ðàñïîëîæèì èõ íàä ðàçâåðòêîé êîíóñà �äðóã íàä

äðóãîì� � q ýêçåìïëÿðîâ, åñëè µ ðàöèîíàëüíî, ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

ïðîòèâîïîëîæíûå êðàÿ ëåæàùèõ äðóã íàä äðóãîì ñåêòîðîâ ñ÷èòàþòñÿ ñêëååííûìè. Òî÷-

êè ýòèõ ñåêòîðîâ � ýòî òî÷êè ïîâåðõíîñòè C̃, îòîáðàæåíèå C̃ → C çàäàåòñÿ åñòåñòâåííîé

ïðîåêöèåé.

Ñëó÷àé µ = 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè.

Ñôåðà èìååò âñåãî îäèí ýêâàòîð è â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïîãðàíè÷íûì ñëó÷àåì ìåæ-

äó êîíóñîì è öèëèíäðîì. Ðàññìîòðèì ñôåðó S2 ñ êîîðäèíàòàìè (ν, ϕ), ãäå ν � øèðîòà,

ϕ � äîëãîòà, è ñ ìåòðèêîé ds2 = dν2 + sin2 ν dϕ2. Ïóñòü íà ñôåðå äåéñòâóåò ïîòåíöèàë

V ≡ 0. Òîãäà òðàåêòîðèè ïðè äâèæåíèè ïîä äåéñòâèåì òàêîãî ïîòåíöèëà áóäóò ãåîäåçè-

÷åñêèìè � áîëüøèìè êðóãàìè. Ðàññìîòðèì òîëüêî òå ãåîäåçè÷åñêèå, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ

îò ìåðèäèàíîâ, îíè çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì: ctgν = A · sinϕ. Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ

çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ïîäðîáíî îïèñàíû â [5]. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2 (À. Áåññå). Ðàññìîòðèì ñôåðó S2 \ {N,S} ≈ (a, b) × S1 åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

ñ âûêîëîòûìè ïîëþñàìè, ñ êîîðäèíàòàìè (ν, ϕ mod 2π) è ìåòðèêîé âðàùåíèÿ ds2 =

a2
11(ν)dν2 + a2

22(ν)dϕ2.

Âñå ãåîäåçè÷åñêèå íà S2, îòëè÷íûå îò ìåðèäèàíîâ, çàìêíóòû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìåòðèêà ïðèâîäèòñÿ íåêîòîðûì äèôôåîìîðôèçìîì (a, b) → (0, π), ν 7→ ν̃ = ν̃(ν),

ê âèäó

ds2 =

[
p

q
+ h(cos ν̃)

]2

dν̃2 + sin2 ν̃dϕ2, (1.1.11)

ãäå p
q
� ðàöèîíàëüíî, à h : (−1, 1)→ (−p

q
, p
q
) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.
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Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè Òàííåðè. Äëèíû âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ

îáùåãî ïîëîæåíèÿ (íå ýêâàòîð è íå ìåðèäèàí) îäèíàêîâû è ðàâíû 2pπ, äëèíà ýêâàòîðà

2π, äëèíà ìåðèäèàíà 2p
q
π.

1.2 Îáîáùåííîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

Äëÿ îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ïå-

ðèîäè÷íîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ îðáèò (1.1.7), ÷òî è äåëàåòñÿ â òåîðåìå 3. Äëÿ òîãî,

÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó 3 íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñâîéñòâà îðáèò è ïîòåíöèàëîâ.

Íàçîâ¼ì îáîáùåííûì ñåìåéñòâîì óðàâíåíèé Áåðòðàíà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå (íåíó-

ëåâîé ïàðàìåòð K) ñåìåéñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d2z

dϕ2
+ ρ(z) =

1

K2
Ψ(z) (1.2.1)

íà èíòåðâàëå (a, b) ⊂ R1, ãäå Ψ(z) è ρ(z) � ôóíêöèè êëàññà C∞, îïðåäåëåííûå íà èíòåð-

âàëå (a, b).

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ôóíêöèþ Ψ = Ψ(z) íà èíòåðâàëå (a, b) íàçîâ¼ì çàìûêàþùåé äëÿ

ôóíêöèè ρ = ρ(z) (èëè ρ-çàìûêàþùåé), åñëè

(∃) ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà K = K0 ∈ R\{0}, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåå

óðàâíåíèå èìååò îãðàíè÷åííîå íåïîñòîÿííîå ðåøåíèå z̃ = z̃(ϕ);

(∀) âñå îãðàíè÷åííûå íåïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ z = z(ϕ) óðàâíåíèÿ ñî âñåâîçìîæíûìè

çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà K ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñ ïîïàðíî ñîèçìå-

ðèìûìè ïåðèîäàìè.

Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ Ψ = Ψ(z) íà èíòåðâàëå (a, b) ëîêàëüíî çàìûêàþùåé äëÿ ôóíêöèè

ρ = ρ(z) (èëè ëîêàëüíî ρ-çàìûêàþùåé), åñëè

(∃)loc ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà K = K0 òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå

èìååò íåâûðîæäåííîå óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ z0 ∈ (a, b);

(∀)loc äëÿ âñÿêîé ïàðû (K0, z0) ∈ (R\{0})× (a, b), óäîâëåòâîðÿþùåé (∃)loc, íàéäóòñÿ ε, δ >

0, òàêèå ÷òî âñå îãðàíè÷åííûå íåïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ z(ϕ) óðàâíåíèé, îòâå÷àþùèõ

K ∈ (K0−δ,K0+δ), ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé èç ε-îêðåñòíîñòè z0, ò.å. z(R1) ⊂ [z0−ε, z0+

ε], ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñ ïîïàðíî ñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè.

Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ Ψ = Ψ(z) íà èíòåðâàëå (a, b) ïîëóëîêàëüíî çàìûêàþùåé äëÿ ôóíê-

öèè ρ = ρ(z) (èëè ïîëóëîêàëüíî ρ-çàìûêàþùåé), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (∃), (∀)loc è

ñëåäóþùåå óñëîâèå:
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(∀)s−loc âñå îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ z(ϕ) óðàâíåíèÿ ïðè K = K0, òàêèå ÷òî z(R1) ⊂ z̃(R1),

ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñ ïîïàðíî ñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè, ãäå K0

è z̃ = z̃(ϕ) � ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà K è ðåøåíèå èç óñëîâèÿ (∃).

Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ Ψ(z) ñèëüíî (ñîîòâåòñòâåííî ñëàáî) ρ-çàìûêàþùåé, åñëè ëþáàÿ

òî÷êà z0 ∈ (a, b) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì óñòîé÷èâûì (ñîîòâåòñòâåííî óñòîé÷èâûì)

ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ ïðè íåêîòîðîì K = K0, çàâèñÿùåì îò z0, à òàêæå

âûïîëíåíî óñëîâèå (∀)loc (ñîîòâåòñòâåííî åãî àíàëîã äëÿ âñÿêîé ïàðû (K0, z0) ∈ (R\{0})×
(a, b), òàêîé ÷òî z0 � óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ ïðè K = K0).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî óðàâíåíèé Áåðòðàíà (1.2.1) íà (a, b).

Åñëè Ψ ÿâëÿåòñÿ ïîëóëîêàëüíî ρ-çàìûêàþùåé (èëè ρ-çàìûêàþùåé, èëè ñèëüíî èëè

ñëàáî ρ-çàìûêàþùåé), òî îíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ρ-çàìûêàþùåé.

Åñëè íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ ρ íå èìååò íóëåé, òî âñå êëàññû çàìûêàþùèõ,

ïîëóëîêàëüíî çàìûêàþùèõ, ëîêàëüíî çàìûêàþùèõ, ñèëüíî çàìûêàþùèõ è ñëàáî çàìû-

êàþùèõ äëÿ ρ ôóíêöèé Ψ ñîâïàäàþò.

Åñëè íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ ρ íå èìååò íóëåé, òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ çà-

ìûêàþùèõ ôóíêöèé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû

è ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè:

(a) åñëè ρ′|(a,b) = const > 0, òî ñóùåñòâóþò ðîâíî äâå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæè-

òåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû) ρ-çàìûêàþùèå ôóíêöèè Ψ íà (a, b), à

èìåííî Ψi(z) = Ai/ρ
i2−1(z), i = 1, 2, ãäà Ai 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-

íàÿ êîíñòàíòà, òàêàÿ ÷òî Aiρ
i(z) > 0; áîëåå òîãî ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé

ïåðèîä ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî íåïîñòîÿííîãî ðåøåíèÿ ðàâåí Φi = 2π/(i
√
ρ′);

(b) åñëè ρ|(a,b) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé âèäà ρ(z) = (z−ζ)4+D
µ2(z−ζ)3 , ãäå D = const 6=

0, µ = const > 0, ζ = const 6∈ (a, b), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîëîæèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû) ρ-çàìûêàþùàÿ ôóíêöèÿ íà

(a, b) : Ψ(z) = Ψ2(z) = A
(z−ζ)3 , ãäå A 6= 0 � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà, òàêàÿ

÷òî A((z − ζ)4 +D) > 0; áîëåå òîãî ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ëþáîãî

îãðàíè÷åííîãî íåïîñòîÿííîãî ðåøåíèÿ ðàâåí Φi = πµ);

(c) åñëè ρ(z) íå èìååò íè îäíîãî èç óêàçàííûõ âûøå âèäîâ, òî íå ñóùåñòâóåò ρ-

çàìûêàþùèõ ôóíêöèé íà (a, b).

Â ñëó÷àÿõ (à) è (b) êàæäàÿ òî÷êà z ∈ (a, b) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîëîæåíèåì ðàâ-

íîâåñèÿ óðàâíåíèÿ ïðè K = Ki := ±
√
Ai/ρi

2(z), i = 1, 2 â ñëó÷àå (a) è K = ±µ
√

A
(z−ζ)4+D

(â ñëó÷àå (b)), à ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà K íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâå-

ñèÿ.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçàòü òåîðåìó ñôîðìóëèðóåì ðÿä ëåìì. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

ëþáîå óðàâíåíèå èç ñåìåéñòâà Áåðòðàíà (1.2.1) èìååò âèä z′′ϕϕ = −U ′(z), ãäå U(z) :=
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∫
(ρ(z)− Ψ(z)

K2 )dz, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàçãëÿäåòü ïåðâûé èíòåãðàë

E := (z′2)/2 + U(z), (1.2.2)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èíòåãðàëà ýíåðãèè. Ïåðâûé èíòåãðàë ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü

ïîðÿäîê êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû Áåðòðàíà:

z′2 = R(z) + CW (z) + 2E = 2E − 2UC(z),

ãäå R(z) := −2
∫
ρ(z)dz, C := K2/2, W (z) :=

∫
Ψ(z)dz, UC(z) := − (R(z) + CW (z)) /2.

Ëåììû 1.2.1-1.2.3 îïèñûâàþò îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

âèäà z′′ϕϕ = −U ′(z), ãäå U(z) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (a, b), ê êîòîðîìó, î÷åâèäíî,

îòíîñÿòñÿ è óðàâíåíèÿ ñèñòåìû Áåðòðàíà (1.2.1).

Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ z(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ z′′ϕϕ = −U ′(z) è ïóñòü

z′(ϕ0) = 0. Òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè z = z(ϕ) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé {ϕ =

ϕ0}, ò.å. z(ϕ) = z̃(ϕ) := z(ϕ0 − (ϕ− ϕ0)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå z′′ϕϕ = −U ′(z) ïðîâåðÿåòñÿ,

÷òî z̃(ϕ) ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì. À ò.ê. íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîâïàäàþò, z(ϕ0) = z̃(ϕ0) è

z′(ϕ0) = z̃′(ϕ0), òî ñîâïàäàþò è ðåøåíèÿ.

Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü çàäàíû êîíñòàíòû a′, b′, E ′ òàêèå, ÷òî a < a′ < b′ < b è E ′ ∈ R.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå z(ϕ) óðàâíåíèÿ z′′ϕϕ = −U ′(z) c óðîâíåì ýíåðãèè

E (1.2.2), òàêîå ÷òî a′ = inf z(R1), b′ = sup z(R1);

(b) U(a′) = U(b′) = E ′ è U |(a′,b′) < E ′.

Åñëè z̃ ∈ {a′, b′} è âûïîëíåíî óñëîâèå (a), òî ñîîòíîøåíèÿ U ′(z̃) 6= 0 è z̃ ∈ z(R1) ðàâíî-

ñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî êàêîå-íèáóäü îäíî èç óñëîâèé (à) è (b). Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå (òî÷êà) z0 ∈ (a′, b′), òàêàÿ ÷òî U(z0) < E ′. Ôèêñèðóåì ëþáîé óðî-

âåíü E ∈ (U(z0), E ′]. Ïóñòü z(ϕ) � ëîêàëüíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

z′′ϕϕ = −U ′(z), òàêîå ÷òî z(0) = z0, z
′(0) =

√
2E − 2U(z0). Òîãäà óðîâåíü ýíåðãèè íà ðå-

øåíèè z(ϕ) ðàâåí E. Ïóñòü (z1, z2) ⊆ (a, b) � ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ïî âêëþ÷åíèþ,

ñîäåðæàùèé òî÷êó z0, íà êîòîðîì U(z) < E. Òîãäà ðåøåíèå z(ϕ) ìîæåò áûòü ïðîäîë-

æåíî íà èíòåðâàë (ϕ1, ϕ2) (ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ýíåðãèè(1.2.2)), ãäå ϕi =
∫ zi
z0

dz√
2E−2U(z)

,

i = 1, 2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè êàêîãî-ëèáî èç óñëîâèé (a) è (b) èíòåð-

âàë (a′, b′) ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷êó z0, íà

êîòîðîì U(z) < E ′. Çíà÷èò, (z1, z2) ⊆ (a′, b′) (â ñèëó E ≤ E ′).
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííîå ðåøåíèå z(ϕ) îãðàíè÷åíî è z(R1) ⊆ [z1, z2], ò.å. z1 =

inf z(R1) è z2 = sup z(R1) (îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (a) è (b)). Åñëè

ϕ1 = −∞ è ϕ2 = ∞, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê ïîñòðîåííîå ðåøå-

íèå îïðåäåëåíî íà âñåì R1 è z(R1) = (z1, z2) (ðåøåíèå íåïåðèîäè÷íî). Îñòàëñÿ ñëó÷àé,

êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2} âûïîëíåíî |ϕi| <∞. Çäåñü â ñèëó (z1, z2) ⊆ [a′, b′] ⊂ (a, b)

ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî â òî÷êó ϕi, òîãäà z(ϕi) = zi, U(zi) = E è z′(ϕi) = 0. Åñëè

ϕ1 = −∞ è ϕ2 <∞, òî â ñèëó ëåììû 1.2.1 ðåøåíèå îãðàíè÷åíî è z(R1) = z((−∞, ϕ2]) =

(z1, z2] (çíà÷èò ðåøåíèå íåïåðèîäè÷íî). Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ ϕ1 > −∞ è ϕ2 = +∞. Â

ñëó÷àå æå ϕ1 > −∞ è ϕ − 2 < +∞ ðåøåíèå ïåðèîäè÷íî è z(R1) = z([ϕ1, ϕ2]) = [z1, z2],

ïðè÷åì ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä áóäåò ðàâåí Φ = 2
∫ z2
z1

dz√
2E−2U(z)

. Òàêèì

îáðàçîì, ðåøåíèå âñåãäà îãðàíè÷åíî è âûïîëíÿåòñÿ z(R1) ⊆ [z1, z2].

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2} ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ U ′(zi) 6= 0 è zi ∈ z(R1). Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè i = 2. Ïóñòü U ′(z2) = 0, ò.å. òî÷êà z2 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Òîãäà åñëè z2 ∈ z(R1) (ò.å. ϕ2 < ∞), òî îáà ðåøåíèÿ z(ϕ) è z2(ϕ) ≡ z2 óäîâëåòâîðÿþò

îäíèì è òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì z(ϕ2) = z2, z
′(ϕ− 2) = 0, à ïîòîìó ñîâïàäàþò, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò z1 < z2. Ïóñòü òåïåðü U ′(z2) 6= 0. Òîãäà U |[z0,z2] (z) ≤ E − c(z2 − z) äëÿ

íåêîòîðîãî c > 0, îòêóäà ϕ2 ≤ (z2 − z0)
√

2/c <∞, à ïîòîìó z2 ∈ z(R1). �

Ëåììà 1.2.3. Ïóñòü a < a′ < b′ < b è U(a′) = U(b′) = E ′, U |(a′,b′) < E ′, E0 := min U |[a′,b′].
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) äëÿ ëþáîãî E ∈ (E0, E
′] ëþáîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå zE(ϕ) óðàâíåíèÿ z′′ϕϕ = −U ′(z)

ñ óðîâíåì ýíåðãèè E (1.2.2), òàêîå ÷òî zE(0) ∈ (a′, b′) ïåðèîäè÷íî;

(b) ñóùåñòâóåò îòðåçîê [c1, c2] ⊂ (a′, b′), òàêîé ÷òî U ′|[a′,c1) < 0, U ′|[c1,c2] = 0, U ′|(c2,b′] >
0.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ðåøåíèÿ zE(ϕ)

ðàâåí

Φ(E) = 2

∫ z2(E)

z1(E)

dz√
2E − 2U(z)

, (1.2.3)

ãäå çíà÷åíèÿ z1 = z1(E) ∈ [a′, c1) è z2 = z2(E) ∈ (c2, b
′] îïðåäåëåíû óñëîâèÿìè U(z1) =

U(z2) = E. Ôóíêöèÿ Φ = Φ(E) íåïðåðûâíà íà ïîëóèíòåðâàëå (E0, E
′]. Åñëè U ′′(c1) = 0,

òî

lim
E→E0

Φ(E) =∞. (1.2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (b). Òîãäà U ′(z1) 6= 0 è U ′(z2) 6= 0,

à çíà÷èò, ïî ëåììå 1.2.2 îáðàç z(R1) ðåùåíèÿ z(ϕ) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, îòêóäà ðåøåíèå

ïåðèîäè÷íî. Îòñþäà è èç ëåììû 1.2.2 ñëåäóåò ïóíêò (a).

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (a). Òîãäà ìíîæåñòâî A := {z ∈ (a′, b′) |U ′(z) = 0} íåïó-
ñòî, ò.ê. a′ < b′ è U(a′) = U(b′). Ïóñòü E∗ := supU |A, ââåäåì ìíîæåñòâî B := {z ∈
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[a′, b′] |U(z) ≤ E∗}, c1 := inf B, c2 := supB. Òîãäà

U ′|[a′,c1) < 0, U ′|(c2,b′] > 0, E0 ≤ U |[c1,c2] ≤ U(c1) = U(c2) = E∗ < E ′. (1.2.5)

Ïóñòü U([c1, c2]) 6= E∗. Âåðíî, ÷òî c1 < c2 è íàéäåòñÿ èíòåðâàë (z∗1 , z
∗
2) ⊆ (c1, c2), òàêîé ÷òî

U |(z∗1 ,z∗2 ) < E∗, U(z∗1) = U(z∗2) = E∗ è îäèí èç êîíöîâ z∗i ýòîãî èíòåðâàëà ïðèíàäëåæèò A

(ò.å. âûïîëíåíî U ′(z∗i ) = 0). Ïóñòü òåïåðü z∗(ϕ) � îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñ óðîâíåì ýíåðãèè

E∗, îòâå÷àþùåå èíòåðâàëó (z∗1 , z
∗
2) ñîãëàñíî ëåììå 1.2.2. Ò.ê. ýòî ðåøåíèå îãðàíè÷åíî, òî

îíî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì â ñèëó óñëîâèÿ (a), îòêóäà z∗(R1) = [z∗1 , z
∗
2 ]. Îòñþäà U ′(z∗i ) 6=

0 ñîãëàñíî ëåììå 1.2.2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî U |[c1,c2] = E∗ = E0, ò.å.

âûïîëíåíî óñëîâèå (b).

Óòâåðæäåíèå (1.2.3) áûëî äîêàçàíî â ëåììå 1.2.2, äîêàæåì (1.2.4). Ïóñòü U ′′(c1) = 0.

Òîãäà ∀z ∈ [c1 − ε, c1] âûïîëíÿåòñÿ E0 ≤ U(z) ≤ E0 + c(c1 − z)3 äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû

c > 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì Φ(E) ≥
∫ c1
c1−((E−E0)/c)1/3

dz√
2E−2E0

→ +∞ ïðè E → E0, E0 < E ≤
E ′.�

Ëåììà 1.2.4. Ïóñòü Ψ(z), ρ(z) � ãëàäêèå ôóíêöèè íà (a, b).

(a) Ïóñòü ρ(z0) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî z0 ∈ (a, b). Ïóñòü z0 � íåâûðîæäåííîå óñòîé÷èâîå

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Áåðòðàíà (1.2.1) ïðè K = K0 > 0,

ò.å. K2
0 = Ψ(z0)

ρ(z0)
è ρ′(z0)− ρ(z0)

Ψ(z0)
Ψ′(z0) > 0. Ïóñòü ïàðà (z0, K0) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (∀)loc èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.1.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0, β > 0, òàêèå ÷òî ôóíêöèè Ψ è ρ íà [z0 − ε0, z0 + ε0] óäîâëå-

òâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

3Ψ′′Ψ = 4(Ψ′)2, Ψρ′ −Ψ′ρ = β2Ψ. (1.2.6)

(b) Ïóñòü ñîîòíîøåíèÿ (1.2.6) âûïîëíåíû íà ïðîìåæóòêå I ⊂ (a, b) ïîëîæèòåëüíîé

äëèíû. Ïóñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà z0 ∈ I ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ îáîáùåí-

íîãî óðàâíåíèÿ Áåðòðàíà íà (a, b) ïðè K = K0 6= 0, è z0 ∈ I. Òîãäà â ïðîìåæóòêå

I âûïîëíåíû òîæäåñòâà Ψ(z) = Ai(z− ζ)1−i2 è ρ(z) = β2 (z−ζ)4+D
i2(z−ζ)3 , ãäå i ∈ {1, 2}, Ai,

D, ζ � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, òàêèå ÷òî D = 0 ïðè i = 1, z− ζ 6= 0, (z− ζ)A1 > 0,

((z − ζ)4 + D)A2 > 0 ïðè ëþáîì z ∈ I. Ïðè ýòîì ëþáàÿ òî÷êà z ∈ I ÿâëÿåò-

ñÿ íåâûðîæäåííûì óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ

Áåðòðàíà ïðè K = ±
√

Ψ(z)
ρ(z)

; âñå îãðàíè÷åííûå íåïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ z = z(ϕ)

îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Áåðòðàíà íà I ïðè ïðîèçâîëüíûõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ïà-

ðàìåòðà K ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ìèíèìàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì

Φ = 2π/β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ C := 2
K2 , C0 := 2

K2
0
, E0 := UC0(z0)

(Uc(z) =
∫
ρ(z)dz − 0.5C

∫
Ψ(z)dz).

Òî÷êà z0 ∈ (a, b) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ óðàâíå-

íèÿ z′′ϕϕ = −U ′C(z) ïðè C = C0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U ′C0
(z0) = 0 è U ′′C0

(z0) > 0.
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Ïîýòîìó −2U ′C0
(z0) = R′(z0)+C0W

′(z0) = −2ρ(z0)+ 2
K2

0
Ψ(z0) = 0 (ââèäó óñëîâèÿ ρ(z0) 6= 0

âûïîëíåíî Ψ(z0) 6= 0); äèôôåðåíöèðóåì åù¼ ðàç −2U ′′C0
(z0) = R′′(z0) + C0W

′′(z0) =

−2ρ′(z0) + 2 ρ(z0)
Ψ(z0)

Ψ′(z0) < 0.

Âûáåðåì ìàëûå ε, δ > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (∀)loc èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.1 äëÿ

ïàðû (z0, K0), ÷òî U ′′C |[z0−ε,z0+ε] è E0,ε,C < E ′ε,C ïðè K =
√

2/C ∈ [K0 − δ,K0 + δ], ãäå

ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ E ′ε,C := min{UC(z0 − ε), UC(z0 + ε)}, E0,ε,C := minUC |[z0−ε,z0+ε]. Äëÿ

ëþáîé ïàðû (E,C), òàêîé ÷òî

K =
√

2/C ∈ [K0 − δ,K0 + δ], E ∈ (E0,ε,C , E
′
ε,C ], (1.2.7)

ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå zE,C(ϕ) óðàâíåíèÿ z′′ϕϕ = −U ′C(z) ñ óðîâíåì ýíåðãèè E

(1.2.2), òàêîå ÷òî zE,C(R1) ⊂ [z0−ε, z0 +ε]. Îíî ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû 1.2.2 è ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèì â ñèëó óñëîâèÿ (∀)loc èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.1.

Âûïèøåì ìèíèìàëüíûé ïåðèîä Φ(E,C) ðåøåíèÿ zE,C (çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòû E,C îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà) ñîãëàñíî ëåììå 1.2.3:

Φ(E,C) = 2

∫ z2(E,C)

z1(E,C)

dz√
R(z) + CW (z) + 2E

, (1.2.8)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî îòðåçêó ìåæäó äâóìÿ íóëÿìè z1 è z2 çíàìåíàòåëÿ (ïî-

ýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 1.2.2, z1 è z2 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìîì è ìàêñèìóìîì ïåðèîäè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ zE,C = zE,C(ϕ) óðàâíåíèÿ z′′ϕϕ = −U ′C(z)).

Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî z1 = z1(E,C) è z2 = z2(E,C) çàíóëÿþò çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëü-

íîé äðîáè 1.2.8, âûðàçèì êîíñòàíòû C,E ÷åðåç z1, z2:

C(z1, z2) :=
R(z2)−R(z1)

W (z1)−W (z2)
, 2E(z1, z2) :=

R(z1)W (z2)−R(z2)W (z1)

W (z1)−W (z2)
, (1.2.9)

ãäå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà ìíîæåñòâå {(z1, z2) : z0 − ε ≤ z1 < z2 ≤ z0 + ε}.
Äîîïðåäåëèì ýòè âûðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâå ïàð (z1, z2) ñîâïàäàþùèõ ÷èñåë ñëåäóþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè C(z1, z1) := − R′(z1)
W ′(z1)

= 2 ρ(z1)
Ψ(z1)

, 2E(z1, z1) := −R(z1) + R′(z1)
W ′(z1)

W (z1). Â èòîãå

ôóíêöèè C(z1, z2), E(z1, z2) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà {(z1, z2) : z0−ε ≤ z1 ≤ z2 ≤ z0 +

ε}, ò.ê.W ′(z0) = Ψ(z0) 6= 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε0 > 0 ñîîòâåòñòâóþùèå

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà K =
√

2
C(z1,z2)

îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Áåðòðàíà (äëÿ âñåâîçìîæíûõ

ïàð òî÷åê z1, z2 ∈ [z0 − ε0, z0 + ε0]) áóäóò ïðèíàäëåæàòü δ-îêðåñòíîñòè ÷èñëà
√

2
C(z0,z0)

=√
2
C0

= K0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ [z0 − ε, z0 + ε0], òàêèõ ÷òî z1 <

z2, ïàðà (E,C) := (E(z1, z2), C(z1, z2)) óäîâëåòâîðÿåò (1.2.7) (ò.å. ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Φ(E,C)), è äëÿ ëþáîé òàêîé ïàðû ôîðìóëà (1.2.8) ïðèìåò âèä:

Φ(E(z1, z2), C(z1z2)) = 2

∫ z2

z1

dz√
R(z) + C(z1, z2)W (z) + 2E(z1, z2)

. (1.2.10)

Øàã 2. Ïîëîæèì òåïåðü z1 = c − h, z2 = c + h, z = c + ht, ãäå c ∈ (z0 − ε0, z0 + ε0),

0 < h << 1. Ðàñêëàäûâàåì äàëåå ôóíêöèè W è R â ýòèõ òî÷êàõ â ðÿäû Òåéëîðà ïî

25



ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé h è ïîäñòàâëÿÿ èõ â (1.2.10) ñ ó÷åòîì (1.2.9), ïîëó÷àåì â ïðåäåëå

ïðè h→ 0:

lim
h→0

Φ(E(c− h, c+ h), C(c− h, c+ h))

2π
=

√
2W ′(c)

R′(c)W ′′(c)−W ′(c)R′′(c)
=:

1

β(c)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå â èíòåðâàëå (z0 − ε, z0 + ε):

R′′(c)W ′(c)−R′(c)W ′′(c) = 2β2(c)W ′(c). (1.2.11)

Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå â ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå W ′ = Ψ è R′ = −2ρ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Ψρ′ −Ψ′ρ = β2Ψ â èíòåðâàëå (z0 − ε, z0 + ε), ò.å. âòîðîå ñîîòíîøåíèå èç (1.2.6).

Òàê êàê ôóíêöèÿ (1.2.6) íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ {(z1, z2) : z0 − ε0 ≤
z1 < z2 ≤ z0 +ε0} è âñå å¼ çíà÷åíèÿ ïîïàðíî ñîèçìåðèìû ââèäó óñëîâèÿ (∀)loc èç îïðåäåëå-

íèÿ 1.2.1, òî îíà ïîñòîÿííà è ðàâíà ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ 2π/β(z0). Â ÷àñòíîñòè,

ôóíêöèÿ β(c) ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå (z0 − ε, z0 + ε).

Øàã 3. ×òîáû ïîëó÷èòü ïåðâîå ñîîòíîøåíèå èç (1.2.6), ðàçëîæèì èíòåãðàë (1.2.10) ïî

ñòåïåíÿì h è ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíò ïðè h2:

π

4!β3W ′

(
3

4
(RivW ′ −R′W iv) +

R′W ′′′ −R′′′W ′

W ′

(
R′W ′′′ −R′′′W ′

8β2
+W ′′

))
. (1.2.12)

Èç ðàâåíñòâ (1.2.11) è β = const ïîëó÷àåì:

R′W ′′′ −R′′′W ′ = 2β2W ′′; RivW ′ −R′W iv =
2β2

W ′ ((W
′′)2 − 2W ′W ′′′). (1.2.13)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.2.13) ïðåîáðàçóåì êîýôôèöèåíò (1.2.12) ïðè h2 â ðàçëîæåíèè

èíòåãðàëà (1.2.10) è ïîëó÷èì, ÷òî îí çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé ôóíêöèè W è åå ïðîèç-

âîäíûõ â òî÷êå c è ðàâåí π
4!β(W ′)2

[4(W ′′)2−3W ′W ′′′]. Ïðèðàâíèâàÿ åãî ê íóëþ è èñïîëüçóÿ

W ′ = Ψ, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ â èíòåðâàëå (z0 − ε, z0 + ε):

3Ψ′′Ψ = 4(Ψ′)2. (1.2.14)

Ò.å. äîêàçàíî ïåðâîå ñîîòíîøåíèå èç (1.2.6) è òåì ñàìûì ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû.

Øàã 4. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè ëåììû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àêêóðàòíîå èíòå-

ãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (1.2.6), ïîëó÷åííûõ â ïåðâîé ÷àñòè. Ò.ê. òî÷êà z0 ∈ I ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, òî Ψ(z0) 6= 0. Âûïèøåì âñå ãëàäêèå ðåøåíèÿ (1.2.14) â ïðîìå-

æóòêå I, òàêèå ÷òî Ψ(z0) 6= 0: ýòî ðåøåíèÿ Ψi(z) = Ai(z−ζ)1−i2 , i = 1, 2, ãäå Ai 6= 0 è ζ 6∈ I
� êîíñòàíòû. Äðóãèõ ãëàäêèõ ðåøåíèé íåò, ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (Ψ(z0),Ψ′(z0))

óêàçàííûõ âûøå ðåøåíèé îáðàçóþò âñå ìíîæåñòâî R2\({0} × R), ïðè÷åì ïðèâåäåííûå

ðåøåíèÿ íå èìåþò íóëåé (ïðèòîì íå òîëüêî íà ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè I, íî è íà âñåé

ïðÿìîé R), à ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ψ′′ = 4
3
(Ψ′)2/Ψ

âòîðîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Íàêîíåö, íàõîäèì
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ρ(z) èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (1.2.6) ñ ó÷åòîì β = const > 0 è ÿâíîãî âèäà íàéäåííîé Ψ(z):

ρi(z) = β2(z − ζ + D(z − ζ)−3)/i2, i = 1, 2, êîíñòàíòà D òàêàÿ, ÷òî D = 0 ïðè i = 1,

D 6= −(z− ζ)4 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ I. Èç ðàâåíñòâà U ′C0
(z0) = 0 è C0 = 2/K2

0 > 0 èìååì
2
C0

= Ψ(z0)
ρ(z0)

> 0, îòêóäà çíàê êîíñòàíòû Ai îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíàêó ôóíêöèè ρ

íà I. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé óêàçàííîé ïàðû ôóíêöèé (Ψi, ρi), i = 1, 2 ôóíêöèÿ

Ψi ÿâëÿåòñÿ ρi-çàìûêàþùåé è ñèëüíî ρi-çàìûêàþùåé íà I, ïðè÷åì Φ = 2π/β, ïðîâîäèòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî. �

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ëåìì 1.2.1-1.2.4 äîêàæåì òåîðåìó 3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 Ïóñòü ôóíêöèÿ Ψ ÿâëÿåòñÿ ïîëóëîêàëüíî ρ-çàìûêà-

þùåé íà (a, b). Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà îíà áóäåò ëîêàëüíî ρ-çàìûêàþùåé íà (a, b). Ïóñòü

z(ϕ) � îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Áåðòðàíà ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà

K = K0 è óðîâíåì ýíåðãèè E ′ (1.2.2); îíî ñóùåñòâóåò ââèäó óñëîâèÿ (∃) èç îïðåäåëå-
íèÿ 1.2.1. Îáîçíà÷èì C0 := 2/K2

0 , a
′ := inf z(R1), b′ := sup z(R1), E0 := minUC0|[a′,b′].

Òîãäà [a′, b′] ⊂ (a, b). Åñëè zE,C0(ϕ) � îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè K = K0 ñ

óðîâíåì ýíåðãèè E ∈ (E0, E
′], òàêîå ÷òî zE,C0(0) ∈ (a′, b′), òî â ñèëó ëåììû 1.2.2 èìå-

åì zE,C0(R1) ⊂ [a′, b′], à â ñèëó óñëîâèÿ (∀)s−loc èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.1 ðåøåíèå zE,C0(ϕ)

ïåðèîäè÷íî. Çíà÷èò, âûïîëíåíî óñëîâèå (a) èç ëåììû 1.2.3 ïðè U = UC0 , à ïîòîìó, ñî-

ãëàñíî ëåììå 1.2.3, âûïîëíåíî óñëîâèå (b) ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè U = UC0 . Îêàçûâàåòñÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèé îòðåçîê [c1, c2] ⊂ (a′, b′) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, ïðèòîì íåâûðîæäåííûì ëî-

êàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè UC0 . Â ñàìîì äåëå, èç (1.2.4), óñëîâèÿ (∀)s−loc îïðåäåëåíèÿ

1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî U ′′C0
(c1) > 0 (ò.ê. â ñëó÷àå U ′′C0

(c1) = 0 ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ïå-

ðèîäà Φ ñîäåðæèò èíòåðâàë ââèäó (1.2.4), à çíà÷èò íå ñîñòîèò èç ïîïàðíî ñîèçìåðèìûõ

÷èñåë, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (∀)s−loc îïðåäåëåíèÿ 1.2.1). Ò.ê. îòðåçîê [c1, c2] íà ñàìîì

äåëå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåâûðîæäåííîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè UC0 , òî âûïîëíåíî

óñëîâèå (∃)loc îïðåäåëåíèÿ 1.2.1. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Ψ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ρ-çàìûêàþùåé

íà (a, b).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè Ψ ÿâëÿåòñÿ ρ-çàìûêàþùåé

èëè ñèëüíî èëè ñëàáî ρ-çàìûêàþùåé, òî îíà àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ρ-çàìû-

êàþùåé.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ Ψ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ρ-çàìûêàþùåé íà (a, b), è ôóíêöèÿ ρ íå

èìååò íóëåé íà (a, b). Ïóñòü z0 ∈ (a, b) � íåâûðîæäåííîå óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

óðàâíåíèÿ ïðè íåêîòîðîì K = K0 > 0 (êîòîðîå ñóùåñòâóåò â ñèëó óñëîâèÿ (∃)loc îïðåäå-

ëåíèÿ 1.2.1). Òàê êàê âûïîëíåíî óñëîâèå (∀)loc, òî ïðè C = 2/K2 è C0 = 2/K2
0 ôóíêöèè Ψ,

ρ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.2.6) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (z0−ε, z0 +ε) ⊂ (a, b)

òî÷êè z0 (ñîãëàñíî ëåììå 1.2.4). Áóäåì ïîíåìíîãó óâåëè÷èâàòü ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.2.6). Ïóñòü (a0, b0) ⊆ (a, b) � ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ

èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷êó z0, íà êîòîðîì âûïîëíåíû äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

(1.2.6). Â ñèëó ãëàäêîñòè ôóíêöèé Ψ, ρ, ñîîòíîøåíèÿ (1.2.6) âûïîëíÿþòñÿ íà ïðîìåæóòêå
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I := [a0, b0]∩ (a, b). Îòñþäà è èç ëåììû 1.2.4 ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðîìå-

æóòêà I â (a, b) âåðíà îäíà èç ôîðìóë äëÿ ïàðû (Ψ, ρ), óêàçàííûõ â ëåììå 1.2.4. Îòñþäà

I = (a0, b0) = (a, b), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåðâàë (a0, b0) íåìàêñèìàëåí. Òàêèì

îáðàçîì, íà âñåì èíòåðâàëå (a, b) âåðíà îäíà èç ôîðìóë äëÿ ïàðû (Ψ, ρ), óêàçàííûõ â

ëåììå 1.2.4; ñîãëàñíî ýòîé æå ëåììå Ψ ÿâëÿåòñÿ ρ-çàìûêàþùåé è ñèëüíî ρ-çàìûêàþùåé.

Îòñþäà Ψ ÿâëÿåòñÿ ïîëóëîêàëüíî ρ-çàìûêàþùåé è ñëàáî ρ-çàìûêàþùåé.

Â çàâåðøåíèè äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì, ÷òî åñëè ρ(z) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé âîçðàñòàþ-

ùåé íà (a, b) ôóíêöèåé, òî èìåþò ìåñòî îáå âîçìîæíûå ρ-çàìûêàþùèå ñèëîâûå ôóíê-

öèè Ψi(z) = Ai(z − ζ)1−i2 , i = 1, 2, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå óãëîâûå ïåðèîäû ðàâ-

íû Φi = 2π/βi = 2π/(i
√
ρ′). Åñëè ρ(z) èìååò âèä ρ2(z) ïðè D 6= 0, òî âîçìîæíàÿ ρ-

çàìûêàþùàÿ ôóíêöèÿ ðîâíî îäíà: ýòî Ψ2(z) = A(z − ζ)−3, ïðè÷åì Φ = 2π/β. Åñëè ρ(z)

íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç äâóõ óêàçàííûõ âèäîâ, òî íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü íè îäíîé

ρ-çàìûêàþùåé ñèëîâîé ôóíêöèè Ψ. �
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Ãëàâà 2

Ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì âñå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé âðàùåíèÿ,

à òàêæå ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé âðàùåíèÿ, áåç ýêâàòîðîâ, íà êîòîðûõ ñóùåñòâó-

åò çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë, ïðèâîäÿùèé ê çàìêíóòûì îðáèòàì. Òàêèì îáðàçîì, áóäåò

îáîáùåíà êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Îñíîâíûì âñïîìîãà-

òåëüíûì ñðåäñòâîì ñòàíóò ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îðáèò. Óñòàíîâëåííàÿ ñâÿçü

(ïðåäëîæåíèÿ 2.1 - 2.5) ìåæäó ñâîéñòâàìè ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà è ãåîìåòðèåé îð-

áèò ïîçâîëÿò äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü â öåíòðàëüíîé òåîðåìå 6. Óñòàíîâëåííûé ÿâíûé

âèä îðáèò (2.2.18)-(2.2.20) êàê çàâèñèìîñòè íåóãëîâîé êîîðäèíàòû θ îò óãëîâîé ϕ, ò.å.

ôóíêöèè θ(ϕ), ïîçâîëèò äîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 6, óñòàíîâèòü âåëè÷èíó ìèíè-

ìàëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî óãëîâîãî ïåðèîäà Φ êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû, à òàêæå

íåçàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîãî âðåìåííîãî ïåðèîäà T ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé ~r(t)

îò èíòåãðàëà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà K è ÿâíûé âèä çàâèñèìîñòè îò èíòåãðàëà ïîëíîé

ýíåðãèè E. Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ âûðàæåíèÿ (2.2.18)-(2.2.20) áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî îðáèòû â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿþòñÿ êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿ-

ìè (óòâåðæäåíèå 15), à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ðàñøèðåííûõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì

(ïðåäëîæåíèÿ 4.1-4.4).

2.1 Îáîáùåíèå òåîðåìû Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòè âðà-

ùåíèÿ

Ïîëó÷åííàÿ â ïðåäûäóùåé ãëàâå òåîðåìà 3 î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé îáîáùåííîãî ñåìåéñòâà

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Áåðòðàíà ïîçâîëÿåò âûâåñòè èç ñåáÿ íàïðÿìóþ òåîðåìû

4, 5, 6. Îáîáùåíèå çàäà÷è Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé

äàþò òåîðåìû 4, 5. Îíè îïèñûâàåò âñå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè S ñ ðèìàíîâîé ìåòðè-

êîé, íà êîòîðûõ ñóùåñòâóþò çàìûêàþùèå ïîòåíöèàëû V (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.6), ïðè

ýòîì îíè óêàçûâàþò òàêæå êîëè÷åñòâî ýòèõ ïîòåíöèàëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé è

ïîëîæèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíò.
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Òåîðåìà 4 (Ôåäîñååâ Ä.À.). Ïóñòü äàíà ãëàäêàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü S, äèôôåî-

ìîðíàÿ (a, b) × S1, ñíàáæåííàÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ds2 = dv2 + f 2(v)dϕ2 (ò.å. àá-

ñòðàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(v) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

f ′′f − f ′2 = −ζ2, ãäå ζ > 0 ðàöèîíàëüíî, ò.å. f(v) èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

f(v) = ζfc(v − α) :=


±ζ(v − v0), c = 0,

ζ√
c

sin(
√
c(v − v0)), c > 0,

± ζ√
−c sh(

√
−c(v − v0)), c < 0,

(2.1.1)

ãäå ñ � ïîëîâèíà ñêàëÿðíîé êðèâèçíû Ðèìàíà ýòîé ïîâðåõíîñòè; â äàííîì ñëó÷àå êðè-

âèçíà ïîñòîÿííà; 2πζ � ïîëíûé óãîë â êîíè÷åñêîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, ïîñòîÿííàÿ v0 �

âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïóñòü, äàëåå, ôóíêöèÿ f ′(v) íå èìååò íóëåé íà èíòåðâàëå

(a,b). Òîãäà â êëàññå öåíòðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ íà S ñóùåñòâóþò ðîâíî äâà (ñ òî÷íî-

ñòüþ äî àääèòèâíîé è ïîëîæèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíò) çàìûêàþùèõ

ïîòåíöèàëà V1(v), V2(v) ñ êîíñòàíòàìè Áåðòðàíà β1 = ζ, β2 = 2ζ (ñì. êîììåíòàðèé 2.1

íèæå).

Êîììåíòàðèé 2.1. Êîíñòàíòà β > 0 íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Áåðòðàíà, åñëè ëþáàÿ

íåîñîáàÿ íåêðóãîâàÿ îãðàíè÷åííàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

v = v(ϕ), ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä êîòîðîé ðàâåí 2π/β. Â ýòîì ñëó÷àå îð-

áèòà �çàæàòà� ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëÿìè (àïî- è ïåðèöåíòðàìè), ÷àñòèöà �îñöèëëèðóåò�

ìåæäó íèìè è ïðîõîäèò ïóòü ìåæäó ñîñåäíèìè àïîöåíòðîì è ïåðèöåíòðîì çà âðåìÿ π/β,

ò.å. çà ïîëóïåðèîä.

Òåîðåìà 5 (Ôåäîñååâ Ä.À.). Ïóñòü äàíà ãëàäêàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü S, äèôôåîìîð-

íàÿ (a, b)× S1, ñíàáæåííàÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ds2 = dv2 + f 2(v)dϕ2. Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(v) íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó f ′′f−f ′2 = −ζ2 íè äëÿ êàêîãî ðàöèîíàëüíîãî ζ > 0, è

ïóñòü ôóíêöèÿ f(v) íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà (a, b). Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå

îäíîãî çàìûêàþùåãî öåíòðàëüíîãî ïîòåíöèàëà (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé è ïîëî-

æèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíò). Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë ðîâíî îäèí òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ θ = θ(v) áåç íóëåé íà (a, b), òàêàÿ

÷òî θ′(v) > 0 è ðèìàíîâà ìåòðèêà â êîîðäèíàòàõ (θ, ϕ) èìååò âèä

ds2 =
dθ2

(θ2 + c− tθ−2)2
+

dϕ2

µ2(θ2 + c− tθ−2)
, (2.1.2)

ãäå µ � ïîëîæèòåëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, t � íåíóëåâàÿ ïîñòîÿííàÿ, à c � ïðî-

èçâîëüíàÿ. Ëþáîé çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë èìååò âèä V (v) = Aθ−2(v)+B äëÿ íåêîòîðûõ

ïîñòîÿííûõ A,B, ãäå A(θ4(v)+ t) > 0. Ýòîìó çàìûêàþùåìó ïîòåíöèàëó ñîîòâåòñòâó-

åò êîíñòàíòà Áåðòðàíà β = 2/µ (ñì. êîììåíòàðèé 2.1 âûøå).
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Îïðåäåëåíèå 2.1.1. (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.11) Ðèìàíîâî 2-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå âðàùå-

íèÿ áåç ýêâàòîðîâ, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíûé çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë, íàçîâåì

ïîâåðõíîñòüþ Áåðòðàíà. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 4 è 5, ýòî � ðèìàíîâû 2-ìåðíûå ìíîãîîáðà-

çèÿ, îïèñàííûå â òåîðåìàõ 4 è 5.

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Äàäèì îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ À.Ñ. Ìèùåíêî �Â òåîðåìàõ 5 è 6

óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè ðèìàíîâà (ïñåâäîðèìàíîâà) ìåòðèêà íà íåêîé äâóìåðíîé ïîâåðõ-

íîñòè âðàùåíèÿ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ds2 = dθ2

(θ2+c−tθ−2)2
+ dϕ
µ2(θ2+c−tθ−2)

, òî íà ñîîòâåòñòâóþùåé

ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóþò çàìûêàþùèå ïîòåíöèàëû, à êàêèì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî ìåòðèêà (èíäåôèíèòíàÿ ìåòðèêà) ïðèâîäèòñÿ ê óêàçàííîìó âèäó?�. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæíî ãîâîðèòü î ðèìàíîâîé ìåòðèêå âðàùåíèÿ. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ

ìåòðèêà âðàùåíèÿ f1(u)2du2 + f2(u)2dϕ2, ãäå ϕ = ϕ mod 2π, f1(u) > 0, f2(u) > 0. Ïåðåé-

äåì ê íàòóðàëüíûì êîîðäèíàòàì (v, ϕ) ñ (ñì. 3.1.1) ïîìîùüþ çàìåíû v = v(u) òàêîé, ÷òî

dv/du = f1(u). Â êîîðäèíàòàõ (v, ϕ) ìåòðèêà âðàùåíèÿ èìååò âèä

ds2 = dv2 + f(v)2dϕ2, (2.1.3)

ãäå f(v(u)) = f2(u). Ïåðåéäåì ê ïàðàìåòðó Θ = Θ(v) òàêîìó, ÷òî dΘ/dv = 1/f 2(v). Â

êîîðäèíàòàõ (Θ, ϕ) ìåòðèêà âðàùåíèÿ èìååò âèä f 4(v(Θ))dΘ2 + f 2(v(Θ))dϕ2. Çàìåòèì

òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìåòðèêè âðàùåíèÿ f1(u)2du2 + f2(u)2dϕ2, ïàðàìåòð v(u) îïðåäåëåí

ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà v(u) → v(u) + v0, ãäå v0 - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ïàðàìåòð

Θ(v) � ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà

Θ(v)→ Θ(v)−Θ0, (2.1.4)

ãäå Θ0 - ëþáàÿ êîíñòàíòà.

Àíàëîãè÷íûé ïàðàìåòð Θ ìîæíî ââåñòè è äëÿ ìåòðèêè âðàùåíèÿ (2.1.2) èç òåîðåìû

5 (ò.å. äëÿ ds2 = dθ2/(θ2 + c − tθ−2)2 + dϕ2/(µ2(θ2 + c − tθ−2)),ãäå µ > 0 � ðàöèîíàëü-

íàÿ ïîñòîÿííàÿ, c, t � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå). Äëÿ òàêèõ ìåòðèê èìååì 1/f(v(Θ)) =

µ
√
θ2 + c− tθ−2, ïîýòîìó

Θ−Θ0 = µ2θ (2.1.5)

äëÿ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ïîñòîÿííîé Θ0.

Èç (2.1.4) è (2.1.5) íåòðóäíî âûâîäèòñÿ ðàâíîñèëüíîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(a) ìåòðèêà (2.1.3) íåêîòîðîé çàìåíîé θ = θ(v) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (2.1.8) äëÿ íåêîòîðûõ

êîíñòàíò 0 < µ ∈ Q, c ∈ R, t ∈ R (ò.å. ê âèäó, óêàçàííîìó â òåîðåìå 5),

(b) ôóíêöèÿ F (Θ) := 1/f(v(Θ)) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé (áîëåå òîãî, êâàäðàò-

íûì êîðíåì èç ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè) âèäà

F (Θ) = µ
√

(Θ−Θ0)2/µ4 + c− tµ4(Θ−Θ0)−2 (2.1.6)

äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ êîíñòàíò µ > 0, c, t,Θ0. Îòìåòèì, ÷òî èç ôîðìóëû (2.1.6)

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F 2(Θ) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2 (ïðè t = 0), ëèáî
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ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé âèäà P (Q(Θ))/Q(Θ), ãäå P è Q � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2, Q åñòü

êâàäðàò ëèíåéíîé ôóíêöèè è P (0) 6= 0 (ïðè t 6= 0).

Óñëîâèå (b) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(c) ôóíêöèÿ F (Θ) := 1/f(v(Θ)) àíàëèòè÷íà è èìååò âèä (2.1.6), ãäå êîíñòàíòû µ >

0, c, t,Θ0 îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè F (Θ) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

1/µ = lim
Θ→∞

|F (Θ)/Θ|,

Θ0 � ýòî ëèáî ïîëþñ ôóíêöèè F (Θ) â ñëó÷àå, êîãäà F 2(Θ) íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì,

ëèáî òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè F (Θ) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

c = lim
Θ→∞

(F 2(Θ)/µ2 − (Θ−Θ0)2/µ4),

t = − lim
Θ→Θ0

(Θ−Θ0)2F 2(Θ)/µ6.

Â ñèëó ðàâíîñèëüíîñòè óñëîâèé (a) è (c), óñëîâèå (c) ñëóæèò îòâåòîì íà óïîìÿíóòûé

âûøå âîïðîñ À.Ñ.Ìèùåíêî.

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Åñëè (a, b) × S1 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Áåðòðàíà, òî å¼ S1-ïîäïî-

âåðõíîñòü, ò.å. ïîâåðõíîñòü (c, d) × S1, ãäå a ≤ c < t ≤ b, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ

Áåðòðàíà. Ñîîòâåòñòâåííî íàçîâ¼ì ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà ìàêñèìàëüíîé, åñëè îíà íå

ÿâëÿåòñÿ S1−ïîäïîâåðõíîñòüþ íèêàêîé ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà.

Çàìå÷àíèå 2.1.3. Ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà îïðåäåëÿþòñÿ 5 ïàðàìåòðàìè: c, t � äåéñòâè-

òåëüíûå ïîñòîÿííûå (t çäåñü ýòî íå âðåìÿ âäîëü òðàåêòîðèé, à ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþ-

ùèé ïîâåðõíîñòü), µ � ðàöèîíàëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, â, b̂ � äåéñòâèòåëüíûå

ïîñòîÿííûå, îòâå÷àþùèå ãðàíèöàì ïîâåðõíîñòè S, â := lim
v→a

θ(v), b̂ := lim
v→b

θ(v). Çíà÷åíèþ

ïàðàìåòðà t = 0 ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòè èç òåîðåìû 4, ìåòðèêà ds2 = dv2 + f 2(v)dϕ2

êîòîðûõ â áåðòðàíîâñêèõ êîîðäèíàòàõ (θ, ϕ) (ñì. çàì. 1.1.2) ïðèìåò âèä ds2 = dθ2

(θ2+c)2
+

dϕ2

µ2(θ2+c)
. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â, b̂, c, t, µ íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, îíè ñâÿçàíû äðóã

ñ äðóãîì íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íàïðèìåð, åñëè ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ µ = 1, t =

0, c = −1, òî èíòåðâàë (â, b̂) íå ìîæåò áûòü òàêèì (0,∞), ò.ê. ïðè θ = 0.5, âûðàæå-

íèå 1
θ2−1

èç ìåòðèêè (2.1.2) áóäåò îòðèöàòåëüíûì, à çíà÷èò íàðóøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

îïðåäåëåííîñòü. Èíòåðâàë (â, b̂) ñîñòîèò èç çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ïåðåìåííîé θ; â ñâîþ

î÷åðåäü, çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü θ, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

a2
22(θ) > 0, a′22(θ) 6= 0, è äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè) θ > 0. Ñëåäó-

þùèé ñïèñîê ïåðå÷èñëÿåò ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü θ, ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ µ, c, t.

1. Â ñëó÷àå t = 0, c ≥ 0 (∀µ ∈ Q>0) êîîðäèíàòà θ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç

èíòåðâàëà (0,∞).

2. Â ñëó÷àå t = 0, c < 0 (∀µ ∈ Q>0) êîîðäèíàòà θ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü (
√
−c,∞).
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3. Ñëó÷àé t > 0 (∀µ ∈ Q>0). Èíòåðâàë èçìåíåíèÿ θ ñëåäóþùèé (θ2,∞), ãäå θ2 =√
−c+
√
c2+4t

2
.

4. Ñëó÷àé t < 0, c < 0, c2 + 4t > 0 (∀µ ∈ Q>0). Ìíîæåñòâî èçìåíåíèÿ θ ñîñòîèò èç äâóõ

èíòåðâàëîâ (0, θ1) è (θ2,∞), ãäå θ1 =
√
−c−
√
c2+4t

2
, θ2 =

√
−c+
√
c2+4t

2
.

5. Ïðè îñòàâøèõñÿ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ c, t, µ âîçìîæíàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ θ ñî-

ñòîèò èç ñëåäóþùèõ èíòåðâàëîâ (0, 4
√
−t) è ( 4

√
−t,∞).

Òàêèì îáðàçîì îãðàíè÷åíèå íà â, b̂, c, t, µ ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàí-

íîì çíà÷åíèè òðîéêè (c, t, µ) èíòåðâàë (â, b̂) äîëæåí áûòü ïîäìíîæåñòâîì ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà (ñì. ñïèñîê âûøå èëè òàáëèöó 2.1).

Åñëè èíòåðâàë (â, b̂) ñîâïàäàåò ñî âñåì äîïóòèìûì ìíîæåñòâîì (â ñëó÷àå, êîãäà äî-

ïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ èíòåðâàëîâ, âûáèðàåòñÿ êàêîé-íèáóäü îäèí èç íèõ),

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé. Êàê ïîêàçûâàåò âû-

øåïðèâåä¼ííûé ñïèñîê, äîïóñòèìûå èíòåðâàëû (â, b̂) çàâèñÿò îò c, t è íå çàâèñÿò îò µ.

Â ñòàòüå [56], â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû 3, 4, 5 áûëà ïîñòàâ-

ëåíà çàäà÷à � îáîáùèòü òåîðåìó Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ èíäåôèíèòíîé

ìåòðèêîé, ò.å. îïèñàòü âñå ñîîòâåòñòâóþùèå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ èíäåôè-

íèòíîé ìåòðèêîé, äîïóñêàþùèå íàëè÷èå öåíòðàëüíûõ ãëàäêèõ ïîòåíöèàëîâ, ïðèâîäÿùèõ

ê çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì. Íóæíîå îáîáùåíèå äàåò òåîðåìà 6.

Òåîðåìà 6. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü S ′ ≈ (a, b)× S1 ñ êîîðäèíàòàìè (u, ϕ

mod 2π) è ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé âðàùåíèÿ (1.1.2) òàêîé, ÷òî a′22(u) 6= 0 äëÿ

ëþáîãî u ∈ (a, b). Òîãäà

1. Íà òåõ ïîâåðõíîñòÿõ S ′, ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà êîòîðûõ íåêîòîðîé çàìåíîé

u = u(θ), ϕ = ϕ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

G =

(
1

(θ2+c)2
0

0 1
µ2(θ2+c)

)
(2.1.7)

äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ ïîñòîÿííûõ c è µ, òàêèõ ÷òî µ ∈ Q>0 (ñì. çàì.

2.1.4), ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé è ïîëîæèòåëüíîé ìóëü-

òèïëèêàòèâíîé êîíñòàíò ãëàäêèõ çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëà V1(θ) = A|θ| + B

(A < 0), V2(θ) = A
θ2

+B (A > 0), ãäå A,B ∈ R.

2. Íà òåõ ïîâåðõíîñòÿõ S ′, ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà êîòîðûõ íåêîòîðîé çàìåíîé

u = u(θ), ϕ = ϕ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

G =

(
1

(θ2+c−tθ−2)2
0

0 1
µ2(θ2+c−tθ−2)

)
(2.1.8)
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äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ ïîñòîÿííûõ c, t, µ, òàêèõ ÷òî t 6= 0, µ ∈ Q>0 (ñì.

çàì. 2.1.4), ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé è ïîëîæèòåëüíîé

ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíò ãëàäêèé çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë V2(θ) = A
θ2

+ B,

ãäå A,B ∈ R, A(θ4 + t) > 0.

3. Íà îñòàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ S ′ ãëàäêîãî çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà íå ñóùåñòâó-

åò.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.11) Ïñåâäîðèìàíîâî 2-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå

âðàùåíèÿ áåç ýêâàòîðîâ, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíûé çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë,

íàçîâåì ïîâåðõíîñòüþ Áåðòðàíà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6, ýòî � ïñåâäîðèìàíîâû 2-ìåðíûå

ìíîãîîáðàçèÿ, îïèñàííûå â òåîðåìå 6.

Çàìå÷àíèå 2.1.4. Ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà S ′ ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé âðàùåíèÿ òàê-

æå îïðåäåëÿþòñÿ 5 ïàðàìåòðàìè c, t, µ, â, b̂. Ýòè ïàðàìåòðû êàê è â ðèìàíîâîì ñëó÷àå íå

ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, íà íèõ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèå âèäà ∀θ ∈ (â, b̂)

a2
22(θ) > 0, a′22(θ) 6= 0, θ > 0. Òàêèì îáðàçîì èíòåðâàë (â, b̂) äîëæåí áûòü ïîäìíîæåñòâîì

äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà (ñì. òàáëèöó 2.1), ïðè ýòîì åñëè îí ñîâïàäàåò ñ äîïóñòèìûì

ìíîæåñòâîì (åãî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé, åñëè èõ äâå), òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü

Áåðòðàíà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé.

Òàáëèöà 2.1: Âîçìîæíûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ θ.

Çíà÷åíèå (c, t) Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ θ Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ θ

â ðèìàíîâîì ñëó÷àå â ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó÷àå

c ≥ 0, t = 0 (0,∞) ∅
c < 0, t = 0 (

√
−c,∞) (0,

√
−c)

t > 0 (θ2,∞) (0, θ2)

t < 0, c < 0, c2 + 4t > 0 (0, θ1) èëè (θ2,∞) (θ1,
4
√
−t) èëè ( 4

√
−t, θ2)

t < 0, c > 0, c2 + 4t > 0 (0, 4
√
−t) èëè ( 4

√
−t,∞) ∅

èëè c2 + 4t ≤ 0

Çàìå÷àíèå 2.1.5. Ïîòåíöèàë V = A|θ| + B ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïîòåíöèàëà ãðàâèòàöè-

îííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Íüþòîíà, à V = A
θ2

+ B àíàëîãîì ïðóæèííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ãóêà.

Êîììåíòàðèé 2.2. Êàê â ðèìàíîâîì òàê è â ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó÷àÿõ ïîâåðõíîñòü

Áåðòðàíà çàäàåòñÿ ïÿòåðêîé ïàðàìåòðîâ (c, t, µ, â, b̂) ∈ R2×Q>0×R2 ñ íåêîòîðûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè, óêàçàííûìè â çàìå÷àíèÿõ 2.1.3, 2.1.4. Ïàðàìåòðû c, t ñèëüíåé âñåãî âëèÿþò
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íà ôîðìó ïîâåðõíîñòè, ïàðàìåòð µ, êàê ìîæíî âèäåòü èç çàìå÷àíèÿ 2.1.3, óæå ñëàáåå (î

òîì êàê µ âëèÿåò íà ôîðìó ïîâåðõíîñòè ñì. ïîäðîáíåå êîììåíòàðèé 1.2), à ïàðàìåòðû â, b̂

ïîêàçûâàþò ëèøü êàêîé êóñîê ïîâåðõíîñòè ìû áåðåì. Äàëåå çà èñêëþ÷åíèåì ñïåöèàëüíî

îãîâîðåííûõ ñëó÷àåâ ðå÷ü èäåò î ìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ Áåðòðàíà.

Íàïðèìåð, â ðèìàíîâîì ñëó÷àå ïðè µ = 1, t = 0, c = 1 èìååì ïðîêîëîòóþ ïîëóñôåðó,

ïðè µ = 1, t = 0, c = 0 èìååì ïðîêîëîòóþ ïëîñêîñòü, ïðè µ = 1, t = 0, c < 0 èìååì

ïðîêîëîòóþ ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî [56].

Äëÿ ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà S ′ ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé íàðèñóåì ïëîñ-

êîñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ c, t è îïèøåì ìàêñèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ýòèõ ïàðàìåòðîâ (ïàðàìåòðû æå µ, â, b̂ ìåíåå ñóùåñòâåííî

âëèÿþò íà ôîðìó ïîâåðõíîñòè). Äëÿ óäîáñòâà íà ïëîñêîñòè R2 ñ êîîðäèíàòàìè (c, t)

âûäåëèì íåñêîëüêî ìíîæåñòâ: l1 := {(c, t) : t = 0, c < 0}, Ω1 := {(c, t) : t > 0},
Ω2 := {(c, t) : c < 0, t < 0, c2 + 4t > 0} (ñì. ðèñ. 2.1).

Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ (c, t) èç îáëàñòè l1 íà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìàëüíîé ïî-

âåðõíîñòè S ′ ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî òåîðåìå 6 äâà çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëà V1 = Aθ + B,

ãäå A îòðèöàòåëüíàÿ, B � ïðîèçâîëüíàÿ; V2 = Aθ−2 +B, ãäå A ïîëîæèòåëüíàÿ, B � ïðî-

èçâîëüíàÿ êîíñòàíòû. Ãðàíè÷íàÿ ïàðàëëåëü θ = 0 ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.2 ÿâëÿåòñÿ

ýêâàòîðîì, ïàðàëëåëü θ =
√
−c àáñîëþòîì.

Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ (c, t) èç îáëàñòè Ω1 íà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìàëüíîé ïî-

âåðõíîñòè ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí òèï çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà V = Aθ−2+B, ãäå A > 0.

Ãðàíè÷íàÿ ïàðàëëåëü θ = 0 ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.2 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì, à ïàðàëëåëü

θ = θ2 � àáñîëþòîì.

Â ñëó÷àå (c, t) ∈ Ω2 èìååì äâå îáëàñòè, â êîòîðûõ ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ θ: (θ1,
4
√
−t) è

( 4
√
−t, θ2), ãäå θ1 =

√
−c−
√
c2+4t

2
, θ2 =

√
−c+
√
c2+4t

2
, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâóì ìàêñèìàëüíûì

ïîâåðõíîñòÿì. Çäåñü ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë A
θ2

+B, ãäå A(θ4 +

t) > 0. Ãðàíè÷íûå ïàðàëëåëü θ = 4
√
−t ÿâëÿåòñÿ ýêâàòîðîì, ïàðàëëåëè θ = θ1 è θ = θ2

ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòàìè.

Äâå ìàêñèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè S1 ≈ (θ1,
4
√
−t) × S1 è S2 ≈ ( 4

√
−t, θ2) × S1 ìîæíî

ãëàäêî ñêëåèòü ïî ýêâàòîðó, ò.å. äîáàâèòü îäíó ïàðàëëåëü θ = 4
√
−t è ïîëó÷èòü îáúåäè-

íåíèå S12 ≈ S1 ∪ ({ 4
√
−t} × S1) ∪ S2 ≈ (θ1, θ2) × S1, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå âðàùåíèÿ. Ïîâåðõíîñòü S12 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñ îäíèì ýêâà-

òîðîì, à ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Áåðòðàíà (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.2), õîòÿ ëþáàÿ

åå ñâÿçíàÿ S1-ïîäïîâåðõíîñòü (ò.å. ÿâëÿþùàÿñÿ îáúåäèíåíèåì ïàðàëëåëåé èñõîäíîé), íå

ñîäåðæàùàÿ ýêâàòîð, óæå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Áåðòðàíà.

Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (c, t) ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ñ ìåòðèêîé (2.1.8) íå

ñóùåñòâóåò, ÷òî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåò ðèìàíîâ è ïñåâäîðèìàíîâ ñëó÷àè. Â ðèìàíîâîì

ñëó÷àå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (c, t) ñóùåñòâîâàëè ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíî-

ñòè Áåðòðàíà (ñì. ðèñóíîê 2.2).

35



C

t

W1W1

l1

W2

Ðèñ. 2.1: Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ c, t è å¼ ðàçáèåíèå íà çîíû l1,Ω1,Ω2, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷-

íûì òèïàì ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé.

Íà ðèñóíêå 2.2 âûäåëåíû ñëåäóþùèå çîíû: òî÷êà (0, 0), ëó÷ l1 = {(c, t) : c > 0, t = 0},
ëó÷ l2 = {(c, t) : c < 0, t = 0}, êðèâàÿ l3 = {(c, t) : c < 0, c2 + 4t = 0}, îáëàñòü
Ω1 = {(c, t) : t > 0}, îáëàñòü Ω2 = {(c, t) : c2 + 4t > 0, c < 0, t < 0}, îáëàñòü Ω3 =

{(c, t) : c2 + 4t < 0} ∪ {(c, t) : c2 + 4t ≥ 0, t < 0, c > 0}.
Â ðèìàíîâîì ñëó÷àå åñòü �íóëåâîé� ïðèìåð � ýòî ïëîñêîñòü , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷å-

íèÿìè ïàðàìåòðîâ c = t = 0, µ = 1, â = 0, b̂ =∞, íà íåé ñóùåñòâóåò ïîòåíöèàë Íüþòîíà

è ïîòåíöèàë Ãóêà, ïðèâîäÿùèå ê çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì, äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì êî-

òîðûõ èçó÷åíî ëó÷øå âñåãî (ñì. ïîäðîáíåå ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.11).

c

t

l1l2

l3

W1

W2 W3

Ðèñ. 2.2: Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ c, t è å¼ ðàçáèåíèå íà çîíû l1, l2, l3,Ω1,Ω2,Ω3, îòâå÷àþùèå

ðàçëè÷íûì òèïàì ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé.

Çàìå÷àíèå 2.1.6. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â íà÷àëå ðàçäåëà òåîðåìó 6 ìîæíî âûâåñòè èç

òåîðåìû 3. Â ñàìîì äåëå íóæíî âåðíóòüñÿ ê óðàâíåíèÿì îðáèò (1.1.9) â áåðòðàíîâñêèõ êî-
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îðäèíàòàõ (îíè ïàðàìåòðèçîâàíû êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîìK): θ′′ϕϕ = − 1
K2

(
V (θ)− K2

2a222(θ)

)′
θ
.

Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûì ñåìåéñòâîì óðàâíåíèé Áåðòðàíà (1.2.1), ãäå çà z(ϕ)

áåðåòñÿ θ(ϕ), çà ρ(z) áåðåòñÿ −
(

1
2a222(θ)

)′
θ

=
a′22(θ)

a322(θ)
, ñîîòâåòñòâåííî çà R(z) = 1

a222(θ)
, çà Ψ(z)

áåðåòñÿ −V ′(θ), ñîîòâåòñòâåííî çà W (z) áåðåòñÿ −V (θ): z′′ϕϕ + ρ(z) = 1
K2 Ψ(z). Çàìåòèì

òàêæå, ÷òî â âèäó òîãî, ÷òî a′22(θ) 6= 0 è ρ =
a′22
a322
, ïîëó÷àåì, ÷òî ρ(z) íå èìååò íóëåé. Çíà-

÷èò, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è, ïðèìåíÿÿ åå, ïîëó÷àåì äëÿ ñèñòåìû (1.2.1) âñå

ïàðû ôóíêöèé (ρ(z),Ψ(z)), òàêèõ ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(z) ÿâëÿåòñÿ ρ-çàìûêàþùåé. Âîçâðàùà-

ÿñü òåïåðü ê θ, a22(θ), V (θ) ïîëó÷àåì îïèñàíèå âñåõ çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëîâ V (θ) äëÿ

êàæäîé ïîâåðõíîñòè S ′ ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé ds2 = µ4a4
22(θ)dθ2−a2

22(θ)dϕ2. Îäíà-

êî äàëåå áóäåò äàíî áîëåå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6, êîòîðîå ïîâòîðÿåò

ìíîãèå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3, íî òàêæå èìååò è îòëè÷èÿ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî çàìêíóòîñòü îðáèò θ(ϕ) îçíà÷àåò ñîèçìåðèìîñòü èõ ìèíèìàëü-

íûõ ïåðèîäîâ ñ π, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîïàðíîé ñîèçìåðèìîñòè ïåðèîäîâ

íåêðóãîâûõ îðáèò. Íà ñàìîì äåëå èç òåîðåìû 3 ìîæíî âûâåñòè áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäå-

íèå, îïèñûâàþùåå âñå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ áåç ýêâàòîðîâ, äîïóñêàþùèå íàëè÷èå ïîòåí-

öèàëîâ, ïðèâîäÿùèõ ê îðáèòàì, ÿâëÿþùèìñÿ ãðàôèêàìè ïîñòîÿííûõ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé θ(ϕ) ñ ïîïàðíî ñîèçìåðèìûìè (è â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàâíûìè) ìèíèìàëüíûìè

ïîëîæèòåëüíûìè ïåðèîäàìè.

2.2 Ñâîéñòâà îðáèò è ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà

Ïóñòü ïðîèñõîäèò äâèæåíèå ïî ïîâåðõíîñòè S ′ ≈ (a, b) × S1 ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé

(1.1.2) ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíîãî ãëàäêîãî ïîòåíöèàëà V (u) è u(ϕ) � îðáèòà ñ êèíåòè÷å-

ñêèì ìîìåíòîì K. Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåò âíåøíèé âèä îðáèò è ïîìîãàåò

â äîêàçàòåëüñòâå ìíîãèõ èõ ñâîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Äëÿ äâèæåíèÿ ñ êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K îïðåäåëèì ãðàíèöû

îðáèòû u1 := inf u(R1) � ïåðèöåíòð, u2 := supu(R1) � àïîöåíòð, à òàêæå ýôôåêòèâíûé

ïîòåíöèàë W (u) = V (u)− K2

2a222(u)
. (â ðèìàíîâîì ñëó÷àå V (u) + K2

2a222(u)
)

Îñîáîå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè îðáèò â öåíòðàëüíîì ïîëå èìåþò êðóãîâûå îðáèòû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äà¼ò êðèòåðèé òîãî, ÷òî îðáèòà u = u0 (ïàðàëëåëü) áóäåò êðó-

ãîâîé äëÿ äàííîãî ïîòåíöèàëà V (u). À èìåííî ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïàðàëëåëü {u0} × S1 ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé îðáèòîé ïðè íåêîòîðîì

K (ò.å. u = u0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1.7)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sgn V′(u0) =

−sgn a′22(u0).

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ êðóãîâîé îðáèòû u′ = 0, u′′ = 0, ñîãëàñíî (1.1.7) ýòî âëå-

÷¼ò −K2a′22(u0) = V ′(u0)a3
22(u0). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñþäó a22 > 0 è K2 > 0, ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå ñîâïàäåíèå çíàêîâ. Îáðàòíî ïðè sgn a′22(u0) = −sgn V′(u0) ðàññìîòðèì K =
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√
−V ′(u0)a322(u0)

a′22(u0)
. Òîãäà u = u0 = const � áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1.7) ïðè âûáðàííîì

Ê. �

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Óñëîâèå ñî çíàêàìè ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ýôôåêòèâíîãî ïî-

òåíöèàëà. Ïàðàëëåëü u = u0 ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé îðáèòîé ñ êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K

òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà u0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà W (u) =

V (u)− K2

2a222(u)
. Ýòî âåðíî, ò.ê. òî÷êà u0 êðèòè÷åñêàÿ äëÿW (u)⇔W ′(u0) = 0, ò.å.−K2a′22(u0) =

V ′(u0)a3
22(u0), äàëåå ïîâòîðÿþòñÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1.

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2.1 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè êðóãîâîé îðáèòû íå

áóäåò íè îäíîé çàìêíóòîé, äàæå îãðàíè÷åííîé îðáèòû. Áîëåå òî÷íî, åñëè ñóùåñòâóåò

îãðàíè÷åííàÿ îðáèòà ñ êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K, òîãäà ñóùåñòâóåò è êðóãîâàÿ îðáèòà

ñ òåì æå êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì.

Îðáèòû ïðè äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå â ïðîñòðàíñòâå R3 îáëàäàþò îñüþ ñèì-

ìåòðèè (åñëè îíè îãðàíè÷åíû). Ïîõîæèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò îðáèòû è íà ïîâåðõíîñòÿõ

âðàùåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü u = u(ϕ) � îðáèòà (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 1.1.7) ñ êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êîé (ϕ0, u(ϕ0)), ò.å. u′(ϕ0) = 0. Òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè u(ϕ) íà ïëîñêîñòè R2 ñ

äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (u, ϕ) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ϕ = ϕ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì â áåðòðàíîâñêèõ êîîðäèíàòàõ (θ, ϕ)

(ñì. çàì. 1.1.2). Ñèììåòðèÿ îçíà÷àåò θ(ϕ) = θ̃(ϕ) := θ(ϕ0− (ϕ−ϕ0)). Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà

ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ θ̃(ϕ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1.9) îðáèòû θ′′ϕϕ = −W ′(θ), ãäå

W � ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë. À ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîâïàäàþò θ(ϕ0) = θ̃(ϕ0)

è θ′(ϕ0) = θ̃′(ϕ0), òî ðåøåíèÿ θ(ϕ) è θ̃(ϕ) ñîâïàäàþò. �

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êðèòè÷åñêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè, áîëåå

òîãî îíè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ãëîáàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè, ò.å ó ôóíêöèè u = u(ϕ) âîîáùå

íåò ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ è ñåäëîâûõ òî÷åê.

Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ E,K òåñíî ñâÿçàíû ñ ìàêñèìàëüíî è ìèíèìàëüíî óäàë¼ííûìè

îò ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà òî÷êàìè (ïåðè- è àïîöåíòðû) îðáèòû u(ϕ).

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü a < a′ < b′ < b. Òîãäà

(a) Åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå u(ϕ) óðàâíåíèÿ (1.1.7) ñ ýíåðãèåé E, êèíå-

òè÷åñêèì ìîìåíòîì K, ïåðèöåíòðîì a′, àïîöåíòðîì b′. Òî ∀u0 ∈ (a′, b′) W (u0) <

E è

W (a′) = W (b′) = E. (2.2.1)

(b) Âåðíî îáðàòíîå. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî K âûïîëíåíî V (a′) − K2

2a222(a′)
= V (b′) −

K2

2a222(b′)
= E, à òàêæå ∀u0 ∈ (a′, b′) W (u0) < E. Òîãäà ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå

ðåøåíèå u(ϕ) óðàâíåíèÿ (1.1.7) ñ ýíåðãèåé Å, êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K, ïåðè-

öåíòðîì a′ è àïîöåíòðîì b′.
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(c) Åñëè çàäàíî ðåøåíèå u(ϕ) óðàâíåíèÿ (1.1.7) ñ ïåðèöåíòðîì a′, àïîöåíòðîì b′, ýíåð-

ãèåé E è u0 ∈ {a′, b′}. Òîãäà u0 ∈ u(R1)⇔ W ′(u0) 6= 0.

Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë íà ïðîòÿæåíèè âñåé îðáèòû íå ïðåâîñõîäèò ýíåðãèè, è ñðàâ-

íèâàåòñÿ ñ íåé òîëüêî â êðàéíèõ òî÷êàõ (ïåðè- è àïîöåíòðàõ). Ïåðèöåíòð (àïîöåíòð) a′

äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà â í¼ì íå

íîëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ñîãëàñíî (1.1.8) E = W (u) +
a211(u)

2a422(u)
K2u′2ϕ , îòñþäà (â ñèëó

ïîëîæèòåëüíîñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî) ñëåäóåò W (u)|[a′,b′] ≤ E. Ïóñòü äîñòèãàåòñÿ àïî-

öåíòð b′ ïðè ϕ = ϕ2. Òîãäà â ñèëó åãî ìàêñèìàëüíîñòè u
′
ϕ(ϕ2) = 0, îòñþäà â ñèëó (1.1.8)

E = W (b′) + 0. Ïóñòü òåïåðü àïîöåíòð b′ íå äîñòèãàåòñÿ, ò.å. u(ϕ) ñòðåìèòñÿ ê b′ ñ ðîñòîì

ϕ, ïðè÷åì ýòî ñòðåìëåíèå ìîíòîííîå â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2. Òîãäà u′ → 0 ⇒ W → E

(1.1.8), à â ñèëó ãëàäêîñòè W (u)→ W (b′), èìååì â ïðåäåëå W (b′) = E.

(b) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå u1 ∈ (a′, b′), òîãäà ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ÎÄÓ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(ϕ) óðàâíåíèÿ (1.1.8) ñ í.ó. u(0) = u1,

ýòî ðåøåíèå áóäåò ñ ýíåðãèåé E. Äàëåå ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âåñü èíòåðâàë

(a′, b′).

(c) Åñëè ïåðèöåíòð b′ äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîì ϕ0, òî äëÿ òàêîé îðáèòû u(ϕ0) = b′

è u′(ϕ0) = 0, çàìåòèì, ÷òî åñëè W ′(b′) = 0, òî u = b′ � ïîñòîÿííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1.1.7), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ò.ê. ÷åðåç (ϕ0, b
′) ïðîõîäÿò

èñõîäíîå è ïîñòîÿííîå ðåøåíèÿ.

Åñëè æå ïåðèöåíòð b′ íå äîñòèãàåòñÿ, òî ïðè ñòðåìëåíèè u ê b′ âåðíî, ÷òî u′, u′′ ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî èç óðàâíåíèÿ (1.1.7) ïðîèçâîäíàÿ W ′(u)→ 0 ïðè u→ b′, à çíà÷èò

è ðàâíà 0. �

u

E

WHuL

u1 u2

Ðèñ. 2.3: Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë îðáè-

òû, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì ïåðèîäè÷åñêîé

ôóíêöèè u(ϕ). Ðèñ. 2.4: Îðáèòà, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàôèêîì ïå-

ðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè u(ϕ).
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u

E

WHuL

u1 u2

Ðèñ. 2.5: Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë îðáè-

òû, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì íåïåðèîäè÷å-

ñêîé ôóíêöèè u(ϕ).
Ðèñ. 2.6: Îðáèòà, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàôèêîì

íåïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè u(ϕ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáèòû ñ ïåðèöåíòðîì u1 è àïîöåíòðîì u2 (ýíåðãèåé E) ýôôåê-

òèâíûé ïîòåíöèàë W (u) íà îòðåçêå (u1, u2) èìååò âèä ÿìû W (u) < E. Ïðåäëîæåíèå

2.3 óòâåðæäàåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ãðàôèê W (u) ïåðåñåêàåò óðîâåíü E â òî÷êàõ u1, u2

òðàíñâåðñàëüíî (W ′(u1) 6= 0, W ′(u2) 6= 0), òî îðáèòà äîñòèãàåò ïàðàëëåëè u = u1, u = u2 è

ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè u(ϕ), êîëåáëåòñÿ ìåæäó äâóìÿ óêàçàííûìè

ïàðàëëåëÿìè. Íà ðèñ. 2.3 ãðàôèê ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ îðáèòû, ÿâëÿþùåéñÿ

ãðàôèêîì ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè u(ϕ), à íà ðèñ. 2.4 îáùèé âèä îðáèòû, ÿâëÿþùåéñÿ

ãðàôèêîì ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè u(ϕ). Íà ðèñ. 2.5 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê W (u), êîòîðûé

ïåðåñåêàåò óðîâåíü E â òî÷êå u1 òðàíñâåðñàëüíî, à â òî÷êå u2 êàñàåòñÿ óðîâíÿ E. Ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ îðáèòà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.6, îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà u1, íî íå

äîñòèãàåò u2 áåñêîíå÷íî ïðèáëèæàÿñü ê íåìó.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà (ãðàôèê W (u)), äàæå â ñëó÷àå çàìêíóòîé îðáèòû, ìîæåò èìåòü ìíî-

æåñòâî îñîáåííîñòåé, â ò.÷. íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ïëîñêèå ó÷àñòêè è äð. Îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà V (u) ÿìà èìååò òîëüêî î÷åíü ñïåöèàëü-

íûé âèä � ó íå¼ ìíîæåñòâî ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ îáðàçîâàíî òî÷êîé. Â ñëåäóþùåì

óòâåðæäåíèè ñâîéñòâî çàìûêàåìîñòè îñëàáëåíî äî ïåðèîäè÷íîñòè (áåç òðåáîâàíèÿ ïî-

ïàðíîé ñîèçìåðèìîñòè ïåðèîäîâ), ïîýòîìó âìåñòî îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ

ìèíèìóìîâ â ôîðìóëèðîâêå ôèãóðèðóåò îòðåçîê [c1, c2].

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ Ê è Å íà (a′, b′) ⊂ (a, b) ôóíêöèÿ W (u) =

V (u) − K2

2a222(u)
ñòðîãî ìåíüøå E è W (a′) = W (b′) = E. Ïóñòü E0 = min

[a′,b′]
W . Òîãäà ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû
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1. Ëþáàÿ îðáèòà, ñ óðîâíåì ýíåðãèè E ′ ∈ (E0, E], êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K è íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì u(0) ∈ (a′, b′) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãðàôèêîì ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

u(ϕ).

2. Ñóùåñòâóåò [c1, c2] : W ′|[a′,c1) < 0, W ′|[c1,c2] = 0, W ′|(c2,b′] > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2⇒ 1. Óðîâåíü E ′ ïåðåñåêàåò ãðàôèêW (u) â äâóõ òî÷êàõ (u1, E
′),

(u2, E
′). Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.3 ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñ ïåðèöåíòðîì u1 è àïî-

öåíòðîì u2, ïðè÷åì îáà îíè äîñòèãàþòñÿ (ò.ê. W ′(u1) < 0, W ′(u2) > 0 ) � ýòî ðåøåíèå è

áóäåò íàøåé îðáèòîé ñ ýíåðãèåé E ′. Ïåðèîäè÷íîñòü ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.

1⇒ 2. Åñëè ôóíêöèÿW ′(u) íå èìååò âèä, óêàçàííûé â óñëîâèè, òî ñóùåñòâóþò u1, u2 ∈
[a′, b′] òàêèå, ÷òî E ′ := W (u1) = W (u2) < E, W |(u1,u2) < E ′, è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

W ′(u1) = 0. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 2.3 ñóùåñòâóåò îðáèòà ñ ýíåðãèåé E ′, ïåðèöåíòðîì u2 è

íåäîñòèæèìûì àïîöåíòðîì u1, áîëåå òîãî îíà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãðàôèêîì ïåðèîäè÷åñêîé

ôóíêöèè u(ϕ). Ïðîòèâîðå÷èå. �

Çàìå÷àíèå 2.2.2. Åñëè óñèëèòü ïåðâûé ïóíêò, ïîòðåáîâàâ íå ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèé,

ãðàôèêàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îðáèòû, à çàìêíóòîñòü îðáèò (èëè õîòÿ áû ïîïàðíóþ ñîèç-

ìåðèìîñòü ïåðèîäîâ óêàçàííûõ íåïîñòîÿííûõ ôóíêöèé), òî ó ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà

íå áóäåò äíà, à áóäåò íåâûðîæäåííûé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ò.å. ∃u0 : W ′|[a′,u0) < 0,

W ′(u0) = 0, W ′′(u0) 6= 0, W ′|(u0,b′] > 0. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì ïåðåéä¼ì ê áåðòðàíîâñêèì êîîðäèíàòàì (çàìå÷àíèå

1.1.2). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü W èìååò äíî, ò.å. îòðåçîê [c1, c2] êàê â ïóíêòå 2 ïðåäëîæåíèÿ

2.4. Ðàññìîòðèì óðîâåíü ýíåðãèè E ′ ∈ (E0, E) è îðáèòó {θ = θ(ϕ)} ñ òàêîé ýíåðãèåé

è òàêèì ýôôåêòèâíûì ïîòåíöèàëîì. Òîãäà îíà çàìêíóòà è ïîëóïåðèîä ôóíêöèè θ(ϕ)

ñîèçìåðèì ñ π, ò.å.
θ2∫
θ1

Kdθ√
2(E ′ −W (θ))

= µπ, (2.2.2)

ãäå µ � ðàöèîíàëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Â ñèëó (1.1.8), à òàêæå a′22 6= 0 ëåâàÿ

÷àñòü íåïðåðûâíî çàâèñèò îò θ1, θ2 êîãäà θ1 ∈ (a′, θ0), θ2 ∈ (θ0, b
′). À ïðàâàÿ ÷àñòü ïðî-

áåãàåò äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà πQ, òàêîå âîçìîæíî òîëüêî, åñëè

ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïîñòîÿííû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû íàïèñàííûé èíòåãðàë ðàñïàäàåòñÿ â

ñóììó òðåõ
c1∫
θ1

Kdθ√
2(E ′ −W )

+

c2∫
c1

Kdθ√
2(E ′ −W )

+

θ2∫
c2

Kdθ√
2(E ′ −W )

.

Êðàéíèå äâà ïîëîæèòåëüíû. À öåíòðàëüíûé ðàâåí (c2−c1)K√
2(E′−E0)

, ò.ê.W |[c1,c2] = E0. Ïðè

ñòðåìëåíèè E ′ ê E0 öåíòðàëüíûé èíòåãðàë (à çíà÷èò è âñÿ ñóììà) ñòðåìèòñÿ ê ∞, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïîñòîÿíñòâó ïîëóïåðèîäà.
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Íåâûðîæäåííîñòü ìèíèìóìà θ0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, à èìåííî ñïðàâåäëèâà îöåí-

êà
θ2∫
θ1

Kdθ√
2(E −W (θ))

≥
θ0∫
θ1

Kdθ√
2(E −W (θ))

,

ãäå θ0 ∈ [θ1, θ2]. Äàëåå â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.3 E = W (θ1) = W (θ2), à çíà÷èò èíòåãðàë

îöåíèâàåòñÿ

θ0∫
θ1

Kdθ√
2(E −W (θ))

≥ K√
2

θ0 − θ1

max
√
W (θ1)−W (θ)

=
K√

2

θ0 − θ1√
W (θ1)−W (θ0)

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó òîãî, ÷òî θ0 � ìèíèìóì W (θ). À â ñèëó òîãî, ÷òî

W (θ1) −W (θ0) = W ′(θ0)(θ1 − θ0) + W ′′(θ0) (θ1−θ0)2

2!
+ o((θ1 − θ0)2) è W ′(θ0) = W ′′(θ0) = 0

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ äðîáü åñòü îòíîøåíèå ôóíêöèè K√
2
(θ0−θ1) ê ôóíêöèè o(θ0−θ1),

è îíî ñòðåìèòñÿ ê ∞, êîãäà θ1 → θ0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.2.2). Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ñàìîå ñèëüíîå ñâîéñòâî çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà, êîòîðîå áó-

äåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îáîáùåíèè òåîðåìû Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü V (θ) � çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë íà S ′ ≈ (a, b)×S1 áåç ýêâàòî-

ðîâ (âñþäó a′22 6= 0) ñ çàìêíóòîé íåêðóãîâîé îðáèòîé θ̃(ϕ). Ïóñòü a′, b′ ñîîòâåòñòâåííî

ïåðè- è àïîöåíòðû îðáèòû θ̃(ϕ). Òîãäà ∀θ1 < θ2 ∈ [a′, b′] ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îðáèòà

ñ ïåðèöåíòðîì θ1 è àïîöåíòðîì θ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâîâàëî, òî â ñèëó (1.1.10)

V (θ1)− K2

2a2
22(θ1)

= V (θ2)− K2

2a2
22(θ2)

= E. (2.2.3)

Îòñþäà íàõîäèì (ðåøàÿ êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî E è K), ÷òî êèíåòè÷å-

ñêèé ìîìåíò è ýíåðãèÿ ó (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîé!) îðáèòû {θ = θ(ϕ)}, ãäå θ(ϕ) �

ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, âûñ÷èòûâàþòñÿ ÷åðåç ïåðè è àïîöåíòðû òàê:

K2 = 2
V (θ2)− V (θ1)

1
a222(θ2)

− 1
a222(θ1)

= 2
V (θ2)− V (θ1)

R(θ1)−R(θ2)
, (2.2.4)

E =
V (θ1)a2

22(θ1)− V (θ2)a2
22(θ2)

a2
22(θ1)− a2

22(θ2)
=
V (θ1)R(θ2)− V (θ2)R(θ1)

R(θ2)−R(θ1)
, (2.2.5)

ãäå ôóíêöèÿ R(θ) := − 1
a222(θ)

ââåäåíà äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé.

Çíà÷èò, íàøà îðáèòà (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) äîëæíà áûòü èìåííî ñ òàêèìè E, K.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1.1.7) ñ óêàçàííûìè E è K è íà÷àëüíûì óñëîâèåì θ(0) = θ1.

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ, ò.å. ÷òî îíî äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò è

ôëóêòóèðóåò ìåæäó θ1 è θ2. Åñëè áû ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë èñêîìîãî ðåøåíèÿW (θ) =

V (θ) + K2

2
R(θ) èìåë áû âèä ÿìû, ò.å. W (θ1) = W (θ2) = E,W (θ) < E ∀θ ∈ (θ1, θ2), òî
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ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3 ñóùåñòâîâàëà áû òðåáóåìàÿ îðáèòà. Â êðàÿõ θ1, θ2 ñëîæíîñòåé

íèêàêèõ íåò, ò.ê. ïî ïîñòðîåíèþ (â ñèëó (2.2.4), (2.2.5)) âûïîëíåíî W (θ1) = E = W (θ2).

Ïåðâàÿ ñëîæíîñòü. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë W = V + K2

2
R

áóäåò âñþäó ïðåâîñõîäèòü E, ò.å. W |(θ1,θ2) > E. Òîãäà ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3 ðåøåíèå

âîîáùå íå ñóùåñòâóåò â (θ1, θ2). Ïîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî òàêîãî áûòü íå ìîæåò.

Îáîçíà÷èì çà Ẽ è K̃ � ýíåðãèþ è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò îðáèòû θ̃(ϕ). Ãðàôèê ýôôåêòèâ-

íîãî ïîòåíöèàëà W̃ (θ) äëÿ èñõîäíîé îðáèòû θ̃(ϕ) ñîñòîèò èç óáûâàþùåé [a′, c] è âîçðàñ-

òàþùåé [c, b′] ÷àñòåé, ðàçäåë¼ííûõ ãëîáàëüíûì íåâûðîæäåííûì ìèíèìóìîì θ = c. Ýòî

âûíóæäàåò íàñ ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè.

Ñëó÷àé ïåðâûé: θ1 â óáûâàþùåé ÷àñòè, à θ2 â âîçðàñòàþùåé. Òîãäà äëÿ ýôôåêòèâíîãî

ïîòåíöèàëà èñõîäíîé îðáèòû θ̃ âûïîëíåíî W̃ ′(θ1) ≤ 0, W̃ ′(θ2) > 0 (îäíî èç íåðàâåíñòâ

îáÿçàòåëüíî ñòðîãîå, ò.ê. W ′ îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî â òî÷êå c), ò.å. V ′(θ1)+ K̃2

2
R′(θ1) ≤

0, V ′(θ2) + K̃2

2
R′(θ2) > 0. À ò.ê. ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë íîâîé îðáèòû W |(θ1,θ2) > E, òî

W ′(θ1) ≥ 0, W ′(θ2) ≤ 0, ÷òî îçíà÷àåò V ′(θ1) + K2

2
R′(θ1) ≥ 0, V ′(θ2) + K2

2
R′(θ2) ≤ 0. Îòñþäà

ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå K2 ≥ K ′2 > K2.

Ñëó÷àé âòîðîé: áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè θ1, θ2 â çîíå óáûâàíèÿ. Ôóíêöèÿ R ìîíîòîí-

íàÿ, ò.ê. a′22 6= 0⇒ R′ 6= 0. Çíà÷èò ôóíêöèÿ (K2 − K̃2)R(θ) òîæå ìîíîòîííàÿ. Óñòàíîâèì

õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè. Â ñèëó (2.2.3)

V (θ1) +
K2

2
R(θ1) = V (θ2) +

K2

2
R(θ2). (2.2.6)

Â òî æå âðåìÿ θ1, θ2 â çîíå óáûâàíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà W̃ èñõîäíîé îðáèòû,

çíà÷èò W̃ (θ1) > W̃ (θ2). ×òî äà¼ò

V (θ1) +
K̃2

2
R(θ1) > V (θ2) +

K̃2

2
R(θ2). (2.2.7)

Ñîâìåùàÿ (2.2.6), (2.2.7) ïîëó÷èì

R(θ1)

2
(K̃2 −K2) >

R(θ2)

2
(K̃2 −K2).

×òî ñ ó÷¼òîì ìîíîòîííîñòè (K2−K̃2)R(θ) äà¼ò íàì, ÷òî (K2−K̃2)R(θ) ñòðîãî âîçðàñòàåò.

Äàëåå â ñèëó òîãî, ÷òî W (θ1) = W (θ2) = E, W |(θ1,θ2) > E ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî

ó ãðàôèêà ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà W ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì, ò.å. ∃θ0 ∈
(θ1, θ2) : W ′(θ0) = 0 è ïðàâåå W óáûâàåò. Èç òîãî, ÷òî W̃ (θ0) < W̃ (a′) = W̃ (b′) çàêëþ÷àåì

V (θ0) +
K̃2

2
R(θ0) < V (b′) +

K̃2

2
R(b′). (2.2.8)

×òî ñ ó÷¼òîì ìîíîòîííîñòè R: R(b′)(K2 − K̃2) > R(θ0)(K2 − K̃2) äà¼ò

V (θ0) +
K2

2
R(θ0) > V (b′) +

K2

2
R(b′). (2.2.9)
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Òàêèì îáðàçîì â òî÷êå b′ ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë W áîëüøå, ÷åì â òî÷êå θ0. Çíà÷èò

ñóùåñòâóåò òî÷êà θ3: θ3 > θ0, W (θ0) = W (θ3) = E0, ∀θ ∈ (θ0, θ3) W (θ) < E0. Ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 2.3 ñóùåñòâóåò îðáèòà ñ ïåðèöåíòðîì θ0, àïîöåíòðîì θ3, ýíåðãèåé E0 è

êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K. Íî W ′(θ0) = 0, çíà÷èò îíà íå äîñòèãàåò ñâîåãî àïîöåíòðà,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò çàìêíóòîñòè âñåõ îãðàíè÷åííûõ îðáèò.

Âòîðàÿ ñëîæíîñòü. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî W |(θ1,θ2) ≤ E, ïðè÷¼ì â íåêîòîðûõ òî÷êàõ

W äîñòèãàåò E, íî íå âî âñåõ. Òîãäà ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òàêèìè òî÷êàìè, èëè ìåæäó

òàêîé òî÷êîé θ0 è îäíèì èç êðà¼â (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè θ2) ïîòåíöèàë èìååò âèä

ÿìû, ò.å. W (θ0) = W (θ2) = E, ∀θ ∈ (θ0, θ2) W (θ) < E. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.3 ñóùåñòâóåò

îðáèòà ìåæäó θ0 è θ2. Íî ò.ê. W ′(θ0) = 0, òî îðáèòà íå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ θ0, çíà÷èò

íåçàìêíóòà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çàìêíóòîñòè âñåõ îãðàíè÷åííûõ îðáèò.

Òðåòüÿ ñëîæíîñòü. Ñëó÷àè, êîãäà W 6≡ E íà [θ1, θ2] è åñòü òî÷êà θ0 òàêàÿ, ÷òî

W (θ0) > E ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîé ñëîæíîñòè.

Ïîñëåäíÿÿ ñëîæíîñòü. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë âñþäó íà

[θ1, θ2] ïîñòîÿíåí, ò.å. W |[θ1,θ2] ≡ const. Äîêàæåì, ÷òî òàêîãî áûòü íå ìîæåò. Ñëó÷àé, êîãäà

ïîòåíöèàë W ≥ E íà (θ1, θ2), ïðè ýòîì íå ïîñòîÿíåí è íå âñþäó áîëüøå E, ðàçáèðàåòñÿ

àíàëîãè÷íî ïåðâîé ñëîæíîñòè.

Â ñèëó òîãî, ÷òî W̃ èìååò çîíû óáûâàíèÿ [a′, c] è âîçðàñòàíèÿ [c, b′] íóæíî ðàññìîòðåòü

äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé ïåðâûé: θ1 ëåæèò â çîíå óáûâàíèÿ, à θ2 ëåæèò â çîíå âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà

c ∈ [θ1, θ2] èW ′(c) = 0 êàê è W̃ ′(c) = 0; ÷òî îçíà÷àåò V ′(c)+ K2

2
R′(c) = 0 = V ′(c)+ K̃2

2
R′(c).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K = K̃ è W = W̃ . Íî ó W̃ íåò îòðåçêîâ ïîñòîÿíñòâà.

Ñëó÷àé âòîðîé: áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè θ1, θ2 ëåæàò â çîíå óáûâàíèÿ. Åñëè W =

const íà [θ1, θ2], òî W ′ ≡ 0 íà [θ1, θ2], ÷òî îçíà÷àåò V ′ + K2

2
R′ = 0. Îòñþäà ñëåäóåò

W̃ ′
∣∣∣
[θ1,θ2]

= V ′ +
K̃2

2
R′ = −K

2

2
R′ +

K̃2

2
R′ =

R′

2
(K̃2 −K2). (2.2.10)

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðáèò, ó êîòîðûõ ïîëóïåðèîä íåîãàíè÷åííî âîçðàñòàåò.

Ïóñòü [θ1, θ22] � ìàêñèìàëüíûé èç îòðåçêîâ âèäà [θ1, x], íà êîòîðûõ W ≡ const. Î÷åâèäíî

x < c, ò.ê. èíà÷å W ′(c) = 0 = W̃ ′(c) ⇒ K̃ = K ⇒ W = W̃ , à W̃ (c) < W̃ (θ1). Ðàññìîò-

ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ∈ (θ22, c), ìîíîòîííî ñòðåìÿùèõñÿ ê θ2. Äëÿ êàæäîãî xi

ðàññìîòðèì ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë Wi, ñîîòâåòñòâóþùèé îðáèòàì γi ñ ïåðèöåíòðîì θ1,

àïîöåíòðîì xi è êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì Ki (ýòî ìîæíî ñäåëàòü â âèäó (2.2.5), (2.2.4)).

Âåðíî, ÷òî Wi|[θ1,xi] 6≡ const, ò.ê. èíà÷å W ′
i (θ1) = W ′(θ1) ⇒ Ki = K ⇒ Wi = W íà

(a′, b′) ⇒ W ïîñòîÿíåí íà [θ1, xi], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ xi > θ22. Ñî âñåìè îñòàëü-

íûìè ñëîæíîñòÿìè ìû óìååì áîðîòüñÿ, ïîýòîìó Wi èìååò âèä ïîòåíöèàëüíîé ÿìû è, â

ñèëó çàìûêàåìîñòè V , Wi óáûâàåò íà [θ1, ci], âîçðàñòàåò íà [ci, xi], ãäå ci � åäèíñòâåííûé

íåâûðîæäåííûé ìèíèìóì Wi íà [θ1, xi].

Íè îäèí ìèíèìóì ci íå ìîæåò ïîïàñòü â îòðåçîê [θ1, θ22], ò.ê. èíà÷åW ′
i (ci) = 0 = W ′(ci),

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî Wi è W , ÷òî êàê ìû óæå âèäåëè, íåâîçìîæíî. Ïîëóïåðèîä
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îðáèòû γi ìîæíî îöåíèòü òàê

0.5Φi =

ci∫
θ1

Kidθ√
2
√
Wi(θ1)−Wi(θ)

≥
θ22∫
θ1

Kidθ√
2
√
Wi(θ1)−Wi(θ)

≥

≥
θ22∫
θ1

Kidθ√
2
√
Wi(θ1)−Wi(θ22)

=
Ki(θ22 − θ1)√

2
√
Wi(θ1)−Wi(θ22)

. (2.2.11)

Îöåíêà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî [θ1, θ22] ïðîìåæóòîê óáûâàíèÿ êàæäîé èç ôóíêöèé Wi. Òå-

ïåðü âèäíî, ÷òî êîãäà xi → θ22 ÷èñëèòåëü ñòðåìèòñÿ ê K(θ22 − θ1), à çíàìåíàòåëü ê√
2
√
W (θ1)−W (θ22) = 0. Ò.å. ïîëóïåðèîä íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, à äîëæåí áûòü ðà-

âåí µπ ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì, àíàëîãè÷íûì çàìå÷àíèþ 2.2.2. �

Óñòàíîâèâ íåîáõîäèìûå ñâÿçè ìåæäó ñâîéñòâàìè ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà W (θ) è

ñâîéñòâàìè îðáèò θ(ϕ), à òàêæå îäíî ñâîéñòâî çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà V (θ) (ïðåäëî-

æåíèå 2.5), äîêàæåì òåîðåìó 6.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Íóæíî äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü, ò.å. ïîâåðõíîñòè

ñ áåðòðàíîâñêèìè ïîòåíöèàëàìè ìîãóò èìåòü òîëüêî óêàçàííóþ â òåîðåìå ìåòðèêó, à

ñàìè ïîòåíöèàëû ìîãóò áûòü òîëüêî òàêèìè, êàê óêàçàíî â òåîðåìå. À òàêæå íóæíî

âûïîëíèòü ïðîâåðêó, ÷òî åñëè ïîâåðõíîñòü èìååò óêàçàííóþ ìåòðèêó è íà íåé äåéñòâóåò

óêàçàííûé ïîòåíöèàë, òî âñå îãðàíè÷åííûå îðáèòû áóäóò çàìêíóòû è áóäåò ñóùåñòâîâàòü

íåêðóãîâàÿ îãðàíè÷åííàÿ îðáèòà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî â áåðòðàíîâñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñì. çàìå-

÷àíèå 1.1.2). Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè çàäàí çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë V (θ). Òîãäà ñóùåñòâóåò

çàìêíóòàÿ îðáèòà ñ ïåðèöåíòðîì a′ è àïîöåíòðîì b′. Ìû çíàåì (ïðåäëîæåíèå 2.5), ÷òî

ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïàðàëëåëÿìè θ1, θ2 èç (a′, b′) ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòóþ îðáèòó,

êîòîðàÿ áóäåò ôëóêòóèðîâàòü ìåæäó íèìè. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ îðáèòà äîëæíà áûòü çà-

ìêíóòîé, òî å¼ ïåðèîä T äîëæåí áûòü ñîèçìåðèì c 2π. Çàïèøåì ýòî óñëîâèå:

T = 2

θ2∫
θ1

dθ√
2
K2 (E − V (θ)) + 1

a222(θ)

= 2πµ, µ ∈ Q. (2.2.12)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ïðè èçìåíåíèè θ1, θ2, à ïðàâàÿ äèñ-

êðåòíî ïî ìíîæåñòâó πQ ñëåäóåò, ÷òî µ = const. Âûáåðåì òî÷êó x = θ1+θ2
2

è áóäåì óñòðåì-

ëÿòü θ1, θ2 ê x. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ R(θ) = − 1
a222(θ)

, θ1 = x− h, θ2 = x+ h, θ = x+ ht, ãäå

t áåãàåò ïî îòðåçêó [−1, 1], à h→ 0.

Èìååì

V (θ1) = V (x− h) = V (x)− V ′(x)h+
V ′′(x)

2
h2 − V ′′′(x)

6
h3 +

V iv(x)

24
h4 − V v(x)

5!
h5 + o(h5),

V (θ2) = V (x+ h) = V (x) + V ′(x)h+
V ′′(x)

2
h2 +

V ′′′(x)

6
h3 +

V iv(x)

24
h4 +

V v(x)

5!
h5 + o(h5),
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R(θ1) = R(x− h) = R(x)−R′(x)h+
R′′(x)

2
h2 − R′′′(x)

6
h3 +

Riv(x)

24
h4 − Rv(x)

5!
h5 + o(h5),

R(θ2) = R(x+ h) = R(x) +R′(x)h+
R′′(x)

2
h2 +

R′′′(x)

6
h3 +

Riv(x)

24
h4 +

Rv(x)

5!
h5 + o(h5).

Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ðÿä (òî÷íåå â ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëà-

ãàåìûõ) Òåéëîðà è ïðîèíòåãðèðóåì. Çàìåòèì dθ = d(x + ht) = hdt. Èòàê ïîëóïåðèîä

ðàâåí:

θ2∫
θ1

√
V (θ2)− V (θ1)dθ√

V (θ2)R(θ1)− V (θ1)R(θ2) + V (θ)R(θ2)− V (θ)R(θ1) +R(θ)V (θ2)−R(θ)V (θ1)
=

=

x+h∫
x−h

√
2V ′(x)

V ′′(x)R′(x)−R′′(x)V ′(x)

h
√
h
(

1 + V ′′′(x)
12V ′(x)

h2 + o(h3)
)
d(x+ ht)

h
√
h
√

1− t2
√
F1(x)

(2.2.13)

Ãäå

F1(x) = 1 + ht
R′V ′′′ − V ′R′′′

3(V ′′R′ −R′′V ′)
+ h2

(
R′′′V ′′ −R′′V ′′′

6(V ′′R′ −R′′V ′)
+

V ivR′ − V ′Riv

12(V ′′R′ −R′′V ′)
(1 + t2)

)
+ o(h2)

Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê:

T

2
=

√
2V ′

V ′′R′ −R′′V ′

1∫
−1

dt√
1− t2

− h
√

2V ′

V ′′R′ −R′′V ′
R′V ′′′ − V ′R′′′

6(V ′′R′ − V ′R′′)

1∫
−1

tdt√
1− t2

+

+
h2

12

√
2V ′

V ′′R′ −R′′V ′

 1∫
−1

dt√
1− t2

(
V ′′′

V ′
− ρ′′′V ′′ − ρ′′V ′′′

V ′′R′ −R′′V ′
− V ivR′ − V ′Riv

2(V ′′R′ −R′′V ′)

)
+

+
1

2

1∫
−1

t2dt√
1− t2

(
(R′V ′′′ − V ′R′′′)2

(V ′′R′ −R′′V ′)2
− V ivR′ − V ′Riv

V ′′R′ −R′′V ′

)+ o(h2) (2.2.14)

Ñ ó÷åòîì T
2

= µπ, à òàêæå
1∫
−1

dt√
1−t2 = π çàêëþ÷àåì, ÷òî

µ =

√
2V ′

V ′′R′ −R′′V ′
. (2.2.15)

Äàëåå âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî 0, ò.ê.
1∫
−1

tdt√
1−t2 = 0.

Ïðèðàâíèâàåì òðåòüå ñëàãàåìîå ê íóëþ ñ ó÷åòîì
1∫
−1

t2dt√
1−t2 = π

2
:

V ′′′

V ′
−R

′′′V ′′ −R′′V ′′′

V ′′R′ −R′′V ′
− V ivR′ − V ′Riv

2(V ′′R′ −R′′V ′)
+

(R′V ′′′ − V ′R′′′)2

4(V ′′R′ −R′′V ′)2
− V ivR′ − V ′Riv

4(V ′′R′ −R′′V ′)
= 0. (2.2.16)
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Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà çàìûêàþùèé ïîòåí-

öèàë, åñëè èçáàâèòüñÿ îò R′, R′′, R′′′, Riv. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì (2.2.15) â âèäå 2V ′

µ2
=

V ′′R′ − R′′V ′. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì äâà ðàçà 2V ′′

µ2
= V ′′′R′ − R′′′V ′, 2V ′′′

µ2
= V ivR′ − RivV ′ +

V ′′′R′′−R′′′V ′′. Ïîäñòàâèì èç òðåõ ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé Riv, R′′′, R′′ â (2.2.16), ïðèäåì

ê

3V ′′′V ′ = 4V ′2. (2.2.17)

Îòñþäà íàõîäèòñÿ V (θ) = c1
(θ+c2)2

+ c3 èëè V (θ) = c1θ + c2. Ãäå c1, c2, c3 � êîíñòàíòû

èíòåãðèðîâàíèÿ. À çíàÿ V ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2.2.15) íàõîäèòñÿ R(θ) = (θ+c2)2

µ2
+ c4 +

c5(θ + c2)−2, ãäå c2, c4, c5 � äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Ïðîâåðêà. Ïðîâåðèì, ÷òî íàéäåííûå ïîòåíöèàëû çàìûêàþùèå. Äëÿ ýòîãî ðåøèì

óðàâíåíèå (1.1.8), ïîñ÷èòàâ ôóíêöèþ θ(ϕ).

Äëÿ ïîâåðõíîñòè G =

(
1

(θ2+c)2
0

0 1
µ2(θ2+c)

)
è ïîòåíöèàëà V = Aθ +B èìååì:

θ =
A

µ2K2

(
−1 +

√
1 +

2(E −B)µ2K2

A2
− cµ

4K4

A2
sin

ϕ+ ϕ0

µ

)
. (2.2.18)

Äëÿ ïîâåðõíîñòè G =

(
1

(θ2+c)2
0

0 1
µ2(θ2+c)

)
è ïîòåíöèàëà V = A

θ2
+B èìååì:

θ2 =
E −B
µ2K2

− c

2
+

√(
E −B
µ2K2

− c

2

)2

− 2A

µ2K2
sin

2(ϕ+ ϕ0)

µ
. (2.2.19)

Äëÿ ïîâåðõíîñòè G =

(
1

(θ2+c−tθ−2)2
0

0 1
µ2(θ2+c−tθ−2)

)
è ïîòåíöèàëà V = A

θ2
+B èìååì:

θ2 =
E −B
µ2K2

− c

2
+

√(
E −B
µ2K2

− c

2

)2

+ t− 2A

µ2K2
sin

2(ϕ+ ϕ0)

µ
. (2.2.20)

Âèäíî, ÷òî âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ îãðàíè÷åííûå îðáèòû {θ = θ(ϕ)} áóäóò çàìêíóòû.

Íà ïðèìåðå ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ ïîÿñíèì ïîäðîáíåå êàê áûë ïîëó÷åí ÿâíûé âèä îðáèòû

(2.2.20).

Ñîãëàñíî (1.1.8) äëÿ a2
22(θ) = 1

µ2(θ2+c−tθ−2)
è V (θ) = A

θ2
:

E =
a2

11(θ)

2a4
22(θ)

K2θ′2 +
K2

2a2
22(θ)

+ V (θ) =
µ4K2

2
θ′2 +

K2µ2

2
(θ2 + c− tθ−2) +

A

θ2
+B. (2.2.21)

Âûðàæåíèå òðèâèàëüíî ïðåîáðàçóåòñÿ:

µ2θ′2 =

(
t− 2A

µ2K2

)
θ−2 +

(
2E − 2B

µ2K2
− c
)
− θ2.
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Èíòåãðèðóåì ïî ïîëóïåðèîäó∫
µdθ√(

t− 2A
µ2K2

)
θ−2 +

(
2E−2B
µ2K2 − c

)
− θ2

=

∫
dϕ.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé äðîáè íà 2θ ïîëó÷èì∫
dθ2

2

√(
t− 2A

µ2K2

)
+
(

2E−2B
µ2K2 − c

)
θ2 − θ4

=
ϕ+ ϕ0

µ
.

Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäÿò ê:

∫ d
(
θ2 − (E−B

µ2K2 − c
2
)
)

√(
t− 2A

µ2K2

)
+
(
E−B
µ2K2 − c

2

)2

−
(
θ2 − (E−B

µ2K2 − c
2
)
)2

= 2
ϕ+ ϕ0

µ
.

Èíòåãðèðóåì è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

arcsin
θ2 − (E−B

µ2K2 − c
2
)√(

t− 2A
µ2K2

)
+
(
E−B
µ2K2 − c

2

)2
= 2

ϕ+ ϕ0

µ
.

�

Çàìå÷àíèå 2.2.3. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåëî íàñ íå ê ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêå êàê â

ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû (2.1.8), à ê ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêå

ds2 =
dθ2(

(θ+c2)2

µ2
+ c5(θ + c2)−2 + c4

)2 +
dϕ2

(θ+c2)2

µ2
+ c5(θ + c2)−2 + c4

.

Íóæíàÿ ìåòðèêà ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå çàìåíû θ + c2 = µθ̃, t = − c5
µ2
, c = c4.

2.3 Ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà

Ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé S è ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé

S ′ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òðåõ ïàðàìåòðîâ (c, t, µ) ∈ R2 × Q>0. Êîãäà ïàðàìåòð t ðà-

âåí íóëþ, ìû èìååì (ñîãëàñíî òåîðåìàì 4, 6) ïîâåðõíîñòè ñ äâóìÿ òèïàìè çàìûêàþùèõ

ïîòåíöèàëîâ � àíàëîã ãðàâèòàöèîííîãî V1(θ) = A|θ| + B (A < 0) è àíàëîã îñöèëÿòîð-

íîãî V2(θ) = A
θ2

+ B (A(θ4 + t) > 0). Ïðè t = 0 ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè S èìåþò

ïîñòîÿííóþ ãàóññîâó êðèâèçíó è äîïóñêàþò îáîáùåíèå çàêîíîâ Êåïëåðà [37] (â ñëó÷àå ðå-

àëèçóåìîñòè â R3), âåêòîðà Ëàïëàñà-Ðóíãå-Ëåíöà [1], [25]. Ïðè t 6= 0 ñóùåñòâóåò òîëüêî

îäèí òèï çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà � àíàëîã îñöèëëÿòîðíîãî V2(θ) = A
θ2

+B (A(θ4+t) < 0)
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è ñèñòåìà òàêæå äîïóñêàåò îáîáùåíèå âåêòîðà Ëàïëàñà-Ðóíãå-Ëåíöà [1]. Îñòàíîâèìñÿ íà

ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ïîäðîáíåå.

Ðàöèîíàëüíûé ïàðàìåòð µ = p
q
âëèÿåò êàê íà ôîðìó ïîâåðõíîñòè (â ìåíüøåé ñòåïåíè,

÷åì c è t), òàê è íà ôîðìó îðáèò (c, t íà ôîðìó îðáèò ñîâñåì íå âëèÿþò). Ïîâåðõíîñòü Sµ0
ïðè íåêîòîðîì µ = µ0 ïîëó÷àåòñÿ èç ïîâåðõíîñòè S1 ïðè µ = 1 òàê æå êàê �ðàöèîíàëüíûé�

êîíóñ â êîììåíòàðèè 1.2. Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, òî ìîæíî

ðàçðåçàòü å¼ ïî ìåðèäèàíàì íà p îäèíàêîâûõ äîëåê, çàòåì âçÿâ q òàêèõ äîëåê ìîæíî

èçîãíóòü èõ è ñêëåèòü ïî ìåðèäèàíàì òàê, ÷òî âòîðàÿ äîëüêà ñêëåèâàåòñÿ ñ ïåðâîé, òðåòüÿ

ñêëåèâàåòñÿ ñî âòîðîé, ..., ïîñëåäíÿÿ ñ ïåðâîé, âñÿ çàìêíóòàÿ öåïî÷êà äà¼ò ïîâåðõíîñòü

Sµ, êîòîðàÿ áóäåò èìåòü âèä âåðåòåíà [43]. Ïîâåðõíîñòü Sµ q-ëèñòíî íàêðûâàåò äîëüêó, à

èñõîäíàÿ S1 � p-ëèñòíî.

ßâíûé âèä çàâèñèìîñòè θ(ϕ), ïðåäñòàâëåííûé ôîðìóëàìè (2.2.18), (2.2.19), (2.2.20),

ïîçâîëÿåò îïèñàòü ãåîìåòðèþ îðáèò (óêàçàííûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ ðèìàíîâà

òàê è äëÿ ïñåâäîðèìàíîâà ñëó÷àÿ). Çàâèñèìîñòü ôîðìû îðáèòû îò µ = p
q
íà ïîâåðõíî-

ñòÿõ ñ àíàëîãîì íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà è ñ àíàëîãîì ãóêîâñêîãî îòëè÷àåòñÿ. Â ñëó÷àå

ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.2.18) îðáèòà áóäåò ïåðèîäè÷íî ôëóê-

òóèðîâàòü ìåæäó ñâîèìè ïåðè- è àïîöåíòðîì, ïîâòîðÿÿ ïîâåäåíèå ñèíóñîèäû. Ïðè ýòîì

çà p âèòêîâ âîêðóã ïîâåðõíîñòè îðáèòà ñîâåðøèò ðîâíî q êîëåáàíèé îò ïåðèöåíòðà äî

àïîöåíòðà è îáðàòíî, à â ñëó÷àå îñöèëëÿòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñîãëàñíî ôîðìóëàì (2.2.19),

(2.2.20) ïëàíåòà ñîâåðøèò 2q êîëåáàíèé çà p âèòêîâ. Ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíûé ïî-

ëîæèòåëüíûé ïåðèîä îðáèòû (êàê ôóíêöèè θ(ϕ)) â ïåðâîì ñëó÷àå ðàâåí Φ1 = 2πµ, à âî

âòîðîì Φ2 = πµ.

Íàïðèìåð, äëÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (µ = 1, c = t = 0) ïðè äâèæåíèè âîêðóã Ñîëíöà

çà îäèí îáîðîò ïëàíåòà ñîâåðøàåò ðîâíî îäíî êîëåáàíèå ìåæäó ñâîèìè ïåðèãåëèåì è

àïîãåëèåì. Â ñëó÷àå æå ãóêîâñêîãî ïîòåíöèàëà ïëàíåòà äâèãàåòñÿ ïî ýëëèïñó, â öåíòðå

(à íå â ôîêóñå) êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå, ïîýòîìó ïëàíåòà ñîâåðøèò 2 êîëåáàíèÿ çà

îäèí îáîðîò.

Èòàê ìíîæåñòâî ïàð (S, V ) Áåðòðàíà (êàê â ðèìàíîâîì òàê è â ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó-

÷àÿõ) ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñåìåðêîé âåëè÷èí (c, t, µ, â, b̂, A,B), ãäå òðîéêà (c, t, µ) ∈ R2×Q>0

îïðåäåëÿåò ôîðìó ïîâåðõíîñòè S, ïàðà (â, b̂) ∈ R2 îïðåäåëÿåò øèðèíó ïîâåðõíîñòè, ò.å.

å¼ ãðàíè÷íûå ïàðàëëåëè, ïàðà (A,B) îïðåäåëÿåò çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë, äåéñòâóþùèé

íà S. Åñëè ïîâåðõíîñòü S íå èìååò ýêâàòîðîâ, òî êàê óæå îòìå÷àëîñü [56] âñå 5 òèïîâ

ïîòåíöèàëîâ (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.1.6-1.1.10) ýêâèâàëåíòíû. ×òî êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòåé, îò-

âå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïÿò¼ðêè ïàðàìåòðîâ (c, t, µ, â, b̂), òî êëàññèôèêàöèþ èõ

ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè, ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ äàåò òåîðåìà 7. Ñïåðâà äàäèì ñëå-

äóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Äâå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ S1 è S2 (ñîîòâåòñòâåííî S ′1 è S ′2) S
1-
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èçîìåòðè÷íû èëè ãîðèçîíòàëüíî èçîìåòðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì h :

S1 → S2, ñîõðàíÿþùèé ìåòðèêó (ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó) è ïåðåâîäÿùèé ïàðàëëåëè â

ïàðàëëåëè.

Äâå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ S1 è S2 (ñîîòâåòñòâåííî S
′
1 è S

′
2) ϕ-èçîìåòðè÷íû èëè âåð-

òèêàëüíî èçîìåòðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì h : S1 → S2, ñîõðàíÿþùèé

ìåòðèêó (ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó) è ïåðåâîäÿùèé ìåðèäèàíû â ìåðèäèàíû.

Äâå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ S1 è S2 ñ ìåòðèêàìè g1, g2 (ñîîòâåòñòâåííî S
′
1 è S

′
2 ñ ïñåâäî-

ðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè g1, g2) S
1-ïîäîáíû èëè ãîðèçîíòàëüíî ïîäîáíû, åñëè ñóùåñòâóåò

äèôôåîìîðôèçì h : S1 → S2, ïåðåâîäÿùèé ïàðàëëåëè â ïàðàëëåëè òàê, ÷òî ìåòðèêè

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì h∗g2 = k2g1 äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû k.

Ïóñòü Sc,t,µ,a,b � ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êîíñòàíòàìè c, t, µ, a, b, ò.å.

ïîâåðõíîñòü ñ êîîðäèíàòàìè (θ, ϕ), ãäå θ ∈ (a, b), è ìåòðèêîé (2.1.2) (ïñåâäîðèìàíîâîé

ìåòðèêîé (2.1.8)).

Òåîðåìà 7. Äëÿ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ñ ðèìàíîâîé (ïñåâäîðèìàíîâîé) ìåòðèêîé

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Äâå ïîâåðõíîñòè S1 = Sc1,t1,µ1,a1,b1 è S2 = Sc2,t2,µ2,a2,b2 S1-èçîìåòðè÷íû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò âñå ïàðàìåòðû (c1, t1, µ1, a1, b1) = (c2, t2, µ2, a2, b2).

Äâå ïîâåðõíîñòè S1 = Sc1,t1,µ1,a1,b1 è S2 = Sc2,t2,µ2,a2,b2 ϕ-èçîìåòðè÷íû â îêðåñòíî-

ñòè ñâîèõ ìåðèäèàíîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (c1, t1, a1, b1) = (c2, t2, a2, b2),

ò.å. ÷àñòü {(θ, ϕ) : 0 < ϕ < ϕ1} ⊂ Sc1,t1,µ1,a1,b1 âåðòèêàëüíî èçîìåòðè÷íà ÷àñòè

{(θ, ϕ) : 0 < ϕ < µ2
µ1
ϕ1} ⊂ Sc2,t2,µ2,a2,b2.

2. Äâå ïîâåðõíîñòè Sc1,t1,µ1,a1,b1 è Sc2,t2,µ2,a2,b2 S
1-ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò k > 0: t1 = k4t2, c1 = k2c2, a1 = ka2, b1 = kb2, µ1 = µ2.

Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ (c, t) èç îáëàñòè Ω3 = {(c, t) : c2 + 4t < 0} ∩ {(c, t) : t <

0, c > 0, c2 + 4t > 0} äëÿ ðèìàíîâà ñëó÷àÿ è Ω2 = {(c, t) : c2 + 4t > 0, t < 0, c < 0} äëÿ
ïñåâäîðèìàíîâà (ñì. ðèñ. 2.2, 2.1) èìåþòñÿ äâå ìàêñèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà, è,

êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà 7, îíè íå èçîìåòðè÷íû äðóã äðóãó è íå ïîäîáíû.

Äâå ïîäïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà îäíîé ìàêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè òàêæå íå ìîãóò áûòü íè

èçîìåòðè÷íûìè, íè ïîäîáíûìè.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë µ = p
q
ðàñêðûâàëñÿ â ÷àñòíîñòè â

òîì, ÷òî îêðåñòíîñòü ìåðèäèàíà ïîâåðõíîñòè Sc,t,µ íàêðûâàëà íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü-

äîëüêó q-ëèñòíî, à îêðåñòíîñòü ìåðèäèàíà ïîâåðõíîñòè Sc,t,1 íàêðûâàëà òó æå ñàìóþ

ïîâåðõíîñòü-äîëüêó p-ëèñòíî; ïîýòîìó ëîêàëüíî (â îêðåñòíîñòè ìåðèäèàíîâ) Sc,t,µ è Sc,t,1

èçîìåòðè÷íû, ÷òî è ïîäòâåðæäàåò òåîðåìà 7.

Äâå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ïîäîáíû, åñëè ó íèõ ñîâïàäàåò ðàöèîíàëüíûé ïàðàìåòð µ, à

òî÷êè (c1, t1) è (c2, t2) â ïëîñêîñòè Oct ëåæàò íà îäíîé ïàðàáîëå; êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 7

âñå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà (ñ îäíèì è òåì æå µ è ïîäõîäÿùèìè ãðàíèöàìè), îòâå÷àþùèå
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òî÷êàì êðèâîé, ðàçäåëÿþùåé çîíû Ω2 è Ω3 (â ðèìàíîâîì ñëó÷àå, ñì. ðèñ. 2.2) ïîäîáíû,

ò.ê. ýòà êðèâàÿ � âåòâü ïàðàáîëû c2+4t = 0. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ëó÷è {(c, t) : t = 0, c > 0}
è {(c, t) : t = 0, c < 0} óäîáíî â ýòîé òåîðåìå ñ÷èòàòü âûðîæäåííûì ñëó÷àåì ïàðàáîëû,

ò.ê. îíè ôîðìàëüíî óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû, ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòè, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïåðâîìó ëó÷ó íå ïîäîáíû ïîâåðõíîñòÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì âòîðîìó ëó÷ó.

Íàïðèìåð, â ðèìàíîâîì ñëó÷àå ïðè c = 1, µ = 1 (ïåðâûé ëó÷) èìååì ïðîêîëîòóþ ïî-

ëóñôåðó, à ïðè c = −1, µ = 1 (âòîðîé ëó÷) èìååì ïðîêîëîòóþ ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâêîãî,

êîòîðûå íå èçîìåòðè÷íû è íå ïîäîáíû. Ñëó÷àé c = t = 0 (âîçìîæåí òîëüêî â ðèìàíîâîì

ñëó÷àå) ÿâëÿåòñÿ îáîñîáëåííûì è ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà íå ïîäîáíû

íèêàêèì äðóãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ó óêàçàííûõ ïîâåðõíîñòåé ñîâïàäàþò âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ, òî â êà÷åñòâå S1-èçîìåòðèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîæäåñòâåííîå ñîïîñòàâëåíèå h,

ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x ïåðâîé ïîâåðõíîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (θ, ϕ) â òî÷êó h(x) âòîðîé ïî-

âåðõíîñòè ñ òåìè æå êîîðäèíàòàìè.

Îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâóåò òðåáóåìàÿ S1-èçîìåòðèÿ h: (θ1, ϕ1) ∈ S1 → (θ2, ϕ2) ∈ S2; òî â

ñèëó òîãî, ÷òî ïàðàëëåëè ïåðåõîäÿò â ïàðàëëåëè, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî êîìïîíåíò a2
22

ìåòðèêè, ò.å. âåðíî 1
µ21(θ21+c1−t1θ−2

1 )
= 1

µ22(θ22+c2−t2θ−2
2 )

. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå â

îäíîé òî÷êå, à íà èíòåðâàëå, êîãäà θ1 ïðîáåãàåò èíòåðâàë (a1, b1), θ2 = h(θ1) ïðîáåãàåò

èíòåðâàë (a2, b2); ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàâóþ ÷àñòü ñëîæíîé ôóíêöèåé 1
µ22(θ22+c2−t2θ−2

2 )
◦ θ2(θ1),

îïðåäåë¼ííîé íà èíòåðâàëå (a1, b1). Òàê êàê ìåðèäèàí èçîìåòðè÷íî ïåðåõîäèò â ìåðèäè-

àí, òî (µ1/µ2)4(dθ1)2 = (dθ2)2, ò.å. θ2 = ±(µ1/µ2)2θ1 + const. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ïàðàìåòðîâ c, t, µ è òîæäåñòâåííîñòü ôóíêöèè θ2(θ1), à çíà÷èò è ðàâåíñòâî ïàðàìåòðîâ a

è b.

Â ñëó÷àå ϕ-èçîìåòðèè îêðåñòíîñòåé ìåðèäèàíîâ, åñëè âûïîëíåíî (c1, t1, a1, b1) =

= (c2, t2, a2, b2), òî â êà÷åñòâå òðåáóåìîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùåå h : (θ1, ϕ1) ∈
S1 → (θ1,

µ2
µ1
ϕ1) ∈ S2. Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì h : {−ε1 <

ϕ1 < ε1} ⊂ S1 → {−ε2 < ϕ2 < ε2} ⊂ S2, ïåðåâîäÿùèé ìåðèäèàíû â ìåðèäèàíû

è òàêîé, ÷òî h∗g2 = g1. Íî â ýòîì ñëó÷àå íà íóëåâîì ìåðèäèàíå äîëæíî áûòü âû-

ïîëíåíî
dϕ2

1(ϕ2)

µ21(θ21+c1−t1θ−2
1 )

=
dϕ2

2

µ22(θ22+c2−t2θ−2
2 )

è (ϕ1)′ϕ2
= ± ε1

ε2
, îòêóäà ñëåäóåò

ε21
µ21(θ21+c1−t1θ−2

1 )
=

ε22
µ22(θ22+c2−t2θ−2

2 )
. Êàê è â ñëó÷àå S1-èçîìåòðèè (ñì. âûøå), îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî θ2 =

±(µ1ε2)2θ1/(µ2ε1)2 + const. Îòñþäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà c1 = c2, t1 = t2, µ1/ε1 = µ2/ε2 è

òîæäåñòâåííîñòü ôóíêöèè θ2(θ1), à çíà÷èò è a1 = a2, b1 = b2.

Âî âòîðîì óòâåðæäåíèè òåîðåìû ïðîâåðèì, ÷òî åñëè íàáîðû ÷èñåë (c1, t1, µ1, a1, b1)

è (c2, t2, µ2, a2, b2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîâåðõíîñòè

S1−ïîäîáíû. Âåðíî, ÷òî µ1 = µ2 è ñóùåñòâóåò k > 0: c1 = k2c2, t1 = k4t2, a1 = ka2, b1 =

kb2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h: S1 → S2, êîòîðîå òî÷êó x ∈ S1 ñ êîîðäèíàòàìè (θ1, ϕ)

ïåðåâîäèò â òî÷êó h(x) ∈ S2 ñ êîîðäèíàòàìè (θ2 = θ1/k, ϕ). Ìåòðèêà âòîðîé ïîâåðõíîñòè
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â òî÷êå h(x) ðàâíà

h∗g2 =
dθ22(θ1)

(θ22(θ1)+c2−t2θ−2
2 (θ1))2

+ dϕ2

µ2(θ22(θ1)+c2−t2θ−2
2 (θ1))

=

=
dθ22(θ1)

(θ22(θ1)+
c1
k2
−t1θ−2

2 (θ1)k−4)2
+ dϕ2

µ2(θ22(θ1)+
c1
k2
−t1θ−2

2 (θ1)k−4)
=

=
k2dθ21

(θ21+c1−t1θ−2
1 )2

+ k2dϕ2

µ2(θ21+c1−t1θ−2
1 )

= k2
(

dθ21
(θ21+c1−t1θ−2

2 )2
+ dϕ2

µ2(θ21+c1−t1θ−2
2 )

)
= k2g1.

Òàêèì îáðàçîì h ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì S1-ïîäîáèÿ. Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü ñó-

ùåñòâóþò êîíñòàíòà k > 0 è äèôôåîìîðôèçì h : S1 → S2, ïåðåâîäÿùèé ïàðàëëåëè â

ïàðàëëåëè è òàêîé, ÷òî h∗g2 = k2g1. Íî ïî äîêàçàííîìó ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì

h̃ : S1 → S̃1 := Sc1/k2,t1/k4,µ1,a1/k,b1/k, ïåðåâîäÿùèé ïàðàëëåëè â ïàðàëëåëè è òàêîé, ÷òî

h̃∗g̃1 = k2g1. Çíà÷èò, S2 è S̃1 ÿâëÿþòñÿ S
1-èçîìåòðè÷íûìè. Â ñèëó ï.1 èìååì S2 = S̃1, ÷òî

è òðåáîâàëîñü.

�

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü óñòàíîâëåíî íåìàëî ñâîéñòâ äâèæåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòÿì Áåð-

òðàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé è ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé (ò.å. åâêëèäîâîé ïëîñ-

êîñòè, ñôåðå è ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, êîòîðûì ñîîòâåòñâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

t = 0, µ = 1) ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà è Ãóêà (è èõ àíàëîãîâ), â òîì ÷èñëå

ïîñ÷èòàíû ïåðèîäû äâèæåíèé ïî çàìêíóòûì îðáèòàì, äëÿ ýòèõ ïåðèîäîâ óñòàíîâëåíû

çàêîíû Êåïëåðà è èõ àíàëîãè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî âåðåí ñëåäó-

þùèé ôàêò (ñì. [37]).

Óòâåðæäåíèå 4 (Êîçëîâ Â.Â.). Ïóñòü çàäàíà ïîâåðõíîñòü CL ñ êîîðäèíàòàìè (θ, ϕ)

è ìåòðèêîé (2.1.2), ãäå c = −1, µ = 1. Ïóñòü íà CL äåéñòâóåò àíàëîã íüþòîíîâñêîãî

ïîòåíöèàëà V1 èëè àíàëîã ãóêîâñêîãî V2 (ñì. çàì. 2.1.5). Òîãäà ïåðèîä äâèæåíèÿ T ÷à-

ñòèöû ïî îðáèòå (ò.å. ïåðèîä òðàåêòîðèè) çàâèñèò òîëüêî îò èíòåãðàëà ýíåðãèè E,

è íå çàâèñèò îò èíòåãðàëà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, ïðè÷¼ì çàâèñèìîñòü èìååò âèä

T =
2π√

A− 2E
(â ñëó÷àå V2), T =

π√
A

√
−E
A
−
√
E2

A2
− 1

/√
E2

A2
− 1 (â ñëó÷àå V1).

(2.3.1)

Îêàçûâàåòñÿ (êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû Ãîðäîíà [11]), â ñëó÷àå, åñëè â íåêîòîðîé îáëà-

ñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé àâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû âñå ôàçî-

âûå îðáèòû çàìêíóòû, òî ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè çàâèñèò òîëüêî îò

èíòåãðàëà E. Â ñëó÷àå ñ ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî ÿâíûé âèä òàêîé çàâèñèìîñòè äà¼ò

óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ èç

îáëàñòè {c2 + 4t > 0}, ÿâíûé âèä äà¼ò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà Áåðòðàíà (S, V ), ãäå S � ïîâåðõíîñòü Áåð-

òðàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé (ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé), ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå
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îáëàñòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ {(c, t, µ = p
q
) : c2 + 4t > 0, t 6= 0)}, V = A

θ2
� àíàëîã ãóêîâ-

ñêîãî ïîòåíöèàëà. Òîãäà ïåðèîä T äâèæåíèÿ ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ~r(t) íå çàâèñèò

îò èíòåãðàëà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà K è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

T =
πq

2
√

∆

 √
∆ + c√

E(
√

∆ + c) + 2A
+

√
∆− c√

E(c−
√

∆) + 2A

 , (2.3.2)

ãäå ∆ = c2 + 4t.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Áåðòðàíà è åé ñî-

îòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µ = 1, t = 0, c = −1. Óñòðåìèì â ôîðìóëå (2.3.2) t

ê íóëþ, à c ê ìèíóñ åäèíèöå ïîëó÷èì çíà÷åíèå ïåðèîäà íà CL êàê â óòâåðæäåíèè 4

(
√

∆ = |c| = −c = 1):

T =
π√

2A− 2E
.

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïðè ñòðåìëåíèè t êíóëþ ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ ïñåâäîðèìàíîâà

ñëó÷àÿ. Çíà÷åíèå ïåðèîäà ïîñ÷èòàíî äëÿ òî÷åê (c, t), êîòîðûå ëåæàò âûøå ïàðàáîëû

c2 + 4t = 0, óñòðåìèì c2 + 4t ê íóëþ, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò íà ïàðàáîëå, ò.å. ÷åìó

ðàâåí ïåðèîä T íà ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà, ïàðàìåòðèçîâàííîé (c, t, µ) : c2 + 4t = 0:

T = π · q

(
Ec+ 4A

2
√
Ec+ 2A

3

)
.

Âîïðîñ ïîäñ÷¼òà ÿâíîãî âèäà çàâèñèìîñòè ïåðèîäà îò ýíåðãèè ó îãðàíè÷åííîé îðáèòû íà

ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà, ïàðàìåòðèçîâàííîé ïàðàìåòðàìè (c, t, µ) òàêèìè, ÷òî c2 + 4t < 0

(òîëüêî äëÿ ðèìàíîâà ñëó÷àÿ, ò.ê. äëÿ ïñåâäîðèìàíîâà ïîâåðõíîñòåé ñ òàêèìè çíà÷å-

íèÿìè ïàðàìåòðîâ íå ñóùåñòâóåò, ÷òî âèäíî èç òàáëèöû 2.1 èëè ðèñóíêà 2.1), îñòà¼òñÿ

îòêðûòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óðàâíåíÿì Ýéëåðà-Ëàãðàíæà âñþäó âäîëü ~r(t) âûïîë-

íåíî a2
22(θ)ϕ̇ = K. Ïðåäñòàâèì â ôîðìå óäîáíîé äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ a2

22(θ)dϕ = Kdt.

Ïðîèíòåãðèðóåì ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ýêñòðåìóìàìè îäíîé îðáèòû, ò.å. ìåæäó àïî-

öåíòðîì è ïåðèöåíòðîì, ïîëó÷èòñÿ ïîëîâèíà âðåìåíè T̃ , íåîáõîäèìîãî äëÿ òîãî, ÷òîáû

îðáèòà ñîâåðøèëà îäíî êîëåáàíèå. Ïðè ýòîì, ïðåæäå ÷åì çàìêíóòüñÿ îðáèòà ñîâåðøèò q

êîëåáàíèé, ïîýòîìó ïåðèîä T = q · T̃ .
Φ/2∫
0

a2
22(θ ◦ ϕ)dϕ = K

T̃

2
. (2.3.3)

Óðàâíåíèå (2.2.20) äàåò ÿâíûé âèä îðáèòû êàê ãðàôèêà ôóíêöèè θ(ϕ) ñðàçó è äëÿ ðèìà-

íîâà è äëÿ ïñåâäîðèìàíîâà ñëó÷àåâ: θ2 = α + β sin(2ϕ
µ

+ 2ϕ0

µ
), ãäå

α =
E

µ2K2
− c

2
, β =

√(
E

µ2K2
− c

2

)2

+ t− 2A

µ2K2
. (2.3.4)
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À óãîë ϕ0 áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàâåí −π
4
(÷òîáû ïðè èçìåíåíèè ϕ îò 0 äî Φ/2 =

(µπ)/2 âåëè÷èíà θ2 ìåíÿëàñü îò ñâîåãî ìèíèìóìà α − β äî ñâîåãî ìàêñèìóìà α + β,

åñëè ϕ0 6= −π
4
, òî ãðàíèöû â ïåðâîì èíòåãðàëå íàäî èçìåíèòü ñ 0 è Φ/2 íà äðóãèå, õîòÿ

çíà÷åíèå èíòåãðàëà íå èçìåíèòñÿ).

Èíòåãðàë ñ ó÷¼òîì Φ = µπ, ϕ̃ = 2ϕ
µ
− π

2
ïðåîáðàçóåòñÿ

T̃ =
2

K

Φ/2∫
0

dϕ

µ2(θ2 + c− tθ−2) ◦ θ(ϕ)
=

2

Kµ2

Φ/2∫
0

dϕ

α + β sin(2ϕ
µ
− π

2
) + c− t

α+β sin( 2ϕ
µ
−π

2
)

=

=
1

µK

π
2∫

−π
2

d(2ϕ
µ
− π

2
)

α + β sin ϕ̃+ c− t
α+β sin ϕ̃

=
1

µK

π
2∫

−π
2

(α + β sin ϕ̃)dϕ̃

(α + β sin ϕ̃)2 + c(α + β sin ϕ̃)− t
.

(2.3.5)

Çíàê âûðàæåíèÿ θ2 +c− tθ−2 ðàâåí ε̂, ò.å. çàâèñèò îò ðèìàíîâîñòè ñëó÷àÿ, çíàê êèíåòè÷å-

ñêîãî ìîìåíòàK ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì òàê è îòðèöàòåëüíûì � â ëþáîì ñëó÷àå

îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà T íè÷åìó íå ïðîòèâîðå÷èò, à îçíà÷àåò äâèæåíèå â îá-

ðàòíóþ ñòîðîíó. Ñòàíäàðòíàÿ çàìåíà τ = tg ϕ̃
2
, dϕ̃ = 2dτ

1+τ2
ïðèâîäèò íàñ îò èíòåãðèðîâàíèÿ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì

T̃ =
1

µK

1∫
−1

(α + 2βτ
1+τ2

) 2dτ
1+τ2

(α + 2βτ
1+τ2

)2 + c(α + 2βτ
1+τ2

)− t
=

=
1

µK

1∫
−1

2(α + ατ 2 + 2βτ)dτ

(α + ατ 2 + 2βτ)2 + (cα− t)(1 + τ 2)2 + 2βcτ(1 + τ 2)
=

=
1

µK

1∫
−1

2(α + ατ 2 + 2βτ)dτ

τ 4(α2 + cα− t) + τ 3(4βα + 2βc) + τ 2(4β2 + 2α2 + 2cα− 2t)+

+τ(4αβ + 2βc) + α2 + cα− t. (2.3.6)

Â çíàìåíàòåëå ñòîèò âîçâðàòíûé ìíîãî÷ëåí ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîñòî ðàç-

ëîæèòü çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè. Ïðîìåæóòî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà ïðèìåò

âèä:

T̃ =
1

µK

1∫
−1

2α(τ 2 + 2β
α
τ + 1)dτ

(α2 + αc− t)(τ 2 + β 2α+c−
√

∆
α2+cα−t τ + 1)(τ 2 + β 2α+c+

√
∆

α2+cα−t τ + 1)
. (2.3.7)

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèÿ

β+ = β
2α + c+

√
∆

α2 + cα− t
, β− = β

2α + c−
√

∆

α2 + cα− t
. (2.3.8)
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Ñ ó÷¼òîì ââåä¼íûõ ñîêðàùåíèé èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

T̃ =
1

µK
√

∆(α2 + cα− t)

 1∫
−1

(α
√

∆− αc+ 2t)dτ

τ 2 + β+τ + 1
+

1∫
−1

(α
√

∆ + αc− 2t)dτ

τ 2 + β−τ + 1

 = (2.3.9)

=
1

µK
√

∆(α2 + cα− t)

(
(α
√

∆− αc+ 2t)I1 + (α
√

∆ + αc− 2t)I2

)
. (2.3.10)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (â ñëó÷àå 4ac− b2 > 0)
∫

dx
ax2+bx+c

= 2√
4ac−b2arctg

2ax+b√
4ac−b2 íàõîäèì

I1 :=

1∫
−1

dτ

τ 2 + β+τ + 1
=

2√
4− β2

+

arctg
2τ + β+√

4− β2
+

∣∣∣∣∣
1

−1

=

=
2√

4− β2
+

(
arctg

2 + β+√
4− β2

+

− arctg −2 + β+√
4− β2

+

)
. (2.3.11)

Ïîñëåäíåå óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ arctg x− arctg y = arctg x−y
1+xy

:

I1 =
2√

4− β2
+

arctg

 4√
4−β2

+

1 +
β2
+−4

4−β2
+

 =
2√

4− β2
+

π

2
=

π√
4− β2

+

. (2.3.12)

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ I2:

I2 =
π√

4− β2
−
. (2.3.13)

Òàêèì îáðàçîì ïåðèîä ðàâåí:

T̃ =
π

µK
√

∆(α2 + cα− t)

(
α
√

∆ + αc− 2t√
4− β2

+

+
α
√

∆− αc+ 2t√
4− β2

−

)
=

=
π

µK
√

∆

 α
√

∆ + αc− 2t

(α2 + cα− t)
√

4− β2 (2α+c+
√

∆)2

(α2+cα−t)2

+
α
√

∆− αc+ 2t

(α2 + cα− t)
√

4− β2 (2α+c−
√

∆)2

(α2+cα−t)2

 =

=
π

µK
√

∆

 √
∆ + c√

(α +
√

∆+c
2

)2 − β2

+

√
∆− c√

(α−
√

∆−c
2

)2 − β2

 .

(2.3.14)

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ïåðâàÿ äðîáü ñîêðàòèëàñü íà α − 2t√
∆+c

, à âòîðàÿ íà α + 2t√
∆−c .

Âñïîìèíàÿ òåïåðü ôîðìóëû (2.3.4) è ñâÿçü T = q · T̃ ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî óòâåðæäåíèå

òåîðåìû.

�
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Óòâåðæäåíèå 5, ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ñ îä-

íèì èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (ïîëíîé ýíåðãèåé E) ñîîòíîøåíèåì, ñîäåðæàùèì ëèøü ðàäè-

êàëû âòîðîé ñòåïåíè. Èñïîëüçóÿ òàêóþ íåñëîæíóþ ñâÿçü ìîæíî ïîñòðîèòü êîîðäèíàòó

äåéñòâèÿ I(E) â ÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (ñì. çàìå÷àíèå 4.2.3). Äëÿ íåîãðà-

íè÷åííûõ òðàåêòîðèé (âûõîäÿùèõ íà êðàé ïîâåðõíîñòè) áîëüøîå çíà÷åíèå èãðàåò êîíå÷-

íîñòü âðåìåíè, òðåáóåìîãî äëÿ âûõîäà íà ãðàíèöó, ò.ê. ýòî íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ïîëíîòîé

ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàçîâûõ ïîòîêîâ (ñì. óòâåðæäåíèÿ 18, 19).
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Ãëàâà 3

Àáñòðàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà è

ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà â R3, R3
2

Ìíîãèå èññëåäîâàòåëè çàäà÷è Áåðòðàíà íà÷èíàëè ñâîè ðàáîòû ñ ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíî-

ñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3, èíäóöèðîâàíèÿ îáúåìëþùåé ìåòðèêè íà íèõ. Îä-

íàêî, ìíîãèå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà íåëüçÿ âëîæèòü â R3 òàê, ÷òîáû èõ ìåòðèêà ïîëó-

÷àëàñü èíäóöèðîâàíèåì îáúåìëþùåé åâêëèäîâîé, íàïðèìåð, â òåîðåìå 5 ðå÷ü èä¼ò îá

àáñòðàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ S ≈ (a, b)×S1. Íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî öåëèêîì

âëîæèòü â R3, íåêîòîðûå òîëüêî ëîêàëüíî, ÷àñòü íå âêëàäûâàåòñÿ äàæå ëîêàëüíî, ò.å.

∀a1, b1 ∈ (a, b) : a ≤ a1 < b1 ≤ b íå ñóùåñòâóåò âëîæåíèÿ ïîÿñà (a1, b1) × S1 â R3 (ñ ó÷å-

òîì ìåòðèêè). Òåì íå ìåíåå äëÿ ðåàëèçóåìûõ êàê ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ìíîãîîáðàçèé

Áåðòðàíà ïîëó÷åíû êðàñèâûå ðåçóëüòàòû.

3.1 Áåðòðàíîâñêèå ïîâåðõíîñòè è íàòóðàëüíûå êîîðäè-

íàòû

Ïóñòü çàäàíî ïðîñòðàíñòâî R3 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) è åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ds2 =

dx2 + dy2 + dz2. Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ìíîæåñòâî, çàìåòàåìîå

âðàùåíèåì ïðîôèëüíîé êðèâîé (îíà æå ìåðèäèàí) âîêðóã îñè âðàùåíèÿ. Ðàññìîòðèì

ãëàäêóþ ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ γ(v) = (f(v), g(v)) â ïëîñêîñòè XOZ, ãäå v � íàòóðàëüíûé

ïàðàìåòð, ïðîáåãàþùèé çíà÷åíèÿ îò a äî b. Òîãäà ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè OZ êðèâàÿ

çàìåòàåò ïîâåðõíîñòü S ≈ (a, b) × S1, ðàäèóñ âåêòîð ëþáîé òî÷êè êîòîðîé èìååò âèä

r(v, ϕ) = (f(v) cosϕ, f(v) sinϕ, g(v)); òàêèì îáðàçîì íà ïîâåðõíîñòè çàäàíû êîîðäèíàòû

(v, ϕ mod 2π). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà ïðèìåò âèä(
1 0

0 f 2(v)

)
, (3.1.1)
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ò.ê. r′v(v, ϕ) · r′v(v, ϕ) = f ′2(v) + g′2(v) = 1 â ñèëó íàòóðàëüíîñòè ïàðàìåòðà v, è îñòàëü-

íûå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà âû÷èñëÿþòñÿ òðèâèàëüíî r′ϕ(v, ϕ) · r′v(v, ϕ) = 0,

r′ϕ(v, ϕ) · r′ϕ(v, ϕ) = f 2(v). Ôóíêöèÿ f(v) èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: f(v) ðàâíî

ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè (v, ϕ) íà ïîâåðõíîñòè S äî îñè âðàùåíèÿ.

Âîçüì¼ì òàêîé âèä ìåòðèêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ S ≈ (a, b) × S1 ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ ds2 =

a2
11(v)dv2 + a2

22(v)dϕ2 áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòû (v, ϕ mod 2π) íàòóðàëüíûìè, åñëè â

íèõ a11(v) ≡ 1, ò.å. ìåòðèêà íà ñàìîì äåëå âûãëÿäèò òàê (3.1.1).

Íàçâàíèå ìîòèâèðîâàíî êàê ðàç òåì, ÷òî êîîðäèíàòà v ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ïàðà-

ìåòðîì äëÿ êîîðäèíàòíîé êðèâîé ϕ = const (îíà æå ïðîôèëüíàÿ êðèâàÿ, îíà æå ìåðèäè-

àí). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî àáñòðàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ìåòðèêîé (3.1.1) áîëüøå, ÷åì

ïîñòðîåííûõ âûøå ïîâåðõíîñòåé â R3 ñ òîé æå ìåòðèêîé. Âñå ïîñòðîåííûå ïîâåðõíîñòè

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìåòðèêîé (3.1.1), íî íå âñå òàêèå ìíîãîîáðà-

çèÿ ðåàëèçóþòñÿ â R3 êàê ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íå âñåãäà ïî

çàäàííîé ôóíêöèè f(v) ìîæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ g(v) òàêóþ, ÷òî f ′2(v) + g′2(v) = 1,

òî÷íåå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ýòî â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïîâåðíîñòü S ≈ (a, b)× S1 ñ êîîðäèíàòàìè (v, ϕ) è ìåòðèêîé (3.1.1)

ðåàëèçóåòñÿ êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ â R3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀v ∈ (a, b)

|f ′(v)| ≤ 1.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñôåðó, ìåòðèêà íà íåé â íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

âûãëÿäèò ds2 = dv2 + sin2 v dϕ2. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ | sin′ v| ≤ 1 è, äåéñòâèòåëüíî, ñôåðà

ðåàëèçóåòñÿ â R3. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ðåàëèçóåìîñòè ñì. [57].

Áåðòðàíîâñêèå êîîðäèíàòû ñ÷èòàþòñÿ ïî íàòóðàëüíûì ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.2:

θ =
∫
C dv
f2(v)

, ãäå C � íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà (âûøå áðàëàñü ðàâíîé 1 èëè -1).

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûé ôàêò v′θ = 1
θ′v

íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàòóðàëüíûå âûñ÷èòûâà-

þòñÿ ïî áåðòðàíîâñêèì ñîãëàñíî ôîðìóëå v =
∫
C−1 dθ

µ2(θ2+c−tθ−2)
. Èíòåãðàë îò äðîáíî-

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ñ÷èòàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ è çàâèñèìîñòü ìåæäó v è θ âûãëÿäèò

òàê (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò): â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè θ = 1
v
, ãäå (v, ϕ) � ïî-

ëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè; â ñëó÷àå ñôåðû θ = ctg v, ãäå v � øèðîòà íà ñôåðå; â

ñëó÷àå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî θ = cth v. Áîëåå ïîäðîáíî äëÿ âñåõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðà-

íà çàâèñèìîñòü ñì. [56].

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðåàëèçóåìîñòè ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R3
2 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) è ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé ds2 =

−dx2−dy2 +dz2. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ γ(θ) = (f(θ), g(θ)) â ïëîñêîñòè

XOZ. Ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè OZ êðèâàÿ çàìåòàåò ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ S ′, ðàäèóñ
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âåêòîð òî÷êè (θ, ϕ) çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r(θ, ϕ) =

x(θ, ϕ)

y(θ, ϕ)

z(θ, ϕ)

 =

f(θ)cosϕ

f(θ)sinϕ

g(θ)

 . (3.1.2)

Ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà íà S ′ ïðèìåò âèä:(
−f ′2(θ) + g′2(θ) 0

0 −f 2(θ)

)
. (3.1.3)

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Êîîðäèíàòû (v, ϕ), â êîòîðûõ g′2(v) − f ′2(v) ≡ 1, ò.å. ïñåâäîðèìà-

íîâà ìåòðèêà (3.1.3) ïðèìåò âèä ds2 = dv2 − f 2(v)dϕ2, íàçîâåì íàòóðàëüíûìè.

Â ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò ðèìàíîâà, ïîëíîñòüþ ðåàëèçóþòñÿ âñå ïî-

âåðõíîñòè Áåðòðàíà. ×òîáû óñòàíîâèòü ýòî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì êðèòåðèåì.

Ëåììà 3.1.1. Ïîâåðõíîñòü S ′ ≈ (a, b) × S1 ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (2.1.8) ðåàëè-

çóåòñÿ â R3
2 êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà (a, b) âûïîëíåíî:

µ2(θ2 + c− tθ−2) ≤ (θ + tθ−3)2. (3.1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî.Â ñàìîì äåëå â ñëó÷àå ðåàëèçóåìîñòè

−f 2 =
1

µ2(θ2 + c− tθ−2)
, g′2 − f ′2 =

1

(θ2 + c− tθ−2)2
.

Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

−2ff ′ = − 2(θ + tθ−3)

µ2(θ2 + c− tθ−2)2
, f 2f ′2 =

(θ + tθ−3)2

µ4(θ2 + c− tθ−2)4
, f ′2 = − (θ + tθ−3)2

µ2(θ2 + c− tθ−2)3

g′2 = (g′2 − f ′2) + f ′2 =
1

(θ2 + c− tθ−2)2
− (θ + tθ−3)2

µ2(θ2 + c− tθ−2)3
.

Âûðàæåíèå g′2 âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî, îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå (3.1.4). Åñëè ÷èòàòü ýòó

öåïî÷êó ðàâåíñòâ ñ êîíöà ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íîñòü, à èìåííî ïóñòü âûïîëíåíî (3.1.4).

Òîãäà ðàññìîòðèì f(θ), g(θ) òàêèå, ÷òî:

f 2 = − 1

µ2(θ2 + c− tθ−2)
, g(θ) =

∫ √
1

(θ2 + c− tθ−2)2
− (θ + tθ−3)2

µ2(θ2 + c− tθ−2)3
dθ.

Ïîñòðîèì ïîâåðõíîñòü S ′ êàê îïèñàíî ïåðåä ëåììîé, ó íå¼ áóäåò òðåáóåìàÿ ìåòðèêà

(2.1.8). �

Òåîðåìà 8. Ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ c, t, µ ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà

S ′ öåëèêîì ðåàëèçóåòñÿ â R3
2 êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ S

′.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 3.1.1, ò.ê. ëåâàÿ ÷àñòü

íåðàâåíñòâà (3.1.4) âñåãäà îòðèöàòåëüíà, à ïðàâàÿ ïîëîæèòåëüíà. �

Ñàìîå èçâåñòíîå îïèñàíèå ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà â ðèìàíîâîì ñëó÷àå â íàòóðàëüíûõ

êîîðäèíàòàõ äàë Ñàíòîïðåòå [24], õîòÿ îí ðàáîòàë â ïðîñòðàíñòâå R3, åãî ðåçóëüòàò êàê

è åãî äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâäåëèâû è äëÿ àáñòðàêòíûõ (íå îáÿçàòåëüíî âëîæåííûõ â R3)

ìíîãîîáðàçèé Áåðòðàíà. Åãî òåîðåìà 1 äà¼ò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíî

çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè ñ ìåòðèêîé (3.1.1) â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé íà ìåòðèêó (ôóíêöèþ f(v)) ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ

ýêâàòîðîâ (f ′(v) 6= 0). Òåîðåìû 9, 10 îáîáùàþò ýòîò ðåçóëüòàò ñ ñèëüíî çàìûêàþùèõ

ïîòåíöèàëîâ íà çàìûêàþùèå, ëîêàëüíî-çàìûêàþùèå, ïîëóëîêàëüíî-çàìûêàþùèå, ñëàáî

çàìûêàþùèå ïîòåíöèàëû, à òàêæå íà ïñåâäîðèìàíîâ ñëó÷àé.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü S ≈ (a, b) × S1 � ìíîãîîáðàçèå ñ êîîðäèíàòàìè (v, ϕ mod 2π) è

ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ds2 = dv2+f 2(v)dϕ2, ãäå f(v) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà (a, b) è f ′(v) 6= 0

íà (a, b). Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f(v) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

β4 − 5(−f ′′f + f ′2)β2 − 5f ′′ff ′2 + 4f ′′2f 2 − 3f ′′′f ′f 2 + 4f ′4 = 0, (3.1.5)

äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé β, òî íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóþò êîîð-

äèíàòû (θ, ϕ mod 2π), òàêèå, ÷òî θ = θ(v), â êîòîðûõ ìåòðèêà èìååò âèä (2.1.2):

ds2 =
dθ2

(θ2 + c− tθ−2)2
+

dϕ2

µ2(θ2 + c− tθ−2)
, (3.1.6)

ãäå µ, c, t � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû, µ > 0. Ïðè ýòîì µ ∈ { 1
β
, 2
β
}. Áîëåå

òîãî, åñëè ff ′′ − f ′2 ≡ const, òî f ′′f − f ′2 ≡ −β2

i2
, äëÿ i ∈ {1, 2}, t = 0, µ = i

β
; åñëè

ff ′′ − f ′2 6= const, òî t 6= 0, µ 6= 2
β
.

Îáðàòíî, äëÿ âñÿêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà áåç ýêâàòîðîâ, ò.å. ðèìàíîâà ìíîãî-

îáðàçèÿ ñ ìåòðèêîé (3.1.6), ôóíêöèÿ f(v), ïîëó÷åííàÿ ïðè çàïèñè ìåòðèêè (3.1.6) â

íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ò.å. f(v), îïðåäåë¼ííàÿ óñëîâèÿìè f 2(v(θ)) = 1
µ2(θ2+c−tθ−2)

,

v′(θ) = (θ2 + c − tθ−2)−1, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.1.5) äëÿ êîíñòàíòû β := 2
µ
ïðè

t 6= 0, äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû β ∈ { 1
µ
, 2
µ
} ïðè t = 0.

Çàìå÷àíèå 3.1.1. Ïîâåðõíîñòü S áóäåò áåðòðàíîâñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β èëè

µ áóäóò ðàöèîíàëüíûìè, îäíàêî ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (3.1.5), (3.1.6) ñïðàâåäëèâà è

ïðè èððàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ β, µ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà áûâàþò äâóõ âèäîâ: íà ïåðâûõ ñóùåñòâóþò äâà

òèïà çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëîâ, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t = 0, íà âòîðûõ

òîëüêî îäèí òèï çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t 6= 0.

Â íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ óñëîâèå t = 0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ f(v): f äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé
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ff ′′ − f ′2 ≡ −β2, ff ′′ − f ′2 ≡ −β2

4
. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè f óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç

ïåðå÷èñëåííûõ óðàâíåíèé, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò è óðàâíåíèþ (3.1.5), à ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû K = −f ′′

f
.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â áåðòðàíîâñêèõ êîîðäèíàòàõ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.1.5)

ïðèíèìàåò âèä 1 + 5η′Θ − 3η′′ΘΘη + 4η′2Θ = 0, ãäå ôóíêöèÿ η(Θ) = f ′v(v(Θ))
β2f(v(Θ))

ñîîòâåòñòâóåò

ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(v), à v′(Θ) = f 2(v(Θ)). Áîëåå òîãî, âûïèñàííîå

óðàâíåíèå îáëàäàåò äâóìÿ ñèììåòðèÿìè, â ò.÷. òàêîé: åñëè ôóíêöèÿ η(Θ) ÿâëÿåòñÿ åãî

ðåøåíèåì, òî è ôóíêöèÿ η̃(Θ) = η(µ2Θ)/µ2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü S ′ ≈ (a, b) × S1 � ìíîãîîáðàçèå ñ êîîðäèíàòàìè (v, ϕ mod 2π) è

ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé ds2 = dv2 − f 2(v)dϕ2, ãäå f(v) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà (a, b) è

f ′(v) 6= 0 íà (a, b). Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f(v) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

β4 + 5(−f ′′f + f ′2)β2 − 5f ′′ff ′2 + 4f ′′2f 2 − 3f ′′′f ′f 2 + 4f ′4 = 0, (3.1.7)

äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé β, òî íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóþò êîîð-

äèíàòû (θ, ϕ mod 2π), òàêèå, ÷òî θ = θ(v), â êîòîðûõ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà èìååò

âèä (2.1.8):

ds2 =
dθ2

(θ2 + c− tθ−2)2
+

dϕ2

µ2(θ2 + c− tθ−2)
, (3.1.8)

ãäå µ, c, t � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû, µ > 0. Ïðè ýòîì µ ∈ { 1
β
, 2
β
}. Áîëåå

òîãî, åñëè ff ′′ − f ′2 ≡ const, òî f ′′f − f ′2 ≡ β2

i2
, äëÿ i ∈ {1, 2}, t = 0, µ = i

β
; åñëè

ff ′′ − f ′2 6= const, òî t 6= 0, µ 6= 2
β
.

Îáðàòíî, äëÿ âñÿêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà áåç ýêâàòîðîâ, ò.å. ïñåâäîðèìàíîâà

ìíîãîîáðàçèÿ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé (3.1.8), ôóíêöèÿ f(v), ïîëó÷åííàÿ ïðè çàïèñè

èíäåôèíèòíîé ìåòðèêè (3.1.8) â íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ò.å. f(v), îïðåäåë¼ííàÿ

óñëîâèÿìè −f 2(v(θ)) = 1
µ2(θ2+c−tθ−2)

, v′(θ) = −(θ2 + c− tθ−2)−1, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(3.1.7) äëÿ êîíñòàíòû β := 2
µ
ïðè t 6= 0, äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû β ∈ { 1

µ
, 2
µ
} ïðè t = 0.

Çàìå÷àíèå 3.1.2. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.1.7) ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3.1.5) ïîä-

ñòàíîâêîé âìåñòî f(v) âûðàæåíèÿ if(v), ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Òî æå ñïðàâåäëèâî è

äëÿ ìåòðèê: ìåòðèêà (3.1.1) ïåðåõîäèò â èíäåôèíèòíóþ ìåòðèêó (3.1.3) ïðè îïèñàííîé

ïîäñòàíîâêå.

Çàìå÷àíèå 3.1.3. Ôîðìóëû (3.1.5), (3.1.7) äàþò âîçìîæíîñòü êîíñòðóêòèâíî ïðîâåðèòü,

ÿâëÿåòñÿ ëè ïîâåðõíîñòü áåðòðàíîâñêîé èëè íåò (ñì. îïðåäåëåíèÿ 2.1.1, 2.1.2 è çàìå÷àíèå

2.1.1). Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå β4 + ε̂5(f ′′f−f ′2)β2−5f ′′ff ′2 +4f ′′2f 2−3f ′′′f ′f 2 +
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4f ′4 = 0 (åäèíàÿ ôîðìà çàïèñè äëÿ (3.1.5), (3.1.7)), ðàçðåøèâ åãî îòíîñèòåëüíî β:

β =

√[
−5ε̂(ff ′′ − f ′2) +

√
9(ff ′′ − f ′2)2 + 12ff ′(f ′′′f − f ′f ′′)

]
/2 = β+(f, f ′, f ′′, f ′′′),

(3.1.9)

β =

√[
−5ε̂(ff ′′ − f ′2)−

√
9(ff ′′ − f ′2)2 + 12ff ′(f ′′′f − f ′f ′′)

]
/2 = β−(f, f ′, f ′′, f ′′′).

(3.1.10)

Òàêèì îáðàçîì èìåÿ ðèìàíîâó (ïñåâäîðèìàíîâó) ìåòðèêó â íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

ds2 = dv2 + ε̂f 2(v)dϕ2, íóæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèè β+(f, f ′, f ′′, f ′′′), β−(f, f ′, f ′′, f ′′′) è åñëè

õîòÿ áû îäíà èç íèõ òîæäåñòâåííî ðàâíà ïîëîæèòåëüíîé ðàöèîíàëüíîé ïîñòîÿííîé, òî

ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåðòðàíîâñêîé (ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííûé àëãîðèòì íå ó÷è-

òûâàåò ýêâàòîðû).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè òåîðåìû 9 ðàññìîòðèì ïðîêîëîòóþ åâêëèäîâó ïëîñêîñòü,

ïðîêîëîòóþ ïîëóñôåðó S2, ïðîêîëîòóþ ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî L2. Ìåòðèêà íà ïëîñ-

êîñòè â íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (äëÿ ïëîñêîñòè � ýòî ïîëÿðíûå) èìååò âèä ds2 =

dv2 + v2dϕ2, ôóíêöèÿ f(v) = v, êðèâèçíà ïëîñêîñòè ðàâíà íóëþ (f ′′ = 0), ñîîòâåòñòâåííî

f ′′f − f ′2 = −1 (ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ t = 0, c = 0, µ = 1). Ìåòðèêà íà ïî-

ëóñôåðå â íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (äëÿ ïîëóñôåðû � ýòî äîëãîòà è øèðîòà) èìååò âèä

ds2 = dv2 + sin2 vdϕ2, ôóíêöèÿ f(v) = sin v, êðèâèçíà ïîëóñôåðû ðàâíà åäèíèöå (−− sin v
sin v

),

ñîîòâåòñòâåííî f ′′f − f ′2 = −1 (ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ t = 0, c = 1, µ = 1).

Ìåòðèêà íà L2 â íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä ds2 = dv2 + sh2 vdϕ2, ôóíêöèÿ

f(v) = sh v, êðèâèçíà L2 ðàâíà ìèíóñ åäèíèöå (− sh v
sh v

), ñîîòâåòñòâåííî f ′′f − f ′2 = −1

(ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ t = 0, c = −1, µ = 1). Óêàçàííûå ôóíêöèè (à òàêæå

ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõ v + c2,
1
c1

sin(c1v + c2), 1
c1

sh(c1v + c2)) ÿâëÿþòñÿ âñåìè ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ f ′′f − f ′2 = −1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 9 è 10 åäèíîîáðàçíû è äîñëîâíî ïîâòîðÿþò äðóã äðóãà, ïî-

ýòîìó ïðèâåä¼ì ïîäðîáíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9, êîòîðîå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé

ëåììå.

Ëåììà 3.1.2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ïðÿìîé òåîðåìû ôóíêöèÿ f = f(v) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (3.1.5). Òîãäà ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå êîíñòàíòà µ > 0 è ôóíêöèÿ θ(v)

òàêèå, ÷òî

θ′(v) =
1

µ2

1

f 2(v)
, f 2(v(θ)) =

1

µ2(θ2 + c− tθ−2)
,

ãäå êîíñòàíòû c, t âåùåñòâåííûå. Ïðè ýòîì µ ∈ { 1
β
, 2
β
}. Áîëåå òîãî, åñëè f ′′f − f ′2 =

const (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîâåðõíîñòè ñ äâóìÿ ïîòåíöèàëàìè), òî ff ′′ − f ′2 ≡ −β2

i2

äëÿ i ∈ {1, 2}, t = 0, µ = i
β
; åñëè ff ′′ − f ′2 6= const (ìíîãîîáðàçèå âòîðîãî òèïà), òî

t 6= 0, µ = 2
β
.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.2 äîêàæåì ëåììó 3.1.3 îá ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé

(3.1.5) è (3.1.6) íà ìåòðèêó, â êîòîðîé îíî (óñëîâèå íà ìåòðèêó) ïåðåôîðìóëèðîâàíî â

ýêâèâàëåíòíîñòü óðàâíåíèé (3.1.5) è (3.1.11). Ýêâèâàëåíòíîñòü óðàâíåíèé íóæíî ïîíè-

ìàòü òàê: åñëè f(v) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.5), òî ôóíêöèÿ f(v(θ)), ãäå θ′(v) = β2

f2(v)
,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1.11); îáðàòíî, åñëè g(θ) := f(v(θ)), ãäå θ(v) îïðåäåëåíà

÷óòü âûøå, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1.11), òî f(v) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.5).

Ëåììà 3.1.3. Ðàññìîòðèì êîíñòàíòó β > 0 è ôóíêöèþ f(v) > 0 íå ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ ïîâåðõíîñòè ïåðâîãî òèïà (ñì. çàì. 3.1.1), ò.å. f ′′f − f ′2 6= −β2

4
, f ′′f − f ′2 6= −β2,

f ′′f−f ′2 6= 0 íè â êàêîé òî÷êå v ∈ (a, b). Ïóñòü åñòü çàìåíà θ(v), îïðåäåë¼ííàÿ óñëîâèåì

θ′(v) = 1
µ2f2(v)

, è v(θ) � îáðàòíàÿ çàìåíà, ãäå µ = i
β
> 0, i = 1, 2.

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà (3.1.5) íà f(v) ýêâèâàëåíòíî ñó-

ùåñòâîâàíèþ äåéñòâèòåëüíûõ êîíñòàíò c1 6= 0, c2, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(v(θ)) óäî-

âëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

β2

i4

d
dθ
f(v(θ))

f 3(v(θ))
= c1(θ + c2)−3 − 1

4
(θ + c2). (3.1.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé øàã â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1.3 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ

ýêâèâàëåíòíûé ïåðåõîä ìåæäó óðàâíåíèÿìè.

Øàã 1. Äëÿ óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1.5) âñëåä çà Ñàíòîïðåòå ââåä¼ì ôóíêöèþ

h(v) := f(v)f ′′(v)− f ′2(v). Òîãäà óðàâíåíèå (3.1.5) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

β4 + 5h(v)β2 − 3f(v)f ′(v)h′(v) + 4h2(v) = 0. (3.1.12)

Øàã 2. Äëÿ ðàáîòû ñ êîîðäèíàòîé θ ââåä¼ì ôóíêöèþ η(θ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ â íåêî-

òîðîì ñìûñëå àíàëîãîì h(v). Ïóñòü η(θ) := 1
(µβ)2

f ′v(v(θ))
f(v(θ))

= β2

i4

d
dθ
f(v(θ))

f3(v(θ))
. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

âûïîëíåíî:

h(v) = β2η′θ(θ(v)), h′v(v) =
β2

i4
η′′θθ(θ(v))

f 2(v)
.

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé âìåñòå ñ îïðåäåëåíèåì η â óðàâíåíèå (3.1.12) ïîç-

âîëÿåò ïåðåïèñàòü åãî, çàìåíèâ v íà θ:

1 + 5η′θ(θ)− 3η′′θθ(θ)η(θ) + 4η′2θ (θ) = 0. (3.1.13)

Øàã 3. Äîìíîæèì óðàâíåíèå (3.1.13) íà η′

4|η′+ 1
4
|
5
4 η2

. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ýê-

âèâàëåíòíûì ïåðåõîäîì â ñëó÷àå η′ 6= −1
4
, 0. À ïîñëåäíåå âûïîëíåíî, ò.ê. f(v) > 0, f ′(v) 6=

0, à çíà÷èò η(θ(v)) 6= 0, òàêæå ïî óñëîâèþ ëåììû h 6= −β2

4
, 0, ÷òî îçíà÷àåò η′ 6= 0,−1

4
.

Ôóíêöèÿ η′(θ) + 1
4
ãëàäêàÿ è ñîõðàíÿåò çíàê íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ââåä¼ì îáî-

çíà÷åíèå ε := sgn(η′(θ) + 1
4
). Ñ ó÷¼òîì ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé è ââåä¼ííîãî îáîçíà÷åíèÿ

ïîëó÷èì

(η′ + 1
4
)
1
4ηη′′ − (η′ + 1)

(
ε1

4
(η′ + 1

4
)−

3
4ηη′′ + (η′ + 1

4
)
1
4η′
)

η2(η′ + 1
4
)
1
2

= 0. (3.1.14)
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Øàã 4. Èíòåãðèðîâàíèå ïî θ äà¼ò

η′ + 1

η|η′ + 1
4
| 12

= c0, (3.1.15)

ãäå c0 � äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, è âûïîëíåíî η
′ 6= 0 è c0 6= 0 (ñîãëàñíî óñëîâèÿì ëåììû

η′ 6= −1).

Øàã 5. Ïîñëåäíèé øàã äîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå η′ 6= −1 óðàâíåíèå (3.1.15) ýêâèâà-

ëåíòíî óðàâíåíèþ

η(θ) = c1(θ + c2)−3 − 1

4
(θ + c2), (3.1.16)

ãäå c1, c2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå c1 6= 0, θ + c2 6= 0 â èíòåðâàëå èçìå-

íåíèÿ θ, η 6= 0, η′ 6= 0, η′ 6= −1, η′ 6= −1
4
, |c1| = 27

c40
, c0(θ + c2) < 0.

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ (3.1.16) ⇒ (3.1.15). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü îá-

ðàòíóþ èìïëèêàöèþ óìíîæèì îáå ÷àñòè (3.1.15) íà η è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî θ:

3

4

εη′′

|η′ + 1
4
| 52

= c0. (3.1.17)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ ó÷¼òîì c0 6= 0

− 3

c0

|η′ + 1

4
|−

1
4 = θ + c2, (3.1.18)

c2 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ è äà¼ò

η(θ) = c1(θ + c2)−3 − 1

4
(θ + c2) + c3. (3.1.19)

Ñîîòíîøåíèÿ íà êîíñòàíòû î÷åâèäíû.�

Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1.2 åäèíñòâåííîñòü ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, à äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå ðàçáåð¼ì òðè ñëó÷àÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.2

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü âûïîëíåíî ff ′′ − f ′2 6= −β2

4
, ff ′′ − f ′2 6= −β2. Òîãäà ïî ëåììå

3.1.3 ôóíêöèÿ f(v(θ)) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.1.11), ãäå c1 6= 0. Ïðîèíòåãðèðóåì

óðàâíåíèå (3.1.11) ïî θ. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü∫
1

µ4β2

d
dθ
f(v(θ))

f 3(v(θ))
dθ = −1

2

1

µ4β2
f−2(v) + c4.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà∫ (
c1(θ + c2)−3 − 1

4
(θ + c2)

)
dθ = −1

2
c1(θ + c2)−2 − 1

8
(θ + c2)2 + c5.

Ò.ê. θ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû âûïîëíåíî

f 2(v(θ)) =
1

µ2(θ2 + c− tθ−2)
,
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ãäå t = −4c1, c = −8(c5 − c4), µ = 2
β
.

Ñëó÷àé 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîâåðõíîñòè ïåðâîãî òèïà, ò.å. h′ ≡ 0, ïîýòîìó η′ ≡ 0,

óðàâíåíèå (3.1.5) â ôîðìå (3.1.13) íàõîäèì η′ ≡ −1, η′ ≡ −1
4
. Åñëè η′ ≡ −α, ãäå α = 1

èëè 1
4
, òî ïðè µ := 1

β
√
α
èìååì η = (αβ)2

d
dθ
f(v(θ))

f3(v(θ))
= α f

′
v(v(θ))
f(v(θ))

= −αθ + const. Àíàëîãè÷íî

ïåðâîìó ñëó÷àþ èíòåãðèðóåì ïî θ ïîëó÷èì

f 2(v(θ)) =
αβ2

(θ2 + c)
=

1

µ2(θ2 + c)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9 ×òîáû ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå ïðÿìîé òåîðåìû ïîä-

ñòàâèì ïîëó÷åííûé â ëåììå 3.1.2 âèä äëÿ ôóíêöèè f 2(v) â ìåòðèêó ds2 = dv2 + f 2(v)dϕ2.

Ïîëó÷èì

ds2 =
dθ2

(θ2 + c− tθ−2)2
+

dϕ2

µ2(θ2 + c− tθ−2)
.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè (3.1.6) ïðè t 6=
0, β = 2

µ
ôóíêöèÿ f(v(θ)) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.1.11), à ïî-

òîìó ôóíêöèÿ f(v) óäîâëåòâîðÿåò (3.1.5). Ïðè t = 0 ôóíêöèÿ f(v(θ)) óäîâëåòâîðÿåò

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.1.11) ïðè c1 = c2 = 0. Îòêóäà ff ′′ − f ′2 ≡ −β2

4
èëè

−β2, ïîýòîìó f(v) óäîâëåòâîðÿåò (3.1.5). �

3.2 Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé è îðáèò â R3,R3
2

Ïðî ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà Sc,t,µ, îòâå÷àþùèå çíà÷åíèþ t = 0, èçâåñòíî ìíîãîå,

ò.ê. ýòè ïîâåðõíîñòè èìåþò ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé âèä � êðóãîâîé êîíóñ (èëè ïëîñêîñòü),

ïîëóñôåðà, ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî. Ïðî ïîâåðõíîñòè, îòâå÷àþùèå t 6= 0, ïî÷òè íè÷åãî

íå èçâåñòíî, â ò.÷. ÿâëÿþòñÿ ëè îíè àëãåáðàè÷åñêèìè, èëè ÿâëÿþòñÿ ëè ïîâåðõíîñòè Áåð-

òðàíà òàêæå äðóãèìè èçâåñòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè âðàùåíèÿ êàê ïàðû Áîííå èëè �ãðóøè�

Òàííåðè.

Èñïîëüçóÿ ôàêò ðåàëèçóåìîñòè âñåõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåò-

ðèêîé (òåîðåìà 8) ìîæíî êîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàòü ôàêò àëãåáðàè÷íîñòè ïîâåðõíîñòè

Áåðòðàíà. Â ðèìàíîâîì ñëó÷àå âñå ïîâåðõíîñòè, îòâå÷àþùèå çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ t = 0

è µ = 1 (èëè c = t = 0 è ëþáîìó µ), ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè, òî æå ñïðàâåäëèâî è

äëÿ ïñåâäîðèìàíîâà ñëó÷àÿ.

Óòâåðæäåíèå 7. Ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (2.1.7) ïðè µ =

1, ðåàëèçîâàííàÿ êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ â R3
2, ÿâëÿåòñÿ ïîäïîâåðõíîñòüþ àëãåáðàè-

÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 10 çàïèøåì ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó (2.1.7)

â íàòóðàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (v, ϕ). Òîãäà îíà ïðèìåò âèä ds2 = dv2− f 2(v)dϕ2, ãäå ôóíê-

öèÿ f(v), êîòîðàÿ ñòîèò â ìåòðèêå, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ: f ′′(v)f(v) − f ′2(v) = β2,

ãäå β = 1/µ. Óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è ïðèâîäèò ê ÿâíîìó âèäó ôóíêöèè f(v):

f(v) = 1
c1
ch (c1β(v + v0)), ãäå c1, v0 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîâåðõ-

íîñòü Áåðòðàíà ïðè t = 0 è µ = 1 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ÷àñòü îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëî-

èäà {x2 + y2 − z2 = c2
1}, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ. �

Ïîâåðõíîñòè Áîííå îïðåäåëÿþòñÿ êàê äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè â R3 ñ ïîìîùüþ ñðåä-

íåé êðèâèçíû H, ïîýòîìó ñðàâíèâàòü ñ íèìè áóäåì òîëüêî ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ Áåð-

òðàíà, ðåàëèçóåìûå â R3.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ïàðà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé S1, S2 íàçûâàåòñÿ ïàðîé Áîííå, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ h : S1 → S2, ñîõðàíÿþùàÿ ñðåäíþþ êðèâèçíó. Ïîâåðõíîñòü,

âõîäÿùàÿ â êàêóþ-íèáóäü ïàðó Áîííå, íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Áîííå.

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Ïîâåðõíîñòè Áîííå, åñòåñòâåííî, âëîæåíû â R3, â îòëè÷èå îò ïîâåðõ-

íîñòåé Áåðòðàíà è Òàííåðè, êîòîðûå ìîãóò ïîëíîñòüþ âêëàäûâàòüñÿ â R3, ÷àñòè÷íî èëè

âîîáùå íå âêëàäûâàòüñÿ. Ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà ðåàëèçóåòñÿ â R3 êàê ïîâåðõíîñòü âðà-

ùåíèÿ ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ c, t, µ è θ ∈ (a, b), ïðè êîòîðûõ

µ2(θ2 + c− tθ−2) ≥ (θ + tθ−3)2. (3.2.1)

Ïðî ïîâåðõíîñòè Áîííå èçâåñòíî ñëåäóþùåå.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü S � äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â R3.

1. Åñëè S ïîâåðõíîñòü ñåìåéñòâà Áîííå, òî èíäóöèðîâàííàÿ ñ R3 íà S ìåòðèêà

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ.

2. Ñðåäè êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé êëàññà ãëàäêîñòè C2 è ðîäà p = 0 íåò ïàð Áîííå.

3. (Ã.Ð. Æóêîâ) Åñëè ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ S ñ ìåòðèêîé (1.1.1) è êîîðäèíàòàìè

(u, ϕ mod 2π) íå èìååò îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê è åå ñðåäíÿÿ êðèâèçíà íåïîñòîÿííà

(H ′(u) 6= 0 ∀u), òî ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Áîííå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

a22(v)
(
H2(v)−K(v)

)
= c0H

′
s(v). (3.2.2)

Çäåñü H,K � ñðåäíÿÿ è ãàóññîâà êðèâèçíû ñîîòâåòñòâåííî, c0 � êîíñòàíòà, v �

íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð ïðîôèëüíîé êðèâîé (ìåðèäèàíà).

Ñôåðà S2 ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ � ïîâåðõíîñòü Òàííåðè, åñëè âñå ãåîäåçè÷åñêèå íà íåé

çàìêíóòû (ñì. òåîðåìó 2). Äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå îñîáåííîñòåé â ïîëþñàõ ñôåðû (ïîäðîá-

íåå ñì. â [5]), ïîýòîìó èõ ìîæíî âûêîëîòü è ðàññìàòðèâàòü ïîâåðõíîñòü Òàííåðè êàê
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ïîâåðõíîñòü S ≈ (a, b) × S1 ñ ìåòðèêîé (1.1.1). Ïåðå÷åíü âñåõ ìåòðèê âðàùåíèÿ ïîâåðõ-

íîñòåé Òàííåðè äà¼ò òåîðåìà 2.

Ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà íå èìåþò ýêâàòîðîâ (òî÷åê u0 : a′22(u0) = 0), à ïîâåðõíî-

ñòè Òàííåðè âñåãäà èìåþò ðîâíî îäèí ýêâàòîð. Ïîýòîìó ãëîáàëüíî ýòè äâà êëàññà íå

ïåðåñåêàþòñÿ. Èñõîäíûå ïîâåðõíîñòè Òàííåðè (ãîìåîìîðôíûå ñôåðå, áåç âûêàëûâàíèÿ

ïîëþñîâ) êîìïàêòíûå, à ñðåäè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé íå ìîæåò áûòü ïîâåðõíîñòè Áîííå

ïî óòâåðæäåíèþ 8. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïàðàì Áîííå, ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà è Òàííå-

ðè ìîãóò âîîáùå íå âêëàäûâàòüñÿ â R3. Îäíàêî ïàðå ïàðàìåòðîâ (c, t) ∈ Ω3 (ñì. ðèñ.

2.2) ñîîòâåòñòâóþò ñðàçó äâå ìàêñèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà S1 ≈ (0, 4
√
−t) × S1

è S2 ≈ ( 4
√
−t,∞) × S1 (ñì. òàáë. 2.1), êîòîðûå ìîæíî ãëàäêî ñêëåèòü ïî íåäîñòàþùåìó

ýêâàòîðó { 4
√
−t} × S1, ò.å. ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S12 ≈ (0,∞)× S1 ñ ìåòðèêîé

(2.1.2) òàêàÿ, ÷òî å¼ ïîäïîâåðõíîñòè (0, 4
√
−t)×S1 è ( 4

√
−t,∞)×S1 ñóòü ìàêñèìàëüíûå ïî-

âåðõíîñòè Áåðòðàíà ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì ïàðàìåòðîâ (c, t, µ), ïðè ýòîì âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå a′22( 4
√
−t) = 0, ò.å. S12 áóäåò èìåòü äâà ïîëþñà è îäèí ýêâàòîð. Íàïðèìåð,

ïðè c > 0, t = 0, µ = 1 (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ëó÷ó l1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè

Ω3 íà ðèñ. 2.2) ìàêñèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ÿâëÿþòñÿ ïðîêëîòûìè â ïîëþñàõ

ïîëóñôåðàìè, êîòîðûå ìîæíî ñêëåèòü ïî ýêâàòîðó â ñôåðó áåç ïîëþñîâ.

Óñòðàíèâ ïðåïÿòñòâèå â âèäå ýêâàòîðà, ìîæíî ñðàâíèòü ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ñ ïî-

âåðõíîñòÿìè Òàííåðè.

Óòâåðæäåíèå 9. Íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S12, ïîëó÷àåìîé ïðè îïèñàííîì âûøå ñêëå-

èâàíèè äâóõ ìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà S1, S2, çàäàííûõ ïàðîé ïàðàìåòðîâ

(c, t) èç îáëàñòè Ω3 (ðèñ. 2.2), âñå ãåîäåçè÷åñêèå çàìêíóòû, çà èñêëþ÷åíèåì ìåðèäèàíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â êîîðäèíàòàõ (θ, ϕ) èìåþò âèä

θ̈ − 2(θ + tθ−3)

(θ2 + c− tθ−2)
θ̇2 +

1

µ2
(θ + tθ−3)ϕ̇2 = 0, (3.2.3)

d

dt

(
ϕ̇

µ2(θ2 + c− tθ−2)

)
= 0⇔ ϕ̇

µ2(θ2 + c− tθ−2)
= K. (3.2.4)

Èç óðàâíåíèÿ (3.2.4) ìîæíî âûðàçèòü t è ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå (3.2.3), ïîëó÷èòñÿ óðàâ-

íåíèå, çàäàþùåå êðèâóþ (ñîîòâåòñòâóþùóþ ãåîäåçè÷åñêîé) â âèäå ôóíêöèè θ = θ(ϕ):

µ2θ′′ + θ + tθ−3 = 0. (3.2.5)

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (3.2.5) äâà ðàçà:

µ2θ′2 + θ2 + c− tθ−2 =
E

µ2K2
. (3.2.6)

θ2 = (
1

µ2

E

K2
− c

2
)

(
1 +

√
1 +

t

( 1
µ2

E
K2 − c

2
)2

sin 2
ϕ+ ϕ0

µ

)
. (3.2.7)

Èç ðàöèîíàëüíîñòè µ ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ãåîäåçè÷åñêîé. �
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Òàêèì îáðàçîì óêàçàííûå â óòâåðæäåíèè ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ñ ýêâàòîðàìè ÿâëÿ-

þòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè Òàííåðè.

Ìåíåå òðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ëîêàëüíîì ïåðåñå÷åíèè êëàññîâ, ò.å. ìîãóò ëè

ñóùåñòâîâàòü îáùèå êóñêè ó ïîâåðõíîñòåé èç ðàçíûõ êëàññîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Äâà êëàññà ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ (èç òðåõ ïåðå÷èñëåííûõ) ëî-

êàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè ñóùåñòâóþò ïîâåõíîñòü S1 ≈ (a1, b1)×S1 ñ ìåòðèêîé diag(a2
11(u),

a2
22(u)) èç ïåðâîãî êëàññà è ïîâåðõíîñòü S2 ≈ (a2, b2) × S1 ñ ìåòðèêîé diag(ā2

11(u), ā2
22(u))

èç âòîðîãî, à òàêæå ÷èñëà a′1, b
′
1, a
′
2, b
′
2, òàêèå, ÷òî a1 ≤ a′1 < b′1 ≤ b1, a2 ≤ a′2 < b′2 ≤ b2,

è ãëàäêàÿ èçîìåòðèÿ h, ïåðåâîäÿùàÿ ïîëîñó ïåðâîé ïîâåðõíîñòè S1 × (a′1, b
′
1) â ïîëîñó

âòîðîé S1 × (a′2, b
′
2).

Äðóãèìè ñëîâàìè, äâà êëàññà ëîêàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè êóñî÷åê (â âèäå ïîÿñà)

êàêîé-òî ïîâåðõíîñòè èç ïåðâîãî êëàññà ñîâïàäàåò ñ êóñî÷êîì ïîâåðõíîñòè èç âòîðîãî

êëàññà. Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïîâåðõíîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ âëîæåííûìè â R3.

Óòâåðæäåíèå 10. Êëàññ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà è êëàññ ïîâåðõíîñòåé Áîííå ñ íåïî-

ñòîÿííîé (∀v H ′(v) 6= 0) ñðåäíåé êðèâèçíîé ëîêàëüíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî íè

íà êàêîé îáëàñòè ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà íå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (3.2.2), îïðåäåëÿ-

þùåå ïîâåðõíîñòü Áîííå, ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ïîñ÷èòàåì a22, H,K,

ïîäñòàâèì èõ â ôîðìóëó (3.2.2) è óáåäèìñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî (3.2.2) íàðóøèòñÿ.

Ïî ìåòðèêå (2.1.2) âëîæåííîé â R3 ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ïîñ÷èòàåì å¼ ñðåäíþþ è

ãàóññîâó êðèâèçíû. Èòàê, êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Ē = a2
11 = 1

(θ2+c−tθ−2)2
, F̄ = 0,

Ḡ = 1
µ2(θ2+c−tθ−2)

. Ãàóññîâà êðèâèçíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

K = − 1√
ĒḠ

(
∂

∂θ

Ḡθ√
ĒḠ

)
,

÷òî â èòîãå äàåò

K = c− 6tθ−2 − 3tcθ−4 + 2t2θ−6. (3.2.8)

Äëÿ ïîäñ÷åòà ñðåäíåé êðèâèçíû âû÷èñëèì ñíà÷àëà ãëàâíóþ êðèâèçíó λ1 êàê êðèâèçíó

ïðîôèëüíîé êðèâîé (ìåðèäèàíà), çàòåì ïîäåëèì íà íååK è íàéäåì λ2. Ñðåäíÿÿ êðèâèçíà

áóäåò èõ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì. Èìååì

λ1 =
√
µ2(θ2 + c− tθ−2)− (θ + tθ−3)2,

2H =
µ2(θ2 + c− tθ−2)− (θ + tθ−3)2 + c− 6tθ−2 − 3tcθ−4 + 2t2θ−6√

µ2(θ2 + c− tθ−2)− (θ + tθ−3)2
.

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü H ′v. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð v ñâÿçàí ñ θ

ñîîòíîøåíèåì v =
∫

dθ
µ2(θ2+c−tθ−2)

. Èìååì

H ′v = H ′θ · θ′v = H ′θ ·
1

v′θ
= H ′θ · µ2(θ2 + c− tθ−2).
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Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè K,H,H ′v, a22 â ôîðìóëó (3.2.2), ðàâåí-

ñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ äàæå ëîêàëüíî. �

Ñîîòíîøåíèå (3.2.2) çàäàåò ïîâåðõíîñòè Áîííå è åùå íåêîòîðûå ïîâåðõíîñòè âðàùå-

íèÿ ñ îìáèëè÷åñêèìè òî÷êàìè; êàê ìû ïîêàçàëè òîëüêî ÷òî, íè òå, íè äðóãèå íå áóäóò

ïîâåðõíîñòÿìè Áåðòðàíà.

Êàê ïîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå (3.2.8) äëÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ïðè t = 0

ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ðàâíà ïàðàìåòðó c. Íàïðèìåð, ïðè ïîëîæèòåëüíûõ c è

µ = 1 èìååì ïîëóñôåðó, ïðè÷åì åå ðàäèóñ ðàâåí 1√
c
. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7 âñå ïîëóñôåðû,

çàäàííûå ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà c, ïîäîáíû äðóã äðóãó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

îæèäàíèÿì, ïðè ýòîì êîíñòàíòà k, ñâÿçûâàþùàÿ c1 è c2, ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîäî-

áèÿ.

Äëÿ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà â R3, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ t = 0, µ =

1, ïîäðîáíî îïèñàíû ìíîãèå äåòàëè äâèæåíèÿ, â ò.÷. ñôîðìóëèðîâàíû àíàëîãè çàêîíîâ

Êåïëåðà. Ñôîðìóëèðóåì ýòè àíàëîãè äëÿ ïîëóñôåðû, äëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî îíè

ôîðìóëèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî ñ ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé âñåõ ñèíóñîâ íà ãèïåðáîëè÷åñêèå

ñèíóñû. Äëÿ ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå 3.2.3.

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Ðàññìîòðèì â R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ïîëóñôåðó

S = {x2 + y2 + z2 = r2, z < 0} è çàìêíóòîå ñå÷åíèå γ íà íåé êîíóñîì âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà êðèâàÿ γ îáëàäàåò îïòè÷åñêèì ñâîéñòâîì, ò.å. íà

ïîëóñôåðå ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè F1, F2 òàêèå, ÷òî ëþáîé ëó÷, âûïóùåííûé èç F1 ïîñëå

îòðàæåíèÿ îò γ ïðîéäåò ÷åðåç F2 (ëó÷ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì). Íàçîâåì

òî÷êè F1 è F2 ôîêóñàìè γ.

Óòâåðæäåíèå 11 (Ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà äëÿ ñôåðû [18]). Ïóñòü çàäàíà ïîëóñôåðà CS

ñ êîîðäèíàòàìè (θ, ϕ) è ìåòðèêîé (2.1.2). Ïóñòü íà ñôåðå äåéñòâóåò àíàëîã íüþòî-

íîâñêîãî ïîòåíöèàëà V1 èëè àíàëîã ãóêîâñêîãî V2. Òîãäà ÷àñòèöà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî

êîíè÷åñêîìó ñå÷åíèþ, ãäå êîíóñ ÿâëÿåòñÿ êâàäðèêîé è åãî öåíòð ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì

ñôåðû. Êàê è â ïëîñêîñòè íà ïîëóñôåðå àíàëîã ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà äà¼ò ýë-

ëèïñ ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì â ôîêóñå, à â ñëó÷àå îñöèëëÿòîðíîãî ïðèòÿãèâàþùèé

öåíòð áóäåò â öåíòðå êâàäðèêè.

×òîáû îáîáùèòü âòîðîé çàêîí Êåïëåðà íà ïîëóñôåðó íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå òå-

íè ÷àñòèöû. Ñîåäèíèì òî÷êó, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà, ñ ïîëþñîì ïîëóñôåðû ñ

ïîìîùüþ ìåðèäèàíà, òîãäà ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû ïî ïîâåðõíîñòè äóãà áîëüøîãî êðóãà,

ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó ñ ïîëþñîì, çàìåòàåò íåêîòîðóþ ïëîùàäü s(t). Äëÿ óêàçàííîé ïëî-

ùàäè âòîðîé çàêîí Êåïëåðà íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ṡ(t) 6= 0. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ÷àñòèöå

(ν, ϕ) å¼ òåíü, ò.å. òî÷êó (2ν, ϕ), ãäå (ν, ϕ) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ

áåðòàíîâñêèìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: θ = ctgν, ϕ = ϕ.
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Óòâåðæäåíèå 12 (Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà äëÿ ñôåðû [37]). Ïóñòü çàäàíà ïîëóñôåðà CS

ñ êîîðäèíàòàìè (θ, ϕ) è ìåòðèêîé (2.1.2). Ïóñòü íà CS äåéñòâóåò àíàëîã íüþòîíîâ-

ñêîãî ïîòåíöèàëà V1 èëè àíàëîã ãóêîâñêîãî V2. Òîãäà ïëîùàäè, çàìåòàåìûå çà ðàâíûå

èíòåðâàëû âðåìåíè ìåðèäèàíîì, ñîåäèíÿþùèì òåíü äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû ñ ïîëþñîì

ïîëóñôåðû, ðàâíû.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî íå äëÿ êàæäîé òî÷êè ïîëóñôåðû îïðåäåëåíà å¼ òåíü (äëÿ òî÷åê

ëåæàùèõ âáëèçè ýêâàòîðà óäâîåííàÿ øèðîòà âûõîäèò çà ïðåäåëû ýêâàòîðà, ò.å. ïîâåðõ-

íîñòè), õîòÿ åñëè ñ÷èòàòü òåíü àáñòðàêòíîé òî÷êîé, ïðèíàäëåæàùåé öåëîé ñôåðå (ò.å.

÷àñòèöà äâèãàåòñÿ ïî ïîëóñôåðå, à å¼ òåíü ïî ïîëíîé ñôåðå), òî òîãäà çàêîí îáîáùàåòñÿ

áåç îãðàíè÷åíèé.

Óòâåðæäåíèå 13 (Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà äëÿ ñôåðû [37]). Ïóñòü çàäàíà ïîëóñôåðà CS ñ

êîîðäèíàòàìè (θ, ϕ) è ìåòðèêîé (2.1.2). Ïóñòü íà CS äåéñòâóåò àíàëîã íüþòîíîâñêîãî

ïîòåíöèàëà V1. Òîãäà ïåðèîä äâèæåíèÿ T ÷àñòèöû ïî îðáèòå (ò.å. ïåðèîä òðàåêòîðèè)

çàâèñèò òîëüêî îò ñóììû ν1 + ν2, ãäå ν1, ν2 � ïåðè è àïîöåíòðû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-

íàòàõ, ò.å. ïðîñòî øèðîòû ïåðè- è àïîöåíòðîâ.

Ê ñîæàëåíèþ, îáîáùèòü ýòè çàêîíû íà ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà, îòâå÷àþùèå íåíóëå-

âîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t, íå óäàåòñÿ. Îäíàêî ìîæíî îáîáùèòü èõ íà ñëó÷àé ïñåâäî-

ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, îòâå÷àþùèõ çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ t = 0, µ = 1, íî ñíà÷àëà

ñôîðìóëèðóåì îäíî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 14. Ïóñòü S (S ′) � ðèìàíîâà (ïñåâäîðèìàíîâà) ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà,

ðåàëèçîâàííàÿ â R3 (R3
2), à V � çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë íà íåé. Òîãäà îðáèòû áóäóò

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñü âðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòè

è òî÷åê ýêñòðåìóìîâ.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 2.2. Ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå îáîáùàåò ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà íà ïîâåðõíîñòè ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé.

Óòâåðæäåíèå 15. Ïóñòü S ′ � ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé

ds2 = dθ2

(θ2+c)2
+ dϕ2

(θ2+c)
, ðåàëèçîâàííàÿ â R3

2. Ïóñòü íà íåé äåéñòâóåò àíàëîã íüþòîíîâ-

ñêîãî ïîòåíöèàëà V1 èëè àíàëîã ãóêîâñêîãî V2. Òîãäà äâèæåíèå ïî S ′ ïîä äåéñòâèåì V1

(ñîîòâåòñòâåííî V2) áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî êîíè÷åñêèì ñå÷åíèÿì, ãäå êîíóñ ÿâëÿåòñÿ

êâàäðèêîé è åãî öåíòð ðàñïîëîæåí íà îñè âðàùåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (θ, ϕ) ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè (x, y, z) =

(f(θ) cosϕ, f(θ) sinϕ, g(θ)). Ïðè ýòîì äëÿ ïîòåíöèàëà V1 ñîãëàñíî (2.2.18) θ è ϕ ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì θ = a + b cosϕ. Âûðàçèì â ýòîì ñîîòíîøåíèè θ è cosϕ ÷åðåç (X, Y, Z).

Êîñèíóñ âûðàæàåòñÿ òàê cosϕ = X/
√
X2 + Y 2, θ âûðàæàåòñÿ òàê θ =

√
−c Z√

X2+Y 2 (èç g
′2−
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f ′2 = 1
(θ2+c)2

è f 2 = − 1
θ2+c

íàõîäèì g′2 = c
(θ2+c)3

, èíòåãðèðóåì g = θ
c(θ2+c)

è óñòàíàâëèâàåì

θ =
√
−c g

f
=
√
−c Z√

X2+Y 2 ). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èòñÿ

√
−c Z√

X2 + Y 2
= a+ b

X√
X2 + Y 2

,

à ýòî óæå óðàâíåíèå êâàäðàòè÷íîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé íà îñè OZ.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîòåíöèàëà V2 (cos 2ϕ = X2−Y 2

X2+Y 2 , θ
2 = −c Z2

X2+Y 2 ). �

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ îðáèò, êîòîðûå çàìûêàþòñÿ çà îäèí âè-

òîê (µ = 1).

Ïðè t 6= 0 íåÿñíî ÿâëÿþòñÿ ëè îðáèòû êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè, íî îíè ñîõðàíÿþò

íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýëëèïñà. Âî-ïåðâûõ, îáùèé âèä óðàâíåíèÿ (2.2.19) θ2 = 1
p
(1+e cos 2ϕ)

íàïîìèíàåò óðàâíåíèå ýëëèïñà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (â ñëó÷àå R2 ñ ïîëÿðíûìè êîîð-

äèíàòàìè (r, ϕ) áåðòðàíîâñêèå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ òàê θ = 1/r). Âî-âòîðûõ, îðáèòà

èìååò 2 îñè ñèììåòðèè.

Â-òðåòüèõ, äëÿ îðáèò ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ýêñöåíòðèñèòåòà. Íà ïëîñêîñòè êâàäðè-

êè çàäàþòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, ò.å. ëþáûå äâå

êâàäðèêè ñ îäèíàêîâûì e ïîäîáíû. Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà (êàê ñ ðèìàíîâîé

òàê è ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé) íàçîâ¼ì ýêñöåíòðèñèòåòîì îðáèòû âåëè÷èíó e =√
1 +

t− 2A
K2

(E−B
K2 −

c
2)

2 . Òîãäà åñëè âçÿòü îðáèòó ñ òåì æå ýêñöåíòðèñèòåòîì, íî äðóãèì E−B
K2 − c

2
,

òî îäíà ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ: γ1(θ, ϕ)→ γ2(θ, ϕ) = γ1(x ∗ θ, ϕ).

Â-÷åòâåðòûõ ñïðàâåäëèâî îáîáùåíèå ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî ñâîéñòâà êâàäðèê íà ïëîñ-

êîñòè: åñëè ïîâåðíóòü íà ïëîñêîñòè ýëëèïñ (ïàðàáîëó) íà 90 ãðàäóñîâ (è äàæå ñäâèíóòü),

òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åãî ñ èñõîäíûì ýëëèïñîì (åñëè ñäâèãà íå áûëî, èõ áóäåò 4) áóäóò

ëåæàòü íà îäíîé îêðóæíîñòè (äîñòàòî÷íî ñëîæèòü èõ óðàâíåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-

òàõ). Çäåñü æå ðîëü ïîâîðîòà ñûãðàåò ïîäñòàíîâêà ϕ→ ϕ+ π
2
, êîòîðàÿ äàñò ïîâ¼ðíóòóþ

îðáèòó. Îêàçûâàåòñÿ å¼ ïåðåñå÷åíèå ñ èñõîäíîé îðáèòîé áóäåò ñîñòîÿòü èç 4 òî÷åê, ëåæà-

ùèõ íà îäíîé ïàðàëëåëè.
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Ãëàâà 4

Ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ê ñèñòåìàì Áåðòðàíà ïðèìåíÿëñÿ ëàãðàíæåâ ïîäõîä. Îäíàêî ñè-

ñòåìà Áåðòðàíà ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ è ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ÷åòûðåõìåðíûì

ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì M4. Áåðòðàíîâñêàÿ ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E è

êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò K � å¼ ïåðâûå èíòåãðàëû. Äëÿ íåêîòîðûõ áåðòðàíîâñêèõ ñèñòåì

(ðèìàíîâ ñëó÷àé, t = 0) ïîñòðîåí òàêæå òðåòèé ïåðâûé èíòåãðàë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîá-

ùåíèåì âåêòîðà Ëàïëàñà-Ðóíãå-Ëåíöà [25] (çàìåòèì, ÷òî âåêòîð Ëàïëàñà-Ðóíãå-Ëåíöà

óäàëîñü îáîáùèòü òàêæå è íà îñòàëüíûå ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà [1]), òàêèì îáðàçîì, äëÿ

òàêèõ ñèñòåì íàéäåí ìàêñèìàëüíûé íàáîð ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ñèñòåìà Áåðòðàíà î÷åíü

ïîõîæà íà èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû [33], íî òàêîâîé íå ÿâëÿ-

åòñÿ â ñèëó íåïîëíîòû ôàçîâûõ ïîòîêîâ. Îäíàêî îíà ñîõðàíÿåò ìíîãèå ñâîéñòâà èíòåãðè-

ðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ ñèñòåì, â ò.÷. å¼ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî M4 ñëîèòñÿ íà ñîâìåñòíûå

ïîâåðõíîñòè óðîâíåé èíòåãðàëîâ E è K, ñâÿçíûå êîìïîíåíòû êîòîðûõ ëèáî îêðóæíî-

ñòè, ëèáî òîðû, ëèáî öèëèíäðû. Ñèñòåìà Áåðòðàíà áîãàòà ðàçëè÷íûìè îñîáåííîñòÿìè:

ó íå¼ íå âñåãäà ïîëíû ôàçîâûå ïîòîêè, ó íå¼ åñòü íåêîìïàêòíûå ñëîè è íåêîìïàêòíûå

ïåðåñòðîéêè, ó íå¼ âñå òîðû Ëèóâèëëÿ ðåçîíàíñíû. Íåñìîòðÿ íà âñå ýòî çäåñü ðàáîòàþò

áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ è ïðèìåíÿåìûõ äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèë-

ëþ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì c êîìïàêòíûìè èçîýíåðãåòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè [32]-[34],

[41]-[42], [45]-[53], [54].

Â äàííîé ãëàâå áóäåò ïîäðîáíî îïèñàíà òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñèñòåìû Áåðòðà-

íà, èññëåäîâàíà ïîëíîòà ôàçîâûõ ïîòîêîâ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ E è K, à òàêæå âîçíèêàþ-

ùèå ïåðåñòðîéêè ñëîåâ ïðè èçìåíåíèè E è K, ïîñòðîåíû ðàñøèðåííûå áèôóðêàöèîííûå

äèàãðàììû.

4.1 Ñèñòåìà Áåðòðàíà êàê ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà

Ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû Áåðòðàíà êàê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïîçâîëèò íàì ïðèìåíèòü

ê åå èçó÷åíèþ íîâûå ìåòîäû è ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü ó íàñ çàäàíî ïðîèç-
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âîëüíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå âðàùåíèÿ S ≈ (a, b) × S1 (ñîîòâåòñòâåííî S ′) ñ êîîðäèíà-

òàìè (u, ϕ mod 2π) è ðèìàíîâîé ìåòðèêîé (1.1.1) (ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (1.1.2)).

Ïóñòü íà S (íà S ′) äåéñòâóåò öåíòðàëüíûé ãëàäêèé ïîòåíöèàë V (u). Òîãäà òàêàÿ ñèñòå-

ìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé. Ñîîòâåòñòâóþùèå èìïóëüñû èìåþò âèä pu := ∂L
∂u̇

= a2
11(u)u̇,

pϕ := ∂L
∂ϕ̇

= ε̂a2
22(u)ϕ̇, ãäå L � ëàãðàíæèàí, à ãàìèëüòîíèàí H = p2u

2a211(u)
+ ε̂

p2ϕ
2a222(u)

+ V (u).

Äâèæåíèå çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà:
u̇ = ∂H

∂pu
,

ϕ̇ = ∂H
∂pϕ

,

ṗu = −∂H
∂u
,

ṗϕ = −∂H
∂ϕ
.

(4.1.1)

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà ε̂ ââåäåíà äëÿ åäèíîîáðàçèÿ çàïèñè ôîðìóë â ðèìàíîâîì è ïñåâ-

äîðèìàíîâîì ñëó÷àÿõ (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.1), è ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà åäèíèöå â ïåðâîì

è ìèíóñ åäèíèöå âî âòîðîì. Êîãäà ïîâåðõíîñòü S (èëè S ′) è ïîòåíöèàë V áåðòðàíîâñêèå,

òî óðàâíåíèÿ (4.1.1) ìîæíî ðåøèòü â áåðòðàíîâñêèõ êîîäðèíàòàõ (θ, ϕ) (ñì. çàìå÷àíèå

1.1.2) è çàïèñàòü ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè ~r(t) = (θ(t), ϕ(t)), ò.å. íàéòè òðàåêòîðèè (ñì.

îïðåäåëåíèå 1.1.3) íà S (èëè S ′). Ïî òðàåêòîðèè ~r(t) âîññòàíàâëèâàåòñÿ îðáèòà, à òàêæå

ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ~rM(t) = (θ(t), ϕ(t), pθ(t), pϕ(t)).

Áîëüøóþ ïîìîùü â èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (4.1.1) îêàçûâàþò ïåðâûå èíòåãðàëû

ïîëíîé ýíåðãèè E è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà K, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè íå òîëü-

êî äëÿ áåðòðàíîâñêîé ïàðû (S, V ), íî è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ S è

öåíòðàëüíîãî (íå çàâèñÿùåãî îò óãëîâîé êîîðäèíàòû ϕ) ïîòåíöèàëà V :

E = H =
p2
u

2a2
11(u)

+ ε̂
p2
ϕ

2a2
22(u)

+ V (u), (4.1.2)

K = pϕ. (4.1.3)

Ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé Áåðòðàíà íàçîâåì îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (4.1.1) íà èíâà-

ðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî M4 := (T ∗S) \ {pϕ = 0}. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî M4 ñèñòåìû

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå âðàùåíèÿ (a, b)× S1×R1× (R1 \ {0})
(êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê S, èç êîòîðîãî óäàëåíû ôàçîâûå îðáèòû, îòâå÷àþùèå îñî-

áûì îðáèòàì). Íà M4 îïðåäåëåíû êîîðäèíàòû (u, ϕ, pu, pϕ).

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M � ýòî ìíîãîîáðàçèå ñ çàäàííîé

íà íåì íåâûðîæäåííîé çàìêíóòîé 2-ôîðìîé ω. Ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé.

Ëþáîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì è ÷åòíîìåðíûì.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî M4 îïèñàííîé âûøå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû � ñèìïëåêòè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå ñ êàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

ω = du ∧ dpu + dϕ ∧ dpϕ. (4.1.4)
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Íàëè÷èå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò êàíîíè÷åñêè îïðåäåëèòü âåêòîð êîñîãî

ãðàäèåíòà îò ñêàëÿðíîé ãëàäêîé ôóíêöèè F íà M4 è ñêîáêó Ïóàññîíà [33].

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè F íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω)

îïðåäåë¼í âåêòîð êîñîãî ãðàäèåíòà sgradF (u): êîîðäèíàòû âåêòîðà sgradF (u) îïðåäåëÿ-

þòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ω(v, sgradF ) = v(F ), êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v íà M2n. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

(sgradF )i = ωij
∂F

∂xj
, (4.1.5)

ãäå ωij � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ωij � ìàòðèöå ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû (4.1.4).

Âåêòîð êîñîãî ãðàäèåíòà sgradF ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê êîâåêòîðó ãðàäèåíòà dF

îòíîñèòåëüíî íåâûðîæäåííîé ôîðìû ω.

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Ñêîáêîé Ïóàññîíà íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå {·, ·}: C∞(M) × C∞(M) → C∞(M), ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ïàðå ãëàäêèõ

ôóíêöèé ãëàäêóþ ôóíêöèþ, è óäîâëåòâîðÿþùåå ïðàâèëàì êîñîé ñèììåòðèè, ßêîáè è

Ëåéáíèöà:

{f, g} = −{g, f}, (4.1.6)

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0, (4.1.7)

{fg, h} = f{g, h}+ g{f, h}. (4.1.8)

Ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ââåäåíà ñêîáêà Ïóàññîíà, íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâûì.

Ëþáîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì (îáðàòíîå, âîîáùå ãî-

âîðÿ, íå âåðíî), ò.ê. äëÿ äâóõ ãëàäêèõ ôóíêöèé F,G ñêîáêó Ïóàññîíà ìîæíî ââåñòè

ñëåäóþùèì îáðàçîì

{F,G} = ω(sgradF, sgradG)⇔ {F,G} = ωij
∂F

∂xi
∂G

∂xj
.

Ñêàæåì, ÷òî äâå ãëàäêèå ôóíêöèè F,G íà M4 íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè èëè êîììóòèðó-

þò, åñëè {F,G} = 0. Ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî êîíñòàíòå, êîììóòèðóåò ñ ëþáîé

äðóãîé.

Â òåðìèíàõ ñêîáêè Ïóàññîíà óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (4.1.1) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå:

u̇ = {H, u},
ϕ̇ = {H,ϕ},
ṗu = {H, pu},
ṗϕ = {H, pϕ}.

(4.1.9)
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Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñèñòåìû (4.1.9) ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ êðèâûå âåêòîðíîãî ïîëÿ

sgradH. Ôóíêöèÿ F íà M � ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (4.1.9), åñëè îíà ïîñòîÿííà íà

èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëÿ sgradH, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò Ḟ = {H,F} = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (M2n, ω,H), îïðåäåëåííóþ íà ñèìïëåêòè-

÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω), ãäå H � ãëàäêèé ãàìèëüòîíèàí, íàçîâåì âïîëíå èíòå-

ãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, åñëè ñóùåñòâóåò n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ f1, f2, ...fn ïîëÿ sgradH,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

• f1, f2, ..., fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, ò.å. ïî÷òè âñþäó íà M
2n èõ ãðàäèåíòû ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû,

• f1, f2, ..., fn ïîïàðíî êîììóòèðóþò, ò.å. {fi, fj} = 0,

• ôàçîâûå ïîòîêè ïîëåé sgrad f1, ... sgrad fn ïîëíû, ò.å. åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð íà

èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïðîäîëæàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè â îáå ñòîðîíû.

Ñîâìåñòíîé ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòüþ Ta1,...an óðîâíÿ ôóíêöèé f1, ..., fn íàçîâ¼ì ïî-

âåðõíîñòü Ta1,...an := {x ∈ M2n : f1(x) = a1, ..., fn(x) = an} òàêóþ, ÷òî â êàæäîé òî÷êå

x ∈ Ta1,...an ãðàäèåíòû grad f1, ... grad fn ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâàM2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðà-

ëîâ íàçîâåì ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ. Äëÿ ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ f1, ...fn

âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ ñèñòåì âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ [33].

Òåîðåìà 11 (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Ïóñòü (M2n, ω,H = f1, f2, ..., fn) � âïîëíå èíòåãðèðó-

åìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ñîâìåñòíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü Ta1,...an óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, ...fn èí-

âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîòîêîâ sgrad f1, ..., sgrad fn è åñëè îíà êîìïàêòíà, òî

äèôôåîìîðôíà n-ìåðíîìó òîðó T n, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òîðîì Ëèóâèëëÿ;

2. ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà Ëèóâèëëÿ Ta1,...an äèôôåîìîðô-

íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òîðà T n íà äèñê Dn;

3. â îêðåñòíîñòè U = T n×Dn ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòû s1, ..., sn, ϕ1, ...ϕn, íàçûâà-

åìûå ïåðåìåííûìè äåéñòâèå-óãîë, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè:

(a) s1, ..., sn � êîîðäèíàòû íà Dn, ϕ1 mod 2π, ...ϕn mod 2π � óãëîâûå êîîðäèíàòû

íà òîðå T n,

(b) ω = Σ dsi ∧ dϕi,

(c) ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ si ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ f1, ...fn,

(d) ãàìèëüòîíîâ ïîòîê sgradH â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë ñïðÿìëÿåòñÿ íà êàæ-

äîì òîðå Ëèóâèëëÿ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ïðèíèìàþò

âèä ṡi = 0, ϕ̇i = qi(s1, ..., sn).
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Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîñòè ñëîÿ Ta1,...an , îí äèôôåîìîðôåí ôàê-

òîðïðîñòðàíñòâó ïðîñòðàíñòâà Rn ïî Zk (k < n), Ta1,...an ≈ (S1)k × Rn−k.

Áåðòðàíîâñêàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà ïðîêîëîòîé åâêëèäîâîé ïëîcêîñòè R2\{∗} ñ
ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (r, ϕ), ïîòåíöèàëîì Ãóêà ïðóæèííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ V (r) =

r2, ÷åòûðåõìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì M4 ≈ (0,∞) × S1 × R2, ãàìèëüòîíèàíîì

H = p2r
2

+
p2ϕ
2r2

+ r2 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ñ êîìïàêòíûìè ñëîÿìè

Ëèóâèëëÿ (íåñìîòðÿ íà íåêîìïàêòíîñòüM4), êàæäûé ðåãóëÿðíûé ñëîé áóäåò äâóìåðíûì

òîðîì. Îäíàêî íå âñå áåðòðàíîâñêèå ñèñòåìû èíòåãðèðóåìû ïî Ëèóâèëëþ.

Ðàññìîòðèì òîð Ëèóâèëëÿ T íåêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû sgradH. Òîãäà ïî òåîðåìå

Ëèóâèëëÿ ïîëå sgradH íà òîðå T ïðèíèìàåò âèä ϕ̇1 = c1, ...ϕ̇n = cn. Òîð Ëèóâèëëÿ íàçû-

âàþò ðåçîíàíñíûì, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

âåëè÷èí c1, ..., cn, ðàâíàÿ íóëþ. Ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíîé, åñëè âñå

åå òîðû Ëèóâèëëÿ ðåçîíàíñíû. Â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÷èñëî ρ = c2
c1

íàçûâàþò ÷èñëîì âðàùåíèÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû sgradH íà òîðå Ëèóâèëëÿ T . Ó áåð-

òðàíîâñêîé ñèñòåìû âñå îãðàíè÷åííûå îðáèòû áóäóò çàìêíóòû, à, ñëåäîâàòåëüíî, è âñå

òðàåêòîðèè ëåæàùèå íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ (äëÿ èíòåãðàëîâ H è pϕ) áóäóò çàìêíóòû, òàêèì

îáðàçîì, ñèñòåìà Áåðòðàíà ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîé. Äëÿ íåå ÷èñëî âðàùåíèÿ íà êàæäîì

òîðå îäèíàêîâî è ðàâíî îäíîìó èç ñåìè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïàðó Áåðòðàíà (S, V ),

ðàöèîíàëüíîìó µ äëÿ àíàëîãà ïîòåíöèàëà Íüþòîíà è µ
2
äëÿ àíàëîãà ïîòåíöèàëà Ãóêà.

Äëÿ áîëåå îáùåé äèíàìè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (S, V ), ãäå S ≈ (a, b) × S1

� äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ ìåòðèêîé (1.1.1) (èëè ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðè-

êîé (1.1.2)), V � öåíòðàëüíûé ãëàäêèé ïîòåíöèàë íà S, ñ ôàçîâûì ñèìïëåêòè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì (M4, ω) (ãäå ω îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (4.1.4)), ãàìèëüòîíèàíîì H =
p2u

2a211(u)
+ ε̂

p2ϕ
2a222(u)

+V (u) ðàññìîòðèì ïåðâûå èíòåãðàëû ýíåðãèè H è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåí-

òà pϕ. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 16. Èíòåãðàëû ýíåðãèè (4.1.2) è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà (4.1.3) ôóíê-

öèîíàëüíî íåçàâèñèìû ï.â., íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè è âåêòîðíîå ïîëå sgrad pϕ ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì ãðàäèåíòû H è pϕ â êîîðäèíàòàõ (u, ϕ, pu, pϕ):

gradH =


H ′u = −a′11(u)

a311(u)
p2
u − ε̂

a′22(u)

a322(u)
p2
ϕ + V ′(u)

H ′ϕ = 0

H ′pu = pu
a211(u)

H ′pϕ = − pϕ
a222(u)

 , grad pϕ =


0

0

0

1

 . (4.1.10)

Äàëåå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (4.1.5) âû÷èñëèì sgradH, sgrad pϕ:

sgradH =


H ′pu
H ′pϕ
−H ′u

0

 , sgrad pϕ =


0

1

0

0

 . (4.1.11)
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Òåïåðü ëåãêî óâèäåòü, ÷òî {H, pϕ} = (sgradH)Tωij(sgrad pϕ) = 0.

Ïîëíîòà ïîëÿ sgrad pϕ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åãî èíòåãðàëüíûå ëèíèè � ýòî îêðóæíîñòè

âèäà {∗} × S1 × {∗} × {∗} ⊂M4.�

Óòâåðæäåíèÿ 16 íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (S, V ) áûëà

âïîëíå èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ. Êàê ïîêàçûâàþò óòâåðæäåíèÿ 18, 19, ïîòîê sgradH

íå âñåãäà ïîëîí. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòî, äëÿ ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ êîìïîíåíò ñîâìåñò-

íîãî ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà óðîâíÿ èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà âû-

ïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ò.å. ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå 17.

Óòâåðæäåíèå 17. Ïóñòü S (S ′) � ïîâåðõíîñòü ñ êîîðäèíàòàìè (u, ϕ) è ðèìàíîâîé

ìåòðèêîé (1.1.1) (ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (1.1.2)). Ïóñòü íà íåé äåéñòâóåò öåí-

òðàëüíûé ïîòåíöèàë V (u). Òîãäà äëÿ òàêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñâÿçíàÿ êîìïî-

íåíòà ñîâìåñòíîé ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîãî

ìîìåíòà TE,K = {(θ, ϕ, pθ, pϕ) ∈ M4| p2u
2a211(u)

+ ε̂
p2ϕ

2a222(u)
+ V (u) = E, pϕ = K} ÿâëÿåòñÿ ëèáî

òîðîì, ëèáî öèëèíäðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 16 âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ

îïðåäåëåíèÿ 4.1.4, êðîìå ïîëíîòû ïîòîêà sgradH. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïðèìåíåíèÿ

òåîðåìû 1 ðàáîòû [30], ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëèóâèëëÿ.

Äàäèì äàëåå àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå, êîãäà ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà TE,K

êîìïàêòíà. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå sgrad pϕ íà ñâÿçíîé êîìïîíåíòå TE,K . Ïîâåðõ-

íîñòü TE,K èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîëÿ sgrad pϕ, ò.ê. èç êîììóòèðîâàíèÿ H, pϕ ñëå-

äóåò, ÷òî H, pϕ ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íå òîëüêî äëÿ ïîëÿ sgradH, íî è äëÿ

ïîëÿ sgrad pϕ. Ó ïîëÿ sgrad pϕ íå áóäåò îñîáûõ òî÷åê, ò.ê. åãî èíòåãðàëüíûå ëèíèè ñóòü

îêðóæíîñòè {∗}×S1×{∗}×{∗}. À çíà÷èò ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà (êàê ñóììà èíäåêñîâ

îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ) ñîâìåñòíîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ðàâíà 0, ò.å.

ýòî òîð èëè áóòûëêà Êëåéíà. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü TE,K ðåãóëÿðíà, òî âåêòîðû sgradH,

sgrad pϕ îáðàçóþò áàçèñ åå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â êàæäîé åå òî÷êå. Ïîýòîìó ýòà

ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà, ò.å. íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ áóòûëêîé Êëåéíà.

Äëÿ áåðòðàíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî, èñïîëüçóÿ çàìêíóòîñòü îãðàíè÷åííûõ îðáèò, ïî-

ñòðîèòü â ÿâíîì âèäå ãîìåîìîðôèçì ìåæäó òîðîì è TE,K . Ïóñòü TE,K êîìïàêòíà è

(u, ϕ, pu, pϕ) ∈ TE,K . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îãðàíè÷åííàÿ, à çíà÷èò â ñèëó çàìûêàå-

ìîñòè áåðòðàíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ γ(t). Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè

âðåìåíè t = t0 òåëî ïðè äâèæåíèè ïî ýòîé òðàåêòîðèè ïðîõîäèò òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

(u, ϕ) è èìååò ýíåðãèþ è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî E,K. Ýòà òðàåê-

òîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé, òàê êàê íà ôàçîâîé îðáèòå, îòâå÷àþùåé êðóãîâîé îðáèòå,

sgradH ïðîïîðöèîíàëåí sgrad pϕ, ïîýòîìó ñîäåðæàùàÿ åå ïîâåðõíîñòü TE,K íå ðåãóëÿðíà.

Âñå íåêðóãîâûå îãðàíè÷åííûå îðáèòû ñ òàêèìè æå çíà÷åíèÿìè H, pϕ ïîëó÷àþòñÿ èç Im γ

ïîâîðîòîì íà íåêèé óãîë ϕ0. Ïîýòîìó êàæäóþ òàêóþ îðáèòó (òðàåêòîðèþ) ìîæíî çàäàòü

óãëîì ϕ0. Ò.ê. òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà, òî êàæäàÿ òî÷êà íà òðàåêòîðèè θ(ϕ) îäíîçíà÷íî çà-

äà¼òñÿ óãëîì ϕ (òî÷êà îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ìîìåíòîì âðåìåíè t, à ϕ(t) � ìîíîòîííà).
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Ïîýòîìó âñå òî÷êè íà ñîâìåñòíîé êîìïîíåíòå óðîâíÿ èíòåãðàëîâ H, pϕ ìîæíî âçàèìíî-

îäíîçíà÷íî çàäàòü äâóìÿ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè (ϕ0, ϕ), è çíà÷èò îíà ÿâëÿåòñÿ òîðîì

S1 × S1.

Àíàëîãè÷íî ñ öèëèíäðîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå.�

Äàëåå ñðåäè âñåõ ñèñòåì (S, V ) è (S ′, V ) äâèæåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè S ñ ðèìàíîâîé

ìåòðèêîé (1.1.1) èëè S ′ ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (1.1.2) ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíîãî

ïîòåíöèàëà V áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî áåðòðàíîâñêèå. Òàêæå äàëåå ðàññóæäåíèÿ áó-

äóò ïðîõîäèòü â áåðòðàíîâñêèõ êîîðäèíàòàõ (çàì. 1.1.2). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ñëó÷àåâ

ïîëíîòû ïîòîêà sgradH çàìåòèì, ÷òî ó îãðàíè÷åííûõ îðáèò ïîòîê sgradH âñåãäà ïîëîí.

Â ñëó÷àå æå íåîãðàíè÷åííûõ íóæíî ïîñ÷èòàòü, âûõîäèò ëè îðáèòà íà ãðàíèöó ïîâåðõ-

íîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ èëè íåò. Åñëè âûõîäèò, çíà÷èò ïàðàìåòð íà ñîîòâåòñòâóþùåé

òðàåêòîðèè íå ïðîäîëæàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè è ïîòîê íåïîëîí.

Îïðåäåëåíèå 4.1.5. Ïóñòü çàäàíà ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà S ≈ (a, b)×S1 ñ çàìûêàþùèì

ïîòåíöèàëîì V . Òîãäà ãðàíèöà θ = a (èëè θ = b) äîñòèãàåòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ

îðáèòà {θ = θ(ϕ) | ϕ1 < ϕ < ϕ2}, ãäå −∞ ≤ ϕ1 < ϕ2 ≤ ∞, óïèðàþùàÿñÿ â ãðàíèöó

θ = a, ò.å. θ(ϕ) → a ïðè ϕ → ϕ0 äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî ϕ0. Ãðàíèöà θ = a

(èëè θ = b) äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè èëè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé, åñëè ñóùåñòâóåò

íåîñîáàÿ îðáèòà θ = θ(ϕ), íàìàòûâàþùàÿñÿ íà ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü θ = a, ò.å. ϕi ∈
{−∞,+∞} è θ(ϕ) → a ïðè ϕ → ϕi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2}. Ãðàíèöà θ = a (èëè θ = b)

äîñòèãàåòñÿ (èëè äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè) çà êîíå÷íîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò

íåîñîáàÿ òðàåêòîðèÿ ~r(t) = (θ(t), ϕ(t)) è äåéñòâèòåëüíîå t0 òàêèå, ÷òî θ(t)→ a ïðè t→ t0.

Ãðàíèöà θ = a (èëè θ = b) âïîëíå íåäîñòèæèìà, åñëè îíà íå äîñòèãàåòñÿ è íå äîñòèãàåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè.

Óòâåðæäåíèå 18. Ïóñòü çàäàíà ïàðà Áåðòðàíà (S, V ), ãäå S � ìàêñèìàëüíàÿ ðèìàíîâà

ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ òðîéêîé (c, t, µ), ñ áåðòðàíîâñêèìè êîîðäè-

íàòàìè (θ, ϕ mod 2π) è ìåòðèêîé (2.1.2), V (θ) � çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë íà S. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ.

1. Â ñëó÷àå t = 0, c = 0 è ïîòåíöèàëà V1(θ) = Aθ (A < 0) ãðàíèöà θ = 0 (àáñîëþò)

äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K)

èíòåãðàëîâ òàêèõ, ÷òî E ≥ 0, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå

íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà θ = ∞ (ïîëþñ) âïîëíå íåäîñòèæèìà. Åñëè ïîòåíöèàë

V2(θ) = A
θ2

(A > 0), òî îáå ãðàíèöû θ = 0, θ =∞ âïîëíå íåäîñòèæèìû.

2. Â ñëó÷àå t = 0, c > 0 è ïîòåíöèàëà V1(θ) ãðàíèöà θ = 0 (ãðàíè÷íûé ýêâàòîð) äî-

ñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ

òàêèõ, ÷òî 2E ≥ cµ2K2, ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå íåäîñòèæè-

ìà. Ãðàíèöà θ = ∞ (ïîëþñ) âïîëíå íåäîñòèæèìà. Åñëè ïîòåíöèàë V2(θ), òî îáå

ãðàíèöû θ = 0, θ =∞ âïîëíå íåäîñòèæèìû.
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3. Â ñëó÷àå t = 0, c < 0 è ïîòåíöèàëà V1(θ) ãðàíèöà θ =
√
−c (àáñîëþò) äîñòèãà-

åòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòå-

ãðàëîâ èç îáëàñòè {E > A
√
−c} ∪ {E = A

√
−c,−A > µ2K2

√
−c}, ïðè îñòàëüíûõ

çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà θ = ∞ (ïîëþñ) âïîëíå

íåäîñòèæèìà. Äëÿ ïîòåíöèàëà V2(θ) ãðàíèöà θ =
√
−c äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷-

íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè

{E > A
−c} ∪ {E = A

−c , 2A > µ2K2c2}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà

âïîëíå íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà θ =∞ âïîëíå íåäîñòèæèìà.

4. Â ñëó÷àå t > 0 è ïîòåíöèàëà V2 ãðàíèöà θ = ∞ (ïîëþñ) âïîëíå íåäîñòèæèìà.

Ãðàíèöà θ = θ2 (àáñîëþò) äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè

îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè {E > A
θ22
} ∪ {E = A

θ22
, 2A
µ2(θ42+t)

>

K2}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå íåäîñòèæèìà.

5. Â ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (c, t) èç îáëàñòè Ω2 ∪ l3 = {t < 0, c < 0, c2 + 4t ≥ 0}
(ñì. ðèñ. 2.2) è ïîòåíöèàëà V2 = A

θ2
(A(θ4 + t) > 0) èìååì äâå ïîâåðõíîñòè. Ãðàíè-

öà ïåðâîé ïîâåðõíîñòè θ = θ2 (àáñîëþò) äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè

íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè {E > A
θ22
} ∪ {E =

A
θ22
, 2A
µ2(θ42+t)

> K2}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå íåäîñòèæè-

ìà. Ãðàíèöà ïåðâîé ïîâåðõíîñòè θ = ∞ (ïîëþñ) âïîëíå íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà

θ = 0 (ïîëþñ) âòîðîé ïîâåðõíîñòè äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñî-

áûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè {2A < µ2K2t} ∪ {2A =

µ2K2t, 2E > µ2K2c}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå íåäîñòè-

æèìà. Ãðàíèöà θ = θ1 (àáñîëþò) âòîðîé ïîâåðõíîñòè äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷-

íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè

{E > A
θ21
}∪{E = A

θ21
, 2A
µ2(θ41+t)

> K2}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå

íåäîñòèæèìà.

6. Â ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (c, t) èç îáëàñòè Ω3 = {c2 + 4t < 0} ∪ {c > 0, t <

0, c2 + 4t ≥ 0} (ñì. ðèñ. 2.2) è ïîòåíöèàëà V2 = A
θ2

(A(θ4 + t) > 0) èìååì äâå ïî-

âåðõíîñòè. Ãðàíèöà ïåðâîé è âòîðîé ïîâåðõíîñòåé θ = 4
√
−t (ãðàíè÷íûé ýêâàòîð)

äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èí-

òåãðàëîâ èç îáëàñòè {2(E− A√
−t)−µ

2K2(2
√
−t+c) ≥ 0)}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ

(E,K) ãðàíèöà âïîëíå íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà θ =∞ (ïîëþñ) ïåðâîé ïîâåðõíîñòè

âïîëíå íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà θ = 0 (ïîëþñ) âòîðîé ïîâåðõíîñòè äîñòèãàåòñÿ

çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç

îáëàñòè {µ2K2t > 2A} ∪ {µ2K2t = 2A, µ2K2c = 2E}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ

(E,K) ãðàíèöà âïîëíå íåäîñòèæèìà.

Óòâåðæäåíèå 19. Ïóñòü çàäàíà ïàðà Áåðòðàíà (S ′, V ), ãäå S ′ � ìàêñèìàëüíàÿ ïñåâäî-

ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ òðîéêîé (c, t, µ), ñ áåðòðàíîâñêè-
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ìè êîîðäèíàòàìè (θ, ϕ mod 2π) è ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (2.1.8), V (θ) � çàìûêàþ-

ùèé ïîòåíöèàë íà S ′. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ.

1. Â ñëó÷àå t = 0, c < 0 è ïîòåíöèàëà V1(θ) = Aθ (A < 0) ãðàíèöà θ = 0 (ãðàíè÷íûé

ýêâàòîð) äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè

(E,K) èíòåãðàëîâ òàêèõ, ÷òî E ≥ µ2K2 c
2
, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðà-

íèöà âïîëíå íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà θ =
√
−c (àáñîëþò) äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷-

íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè

{E > A
√
−c}∪{E = A

√
−c,K2 > −A

µ2
√
−c}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà

âïîëíå íåäîñòèæèìà.

2. Â ñëó÷àå t = 0, c < 0 è ïîòåíöèàëà V2(θ) = A
θ2

(A > 0) (ñì. òåîðåìó 6) ãðàíèöà

θ =
√
−c äîñòèãàåòñÿ òîëüêî çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè

ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè {E > A
−c} ∪ {E = A

−c , K >
√

2A
−µc }, ïðè

îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà θ = 0 âïîëíå

íåäîñòèæèìà.

3. Â ñëó÷àå t > 0 è ïîòåíöèàëà V2(θ) = A
θ2

(A > 0) ãðàíèöà θ = 0 (ïîëþñ) äîñòèãàåòñÿ

çà êîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç

îáëàñòè {K2 > 2A
µ2t
} ∪ {K2 = 2A

µ2t
, E > Ac

t
}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðà-

íèöà âïîëíå íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà θ = θ2 (àáñîëþò) äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷-

íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè

{E > A
θ22
}∪{E = A

θ22
, K2 > 2A

µ2(θ42+t)
}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå

íåäîñòèæèìà.

4. Â ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (c, t) èç îáëàñòè Ω2 := {(c, t) : t < 0, c < 0, c2 +

4t > 0} (ñì. ðèñ. 2.1) èìååì äâå ìàêñèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè. Ãðàíèöà θ = 4
√
−t

(ãðàíè÷íûé ýêâàòîð) ïåðâîé è âòîðîé ïîâåðõíîñòåé äîñòèæèìà çà êîíå÷íîå âðå-

ìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè {E ≥
A√
−t + µ2K2(

√
−t+ c

2
)}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå íåäîñòè-

æèìà. Ãðàíèöà θ = θ1 (àáñîëþò) ïåðâîé ïîâåðõíîñòè äîñòèæèìà çà áåñêîíå÷-

íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îáëàñòè

{E > A
θ21
}∪{E = A

θ21
, K2 > 2A

µ2(θ41+t)
}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà âïîëíå

íåäîñòèæèìà. Ãðàíèöà θ = θ2 (àáñîëþò) âòîðîé ïîâåðõíîñòè äîñòèæèìà çà áåñ-

êîíå÷íîå âðåìÿ âñåìè íåîñîáûìè îðáèòàìè ñ óðîâíÿìè (E,K) èíòåãðàëîâ èç îá-

ëàñòè {E > A
θ22
}∪{E = A

θ22
, K2 > 2A

µ2(θ42+t)
}, ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ (E,K) ãðàíèöà

âïîëíå íåäîñòèæèìà.

Çàìå÷àíèå 4.1.1. Óòâåðæäåíèÿ 18, 19 ïîçâîëÿþò âûäåëèòü òðè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè

îò ïîëíîòû ïîòîêîâ è êîìïàêòíîñòè ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ Ëèóâèëëÿ.

1. Ïîòîêè sgradH ïîëíû è ðåãóëÿðíûå ñëîè êîìïàêòíû äëÿ ñëåäóþùèõ ðèìàíîâûõ

ìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà è ïîòåíöèàëîâ: t = c = 0, V2; t = 0, c > 0, V2.
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Ñðåäè ïñåâäîðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íåò óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì ïîëíîòû

ïîòîêîâ è êîìïàêòíîñòè ñëîåâ.

2. Ïîòîêè sgradH ïîëíû, íî ñðåäè ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ åñòü íåêîìïàêòíûå äëÿ ñëåäóþ-

ùèõ ðèìàíîâûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà è ïîòåíöèàëîâ: t = c = 0, V1;

t = 0, c < 0, V1; t = 0, c < 0, V2; t > 0, V2; t < 0, c < 0, c2 + 4t > 0, â = θ2, b̂ =∞, V2.

Ïîòîêè sgradH ïîëíû, íî ñðåäè ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ åñòü íåêîìïàêòíûå äëÿ ñëå-

äóþùèõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà è ïîòåíöèàëîâ:

t = 0, c < 0, V2.

3. Ïîòîêè sgradH íåïîëíû âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Çàìå÷àíèå 4.1.2. Â óòâåðæäåíèÿõ 18, 19 ðàññìàòðèâàëèñü ìàêñèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè

Áåðòðàíà, ò.å. òàêèå, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîäïîâåðõíîñòüþ íèêàêîé äðóãîé ïîâåðõíîñòè

Áåðòðàíà. Ïóñòü ðèìàíîâà ïîâåðíîñòü Áåðòðàíà S0 ≈ (a1, b1) × S1 íå ìàêñèìàëüíà è

ÿâëÿåòñÿ ïîäïîâåðõíîñòüþ ìàêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà S ≈ (a, b)× S1 òàê, ÷òî

a < a1 < b1 < b. Òîãäà îáå å¼ ãðàíèöû θ = a1 è θ = b1 äîñòèãàþòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Â

ñàìîì äåëå ó èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè S ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.5 ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ

òðàåêòîðèÿ ñ ýíåðãèåé E, êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K, ïåðèöåíòðîì a1 è àïîöåíòðîì b1

è ïåðèîäîì T . Òîãäà âðåìÿ äâèæåíèÿ îò a1 äî b1 ðàâíî t1 < T (t1 = T/2q), ïîýòîìó

åñëè ðàññìîòðåòü îðáèòó ñ ýíåðãèåé E è êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K íà ïîâåðõíîñòè S0,

òî ïîëíîå âðåìÿ, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ, ÷òîáû äîáðàòüñÿ îò îäíîé ãðàíèöû äî äðóãîé

êîíå÷íî è ðàâíî t1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ñôîðìóëèðóåì ôàêò äîñòèæèìîñòè ãðàíèöû â òåð-

ìèíàõ ôóíêöèé V (θ) è a2
22(θ) è êîíñòàíò E,K. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

òîãî, ÷òî äâèæåíèå ñ ýíåðãèåé E, ìîìåíòîì K âîçìîæíî â òî÷êå (θ0, ϕ0) ÿâëÿåòñÿ

Ṽ (θ0) = E − V (θ0)− ε̂ K2

2a2
22(θ0)

≥ 0. (4.1.12)

Â ñàìîì äåëå ñîãëàñíî (1.1.5) âûïîëíåíî Ṽ (θ0) =
a211(θ0)θ̇20

2
, îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò íåîáõî-

äèìîñòü, äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1.5) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì θ(ϕ0) = θ0.

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ãðàíèöà θ = a äîñòèãàåòñÿ, òî â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè âîç-

ìîæíî äâèæåíèå ïî íåêîòîðîé íåîñîáîé îðáèòå, ò.å. ñóùåñòâóåò îðáèòà {θ = θ(ϕ)} è
äåéñòâèòåëüíîå ε > 0 òàêèå, ÷òî ∀θ0 ∈ (a, a + ε) ∃ϕ0 : θ(ϕ0) = θ0. Îäíàêî ýòîãî íåäîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ãðàíèöà θ = a äîñòèãàëàñü, ò.ê. åñëè Ṽ (a) = 0 îðáèòà {θ = θ(ϕ)} ìîæåò
íàìàòûâàòüñÿ íà ãðàíèöó (ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì âèòêîâ) òàê åå è íå äîñòèãíóâ. Íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå äîñòèæèìîñòè ãðàíèöû θ = a, ñîâïàäàþùåå ñ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

äîñòèæèìîñòè èëè àñèìïòîòè÷åñêîé äîñòèæèìîñòè ãðàíèöû θ = a, ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Ṽ (θ) > 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû θ = a âèäà (a, a + ε). Íî äëÿ ñèñòåì Áåðòðà-

íà àñèìïòîòè÷åñêàÿ äîñòèæèìîñòü íåâîçìîæíà â ñèëó ÿâíûõ ôîðìóë (2.2.18)�(2.2.20)
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äëÿ îðáèò â áåðòðàíîâñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñì. êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6). Ïîýòîìó

îêîí÷àòåëüíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äîñòèæèìîñòè ãðàíèöû θ = a äëÿ áåð-

òðàíîâñêèõ ñèñòåì ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: Ṽ (θ) > 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû θ = a

âèäà (a, a+ε). Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ (à çíà÷èò, è äëÿ äîñòèæèìîñòè ãðàíè-

öû θ = a) äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî ëèáî 0 < Ṽ (a) ≤ +∞, ëèáî Ṽ (a) = 0 è Ṽ ′(a) > 0. Çäåñü ìû

èñïîëüçóåì, ÷òî äëÿ áåðòðàíîâñêèõ ñèñòåì ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë èìååò ïðîñòîé âèä

(ñì. (2.2.21)), ïîýòîìó îí (âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè) åñòåñòâåííî ïðîäîëæàåòñÿ

(âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîñòüþ) ïî íåïðåðûâíîñòè â ãðàíè÷íûå òî÷êè èíòåðâàëà (a, b).

Ïðîâåðêó ñ ïðîèçâîäíûìè ìîæíî îïóñòèòü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âðåìÿ äâèæåíèÿ äî

ãðàíèöû õîòÿ áû ïî îäíîé òðàåêòîðèè êîíå÷íî.

Èìåÿ óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü äîñòèãàåòñÿ ëè ãðàíèöà, îñòàëîñü ïðè-

âåñòè óñëîâèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ëè ãðàíèöà çà êîíå÷íîå âðåìÿ èëè çà áåñ-

êîíå÷íîå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàïèñàòü âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî îðáèòå ñ ýíåðãèåé E è

ìîìåíòîì K îò ïàðàëëåëè θ = θ11 äî ïàðàëëåëè θ = θ22 (ñîãëàñíî (1.1.5) è (1.1.6)) è

óñòðåìëÿòü îäíó èç êðàéíèõ ïàðàëëåëåé (θ11, θ22) ê ãðàíèöå:

T =

θ22∫
θ11

a11(θ)dθ√
2(E − V (θ))− ε̂ K2

a222(θ)

. (4.1.13)

Çàìåòèì, ÷òî ïîä êîðíåì ñòîèò êàê ðàç âåëè÷èíà 2Ṽ (θ), ïîýòîìó åñëè äâèæåíèå âîçìîæ-

íî, òî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â èíòåãðàëå (4.1.13) íåîòðèöàòåëüíî.

Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó (ε̂ = 1) ìàêñèìàëüíóþ áåðòðàíîâñêóþ ïîâåðõíîñòü S ≈ (0,∞)×
S1, ñîîòâåòñòâóþùóþ c = t = 0 è ïîòåíöèàë V1(θ) = Aθ (A < 0). Åñëè ãðàíèöà θ =

∞ äîñòèãàåòñÿ, òî òîãäà ñóùåñòâóåò îðáèòà θ(ϕ) ñ íåêîòîðûìè E,K òàêàÿ, ÷òî Ṽ (θ) â

îêðåñòíîñòè∞ ïîëîæèòåëüíà. Íî ïðè θ →∞ôóíêöèÿ Ṽ (θ) = E−Aθ−K2µ2

2
θ2 ñòðåìèòñÿ ê

−∞ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ E, K 6= 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåîñîáîñòè îðáèòû), ÷òî îçíà÷àåò

(ïî êðèòåðèþ (4.1.12)), ÷òî äàííàÿ ãðàíèöà íå äîñòèãàåòñÿ.

Âèäíî, ÷òî ïðè θ → 0 ôóíêöèÿ Ṽ (θ) → E, à òàêæå Ṽ ′(0) = −A > 0, ò.å. ãðàíèöà θ = 0

äîñòèãàåòñÿ ïðè E ≥ 0 è íå äîñòèãàåòñÿ ïðè E < 0. Ïðè E ≥ 0 âðåìÿ äâèæåíèÿ ìåæäó

ïàðàëëåëÿìè θ11 è θ22 âû÷èñëÿåòñÿ (ñîãëàñíî (4.1.13))

T =

θ22∫
θ11

dθ

θ2
√

2(E − Aθ)−K2µ2θ2
.

Ïðè θ11 = 0 èíòåãðàë â 0 ðàñõîäèòñÿ, ò.å. ãðàíèöà θ = 0 äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íà òîé æå ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàë V2 = A
θ2

(A > 0). Òîãäà ôóíêöèÿ

Ṽ (θ) = E − A
θ2
− K2µ2

2
θ2. Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ E,K 6= 0 Ṽ (θ) → −∞ ïðè θ → 0 è ïðè

θ →∞, ïîýòîìó îáå ãðàíèöû θ = 0 è θ =∞ íå äîñòèãàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ìàêñèìàëüíóþ áåðòðàíîâñêóþ ïîâåðõíîñòü S ≈ (0,∞) × S1,

ñîîòâåòñòâóþùóþ c > 0 è ïîòåíöèàë V1(θ) = Aθ (A < 0). Ôóíêöèÿ Ṽ (θ) = E − Aθ −
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K2µ2

2
(θ2 + c). Ïðè θ → 0 ôóíêöèÿ Ṽ (θ) ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå E − K2µ2c

2
, êîòîðàÿ ìîæåò

áûòü ïîëîæèòåëüíîé ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ E,K, ïðè êîòîðûõ 2E > cµ2K2; ïðè 2E = cµ2K2,

ò.å. Ṽ (0) = 0, âûïîëíåíî Ṽ ′(0) > 0. Çíà÷èò ãðàíèöà θ = 0 äîñòèãàåòñÿ. Íî ïðè θ → ∞
ôóíêöèÿ Ṽ (θ)→ −∞ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ K 6= 0, E è ãðàíèöà θ =∞ íå äîñòèãàåòñÿ.

Âðåìÿ äâèæåíèÿ ìåæäó ïàðàëëåëÿìè θ11 è θ22 â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

T =

θ22∫
θ11

dθ

(θ2 + c)
√

2(E − Aθ)−K2µ2(θ2 + c)
.

Ïðè θ22 → θ11 = 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû 1

c
√

2E−K2µ2c
, ò.å.

èíòåãðàë êîíå÷åí è ãðàíèöà θ = 0 äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Âûïîëíåíî òàêæå Ṽ ′(0) = −A > 0, õîòÿ ýòî óñëîâèå ïðîâåðÿòü óæå íå îáÿçàòåëüíî,

ò.ê. âðåìÿ äâèæåíèÿ ìåæäó êàêîé-íèáóäü ïàðàëëåëüþ è ãðàíèöåé êîíå÷íî. Â ñëó÷àå

ãóêîâñêîãî ïîòåíöèàëà V2 = A
θ2

(A > 0) ôóíêöèÿ Ṽ (θ) ñòðåìèòñÿ ê −∞ â îêðåñòíîñòè

îáåèõ ãðàíèö, ïîýòîìó îáå ãðàíèöû íå äîñòèãàþòñÿ.

Äëÿ ìàêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà (ðèìàíîâîé) S ≈ (
√
−c,∞)× S1, îòâå÷àþ-

ùåé çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ t = 0, c < 0 (çîíà l2 íà ðèñ. 2.2), è ïîòåíöèàëà V1 = Aθ(A < 0)

ôóíêöèÿ Ṽ (θ) = E − Aθ − K2µ2

2
(θ2 + c). Ïðè θ → ∞ Ṽ (θ) → −∞ ïðè ëþáûõ çíà÷åíè-

ÿõ E,K 6= 0, ïîýòîìó ãðàíèöà θ = ∞ íå äîñòèãàåòñÿ. Ãðàíèöà θ =
√
−c äîñòèãàåòñÿ ïðè

Ṽ (
√
−c) = E−A

√
−c > 0; ïðè E = A

√
−c íåðàâåíñòâî Ṽ ′(

√
−c) = −A−K2µ2

√
−c > 0 âû-

ïîëíÿåòñÿ ïðè −A > µ2K2
√
−c. Ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ â

√
−c, ïîýòîìó

ãðàíèöà θ =
√
−c äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îñâåòèì åùå òîëüêî ñëó÷àé ìàêñèìàëü-

íîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà S ≈ (0, 4
√
−t) × S1, îòâå÷àþùåé çíà÷åíèÿì ïà-

ðàìåòðîâ (c, t) èç îáëàñòè Ω3 (ñì. ðèñ. 2.2). Íà S äåéñòâóåò çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë

V2(θ) = Aθ−2 (A < 0).

Èìååì ôóíêöèþ Ṽ (θ) = E− A
θ2
− µ2K2

2
(θ2+c−tθ−2). Òîãäà Ṽ ( 4

√
−t) = E− A√

−t−
µ2K2

2
(2
√
−t+

c), è ïðè ëþáîì çíà÷åíèè K 6= 0 ìîæíî ïîäîáðàòü E òàêîå, ÷òî Ṽ ( 4
√
−t) > 0, ñëåäîâàòåëü-

íî, ãðàíèöà θ = 4
√
−t äîñòèãàåòñÿ ïðè E − A√

−t −
µ2K2

2
(2
√
−t+ c) > 0; â ñëó÷àå ðàâåíñòâà

ãðàíèöà òàêæå äîñòèãàåòñÿ, ò.ê. sgnṼ( 4
√
−t) = sgn2A. Äàëåå äëÿ K2 < 2A

µ2t
âûïîëíÿåòñÿ

Ṽ (θ) → +∞ ïðè θ → 0. Çíà÷èò, ãðàíèöà θ = 0 äîñòèãàåòñÿ ïðè K2 < 2A
µ2t
; ïðè K2 = 2A

µ2t

âûïîëíåíî Ṽ (θ) = 2E−µ2K2(θ2 +c), çíà÷èò ãðàíèöà θ = 0 â ýòîì ñëó÷àå ïðè 2E = cµ2K2.

Âðåìÿ äâèæåíèÿ ìåæäó ïàðàëëåëÿìè θ11, θ22 â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî:

T =

θ22∫
θ11

dθ

(θ2 + c− tθ−2)
√

2(E − A
θ2

)−K2µ2(θ2 + c− tθ−2)
.

Ïðè θ22 = 4
√
−t èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â 4

√
−t, ò.ê. ïðè θ → 4

√
−t ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå 1

(2
√
−t+c)

√
2(E− A√

−t )−K
2µ2(2

√
−t+c)

; ïðè ýòîì ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå
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áîëüøå íóëÿ, ò.ê. îíî ðàâíî Ṽ ( 4
√
−t) > 0 (ìû ïîäîáðàëè ïîäõîäÿùåå E), à 2

√
−t+ c > 0 â

ñèëó (c, t) ∈ Ω3. Ïðè θ11 = 0 èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ò.ê. ïðè θ → 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

ýêâèâàëåíòíà θ3

−t
√
−2A+µ2K2t

.

Â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé äîêà-

çàòåëüñòâî ïðîõîäèò ïî òîé æå ñõåìå, ïðè ýòîì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ε̂ áåðåòñÿ ðàâíûì

ìèíóñ åäèíèöå.

�

Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü R2 ñ çàêîíîì âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ è çàêîíîì ïðèòÿæåíèÿ Ãóêà

ñëóæèò îòëè÷íûì ïðèìåðîì ê óòâåðæäåíèþ 18. Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü, åñëè â íåé ïðîêî-

ëîòü ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð, ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ Áåðòðàíà (0,∞)×S1,

îòâå÷àþùåé ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ t = c = 0, µ = 1. Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà

Ãóêà, êîòîðûé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ðàâåí Ar2 (A > 0), âñå íåîñîáûå îðáèòû áóäóò

ýëëèïñàìè, ïîýòîìó íè îäíà èç ãðàíèö r = 0, r =∞ íå äîñòèãàåòñÿ (íè îäíà òðàåêòîðèÿ

íå óïèðàåòñÿ â ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð è íè îäíà íå óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü). Â ñëó÷àå

æå ïîòåíöèàëà Íüþòîíà âñå íåîñîáûå îðáèòû áóäóò ëèáî ýëëèïñàìè, ëèáî ïàðàáîëàìè,

ëèáî ãèïåðáîëàìè, ÷òî îçíà÷àåò íåäîñòèæèìîñòü ãðàíèöû r = 0, íî äîñòèæèìîñòü çà

áåñêîíå÷íîå âðåìÿ ãðàíèöû r =∞ (íàïðèìåð, ãèïåðáîëîé).

4.2 Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû.

Äëÿ áåðòðàíîâñêîé ñèñòåìû (S ′, V ), ãäå S ′ � ìàêñèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà ñ ïñåâ-

äîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (1.1.2), à V çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë íà íåé, ðàññìîòðèì äâà ïåð-

âûõ èíòåãðàëà ýíåðãèè H è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà pϕ. Äëÿ óêàçàííûõ èíòåãðàëîâ ðàñ-

ñìîòðèì ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàâíñòâà M4 ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû Áåðòðà-

íà íà ñîâìåñòíûå ñëîè óðîâíåé èíòåãðàëîâ H è pϕ. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîåíèÿ

Ëèóâèëëÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñâÿçàíû ñ îñî-

áåííîñòÿìè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Îòîáðàæåíèå FKE : M4 → R2, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì FKE(θ, ϕ, pθ, pϕ)

= (pϕ, H) = (pϕ,
p2θ

2a211(θ)
− p2ϕ

2a222(θ)
+ V (θ)) íàçîâåì îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà.

Òî÷êó m ∈ M4 íàçîâåì îñîáîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, åñëè rk dFKE(x) < 2. Ñî-

îòâåòñòâåííî rk dFKE(x) íàçîâåì ðàíãîì îñîáîé òî÷êè x. Îáðàç ìíîæåñòâà âñåõ îñîáûõ

òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà íàçîâåì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé.

Ïîñòðîèì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñèñòåì Áåðòðàíà, à

òàêæå íà ïëîñêîñòè OKE èçîáðàçèì ðàçëè÷íûå çîíû òî÷åê (K,E), âûäåëÿþùèå ðàçëè÷-

íûå òèïû äâèæåíèé (êðóãîâîå, íåêðóãîâîå îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå ñ îäíîé ñòîðî-

íû, íåîãðàíè÷åííîå ñ äâóõ ñòîðîí) � íàçîâåì âñþ ýòó êîíñòðóêöèþ ðàñøèðåííîé áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììîé. Òàêèì îáðàçîì êàæäîé òî÷êå íà ïëîñêîñòè (K,E) ñîîòâåòñòâóåò
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ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ìû íå ðàññìàòðèâàåì âûðîæäåííîå äâèæåíèå, ò.å. äâèæåíèå ïî

ìåðèäèàíàì ϕ = const, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó çíà÷åíèþ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.

Ñîîòâåòñòâåííî, íà ïëîñêîñòè OKE, ãäå ìû èçîáðàçèì ðàñøèðåííóþ áèôóðêàöèîííóþ

äèàãðàììó, áóäåò âûêîëîòî ìíîæåñòâî K = 0. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àè K > 0 è K < 0 ñèì-

ìåòðè÷íû, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî OE, ïîýòîìó îãðà-

íè÷èìñÿ ïîñòðîåíèåì ïðè K > 0. Äëÿ óäîáñòâà ðàçîáüåì ìíîæåñòâî Σ = FKE[M4] íà

íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Σ2 � îáðàç ìíîæåñòâà òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ

rk dFKE = 2.

Σ1 � îáðàç ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 1.

Σ0 � îáðàç ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0.

IB � îáðàç ìíîæåñòâà òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ëåæàò íà ôàçîâûõ òðàåê-

òîðèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åííûì îðáèòàì.

Äëÿ ñèñòåìû Áåðòðàíà âûïîëíÿåòñÿ Σ = Σ0 tΣ1 tΣ2. Â ñàìîì äåëå Σ = Σ0 ∪Σ1 ∪Σ2

â âèäó òîãî, ÷òî 0 ≤ rk dF ≤ 2. Äàëåå grad pϕ 6= 0 ââèäó (4.1.10), ïîýòîìó âåðíî Σ0 = ∅.
Äëÿ ìíîæåñòâà Σ1 âåðíî rk dFKE = 1⇔ rk (grad pϕ, gradH) = 1⇔ âåêòîðà gradH, grad pϕ

ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñ ó÷åòîì (4.1.10) ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî{
−2

a′22(θ)

µ2a522(θ)
p2
θ +

a′22(θ)

a322(θ)
p2
ϕ + V ′(θ) = 0

pθ
a211(θ)

= 0
⇐⇒

{
a′22(θ)

a322(θ)
p2
ϕ + V ′(θ) = 0

pθ = 0
(4.2.1)

Çäåñü ïðèìåíèëñÿ òîò ôàêò, ÷òî â èñïîëüçóåìûõ íàìè áåðòðàíîâñêèõ êîîðäèíàòàõ a2
11(θ) =

a4
22(θ) · µ4. Óñëîâèÿ (4.2.1) â òî÷íîñòè îçíà÷àþò, ÷òî äàííûå K,E äîñòèãàþòñÿ íà êðóãî-

âîé îðáèòå {θ} × S1 è òîëüêî íà íåé (ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èìïóëüñà pθ è ïðåäëîæåíèþ

2.1), ïîýòîìó ïðîîáðàç F−1
KE(Σ1) ñîñòîèò èç òî÷åê ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

êðóãîâûì îðáèòàì. Âåðíî è îáðàòíîå, íà êðóãîâûõ îðáèòàõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.2.1).

Òàêèì îáðàçîì Σ1 ñîñòîèò òîëüêî èç îáðàçà òî÷åê ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

êðóãîâûì îðáèòàì, ïîýòîìó Σ1 ∩ Σ2 = ∅.
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå çàêîíà Íüþòîíà ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ â R2 âñå íåâû-

ðîæäåííûå îðáèòû ìîæíî ðàçäåëèòü íà îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå. Îãðàíè÷åí-

íûå áóäóò âñåãäà çàìêíóòû, ò.ê. îíè ýëëèïñû. Ýëëèïñàì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷å-

íèÿ (K,E) ∈ IB, îêðóæíîñòÿì, êàê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ýëëèïñà, áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü

çíà÷åíèÿ (K,E) ∈ Σ1 ⊂ IB. Ïàðàáîëàì è ãèïåðáîëàì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèÿ

(K,E) ∈ Σ2\IB.
Â îáùåì ñëó÷àå òàêæå ìíîæåñòâî IB ñîîòâåòñòâóåò òåì çíà÷åíèÿì èíòåãðàëîâ ýíåð-

ãèè è ìîìåíòà, êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ òîëüêî íà îãðàíè÷åííûõ îðáèòàõ. Ê îãðàíè÷åííûì

îòíîñÿòñÿ êðóãîâûå, ïîýòîìó Σ1 ⊂ IB âñåãäà.
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Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ (t = 0, V1 = Aθ + B; t = 0, V2 = A
θ2

+ B; t > 0, V2; t < 0, V2) ïðåä-

ñòàâèì ïî äâà ðèñóíêà � áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà âìåñòå ñ îáðàçîì âñåãî ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà è ðàñøèðåííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà.

Çàìå÷àíèå 4.2.1. Ïîñêîëüêó êîíñòàíòà B íè íà ÷òî íå âëèÿåò, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì

ñòðîèòü áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó áåç íå¼. Åñëè äàëåå âåçäå âìåñòî E ïðåäñòàâèòü

E −B, òî ïîëó÷àòñÿ ôîðìóëû è äèàãðàììû ñ ó÷åòîì B.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà S ′, ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ (c, t, µ) èç îáëàñòè l1 (ðèñ. 2.1), è ïîòåíöèàë V = Aθ

(A < 0). Äëÿ òàêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è ïîëíûé îáðàç

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (íà ïëîñêîñòè (K,E)) èìåþò âèä (ðèñ. 4.1). Òî÷êà A1 èìååò

êîîðäèíàòû (
√

−A
µ2
√
−c , A

√
−c) è íå ïðèíàäëåæèò Σ, ìíîæåñòâî Σ1 ïðåäñòàâëÿåò èç

ñåáÿ êðèâóþ E1(K) = {(K,E) : E = cµ2K2

2
− A2

2µ2K2 ,
√

−A
µ2
√
−c < K <∞}.

Îáëàñòü Σ2 äåëèòñÿ êðèâûìè E2(K), E3(K) íà ÷åòûðå çîíû (ðèñ. 4.2) IB, I1, I2, I3,

ãäå E2(K) = {(K,E) : E = cµ2K2

2
, 0 < K < ∞}, E3(K) = {(K,E) : E = A

√
−c,

√
−A

µ2
√
−c <

K <∞}. Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç Σ1 � îêðóæíîñòü, ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç IB òîð

(ðèñ. 4.2). Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I1 öèëèíäð, ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ïîòîêè

ïîëíû. Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I2 öèëèíäð ñ íåïîëíûìè ôàçîâûìè ïîòîêàìè, âðåìÿ

íà ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèÿõ íå ïðîäîëæàåòñÿ íè äî +∞, íè äî −∞. Ïðîîáðàç

ëþáîé òî÷êè èç I3 � ïàðà öèëèíäðîâ ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè; âðåìÿ íà òðàåêòîðèÿõ

öèëèíäðà, ëåæàùåãî â {pθ < 0}, íå ïðîäîëæàåòñÿ äî +∞, íî ïðîäîëæàåòñÿ äî −∞,

äëÿ öèëèíäðà {pθ > 0} íàîáîðîò. Ãðàíèöà çîí I1 è IB ñîäåðæèòñÿ â I1, ãðàíèöà çîí I2 è

IB ñîäåðæèòñÿ â I2, ãðàíèöà çîí I1 è I3 ñîäåðæèòñÿ â I3, ãðàíèöà çîí I2 è I3 ñîäåðæèòñÿ

â I3, îáùàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ÷åòûðåõ çîí ïðèíàäëåæèò I3.

K

E

A1

S1

S2

Ðèñ. 4.1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è Σ â

ñëó÷àå l1, V1.

K

E

A1

I1

I2

I3

IB

Ðèñ. 4.2: Ðàñøèðåííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà â ñëó÷àå l1, V1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî Σ èìååò âèä êàê íà ðèñ. 4.1. Òî÷êà (K,E) ∈ Σ,
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íàçîâåì òàêèå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äîïóñòèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò îðáèòà ñ ñî-

îòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ ýíåðãèè E è ìîìåíòà K. Ñîãëàñíî (4.1.12) íåîá-

õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû áûëî âîçìîæíî äâèæåíèå ïî S ′ ïîä äåé-

ñòâèåì V ñ ýíåðãèåé E è ìîìåíòîì K ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå θ0 èç èíòåðâàëà(0,
√
−c)

òàêîãî, ÷òî

Ṽ (θ0) = E − V (θ0) +
K2

2a2
22(θ0)

≥ 0. (4.2.2)

Ïîäñòàâèì â óñëîâèå (4.2.2) íàøó ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó a2
22 = − 1

µ2(θ2+c)
è çàìû-

êàþùèé ïîòåíöèàë V (θ) = Aθ (A < 0): Ṽ (θ0) := E − Aθ0 − K2µ2c
2
− K2µ2θ20

2
. Òàêèì

îáðàçîì çàäà÷à ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ âñåõ ïàð (K > 0, E), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

θ0 ∈ (0,
√
−c) : Ṽ (θ0) ≥ 0.

Ïðîèçâîäíàÿ Ṽ ′(θ) = −A − K2µ2θ îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå θmax = − A
K2µ2

. Åñëè

ìàêñèìóì ôóíêöèè Ṽ (íîëü Ṽ ′) ïðèíàäëåæèò (0,
√
−c), òî âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ θ0, óäî-

âëåòâîðÿþùåé Ṽ (θ0) ≥ 0, ýêâèâàëåíòåí óñëîâèþ Ṽ (θmax) ≥ 0. Ïóñòü σ1 � ìíîæåñòâî òî÷åê

(K,E) ∈ Σ, äëÿ êîòîðûõ ìàêñèìóì ôóíêöèè Ṽ (θ) ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0,
√
−c), à

σ2 := Σ\σ1 � ìíîæåñòâî òî÷åê (K,E) ∈ Σ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ Ṽ (θ) íå äîñòèãàåò ìàêñè-

ìóìà íà èíòåðâàëå (0,
√
−c). Óñëîâèå θmax = − A

K2µ2
∈ (0,

√
−c) ýêâèâàëåíòíî K >

√
−A√
−c .

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè σ1 äîñòàòî÷íî íàéòè âñå ïàðû (K,E), äëÿ êîòîðûõ Ṽ
(
− A
µ2K2

)
≥ 0. Èìååì Ṽ

(
− A
µ2K2

)
= E + A2

µ2K2 − µ2K2c
2
− A2

2µ2K2 ≥ 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïðè

K >
√
−A√
−c òî÷êè (E,K) ðàñïîëîæåíû íà êðèâîé E1(K) è âûøå íå¼.

×òîáû íàéòè σ2 íóæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Ṽ (θ) íå èìååò ìàêñèìóìà íà (0,
√
−c),

òîãäà îíà âîçðàñòàåò è ñóùåñòâîâàíèå θ0 ∈ (0,
√
−c) : Ṽ (θ0) ≥ 0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

Ṽ (
√
−c) > 0. ×òî äà¼ò â èòîãå E > A

√
−c äëÿ òî÷åê ïðè K ≤

√
−A√
−c (íà ðèñ. 4.1 óðîâåíü

E = A
√
−c îáîçíà÷åí ïóíêòèðîì).

Îáúåäèíÿÿ òåïåðü íàéäåííûå σ1 è σ2 ïîëó÷àåì Σ.

Ïîêàæåì, ÷òî Σ1 çàäà¼òñÿ êðèâîé E1(K). Ïåðâûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäàÿ

êðóãîâàÿ îðèáòà θ = θ0 èìååò ñâîþ óíèêàëüíóþ K, ïîýòîìó ìîæíî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû (4.2.1) âûðàçèòü θ ÷åðåçK è ïîäñòàâèâ â (4.1.2) ïîëó÷èòü êàê ñâÿçàíû E èK äëÿ

êðóãîâîé îðáèòû. Ñîãëàñíî (4.2.1) äëÿ a2
22(θ) = − 1

µ2(θ2+c)
è V = Aθ èìååì µ2θK2 +A = 0,

ò.å. θ = −A
µ2K2 . Äàëåå ïîëó÷åííóþ θ âìåñòå ñ óñëîâèåì pθ = 0 ïîäñòàâèì â (4.1.2) è ïîëó÷èì

E1(K):

E =
K2µ2c

2
− A2

2µ2K2
.

Ò.ê. θ ∈ (0,
√
−c) (çàìå÷àíèå 2.1.4), òî K ∈ (

√
−A

µ2
√
−c ,∞).

Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñëîâèÿ (4.2.1) îïðåäåëÿþò êðóãîâóþ îðáèòó. Îáðà-

òèìñÿ ê óðàâíåíèþ îðáèòû (2.2.18) � îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå çàìêíóòîé îðáèòû,

ïðîèñõîäèò ôëóêòóàöèÿ âîêðóã ïîëîæåíèÿ − A
µ2K2 ñ àìïëèòóäîé

√
1 + 2Eµ2K2

A2 − cµ4K4

A2 , äëÿ
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êðóãîâîé îðáèòû àìïëèòóäà ïðèðàâíèâàåòñÿ ê íóëþ, ÷òî äà¼ò òó æå çàâèñèìîñòü E1(K)

ìåæäó E è K.

Ìíîæåñòâî IB ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òî÷êè (K,E), ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åííûì îð-

áèòàì. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òàêèõ (K,E) âîñïîëüçóåìñÿ ÿâíûì âèäîì îðáèòû θ(ϕ) è óñòà-

íîâèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà (K,E) îíà íå âûõîäèò íà ãðàíèöû {0} × S1, {
√
−c} × S1

íè ïðè êàêîì ϕ:

0 < − A

µ2K2

(
1−

√
1 +

2Eµ2K2

A2
− cµ

4K4

A2

)
, (4.2.3)

− A

µ2K2

(
1 +

√
1 +

2Eµ2K2

A2
− cµ

4K4

A2

)
<
√
−c. (4.2.4)

×òî ñî âñåìè óñëîâèÿìè íà êîíñòàíòû (A < 0, c < 0, K >
√
−A√
−c) äàåò:

E <
cK2

2
, E <

√
−cA, E ≥ K2µ2c

2
− A2

2µ2K2
. (4.2.5)

Ïðîîáðàçîì êàæäîé òî÷êè (K,E) ∈ IB áóäåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è ñîãëàñíî óòâåð-

æäåíèþ 17 îíî ÿâëÿåòñÿ òîðîì Ëèóâèëëÿ T 2 ≈ F−1[(K,E)] â ñëó÷àå (K,E) ∈ IB\Σ1 è

îêðóæíîñòüþ â ñëó÷àå (K,E) ∈ Σ1.

Äëÿ I2 âåðíî, ÷òî êàæäîìó çíà÷åíèþ (K,E) ñîîòâåòñòâóþò îðáèòû, îãðàíè÷åííûå

òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû (ñî ñòîðîíû ïàðàëëåëè {
√
−c} × S1), ò.ê. íàðóøàåòñÿ óñëîâèå

(4.2.3) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.2.4). Ïî ïðåæíåìó êàæäàÿ òàêàÿ îðáèòà ïîëó÷àåòñÿ èç

äðóãîé ïîâîðîòîì âîêðóã îñè âðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ò.å. îðáèòà θ = θ1(ϕ) ïîëó÷àåòñÿ

èç îðáèòû θ = θ2(ϕ) ïîäñòàíîâêîé θ1(ϕ) = θ2(ϕ + ϕ0) äëÿ íåêîòîðîãî ϕ0. Ïîýòîìó (ñì.

óòâåðæäåíèå 17) ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç I2 áóäåò öèëèíäðîì. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ

19 òðàåêòîðèÿ âûõîäèò çà êîíå÷íîå âðåìÿ íà ãðàíèöó θ = 0 ïîâåðõíîñòè S ′, çíà÷èò è

ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ âûõîäèò íà ãðàíèöó öèëèíäðà çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ò.å. ïîòîê íà öè-

ëèíäðå íåïîëîí.

Àíàëîãè÷íî îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùèå çîíå I1, îãðàíè÷åíû ñî ñòîðîíû ïàðàëëåëè {0}×S1

è íå îãðàíè÷åíû ñ ïðîòèâîïîëîæíîé. Ïðîîáðàçîì êàæäîé òî÷êè èç I1 òîæå áóäåò öèëèíäð

òîëüêî óæå ñ ïîëíûì ïîòîêîì.

Äëÿ çîíû I3 âåðíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòû áóäóò íå îãðàíè÷åíû ñ äâóõ ñòîðîí. Òå-

ïåðü îðáèòû äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû � ñ ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì pθ (÷àñòèöà äâèæåòñÿ

îò θ = 0 äî θ =
√
−c) è îòðèöàòåëüíûì pθ (÷àñòèöà äâèæåòñÿ îò θ =

√
−c äî θ = 0),

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîîáðàçàìè â çîíå I3 áóäóò ïàðû öèëèíäðîâ, ñèììåòðè÷íûå â ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå M4 îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè pθ = 0 (ïîñëåäíåå ìîæíî ïîíèìàòü

òàê: òî÷êà (θ, ϕ, pθ, pϕ) ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó öèëèíäðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷-

êà (θ, ϕ,−pθ, pϕ) ïðèíàäëåæèò âòîðîìó öèëèíäðó; à ìîæíî è ïî-äðóãîìó: ïîâåðõíîñòü S ′
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ìîæíî ðåàëèçîâàòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì â R3
2, çíà÷èò, äîáàâèâ äâå ðàçìåðíîñòè, ìîæíî

ðåàëèçîâàòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî M4 â R5
2). �

Çàìåòèì, ÷òî ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè (K,E) ∈ Σ áóäåò ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ãè-

ïåðïëîñêîñòè pθ = 0, ò.å. óêàçàííûé ïðîîáðàç ïåðåõîäèò ñåáÿ ïðè îòîáðàæåíèè (θ, ϕ, pθ, pϕ)

→ (θ, ϕ,−pθ, pϕ).

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà S ′, ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ (c, t, µ) èç îáëàñòè l1 (ðèñ. 2.1), è çàìûêàþùèé ïî-

òåíöèàë V = Aθ−2 (A > 0). Äëÿ òàêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû áèôóðêàöèîííàÿ äèà-

ãðàììà è ïîëíûé îáðàç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (íà ïëîñêîñòè (K,E)) èìåþò âèä (ðèñ.

4.3). Òî÷êà A1 èìååò êîîðäèíàòû (
√

2A
−µc ,

A
−c) è íå ïðèíàäëåæèò Σ, ìíîæåñòâî Σ1 ïðåä-

ñòàâëÿåò èç ñåáÿ êðèâóþ E1(K) = {(K,E) : E = cµ2K2

2
+
√

2AµK,
√

2A
−µc < K <∞}.

Îáëàñòü Σ2 äåëèòñÿ êðèâîé E2(K) íà äâå çîíû (ðèñ. 4.4) IB, I1, ãäå E2(K) = {(K,E) :

E = A
−c ,

√
2A
−µc < K < ∞}. Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç Σ1 � îêðóæíîñòü, ïðîîáðàç ëþáîé

òî÷êè èç IB òîð (ðèñ. 4.4). Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I1 öèëèíäð ñ ïîëíûìè ôàçîâûìè

ïîòîêàìè. Ãðàíèöà çîí I1 è IB ñîäåðæèòñÿ â I1.

K

E

A1

S1

S2

Ðèñ. 4.3: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è Σ â

ñëó÷àå l1, V2.

K

E

A1

S1

IB

I1

Ðèñ. 4.4: Ðàñøèðåííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà â ñëó÷àå l1, V2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëî-

æåíèÿ 4.1 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî ïîòåíöèàëà V1(θ) áåð¼òñÿ ïîòåíöèàë V2(θ) è

ôàêòîì, ÷òî ãðàíèöà {0} × S1 íå äîñòèæèìà (èç-çà ÷åãî Σ2 äåëèòñÿ íà 2 çîíû, à íå íà 4

êàê íà ðèñ. 4.2).

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà S ′, ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ (c, t, µ) èç îáëàñòè Ω1 (ðèñ. 2.1), è ïîòåíöèàë V =

Aθ−2 (A > 0). Äëÿ òàêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è ïîëíûé

îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (íà ïëîñêîñòè (K,E)) èìåþò âèä (ðèñ. 4.5). Òî÷êè A1, A2
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èìåþò êîîðäèíàòû (
√

2A

µ
√
θ42+t

, A
θ22

), (
√

2A
µ
√
t
, Ac
t

) ñîîòâåòñòâåííî è íå ïðèíàäëåæàò Σ. Ìíî-

æåñòâî Σ1 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êðèâóþ E1(K) = {(K,E) : E = cµ2K2

2
+µ2K2

√
2A
µ2K2 − t,√

−A
µ2
√
−c < K <∞}.

Îáëàñòü Σ2 äåëèòñÿ êðèâûìè E2(K), E3(K) íà ÷åòûðå çîíû (ðèñ. 4.6) IB, I1, I2, I3,

ãäå E2(K) = {(K,E) : E = A
θ22
,
√

2A

µ
√
θ42+t

< K < ∞}, E3(K) = {(K,E) : K =
√

2A
µ
√
t
, Ac
t
<

E <∞}. Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç Σ1 � îêðóæíîñòü, ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç IB òîð

(ðèñ. 4.6). Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I1 öèëèíäð, ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ïîòîêè

ïîëíû, ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I2 öèëèíäð ñ íåïîëíûìè ôàçîâûìè ïîòîêàìè, âðåìÿ

íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ íå ïðîäîëæàåòñÿ íè äî +∞, íè äî −∞.

Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç I3 � ïàðà öèëèíäðîâ ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè; âðåìÿ íà òðà-

åêòîðèÿõ öèëèíäðà, ëåæàùåãî â {pθ < 0}, íå ïðîäîëæàåòñÿ äî +∞, íî ïðîäîëæàåòñÿ

äî −∞, äëÿ öèëèíäðà {pθ > 0} íàîáîðîò. Ãðàíèöà çîí I1 è IB ñîäåðæèòñÿ â I1, ãðàíèöà

çîí I2 è IB ñîäåðæèòñÿ â I2, ãðàíèöà çîí I1 è I3 ñîäåðæèòñÿ â I3, ãðàíèöà çîí I2 è I3

ñîäåðæèòñÿ â I3, îáùàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ÷åòûðåõ çîí ïðèíàäëåæèò I3.

K

E

A1

A2

S1

S2

Ðèñ. 4.5: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è Σ â

ñëó÷àå Ω1, V2.

K

E

A1

A2

S1

I1

I2

I3

B

Ðèñ. 4.6: Ðàñøèðåííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà â ñëó÷àå Ω1, V2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñëó÷àå ñ ïðåäëîæåíèåì 4.1 êðèòåðèé (4.2.2) ïîçâîëÿåò

îáîñíîâàòü âèä ìíîæåñòâà Σ2 (ðèñ. 4.5), à óñëîâèÿ (4.2.1) âèä Σ1.

Îáîñíîâàíèå ðèñóíêà 4.6 óïèðàåòñÿ â ïîèñê óñëîâèé íà K,E, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå îðáèòû áóäóò îãðàíè÷åíû ñ îáåèõ ñòîðîí (IB), îãðàíè÷åíû òîëüêî ñî ñòîðîíû

{0}×S1 (I2), îãðàíè÷åíû òîëüêî ñî ñòîðîíû {θ2}×S1 (I1), íåîãðàíè÷åíû ñ îáåèõ ñòîðîí

(I3). Äàííûå óñëîâèÿ óäîáíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ îðáèòû (2.2.20): t− 2A
µ2K2 < 0, E

µ2K2 − c
2
> 0,

E
µ2K2 − c

2
+

√(
E

µ2K2 − c
2

)2

+ t− 2A
µ2K2 < θ2

2

(4.2.6)
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Ïîñëåäíåå èç íåðàâåíñòâ (4.2.6) ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åííîñòè òðàåêòîðèè ñî ñòîðîíû

êðàÿ {θ2} × S1, ïåðâàÿ ñòðî÷êà äà¼ò óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè îðáèòû ñî ñòîðîíû êðàÿ

{0} × S1.

Ïîëíîòà èëè íåïîëíîòà ïîòîêîâ ñ ó÷åòîì ñëó÷àåâ ïðîäîëæàåìîñòè âðåìåíè äî +∞ è

−∞ ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 19 è ïðåäëîæåíèÿ 2.2.�

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà S ′ ñ êîîðäèíà-

òàìè (θ, ϕ) è ìåòðèêîé (2.1.8), ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ (c, t, µ) èç

îáëàñòè Ω2 (ðèñ. 2.1); áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè êîîðäèíàòà θ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ

ïåðâîé êîìïîíåíòû, ò.å. â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà (θ1,
4
√
−t). Íà S ′ äåéñòâóåò ïîòåíöèàë

V = Aθ−2 (A < 0). Äëÿ òàêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è

ïîëíûé îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (íà ïëîñêîñòè (K,E)) èìåþò âèä (ðèñ. 4.7). Òî÷êà

A1 èìååò êîîðäèíàòû (
√

2A

µ
√
θ41+t

, A
θ21

) è íå ïðèíàäëåæèò Σ. Ìíîæåñòâî Σ1 ïðåäñòàâëÿåò

èç ñåáÿ êðèâóþ E1(K) = {(K,E) : E = cµ2K2

2
+ µ2K2

√
2A
µ2K2 − t,

√
2A

µ
√
θ41+t

< K <∞}.
Îáëàñòü Σ2 äåëèòñÿ êðèâûìè E2(K), E3(K) íà ÷åòûðå çîíû (ðèñ. 4.8) IB, I1, I2, I3,

ãäå E2(K) = {(K,E) : E = A
θ21
,
√

2A

µ
√
θ41+t

< K < ∞}, E3(K) = {(K,E) : E = cµ2K2

2
+

√
−tµ2K2 + A√

−t , 0 < K < ∞}. Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç Σ1 � îêðóæíîñòü, ïðîîáðàç

ëþáîé òî÷êè èç IB òîð (ðèñ. 4.8). Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I1 öèëèíäð, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ôàçîâûå ïîòîêè ïîëíû, ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I2 öèëèíäð ñ íåïîëíûìè

ôàçîâûìè ïîòîêàìè, âðåìÿ íà òðàåêòîðèÿõ, ëåæàùèõ íà öèëèíäðå íå ïðîäîëæàåòñÿ

âïðàâî äî +∞, íå ïðîäîëæàåòñÿ âëåâî äî −∞. Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç I3 � ïàðà öè-

ëèíäðîâ ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè; âðåìÿ íà òðàåêòîðèÿõ öèëèíäðà, ëåæàùåãî â {pθ < 0},
ïðîäîëæàåòñÿ äî +∞, íî íå ïðîäîëæàåòñÿ äî −∞, äëÿ öèëèíäðà {pθ > 0} íàîáîðîò.
Ãðàíèöà çîí I1 è IB ñîäåðæèòñÿ â I1, ãðàíèöà çîí I2 è IB ñîäåðæèòñÿ â I2, ãðàíèöà çîí

I1 è I3 ñîäåðæèòñÿ â I3, ãðàíèöà çîí I2 è I3 ñîäåðæèòñÿ â I3, îáùàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà

÷åòûðåõ çîí ïðèíàäëåæèò I3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò îñíîâíûå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâ ïðåä-

ëîæåíèé 4.1 - 4.3. Êðèòåðèé (4.1.12) è ôîðìóëû (4.2.1) îáîñíîâûâàþò âèä ìíîæåñòâ Σ1

è Σ2. Ðàçáèåíèå Σ2 íà çîíû IB, I1, I2, I3 îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ

îðáèò θ(ϕ). ßâíûé âèä îðáèòû (2.2.20) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ñ

êàæäîé ñòîðîíû: 
E

µ2K2 − c
2

+

√(
E

µ2K2 − c
2

)2

+ t− 2A
µ2K2 <

√
−t

E
µ2K2 − c

2
−
√(

E
µ2K2 − c

2

)2

+ t− 2A
µ2K2 > θ2

1

(4.2.7)

Óðàâíåíèÿ (4.2.7) îïðåäåëÿþò îãðàíè÷åííîñòü îðáèòû θ(ϕ). Åñëè âûïîëíÿþòñÿ îáå îöåí-

êè, òî îðáèòà îãðàíè÷åíà ñ äâóõ ñòîðîí (IB), åñëè òîëüêî îäíà, òî îðáèòà îãðàíè÷åíà ñ

îäíîé ñòîðîíû (I1, I2), åñëè íè îäíà, òî îðáèòà íåîãðàíè÷åíà ñ îáåèõ ñòîðîí (I3).
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Ðèñ. 4.7: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è Σ â

ñëó÷àå Ω2, V2.

K

E

A1

I1

I2

I3

IB

Ðèñ. 4.8: Ðàñøèðåííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà â ñëó÷àå Ω2, V2.

Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà âëåêóò óñëîâèÿ, èëëþñòðèðóþùèå äåëåíèå Σ2:

E < A
θ21
, E < cµ2K2

2
+ µ2K2

√
−t+ A√

−t

Ïîëíîòà, íåïîëíîòà ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 19 è ïðåäëîæå-

íèÿ 2.2. �

Çàìå÷àíèå 4.2.2. Äèàãðàììû (ðèñ. 4.1 - 4.8), ïîñòðîåíû äëÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíî-

ñòåé Áåðòðàíà S ′ ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Â ñëó÷àå íåìàêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè S ′0,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäïîâåðõíîñòüþ ìàêñèìàëüíîé S ′, äèàãðàììû ñîõðàíÿò îáùèé âèä,

íî áóäóò ìåíüøå, ò.å. êàæäîå èç ìíîæåñòâ Σ1, IB,Σ2 óìåíüøèòñÿ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå

S ′ ≈ (ε,
√
−c− ε)×S1 äëÿ íåêîòîðîãî èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è çàìûêà-

þùåãî ïîòåíöèàëà V1(θ) = Aθ (A < 0) îáðàç îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 1 ñòàíåò ÷àñòüþ êðèâîé

E1(K) (ñì. ðèñ. 4.1): Σ1 = {(K,E) : E = cµ2K2

2
− A2

2µ2K2 ,
√

−A
µ2(
√
−c−ε) < K <

√
−A
µ2ε
}. Îáðàç

îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ òð¼õ ìíîæåñòâ: Σ2 = Σ21 ∪
Σ22 ∪Σ23, ãäå Σ21 =

{
(K,E) : E > A(

√
−c− ε)− µ2K2

2
(2
√
−cε− ε2), 0 < K <

√
−A

µ2(
√
−c−ε)

}
,

Σ22 =
{

(K,E) : E > cµ2K2

2
− A2

2µ2K2 ,
√

−A
µ2(
√
−c−ε) < K <

√
−A
µ2ε

}
, è ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî Σ23 ={

(K,E) : E > A(
√
−c− ε)− µ2K2

2
(2
√
−cε− ε2),

√
−A
µ2ε

< K
}
(ñì. ðèñ. 4.9).

Çàìå÷àíèå 4.2.3. Â êîìïàêòíîì ñëó÷àå äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíî-

âûõ ñèñòåì ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ [33] ìîæíî ïîñòðîèòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë. Êîîðäèíàòà ϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé

äëÿ ñèñòåìû Áåðòðàíà, ïîýòîìó äåéñòâèåì äëÿ íåå áóäåò êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò, ïîëå êî-

ñîãî ãðàäèåíòà êîòîðîãî íàïðàâëåíî âäîëü îêðóæíîñòåé {∗}×S1×{∗}×{∗} ⊂M4. Äðóãîå

äåëî èíòåãðàë ïîëíîé ýíåðãèè E, äëÿ êîòîðîãî èíòåãðàëüíûå ëèíèè ïîëÿ sgradE â òî÷-

íîñòè ôàçîâûå òðàåêòîðèè íàøåé ñèñòåìû. Ò.ê. ñèñòåìà áåðòðàíîâñêàÿ, òî âñå îãðàíè÷åí-

íûå îðáèòû áóäóò çàìêíóòû, à çíà÷èò èì ñîîòâåòñòâóþò çàìêíóòûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè.
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Ðèñ. 4.9: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è Σ â ñëó÷àå íåìàêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè Áåðòðà-

íà l1, V1.

Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü îðáèòó {θ = θ(ϕ)} ⊂ S ′ è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ôàçîâóþ òðà-

åêòîðèþ γ(t) ⊂M4. Ìû çíàåì ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî îðáèòå {θ = θ(ϕ)}, à çíà÷èò è ïåðèîä
ôóíêöèè γ(t), êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.3.2). Ïîñòðîèì ïåðåìåííóþ I(E,K)

òàêóþ, ÷òî òðàåêòîðèè ïîëÿ sgrad I ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè ïîëÿ sgradE ñ òî÷íîñòüþ

äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè, ïðè ýòîì ïåðèîä íîâûõ òðàåêòîðèé áóäåò ðàâåí 2π. Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (2.3.2) ïåðèîä íå çàâèñèò îò èíòåãðàëà K, ïîýòîìó ïåðåìåííóþ

I áóäåì èñêàòü â âèäå I(E). Äàëåå sgrad I(E) = I ′(E) sgradE, ïîýòîìó ïåðèîäû TI è T

òðàåêòîðèé ïîëåé sgrad I è sgradE ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì TI = T
I′(E)

, îòêóäà ñ ó÷åòîì òðå-

áîâàíèÿ TI = 2π ïîëó÷àåì I ′(E) = T
2π
. Îñòàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

ïî E, äëÿ ÷åãî âûïèøåì åãî, ïîëüçóÿñü (2.3.2):

I ′(E) =
T

2π
=

q

4
√

∆

 √
∆ + c√

E(
√

∆ + c) + 2A
+

√
∆− c√

E(c−
√

∆) + 2A

 ,

ãäå ∆ = c2 + 4t. Èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê

I(E) =
q

2
√

∆

(√
E(
√

∆ + c) + 2A−
√
E(c−

√
∆) + 2A

)
. (4.2.8)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (4.2.8) ñïðàâåäëèâà êàê äëÿ ðèìàíîâà ñëó÷àÿ òàê è äëÿ ïñåâäî-

ðèìàíîâà äëÿ àíàëîãà ïîòåíöèàëà Ãóêà V2.

Åñëè ïîñòðîèòü âìåñòî îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà FKE:M
4 → R2 îòîáðàæåíèå FKI :M

4 → R2

ïî ïðàâèëó (θ, ϕ, pθ, pϕ)→ (I,K), è ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî äèàãðàìì, îïèñûâàåìûõ ïðåä-

ëîæåíèÿìè 4.2-4.4 (ïñåâäîðèìàíîâ ñëó÷àé, ãóêîâñêèé ïîòåíöèàë), ïîñòðîèòü äèàãðàììû

íà ïëîñêîñòè OKI, òî ãðàíè÷íûå êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå çîíû IB, I1, I2, I3 ñïðÿìÿòñÿ. Íà-

ïðèìåð, íà ðèñóíêå 4.4 êðèâàÿ {(K,E) : E = cµ2K2

2
+
√

2AµK,
√

2A
−µc < K < ∞} áóäåò

93



çàäàâàòüñÿ òàê : {(K, I) : I = qµK
2
,
√

2A
−µc < K <∞}.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ôîðìóëà (4.2.8) èìååò îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåêîìïàêòíîñòüþ

ñèñòåìû. Ïåðèîä T ïîñ÷èòàí äëÿ îãðàíè÷åííûõ îðáèò, äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ îðáèò âûðà-

æåíèÿ, ñòîÿùèå ïîä êîðíÿìè ñòàíîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, ïîýòîìó ïåðåìåííàÿ I(E) äëÿ

îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà F−1
KE[Σ\IB] ⊂M4, îòâå÷àþùåé íåîãðàíè÷åííûì òðàåêòî-

ðèÿìè, íå îïðåäåëåíà, à îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ F−1
KE[IB]. Ïðè ýòîì êîãäà òî÷êà (K,E)

äâèæåòñÿ ïî îáëàñòè IB è ïîäõîäèò ê ãðàíèöå E2(K) (äèàãðàììà 4.4), çíàìåíàòåëü ïî-

ñëåäíåé äðîáè ïðàâîé ÷àñòè (2.3.2) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî îçíà÷àåò ñòðåìëåíèå ê áåñêî-

íå÷íîñòè ïðîèçâîäíîé I ′(E) è âåëè÷èíû ïîëÿ sgrad I.

4.3 Ñëîè Ëèóâèëëÿ è èõ ïåðåñòðîéêè.

Ïîñòðîåííûå ðàñøèðåííûå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû (ïðåäëîæåíèÿ 4.1 - 4.4) è îòîá-

ðàæåíèå ìîìåíòà FKE ïîìîãàþò â èññëåäîâàíèè òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (ïåðâûõ

èíòåãðàëîâ ýíåðãèè H è ìîìåíòà pϕ) ãàìèëüòîíîâîé ïñåâäîðèìàíîâîé ñèñòåìû Áåðòðà-

íà. Êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðîîáðàç òî÷êè (K,E) ïðè

îòîáðàæåíèè ìîìåíòà FKE, è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèÿì äâèæåíèÿ ñ ýíåðãèåé E è êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K. Êàê

ñëåäóåò èç âûøåóïîìÿíóòûõ ïðåäëîæåíèé 4.1-4.4 êàæäûé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ

îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: îêðóæíîñòü, äâóìåðíûé òîð, öèëèíäð, ïàðà öèëèíäðîâ.

Ïðè ýòîì áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, ò.å. ìíîæåñòâî Σ1, â íàøåì ñëó÷àå ñîñòîèò òîëü-

êî èç îáðàçà îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 1. Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè (K,E) ∈ Σ1 îêðóæíîñòü

âèäà {θ0} × S1 × {0} × {K} ⊂ M4. Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç IB òîð. Ïðîîáðàç êàæ-

äîé òî÷êè èç I1 è èç I2 öèëèíäð. Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I3 � ïàðà öèëèíäðîâ.

Â êàæäîì èç ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ äèàãðàìì 4.2, 4.4, 4.6, 4.8, êðîìå âòîðîãî (ïðåäëîæå-

íèå 4.2), ìíîæåñòâî Σ äåëèòñÿ êðèâûìè E2(K), E3(K) íà 4 êàìåðû CB, C1, C2, C3, îò-

âå÷àþùèå ðàçëè÷íûì òèïàì äâèæåíèé, ïðè ýòîì ñàìè ãðàíè÷íûå êðèâûå E2(K), E3(K)

(âìåñòå ñ êðèâîé E1(K) = Σ1) êàìåðàì íå ïðèíàäëåæàò, ò.å. âûïîëíåíî CB := IB\Σ1,

C1 := I1\{E2(K) ∪ E3(K)}, C2 := I2\{E2(K) ∪ E3(K)}, C3 := I3\{E2(K) ∪ E3(K)} (òà-
êèì îáðàçîì êàìåðû áóäóò îòêðûòûìè ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè). Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íàä

êàæäîé êàìåðîé ëîêàëüíî òðèâèàëüíî. Ñîåäèíèì äâå òî÷êè x ∈ CB, y ∈ C1 êðèâîé γ, ïå-

ðåñåêàþùåé E2(K)∪E3(K) â îäíîé òî÷êå z. Êîãäà òî÷êà (K,E) äâèãàåòñÿ ïî êðèâîé γ â

ïðåäåëàõ êàìåðû CB åå ïðîîáðàç îñòàåòñÿ òîðîì, êîãäà (K,E) ïåðåñåêàåò ãðàíèöó êàìåð

CB, C1 â òî÷êå c, âîçíèêàåò ïåðåñòðîéêà òîðà â öèëèíäð. Äëÿ ñèñòåì Áåðòðàíà âîçíèêàþò

3 òèïà ïåðåñòðîåê ñëîåâ Ëèóâèëëÿ: òîðà è îêðóæíîñòè (CB è Σ1), òîðà è öèëèíäðà (CB

è C1 èëè CB è C2), öèëèíäðà è ïàðû öèëèíäðîâ (C1 è C3 èëè C2 è C3).

Âñå ïåðåñòðîéêè (áèôóðêàöèè) ñëîåâ Ëèóâèëëÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà 3 òèïà, åñëè

ñìîòðåòü íà ïåðåñòðàèâàåìûå ìíîæåñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïàêòíîñòè: êîìïàêòíàÿ áè-

ôóðêàöèÿ, ïðè êîòîðîé êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ïåðåñòðàèâàåòñÿ â êîìïàêòíóþ (ïîëíàÿ
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êëàññèôèêàöèÿ ñì. [33]), íåêîìïàêòíàÿ áèôóðêàöèÿ, ïðè êîòîðîé íåêîìïàêòíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü ïåðåñòðàèâàåòñÿ â íåêîìïàêòíóþ, è ñìåøàííàÿ, êîãäà â ïåðåñòðîéêå ó÷àñòâóþò êàê

êîìïàêòíûå òàê è íåêîìïàêòíûå ñëîè. Òàêæå ïåðåñòðîéêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà 2 òèïà

â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ îñîáîãî óðîâíÿ: åñëè â ïåðåñòðîéêå çàäåéñòâîâàí îñîáûé ñëîé

(ò.å. ñëîé ñîäåðæèò òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ gradH è grad pϕ çàâèñèìû),

òî ýòî ïåðåñòðîéêà ÷åðåç îñîáûé ñëîé (îñîáàÿ ïåðåñòðîéêà), åñëè íåò, òî íåîñîáàÿ ïå-

ðåñòðîéêà. Ñèñòåìà Áåðòðàíà áîãàòà ïðèìåðàìè ïåðåñòðîåê, îíà ñîäåðæèò êîìïàêòíûå,

ñìåøàííûå è íåêîìïàêòíûå ïåðåñòðîéêè, à òàêæå ïåðåñòðîéêè îñîáûå è íåîñîáûå: ïå-

ðåõîä ìåæäó êàìåðàìè CB è C1 (à òàêæå CB è C2) ñîîòâåòñòâóåò ñìåøàííîé íåîñîáîé

áèôóðêàöèè, ïåðåõîä ìåæäó êàìåðàìè C3 è C1 (à òàêæå C3 è C2) ñîîòâåòñòâóåò íåêîì-

ïàêòíîé íåîñîáîé áèôóðêàöèè.

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Áóäåì íàçûâàòü äâà ìíîãîîáðàçèÿ U1 è U2 ñî ñòðóêòóðîé ñëîåíèÿ

Ëèóâèëëÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì h: U1 → U2,

ïåðåâîäÿùèé ñëîè U1 â ñëîè U2.

Çàìå÷àíèå 4.3.1. Â äàëüíåéøåì áóäåì îïèñûâàòü ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ è ïåðåñòðîéêè åãî

ñëîåâ òîëüêî äëÿ ñèñòåìû Áåðòðàíà (S ′, V ), ãäå S ′ ≈ (0,
√
−c) × S1 ñ ïñåâäîðèìàíîâîé

ìåòðèêîé (2.1.7), V (θ) = Aθ (A < 0) � çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë íà S ′. Îáðàç îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà FKE ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû è åãî ðàçáèåíèå íà êàìåðû ïðåäñòàâëåíî

íà äèàãðàììàõ 4.1, 4.2.

Ðàññìîòðèì èçîýêèíåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Q3
K0

:= {pϕ = K0} ⊂ M4. Îíà ñîñòîèò

èç ñîâìåñòíûõ ñëîåâ Ëèóâèëëÿ èíòåãðàëîâ H, pϕ, ïðèòîì òîëüêî òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ

pϕ = K0. Äëÿ òî÷êè x = (E0, K0), ïðèíàäëåæàùåé ãðàíèöå êàìåð ðàññìîòðèì å¼ èçîêèíå-

òè÷åñêóþ îêðåñòíîñòü, ò.å. îêðåñòíîñòü âèäà J := {(K,E) : K = K0, E0− ε < E < E0 + ε}
äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0. Òîãäà îêðåñòíîñòü ïðîîáðàçà òî÷êè x íà èçîêèíåòè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè, ò.å. F−1[J ] íàçîâåì àòîìîì, òî÷íåå äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.3.2. Íàçîâåì àòîìîì O0−1 êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èçîêè-

íåòè÷åñêîé îêðåñòíîñòè F−1[J ] ïðîîáðàçà òî÷êè x, ëåæàùåé íà îáùåé ãðàíèöå êàìåð CB

è C1 èëè íà îáùåé ãðàíèöå êàìåð CB è C2. Àòîìîì O1−11 êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè èçîêèíåòè÷åñêîé îêðåñòíîñòè F−1[J ] ïðîîáðàçà òî÷êè x, ëåæàùåé íà îáùåé

ãðàíèöå êàìåð C3 è C1 èëè íà îáùåé ãðàíèöå êàìåð C3 è C2. Íàçîâåì àòîìîì O0−11 êëàññ

ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èçîêèíåòè÷åñêîé îêðåñòíîñòè F−1[J ] ïðîîáðàçà òî÷êè x,

îáðàçóþùåé îáùóþ ãðàíèöó êàìåð CB è C3.

Âûáîð íå èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, à èçîêèíåòè÷åñêîé ìîòèâèðîâàí òåì, ÷òî

âåêòîðíîå ïîëå sgrad pϕ íå èìååò îñîáûõ òî÷åê è òåì ñàìûì dpϕ|Q3
K0
6= 0 è Q3

K0
ïðè ëþáîì

K0 áóäåò ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåìM4. Â êîìïàêòíîì ñëó÷àå èçâåñòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ
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àòîìîâ ñîäåðæèò ëèøü àòîìû ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè 1 [33]. Îäíàêî îïðåäåëåííûå âû-

øå íåêîìïàêòíûå àòîìû èìåþò íóëåâóþ ñëîæíîñòü. Â ñèñòåìå (S ′, V ) ïðèñóòñòâóåò åùå

îäíà êîìïàêòíàÿ îñîáàÿ ïåðåñòðîéêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àòîìó À, íà äèàãðàììå (ñì. ðèñ.

4.10) ýòà ïåðåñòðîéêà âîçíèêàåò ïðè ïîïàäàíèè òî÷êè (K,E) èç êàìåðû CB íà ãðàíèöó

Σ1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòÿãèâàíèþ òîðà íà ñâîþ îñü. Àòîì O0−1 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòðîé-

êå òîðà â öèëèíäð, à àòîì O1−11 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòðîéêå öèëèíäðà â ïàðó öèëèíäðîâ.

Îñîáûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò àòîì O0−11, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòðîéêå òîðà ñðàçó

â ïàðó öèëèíäðîâ ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû CB â êàìåðó C3 ÷åðåç îáùóþ òî÷êó êðèâûõ

E2(K) è E3(K), èìåþùóþ êîîðäèíàòû (
√

−2A
µ2
√
−c , A

√
−c) (ñì. ðèñ. 4.10).

K

E

I1

I2

I3

O0-11

O1-11

O1-11O0-1

O0-1
A

IB

Ðèñ. 4.10: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, Σ è àòîìû â ñëó÷àå ñèñòåìû Áåðòðàíà l1, V1.

Òàê æå êàê è äëÿ êîìïàêòíûõ 3-àòîìîâ àòîìû O0−1, O0−11, O1−11 óäîáíî îïèñûâàòü ñ

ïîìîùüþ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîâåðõíîñòü Q3
K0

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ

âäîëü èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ïîëÿ sgrad pϕ, òàêèì îáðàçîì íà Q3
K0

îïðåäåëåíî ïóàñ-

ñîíîâî äåéñòâèå îêðóæíîñòè � ñäâèãà âäîëü sgrad pϕ íà óãîë ϕ. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ Q3
K0

è ñëîåíèå Q3
K0

íà èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ sgrad pϕ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îêðóæíî-

ñòÿìè {θ0} × S1 × {∗} × {K0}, ñîãëàñîâàíû â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ îêðóæíîñòü

ëåæèò íà ñëîå Ëèóâèëëÿ. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Q2
K0
, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ êàê ôàê-

òîðìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Q3
K0

ïî îïèñàííîìó âûøå äåéñòâèþ îêðóæíîñòè. Ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå Q3
K0
≈ Q2

K0
×S1. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî M4, èçîêèíåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

Q3
K0

è ñëîè Ëèóâèëëÿ ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè âðàùåíèÿ. Íà âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå îïðåäåëåíû êîîðäèíàòû (θ, ϕ, pθ, pϕ), íà Q3
K0

îïðåäåëåíû êîîðäèíàòû (θ, ϕ, pθ) (ò.ê.

èìïóëüñ pϕ ôèêñèðîâàí íà Q
3
K0

è ðàâåí K0), íà Q
2
K0

îïðåäåëåíû êîîðäèíàòû (θ, pθ). Ñîîò-

âåòñòâåííî, Q2
K0

ñëîèòñÿ íà îáðàçû ñëîåâ Ëèóâèëëÿ ïðè îïèñàííîé ôàêòîðèçàöèè, ñðåäè

êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ ñëîé Q1
K0

(ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îñîáîãî ñëîÿ äëÿ êîìïàêòíûõ àòîìîâ),

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð ïðîîáðàçà òî÷êè (K0, E0), ïðèíàäëåæàùåé ãðàíèöàì
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êàìåð. Äëÿ íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèè Q2
K0

è Q3
K0

è èõ ñëîåíèé ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå

èì ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå R3.

Ìîäåëü (M3
0−1,M

2
0−1, g) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òðîéêó, ãäå M3

0−1 � òðåõìåðíîå ìíîæå-

ñòâî âðàùåíèÿ â R3, g � äåéñòâèå ãðóïïû S1 íàM3
0−1 òàêîå, ÷òîM

3
0−1 ≈M2

0−1×S1. Òî÷íåå

ïóñòü T 3 � îêðåñòíîñòü äâóìåðíîãî òîðà â R3, çàäàííàÿ â åâêëèäîâûõ êîîðäèíàòàõ ïàðà-

ìåòðè÷åñêè x = (R + r cosψ) cosϕ, y = (R + r cosψ) sinϕ, z = r sinψ, ïðè÷åì ïàðàìåòðû

ψ, ϕ, r ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ ψ ∈ [π, π), ϕ ∈ [0, 2π), r ∈ (R/8, R/2) (R � ôèêñèðîâàííàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà). Òîãäà M3
0−1 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ÷àñòü ïîñòðîåííîé îêðåñò-

íîñòè T 3:M3
0−1 = T 3∩{(x, y, z) : z < R/4}. Ïî ïîñòðîåíèþM3

0−1 � ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ

îñüþ OXZ. Àíàëîãîì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âûñòóïàåò ðàññëîåíèå M3
0−1 íà ïîâåðõíîñòè Q

2
r,

ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè òîðîâ x = (R+ r cosψ) cosϕ, y = (R+ r cosψ) sinϕ, z = r sinψ

(ïàðàìåòð r îïðåäåëÿåò òîð) è ïîëóïðîñòðàíñòâà z < R
4
.

Ñîîòâåòñòâåííî çà M2
0−1 âîçüìåì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ñå÷åíèÿ M3

0−1 ïëîñêîñòüþ y = 0,

ò.å. ìíîæåñòâî {(x, z) : R2

64
< (x − R)2 + z2 < R2

4
, z < R

4
} ⊂ OXZ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì (ñ ðàäèóñàìè R
2
, R

8
) ñ îòðåçàííûì êóñî÷êîì (z ≥ R

4
). Îáðàçàìè àíàëîãîâ Q2

r

ñëîåâ Ëèóâèëëÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè (ïî äåéñòâèþ ãðóïïû âðàùåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ êðèâûå

Q1
r = Q2

r ∩ {y = 0, x > 0} = {(x, z) : (x − R)2 + z2 = r2, z < R
4
}, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëèì

êðèâóþ Q1
R/4 = {(x, z) : (x−R)2 + z2 = R2

16
, z < R

4
} (ñì. ðèñ. 4.11).

x

z

R�4

Ðèñ. 4.11: Áèôóðêàöèè ñëîåâ ìîäåëè M2
0−1.

Ðèñ. 4.12: Áèôóðêàöèè ñëîåâ ìîäåëè M3
0−1.

Ìíîæåñòâî M2
0−1, ðàññëîåííîå íà êðèâûå Q1

r, ñ âûäåëåííîé êðèâîé Q1
R/4 ÿâëÿåòñÿ â

íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãîì 2-àòîìà. Ïîâåäåíèå ñëîåâ Q1
r îòðàæàåò ïîâåäåíèå ñëîåâ Ëè-

óâèëëÿ íà èçîêèíåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè ïåðåõîäå òî÷êîé (K,E) èç êàìåðû CB â C1

(èëè C2). Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà r ñ R/8 äî R/4, êðèâûå Q1
r ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðè-
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÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè, êîòîðûå óâåëè÷èâàþòñÿ � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîâåðõíîñòè Q2
r

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå òîðû, êîòîðûå ðàçðàñòàþòñÿ. Òàêèì æå îáðàçîì

âåäóò ñåáÿ è òîðû Ëèóâèëëÿ � îíè îñòàþòñÿ òîðàìè. Êîãäà r äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ R/4, òî

îêðóæíîñòü Q1
R/4 òåðÿåò ñâîþ âåðõíþþ òî÷êó è ðàçðûâàåòñÿ â èíòåðâàë � ñîîòâåòñòâó-

þùèé òîð Q2
R/4 òåðÿåò îäèí öèêë è ðàçðûâàåòñÿ â öèëèíäð, òî æå ïðîèñõîäèò è ñ òîðîì

Ëèóâèëëÿ, êîãäà òî÷êà (K,E) äîñòèãàåò ãðàíèöû êàìåð CB è C1. Ïðè äàëüíåéøåì óâå-

ëè÷åíèè r, èíòåðâàë Q1
r îñòàåòñÿ èíòåðâàëîì, ñëåãêà �ðàñïðÿìëÿÿñü�, ñîîòâåòñòâóþùèé

öèëèíäð Q2
r ãëàäêî äåôîðìèðóåòñÿ, îñòàâàÿñü öèëèíäðîì (ñì. ðèñ. 4.11, 4.12).

×òîáû ëó÷øå ïðåäñòàâèòü ñâÿçü ìåæäó ãåîìåòðèåé îðáèò è ãåîìåòðèåé ñîîòâåòñâó-

þùèõ èì ôàçîâûõ òðàåêòîðèé çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ E,K îãðà-

íè÷åííàÿ îðáèòà {θ = θ0(ϕ)} îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà âäîëü ïàðàëëåëåé

ïîâåðõíîñòè S ′ è ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êðèâóþ, êîëåáëþùóþñÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëå-

ëÿìè θ = θ1 è θ = θ2. Âñå îñòàëüíûå îðáèòû {θ = θα(ϕ)} ñ òåìè æå çíà÷åíèÿìè E,K

ïîëó÷àþòñÿ èç äàííîé ïîâîðîòîì íà íåêîòîðûé óãîë ϕα, ò.å. çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

θα(ϕ) = θ0(ϕ+ϕα). Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ îðáèòû {θ = θ0(ϕ)} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé è ëåæèò
íà ðåçîíàíñíîì òîðå Ëèóâèëëÿ T 2

K,E = F−1[(K,E)], à ôàçîâûå òðàåêòîðèè âñåõ òàêèõ

îðáèò {θ = θα(ϕ)} çàìåòàþò âåñü òîð T 2
K,E.

Ïîâåðõíîñòü pθ = 0 ïåðåñåêàåò äàííûé òîð ïî äâóì îêðóæíîñòÿì S1
1 = {(θ, ϕ, pθ, pϕ) :

θ = θ1, pθ = 0, pϕ = K}, S1
2 = {(θ, ϕ, pθ, pϕ) : θ = θ2, pθ = 0, pϕ = K}, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ îäíèì è òåì æå áàçîâûì öèêëîì γ1 ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû òîðà. Â ïðîöåññå

ïåðåñòðîéêè îäíà èç ýòèõ îêðóæíîñòåé S1
2 èñ÷åçàåò, ðàçðóøàÿ òåì ñàìûì âòîðîé áàçèñ-

íûé öèêë γ2 ãðóïïû π1(T 2
K,E), è îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî T 2

K,E\S1
2 ñòàíîâèòñÿ öèëèíäðîì.

Ðàññìîòðèì ðàçâ¼ðòêó òîðà Ëèóâèëëÿ T 2
K,E, ñîîòâåòñòâóþùåãî îãðàíè÷åííîé îðáèòå

{θ = θ0(ϕ)} ñ ýíåðãèåé E, êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K, è ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè

θ1, θ2, êàê ïðÿìîóãîëüíèê A1A2A3A4. Íà òîðå ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû óãîë ϕ1, ϕ2, â êî-

òîðûõ ïîòîê sgradH ñïðÿìëÿåòñÿ, ò.å. âûïîëíåíî ϕ̇1 = c1, ϕ̇2 = c2. Ïåðåìåííàÿ ϕ2 ñîâ-

ïàäàåò ñ ϕ. À ïåðåìåííàÿ ϕ1 åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî îò θ. Óðîâåíü A1A4 = A2A3 îòâå÷àåò

ïàðàëëåëè θ = θ2, à óðîâåíü B1B2 ïàðàëëåëè θ = θ1. Îòíîøåíèå ρ = c2
c1
, íàçûâàåìîå

÷èñëîì âðàùåíèÿ, ðàâíî µ äëÿ ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ñ ïîòåíöèàëîì V1 = Aθ, ðàâíî µ
2

äëÿ ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ñ ïîòåíöèàëîì V2 = A
θ2
. Ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 4.13, 4.14, 4.15

íàðèñîâàíû ôàçîâûå òðàåêòîðèè äëÿ µ = 1, µ = 2, µ = 0.5 è ïîòåíöèàëà V1.

Ïðè ïåðåñòðîéêå òîðà â öèëèíäð ïðÿìîóãîëüíèê A1A2A3A4 ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå è

áîëåå âûòÿíóòûì, ñòîðîíà A1A2 âûòÿãèâàåòñÿ, à ôàçîâûå òðàåêòîðèè âñ¼ áîëåå è áîëåå

êðóòûìè. Â ïðåäåëå θ2 → b òî÷êà (K,E) íà ðàñøèðåííîé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå

(ðèñ. 4.2) ïîïàäàåò èç IB íà ãðàíèöó çîí IB è I1 (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

âçÿòü ïåðâóþ äèàãðàììó), ïàðàëëåëü θ = θ2 óõîäèò íà ãðàíèöó {b} × S1 ïîâåðõíîñòè S ′,

òîð T 2
K,E ïðåâðàùàåòñÿ â öèëèíäð, öèêë A1A4 = A2A3 èñ÷åçàåò, òðàåêòîðèè ñòàíîâÿòñÿ

âåðòèêàëüíûìè (ñì. ðèñ 4.16, 4.17, 4.18).

Ìîäåëü (M3
1−11,M

2
1−11, g) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òðîéêó, ãäå M3

1−11 � òðåõìåðíîå ìíî-
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A1

A2 A3

A4

B1 B2

Ðèñ. 4.13: Ôàçîâàÿ òðàåê-

òîðèÿ ïðè µ = 1.

A1

A2 A3

A4

B1 B2

Ðèñ. 4.14: Ôàçîâàÿ òðàåê-

òîðèÿ ïðè µ = 2.

A1

A2 A3

A4

B1 B2

Ðèñ. 4.15: Ôàçîâàÿ òðàåê-

òîðèÿ ïðè µ = 0.5.

æåñòâî âðàùåíèÿ â R3, g � äåéñòâèå ãðóïïû S1 íà M3
1−11 òàêîå, ÷òî M

3
1−11 ≈M2

1−11 × S1.

Òî÷íåå ïóñòü T 3 � îêðåñòíîñòü äâóìåðíîãî òîðà â R3, çàäàííàÿ â åâêëèäîâûõ êîîðäè-

íàòàõ ïàðàìåòðè÷åñêè x = (R + r cosψ) cosϕ, y = (R + r cosψ) sinϕ, z = r sinψ, ïðè÷åì

ïàðàìåòðû ψ, ϕ, r ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ ψ ∈ [π, π), ϕ ∈ [0, 2π), r ∈ (R/4, R/2) (R � ôèê-

ñèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà). Òîãäà M3
1−11 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ÷àñòü ïîñòðî-

åííîé îêðåñòíîñòè T 3: M3
1−11 = T 3 ∩ {(x, y, z) : −3

8
R < z < R/4}. Ïî ïîñòðîåíèþ M3

1−11 �

ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ îñüþ OXZ. Àíàëîãîì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âûñòóïàåò ðàññëîåíèå

M3
1−11 íà ïîâåðõíîñòè Q

2
r, ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè òîðîâ x = (R + r cosψ) cosϕ, y =

(R + r cosψ) sinϕ, z = r sinψ (ïàðàìåòð r îïðåäåëÿåò òîð) è ìíîæåñòâà −3
8
R < z < R

4
.

Ñîîòâåòñòâåííî çà M2
1−11 âîçüìåì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ñå÷åíèÿ M3

1−11 ïëîñêîñòüþ y = 0,

ò.å. ìíîæåñòâî {(x, z) : R2

16
< (x− R)2 + z2 < R2

4
,−3R

8
< z < R

4
} ⊂ OXZ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì (ñ ðàäèóñàìè R
2
, R

4
) ñ îòðåçàííûìè êóñî÷êàìè (z ≥ R

4
, z ≤ −3

8
R). Îáðàçàìè àíà-

ëîãîâ Q2
r ñëîåâ Ëèóâèëëÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè (ïî äåéñòâèþ ãðóïïû âðàùåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ

êðèâûå Q1
r = Q2

r ∩ {y = 0, x > 0} = {(x, z) : (x − R)2 + z2 = r2,−3R
8
< z < R

4
}, ñðåäè

êîòîðûõ âûäåëèì êðèâóþ Q1
3R/8 = {(x, z) : (x − R)2 + z2 = 9R2

64
,−3

8
R < z < R

4
} (ñì. ðèñ.

4.19).

Ïîâåäåíèå ñëîåâ Q1
r îòðàæàåò ïîâåäåíèå ñëîåâ Ëèóâèëëÿ íà èçîêèíåòè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè ïðè ïåðåõîäå òî÷êîé (E,K) èç êàìåðû C1 â C3 (èëè èç C2). Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðà-

ìåòðà r ñ R/4 äî 3R/8, êðèâûå Q1
r ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëàìè, êîòîðûå óâåëè÷èâàþòñÿ � ñîîò-

âåòñòâóþùèå èì ïîâåðõíîñòè Q2
r ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öèëèíäðû, êîòîðûå ðàçðàñòàþòñÿ.

Òàêèì æå îáðàçîì âåäóò ñåáÿ è öèëèíäðû Ëèóâèëëÿ � îíè îñòàþòñÿ öèëèíäðàìè. Êîãäà

r äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 3R/8, òî èíòåðâàë Q1
3R/8 òåðÿåò ñâîþ íèæíþþ òî÷êó è ðàçðûâàåòñÿ

â ïàðó èíòåðâàëîâ � ñîîòâåòñòâóþùèé öèëèíäð Q2
3R/8 ðàçðûâàåòñÿ â ïàðó öèëèíäðîâ, òî

æå ïðîèñõîäèò è ñ öèëèíäðîì Ëèóâèëëÿ, êîãäà òî÷êà (K,E) äîñòèãàåò ãðàíèöû êàìåð

C3 è C1. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè r, ïàðà èíòåðâàëîâ Q1
r îñòàåòñÿ ïàðîé èíòåðâàëîâ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà öèëèíäðîâ Q2
r ãëàäêî äåôîðìèðóåòñÿ, îñòàâàÿñü ïàðîé öèëèíäðîâ.

Ìîäåëü (M3
0−11,M

2
0−11, g) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òðîéêó, ãäå M3

0−11 � òðåõìåðíîå ìíî-
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A1

A2 A3

A4

B1 B2

Ðèñ. 4.16: Ôàçîâûå òðàåê-

òîðèè íà òîðå.
A1

A2 A3

A4

B1 B2

Ðèñ. 4.17: Ôàçîâûå òðàåê-

òîðèè íà òîðå, ïðèáëèæà-

þùåìóñÿ ê öèëèíäðó.

A1

A2 A3

A4

B1 B2

Ðèñ. 4.18: Ôàçîâûå òðàåê-

òîðèè íà öèëèíäðå.

æåñòâî âðàùåíèÿ â R3, g � äåéñòâèå ãðóïïû S1 íà M3
0−11 òàêîå, ÷òî M

3
0−11 ≈M2

0−11 × S1.

Òî÷íåå ïóñòü T 3 � îêðåñòíîñòü äâóìåðíîãî òîðà â R3, çàäàííàÿ â åâêëèäîâûõ êîîðäè-

íàòàõ ïàðàìåòðè÷åñêè x = (R + r cosψ) cosϕ, y = (R + r cosψ) sinϕ, z = r sinψ, ïðè÷åì

ïàðàìåòðû ψ, ϕ, r ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ ψ ∈ [π, π), ϕ ∈ [0, 2π), r ∈ (R/8, R/2) (R � ôèêñè-

ðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà). Òîãäà M3
0−11 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ÷àñòü ïîñòðîåí-

íîé îêðåñòíîñòè T 3: M3
0−11 = T 3 ∩ {(x, y, z) : −R/4 < z < R/4}. Ïî ïîñòðîåíèþ M3

0−11 �

ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ îñüþ OXZ. Àíàëîãîì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âûñòóïàåò ðàññëîåíèå

M3
0−11 íà ïîâåðõíîñòè Q

2
r, ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè òîðîâ x = (R + r cosψ) cosϕ, y =

(R + r cosψ) sinϕ, z = r sinψ (ïàðàìåòð r îïðåäåëÿåò òîð) è ìíîæåñòâà
{
−R

4
< z < R

4

}
.

Ñîîòâåòñòâåííî çà M2
0−11 âîçüìåì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ñå÷åíèÿ M3

0−11 ïëîñêîñòüþ y = 0,

ò.å. ìíîæåñòâî {(x, z) : R2

64
< (x− R)2 + z2 < R2

4
,−R

4
< z < R

4
} ⊂ OXZ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì (ñ ðàäèóñàìè R
2
, R

8
) ñ îòðåçàííûìè êóñî÷êàìè (z ≥ R

4
, z ≤ −R

4
). Îáðàçàìè àíà-

ëîãîâ Q2
r ñëîåâ Ëèóâèëëÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè (ïî äåéñòâèþ ãðóïïû âðàùåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ

êðèâûå Q1
r = Q2

r ∩ {y = 0, x > 0} = {(x, z) : (x − R)2 + z2 = r2,−R
4
< z < R

4
}, ñðåäè

êîòîðûõ âûäåëèì êðèâóþ Q1
R/4 = {(x, z) : (x−R)2 + z2 = R2

16
,−R

4
< z < R

4
} (ñì. ðèñ. 4.20).

Ïîâåäåíèå ñëîåâ Q1
r îòðàæàåò ïîâåäåíèå ñëîåâ Ëèóâèëëÿ íà èçîêèíåòè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè ïðè ïåðåõîäå òî÷êîé (K,E) èç êàìåðû CB â C3. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà r ñ

R/8 äî R/4, êðèâûå Q1
r ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè, êîòîðûå óâåëè÷èâà-

þòñÿ � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîâåðõíîñòè Q2
r ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå òîðû,
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x

z

Ðèñ. 4.19: Áèôóðêàöèè ñëîåâ ìîäåëè

M2
1−11.

x

z

Ðèñ. 4.20: Áèôóðêàöèè ñëîåâ ìîäåëè

M2
0−11.

êîòîðûå ðàçðàñòàþòñÿ. Òàêèì æå îáðàçîì âåäóò ñåáÿ è òîðû Ëèóâèëëÿ � îíè îñòàþò-

ñÿ òîðàìè. Êîãäà r äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ R/4, òî îêðóæíîñòü Q1
R/4 òåðÿåò ñâîè âåðõíþþ è

íèæíþþ òî÷êè è ðàçðûâàåòñÿ â ïàðó èíòåðâàëîâ � ñîîòâåòñòâóþùèé òîð Q2
R/4 òåðÿåò äâà

öèêëà è ðàçðûâàåòñÿ â ïàðó öèëèíäðîâ, òî æå ïðîèñõîäèò è ñ òîðîì Ëèóâèëëÿ, êîãäà òî÷-

êà (K,E) äîñòèãàåò ãðàíèöû êàìåð CB è C3. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè r, èíòåðâàë

Q1
r îñòàåòñÿ èíòåðâàëîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà öèëèíäðîâ Q2

r ãëàäêî äåôîðìèðóåòñÿ,

îñòàâàÿñü ïàðîé öèëèíäðîâ.
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