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ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈß ÌÎÄÓËßÐÍÛÕ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÅÉ

Í. Ì. Àáàñîâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÍÈÓ ÌÀÈ)

1. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå âïîëíå ðåãóëÿðíîå (òèõîíîâñêîå) ïðîñòðàíñòâî,
E � íåêîòîðîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ áàçîé B è ïîðÿäêîâîé åäèíèöåé 1, ñîâïàäàþ-
ùåé ñ åäèíèöåé óìíîæåíèÿ â íåì. Êàê îáû÷íî O(X) è F (X) êëàññû âñåõ, ñîîò-
âåòñòâåííî, îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X. Äëÿ äàëüíåé-
øåãî èçëîæåíèÿ óäîáíî ìíîæåñòâî G ∈ O(X) îòîæäåñòâèòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé χG : X → B. Äëÿ ëþáûõ b ∈ B è G ∈ O(X) ìîæ-
íî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå â bχG : X → B, bχG(x) = b(χG(x)) (x ∈ X) è ïóñòü
BO(X) � êëàññ âñåõ òàêèõ îòîáðàæåíèé. Ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ àëãåáðó, ïîðîæ-
äåííóþ êëàññîì BO(X) â ïðîèçâåäåíèè XB, ðàññìàòðèâàåìîì ñ ïîòî÷å÷íûìè
ðåøåòî÷íûìè îïåðàöèÿìè äëÿ òî÷íûõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö, îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç BB(X) è íàçîâåì B-áîðåëåâîé àëãåáðîé ïðîñòðàíñòâà X.

Îòîáðàæåíèå P : BB(X) −→ E íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ (âåðîÿòíîñòíîé ìå-
ðîé) íà BB(X) èëè íà X, åñëè îíî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1. 0 6 P (B) 6 1, (B ∈ BB(X)), P (X) = 1;

2. P
(∑∞

i=1 Bi

)
= (o)

∑∞
i=1 P (Bi) äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà (Bi) (i ∈ N)

ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ Bi ∩ Bj = 0 (i ̸= j) ýëåìåíòîâ BB(X).

Ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè äëÿ âåêòîðíîé âåðîÿòíîñòè P îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå,
êàê è äëÿ ñêàëÿðíîé, ò. å. âåðîÿòíîñòü P íà (X,BB(X)) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé,
åñëè äëÿ âñÿêîé óáûâàþùåé ñåòè (Fα) ⊂ F(X) (α ∈ A) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
P (infα{Fα}) = infα{P (Fα)} (ñì. [4]). ßñíî, ÷òî ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè P ìîæíî
îïðåäåëèòü è â òåðìèíàõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X.

Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòü P : BB(X) −→ E, íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé,
åñëè äëÿ ëþáûõ B ∈ BB(X) è b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P (bB) = bP (B)
(ñì. [1]).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç W (X) áàçó òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X, V(X) � ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ àëãåáðó ïîðîæäåííóþW (X), àB(X) �
áîðåëåâó àëãåáðó ïðîñòðàíñòâà X.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà [1].
Ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî â óíèâåðñóìå V B ïîäúåì X ↑= X ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãó-

ëÿðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçîé O(X) ↑, êîòîðóþ îáîçíà÷àåì ÷åðåç W (X). Èòàê,
ïóñòü B � áàçà K-ïðîñòðàíñòâà E, à V B � ñîîòâåòñòâóþùèé åé áóëåâîçíà÷íûé
óíèâåðñóì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X = X ↑. Äëÿ âñÿêîé ìîäóëÿðíîé ðåãóëÿðíîé áîðå-
ëåâîé âåðîÿòíîñòè P íà (X,BB(X)) ïîäúåì P ↑ � ðåãóëÿðíàÿ âåðîÿòíîñòü íà

(X,W (X)), äîïóñêàþùàÿ åäèíñòâåííûå ðåãóëÿðíûå ïðîäîëæåíèÿ p íà (X,V(X))
è p̃ íà (X,B(X)).
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2. Îòîáðàæåíèå f : X → E íàçûâàåòñÿ (to)-íåïðåðûâíûì íà X, åñëè îíî
ïåðåâîäèò âñÿêóþ ñõîäÿùóþñÿ ñåòü ïðîñòðàíñòâà X â ñõîäÿùóþñÿ ïî ïîðÿä-
êó ñåòü K-ïðîñòðàíñòâà E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb(X,E) � Áàíàõà � Êàíòîðîâè-
÷à ðåøåòêó îãðàíè÷åííûõ (to)-íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f , ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ
ïîêîîðäèíàòíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè è ðåøåòî÷íûìè îïåðàöèÿìè è ðàâíîìåðíîé
âåêòîðíîé íîðìîé èç E.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ ïîðÿäêîâîé åäèíèöåé 1 ìîæíî åäèí-
ñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåâðàòèòü â îáîáùåííîå óïîðÿäî÷åííîå êîëüöî, ïðè óñëî-
âèè ñîâïàäåíèÿ 1 ñ åäèíèöåé óìíîæåíèÿ (ñì. [2]). Â îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ K-ïðîñòðàíñòâàõ ñ åäèíèöåé 1, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ ïîêîîðäèíàòíûìè àë-
ãåáðàè÷åñêèìè è ñòðóêòóðíûìè îïåðàöèÿìè ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óñëîâèå
âûïîëíÿåòñÿ. Äàëåå X � ïðîèçâîëüíîå âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî, E �
íåêîòîðîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ åäèíèöåé 1, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óïîìÿíóòîå
âûøå óñëîâèå. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ìîäóëÿðíàÿ âåðîÿòíîñòü
íà (X,BB(X)). Ñîãëàñíî ïðîäîëæåíèþ 1 ïîäúåì P ↑= p � ðåãóëÿðíàÿ âåðî-
ÿòíîñòü íà W (X), äîïóñêàþùàÿ åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå áîðåëåâî ïðîäîëæå-
íèå p̃ íà (X,B(X)) (X = X ↑). Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ C+

b (X,E) ïîäúåì
f ↑= g � ïîëîæèòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà X â óíèâåðñó-
ìå V B. Èíòåãðàë

∫
g dp̃, èíòåðïðåòèðóåìûé êàê ýëåìåíò ñïóñêà R ↓, îáîçíà÷èì

÷åðåç
∫ ↓
g dp̃.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ C+
b (X,E) îòíîñèòåëüíî âñÿ-

êîé ìîäóëÿðíîé ðåãóëÿðíîé âåðîÿòíîñòè P íà (X,BB(X)) êîððåêòíî îïðåäåëåí
èíòåãðàë ñîîòíîøåíèåì:

∫
f dP = sup


n∑

i=1

ai

(
mi∑
j=1

bijP (Gij)

)
: i, j, k,m, n ∈ N ;

bij ∈ B, bij ∩ bik = 0(j ̸= k),

mi∑
j=1

bij = 1;

Gij ∈ O(X); ai ∈ E+;

n∑
i=1

ai

(
mi∑
j=1

bijχGij

)
6 f

 .

Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ:∫
f dP =

∫ ↓
g dp̃ (g = f ↑).

3. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî, à

E � íåêîòîðîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ åäèíèöåé 1, ñîâïàäàþùåé ñ åäèíèöåé óìíîæå-
íèÿ â íåì. Ôîðìóëà

l(f) =

∫
f dP

óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó E-çíà÷íûìè ìîäóëÿð-

íûìè ðåãóëÿðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè P íà (X,BB(X)) è E-çíà÷íûìè ïîëîæèòåëü-
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íûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè l íà Cb(X,E) � ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ (to)-
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íà X, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ l(1) = 1 è îáëà-

äàþùèìè ñâîéñòâîì ïîðÿäêîâîé íåïðåðûâíîñòè: infγ{l(fγ)} = 0 (γ ∈ Γ), äëÿ
âñÿêîé ñåòè (fγ) èç Cb(X,E) ñõîäÿùåéñÿ, óáûâàÿ, ê íóëþ. Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî

îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ∈ O(X) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P (G) = sup
{
l(f) : f 6 χG, f ∈ C+

b (X,E)
}
. (1)

Âñÿêàÿ E-çíà÷íàÿ ìîäóëÿðíàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåðîÿòíîñòü P íà (X,BB(X)) îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì àïïðîêñèìàöèè

P (B) = inf

{ ∞∑
i=1

biP (Gi) : B ∈ BB(X); B 6
∞∑
i=1

biχGi
(i ∈ N);

bi ∈ B, bi ∩ bj = 0 (i ̸= j),

∞∑
i=1

bi = 1; Gi ∈ O(X)

}
. (2)

Â ÷àñòíîñòè âåðîÿòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî áîðåëåâà ìíîæåñòâà M ∈ B(X) çàäàåò-
ñÿ ðàâåíñòâîì

p(M) = inf

{ ∞∑
i=1

biP (Gi) : M ⊂ Gi; i ∈ N ;

bi ∈ B, bi ∩ bj = 0 (i ̸= j),
∞∑
i=1

bi = 1; Gi ∈ O(X)

}
. (3)
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AN ALTERNATING ROBIN�NEUMANN BOUNDARY PROBLEM
AND ITS HOMOGENIZATION VIA TIME-PERIODIC UNFOLDING

M. Amar (Italy, Roma; Sapienza Universit�a di Roma),
D. Andreucci (Italy, Roma; Sapienza Universit�a di Roma),
D. Bellaveglia (Italy, Roma; Sapienza Universit�a di Roma)

It is known that time alternating boundary conditions may appear in di�usion
problems when modeling biological systems, for example ion currents through cell
membranes. From the mathematical point of view problems of this type exhibiting
oscillations in time are interesting also for the appearance of non-trivial relations
between the di�erent scalings present in the model, both in the space and in the
time variables [1, 2]. Often, due to the presence of a periodic microstructure in
the physical problem, one appeals to homogenization theory in order to derive a
macroscopic e�ective mathematical scheme amenable to application [1, 2].

We present recent results on problems set in a medium with periodic inclusions
(or holes); we may think of a biological tissue with cells. The interface separating the
medium from the inclusions is absorbing, but only in certain intervals of time (which
we call the open phase), being adiabatic for all other times (the closed phase). This
calls for a boundary condition on such an interface switching periodically from the
type of Robin to the type of Neumann.

Let ε be the spatial period of the microstructure (i.e., the average distance
between inclusions and also their diameter), and τ the time period of the system
(i. e., of the onset of successive open phases). We are interested in the asymptotic
behavior when ε and τ go to 0.

Let us consider for example the model problem

∂uτ
∂t

− div(Aτ∇uτ ) = f, (x, t) ∈ Ωε × (0, T ), (1)

Aτ∇uτ · ν + ατ (t)uτ = 0, (x, t) ∈ Γε × (0, T ), (2)

uτ (x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (3)

uτ (x, 0) = u0, x ∈ Ωε. (4)

Here the domain Ω and the possibly oscillating di�usion matrix Aτ satisfy standard
assumptions; ν is the outer normal to Ωε which is de�ned as the domain Ω without
the inclusions. Finally Γε is the boundary of the inclusions.

The function ατ is non-negative; in time intervals when it is strictly positive
the boundary condition models absorption, when it vanishes it models insulation.
This alternating behavior for example may be caused by the opening/closing of ion
channels.

Actually the limiting behavior of the problem crucially depends on the time
spent by the system in the absorbing phase, and the threshold discriminating among
di�erent asymptotics for ε , τ → 0 is o(τ).

We tackle this problem by an extension of the periodic unfolding operator to
evolution problems; see e. g., [3, 4] and references therein for applications of the
unfolding operator to stationary problems.

16



References

1. Andreucci D., Bellaveglia D. Permeability of interfaces with alternating pores in parabolic
problems // Asymptotic Anal.�2012.�Vol. 79.�P. 189�227.

2. Andreucci D., Bellaveglia D., Cirillo E. N. M. A model for enhanced and selective
transport through biological membranes with alternating pores // Math. Biosciences.�
2014.�Vol. 257.�P. 42�49.

3. Cioranescu D., Damlamian A., Donato P., Griso G., Zaki R. The periodic unfolding method
in domains with holes // SIAM J. Math. Anal.�2012.�Vol. 44.�P. 718�760.

4. Cioranescu D., Damlamian A., Griso G. The periodic unfolding method in homogenization //
SIAM J. Math. Anal.�2008.�Vol. 40.�P. 1585�1620.

17



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÐÅØÅÍÈÅ ÎÁÐÀÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ È ÒÅÐÌÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

ÄËß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÃÐÀÄÈÅÍÒÍÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ1

À. Î. Âàòóëüÿí (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ),
Ñ. À. Íåñòåðîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Êîíñòðóêöèè èç ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ (FGM) íàõîäÿò
øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè ñ áîëüøèìè òåðìîìåõàíè÷å-
ñêèìè íàãðóçêàìè. FGM � êîìïîçèòû, îáëàäàþùèå ïåðåìåííûìè ôèçè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè, áëàãîäàðÿ êîòîðûì èì â îòëè÷èå îò ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ óäàåòñÿ
èçáåæàòü ñêà÷êîâ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàçäå-
ëà. Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèÿ FGM çàâèñèò îò çíàíèÿ òî÷íûõ çàêîíîâ íåîäíî-
ðîäíîñòè, íàõîæäåíèå êîòîðûõ âîçìîæíî òîëüêî ïóòåì ðåøåíèÿ êîýôôèöèåíò-
íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ (ÊÎÇ) òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìîóïðóãîñòè. Êîýôôèöèåíò-
íûå îáðàòíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè çàäà÷àìè, ãëàâíàÿ òðóäíîñòü ïðè
èññëåäîâàíèè êîòîðûõ � ýòî ôîðìóëèðîâêà îïåðàòîðíîé ñâÿçè ìåæäó èñêîìûìè
è èçìåðÿåìûìè ôóíêöèÿìè. Îäíàêî â ïîñëåäíèå ãîäû â ðÿäå ðàáîò ðàçâèâàåòñÿ
íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ÊÎÇ äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåë. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðåøåíèå
íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå, íà êàæäîì
øàãå êîòîðîé ðåøàåòñÿ ëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå íà îñíîâå
ñëàáîé ïîñòàíîâêè ïðÿìîé çàäà÷è. Ðàíåå ýòîò ïîäõîä áûë óñïåøíî ïðèìåíåí
äëÿ ðåøåíèÿ ÊÎÇ òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñòåðæíÿ. Îäíàêî
êðîìå ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé íà ïðàêòèêå ÷àñòî òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òåð-
ìîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â
òåëàõ öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû, íàïðèìåð, âîëíîâîäàõ è òðóáîïðîâîäàõ. Â äàí-
íîé ðàáîòå ïîëó÷åííûå ðàíåå â îáùåì âèäå îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿþò-
ñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î âîññòàíîâëåíèè íà êîíå÷íîì âðåìåííîì îòðåçêå îäíî-
ìåðíûõ òåïëîôèçè÷åñêèõ è òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíîãî
öèëèíäðà. Â ïîñòàíîâêàõ îáðàòíûõ çàäà÷ òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü îäíó èç òåð-
ìîìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè èçâåñòíûõ îñòàëüíûõ.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ öèëèíäðà ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ ðå-
øàåòñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Èññëåäîâàíèå ïðÿìîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè äëÿ
öèëèíäðà ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé 1-ãî ïîðÿäêà â òðàíñôîðìàíòàõ ïî Ëàïëàñó íà îñíîâå ìåòîäà ïðèñòðåëêè
è èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû îáðàùåíèé, ðåàëèçóåìîé â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì
Äóðáèíà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà Ìèíîáðíàóêè � 9.665.2014/K íà âûïîëíåíèå íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñôåðå íà-
ó÷íîé äåÿòåëüíîñòè è ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî ñòðàòå-
ãè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ � 1 ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿.
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà îñíîâå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå ìîäóëåé ðàçûñêèâàåòñÿ â êëàññå ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà îñíîâå
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâîê ðåêîíñòðóèðóå-
ìûõ ôóíêöèé ïðèìåíÿþòñÿ ïîëó÷åííûå äëÿ öèëèíäðà èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ
Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïîïðàâîê ñòðîèòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå
è îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ âîññòàíàâëèâàåìûõ õàðàê-
òåðèñòèê. Êðèòåðèé âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà � äîñòèæåíèå ïîðîãî-
âîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè.

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ îïðåäåëåíû íàèáîëåå èíôîðìàòèâ-
íûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè äëÿ èçìåðåíèÿ ñìåùåíèé è òåìïåðàòóðû íà âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà è îöåíåíà ïîãðåøíîñòü ðåêîíñòðóêöèè â çàâèñèìîñòè îò
òèïà íàãðóæåíèÿ è ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ íåîäíîðîäíîñòü.
Èäåíòèôèêàöèÿ òåïëîôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê öèëèíäðà â
ñëó÷àå ãëàäêèõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè ïðîèñõîäèò äîâîëüíî óñïåøíî: ïîãðåø-
íîñòü ðåêîíñòðóêöèè ìîíîòîííûõ ôóíêöèé íå ïðåâûøàëà 4%, à íåìîíîòîí-
íûõ 10%. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè çîí äåñòðóêöèè ðåêîíñòðóêöèÿ ïðîèñõîäèò ñî
çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ïîãðåøíîñòüþ, ÷åì â ñëó÷àå ìåäëåííî èçìåíÿþùèõñÿ ìî-
äóëåé. Â òî æå âðåìÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ õîðîøî âîññòàíàâëèâàëèñü èíòåãðàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè (ïåðâûå ìîìåíòû).
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FINITE FUNCTIONS IN C(R)
AND FINITE ELEMENTS IN VECTOR LATTICES

M. R. Weber

(Germany, Dresden; TUD)

Some detailed analysis of continuous functions with compact support (i. e. �nite
functions) leads to the notion of �nite, totally �nite and selfmajorizing elements in
a vector lattice E, e. g. an element φ ∈ E is called �nite if there exists an element
z ∈ E (a majorant of φ) satisfying the property: for each x ∈ E there is a number
cx > 0 such that the inequality

|x| ∧ n|φ| 6 cx z

holds for any n ∈ N.
For a vector sublattice H ⊂ E the relations between �nite elements in H and

in E are studied. In general, even a �nite element in H may not be �nite in E.
If the set M(E) of all maximal ideals of an Archimedean vector lattice E is

equipped with the hull-kernel topology τhk then the topological space
(
M(E), τhk

)
=:

M(E) turns out to be a Hausdor� space but, in general, does not satisfy any stronger
separation axiom. The spaceM(E) carries many information on the vector lattice E.

The element φ is called totally �nite, if it possesses a majorant which itself is a
�nite element. A �nite element φ is called selfmajorizing, if |φ| is a majorant of φ.

The τhk-closure suppM(x) of the set Gx = {M ∈ M(E) : x /∈ M} is the so-
called abstract support of the element x. Finite, totally �nite and selfmajorizing
elements in a radical-free vector lattice can be characterized by means of their
abstract supports. For example, in such a vector lattice a �nite element φ (with
majorant z) is characterized by the compactness of its abstract support and the
inclusion suppM(φ) ⊂ Gz.

The subspace MΦ(E) =
∪
{Gφ : φ is a �nite element in E} plays an important

role for the representation of vector lattices by means of continuous functions, namely
in the situation if one asks for representations, where the isomorphic image of each
�nite element is a functions with compact support.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÂÊËÞ×ÅÍÈß Ñ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ Â ÑÐÅÄÍÅÌ
È ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Þ. Å. Ãëèêëèõ

(Ðîññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÃÓ)

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ áûëî ââåäåíî Ý. Íåëü-
ñîíîì â 60-õ ãîäàõ ÕÕ âåêà [1].

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå, ñëåäóÿ [2], äàåòñÿ ââåäåíèå â òåîðèþ óðàâíåíèé è
âêëþ÷åíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó, à òàêæå îáçîð íîâûõ ðå-
çóëüòàòîâ èç ýòîé òåîðèè è åå ïðèëîæåíèé ñ óïîðîì íà ïîñëåäíèå ïóáëèêàöèè
àâòîðà [3�5].

Ðàáîòà [4] âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâà-
íèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ âóçàì â
ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè íà 2014�2016 ãîäû (ïðîåêò 1.1539.2014/K).

Ðåçóëüòàòû ñòàòüè [5] ïîëó÷åíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íà-
ó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-21-00066, âûïîëíÿåìûé â Âîðîíåæñêîì ãîñóíèâåð-
ñèòåòå).
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ÀÐÕÈÌÅÄÈÀÍÈÇÀÖÈß ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ
ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Ý. Þ. Åìåëüÿíîâ

(Òóðöèÿ, Àíêàðà, ÁÒÓ; Ðîññèÿ, Íîâîñèáèðñê, ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ)

Äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , îáëàäàþùåãî ñèëüíîé ïî-
ðÿäêîâîé åäèíèöåé, Âåðí Ïîëñåí è Ìàðê Òîìôîðä ðàçðàáîòàëè ìåòîä àðõè-
ìåäèàíèçàöèè [1], çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïîñòðîåíèè íà÷àëüíîãî îáúåêòà â êàòåãî-
ðèè àðõèìåäîâûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷åðåç êîòîðûé ìîæíî ôàêòîðè-
çîâàòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì âñÿêèé ïîëîæèòåëíàé ëèíåéíûé îïåðàòîð V → U ,
ãäå U àðõèìåäîâî óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâî. Âïîñëåäñòâèè ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
àðõèìåäåàíèçàöèè áûë ðàñøèðåí [2, 3] íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî óïîðÿäî÷åí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà V , íåîáÿçàòåëüíî èìåþùåãî ñèëüíóþ åäèíèöó. Ïðè ýòîì â
îòëè÷èè îò êîíñòðóêöèè Ïîëñåíà � Òîìôîðäà, ïðåäëàãàåìàÿ êîíñòðóêöèÿ àð-
õèìåäåàíèçàöèè òðåáóåò â îáùåì ñëó÷àå áîëåå îäíîé èòåðàöèè äàæå â ñëó÷àå
âåêòîðíûõ ðåøåòîê (ñì. ïðèìåð Íàêàÿìû, ïðèâåäåííûé â [4]). Äàííûé ìåòîä
êîñâåííûì îáðàçîì ñâÿçàí ñ èçâåñòíîé õàðàêòåðèçàöèåé Âåêñëåðà [5] àðõèìåäî-
âîñòè ôàêòîð-ðåøåòîê ÷åðåç ðàâíîìåðíóþ çàìêíóòîñòü ïîðÿäêîâîãî èäåàëà ïî
êîòîðîìó âåêòîðíàÿ ðåøåòêà ôàêòîðèçóåòñÿ. Â äàííîì äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ
äåòàëè è ðàçëè÷íûå íüþàíñû ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ àðõìåäèàíèçàöèè óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ.
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ÐÅØÅÍÈß ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÏÐÅÄÅËÜÍÛÌÈ
ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÍÀ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌ ÈÍÒÅÐÂÀËÅ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÄÓ

Ñ. Â. Èñðàèëîâ

(Ðîññèÿ, Ãðîçíûé; ×ÃÓ)

Ïóñòü â ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ)

y′i = fi(x, y1, y2, . . . , yn), i = 1, n, (1)

ïðàâûå ÷àñòè îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â îáëàñòè D : {|yi| 6 di; i = 1, n, x ∈
(−∞,+∞)} âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè f ′i,yi(x, y1, y2, . . . , yn) è ñóùåñòâóþò
íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè φi(x) ïðè x ∈ (−∞,+∞) òàêèå, ÷òî
limx→±∞ φi(x) = 0 è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣fi(x, y1, y2, . . . , yi−1, φi(x), yi−1, . . . , yn)− φ′i(x)

∣∣ 6 ψi(x), i = 1, n, (2)∣∣fiyi(x, y1, y2, . . . , yn) sign(x− x0)
∣∣ 6 ψi(x), i = 1, n, x0 ∈ (−∞,+∞), (3)

ãäå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

+∞∫
x0

ψi(x) dx,

x0∫
−∞

ψi(x) dx

ñõîäÿòñÿ, à ôóíêöèè ψi(x) òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà A > 0 èíòåãðàëû

A∫
x0

ψi(x) dx,

x0∫
−A

ψi(x) dx, x0 ∈ (−A,A), (4)

ñóùåñòâóþò, íî íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

+∞∫
A

ψi(x) dx,

A∫
−∞

ψi(x) dx (5)

ðàñõîäÿòñÿ è ðàâíÿþòñÿ +∞. Äàëåå, äîïóñêàåòñÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ

maxφi(x)−∞6x6+∞ +max

{ +∞∫
x0

ψi(x) dx,

x0∫
−∞

ψi(x) dx

}
6 di, i = 1, n. (6)

Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2)�(6) ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

yi(x0) = 0, lim
x→±∞

yi(x) = 0, i = 1, n. (7)
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ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È È ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ

À. Â. Êîëîñîâà (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),
Â. Á. Ëåâåíøòàì (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ),

Ñ. Ï. Ïðèêà (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéäåò î òðåõ çàäà÷àõ äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (îáûêíîâåííûõ è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùè-
ìè ïî âðåìåíè êîýôôèöèåíòàìè (â ïåðâîé çàäà÷å) èëè ïðàâîé ÷àñòüþ (âî âòîðîé
è òðåòüåé çàäà÷àõ). Â ïåðâîé èç íèõ áóäóò ïîñòðîåíû ïîëíûå àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåííûì
ìàòðè÷íûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ïðîèçâîäíîé. Ýòîò íàáîð òåñíî ñâÿçàí ñî ñïåê-
òðîì îáû÷íîãî äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìàòðè÷íîãî ïó÷êà. Çäåñü ìû òàêæå ðàññìîòðèì
âîïðîñ î ðåøåíèÿõ çàäà÷è Êîøè.

Âòîðàÿ è òðåòüÿ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè çàäà÷àìè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðå-
íîñà (â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè) è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (â ñëó÷àå íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåçàâè-
ñèìûìè ïåðåìåííûìè (x, t), ïðè÷åì èõ ïðàâûå ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè
äâóõ ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé x, à âòîðàÿ � òîëüêî îò âðåìåíè t (è áîëüøîãî ïàðàìåòðà � ÷àñòîòû îñ-
öèëëÿöèé). Ïðè ýòîì âòîðàÿ ôóíêöèÿ íåèçâåñòíà. Ïî äâó÷ëåííîé àñèìïòîòèêå
ðåøåíèÿ, çàäàííîé â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x = x0, íàéäåíû óêàçàí-
íûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Òî÷íåå, ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà 2 ðîäà, ðå-
øåíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýòè ôóíêöèè.Â õîäå ðåøåíèÿ óêàçàííûõ òðåõ çàäà÷
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîò [1, 2].
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Î ÍÅÎÑÖÈËËßÖÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÍÀ ÃÐÀÔÅ

Ð. ×. Êóëàåâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ, ÑÎÃÓ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Lu = f(x), x ∈ Γ, (1)

çàäàííîå íà ãåîìåòðè÷åñêîì ãðàôå Γ. Ïðè ýòîì ïîä äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì (1) íà ãðàôå ìû ïîäðàçóìåâàåì, ñëåäóÿ [1, � 3.1], íàáîð îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ðåáðàõ ãðàôà è íàáîð óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ
âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå, ïîðîæäàåìîå ñèñòåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ðåáðàõ γi ãðàôà

(pi(x)u
′′
i )
′′ − (qi(x)u

′
i)
′ = fi(x), x ∈ γi ⊂ Γ, (2)

ñ êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè ôóíêöèÿìè p ∈ C2[Γ], infx∈Γ p(x) > 0, q ∈
C1[Γ], q(x) > 0, f ∈ C[Γ], è äîïîëíÿåìîå â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå a ∈ J(Γ)
ðàâåíñòâàìè

ui(a) = uk(a), u′i(a) = αki(a)u
′
k(a) + αji(a)u

′
j(a),∑

i∈I(a)

pi(a)αki(a)u
′′
i (a) = 0,

∑
i∈I(a)

pi(a)αji(a)u
′′
i (a) = 0 (3)

è óñëîâèÿìè ñ òðåòüèìè ïðîèçâîäíûìè∑
i∈I(a)

D3ui(a) + δ(a)u(a) = f̃(a), a ∈ J(Γ), D3u = (pu′′)′ − qu′, (4)

ãäå J(Γ) � ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèí ãðàôà Γ, I(a) � ìíîæåñòâî èí-
äåêñîâ âñåõ ðåáåð, ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíå a ∈ J(Γ).

Ëåâàÿ ÷àñòü Lu óðàâíåíèÿ (1) � ýòî ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (2) íà ðåáðàõ
âìåñòå ñ ðàâåíñòâàìè (3) è ëåâûìè ÷àñòÿìè óñëîâèé (4). Â óñëîâèÿõ (3), (4) âñå
ïðîèçâîäíûå ñ÷èòàþòñÿ â íàïðàâëåíèè îò âåðøèíû a ∈ J(Γ); k, j � ôèêñèðîâàí-
íûå (áàçèñíûå) èíäåêñû èç I(a), i ∈ I(a); αki(a), αji(a) è δ(a), f̃(a) � çàäàííûå
÷èñëà, ïðè÷åì αkk(a) = αjj(a) = 1 è αkj(a) = αjk(a) = 0, δ(a) > 0; äëÿ êàæäîé
âåðøèíû a ∈ J(Γ) è êàæäîãî èíäåêñà i ∈ I(a) õîòÿ áû îäíà èç êîíñòàíò αji(a),
αki(a) îòëè÷íà îò íóëÿ, ïðè÷åì äëÿ êàæäîé âåðøèíû a ∈ J(Γ) ìîæíî çàäàòü
áàçèñíûå èíäåêñû j, k ∈ I(a) òàê, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà i ∈ I(a) \ {j, k}
îäíîâðåìåííî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà αji(a) 6 0, αki(a) 6 0, îäíî èç
êîòîðûõ ñòðîãîå. Òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì è ê êàæäîé
âíóòðåííåé âåðøèíå ïðèìûêàåò íå ìåíåå òðåõ ðåáåð.
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Äëÿ êàæäîé ãðàíè÷íîé âåðøèíû b ∈ ∂Γ îïðåäåëèì ôóíêöèþ yb(x), êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà Γ è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì

yb(b) = 0, ϑ(b)y′b(b)− β(b)y′′b (b) = 1,

yb(a) = 0, ϑ(a)y′b(a)− β(a)y′′b (a) = 0, a ∈ ∂Γ \ b,
(5)

â êîòîðûõ ϑ, β > 0, ϑ + β > 0. Ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ êîýô-
ôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1) ãàðàíòèðóþò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ çà-
äà÷ (1), (5) (ñì. [2]).

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) íàçîâåì ñëàáî íåîñöèëëè-

ðóþùèì, åñëè ïðè β ≡ 0 êàæäàÿ èç ôóíêöèé yb(x), b ∈ ∂Γ, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà
íà Γ.

Ðàññìîòðèì íà ∂Γ äâå ïàðû íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé ϑ1, β1 è ϑ2, β2, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ϑi + βi > 0, i = 1, 2.

Òåîðåìà (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü â êàæäîé âåðøèíå b ∈ ∂Γ âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

ϑ1(b)

β1(b)
6 ϑ2(b)

β2(b)

(
åñëè βi(b) = 0, òî

ϑi(b)

βi(b)
= ∞

)
.

Òîãäà ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è (1), (5) ñ êîýôôèöèåíòàìè

ϑ ≡ ϑ2, β ≡ β2 âëå÷åò ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è (1), (5) ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè ϑ ≡ ϑ1, β ≡ β1.

Ñëåäñòâèå. Ñëàáàÿ íåîñöèëëÿöèÿ óðàâíåíèÿ (1) íà ãðàôå Γ ýêâèâàëåíòíà

ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå (1), (5) ñ ëþáûìè äîïóñòè-

ìûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ϑ, β.
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AROUND HILBERT'S 17th PROBLEM

A. G. Kusraev

(Russia, Vladikavkaz; SMI, NOSU)

In 1888 Hilbert [4] proved that there exists a real polynomial in two variables of
degree six which is nonnegative on R2 but not a sum of squares of real polynomials
and each nonnegative polynomial in two variables of degree four is a �nite sum of
squares of polynomials. Later, in 1893 he proved [5] that each nonnegative polynomial
p ∈ R[x, y] is a �nite sum of squares of rational functions from R(x, y). Motivated
by this work Hilbert posed the following problem in his famous Address to the
International Congress of Mathematicians in Paris (1900):

Hilbert's 17th problem. Suppose that f ∈ R(x1, . . . , xN ) is nonnegative at all
points of RN where f is de�ned. Is f a �nite sum of squares of rational functions,
or equivalently, is there an identity q2f = p21 + · · · + p2k, where q, p1, . . . , pk ∈
R[x1, . . . , xN ] and q ̸= 0?

Hilbert's 17th problem was solved in the a�rmative by Artin [1] in 1927.

Theorem 1 (E.Artin). If f ∈ R[x1, . . . , xn] is nonnegative on RN , then there

are polynomials q, p1, . . . , pk ∈ R[x1, . . . , xN ], q ̸= 0, such that f = (p21+ · · ·+p2k)/q2.
The following improved version can be extracted from Stengle [9].

Theorem 2. Let K be a totally ordered integral domain, Q(K) be the �eld of

quotients of K, and Q(K) be a real closure of Q(K). Let p ∈ K[x1, . . . , xN ] and

p(a1, . . . , aN ) > 0 for all (a1, . . . , aN ) ∈ Q(K)
N
. Then there exist p1, . . . , pm, q ∈

Q(K)[x1, . . . , xN ] and 0 < k1, . . . , km ∈ Q(K) such that q2p = k1p
2
1 + · · · +

kmp
2
m. Moreover, q(x1, . . . , xN ) = 0 if and only if p(x1, . . . , xN ) = 0 for all

x1, . . . , xN ∈ Q(K).

Recall some basic notions of the theory of rings; see Lambek [7]. Everywhere
below K is a commutative unital ring. We call K rationally complete if the complete
ring of quotients Q(K) is canonically isomorphic to K or, equivalently, every
irreducible fraction has domain K. The ideals of the form A∗ := {k ∈ K : kA = {0}}
are called annihilator ideals. A commutative ring K is called semiprime if it has
no nonzero nilpotent elements. The annihilator ideals in a commutative semiprime
ring K form a complete Boolean algebra A(K), with intersection as in�mum and
annihilator as complementation. If K is commutative, semiprime, and rationally
complete, then every annihilator of K is a direct summand and P(K) ≃ A(K) with
P(K) being the Boolean algebra of idempotents of K.

Consider commutative unital rings K and L. Say that L extends K if K is a
subring of L and the mapping J 7→ J ∩K is one-to-one from A(L) onto A(K). Say
also that L is locally algebraic over K whenever L extends K and, given x ∈ L
and a nonzero I ∈ A(K), there exist a nonzero J ∈ A(K), natural n ∈ N, and
a0, . . . , an ∈ K such that J ⊂ I and a0 + a1x + · · · + anx

n ∈ J∗. In the case of of
semiprime regular rings L is locally algebraic over K if and only if P(K) = P(L) and,
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given x ∈ L, for every nonzero d ∈ P(K) there exist a nonzero e ∈ P(K), natural
n ∈ N, and a0, . . . , an ∈ K such that e 6 d and e(a0 + a1x+ · · ·+ anx

n) = 0.
An f -ring is a lattice-ordered ring K such that y ∧ z = 0 implies xy ∧ z =

yx ∧ z = 0 for all x, y, z ∈ K+. A band (or polar) in K is each set of the form
A⊥ := {k ∈ K : (∀ a ∈ A) |k| ∧ |a| = 0} with ∅ ̸= A ⊂ K. The set of all bands B(K)
in a semiprime Archimedean f -ring K coincides with A(K) and hence is a complete
Boolean algebra, since A∗ = A⊥ for every A ⊂ K. In this note we consider only
Archimedean f -rings. For a unital f -ring K the complete ring of quotients Q(A) can
be uniquely made an f -ring with K a sublattice of Q(A). Moreover, the Boolean
algebras P(Q(K)) and A(K) are isomorphic.

A real closure of a unital f -ring K is a rationally complete f -ring K satisfying
the following conditions: 1) Q(K) is a subring and sublattice of K with K extending
Q(K), 2) K is locally algebraic over Q(A), and 3) if K ′ is rationally complete f -
ring containing K as a subring and sublattice and locally algebraic over Q(K) then
K ′ = K. Say that K is real closed whenever K = K. The main result is stated next.

Theorem 3. LetK be an Archimedean unital f -ring and letK be its real closure,

so that the embeddings K ⊂ Q(K) ⊂ K hold. If a polynomial p ∈ K[x1, . . . , xN ] is

positive, that is p(a1, . . . , aN ) > 0 for all (a1, . . . , aN ) ∈ K
N
, then the representation

q2p =
∑m

j=1 kjp
2
j holds for some non-zero-divisors 0 < k1, . . . , km ∈ Q(K) and some

polynomials p1, . . . , pm, q ∈ Q(K)[x1, . . . , xN ] with eq(a1, . . . , aN ) = 0 equivalent to
ep(a1, . . . , aN ) = 0 for all e ∈ P(Q(K)) and a1, . . . , aN ∈ K.

Our proof uses Boolean valued analysis [6]. The key is Gordon's result [3] stating
that a commutative semiprime ring is representable as an integral domain in an
appropriate Boolean valued model. Accordingly, our proof is merely an interpretation
of Theorem 2 within Boolean valued model, thus demonstrating how does a Boolean
valued transfer principle work in real algebraic geometry (as presented in [2] and [8]).
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
È ÍÀÓ×ÍÎ-ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ ÈÕ ÐÅØÅÍÈß

È. Å. Ìàëîâà

(Ðîññèÿ, Áðÿíñê, ÁÃÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Â Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ÐÔ îáîçíà÷åíî òðè
ãðóïïû ïðîáëåì � ìîòèâàöèè èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ, ïå-
äàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ, ðåøåíèå êîòîðûõ è âûçâàëî íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè
Êîíöåïöèè, à âïîñëåäñòâèè è Ïðîãðàììû åå ðåàëèçàöèè.

Ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû ìîòèâàöèè èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè ñâÿçàíà öåëü îáåñ-
ïå÷åíèÿ îòñóòñòâèÿ ïðîáåëîâ â áàçîâûõ çíàíèÿõ äëÿ êàæäîãî îáó÷àþùåãîñÿ,
ôîðìèðîâàíèå ó ó÷àñòíèêîâ îáðàçîâàòåëüíûõ îòíîøåíèé óñòàíîâêè ¾íåò íåñïî-
ñîáíûõ ê ìàòåìàòèêå äåòåé¿.

Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèìè îñíîâàìè îáåñïå÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé óñïåøíîñòè
ó÷àùèõñÿ ÿâëÿþòñÿ:

� ñèñòåìíî-äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä (À. Í. Ëåîíòüåâ, Ï. ß. Ãàëüïåðèí,
Í. Ô. Òàëûçèíà, Î. Á. Åïèøåâà è äð.);

� ëè÷íîñòíî îðèåíòèðîâàííîå îáó÷åíèå (È. Ñ. ßêèìàíñêàÿ, Â. Â. Ñåðèêîâ,
Å. Â. Áîíäàðåâñêàÿ, È. Å. Ìàëîâà è äð.);

� èíòåëëåêòóàëüíîå âîñïèòàíèå (Ì. À. Õîëîäíàÿ, Ý. Ã. Ãåëüôìàí è äð.).
Ñèñòåìíî-äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò âûäåëåíèå îðèåíòèðîâî÷-

íûõ îñíîâ äåÿòåëüíîñòè (ÎÎÄ), êîòîðûå ïîçâîëÿþò ó÷àùèìñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî
ðåøàòü ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è îïðåäåëåííûõ âèäîâ. Â ìåòîäèêå îáó÷åíèÿ ìà-
òåìàòèêå ïðèíÿòî èññëåäîâàòü ó÷åáíî-ìàòåìàòè÷åñêèå çàòðóäíåíèÿ ó÷àùèõñÿ
è ðàçðàáàòûâàòü îðèåíòèðîâî÷íûå îñíîâû ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà äåÿòåëüíî-
ñòè. Òàê áûëè ñîçäàíû ñõåìû ðàáîòû ñ òåêñòîâîé çàäà÷åé, ðåøåíèÿ çàäà÷ íà
ïîñòðîåíèå â ïëàíèìåòðèè è ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé â ñòåðåîìåòðèè, ðåøåíèè ïî-
êàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ) è ìíîæåñòâî äðóãèõ ÎÎÄ.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì ïîñëå ðàçðàáîòêè ÎÎÄ ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóèðîâàíèå ñè-
ñòåìû óïðàæíåíèé íà îòðàáîòêó îòäåëüíûõ øàãîâ ÎÎÄ. Óïðàæíåíèÿ ïðåäó-
ñìàòðèâàþò ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòèõ øàãîâ. Ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ
òåõíîëîãèÿ îðãàíèçàöèè äëèòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ ïî îòðàáîòêå øàãîâ ÎÎÄ, êî-
òîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíîé.

Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì ëè÷íîñòíî îðèåíòèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ (ËÎÎ) ÿâëÿåò-
ñÿ ïîíÿòèå ñóáúåêòíîãî îïûòà ó÷àùèõñÿ. Èñòî÷íèêàìè îáîãàùåíèÿ ýòîãî îïû-
òà ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå è ïðîöåññ
ðàáîòû íàä íèì. Ïðè ËÎÎ áîëüøóþ ðîëü èãðàþò îðãàíèçàöèÿ äåÿòåëüíîñòè
ó÷àùèõñÿ ïî ðàáîòå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì (â ìåòîäèêå îáó÷åíèÿ ìà-
òåìàòèêå âûðàáîòàíû ïðèåìû ýôôåêòèâíîé ðàáîòû), à òàêæå âåäåíèå ó÷åáíîãî
äèàëîãà ñ ó÷àùèìèñÿ (â ìåòîäèêå îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå âûðàáîòàíû ïðàâèëà
âåäåíèÿ ó÷åáíîãî äèàëîãà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò âåäóùóþ ïîçèöèþ ó÷àùèõñÿ).
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Èíòåëëåêòóàëüíîå âîñïèòàíèå ïðåäóñìàòðèâàåò ó÷åò ðàçëè÷íûõ ïîçíàâà-
òåëüíûõ ñòèëåé ó÷àùèõñÿ, îáåñïå÷åíèå ñàìîóïðàâëåíèÿ ïîçíàâàòåëüíîé äåÿ-
òåëüíîñòüþ.

Ïðîáëåìó ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ïðåäëîæåíî ðåøàòü ñ
ïîçèöèé îòáîðà ñîäåðæàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîòðåáíîñòåé áóäóùèõ ñïåöèàëè-
ñòîâ, óðîâíÿ ïîäãîòîâêè ó÷àùèõñÿ, äîñòèæåíèé ñîâðåìåííîé íàóêè è ïðàêòè-
êè. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäè÷åñêèå îñíîâû ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ñî-
äåðæàíèÿ â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ îñòàþòñÿ áåç âíèìàíèÿ. Íà íàø âçãëÿä, òðè
íàçâàííûå îñíîâû îáåñïå÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé óñïåøíîñòè ó÷àùèõñÿ äîëæíû
áûòü îòðàæåíû â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ ìàòåìàòèêè. Èíà÷å âñÿ îòâåòñòâåííîñòü
çà ðàçðàáîòêó íåîáõîäèìîãî ñîäåðæàíèÿ, ïðèåìîâ ðàáîòû ñ íèì, çà ðåçóëüòàòû
îáó÷åíèÿ ïåðåêëàäûâàåòñÿ íà ó÷èòåëÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåïîñèëüíîé çàäà÷åé äàæå
äëÿ ó÷èòåëÿ âûñîêîé êâàëèôèêàöèè.

Ïðîáëåìû êàäðîâ ïðèçâàíà ðåøàòü ñèñòåìà ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ó÷è-
òåëåé, ïîñêîëüêó âóç ìîæåò çàëîæèòü òîëüêî îñíîâû îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå.
Ê íèì îòíîñÿòñÿ: áàçîâûå ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå (ìåòîäèêà ôîðìè-
ðîâàíèÿ ïîíÿòèé, ìåòîäèêà ôîðìèðîâàíèÿ óìåíèé, ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ òåîðåì,
ìåòîäèêà îáó÷åíèÿ ó÷àùèõñÿ ðåøåíèþ çàäà÷), îñíîâû êîíñòðóèðîâàíèÿ è àíà-
ëèçà óðîêà ìàòåìàòèêè.

Ïðîâåäåííîå íàìè èññëåäîâàíèå âûÿâèëî ñëåäóþùèå ìåòîäè÷åñêèå ïðîáëå-
ìû ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè:

1) íàðóøåíèå ó÷èòåëåì çàêîíîìåðíîñòåé îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå (íàðóøåíèå
òðåáîâàíèé áàçîâûõ ìåòîäèê), ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
íåóñïåøíîñòè ó÷àùèõñÿ;

2) çàòðóäíåíèÿ â âåäåíèè ó÷åáíîãî äèàëîãà, âûâîäÿùåãî ó÷àùèõñÿ íà âå-
äóùèå ïîçèöèè â îáó÷åíèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åùå îäíîé ïðè÷èíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
íåóñïåøíîñòè ó÷àùèõñÿ, à òàêæå ïðè÷èíîé ïîçíàâàòåëüíîé íåàêòèâíîñòè ó÷à-
ùèõñÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå;

3) ìàòåìàòè÷åñêèå çàòðóäíåíèÿ ó÷èòåëÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åùå îäíîé ïðè÷èíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé íåóñïåøíîñòè ó÷àùèõñÿ.

Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé îñíîâíîé îáåñïå÷åíèÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäè÷å-
ñêîé äåÿòåëüíîñòè ó÷èòåëÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ íåïðåðûâíîé ìåòîäè÷åñêîé ïîäãî-
òîâêè, êîòîðàÿ ïðåäóñìàòðèâàåò íå òîëüêî îïðåäåëåííûå ýòàïû ìåòîäè÷åñêîãî
ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ, íî è âêëþ÷åíèå ó÷èòåëåé â êîëëåêòèâíóþ ïðîôåññèîíàëü-
íóþ äåÿòåëüíîñòü ïî ðåøåíèþ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.
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òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÑÒÐÀÒÅÃÈÈ
ÔÎÐÌÀËÈÇÀÖÈÈ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ ÊÀÊ ÌÅÒÎÄÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß

ÎÑÍÎÂÀ ÎÁÓ×ÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Þ. Á. Ìåëüíèêîâ (Ðîññèÿ, Åêàòåðèíáóðã; ÓðÃÝÓ),
Ñ. Â. Øèðïóæåâ (Ðîññèÿ, Åêàòåðèíáóðã; ÓðÃÝÓ)

Ñòðàòåãèþ ìû ïîíèìàåì êàê ìåõàíèçì ñîçäàíèÿ ýòàëîííûõ ìîäåëåé, â ÷àñò-
íîñòè, ñîçäàíèÿ ïëàíîâ äåÿòåëüíîñòè [1, 2]. Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äåÿ-
òåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó íàáîðó ïîñòóëàòîâ (ýòè ïîñòóëàòàì óäîâëå-
òâîðÿåò ðóòèííàÿ ïðîåêòíàÿ äåÿòåëüíîñòü), òî ðåàëèçàöèþ ýòîé ñòðàòåãèè ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðèìåíåíèÿ êîìáèíàöèè ñòðàòåãèè àäàïòàöèè èçâåñòíîé
ìîäåëè (êîòîðóþ â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìáèíàöèè ñòðàòå-
ãèè îáîãàùåíèÿ, ðåäóöèðîâàíèÿ, àáñòðàãèðîâàíèÿ èëè êîíêðåòèçàöèè ìîäåëè,
ñòðàòåãèè ñìåíû ðîëåé è ïðèîðèòåòîâ è ñòðàòåãèè êîìáèíèðîâàíèÿ ìîäåëåé),
ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ íîâîé ìîäåëè (â ýòîì ñëó÷àå åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
êîìáèíàöèþ ñòðàòåãèè ïîèñêà è èñïîëüçîâàíèÿ àíàëîãèè, ñòðàòåãèè ïåðåõîäà îò
ïðîåêòèðîâàíèÿ èç îòäåëüíûõ äåòàëåé ê èñïîëüçîâàíèþ óçëîâ è àãðåãàòîâ, ñòðà-
òåãèè ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñ íîñèòåëåì èç õàðàêòåðèñòèê, îòíîøåíèé èëè ñîñòàâ-
ëÿþùèõ èíòåðôåéñíîãî êîìïîíåíòà íåêîòîðîé ìîäåëè), ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ
è èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëåé àäåêâàòíîñòè (êîìáèíàöèÿ ñòðàòåãèè ïðåäâêóøåíèÿ,
ñòðàòåãèè ïðèîðèòåòíîãî àíàëèçà, ¾ýêñòðåìàëüíûõ¿ ñèòóàöèé, ñòðàòåãèÿ âûÿâ-
ëåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé).

Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò: ðåàëèçàöèþ ñòðàòåãèè ðóòèí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (íàáîð ïîñòóëàòîâ îòëè÷àåòñÿ îò ïîñòóëàòîâ ïðîåêòíîé äåÿ-
òåëüíîñòè) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðèìåíåíèÿ êîìáèíàöèè ñòðàòåãèé: ñòðà-
òåãèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè (êîãäà èìååòñÿ òèïîâîé àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ íóæíîé ìîäåëè), è ñòðàòåãèè ñìåíû êîìïîíåíòîâ ìîäåëè. Ïîñëåäíÿÿ
â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîìáèíàöèè ñòðàòåãèè
ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïî àíàëîãèè, ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñ ïîìîùüþ ñìåíû
ðîëåé è ïðèîðèòåòîâ, ñòðàòåãèè èòåðàöèîííî-àïïðîêñèìàöèîííîãî ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëè.

Îêàçàëîñü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íå òðåáóåòñÿ èíñàéò, íà íà÷àëüíîì ýòàïå ñòðà-
òåãèÿ ôîðìàëèçàöèè èíôîðìàöèè óäîâëåòâîðÿåò ïîñòóëàòàì ðóòèííîé ïðîåêò-
íîé äåÿòåëüíîñòè [1], à íà ýòàïå ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíûõ ôîðìóëèðîâîê �
ïîñòóëàòàì ðóòèííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [2]. Ñëåäîâàòåëüíî, îáó÷åíèå ôîðìàëèçà-
öèè èíôîðìàöèè ìîæíî ñâåñòè ê îñâîåíèþ îáó÷àåìûìè ñðàâíèòåëüíî íåáîëü-
øîãî íàáîðà áàçîâûõ ñòðàòåãèé, òî÷íåå, íàêîïëåíèå îïûòà èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ
ñòðàòåãèé. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ìåòîäèê òàêîãî îáó-
÷åíèÿ, ïîñêîëüêó çàäà÷à ôîðìàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ, íàïðèìåð,
äëÿ ìàòåìàòèêè è åå ïðèìåíåíèé.
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ÍÅÂßÇÊÀß ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÒÅ×ÅÍÈÉ
ÌÅÆÄÓ ÏÐÎÍÈÖÀÅÌÛÌÈ ÖÈËÈÍÄÐÀÌÈ1

À. Á. Ìîðãóëèñ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ),
Ê. È. Èëüèí (Âåëèêîáðèòàíèÿ, Éîðê; Óíèâåðñèòåò Éîðêà)

Äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé è îäíîðîäíîé æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòå-
ìîé Íàâüå � Ñòîêñà

vt + (v,∇)v = −∇p+ ν∆v, divv = 0,

ãäå v = v(x, t) � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè, p = p(x, t) � äàâëåíèå,
ν � âÿçêîñòü, (v,∇) � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü v, ∆ = ∇div − rot rot.
Ñèñòåìà Íàâüå � Ñòîêñà èìååò ñåìåéñòâî ïëîñêèõ âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íûõ
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

Uν(r) = βr−1; Vν(r) = Ar1+
β
ν +Br−1. (1)

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò îñè öèëèíäðîâ, U , V � ðàäèàëüíàÿ è àçèìóòàëüíàÿ ñêî-
ðîñòè ïîòîêà, β = ±1, êîíñòàíòû A è B çàâèñÿò îò ν, β. Çíàê β îïðåäåëÿåò
íàïðàâëåíèå ïîòîêà. Äëÿ êðàòêîñòè, â ñëó÷àå β = 1 áóäåì ãîâîðèòü îá èñòî÷-

íèêå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � î ñòîêå.
Ðåøåíèÿ (1) îïèñûâàþò ïðîñòîå óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå â çàçîðå ìåæäó äâó-

ìÿ êîàêñèàëüíûìè ïðîíèöàåìûìè öèëèíäðàìè, ïîðîæäàåìîå âðàùåíèåì öèëèí-
äðîâ, âäóâîì æèäêîñòè ÷åðåç îäèí èç öèëèíäðîâ è îòáîðîì ÷åðåç äðóãîé. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

u
∣∣
r=1

= β, u
∣∣
r=a

=
β

a
, v

∣∣
r=1

= γ1, v
∣∣
r=a

=
γ2
a
; w

∣∣
r=1,a

= 0. (2)

Çäåñü u, v, w � ðàäèàëüíàÿ, àçèìóòàëüíàÿ è îñåâàÿ êîìïîíåíòû v, a > 1. Òå-
÷åíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) ïðè äîëæíîì âûáîðå A è B.
Òå÷åíèÿ (1), ïîä÷èí¸ííûå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2), èìåþò ïðåäåë ïðè ν → +∞,
è ýòî ïðåäåëüíîå òå÷åíèå èìååò âèä

U = ±r−1, V = γinr
−1. (3)

ãäå γin = γ1 â ñëó÷àå èñòî÷íèêà, è γin = γ2 â ñëó÷àå ñòîêà. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
îò òå÷åíèÿ (3) ê (1) íåðàâíîìåðåí âî âñåì êîëüöå 1 < r < a, íî ñòàíîâèòñÿ ðàâ-
íîìåðíûì âíå ñêîëü óãîäíî òîíêîé ïîëîñêè âáëèçè âûõîäà ïîòîêà èç îáëàñòè.
Ïðåäåëüíîå òå÷åíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà èäåàëü-
íîé æèäêîñòè (îíè ïîëó÷àþòñÿ èç Íàâüå � Ñòîêñà, åñëè ôîðìàëüíî ïîëîæèòü
ν = 0).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñôåðå íàó÷íîé
äåÿòåëüíîñòè � 1.1398.2014/Ê.
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Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íåâÿçêîãî òå÷åíèÿ (3). Ñ ýòîé öåëüþ èñ-
ñëåäóåòñÿ äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà, âîçíèêàþùåãî ïðè ëèíåàðèçàöèè óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà íà ñòàöèîíàðíîì ðåøåíèè (3). (Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ëèíå-
àðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà èãðàþò ðîëü ñîáñòâåííûõ ìîä ìàëûõ âîçìóùå-
íèé). Ââèäó ñèììåòðèè çàäà÷è, èññëåäîâàíèå óêàçàííîãî ñïåêòðà óäàåòñÿ ñâåñòè
ê èññëåäîâàíèþ íóëåé èíòåãðàëîâ Ëàïëàñà [1].

Ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíîé òåîðåìû Ïîéà óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî íåóñòîé-
÷èâàÿ (ðàñòóùàÿ ïðè t → +∞) ìîäà îáÿçàòåëüíî íåîñåñèììåòðè÷íà. Íåóñòîé-
÷èâûå ìîäû ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì çíà÷åíèè a = r2/r1 è âîçíèêàåò ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ âåëè÷èíàõ γin. Ïðè ýòîì â øèðîêîì äèàïàçîíå òîëùèí çàçîðîâ è
îñåâûõ âîëíîâûõ ÷èñåë ïåðâîé äåñòàáèëèçèðóåòñÿ ïëîñêàÿ íåîñåñèììåòðè÷íàÿ
ìîäà.

Ïîäðîáíîñòè è ññûëêè ñì. â [2�4].
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KILLING FIELDS OF CONSTANT LENGTH
ON HOMOGENEOUS RIEMANNIAN MANIFOLDS

Yu. G. Nikonorov

(Russia, Vladikavkaz; SMI)

In this talk we present some structural results on the Lie algebras of transitive
isometry groups of a general compact homogenous Riemannian manifold with
nontrivial Killing vector �elds of constant length, see [1].

Let us consider any Lie group G acted on the Riemannian manifold (M, g) by
isometries. The action of a on x ∈ M we denote by a(x). We will identify the Lie
algebra g of G with the corresponded Lie algebra of Killing vector �eld on (M, g)
as follows. For any U ∈ g we consider a one-parameter group exp(tU) ⊂ G of
isometries of (M, g) and de�ne a Killing vector �eld Ũ by a usual formula Ũ(x) =
d
dt exp(tU)(x)|t=0.

Let (M, g) be a compact connected Riemannian manifold, G is a transitive
isometry group of (M, g). We identify elements of the Lie algebra g of G with Killing
vector �elds on (M, g) as above. Since G is compact, then we have a decomposition
g = c⊕ g1⊕ g2⊕ · · · ⊕ gk, where c is the center and gi, i = 1, . . . , k, are simple ideals
in g.

We are going to state the main results of this paper, that are formulated under
the above assumptions and notations.

Theorem 1. Let Z = Z0 + Z1 + Z2 + · · · + Zl ∈ g be a Killing vector �eld of

constant length on (M, g), where 1 6 l 6 k, Z0 ∈ c, Zi ∈ gi and Zi ̸= 0 for 1 6 i 6 l.
Then the following statements hold:

1) For every i ̸= j, 1 6 i, j 6 l, we have g(gi, gj) = 0 at every point of M . In

particular, g(Zi, gj) = 0 and g(Zi, Zj) = 0.
2) Every Killing �eld of the type Z0 + Zi, 1 6 i 6 l, has constant length.
Conversely, if for every i, 1 6 i 6 l, the Killing �eld Z0 +Zi has constant length,

and for every i ̸= j, 1 6 i, j 6 l, the equality g(gi, gj) = 0 holds, then the Killing

�eld Z = Z0 + Z1 + Z2 + · · ·+ Zl has constant length on (M, g).

Corollary 1. If (under the assumptions of Theorem 1) we have c = 0 and k = l,
then every gi, 1 6 i 6 k, is a parallel distribution on (M, g). Moreover, if (M, g) is
simply connected, then it is a direct metric product of k Riemannian manifolds.

Theorem 1 allows to restrict our attention on Killing vector �elds of constant
length of the following special type: Z = Z0 + Zi, where Z0 is in the center c of g
and Zi is in the simple ideal gi in g. Without loss of generality we will assume that
i = 1.

Theorem 2. Let Z = Z0+Z1 ∈ g be a Killing vector �elds of constant length on
(M, g), where Z0 ∈ c, Z1 ∈ g1 and Z1 ̸= 0, and let k be the centralizer of Z (and Z1)
in g1. Then either any X ∈ g1 is a Killing �eld of constant length on (M, g), or the
pair (g1, k) is one of the following irreducible Hermitian symmetric pair:
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1) (su(p+ q), su(p)⊕ su(q)⊕ R), p > q > 1;
2) (so(2n), su(n)⊕ R), n > 5;
3) (so(p+ 2), so(p)⊕ R), p > 5;
4) (sp(n), su(n)⊕ R), n > 2;

In the latter four cases the center of k is a one-dimensional Lie algebra spanned by

the vector Z1.

If a Killing �eld of constant length Z = Z0 +Z1 satisfy to one of the cases 1)�4)
in Theorem 2, we will say that it has Hermitian type. Recall that an element U ∈ g
is regular in g, if its centralizer has minimal dimension among all the elements of g.
For Z of Hermitian type, Z1 is not a regular element in g1, since k is not commutative
in the cases 1)�4) of Theorem 2. Hence, we get

Corollary 2. If Z1 is a regular element in the Lie algebra g1 (under the assump-
tions of Theorem 2) , then every X ∈ g1 is a Killing vector �eld of constant length

on (M, g).

Moreover, the following result holds.

Theorem 3. If Z = Z0+Z1+ · · ·+Zk is a regular element of g and has constant
length on (M, g), then the following assertions hold:

1) g(gi, gj) = 0 for every i ̸= j, i, j = 1, . . . , k, at every point of M ;

2) g(Z0, gi) = 0 for every i = 1, . . . , k, at every point of M ;

3) every X ∈ gs, where gs = g1 ⊕ · · · ⊕ gk is a semisimple part of g, has constant
length on (M, g).

Moreover, if M is simply connected, then Z0 = 0 and (M, g) is a direct metric

product of (Gi, µi), 1 6 i 6 k, whereGi is a connected and simply connected compact

simple Lie group with the Lie algebra gi and µi is a bi-invariant Riemannian metric
on Gi.

Ëèòåðàòóðà

1. Nikonorov Yu. G. Killing vector �elds of constant length on compact homogeneous Rieman-
nian manifolds // Preprint.�2015.�arXiv:1504.03432.

37



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÎÄÅËÈ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÉ ÔÈÍÀÍÑÎÂÛÕ (B,S)-ÐÛÍÊÎÂ1

È. Â. Ïàâëîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÐÃÑÓ)

Íàñòîÿùèé äîêëàä ïîñâÿùåí õààðîâñêèì èíòåðïîëÿöèÿì ôèíàíñîâûõ (B,S)-
ðûíêîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, îïðåäåëåííûõ íà êîíå÷íûõ èëè ñ÷åòíûõ âå-
ðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòîòû ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ðûíêàõ òîðãóþòñÿ àêöèè îäíîãî òèïà, à ñàìè ðûíêè áåçàðáèò-
ðàæíû (îòíîñèòåëüíî èíòåðïîëÿöèé àðáèòðàæíûõ ðûíêîâ ñì., íàïðèìåð, ðàáî-
òó [1]). Öåëüþ èíòåðïîëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå (ðàñøèðåíèå) íåïîë-
íûõ (B,S)-ðûíêîâ â ïîëíûå. Ýòà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè ñòðîèòü
ñîâåðøåííûå õåäæè èçíà÷àëüíî çàäàííûõ (â èñõîäíûõ íåïîëíûõ ðûíêàõ) ïðî-
èçâîëüíûõ ïëàòåæíûõ îáÿçàòåëüñòâ (âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû,
ñâÿçàííûå ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè àðáèòðàæà è òåîðèè ðàñ÷å-
òîâ â ñòîõàñòè÷åñêèõ ôèíàíñîâûõ ìîäåëÿõ, ìîæíî íàéòè â [2]).

Ðåçóëüòàò óïîìÿíóòîãî âûøå èíòåðïîëèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ìîäåëèðîâàíèÿ
èíòåðïîëèðóþùèõ ôèëüòðàöèé. Â íàñòîÿùåì äîêëàäå áóäóò èñïîëüçîâàíû õà-
àðîâñêèå è ñïåöèàëüíûå õààðîâñêèå èíòåðïîëèðóþùèå ôèëüòðàöèè. Ýòè èíòåð-
ïîëèðóþùèå ôèëüòðàöèè ìîãóò áûòü ñëó÷àéíûìè (ñì., íàïðèìåð, [3]), íî ìû
îñòàâëÿåì òàêîãî ðîäà ðàññìîòðåíèÿ â ñòîðîíå. Åñëè èñõîäíîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íî, òî èíòåðïîëÿöèîííûå òåîðèè äëÿ óêàçàííûõ âûøå èí-
òåðïîëèðóþùèõ ôèëüòðàöèé âåñüìà áëèçêè (ñì., íàïðèìåð, [4]). Åñëè æå ýòî
ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíî, òî ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ. Ëèøü â ïîñëåäíåå
âðåìÿ óäàëîñü ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ñ÷åòíîçíà÷íûå (B,S)-ðûíêè,
äîïóñêàþùèå âîçìîæíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ c ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ õààðîâ-
ñêèõ ôèëüòðàöèé (ñì. [5, 6]). Ñîâñåì íåäàâíî áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò (ñì. [7], ïî-
äðîáíîå èçëîæåíèå âûéäåò â 2015 ã. â æóðíàëå ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðè-
ìåíåíèÿ¿), óòâåðæäàþùèé, ÷òî òàêîå èíòåðïîëèðîâàíèå âîçìîæíî, åñëè (ïðè
âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ ïðîñòûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé) äèñêîíòèðîâàííûå öåíû
àêöèè èñõîäíîãî ñ÷åòíîçíà÷íîãî (B,S)-ðûíêà âûðàæàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñ-
ëàìè (ïðè óñëîâèè, ÷òî íà êàæäîé âåòâè äåðåâà, ïîðîæäàþùåãî ôèëüòðàöèþ,
èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ öåí). Â íàñòîÿùåì äîêëàäå áóäåò îá-
ñóæäåíà âîçìîæíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î êîíå÷íîñòè ÷èñëà
ðàçëè÷íûõ öåí íà âåòâÿõ äåðåâà.

Îñíîâíûì òåõíè÷åñêèì ñðåäñòâîì, èñïîëüçóåìûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëü-
íûõ õààðîâñêèõ èíòåðïîëÿöèé, ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëüíûå ìåðû èñõîäíîãî (B,S)-
ðûíêà, óäîâëåòâîðÿþùèå íåêîòîðîìó èíòåðïîëÿöèîííîìó ñâîéñòâó � îñëàáëåí-
íîìó ñâîéñòâó óíèâåðñàëüíîé õààðîâñêîé åäèíñòâåííîñòè (èëè, ÷òî òî æå ñà-
ìîå,÷èñòî àíàëèòè÷åñêîìó óñëîâèþ � îñëàáëåííîìó óñëîâèþ íåñîâïàäåíèÿ áà-
ðèöåíòðîâ). Ïðè ýòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêèõ ìåð íóæíî ðåøàòü ñïåöèôè÷åñêèå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 13-01-00637à.
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ñèñòåìû áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ñîñòîÿùèå èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà ëèíåé-
íûõ íåðàâåíñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó íå èìååòñÿ íè îäíîãî äîñòàòî÷íîãî
óñëîâèÿ íà ñ÷åòíîçíà÷íûé (B,S)-ðûíîê, êîòîðîå îáåñïå÷èâàëî áû âîçìîæíîñòü
èíòåðïîëèðîâàíèÿ â êëàññå îáùèõ õààðîâñêèõ ôèëüòðàöèé.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÏÎÐßÄÊÎÂÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎ
ÀÄÄÈÒÈÂÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ì. À. Ïëèåâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ )

Ââåäåíèå

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ è áîëåå îá-
ùèõ ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ââåäåííûå ïåðâîíà÷àëüíî â ðà-
áîòå [1], â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ [2�7]. Â äîêëàäå áóäåò äàí îáçîð
íåêîòîðûõ, íåäàâíî ïîëó÷åííûõ, ðåçóëüòàòîâ.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ è ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàí-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [8]. Ïóñòü (V,E) è (W,F ) �
ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îïåðàòîð T : V → W íàçûâàåòñÿ îð-

òîãîíàëüíî àääèòèâíûì, åñëè T (u + v) = Tu + Tv äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V, u⊥v.
Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T : V → W íàçûâàåòñÿ ìàæîðèðóåìûì

îïåðàòîðîì Óðûñîíà, åñëè ñóùåñòâóåò S ∈ Uev
+ (E,F ) òàêîé, ÷òî |Tv| 6 S|v|

äëÿ ëþáîãî v ∈ V . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé äëÿ T .
Ìíîæåñòâî âñåõ ìàæîðàíò îïåðàòîðà T îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Domin(T ). Íàèìåíü-
øèé ýëåìåíò âî ìíîæåñòâå Domin(T ) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà, èíäóöèðîâàííîãî
èç Uev

+ (E,F ), íàçâàåòñÿ òî÷íîé ìàæîðàíòîé T è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |T |. Ìíî-
æåñòâî âñåõ ìàæîðèðóåìûõ îïåðàòîðîâ Óðûñîíà èç V â W îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
DU (V,W ).

Ïóñòü (V,E) � ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è F � áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî. Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûé îïåðàòîð T : V → F íàçûâàåòñÿ

• C-êîìïàêòíûì, åñëè ìíîæåñòâî T (Fv) ïðåäêîìïàêòíî â F äëÿ ëþáîãî
v ∈ V .

• óçêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ v ∈ V è ε > 0 ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå v íà äèçú-
þíêòíûå îñêîëêè v1 è v2 òàêèå, ÷òî ∥Tv1 − Tv2∥ < ε.

Çäåñü ÷åðåç Fv îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ îñêîëêîâ ýëåìåíòà v.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (V,E) � ðàçëîæèìîå ðåøåòî÷íî-íîðìèðîâàííîå ïðî-

ñòðàíñòâî, F � áàíàõîâà ðåøåòêà ñ ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíîé íîðìîé è T ∈
DU (V, F ). Åñëè T � C-êîìïàòíûé îïåðàòîð, òî òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ è åãî òî÷íàÿ

ìàæîðàíòà |T |.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü (V,E) � ïðîñòðàíñòâî Áàíàõà � Êàíòîðîâè÷à íàä áåç-

àòîìíîé ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé E è Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü X = X(Γ) � áàíàõîâà ðåøåòêà âèäà c0(Γ) èëè ℓp(Γ), ãäå 1 6 p <∞. Òîãäà

êàæäûé ëàòåðàëüíî-ïî-íîðìå íåïðåðûâíûé ìàæîðèðóåìûé îïåðàòîð Óðûñîíà

T : V → X ÿâëÿåòñÿ óçêèì.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÛÕ ÏÎÒÎÊÎÂ
È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

À. Â. Ïîäîðîãà (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÓ),
È. Â. Òèõîíîâ (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÓ)

Êàê èçâåñòíî, â òåîðèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ âîçíèêàþò çàäà÷è, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñì. [1]). Ïðè îïðå-
äåëåííûõ óñëîâèÿõ òðàíñïîðòíûé ïîòîê ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñïåöèôè÷åñêèé
ïîòîê ñïëîøíîé ñðåäû ñî ñòàíäàðòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

ρ = ρ(x, t), v = v(x, t), q = q(x, t). (1)

Çäåñü ρ(x, t) è v(x, t) � ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà â òî÷êå x
â ìîìåíò âðåìåíè t, à q(x, t) � èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñðåä-
íåííîìó ÷èñëó àâòîìîáèëåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó x â ìîìåíò âðåìåíè t.
Âåëè÷èíû (1) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè, íàïîìèíàþùèìè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâ-

íîñòè, äâèæåíèÿ è ñîñòîÿíèé èç ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Îñîáî âûäåëèì
ñâÿçè

v = V (ρ), 0 6 ρ 6 ρmax, (2)

ñ ìîíîòîííî óáûâàþùåé (íåâîçðàñòàþùåé) ôóíêöèåé V (ρ) è

q = Q(ρ), 0 6 ρ 6 ρmax, (3)

ãäå Q(ρ) = ρV (ρ) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ äèàãðàììà äîðîæíîãî äâèæåíèÿ.
Â äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âîññòàíîâëåíèåì çàâèñèìî-
ñòåé (2), (3) ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä
èìèòèðóåò ïîòîê àâòîìîáèëåé â âèäå èíäèâèäóàëüíûõ îáúåêòîâ � òðàíñïîðò-
íûõ ñðåäñòâ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîïîëîñíîé àâòîäîðîãå. Ñïåöèàëüíûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé êîëüöåâîé àâòîäîðîãè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü àâòî-
íîìíûå òðàíñïîðòíûå ñèñòåìû, äâèæóùèåñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïî ñâîèì âíóòðåí-
íèì ïðàâèëàì. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äàåò âîçìîæíîñòü ñèñòåìíî èçó-
÷àòü öåëûé ðÿä õàðàêòåðíûõ ÿâëåíèé. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå òåìû
ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé.

1. Ñâÿçü ìàêðîñêîïè÷åñêèõ çàêîíîâ (1), (2) ñ ìèêðîñêîïè÷åñêèìè ïàðàìåò-
ðàìè èíäèâèäóàëüíûõ îáúåêòîâ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà.

2. Íàãëÿäíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, äèêòóåìûõ òåîðèåé
êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñèëüíûå ðàçðûâû ðåøåíèé, ñî-
îòíîøåíèå Ãþãîíèî, áèôóðêàöèè ðåøåíèé è ò. ï.).

3. Âîçíèêíîâåíèå ðåãóëÿðíûõ óïëîòíåíèé ïîòîêà (tra�c jams), óñòîé÷èâî
äâèæóùèõñÿ êàê åäèíîå öåëîå.

Ìíîãèå èç îáñóæäàåìûõ ÿâëåíèé óñòàíàâëèâàëèñü ðàíåå èç äðóãèõ ñîîáðà-
æåíèé (ñì. [1�8]).
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ON SPACES DERIVABLE FROM A SOLID SEQUENCE SPACE
AND A NON-NEGATIVE LOWER TRIANGULAR MATRIX

F. Polat

(Turkey, �Cankiri; �Cankiri Karatekin University)

The scalar �eld will be either the real or complex numbers. Suppose that λ is a
solid sequence space over the scalar �eld and A is an in�nite lower triangular matrix
with non-negative entries and positive entries on the main diagonal such that each
of its columns is in λ. For each positive integer k, the kth predecessor of λ with
respect to A is the solid vector space of scalar sequences x such that Ak|x| is an
element of λ. We denote this space by Ak and λ itself will be denoted by A0 . Under
reasonable assumptions, these spaces inherit some topological properties from λ. We
are interested in a projective limit of the in�nite product of the Ak consisting of
sequences of sequences (x(k)) satisfying Ax(k) = x(k−1) for each k > 0. We show that
for interesting classes of situations including the cases when λ = lp for some p > 1
and A is the Cesaro matrix, the space of our interest can be non-trivial.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
ÁÓØÌÀÍÀ � ÝÐÄÅÉÈ

Ñ. Ì. Ñèòíèê

(Ðîññèè, Âîðîíåæ; ÂÈ ÌÂÄ)

Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë ñî-
âðåìåííîé ìàòåìàòèêè, èìåþùèé ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ [1�4]. Âàæíûì
êëàññîì îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû Áóøìàíà � Ýðäåéè.
Íàçâàíèå ¾îïåðàòîðû Áóøìàíà � Ýðäåéè¿ áûëî ïðåäëîæåíî àâòîðîì, â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ îíî ñòàëî îáùåïðèíÿòûì.

Èçó÷åíèå ðàçðåøèìîñòè è îáðàòèìîñòè äàííûõ îïåðàòîðîâ áûëî íà÷àòî â
1960-õ ãã. â ðàáîòàõ Ð. Áóøìàíà è À. Ýðäåéè. Îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè
èëè èõ àíàëîãè èçó÷àëèñü òàêæå â ðàáîòàõ T. P. Higgins, Ta Li, E. R. Love,
G. M. Habibullah, K. N. Srivastava, Äèíü Õîàíã Àíü, Â. È. Ñìèðíîâà, Í. À. Âèð-
÷åíêî, È. Ôåäîòîâîé, À. À. Êèëáàñà, Á. Ðóáèíà, Î. Â. Ñêîðîìíèê è ðÿäå äðóãèõ
ðàáîò. Ïðè ýòîì èçó÷àëèñü çàäà÷è î ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ýòèìè
îïåðàòîðàìè, èõ ôàêòîðèçàöèè è îáðàùåíèÿ [5].

Âàæíîñòü îïåðàòîðîâ Áóøìàíà � Ýðäåéè âî ìíîãîì îáóñëîâëåíà èõ ìíî-
ãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè [6�10]. Íàïðèìåð, îíè âñòðå÷àþòñÿ â ñëåäóþùèõ
âîïðîñàõ òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè: ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà � Ïóàññîíà � Äàðáó â ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè è óñòà-
íîâëåíèè ñîîòíîøåíèé ìåæäó çíà÷åíèÿìè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà � Ïóàñ-
ñîíà � Äàðáó íà ìíîãîîáðàçèè íà÷àëüíûõ äàííûõ è õàðàêòåðèñòèêå, òåîðèè
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, òàê êàê â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Ëþäâèãà äåéñòâèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ðàäîíà ïðè ðàçëîæåíèè ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì ñâîäèòñÿ êàê ðàç
ê îïåðàòîðàì Áóøìàíà � Ýðäåéè ïî ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé, ïðè èññëåäîâà-
íèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè.
Àâòîðîì áûëî âïåðâûå ïîêàçàíî [8], ÷òî îïåðàòîðû Áóøìàíà � Ýðäåéè ÿâëÿþò-
ñÿ îïåðàòîðàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ Áåññåëÿ è
èçó÷åíû èõ ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà èìåííî êàê îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóø-
ìàíà � Ýðäåéè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ê âëîæåíèþ ïðîñòðàíñòâ È. À. Êèïðèÿíîâà
â âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, ôîðìóëàì äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, óðàâíåíèÿì Ýéëåðà � Ïóàñ-
ñîíà � Äàðáó, âêëþ÷àÿ ëåììó Êîïñîíà, ïîñòðîåíèþ îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî
ñäâèãà, îïåðàòîðàì Äóíêëà, ïðåîáðàçîâàíèþ Ðàäîíà, ïîñòðîåíèþ îáîáùåííûõ
ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê è B-ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâó
óíèòàðíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà îáîáùåíèé êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Õàð-
äè. Ïðèâåäåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ Â. Â. Êàòðàõîâà ïî ïðèëîæåíèþ îïåðàòîðîâ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà � Ýðäåéè ê ïîñòðîåíèþ íîâîãî êëàññà ïñåâäîäèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è èçó÷åíèþ ââåäåííîãî èì êëàññà êðàåâûõ çàäà÷ ñ
K-ñëåäîì ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè â ðåøåíèÿõ.
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ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS
OF DOUBLY NONLINEAR PARABOLIC SYSTEMS

A. F. Tedeev

(Russia, Vladikavkaz; SMI)

In this report we deal with a class of degenerate/singular quasilinear parabolic
systems. We study a Cauchy problem in RN with an initial datum in L1. Sharp
L1−L∞ estimates are proved. In the degenerate case, assuming that the initial datum
has compact support, we prove the optimal speed of propagation of the support.

This is joint work with professor Vincenzo Vespri.
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ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ (ÑÌÅØÀÍÍÛÅ) ÐßÄÛ ÏÎ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÌ
ÏÎËÈÍÎÌÀÌ ËÀÃÅÐÐÀ È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

È. È. Øàðàïóäèíîâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ðÿäû ïî êëàññè-
÷åñêèì ïîëèíîìàì Ëàãåððà

Lα
n(t) =

1

n!
t−αet

{
tn+αe−t

}(n)
, (1)

êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ íàèâûñøåé ïðîèçâîä-
íîé åãî ðåøåíèÿ, âñòðå÷àþùåéñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì óðàâíåíèè, â âèäå ðÿäà ïî
óêàçàííûì ïîëèíîìàì Ëàãåððà Lα

n(t) ñ α = 0. Ñïåöèàëüíûé (ñìåøàííûé) ðÿä,
î êîòîðîì èäåò ðå÷ü, èìååò âèä

x(t) = Pr−1(t) + tr
∞∑
k=0

x̂r,kL
r
k(t)

(k + 1)r
, (2)

ãäå

Pr−1(t) =

r−1∑
l=0

x(l)(0)

l!
tj

� ïîëèíîì Òåéëîðà. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ðÿä, ôèãóðèðóþùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà (2), íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå � Ëàãåððà. Îí èìååò ñìåøàííûé õàðàêòåð
â òîì ñìûñëå, ÷òî êîýôôèöèåíòû x̂r,k � ýòî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå � Ëàãåððà
ïðîèçâîäíîé x(r)(t) ïî ïîëèíîìàì Ëàãåððà Lk(t) = L0

k(t), êîòîðûå óìíîæàþò-

ñÿ íà ôóíêöèè Ëàãåððà âèäà
xrLr

k(t)

(k+1)r
. Êðîìå òîãî, â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2)

ôèãóðèðóåò ïîëèíîì Òåéëîðà Pr−1(t). Â òî æå âðåìÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ñïåöè-
àëüíîãî ðÿäà (2) âèäà

Ln(t) = Ln(x, t) = Pr−1(t) + tr
n−r∑
k=0

x̂r,kL
r
k(t)

(k + 1)r
(3)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ q(x) ñòåïåíè íå âûøå n, ò. å.

Ln(q, t) = q(t). (4)

Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ

rn(t) =
q(t)− Pr−1(q, t)

tr
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå n − r, ïîýòîìó â
ðàçëîæåíèè

q(t) = Pr−1(q, t) + tr
∞∑
k=0

q̂r,kL
r
k(t)

(k + 1)r

êîýôôèöèåíòû q̂r,k ñ k > n− r + 1 îáðàùàþòñÿ â íóëü, è ñëåäîâàòåëüíî,

q(t) = Pr−1(q, t) + tr
n−r∑
k=0

q̂r,kL
r
k(t)

(k + 1)r
,

è òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (4) óñòàíîâëåíà.
Â ñâÿçè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (2) âîçíèêàåò çàäà÷à îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè çàìå-

íû ôóíêöèè x(t) åå ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì Ln(x, t). Äðóãèìè ñëîâàìè, âîç-
íèêàåò çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ è ÷àñòè÷íûõ ñóìì
Ln(x, t) ñïåöèàëüíîãî ðÿäà (2). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââåäåíû íîâûå ñïåöèàëüíûå
ðÿäû ïî ïîëèíîìàì Ëàãåððà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðÿäû (2), è
èññëåäîâàíû àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà èõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì.
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ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÊÂÀÇÈÍÎÐÌÀËÜÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Ì. À. Øóáàðèí

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

1. Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñâÿçè ìåæäó íåêîòîðûìè êëàñ-
ñàìè ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ (îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè òèïà íîðìàëü-
íîñòè) è èíòåðïîëÿöèîííûìè ìåòîäàìè.

Ïóñòü E � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî; (| · |p)p∈P � íàáîð íîðì, çà-
äàþùèé òîïîëîãèþ â E; Up := {x ∈ E : |x|p 6 1}. Êðîìå òîãî, ïóñòü B(X) �
ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ â X.

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàþò [1] êâàçèíîðìàëüíûì, åñëè

(∀ p0 ∈ P ) (∃ p ∈ P ) (∀ ε > 0) (∃B ∈ B(X)) (Up ⊂ B + Up0).

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàþò [2] àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûì, åñëè

(∃ p0 ∈ P ) (∀ p ∈ P ) (∃ p1 ∈ P ) (∀ ε > 0) (∃∆ > 0) (∀x ∈ E) (|x|p 6 ∆|x|p0 + ε|x|p1)

2. Ðàññìàòðèâàåìûå â äîêëàäå èíòåðïîëÿöèîííûå ñâîéñòâà ôîðìóëèðóþòñÿ
â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà AΦ,p(·) è Ìàðèíêå-
âè÷à MΦ,p(·), ãäå Φ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ôóíê-
òîðà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå (äëÿ p = 1) àáñòðàêòíûå ïðîñòðàíñòâà AΦ,1(·) è MΦ,1(·)
áûëè ââåäåíû â [3].

Ïóñòü F � íîðìàëèçîâàííûé èíòåðïîëÿöèîííûé ôóíêòîð, çàäàííûé íà ìíî-
æåñòâå îäíîìåðíûõ ïàð [t0R, t1R]. Îòîáðàæåíèå Φ : (t0, t1) 7→ F (t0R, t1R) íà-
çûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé èíòåðïîëÿöèîííîãî ôóíêòîðà (â äàëü-
íåéøåì ïîäîáíûå ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè). Â îáçîðå
Â. È. Îâ÷èííèêîâà [5] ñîäåðæèòñÿ àíàëèç ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.

Ïðèìåð. Ïóñòü φ : R+ → R+ � íåïðåðûâíàÿ, âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî φ(+0) = 0, φ(+∞) = +∞. Òîãäà ôóíêöèÿ

Ψφ(t0, t1) := inf
t>0

(
φ(t)t0 +

1

t
t1

)
, t0 > 0, t1 > 0.

ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé.
Ïóñòü Φ� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èX = [X0, X1]� èíòåðïîëÿöèîííàÿ

ïàðà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðîñòðàíñòâî AΦ,p(X) = AΦ,p(X0, X1) ñîñòîèò èç òåõ x ∈ X0 +X1, äëÿ êîòî-

ðûõ êîíå÷íà íîðìà ∥ · ∥AΦ,p,

∥ · ∥AΦ,p := inf

(
+∞∑

k=−∞
Φp
(
∥xk∥0, ∥xk∥1

))1/p

,
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ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó ðàçëîæåíèé

x =

+∞∑
k=−∞

xk, xk ∈ X0 ∩X1.

Ïðîñòðàíñòâî MΦ,p(X) = MΦ,p(X0, X1) ñîñòîèò èç âñåõ x ∈ X0 + X1, äëÿ
êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà ∥ · ∥MΦ,p,

∥∥x∥∥M
Φ,p

:=




+∞∫
0

[
K(t, x,X0, X1)

Φ∗(t)

]p dΦ∗(t)
Φ∗(t)


1/p

, 1 6 p <∞,

sup
t0>0, t1>0

[
K(t0, t1, x,X0, X1)

Φ∗(t0, t1)

]
, p = ∞.

3. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå. Ýòè óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â
òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâåííûõ èäåàëîâ (DNφ) è (Ωφ), â êîòîðûõ φ = (φζ) � ñå-
ìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé φζ : R → R. Â [2�4] àíàëîãè÷íûå
êëàññû ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî äëÿ îäíîýëåìåíòíûõ ñåìåéñòâ φ.

Ëèòåðàòóðà

1. Grothendieck A. Sur les espaces (F ) et (DF ) // Summa Brazil Math.�1954.�P. 57�122.
2. Terzioglu T., Vogt D. On asymptotically normable Frechet spaces // Note Mat.�1991.�

Vol. 11.�P. 289�296.
3. Äìèòðèåâ Â. È., Êðåéí Ñ. Ã., Îâ÷èíèêîâ Â. È. Îñíîâû òåîðèè èíòåðïîëÿöèè ëèíåé-

íûõ îïåðàòîðîâ // Ãåîìåòðèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è òåîðèÿ îïåðàòîðîâ.�ßðîñëàâëü,
1977.�Ñ. 31�74.

4. Terzioglu T. Yurdakul M., Zachariuta V. On some normably condition // Math. Nachr.�
2005.�Vol. 278, �14.�P. 1714�1725.

5. Îâ÷èííèêîâ Â. È. Èíòåðïîëÿöèîííûå ôóíêöèè è èíòåðïîëÿöèîííàÿ êîíñòðóêöèÿ Ëè-
îíñà � Ïåòðå // Óñïåõè ìàò. íàóê.�Ò. 69, âûï. 4.�Ñ. 103�168.
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Ñåêöèÿ I

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç

è åãî ïðèëîæåíèÿ





Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ
Â ÂÅÑÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÃÎËÎÌÎÐÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ1

À. Â. Àáàíèí (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ),
Ôàì ×îíã Òèåí (Âüåòíàì, Õàíîé; Õàíîéñêèé óíèâåðñèòåò íàóêè)

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ êëàññè÷åñêèõ îïå-
ðàòîðîâ (äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ è äð.) â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè êàíîíè÷åñêèõ âåñîâ [1].
Îí ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ â ñëó÷àå îáëàñòåé è âåñîâ îáùåãî âèäà,
â òî âðåìÿ êàê ïðåæíèå ìåòîäû [2] áûëè ïðèãîäíû òîëüêî äëÿ êðóãà è âñåé ïëîñ-
êîñòè è ðàäèàëüíûõ âåñîâ. Áîëåå òîãî, çà ñ÷åò ðàçâèòûõ ìåòîäîâ è ïîëó÷åííûõ
ñ èõ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ îáùåãî õàðàêòåðà ïîëíîñòüþ îïèñàí êëàññ ðàäèàëü-
íûõ âåñîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð íåïðåðûâíî äåéñòâóåò èç
îäíîãî âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. Ïîïóòíî óñòàíîâëåíû íîâûå îïèñàíèÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ ðàäèàëüíûõ âåñîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷ òåî-
ðèè âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé [3].

Ëèòåðàòóðà

1. Abanin A. V., Pham Trong Tien. Continuation of holomorphic functions with growth con-
ditions and some of its applications // Stud. Math.�2010.�Vol. 200.�P. 279�295.

2. Harutyunyan A., Lusky W. On the boundedness of the di�erentiationoperator between
weighted spaces of holomorphic functions // Stud. Math.�2008.�Vol. 184.�P. 233�247.

3. Doma�nski P., Lindstr�om M. Sets of interpolation and sampling for weighted Banach spaces
of holomorphic functions // Ann. Polon. Math.�2002.�Vol. 79.�P. 233�264.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 15-01-01404a, è NAFOSTED, project � 101.02-2014.49.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ
ÑÓÌÌ ÔÓÐÜÅ ÄËß ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÃËÀÄÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ã. Ã. Àêíèåâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÄÍÖ ÐÀÍ)

Ïóñòü C2π � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íîð-
ìîé

∥f∥ = max
x

|f(x)|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç En(f) íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè òðèãîíîìåòðè÷åñêè-
ìè ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà n. ÏóñòüN > 2� öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, u = uN �
âåùåñòâåííîå ÷èñëî è

tk = t
(N)
k = u+

2πk

N
(0 6 k 6 N − 1)

ñèñòåìà óçëîâûõ òî÷åê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ln,N (f) = Ln,N (f, x) (0 6 n 6 N/2)

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà n ñ íàèìåíüøèì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíå-
íèåì îò f íà ñåòêå ωN = {tk}N−1k=0 . Äðóãèìè ñëîâàìè, Ln,N (f) äîñòèãàåò íàèáîëü-
øåé íèæíåé ãðàíèöû ñóìì

N−1∑
k=0

∣∣f(tk)− Tn(tk)
∣∣2

íà ìíîæåñòâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ Tn ïîðÿäêà n. Â ÷àñòíîñòè,
L[N/2],N (f, x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ñîâïàäàþùèé ñ ôóíêöèåé f(x) â
òî÷êàõ ωN . Ïîëèíîì Ln,N (f, x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ln,N (f, x) =
n∑

ν=−n
c(N)
ν (f)eiνx,

ãäå

c(N)
ν (f) =

1

N

N−1∑
k=0

f(tk)e
−iνtk .

Äàëåå, ïóñòü

Sn(f, x) =

n∑
k=−n

ck(f)e
ikx

� ñóììà Ôóðüå ôóíêöèè f , ãäå

ck(f) =
1

2π

π∫
−π

f(t)eiνtdt.
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Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ â òî÷êàõ
tk = u+ 2kπ/N , òî èìååò ìåñòî

Ln,N (f, x) = Sn(f, x) +Rn,N (f, x),

êîãäà 2n < N , ãäå Sn(f, x) � ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f è

Rn,N (f, x) =
2

π

∞∑
µ=1

π∫
−π

Dn(x− t) cosµN(u− t)f(t) dt.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíà îöåíêà Rn,N (f, x) = O(N−2) â ñëó÷àå, êîãäà
f(x) � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Ëèòåðàòóðà

1. Sharapudinov I. I. On the best approximation and polynomials of the least quadratic devia-
tion // Anal. Math.�1983.�Vol. 9.�P. 223�234.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÎÑÒÜ G-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÍÅÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ
ÊÐÈÂÈÇÍÛ Ñ ÂÛÄÅËÅÍÍÛÌ ÑÅÌÅÉÑÒÂÎÌ ÎÒÐÅÇÊÎÂ1

Ï. Ä. Àíäðååâ

(Ðîññèÿ, Àðõàíãåëüñê; ÑÀÔÓ)

Â êíèãå Ã. Áóçåìàíà è Á. Ïõàäêå [1] îïðåäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå õîðäîâûå
ïðîñòðàíñòâà èëè G-ïðîñòðàíñòâà ñ âûäåëåííûì ñåìåéñòâîì îòðåçêîâ. Äëÿ òà-
êîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâ òàì æå èçó÷àåòñÿ ñâîéñòâî íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèç-
íû. Èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà Áóçåìàíà � ïðîáëåìà êîíå÷íîìåðíîñòè G-ïðîñòðàíñòâ
àâòîìàòè÷åñêè ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà êëàññ õîðäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â ñëó÷àå, êîãäà G-ïðîñòðàíñòâî èìååò ñòðîãî âûïóêëûå øàðû ìàëîãî ðàäèó-
ñà, ïðîáëåìà êîíå÷íîìåðíîñòè áûëà ðåøåíà Â. Í. Áåðåñòîâñêèì â [2]. Íåêîòîðàÿ
ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Â. Í. Áåðåñòîâñêîãî ïðèìåíèòåëüíî ê õîðäîâûì ïðîñòðàí-
ñòâàì ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � G-ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû îòíî-

ñèòåëüíî âûäåëåííîãî ñåìåéñòâà îòðåçêîâ. Òîãäà îíî èìååò êîíå÷íóþ òîïîëîãè-

÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü.

Ëèòåðàòóðà

1. Busemann H., Phadke B. Spaces with distinguished geodesics.�N.Y., Basel: Marcel Dekker
Inc., 1987.

2. Áåðåñòîâñêèé Â. Í. Ê ïðîáëåìå êîíå÷íîìåðíîñòè G-ïðîñòðàíñòâà Áóçåìàíà // Ñèá. ìàò.
æóðí.�1977.�Ò. 18, � 1.�Ñ. 219�221.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 14-01-00219.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ¾ÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ¿
ÍÀ ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ k-ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Â. Â. Áàëàùåíêî

(Áåëàðóñü, Ìèíñê; ÁåëÃÓ)

Êëàññè÷åñêèìè àôôèíîðíûìè ñòðóêòóðàìè íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ òðà-
äèöèîííî ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû J (J2 = −id), ñòðóêòóðû
ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ P (P 2 = id), f -ñòðóêòóðû Ê. ßíî (f3 + f = 0) è ðÿä
äðóãèõ. Â òî æå âðåìÿ èìååòñÿ íåìàëî ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ àôôèíîð-
íûå ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìûå èíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð,
â ðàáîòå [1] ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êëàññ òàê íàçûâàåìûõ ¾çîëîòûõ¿ ñòðóê-

òóð, êîòîðûå ââåäåíû ïîñðåäñòâîì àôôèíîðà F , óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ
F 2 = F+id. Òàêîå óñëîâèå èíèöèèðîâàíî êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì x2−x−1 = 0,
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî 1+

√
5

2 = φ åñòü èçâåñòíîå çîëîòîå ñå÷åíèå (÷èñ-
ëî Ôèäèÿ).

Íåäàâíî â ðàáîòå [2] ðàññìîòðåí áîëåå îáùèé êëàññ àôôèíîðíûõ ñòðóêòóð
F òàê íàçûâàåìîãî ìåòàëëè÷åñêîãî ñåìåéñòâà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíå-
íèåì F 2 = pF + qI, ãäå p è q � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, I = id. Äëÿ òàêîãî ñåìåé-
ñòâà ñòðóêòóð èíèöèèðóþùåå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä x2 − px− q = 0,
à åãî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü σp,q íàçûâàåòñÿ (p, q)-ìåòàëëè÷åñêèì ÷èñëîì
(Vera W. de Spinadel [3]). ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ: çîëîòîå ÷èñëî (p =
q = 1); ñåðåáðÿíîå ÷èñëî (p = 2, q = 1); áðîíçîâîå ÷èñëî (p = 3, q = 1); ìåäíîå
÷èñëî (p = 1, q = 2) è äð.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ñòðóêòóðà ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ P ïîðîæäàåò äâå ìåòàë-
ëè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèèè M :

F1 =
p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
P, F2 =

p

2
I −

(
2σp,q − p

2

)
P.

Îáðàòíî, ëþáàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà F íà M îïðåäåëÿåò äâå ñòðóêòóðû
ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ:

P = ±
(

2

2σp,q − p
F − p

2σp,q − p
I

)
.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó ñòðóêòóðû F è P ïîðîæäà-
þò îäíè è òå æå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M , à ïîòîìó ñâîéñòâà ýòèõ
ñòðóêòóð âî ìíîãîì ñîâïàäàþò.

Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíûõ ñòðóêòóð ìå-
òàëëè÷åñêîãî ñåìåéñòâà íà îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ M = G/H ãðóïï Ëè.
Óòâåðäèòåëüíûé îòâåò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðàìêàõ òåîðèè îáîáùåííûõ ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Áîëåå òîãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëíîãî îïèñàíèÿ êàíî-
íè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ íà îäíîðîäíûõ k-ñèììåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [4, 5]) ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âñåõ êàíîíè÷åñêèõ
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ñòðóêòóð ¾ìåòàëëè÷åñêîãî ñåìåéñòâà¿ íà òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñèòóàöèÿ äåòà-
ëèçèðîâàíà êàê äëÿ ìàëûõ ïîðÿäêîâ k = 4, 5, 6, òàê è äëÿ ÷àñòíûõ òèïîâ ìå-
òàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Íàïðèìåð, âñå ìåòàëëè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà îäíîðîäíûõ
4-ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ èìåþò âèä

F =
p

2
I ±

(
2σp,q − p

2

)
θ2.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå èç ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ î êàíîíè÷åñêèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿõ è ñòðóêòóðàõ íà îäíîðîäíûõ k-ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
(ñì., íàïðèìåð, [6]) ìîãóò áûòü àäàïòèðîâàíû è ïåðåôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ
ìåòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÒÎ×ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ ÍÈÆÍÅÃÎ ÒÈÏÀ ÖÅËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÏÎÐßÄÊÀ ρ ∈ (0, 1) Ñ ÊÎÐÍßÌÈ ÇÀÄÀÍÍÛÕ

ÓÑÐÅÄÍÅÍÍÛÕ ÏËÎÒÍÎÑÒÅÉ

Ã. Ã. Áðàé÷åâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÏÃÓ)

Êëàññè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ òèï è
íèæíèé òèï, à ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ íóëåé èçìåðÿåòñÿ ïëîòíîñòÿìè èõ ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Ïðèâåäåì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü A = (λn)
∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùàÿ-

ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è âûïèñàííàÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîäóëåé. Ïóñòü äàëåå
nA(r) =

∑
0<|λn|6r 1 � ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) ýòîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, à NA(r) :=
∫ r
0

nA(t)
t dt � åå èíòåãðàëüíàÿ, èëè óñðåäíåííàÿ, ñ÷è-

òàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Çàäàäèì ρ > 0. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïëîòíîñòè ïðè ïîêàçàòåëå ρ (ρ-ïëîòíîñòè)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè ñîîòâåòñòâåííî

∆ ρ(A) := lim
r→+∞

nA(r)

rρ
, ∆ ρ(A) := lim

r→+∞

nA(r)

rρ
.

Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ óñðåäíåííûå ρ-ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A îïðåäåëÿ-
þòñÿ àíàëîãè÷íûìè ðàâåíñòâàìè

∆
∗
ρ (A) := lim

r→+∞

NA(r)

rρ
, ∆∗ρ(A) := lim

r→+∞

NA(r)

rρ
.

Òèïîì öåëîé ôóíêöèè f(z) ïðè ïîðÿäêå ρ (êîðîòêî, ρ-òèïîì) íàçûâàþò âåëè÷è-
íó

σρ(f) := lim
r→+∞

r−ρ lnmax
|z|=r

|f(z)|.

Çàìåíà â ýòîì ðàâåíñòâå âåðõíåãî ïðåäåëà íà íèæíèé ïðèâîäèò ê îïðåäåëå-
íèþ íèæíåãî ρ-òèïà öåëîé ôóíêöèè, êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü σ ρ(f). Âëèÿíèå
ïëîòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé Af èç C èëè èç R+ öåëîé
ôóíêöèè f(z) íà âåëè÷èíó åå òèïà ïîëíîñòüþ èçó÷åíî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû
äîïîëíÿåì îïèñàíèå ðîñòà öåëîé ôóíêöèè ïîðÿäêà ρ ∈ (0, 1) ïðè íåðåãóëÿðíîì
ïîâåäåíèè åå íóëåé. Òî÷íåå, ìû íàõîäèì íåóëó÷øàåìûå îöåíêè íèæíåãî ρ-òèïà
ñíèçó ÷åðåç óñðåäíåííûå ρ-ïëîòíîñòè êîðíåé, ðåøàÿ ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è â
äâóõ ïðèíöèïèàëüíûõ ñëó÷àÿõ: êîðíè ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ëó÷å; êîð-
íè ôóíêöèè ïðîèçâîëüíî ðàñïðåäåëåíû íà ïëîñêîñòè. Ðå÷ü èäåò î ñëåäóþùèõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ.

Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà ρ ∈ (0, 1), β∗ > 0 è α∗ ∈ [0, β∗]. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
ýêñòðåìàëüíûå âåëè÷èíû:

s∗C(α
∗; ρ) := inf

{
σ ρ(f) : Af = A ⊂ C, ∆ ∗ρ(A) = α∗

}
,
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s∗C(α
∗, β∗; ρ) := inf

{
σ ρ(f) : Af = A ⊂ C, ∆ ∗ρ (A) = α∗, ∆

∗
ρ(A) 6 β∗

}
,

s∗R+
(α∗ ; ρ) := inf

{
σ ρ(f) : Af = A ⊂ R+, ∆

∗
ρ(A) = α∗

}
,

s∗R+
(α∗, β∗; ρ) := inf

{
σ ρ(f) : Af = A ⊂ R+, ∆

∗
ρ(A) = α∗, ∆

∗
ρ(A) 6 β∗

}
,

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íèæ-
íåãî ρ-òèïà â êàæäîì èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé íà ïëîñêîñòè
íå çàâèñÿò îò âåðõíåé óñðåäíåííîé ρ-ïëîòíîñòè. Ýòîò âûâîä íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ρ > 0. Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë β∗ > 0 è

α∗ ∈ [0, β∗] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

s∗C(α
∗; ρ) = s∗C(α

∗ , β∗; ρ) = α∗.

Íèæíèå ãðàíè äîñòèãàþòñÿ íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ã ⊂ C, ó êîòîðîé
∆∗ρ(Ã) = α∗ è ∆

∗
ρ(Ã) = β∗.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ρ ∈ (0, 1). Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë β∗ > 0 è

α∗ ∈ [0, β∗] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

s∗R+
(α∗; ρ) = s∗R+

(α∗; β∗ , ρ) =
π ρ

sinπ ρ
α∗.

Íèæíèå ãðàíè äîñòèãàþòñÿ íà íåêîòîðîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ã ⊂ R+ ñ óñðåäíåííûìè ρ-ïëîòíîñòÿìè ∆∗ρ(Ã) = α∗ è ∆
∗
ρ(Ã) = β∗.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÁÅÐÃÌÀÍÀ

Õ. Õ. Áóð÷àåâ

(Ðîññèÿ, Ãðîçíûé; ×ÃÓ)

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. D(R) = {z ∈ C; |z| < R}, R > 1; D = D(1),
t = eiθ, 0 6 θ 6 2π; A(A(R)) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D(D(R));
dσ � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà D; Ap � ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà � ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Lp(D), 1 6 p < ∞, ïîðîæäåííîå ôóíêöèÿìè èç A;
A⊥p = {x : x ∈ Lq(D), 1/p + 1/q = 1,

∫∫
D x(z)f(z)dσ = 0, f ∈ Ap}; l ∈ A∗p:

l(φ) =
∫∫

D φ(z)ω̄(z)dσ, ω ∈ Aq; F (z) � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò (ý. ý.) ôóíêöèî-
íàëà l(φ): {∥F∥ 6 1, l(F ) = ∥l∥}; χ � ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ (ý. í. ï.)
äëÿ äëÿ ω̄(z): χ ∈ Lq(D), ∥ω̄ − χ∥Lq = inf{∥ω̄ − x∥Lq , x ∈ A⊥p }; χ(t) � ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ χ(z) ïî íåêàñàòåëüíûì ïóòÿì.

Â ïîñëåäíèå ïîëâåêà ïîÿâèëîñü ìíîãî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ
ñâîéñòâ ý. ý. è ý. í. ï. â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ïðè ðàçëè÷íûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà ÿäðî ôóíêöèîíàëà). Îòìåòèì ñðåäè íèõ [1�4]. Ïðîäîëæåíèåì
ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè ω ∈ A(R), òî F ∈ A(R).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 2 < p < ∞, ω ∈ A(R), òîãäà χ(t) = ψ̄(t) + ψ0(t),
ψ,ψ0 ∈ A(R).

Òåîðåìà 3. Åñëè 1 6 p < 2, ω ∈ A(R), òî χ(t) = ψ̄(t) + ψ0(t), ãäå ôóíêöèè
ψ(z) è ψ0(z) àíàëèòè÷íû íà D = {z ∈ C; |z| 6 1}.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÑÒÀÐÀß ÏÐÎÁËÅÌÀ ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÁÅÐÃÌÀÍÀ1

Õ. Õ. Áóð÷àåâ (Ðîññèÿ, Ãðîçíûé; ×ÃÓ),
Â. Ã. Ðÿáûõ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),
Ã. Þ. Ðÿáûõ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÄÃÒÓ)

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. D = {z ∈ C; |z| < 1}; T = {t ∈ C; |t| = 1}; dσ �
íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà D; dζ � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà T ; Ap �
ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Lp(D), ïîðîæäåííîå
ôóíêöèÿìè, àíàëèòè÷åñêèìè â D, 1 6 p < ∞ ; Hp � îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî
Õàðäè; A⊥p = {x : x ∈ Lq(D), 1/p + 1/q = 1,

∫∫
D x(z)z

ndσ = 0, n = 0, 1, . . . };
χ : χ ∈ Lq(D), ∥ω̄ − χ∥Lq = minx∈A⊥

p
∥ω̄ − x∥Lq , ω ∈ Aq; f � ýêñòðåìàëüíàÿ

ôóíêöèÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà l(f) : {∥f∥ 6 1, |l(f)| = ∥l∥};
lω ∈ A∗1: lω(φ) =

∫∫
D φ(z)ω̄(z)dσ; ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ lω ïðåäñòàâëåíà â

âèäå f = Φ2 ·B, ãäå B(z) � ôóíêöèÿ Áëÿøêå ôóíêöèè f(z), Φ2(z) � ôóíêöèÿ,
íå èìåþùàÿ íóëåé â D; ak � íóëè ôóíêöèè B(z).

Ïîèñê ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé çàäàííîãî ëè-
íåéíîãî ôóíêöèîíàëà íàä ïðîñòðàíñòâîìH1 çàíÿë áîëåå ñòà ëåò è áûë çàâåðøåí
ñòàòüÿìè [1, 2] è ìîíîãðàôèåé [3]. Ïåðâûìè èññëåäîâàíèÿìè ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä ïðîñòðàíñòâîì Áåðãìàíà ÿâèëèñü ðàáîòû [4�6].

Íà÷èíàÿ ñ êîíöà äâàäöàòîãî âåêà ïîÿâèëîñü ìíîãî ïóáëèêàöèé íà ýòó òåìó.
Îòìåòèì ñðåäè íèõ [7, 8]. Îäíàêî äî ñèõ ïîð, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñëó÷àåâ,
ïðèâåäåííûõ â[3] è [5] (ω(z) = zn, n ∈ N; ω(z) = 1

(1−d̄z)2 , d ∈ D), íå èçâåñòíû
ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè çàäàííîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íàä ïðîñòðàíñòâîì
Áåðãìàíà.

Ñôîðìóëèðóåì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé Φ, B, χ, ïîçâîëÿþùóþ íàéòè ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ lω ñ ω ∈
AC1(D).

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû f , ∥f∥A1 = 1, áûëà ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé äëÿ

ôóíêöèîíàëà lω, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Φ, B, χ óäîâëåòâîðÿëè ñëåäó-

þùåé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

tΦ(t) ∥lω∥ = t̄
∫∫
D

Φ(z)B(z)ω̄(z)dσ
(1−t̄z)2 + 1

2

∫∫
D

Φ(z)B′(z)ω̄(z)dσ
1−t̄z ,

∥lω∥
∫
T

Φ(ζ)B(ζ) dζ
(1−t̄ζ)Φ(ζ) =

∫∫
D

ω(z) Φ′(z)
Φ(z)

dσ
(1−t̄z)2 +

+ 1
2

∑
k

∫∫
D

(1−|ak|2)ω(z) dσ
(1−ākz)(z−ak)(1−t̄z) −

1
2

∑
k

1
1−ak t̄

∫∫
D

χ(z)dσ
z−ak + ω(t),∫

T

Φ̄(ζ)
Φ(ζ)

dζ
1−t̄ζ ∥lω∥ =

∫∫
D

ω̄(z)B(z)dσ
(1−t̄z)2 − 1

2

∫∫
D

ω̄(z)B′(z)dσ
1−t̄z −

∫∫
D

ω̄(z)B(z)
1−t̄z

Φ′(z)dσ
Φ(z) .

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 15-01-00331.
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Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííîãî âûøå êðèòåðèÿ áûëè íàéäåíû îáùèé âèä ýêñ-
òðåìàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ lω ñ ω(z) =

∑n
k=0 ckz

k, n = 0, 1, . . . , (lω(φ) =∑n
k=0 ck

φ(k)(0)
(k+1)! ) è äëÿ lω ñ ω(z) =

∑n
k=1

ck
(1−d̄kz)2

, ck ∈ C, dk ∈ D (lω(φ) =∑n
k=1 ckφ(dk)).
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ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÅ ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÓÐÛÑÎÍÀ

À. À. Ãåòîåâà

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÓ)

Ââåäåíèå

Îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûå îïåðàòîðû â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ, ââåäåííûå
âïåðâûå â ðàáîòå [1], ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé [2�7]. Â äàí-
íîé çàìåòêå ìû ñôîðìóëèðóåì îäèí ðåçóëüòàò î ïðîäîëæåíèè îðòîãîíàëüíî àä-
äèòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ëàòåðàëüíîãî èäåàëà íà âñå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà-
ôèè [8]. Ïóñòü E � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà è X � äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå T : E → X íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíî àääèòèâíûì, åñëè
T (x+ y) = T (x) + T (y) äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ E.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî T (0) = 0. Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíî àääèòèâ-
íûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, îòíîñè-
òåëüíî ñëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû.

Ïóñòü òåïåðü E è F � âåêòîðíûå ðåøåòêè è D ⊂ E. Îðòîãîíàëüíî àääèòèâ-
íûé îïåðàòîð T : E → F íàçûâàåòñÿ

• ïîëîæèòåëüíûì, åñëè Tx > 0 â F äëÿ ëþáûõ x ∈ E;
• ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûì íà ìíîæåñòâå D, åñëè T îòîáðàæàåò ïîðÿäêîâî

îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà D â ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â F .

Ïîäìíîæåñòâî D âåêòîðíîé ðåøåòêè E íàçûâàåòñÿ ëàòåðàëüíûì èäåàëîì,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• åñëè x ∈ D, òîãäà y ∈ D äëÿ ëþáîãî y ∈ Fx;
• åñëè x, y ∈ D, x⊥y, òîãäà x+ y ∈ D.

Ðåçóëüòàò

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïðîäîëæåíèå îðòîãîíàëü-
íî àääèòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿåò ëàòåðàëüíóþ íåïðåðûâíîñòü.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü E, F � ïîðÿäêîâî ïîëíûå âåêòîðíûå ðåøåòêè, D � ëà-

òåðàëüíûé èäåàë â E è T : D → F+ ëàòåðàëüíî íåïðåðûâíîå, îðòîãîíàëüíî

àääèòèâíîå, ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå íà D îòîáðàæåíèå. Òîãäà ìèíèìàëüíîå

ïðîäîëæåíèå T̃ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëàòåðàëüíî íåïðåðûâíûì.
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ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÁÀÇÈÑÀ Â ÄÎÏÎËÍßÅÌÛÕ
ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ßÄÅÐÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ÔÐÅØÅ

ÈÇ ÊËÀÑÑÎÂ (d1) È (d2)

À. Ê. Äðîíîâ

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ñîãëàñíî ãèïîòåçå À. Ïåë÷èíñêîãî âñÿêîå äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ÿäåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå ñ áàçèñîì òàêæå îáëàäàåò áàçèñîì. Âîïðîñ î
ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû À. Ïåë÷èíñêîãî äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì, õî-
òÿ èìåþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Îäèí èç
ìåòîäîâ, êîòîðûé ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëñÿ, áûë ââåäåí Á. Ñ. Ìèòÿãèíûì è îïè-
ðàëñÿ íà èíòåðïîëÿöèîííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, îãðàíè÷åííûõ íà áàíàõîâûõ
ïàðàõ. Åãî èñïîëüçîâàíèå, îäíàêî, âûçûâàëî íåîáõîäèìîñòü íàêëàäûâàòü ñó-
ùåñòâåííûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Îäèí èç ñïîñîáîâ èõ ñíÿòü ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ðàñøèðèòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è òåîðèè èíòåðïîëÿöèè íà ñëó÷àé, êîãäà
îïåðàòîðû îãðàíè÷åíû íå íà áàíàõîâûõ ïàðàõ, à íà ïàðàõ êîíóñîâ, âëîæåííûõ
â áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì èíòåðïîëÿöèîííîé
òðîéêè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ (E0, E1, E) ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíòåðïîëÿöèîííîé
òðîéêè êîíóñîâ (Q0, Q1, Q). Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ñïðàâåä-
ëèâîñòü ãèïîòåçû À. Ïåë÷èíñêîãî íà ïðîñòðàíñòâà èç êëàññîâ Äðàãèëåâà (d1)
è (d2).
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ÝÐÌÈÒÎÂÛ f -ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÍÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÉ
5-ÌÅÐÍÎÉ ÍÈËÜÏÎÒÅÍÒÍÎÉ ÃÐÓÏÏÅ ËÈ

Ï. À. Äóáîâèê

(Áåëàðóñü, Ìèíñê; ÁåëÃÓ)

Èçâåñòíî, ÷òî f -ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ïîëå ýíäîìîð-
ôèçìîâ f , äåéñòâóþùèõ â åãî êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ f3 + f = 0 [1]. Ìåòðè÷åñêàÿ f -ñòðóêòóðà íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
(M, g) ïîðîæäàåò ïàðó âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé Im f è Ker f
íà M . Ðÿä âàæíåéøèõ êëàññîâ ìåòðè÷åñêèõ f -ñòðóêòóð ìîæåò áûòü îïðåäåëåí
ïîñðåäñòâîì êîìïîçèöèîííîãî òåíçîðà T âèäà [2]:

T (X,Y ) =
1

4
f
(
∇fX(f)fY −∇f2X(f)f2Y

)
,

ãäå ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè g, X è Y � ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ
íà M . Êîìïîçèöèîííûé òåíçîð T èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ãåîìåòðèè
ìåòðè÷åñêèõ f -ñòðóêòóð. Ìåòðè÷åñêàÿ f -ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé f -
ñòðóêòóðîé (Hf -ñòðóêòóðîé: Hermitian f -structure), åñëè T (X,Y ) = 0 [2, 3].
Îòìåòèì, ÷òî ìåòðè÷åñêèå f -ñòðóêòóðû � ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîáùåííîé ïî÷òè

ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû èëè GAH-ñòðóêòóðû ðàíãà r íà (ïñåâäî)ðèìàíîâîì ìíî-
ãîîáðàçèè (M, g) [2].

Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè, g � åå àëãåáðà Ëè, g = ⟨·, ·⟩ � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ
ðèìàíîâà ìåòðèêà íà G. Òîãäà ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ∇, íà ðèìàíîâîì ìíîãî-
îáðàçèè (G, g = ⟨·, ·⟩) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé [4]:

∇XY =
1

2
[X,Y ] + U(X,Y ),

ãäå U : g × g → g � ñèììåòðè÷åñêîå áèëèíåéíîå îòîáðîæåíèå, îïðåäåëåííîå
ôîðìóëîé

2⟨U(X,Y ), Z⟩ = ⟨X, [Z, Y ]⟩+ ⟨[Z,X], Y ⟩ ∀X,Y, Z ∈ g.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó Ëè G ñ 5-ìåðíîé íèëüïîòåíòíîé àëãåáðîé Ëè L1
5, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè [5]:

[e1, e2] = e3, [e1, e4] = e5.

Äëÿ ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè âû÷èñëåíî äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ U íà
âåêòîðû àëãåáðû Ëè L1

5:

2U(X,Y ) = (x2y3 + x3y2 + x4y5 + x5y4)e1 − (x1y3 + x3y1)e2 − (x1y5 + x5y1)e4,

ãäå xi, yi � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ X,Y ∈ L1
5 â áàçèñå e1, . . . , e5. Äîêàçàíî ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ f -ñòðóêòóðà f íà ãðóïïå
Ëè G ñ àëãåáðîé Ëè L1

5 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ e1 ∈ Ker f . Òîãäà f -ñòðóêòóðà f
ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé f -ñòðóêòóðîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäàäèì íà ãðóïïå Ëè G ìåòðè÷åñêóþ (îòíîñèòåëüíî
åâêëèäîâîé ìåòðèêè) f -ñòðóêòóðó f ñî ñëåäóþùèì äåéñòâèåì íà áàçèñíûå âåê-
òîðû àëãåáðû Ëè L1

5:

f(e1) = 0, f(e2) = −e4, f(e3) = e5, f(e4) = e2, f(e5) = −e3.

Î÷åâèäíî, f -ñòðóêòóðà f óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì òåîðåìû 1, à çíà÷èò,
ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé f -ñòðóêòóðîé èëè f -ñòðóêòóðîé êëàññà Hf.
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òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ×ÀÑÒÈ×ÍÎ
ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ1

Ñ. Å. Æóêîâñêèé

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÐÓÄÍ)

Ïóñòü X, Y � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, çàäàíû äâà îòîáðàæåíèÿ ψ,φ : X → Y.
Òî÷êîé ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé ψ è φ íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå x ∈ X óðàâíåíèÿ

ψ(x) = φ(x).

Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ
îòîáðàæåíèé ψ è φ â ñ X è Y ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò â ýòîé ñòàòüå ñôîðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ íàêðûâàþùèõ îòîáðà-
æåíèé.

Â ïðåäñòàâëåííîì èññëåäîâàíèè ïîíÿòèå íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ïåðå-
íåñåíî íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå
îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X,≼), (Y,≼) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ
x ∈ X ïîëîæèì

OX(x) =
{
ξ ∈ X : ξ ≼ x

}
.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå ψ : X → Y áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííî

íàêðûâàþùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî u ∈ X èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

OY

(
ψ(u)

)
⊂ ψ

(
OX(u)

)
.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü òåîðåìó î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé â ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî U ⊂ X. ×åðåç
S(ψ,φ, U) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ öåïåé S ⊂ U òàêèõ, ÷òî

ψ(x) ≽ φ(x) ∀x ∈ S, ψ(x1) ≼ φ(x2) ∀x1, x2 ∈ S : x1 ≺ x2.

Òåîðåìà 1 [2]. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ X òàêîé, ÷òî ψ(x0) ≽ φ(x0);
îòîáðàæåíèå φ ìîíîòîííî; îòîáðàæåíèå ψ ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàþ-

ùèì; äëÿ ïðîèçâîëüíîé öåïè S ∈ S(ψ,φ, U) ñóùåñòâóåò íèæíÿÿ ãðàíèöà u ∈ X
öåïè S òàêàÿ, ÷òî ψ(u) ≽ φ(u).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ξ ∈ OX(x0) òàêàÿ, ÷òî ψ(ξ) = φ(ξ). Êðîìå òîãî, âî ìíîæå-
ñòâå {ξ ∈ OX(x0) : ψ(ξ) = φ(ξ)} ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Êíàñòåðà � Òàðñêîãî (ñì., íàïðèìåð, [3]) î íåïîäâèæíîé
òî÷êå ìîíîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ φ : X → X âûòåêàåò èç òåîðåìû 1. Áîëåå
ïîäðîáãî ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû â [2].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ, ïðîåêò � ÌÊ-5333.2015.1.
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ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÑÍÈÇÓ ÄËß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ×ÈÑËÀ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ
ÄÎÏÎËÍÅÍÈß ÏÐÅÄÅËÜÍÎÃÎ ÑÏÅÊÒÐÀ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Ò�EÏËÈÖÅÂÛÕ ÌÀÒÐÈÖ Ñ ÑÈÌÂÎËÎÌ ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈ

Ñ. À. Çîëîòûõ

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÄÃÒÓ)

Ïóñòü f � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè
îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà S1 = {z ∈ C : |z| = 1}:

f(z) =
∑
k∈Z

akz
k.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Tn(f) ò�eïëèöåâó ìàòðèöó ðàçìåðà n×n, ò. å. ìàòðèöó
Tn(f) = (ai,j)

n
i,j=1, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðîé çàäàþòñÿ ôîðìóëîé ai,j = ai−j .

Äëÿ k < −r è äëÿ k > h, ak = 0, ò. å. àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z) ïðåâðàùàåòñÿ
â ëîðàíîâñêèé ïîëèíîì

f(z) =
h∑

k=−r
akz

k,

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîé ôóíêöèè ò�eïëèöåâà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ëåíòî÷íîé.
Óïîðÿäî÷èì êàêèì-íèáóäü îáðàçîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {λn,i}n−1i=0 ìàòðèöû

Tn(f). Ïóñòü σn = σ(Tn(f)) = {λn,0, . . . , λn,n} � ñïåêòð ìàòðèöû Tn(f). Ìíîæå-
ñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {λk}, ãäå λk ∈ σik , limk→∞ ik = ∞,
áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ò�eïëèöåâûõ ìàòðèö
{Tn(f)}∞n=1 è îáîçíà÷àòü ÷åðåç σl(f).

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

b(t) = µ+ t−k(t− α)k(t− β)k,

ãäå µ, α, β ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, è α · β ̸= 0.

Òåîðåìà. 1. Åñëè k = 1 èëè k = 2, òîãäà C \ σl(b) ñâÿçåí.
2. Åñëè k > 3, òîãäà C \ σl(b) èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå

[
k+1
2

]
êîìïîíåíò

(âêëþ÷àÿ íåîãðàíè÷åííóþ êîìïîíåíòó).
3. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà j ìåæäó 1 è

[
k+1
2

]
ñóùåñòâóþò òàêèå

α, β, ÷òî C \σl(b) èìååò ðîâíî j êîìïîíåíò. Èìåííî α, β íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé{
−(α+ β) + 2

√
α · β = f1,

−(α+ β)− 2
√
α · β = f2.

Ïðè ýòîì f1, f2 ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü çíà÷åíèé èõ àðãóìåíòîâ

óäîâëåòâîðÿëà ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

π(r − 1)

k
<
∣∣ arg(f1)− arg(f2)

∣∣ < πr

k
, r = 1, . . . , k.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà áó-

äåò ðàâíÿòüñÿ [ r+1
2 ].

72



Ëèòåðàòóðà

1. Bottcher A. Ñ., Grudsky S. M. Spectral Properties of Banded Teoplitz Matrices.�SIAM,
2005.�422 ð.

2. Schmidt P., Spitzer F. The Teoplitz matrices of an arbitrary Laurent polynomial // Math.
Scand.�1960.� Vol. 8.�P. 15�38.

3. Çîëîòûõ Ñ. À., Ñòóêîïèí Â. À. Î âû÷èñëåíèè ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà ëåíòî÷íûõ ò�åïëèöå-
âûõ ìàòðèö // Ìàò. ôîðóì. Ò. 7. Èññëåäîâàíèÿ ïî ìàò. àíàëèçó.�Âëàäèêàâêàç: ÞÌÈ
ÂÍÖ ÐÀÍ è ÐÑÎ-À, 2013.�Ñ. 80�87.�(Èòîãè íàóêè. Þã Ðîññèè).

73



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÎÁ ÎÐÁÈÒÀÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÒÈÏÀ ÏÎÌÌÜÅ

Èâàíîâà Î. À. (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),
Ìåëèõîâ Ñ. Í. (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü î êîììóòàíòàõ è öèêëè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ îïåðàòîðà
òèïà Ïîììüå D0,g0 , äåéñòâóþùåãî èëè â âåñîâîì (LF )-ïðîñòðàíñòâå E öåëûõ
(â C) ôóíêöèé, èëè â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå A(Ω) ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω, ñîäåðæàùåé 0. Ïðè ýòîì

D0,g0(f)(t) :=


f(t)− g0(t)f(0)

t
, t ̸= 0,

f ′(0)− g′0(0)f(0), t = 0,

ãäå ôóíêöèÿ g0 òàêîâà, ÷òî g0(0) = 1 (ñîîòâåòñòâåííî, g0 ∈ E èëè g0 ∈ A(Ω)). Âå-
ñà, çàäàþùèå ïðîñòðàíñòâî E, óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíûì òåõíè÷åñêèì óñëî-
âèÿì.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü F � îäíî èç ïðîñòðàíñòâ E èëè
A(Ω); K(D0,g0) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ B â F
òàêèõ, ÷òî BD0,g0 = D0,g0B â F ; P(D0,g0) � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò îïåðà-
òîðà D0,g0 ; L(F ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ â E îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 1. Â L(E) è â L(A(Ω)) ñ òîïîëîãèåé ïðåäêîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè

K(D0,g0) ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì P(D0,g0).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C, ñîäåðæàùàÿ 0. Ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) Ñèñòåìà {Dn
0,g0

(f) : n > 0} (îðáèòà f) íåïîëíà â A(Ω) (ò. å. f íå ÿâëÿåòñÿ

öèêëè÷åñêèì ýëåìåíòîì îïåðàòîðà D0,g0 â A(Ω)).
(ii) Ôóíêöèè f è g0 èìåþò îáùèå íóëè â Ω èëè ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ

ôóíêöèÿ R òàêàÿ, ÷òî f = Rg0.

Ðàíåå àíàëîãè òåîðåìû 1 (î ïðåäñòàâëåíèè â L(A(Ω)) êîììóòàíòîâ îïåðàòî-
ðà D0,g0 ïðè g0 ≡ 1 â âèäå D0,g0-îïåðàòîðîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ò. e. ðÿäàìè
âèäà

∑∞
n=0 cnD

n
0,g0

) áûëè äîêàçàíû â ñëó÷àå, êîãäà Ω � êðóã |t| < R (Í. Å. Ëèí-
÷óê, Í. È. Íàãíèáèäà). Òåîðåìà 2 áûëà äîêàçàíà ïðåæäå Þ. Ñ. Ëèí÷óêîì ïðè
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ g0 íå îáðàùàåòñÿ â 0 â Ω.
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ÅÙÅ ÎÄÈÍ ÂÀÐÈÀÍÒ ÒÅÎÐÅÌÛ ÊÅËËÎÃÀ

Ñ. Á. Êëèìåíòîâ

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Åñëè â êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ L åñòü ðåãóëÿð-
íûé ãîìåîìîðôíûé îáðàç îêðóæíîñòè Γt: L = {z : z = z(t) ≡ z(s) = x(s)+iy(s)},
t = eis, z′(s) ̸= 0, z(t) ∈ Ck

α(Γt), k > 1, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ L ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó Ck

α è ïèñàòü L ∈ Ck
α.

Îáîçíà÷èì W
k− 1

p
p (Γ) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (ñëåäîâ) ôóíêöèé èç

êëàññà W k
p (D). Åñëè ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ L åñòü ðåãóëÿðíûé ãîìåîìîðô-

íûé îáðàç îêðóæíîñòè Γt, ïîëó÷àåìûé êàê ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè êëàñ-
ñà W k

p (D), k > 2, p > 2, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ L ïðèíàäëåæèò êëàññó

W
k− 1

p
p è ïèñàòü L ∈W

k− 1
p

p .

Ïóñòü îáëàñòü G îãðàíè÷åíà êðèâîé L ∈ Ck
α

(
W

k− 1
p

p

)
, òîãäà áóäåì ïèñàòü

G ∈ Ck
α

(
W

k− 1
p

p

)
, è ãîâîðèòü, ÷òî îáëàñòü G ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó

êëàññó.
Â êîìïëåêñíûõ ïëîñêîñòÿõ ïåðåìåííîé z è ïåðåìåííîé w ðàññìîòðèì äâå

îãðàíè÷åííûå çàìêíóòûå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè Dz è Gw ñ ãðàíèöàìè Γ è L ñî-

îòâåòñòâåííî, êëàññà Ck+1
α , k = 0, 1, 2, . . . , 0 < α < 1, ëèáî êëàññà W

k+1− 1
p

p ,
k = 1, 2, . . . , p > 2. Äàëåå îáîçíà÷àåì Dz = Dz ∪ Γ, Gw = Gw ∪ L. Õîðîøî
èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (òåîðåìà Êåëëîãà) [1�2].

Òåîðåìà 1. Åñëè Φ = Φ(z) � îäíîëèñòíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè

Dz ∈ Ck+1
α íà îáëàñòü Gw ∈ Ck+1

α , òî Φ(z) ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà Dz

íà Gw, ïðè÷åì Φ(z) ∈ Ck+1
α (Dz), à îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó

Ck+1
α (Gw).

Îñíîâíàÿ öåëü ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû � äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî àíàëîãà
òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Åñëè Φ = Φ(z) � îäíîëèñòíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè

Dz ∈W
k+1− 1

p
p , k > 1, p > 2, íà îáëàñòü Gw ∈W

k+1− 1
p

p , òî Φ(z) ïðîäîëæàåòñÿ äî
ãîìåîìîðôèçìà Dz íà Gw, ïðè÷åì Φ(z) ∈ W k+1

p (Dz), à îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

ïðèíàäëåæèò êëàññó W k+1
p (Gw).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè òåîðåìà 1 ñïðàâåäëèâà ïðè k = 1,
òî òåîðåìà 2 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ î ðåãóëÿðíîñòè êâàçèêîí-
ôîðìíîãî ãîìåîìîðôèçìà åäèíè÷íîãî êðóãà Dz = {z : |z| 6 1} ïðè ðåãóëÿðíîé
êîìïëåêñíîé õàðàêòåðèñòèêå, àíàëîãè÷íîìó òåîðåìå 2 èç [3].

Ðàññìîòðèì â êðóãå Dz óðàâíåíèå Áåëüòðàìè

∂z̄w − q(z)∂zw = 0, |q(z)| 6 q0 = const < 1, (1)
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q(z) ∈ W k
p (Dz), k = 1, 2, . . . , p > 2; ∂z̄ = 1

2(∂x + i∂y), ∂z = 1
2(∂x − i∂y) � ïðîèç-

âîäíûå â ñìûñëå Ñîáîëåâà.

Òåîðåìà 3. Åñëè w = w(z) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ãîìåîìîðôíî îòîáðà-
æàþùåå êðóãDz = {z : |z| 6 1} íà êðóãDw = {w : |w| 6 1}, òî w(z) ∈W k+1

p (Dz),

à îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó W k+1
p (Dw).

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà ãîìåîìîðôèçìîâ óðàâ-
íåíèÿ Áåëüòðàìè â [3] äëÿ q(z) ∈ Ck

α(Dz), k > 0, 0 < α < 1, íå îïèðàåòñÿ íà
òåîðåìó Êåëëîãà (ññûëêó íà òåîðåìó Êåëëîãà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 èç [3]
ìîæíî çàìåíèòü ññûëêîé íà ïðèíöèï ñèììåòðèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé).
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèâåäåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ñõåìà ðàññóæäåíèé äà-
åò íîâûé ñïîñîá ïåðåõîäà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 îò ñëó÷àÿ k = 1 ê ñëó÷àþ
ïðîèçâîëüíîãî k > 2.

Ëèòåðàòóðà
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ÃÅÎÌÅÒÐÈß ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÊÎÍÓÑÀ
Ê G-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÓ ÍÅÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ1

Ì. À. Êîë÷àð

(Ðîññèÿ, Àðõàíãåëüñê; ÑÀÔÓ)

Â ðàáîòå Ï. Ä. Àíäðååâà [1] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî êîíóñà ê G-ïðî-
ñòðàíñòâó Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Îíî èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â
äîêàçàòåëüñòâå â óêàçàííîì êëàññå ïðîñòðàíñòâ èçâåñòíîé ãèïîòåçû Áóçåìàíà,
óòâåðæäàþùåé, ÷òî âñÿêîå G-ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîá-
ðàçèåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàñàòåëüíûé êîíóñ îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíîé ñòðóê-
òóðîé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-
íû, KpX � åãî êàñàòåëüíûé êîíóñ â òî÷êå p. Òîãäà KpX èçîìåòðè÷åí ñòðîãî

âûïóêëîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà íåïîëîæè-
òåëüíîé êðèâèçíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾ñëàáî ôèíñëåðîâî ïðîñòðàíñòâî¿.

Ïîä ñëàáî ôèíñëåðîâûì ïðîñòðàíñòâîì ìû çäåñü ïîíèìàåì ãåîäåçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî X, ÿâëÿþùååñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, â êàæäîé òî÷-
êå p êîòîðîãî îïðåäåëåíî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî KpX, îñíàùåííîå ñòðîãî
âûïóêëîé íîðìîé. Êðîìå òîãî, â êàæäîé òî÷êå îïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíîå
îòîáðàæåíèå exp : KpX → X, àíàëîãè÷íîå ýêñïîíåíöèàëüíîìó îòîáðàæåíèþ
ôèíñëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â îäíîñâÿçíîì ñëó÷àå îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì. Âñå óêàçàííûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îòîáðàæåíèÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ íåïðåðûâ-
íî ñîãëàñîâàíû. Òàêèì îáðàçîì äîïóñòèìû çàäà÷è, õàðàêòåðíûå äëÿ ôèíñëåðî-
âîé ãåîìåòðèè, íàïðèìåð òàêèå, êàê çàäà÷à ïðåñëåäîâàíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî êëàññ
ãëàäêîñòè òàêèõ ñëàáî ôèíñëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ â îáùåì ñëó÷àå ïîâûñèòü íåëü-
çÿ.

Ëèòåðàòóðà
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ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÅ ÎÏÈÑÀÍÈß ÂÅÑÎÂÛÕ (LF )-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÀ ÊÎÍÓÑÀÕ

Å. Â. Êîìàð÷óê

(Ðîññèÿ, Àçîâ; ÀÒÈ ÄÃÒÓ)

Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü î ïðîáëåìå ïðîåêòèâíîãî îïèñàíèÿ ñ÷åòíûõ èíäóêòèâ-
íûõ ïðåäåëîâ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîíóñàõ, çàäàâàå-
ìûõ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûìè âåñàìè.

Ïóñòü Y � íîðìèðîâàííîå (êîìïëåêñíîå èëè âåùåñòâåííîå) ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ íîðìîé ∥·∥; X � êîíóñ â Y . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ñ èíäóöèðîâàííîé
èç Y òîïîëîãèåé ëîêàëüíî êîìïàêòíî.

Ïóñòü hn : X → R, n ∈ N, � íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ñòå-
ïåíè ρ > 0 ôóíêöèè òàêèå, ÷òî hn 6 hn+1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Äàëåå ω :
[0,+∞) → [0,+∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé limt→+∞ ω(t) = +∞
è limt→+∞ ω(t)/t

ρ = 0. Ïîëîæèì ω(x) := ω(∥x∥), x ∈ X. Îïðåäåëèì âåñîâûå
ôóíêöèè

wnk(x) := exp(−hn(x) + kω(x)), x ∈ X, n, k ∈ N,
è ââåäåì âåñîâûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

C(wnk, X) :=
{
f ∈ C(X)

∣∣ ∥f∥nk := sup
x∈X

|f(x)|wnk(x) < +∞
}
, n, k ∈ N.

Ïîëîæèì WC(X) := indnprojkC(wnk, X).
Àññîöèèðîâàííîå ñ (wnk)n,k∈N ñåìåéñòâî âåñîâ W ñîñòîèò èç âñåõ ïîëóíåïðå-

ðûâíûõ ñâåðõó ôóíêöèé w : X → [0,+∞) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóþò
αn > 0 è k = k(n), äëÿ êîòîðûõ w 6 αnwnk íà X. Ïðîåêòèâíàÿ îáîëî÷êà èíäóê-
òèâíîãî ïðåäåëà WC(X) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

CW (X) :=
{
f ∈ C(X)

∣∣ ∥f∥w := sup
x∈X

|f(x)|w(x) < +∞, ∀w ∈W
}
.

Òîïîëîãèÿ CW (X) çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì ïðåäíîðì ∥ · ∥w, w ∈ W . (LF )-ïðîñò-
ðàíñòâî WC(X) íåïðåðûâíî âëîæåíî â CW (X).

Òåîðåìà. 1) WC(X) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì CW (X).
2) Àëãåáðàè÷åñêîå ðàâåíñòâîWC(X) = CW (X) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ∀n ∃m ∀µ ∃C > 0:

hµ(x)− hm(x) 6 C(hm(x)− hn(x)), x ∈ X.

Ïðîáëåìà òîïîëîãè÷åñêîãî è àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîåêòèâíûõ îïèñàíèé ðåøåíà
òàêæå è äëÿ (LF )-ïðîñòðàíñòâà CW (X) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X, çàäàâàå-
ìîãî ñåìåéñòâîì âåñîâ

wnk(x) := exp

(
−hn(v(x))−

(
α+

1

k

)
ω(x)

)
, x ∈ X, n, k ∈ N,

ãäå α > 0; hn : Γ → R, n ∈ N, � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ñòåïåíè ρ > 0
ôóíêöèè; Γ � êîíóñ â íîðìèðîâàííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Z, à v : X → Γ �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ íåêîòîðûì ¾íàêðûâàþùèì¿ ñâîéñòâîì.
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A DECOMPOSITION THEOREM1

Z. A. Kusraeva

(Russia, Vladikavkaz; SMI)

The purpose of this work is to show that the Decomposition Theorem which is
established for vector lattices (by S. S. Kutateladze in [1]) holds also in a case of
arbitrary ordered spaces.

An operator P : X → Y ∪ {+∞} is called sublinear if P (0) = 0, P (x + y) 6
P (x)+P (y) and P (λx) = λP (x) for all x, y ∈ X and 0 6 λ ∈ R (with the convention
+∞+ y = y +∞ = +∞ and λ(+∞) = +∞ (y ∈ Y , λ ∈ R+).

De�ne domP := {x ∈ X : P (x) < +∞}. The collection of all linear operators
from X into Y dominated by P is called the support set of P and denoted by ∂P ;
symbolically,

∂P :=
{
T ∈ L(X,Y ) : Tx 6 P (x), ∀x ∈ X

}
,

where L(X,Y ) is the space of all linear operators from X to Y .
A positive decomposition of an operator T is an N -tuple (T1, . . . , TN ) with N ∈ N,

Tk > 0 (k := 1, . . . , N), and T = T1 + . . .+ TN .
For an increasing sublinear operator P : X → Y ∪ {+∞} de�ne the operator

Pf : XN → Y ∪ {+∞} as

Pf(x1, . . . , xN ) = inf
{
P (x) : x1, . . . , xN 6 x

}
.

For the necessary information see [2].
Decomposition Theorem. Assume that H1, . . . ,HN are cones in an ordered

vector space X. Assume further that P and Q are increasing sublinear operators

from X to Y ∪{+∞} and H1×· · ·×HN +∆N (dom(P ))−XN
+ is a subspaces in XN .

The inequality

Pf(h1, . . . , hN ) > Qf(h1, . . . , hN )

holds for all (h1, . . . , hN ) ∈ H1×· · ·×HN if and only if to each positive decomposition

(T1, . . . , TN ) of any T ∈ ∂Q there is a positive decomposition (S1, . . . , SN ) of some
S ∈ ∂P such that

Sk(hk) > Tk(hk) (hk ∈ Hk; k := 1, . . . , N).

This result is very important in convex analysis.
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Î ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ ÊÂÀÇÈÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ
Â ÎÄÍÎÉ ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÎÉ ÂÅÐÑÈÈ ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ

À. Â. Ëóêèí

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â [1] ïðè ïîìîùè ìîäèôèêàöèè ëîêàëüíîé ñòðóêòóðû Ñèìîíåíêî � Êîçà-
êà [2] ïîëó÷åí êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà äëÿ ñâåðòîê ñ
êîìïàêòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü èññëåäîâàòü
êîíñòðóêöèþ êâàçèýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîé èíäóöèðîâàííîé íà ïîäàë-
ãåáðû ëîêàëüíîé ñòðóêòóðîé.

Ïóñòü A � áàíàõîâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé e, X � êîìïàêò, à ΣX � áîðåëåâñêàÿ
σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X, p : ΣX → A � ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà
íàäX (îïðåäåëåíèå ñì. â [2]). Ïóñòü X̃(⊂ X) � êîìïàêò, Ã � áàíàõîâà ïîäàëãåá-
ðà àëãåáðû A ñ åäèíèöåé ẽ. Åñëè p(Σ

X̃
) ⊂ Ã è p(X̃) = ẽ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

îòîáðàæåíèå p̃ = p|Σ
X̃

: Σ
X̃

→ Ã èíäóöèðóåò â Ã ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó íà X̃.
Ýëåìåíòû a, b ∈ A íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü u òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî ∥(a− b)p(u)∥ < ε,
∥p(u)(a− b)∥ < ε. Ñîêðàùåííî áóäåì ïèñàòü a ∼x b.

Ïóñòü A, B � áàíàõîâû àëãåáðû ñ ëîêàëüíûìè ñòðóêòóðàìè íàä ïðîñòðàí-
ñòâàìè X è Y , ïîðîæäåííûìè îòîáðàæåíèÿìè p : ΣX → A è p′ : ΣY → B; a ∈ A
è b ∈ B � ýëåìåíòû ýòèõ àëãåáð, x ∈ X è y ∈ Y � ôèêñèðîâàííûå òî÷êè. Ïóñòü
ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè u è v òî÷åê x è y, ãîìåîìîðôèçì φ : u → v è èçîìîð-
ôèçì T : p(u)Ap(u) → p′(v)Bp′(v), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) φ(x) = y;
2) ∀w ∈ Σu T (p(w)) = p′(φ(w));
3) T (p(u)ap(u)) ∼y p

′(v)bp′(v).
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò a â òî÷êå x êâàçèýêâèâàëåíòåí ýëåìåíòó b â òî÷êå y.
Ñîêðàùåííî áóäåì ïèñàòü a ∼x φ, T ∼y b èëè a ∼x∼y b.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a ∼x φ, T ∼y b; X̃(⊂ X) è Ỹ (⊂ Y ) � êîìïàêòû òàêèå,

÷òî x ∈ X̃, y ∈ Ỹ ; Ã è B̃ � áàíàõîâû ïîäàëãåáðû àëãåáð A è B ñ åäèíèöàìè

ẽ ∈ Ã è ẽ′ ∈ B̃ òàêèå, ÷òî a ∈ Ã, b ∈ B̃, ñ èíäóöèðîâàííûìè ëîêàëüíûìè

ñòðóêòóðàìè p̃ è p̃′ íà êîìïàêòàõ X̃ è Ỹ . Ïóñòü ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè ũ(⊂
u ∩ X̃) â X̃ è ṽ(⊂ v ∩ Ỹ ) â Ỹ òî÷åê x è y ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî φ(ũ) = ṽ
è T (p̃(ũ)Ãp̃(ũ)) = p̃′(ṽ)B̃p̃′(ṽ); Φ è Ψ � áàíàõîâû àëãåáðû ñ åäèíèöàìè eΦ è eΨ,
äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ íåïðåðûâíûå èçîìîðôèçìû κ : Ã → Φ è ψ : B̃ → Ψ,
ñîõðàíÿþùèå åäèíèöó. Òîãäà

1) îòîáðàæåíèÿ q = κp̃ : Σ
X̃

→ Φ è q′ = ψp̃′ : Σ
Ỹ
→ Ψ îïðåäåëÿþò ëîêàëüíûå

ñòðóêòóðû â Φ è Ψ;
2) ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì T ′ : q(ũ)Φq(ũ) → q′(ṽ)Ψq′(ṽ) òàêîé, ÷òî κ(a) ∼x

φ̃, T ′ ∼y ψ(b).

×åðåç Vp(= Vp(Rk)), ãäå p > 1, k > 2, îáîçíà÷èì çàìêíóòóþ ïîäàëãåáðó
L(Lp(Rk)), ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðàìè ìíîãîìåðíîé ñâåðòêè ñ ÿäðîì èç L1(Rk).
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Ïóñòü X � õàóñäîðôîâ êîìïàêò ñ ìåðîé, Kp � èäåàë êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ

â L(Lp(X)), V
Kp
p = Vp ⊗ Kp, M � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Rk,

óäîâëåòâîðÿþùåå îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè, Kx � êîíóñ ñ âåðøèíîé
â x. ÏóñòüQm � ïðîåêòîð íà ïåðâûåm ýëåìåíòîâ áàçèñà â Lp(X), PM � ïðîåêòîð
íà ìíîæåñòâî M . ×åðåç AX îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñåìåéñòâ {Am}m>1 ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ Am : (PmX ⊗Qm)Lp(Rk×X) → (PmX ⊗Qm)Lp(Rk×X)
òàêèõ, ÷òî supm>1 ∥Am∥ < ∞; ÷åðåç JX = {{Am}m>1 ∈ AX : limm→∞ ∥Am∥ = 0}
îáîçíà÷èì çàìêíóòûé äâóõñòîðîííèé èäåàë â AX . Êëàññ ñìåæíîñòè ýëåìåíòà
{Am}m>1(∈ AX) ïî èäåàëó JX , ÿâëÿþùèéñÿ ýëåìåíòîì ôàêòîð-àëãåáðû AX/JX ,
îáîçíà÷èì ÷åðåç [{Am}m>1]JX .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A ∈
(
VKp
p

)+
, òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂M èìååò ìåñòî

êâàçèýêâèâàëåíòíîñòü[
{(PmM⊗Qm)A(PmM⊗Qm)}m>1

]
JM

∼x∼x

[
{(PmKx⊗Qm)A(PmKx⊗Qm)}m>1

]
JKx

.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ ÒÅÎÐÈÈ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ ÑÓÌÌÀÌÈ
ÔÓÐÜÅ � ÕÀÀÐÀ Â ÂÅÑÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ËÅÁÅÃÀ

Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÌ

Ì. Ã. Ìàãîìåä-Êàñóìîâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðÿäà Ôóðüå � Õààðà
∑∞

k=1 ckχk(x), ck =
∫ 1
0 f(t)χk(t) dt, äëÿ

ôóíêöèè f(x) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ áûëà ñóììèðóåìîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ âîïðîñîâ òåîðèè ïðèáëèæåíèé ñóììàìè Ôóðüå �
Õààðà â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü íàëîæåíèÿ íà âåñ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ áóäåò âûïîëíåíî âëîæå-
íèå

Lp(x)
w (E) ⊂ L1(E). (1)

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ íà âåñ w(x), ïðè êîòîðûõ áóäåò ñïðàâåä-
ëèâî óêàçàííîå âëîæåíèå.

Ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü w(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïî÷òè âñþ-
äó (ï. â.) ïîëîæèòåëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ (âåñ), îïðåäåëåííàÿ íà ìíî-
æåñòâå E = [0, 1]. Âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì

L
p(x)
w (E) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ íà E ôóíêöèé f(x), óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèþ
∫
E |f(x)|p(x)w(x) dx <∞. Êàê èçâåñòíî [1�3], åñëè

1 6 ess inf
x∈E

p(x) 6 ess sup
x∈E

p(x) <∞, (2)

òî òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà Lp(x)
w (E) íîðìèðóåìà è îäíó èç ýêâèâàëåíòíûõ íîðì

ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîëàãàÿ äëÿ f ∈ L
p(x)
w (E)

∥f∥p(·),w(E) = inf

{
α > 0 :

∫
E

∣∣∣∣f(x)α
∣∣∣∣p(x)w(x) dx 6 1

}
.

Ñèìâîëîì P(E) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ íà ìíîæåñòâå E ôóíê-
öèé p(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2). Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ îáîçíà÷åíèå
P̂(E) äëÿ ïîäìíîæåñòâà èç P(E), âêëþ÷àþùåãî òîëüêî òå p(x), êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ 1 < ess infx∈E p(x).

Ìíîæåñòâî âåñîâûõ ôóíêöèé w(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

(H1) w(x) > c(w) > 0, x ∈ E1 = {x ∈ E : p(x) = 1} (ï. â.),

(H2)
∥∥∥w− 1

p(·)
∥∥∥
p′(·)

(E2) <∞, E2 = E \ E1,

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hp(·)(E).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíî-

øåíèÿ (1).
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Òåîðåìà 1. Åñëè w(x) ∈ Hp(·)(E), p(x) ∈ P(E), òî èìååò ìåñòî âëîæåíèå (1),
ïðè÷åì

∥f∥1(E) 6 c(p, w)∥f∥p(·),w(E).

Íà âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî óñëîâèÿ (H1) è (H2) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè,
â íåêîòîðîé ñòåïåíè îòâå÷àþò ïðèâåäåííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p(x) ∈ P(E) è èìååò ìåñòî (1). Òîãäà âåñ w(x) áóäåò

óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (H1).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p(x) ∈ P̂(E). Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåëî ìåñòî âëîæåíèå (1),
íåîáõîäèìî, ÷òîáû w(x)α(x) ∈ L1(E) äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè α(x), êîòî-
ðàÿ ïðè íåêîòîðîì ε > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

− 1

p(x)− 1
+ ε 6 α(x) 6 1, x ∈ E. (3)

Î òîì, êàê ñâÿçàíû êëàññû Hp(·)(E) ïðè ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëÿõ p(x), ïîêà-
çàíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4. Åñëè 1 6 p(x) 6 q(x) 6 q(E) <∞, òî Hp(·)(E) ⊂ Hq(·)(E).
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PROPERTIES OF SEMI-ORTHOGONAL PROJECTIONS

M. S. Matvejchuk

(Russia, Kazan; KFU)

Introduction. Many papers are devoted to quantum logic. A quantum logic [1]
is a set L endowed with a partial order 6 and unary operation ⊥ such that the
following conditions are satis�ed:

(i) L possesses a least and a greatest element, 0 and I, and 0 ̸= I;
(ii) a 6 b implies b⊥ 6 a⊥ for any a, b ∈ L;
(iii) (a⊥)⊥ = a for any a ∈ L;
(iv) if {ai}i∈X is a �nite subset of L such that ai 6 a⊥j for i ̸= j, then supremum

∨i∈Xai exists in L;
(v) if a, b ∈ L and a 6 b, then b = a ∨ (b ∧ a⊥).
Sometimes replaced axioms (iv), (v) on:
(iv′) if a 6 b⊥ then there exist a ∨ b;
(v′) if a, b ∈ L and a 6 b, then there exist c 6 a⊥ such that b = a ∨ c.
Two elements a, b ∈ L are called orthogonal if a 6 b⊥. We will denote the

orthogonality of a, b by the symbol a ⊥ b.
An important interpretation of a quantum logic is the set of all orthogonal

projections on a Hilbert space and on a space with conjugation operator [2].

Some de�nitions. Let Cm,n denote the set of complex m×n matrices. Usually
two vectors in Cm,1 are called orthogonal if their Euclidean inner product is zero, i. e.
x∗y = 0 for x, y ∈ Cm,1 and x, y is said to be semi-orthogonal [3] if ℜx∗y = 0. The
symbol A∗ will stand for the conjugate transpose of A ∈ Cm,n. By H(A) we denote
the Hermitian part of A, i. e.H(A) = 1

2(A+A∗). It is well known that A ∈ Cm,m is an
orthogonal projection, i. e. an Hermitian idempotent, if and only if (Im−A)x and Ax
are orthogonal for all x ∈ Cm,1. By the analogy (see [3]), a matrix A ∈ Cm,m is called
a semi-orthogonal projection if the vectors (Im−A)x, Ax are semi-orthogonal for all
x ∈ Cm,1. This is equivalent that (Im − A∗)A is skew-Hermitian, which is satis�ed
if and only if A∗A equals the Hermitian part of A, i. e. A∗A = 1

2(A+ A∗) = H(A).
We wish to make clear that a semi-orthogonal projection need not be a projection
in the usual sense, since it is not necessarily an idempotent.

Theorem 5 [3] says: Let A, B ∈ Cm,m be semi-orthogonal projections. Let α be

an arbitrary real scalar such that 0 < α < 1. Then the following statements hold:

(a) A∗B is a semi-orthogonal projection if and only if H(A∗B) = H(A∗BA).
(b) A+B is a semi-orthogonal projection if and only if H(A∗B) = 0.
(c) A−B is a semi-orthogonal projection if and only if H(A∗B) = H(B).
(d) αA + (1 − α)B is a semi-orthogonal projection if and only if H(A∗B) =

1
2 [H(A) +H(B)].

We note: the condition (d) is ful�lled if and only if A = B.

A partial order on semi-orthogonal projections. Let us denote by Sor the
set of all semi-orthogonal projections from Cm,m. First we o�er a pseudo partial order
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and unary operation ⊥, with respect to which Sor becomes well-known structure. Let
A,B ∈ Sor.

Put A 61 B if B −A ∈ Sor, A⊥ := Im,m −A, and A ⊥ B if B 61 A
⊥.

Example. Let p, q ∈ C2,2, q ̸= p⊥, q ̸= p are an one-dimensional orthogonal
projections. Let λ ∈ C be such that |λ|2 = ℜλ, 0 ̸= λ ̸= 1. It is clear that λp⊥,
(1−λ)q ∈ Sor. In addition, λp 61 λ(p+p

⊥) = λI2,2 ∈ Sor, λI2,2 61 (λI2,2+(1−λ)q) ∈
Sor. By λp⊥+(1−λ)q ̸∈ Sor, we have λp ̸<1 λI2,2+(1−λ)q = λp+(λp⊥+(1−λ)q).

Remark. If A, B ∈ Sor and A 61 (I − B) then AB ̸= 0, in general, (see, for
instance, A = λP , B = (1−λ)P (Here |λ|2 = ℜλ and P is an orthogonal projection,
dimP = 1)).

Theorem. On the set Sor with 61 and
⊥ the conditions (i)− (iv), (iv′), (v′) are

ful�lled.

Now, we o�er a partial order on the set Sor.

Definition. Let A, B ∈ Sor. Put A 6 B if there exist �nite subset {Ai}n1 ⊂ Sor

such that (A+A1+ · · ·+Ak−1)+Ak ∈ Sor for all k, 1 6 k 6 n and A+
∑n

i=1Ai = B.

Let us turn to Example. By the construction, λp < (λI2,2 + (1− λ)q).
It is clear that the relation 6 is a transitive relation and 61 entails 6. But the

converse is not true (see Example). The relation6 is an analogue of the corresponding
partial order relation on the set of all orthogonal projections.
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ÑÒÐÎÃÀß ÂÛÏÓÊËÎÑÒÜ È ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÅ ÎÏÈÑÀÍÈß

Ñ. Í. Ìåëèõîâ

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Äîêëàä ïîñâÿùåí ïðîáëåìå àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîåêòèâíîãî îïèñàíèÿ ñ÷åò-
íûõ èíäóêòèâíûõ ïðåäåëîâ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ ôóíêöèé, èçî-
ìîðôíûõ ñèëüíûì ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâàì ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ íà
âûïóêëûõ ëîêàëüíî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ CN . Äàëåå Q îáîçíà÷àåò âû-
ïóêëîå ëîêàëüíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â CN , ò. å. âûïóêëîå ìíîæåñòâî, èìå-
þùåå ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïóñòü
(Qn)n∈N � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Q.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Qn ⊂ Qn+1 è Qn âûïóêëî äëÿ
ëþáîãî n ∈ N. Ïóñòü H(Q) � ïðîñòðàíñòâî ðîñòêîâ âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷å-
ñêèõ íà Q, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà proj←nH(Qn). Çäåñü
H(Qn) � (LB)-ïðîñòðàíñòâî ðîñòêîâ âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ íà êîìïàê-
òå Qn. Ïóñòü Hn � îïîðíûå ôóíêöèè Qn. Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ âåñîâûå ôóíê-
öèè vn,k(z) := exp(−Hn(z) − |z|/k), n, k ∈ N, z ∈ CN . Âåñîâîé èíäóêòèâíûé
ïðåäåë V H(CN ) ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
V H(CN ) := indn→proj←kH(vn,k,CN ), ãäå

H
(
vn,k,CN

)
:=
{
f ∈ H

(
CN
) ∣∣ ∥f∥vn,k

:= sup
z∈CN

vn,k(z)|f(z)| <∞
}
.

(Ñèìâîë H(CN ) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ â CN ôóíêöèé.) Ïðåîáðà-
çîâàíèå Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñèëüíîãî
ñîïðÿæåííîãî H(Q)′b ê H(Q) íà V H(CN ). Ê. Ä. Áèðøòåäò, Ð. Ìàéçå, Â. Ñàì-
ìåðñ [1] ââåëè àññîöèðîâàííóþ ñèñòåìó V âñåõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó âåñîâ
v : CN → [0,+∞) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóþò αn > 0 è k = k(n),
äëÿ êîòîðûõ v 6 αnvn,k íà CN . Ïðîåêòèâíîé îáîëî÷êîé âåñîâîãî èíäóêòèâíîãî
ïðåäåëà V H(CN ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

HV
(
CN
)
:=
{
f ∈ H

(
CN
) ∣∣ ∥f∥v := sup

z∈CN

v(z)|f(z)| <∞ ∀ v ∈ V
}

ñ ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé ïðåäíîðì
{∥ · ∥v | v ∈ V }. Ïðîñòðàíñòâî V H(CN ) íåïðåðûâíî âëîæåíî â HV (CN ).
Ïðîáëåìà àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîåêòèâíîãî îïèñàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäå-
ëåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâà V H(CN ) è HV (CN ) ñîâïàäàþò
àëãåáðàè÷åñêè. Ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ïîëó÷åíû â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ
àíàëîãîâ (ëîêàëüíîé) ñòðîãîé âûïóêëîñòè è ëèíåéíîé âûïóêëîñòè. Ïðèâåäåì
äâà ðåçóëüòàòà (äëÿ N > 1 è N = 1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âíóòðåííîñòü Q íåïóñòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé

êîìïëåêñíîé ãèïåðïëîñêîñòè T òàêîé, ÷òî T ∩Q = ∅, ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëü-
íàÿ ãèïåðïëîñêîñòü Π, äëÿ êîòîðîé T ⊂ Π è Π∩Q = ∅, è ïåðåñå÷åíèå Q ñ ëþáîé

86



îïîðíîé êîìïëåêñíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ê Q êîìïàêòíî. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ àë-

ãåáðàè÷åñêîå ðàâåíñòâî V H(CN ) = HV (CN ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Q ⊂ C. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
(i) Âûïîëíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ðàâåíñòâî V H(CN ) = HV (CN ).
(ii) Äîïîëíåíèå Q (äî C) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ.
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ÑÏÅÖÈÔÈÊÀ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÎÒÐÅÇÊÀ Â ÒÅÎÐÈÈ
ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ÁÅÐÍØÒÅÉÍÀ

Ì. À. Ïåòðîñîâà (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÏÃÓ),
È. Â. Òèõîíîâ (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÓ),

Â. Á. Øåðñòþêîâ (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÍÈßÓ ÌÈÔÈ)

Â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ñëó-
÷àé ñòàíäàðòíîãî îòðåçêà [0, 1] (ñì. [1�7]). Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C[0, 1] ïîëèíîìû
Áåðíøòåéíà îïðåäåëÿþò ôîðìóëîé

Bn(f, x) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Ck
n x

k (1− x)n−k, n ∈ N. (1)

Ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî îòðåçêà [−1, 1] òàêæå âàæåí â çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè.
Îí èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó è ëó÷øå ïðèñïîñîáëåí äëÿ èçó÷åíèÿ ÷åòíûõ è íå÷åò-
íûõ ôóíêöèé. Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C[−1, 1] ïîëèíîìû Áåðøòåéíà ââîäÿò ïî ïðà-
âèëó

Bn(f, x) =
1

2n

n∑
k=0

f

(
2k

n
− 1

)
Ck
n (1 + x)k (1− x)n−k, n ∈ N. (2)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ è õàðàêòåðà ñõîäèìîñòè êîíñòðóêöèè (1)
è (2) íå èìåþò ïðèíöèïèàëüíûõ ðàçëè÷èé. Îäíàêî, ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå è àë-
ãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà íà [0, 1] è íà [−1, 1] ñóùåñòâåííî
ðàçíÿòñÿ. Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñäåëàòü àêöåíò èìåííî íà òàêèõ ðàçëè÷èÿõ.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà íà [−1, 1] áóäóò îáñóæäàòüñÿ

1) ÿâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü ïî ñòåïåíÿì x è ñâÿçàííûå ñ íåé êîìáèíà-
òîðíûå ýôôåêòû;

2) êîíêðåòíûå âûðàæåíèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà äëÿ âàæíûõ ïðèìåðîâ
ñòåïåíåé xp è ñèììåòðè÷íîãî ìîäóëÿ |x|;

3) òî÷íûé çàêîí ðåãóëÿðíîãî ïîïàðíîãî ñîâïàäåíèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà
â ñëó÷àå êóñî÷íî ëèíåéíîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè;

4) ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêèõ òåîðåì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òåõíè÷åñêèìè ïî-
ïðàâêàìè.

Îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ïåðå÷èñëåííûì òåìàì ïðåäñòàâëåíû â íåäàâíèõ
ïóáëèêàöèÿõ [8�11]. Òàêæå áóäóò çàòðîíóòû íåêîòîðûå íåðåøåííûå ïðîáëåìû,
ñâÿçàííûå ñ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà íà ñèììåòðè÷íîì îòðåçêå.
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ÌÅÒÎÄ ÏÎÄÎÁÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ1

Ä. Ì. Ïîëÿêîâ

(Ðîññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÃÓ)

Ïóñòü L2[0, 1]� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà [0, 1]
êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =

1∫
0

x(τ) y(τ) dτ, x, y ∈ L2[0, 1].

×åðåç W 4
2 [0, 1] îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà {y : [0, 1] → C : y, y′, y′′ íåïðå-

ðûâíûå íà [0, 1], y′′′ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è y(IV ) ∈ L2[0, 1]}.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Lbc : D(Lbc) ⊂ L2[0, 1] → L2[0, 1], îïðåäåëåííûé ñëåäó-

þùèì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì:

l(y) = y(IV ) − a(t)y′′ − b(t)y, ãäå a, b ∈ L2[0, 1].

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(Lbc) îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ êðàåâûõ óñëîâèé:

(a) ïåðèîäè÷åñêèå bc = per: y(j)(0) = y(j)(1), j = 0, 1, 2, 3;

(b) àíòèïåðèîäè÷åñêèå bc = ap: y(j)(0) = −y(j)(1), j = 0, 1, 2, 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, D(Lbc) = {y ∈W 4
2 [0, 1] : y óäîâëåòâîðÿåò bc}. Îïåðàòîð L0

bc :
D(Lbc) = D(Lbc) ⊂ L2[0, 1] → L2[0, 1], L0

bcy = y(IV ), ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì
îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé.

Äëÿ ôóíêöèé a, b ∈ L2[0, 1] ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

a(t) =
∑
k∈Z

ake
i2πkt, b(t) =

∑
k∈Z

bke
i2πkt,

ãäå ak, bk, k ∈ Z, � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé a è b ñîîòâåòñòâåííî.
Ñïåêòðû σ(Lbc) îïåðàòîðîâ Lbc, bc ∈ {per, ap}, ïðåäñòàâèìû â âèäå:

(a): σ(Lper) = {(2πn)4, n ∈ Z+ = N∪{0}}. Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ
n ̸= 0 èìååò âèä E0

n = Span{e1n, e2n}, ãäå e1n(t) = e−i2πnt, e2n(t) = ei2πnt, t ∈ [0, 1].
Åñëè n = 0, òî E0

0 = {αe0, α ∈ C}, ãäå e0(t) = 1, t ∈ [0, 1].

(b): σ(Lap) = {π4(2n+ 1)4, n ∈ Z+ = N ∪ {0}}. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò âèä E0

n = Span{e1n, e2n}, ãäå e1n(t) = e−iπ(2n+1)t, e2n(t) =
eiπ(2n+1)t, t ∈ [0, 1].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 15-31-20241 ìîë_à_âåä.
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Ïðîåêòîðû Ðèññà Pn, n ∈ Z+, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) Pnx = (x, e1n)e
1
n + (x, e2n)e

2
n, n ∈ N, P0x = (x, e0)e0;

(b) Pnx = (x, e1n)e
1
n + (x, e2n)e

2
n, n ∈ Z+,

äëÿ âñåõ x ∈ L2[0, 1].
Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ

âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè a, a′, b ∈ L1[0, 1] íåìíîãî áîëåå îáùåãî âèäà
áûë ïðèâåäåí â [1]. Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì íåñêîëüêî áîëåå óïðîùåí-
íûé îïåðàòîð, íî ñíèìàåì êàêèå-ëèáî óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàëû, êðîìå èõ ïðè-
íàäëåæíîñòè L2[0, 1]. Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìåòîä
ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 1. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lbc ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîì-

ïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé è åãî ñïåêòð ïðåäñòàâèì â âèäå σ(Lbc) = σ̃m ∪ {λ̃n, n >
m+ 1} äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N, ãäå σ̃m � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ÷èñëîì òî÷åê íå

ïðåâîñõîäÿùèì m. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃n îïåðàòîðà Lper äîïóñêàþò ñëåäó-

þùóþ àñèìïòîòèêó:

λ̃n =
(
2πn

)4
+ (2πn)2a0 + βnn

2,

ãäå (βn) � ñóììèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ îïåðàòîðà Lap

áóäåò ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ àñèìïòîòèêà.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð −Lbc, bc ∈ {per, ap}, ãåíåðèðóåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëó-

ãðóïïó îïåðàòîðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå áóäåò òàêæå ïðèâåäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-
äåíèå ýòîé ïîëóãðóïïû.

Êðîìå òîãî, áûëè ïîëó÷åíû òåîðåìû îá îöåíêàõ ïðîåêòîðîâ Pn è îöåíêàõ
ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Ëèòåðàòóðà

1. Áàäàíèí À. Â., Êîðîòÿåâ Å. Ë. Ñïåêòðàëüíûå îöåíêè äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî îïåðàòîðà
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà // Àëãåáðà è àíàëèç.�2010.�Ò. 22, � 5.�Ñ. 1�48.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÏÎÐÎÆÄÀÞÙÈÕ ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÕ
ÂÅÑÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ÖÅËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ1

Ä. À. Ïîëÿêîâà

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Ïóñòü HΦ(C) =
{
f ∈ H(C) : ∥f∥n = supz∈C

|f(z)|
expφn(z)

< ∞, ∀n ∈ N
}
�

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìîå âåñîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Φ = (φn)

∞
n=1. Äàëåå, ïóñòü p � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è

ïðè êàæäîì i îò 1 äî p çàäàíû ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî HΦi(C) ïðîñòðàí-
ñòâà HΦ(C) è öåëàÿ ôóíêöèÿ ai(z), ÿâëÿþùàÿñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì èç HΦi(C)
â HΦ(C). Òîãäà

∑p
i=1 aiHΦi(C) ⊂ HΦ(C). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè a1, . . . , ap è ïîä-

ìíîæåñòâà HΦ1(C), . . . , HΦp(C) ïîðîæäàþò HΦ(C), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∑p
i=1 aiHΦi(C) = HΦ(C).
Â ðàáîòå âûäåëåí âàæíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé êëàññ âåñîâûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé Φ = (φn)
∞
n=1, φn(z) = un(|z|) + v(z), ñîñòîÿùèõ èç ðàäèàëüíûõ

è íåðàäèàëüíîé êîìïîíåíò. Ñôîðìóëèðîâàíû ëåãêî ïðîâåðÿåìûå óñëîâèÿ íà Φ,
ïðè êîòîðûõ óñòàíîâëåíî ïîëíîå îïèñàíèå ïîðîæäàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-
ñòðàíñòâ HΦ(C).

Èìåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè un : [0,∞) → R íåïðåðûâíû, íå óáû-
âàþò è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: 1) un(ex) âûïóêëà íà [0,∞), n ∈ N; 2) ñå-
ìåéñòâî (un)

∞
n=1 ðàâíîìåðíî ρ-óñòîé÷èâî íà [0,∞); 3) ∀n ∈ N ∃Dn > 0:

un+1(t) + ln 1+t2

ρ(t) 6 un(t) + Dn, t > 0. Ôóíêöèÿ v : C → R � ïðîèçâîëüíàÿ ñóá-
ãàðìîíè÷åñêàÿ ρ-óñòîé÷èâàÿ ôóíêöèÿ â C. Çäåñü ρ = ρ(t) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ ðàññòîÿíèÿ (îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ è ρ-óñòîé÷èâîñòè
ñì. â [1]).

Äàëåå, ïóñòü ri(z) � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â C
ôóíêöèÿ è Φi =

(
φn(z) − ri(z)

)
, n ∈ N, 1 6 i 6 p. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Φi, 1 6 i 6 p, èìåþò òàêîé æå âèä, ÷òî è Φ, è óäîâëåòâîðÿþò
ïåðå÷èñëåííûì âûøå òðåáîâàíèÿì.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèè a1, . . . , ap è ïîäìíîæåñòâà

HΦ1(C), . . . ,HΦp(C) ïîðîæäàëè HΦ(C), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîë-

íÿëîñü óñëîâèå

∀m ∈ N ∃n ∈ N, ∃B > 0 :

p∑
i=1

|ai(z)|
eri(z)

> Be−um(z)+un(z), z ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîëó÷åííîì íåäàâíî ðåçóëüòàòå î ðàçðåøèìî-
ñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè � Ðèìàíà â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 14-01-31083.
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èçìåðèìûõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ âåñîâûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç óêàçàí-
íîãî êëàññà.

Òåîðåìà 1 ãîðàçäî áîëåå ïðîñòà è óäîáíà â ïðèìåíåíèè, ÷åì èçâåñòíûé ðàíåå
ðåçóëüòàò Î. Â. Åïèôàíîâà ( ñì. [2, òåîðåìà 4]). Êðîìå òîãî, çà ñ÷åò ââåäåíèÿ
ôóíêöèè ρ(z) îíà ïðèìåíèìà äëÿ íîâûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ [2] âåñîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèëîæåíèé òåîðåìû 1 â ðàáîòå óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ
íîðìàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâàõ óëüòðà-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé Ðóìüå.

Ëèòåðàòóðà

1. Abanin A. V., Pham Trong Tien. Continuation of holomorphic functions and some of its
applications // Stud. Math.�2010.�Vol. 200.�P. 279�295.

2. Åïèôàíîâ Î. Â. Î ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè � Ðèìàíà â êëàññàõ
ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ ñ âåñîì è ñèñòåìîé âåñîâ // Ìàò. çàìåòêè.�1992.�Ò. 51, � 1.�
Ñ. 83�92.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È Î ÏÀÐÐÀËËÅËÅÏÈÏÅÄÀÕ1

Í. Â. Ðàññêàçîâà

(Ðîññèÿ, Ðóáöîâñê; ÐÈÈ ÀëòÃÒÓ)

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è èíòåðåñîâàëè ÷åëîâåêà ñ äðåâíèõ âðåìåí. È â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ èíòåðåñ ê ðåøåíèþ çàäà÷ òàêîãî òèïà íå îñëàáåâàåò. Èíòåðåñíîé
çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ ïîïåðå÷íûõ
ìåð Ìèíêîâñêîãî äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P = ABCDA′B′C ′D′ ñ
çàäàííûì ãåîäåçè÷åñêèì äèàìåòðîì D(P ).

Ïîä ãåîäåçè÷åñêèì (âíóòðåííèì) äèàìåòðîì ïàðàëëåëåïèïåäà P (òî÷íåå, åãî
ïîâåðõíîñòè) áóäåì ïîíèìàòü ìàêñèìàëüíîå ãåîäåçè÷åñêîå (âíóòðåííåå) ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ïàðîé òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà. Îáîçíà÷èì |AB| = a,
|AD| = b, |AA′| = c, ãäå 0 6 a 6 b 6 c.

Ñîïîñòàâèì ïàðàëëåëåïèïåäó P ñëåäóþùèå èíòåãðàëû ïîïåðå÷íûõ ìåð Ìèí-
êîâñêîãîWi, i = 0, 1, 2, 3 [6]:W0(P ) = V (P ),W1(P ) = F (P )/3,W2(P ) =M(P )/3,
W3(P ) = const = 4π/3, ãäå V (P ) = abc� îáúåì, F (P ) = 2(ab+ac+bc)� ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè, M(P ) = π(a+ b+ c) � èíòåãðàë ñðåäíåé êðèâèçíû.

Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå âûðîæäåííûå ïàðàëëåëåïèïå-

äû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ a = 0.
Ñëó÷àé W3 = 4π/3 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì.
Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè F (P ) ïàðàëëåëåïèïåäà P

áûëè íàéäåíû Þ. Ã. Íèêîíîðîâûì è Þ. Â. Íèêîíîðîâîé â [7], ãäå áûëî äî-
êàçàíî, ÷òî ìàêñèìóì ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè äîñòèãàåòñÿ íà ïàðàëëåëåïèïåäå ñ
ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð a : b : c = 1 : 1 :

√
2. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ab+ ac+ bc 6 1+2
√
2

6 (D(P ))2.
Ìèíèìóì â äàííîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ðàâåí 0 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà (âû-
ðîæäåííûõ) ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñî ñâîéñòâîì a = b = 0.

Äàëåå â [3] áûëè ïîëó÷åíû ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëà ñðåäíåé

êðèâèçíû M(P ). Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå M(P ) äîñòèãàåòñÿ â òî÷-
íîñòè íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð a : b : c = 0 : 1 : 1,
à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå � íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðåáåð
a : b : c = 0 : 0 : 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî πD(P ) 6M(P ) 6 π

√
2D(P ).

È, íàêîíåö, â [4] áûëè ïîëó÷åíû ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ îáúåìà V (P ) ïàðàë-
ëåëåïèïåäà. Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìóì ðàâåí 0 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà (âû-
ðîæäåííûõ) ïàðàëëåëåïèïåäàõ ïðè a = 0. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îáúåìà V (P )
cðåäè âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ çàäàííûì ãåîäåçè÷åñêèì äèà-
ìåòðîì äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ðå-
áåð a : b : c = 1 : 1 :

√
2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî

ïàðàëëåëåïèïåäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî abc 6 1
6
√
3
D(P )3.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîä-
äåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèé ó÷åíûõ è âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ, ãðàíò � ÍØ-2263.2014.1.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÊÐÀÒÍÎÉ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÈ Â ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ Â ÊÐÓÃÅ ÔÓÍÊÖÈÉ1

Å. Ã. Ðîäèêîâà (Ðîññèÿ, Áðÿíñê; ÁÃÓ),
Â. À. Áåäíàæ (Ðîññèÿ, Áðÿíñê; ÁÃÓ),
Ô. À. Øàìîÿí (Ðîññèÿ, Áðÿíñê; ÁÃÓ)

Ïóñòü C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, D � åäèíè÷íûé êðóã íà C, H(D) � ìíî-
æåñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî α > 0
îïðåäåëèì êëàññ S∞α (ñì. [1]):

S∞α :=

{
f ∈ H(D) : T (r, f) 6 Cf

(1− r)α

}
,

ãäå Cf > 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çíà÷åíèÿ êîòîðîé çàâèñÿò ðàçâå ÷òî
îò ôóíêöèè f , r ∈ [0, 1), T (r, f) = 1

2π

∫ π
−π ln

+ |f(reiφ)| dφ � õàðàêòåðèñòèêà
Ð. Íåâàíëèííû ôóíêöèè f (ñì. [2]).

Õîðîøî èçâåñòíî, åñëè f ∈ S∞α , òî

M(r, f) = max
|z|6r

|f(z)| 6 exp

{
cf

(1− r)α+1

}
ïðè âñåõ α > 0, cf > 0 (ñì. [1]).

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó êðàòíîé èíòåðïîëÿöèè â êëàññå S∞α : ïóñòü {αk}∞1 è
{γk}∞1 � ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èçD; îáîçíà÷èì
÷åðåç qj � êðàòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà αj âî âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}∞1 ,
sj > 1 � êðàòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà αj íà îòðåçêå {αk}jk=1. Î÷åâèäíî, ÷òî
1 6 sj 6 qj 6 +∞. Òðåáóåòñÿ âûÿâèòü êðèòåðèè äëÿ {αk}∞1 è {γk}∞1 , îáåñïå÷è-
âàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f ∈ S∞α òàêîé, ÷òî

f (sk−1)(αk) = γk, k = 1, 2, . . .

Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ èíòåðïîëÿöèè ñòàëà èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ ïîñëå îñ-
íîâîïîëàãàþùåé ðàáîòû Ë. Êàðëåñîíà [3] îá èíòåðïîëÿöèè â êëàññå îãðàíè÷åí-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Çàäà÷à êðàòíîé èíòåðïîëÿöèè â êëàññàõ Õàðäè
ðåøàëàñü â ðàáîòå Ì. Ì. Äæðáàøÿíà (ñì. [4]).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷å-
íèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî p ∈ Z+ ñèìâîëîì πp(z, αj) áóäåì îáîçíà÷àòü
áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Ì. Ì. Äæðáàøÿíà ñ íóëÿìè â òî÷êàõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {αj}+∞j=1 ⊂ D (ñì. [5]):

πp(z, αj) =

+∞∏
j=1

αj − z

1− αjz
αj exp

{
p∑

s=1

1

s

(
1− |αj |2

1− αjz

)s
}
.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 13-01-97508, è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, ïðîåêò
� 1.1704.2014Ê.
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Îáîçíà÷èì πp,n(z, αj) ïðîèçâåäåíèå πp(z, αj) áåç n-ãî ôàêòîðà.
Êàê óñòàíîâëåíî â [5], ïðîèçâåäåíèå πp(z, αj) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-

ìåðíî â D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

+∞∑
j=1

(1− |αj |)p+1 < +∞.

Óãëîì Øòîëüöà Γδ(θ) ñ âåðøèíîé â òî÷êå eiθ íàçûâàåòñÿ óãîë ðàñòâîðà πδ,
0 < δ < 1, áèññåêòðèñà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì reiθ, 0 6 r < 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {αj}+∞j=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-
ÿì

n(r) = card {αk : |αk| < r} 6 c

(1− r)α+1
,

∣∣πp,n(αj , αn)
∣∣ > exp

−c0
(1− |αn|)α+1

, p > α, c0 > 0,

sup
k>1

{qk} = q,

îòíåñåì ê êëàññó ∆̃.
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {αk} ⊂
∪n

s=1 Γδ(θs)

äëÿ íåêîòîðîãî 0 < δ < 1
α+1 . Åñëè {αk}∞1 ∈ ∆̃, òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{γk}∞1 òàêîé, ÷òî

|γk| 6 exp
δ

(1− |αk|)α+1
, k = 1, 2, . . . , (1)

ìîæíî ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ f ∈ S∞α , ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì èí-

òåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è

f (sk−1)(αk) = γk, k = 1, 2, . . . (2)

Îáðàòíî, åñëè çàäà÷à (2) ðàçðåøèìà ïðè âñåõ sk > 1 è {γk}∞1 , óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ (1), òî {αk}∞1 ∈ ∆̃.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÒÎ×ÍÎÌ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÅ
ÄËß ÑÒÅÏÅÍÅÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ËÀÏËÀÑÀ

Å. Î. Ñèâêîâà

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÓ)

Ïóñòü F : L2(Rd) → L2(Rd) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(Rd). Åñëè α > 0 è
ôóíêöèÿ f(·) ∈ L2(Rd) òàêîâà, ÷òî ôóíêöèÿ ψ : ξ → |ξ|α(Ff)(ξ) òàêæå ïðèíàä-
ëåæèò L2(Rd), òî (α/2)-ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ôóíêöèè f(·) íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé åñòü ψ(·), è îáîçíà÷àåòñÿ (−∆)α/2f(·).

ßñíî, ÷òî (−∆)0f(·) = f(·), à åñëè α = 2 è ôóíêöèÿ f(·) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ,
òî ýòî îáû÷íûé åå ëàïëàñèàí:

∂2f(x)

∂x21
+ · · ·+ ∂2f(x)

∂x2d
.

Ñîáîëåâñêèì ïðîñòðàíñòâîì Wα
2 (Rd) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ôóíê-

öèé f(·) ∈ L2(Rd), ÷òî ôóíêöèÿ ξ 7→ (1 + |ξ|2)α/2(Ff)(ξ) òàêæå ïðèíàäëåæèò
L2(Rd) (W0

2 (Rd) = L2(Rd)). Ýòî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì (

f(·), g(·)
)
=

1

(2π)d

∫
Rd

(
1 + |ξ|2

)α
(Ff)(ξ)(Fg)(ξ) dξ

è ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìîé

∥∥f(·)∥∥Wα
2 (Rd)

=

 1

(2π)d

∫
Rd

(
1 + |ξ|2

)α ∣∣(Ff)(ξ)∣∣2 dξ
1/2

.

Â ïðîñòðàíñòâå Wα
2 (Rd) ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî

Wα
2,∞(Rd) =

{
f(·) ∈ Wα

2 (Rd)
∣∣ (Ff)(·) ∈ L∞(Rd)

}
.

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

γ(d) = 2d−1πd/2Γ(d/2),

ãäå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü α > 0, β > 0 è α − β > d/2. Òîãäà äëÿ âñåõ ôóíêöèé

f(·) ∈ Wα
2,∞(Rd) ñïðàâåäëèâî òî÷íîå íåðàâåíñòâî∥∥∥(−∆)β/2f(·)

∥∥∥
L∞(Rd)

6 K
∥∥∥(Ff)(·)∥∥∥ 2α−2β−d

d+2α

L∞(Rd)

∥∥∥(−∆)α/2f(·)
∥∥∥ 2d+2β

d+2α

L2(Rd)
,

ãäå

K =
(d/2 + α)

d+β
d+2α

d+ β

(
2α− β

γ(d)(2α− 2β − d)

) 2α−β
d+2α

.
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Òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, íà êîòîðîé ýòî
íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Äàííîå íåðàâåíñòâî åñòü àíàëîã íåðà-
âåíñòâ äëÿ ïðîèçâîäíûõ Ëàíäàó � Êîëìîãîðîâà, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü
â àíàëèçå, â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

Ëèòåðàòóðà

1. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ Ã. Ã., Òèõîìèðîâ Â. Ì. Î íåðàâåíñòâàõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîëìîãîðîâ-
ñêîãî òèïà // Ìàò. ñá.�1997.�Ò. 188, � 12.�Ñ. 73�106.

2. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ Ã. Ã., Ñèâêîâà Å. Î. Íàèëó÷øåå âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà
ôóíêöèè ïî åå íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó // Ìàò. ñá.�2012.�Ò. 203, � 4.�Ñ. 119�130.

3. Ñèâêîâà Å. Î. Îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëàïëàñèàíà ôóíêöèè ïî åå íåòî÷íî çà-
äàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí.�2012.�Ò. 14, � 4.�Ñ. 63�72.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÎÁ ÎÏÅÐÀÒÎÐÅ ÐÅØÅÍÈß ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÍÀ ÍÅÂÛÏÓÊËÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

Ë. Â. Ñòåôàíåíêî

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïóñòü G � îáëàñòü â C; A(G) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå âñåõ ôóíêöèé, àíà-
ëèòè÷åñêèõ â G. Äëÿ öåëîé ôóíêöèè a(z) =

∑∞
n=0 anz

n, z ∈ C, íóëåâîãî òèïà
ïðè ïîðÿäêå 1 äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà a(D)(f) =∑∞

n=0 anf
(n) ëèíåéíî è íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò A(G) â A(G). Óñëîâèÿ ñþðüåê-

òèâíîñòè îïåðàòîðà a(D) : A(G) → A(G) ïîëó÷åíû Þ. Ô. Êîðîáåéíèêîì [1],
Ñ. Â. Çíàìåíñêèì [2] è Î. Â. Åïèôàíîâûì [3]. Â ïîñëåäíèå 30 ëåò ïîÿâèëîñü çíà-
÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, â êîòîðûõ ðåøàëàñü ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíî-
ãî íåïðåðûâíîãî ïðàâîãî îáðàòíîãî (ËÍÏÎ) ê îïåðàòîðó a(D) : A(G) → A(G).
Îíà ïîëíîñòüþ ðåøåíà äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé G (S. Momm, Þ. Ô. Êîðîáåé-
íèê, Ñ. Í. Ìåëèõîâ). Äëÿ íåâûïóêëûõ îáëàñòåé G ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ
ïîëó÷åíî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå èäåò ðå÷ü î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ îïåðà-
òîð a(D) : A(G) → A(G) èìååò ËÍÏÎ. Ýòè óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ,
ñâÿçûâàþùèõ ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè a, åå íóëåé è ãåîìåòðèè
îáëàñòè G. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ èç ðàáîò [1�3] è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Äàëåå q � ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëåíèé âûïóêëîñòè G, h(−θ) � îïîðíàÿ
ôóíêöèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè G. Ïðè ýòîì θ ∈ R íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèåì âû-
ïóêëîñòè îáëàñòè G, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ R ìíîæåñòâî {z|G ∩ Re (ze−iθ) > a}
ñâÿçíî.

Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, îòëè÷íàÿ îò C; φ � êîíôîðìíîå îòîáðà-
æåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà |z| < 1 íà Ω; Ωr = φ({z ∈ C| |z| 6 r}) � ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ìíîæåñòâà óðîâíÿ; hr(−θ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ (âûïóêëîãî) êîìïàêòà Ωr,
r ∈ (0, 1). Ïîëîæèì

dΩ(θ) = lim
r→1−0

h(−θ)− hr(−θ)
1− r

, θ ∈ R.

dΩ(θ) � õàðàêòåðèñòèêà ãðàíè÷íîãî ïîâåäåíèÿ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ φ.
Âñåãäà dΩ(θ) ∈ (0,+∞].

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (RE), åñëè
supθ∈R dΩ(θ) < +∞.

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{− arg λk| a(λk) = 0} (íóëè λk ïîïàðíî ðàçëè÷íû). Äëÿ ìíîæåñòâà M ⊆ C
ñèìâîë M îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå M (â C); à ∂M � ãðàíèöó M (â C). Ïðèâåäåì
îäèí èç ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà. 1) Åñëè ôóíêöèÿ a ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì è îáëàñòü G
îäíîñâÿçíàÿ, òî îïåðàòîð a(D) : A(G) → A(G) èìååò ËÍÏÎ.
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2) Ïóñòü ôóíêöèÿ a îòëè÷íà îò ìíîãî÷ëåíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü Ω ⊆ G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (RE) è
òàêàÿ, ÷òî

(i) Ω è G èìåþò â òî÷êå α îáùóþ îïîðíóþ ïðÿìóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ íà-

ïðàâëåíèþ âûïóêëîñòè θ0;
(ii) Ω ∩ ∂G = {α};
(iii) A = {−θ0} è −θ0 ∈ q.
Òîãäà îïåðàòîð a(D) : A(G) → A(G) èìååò ËÍÏÎ.

Çàìå÷àíèå. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ðàíåå Þ. Ô. Êîðîáåéíèêîì â ñëó-
÷àå, êîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ êðóãîì [4, òåîðåìà 6.1]. Ñóùåñòâóþò îáëàñòè G (è îïåðàòî-
ðû a(D)), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îáëàñòü Ω íå ìîæåò áûòü êðóãîì.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÑÂßÇÈ ßÍÃÈÀÍÎÂ È ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÀÔÔÈÍÍÛÕ ÑÓÏÅÐÀËÃÅÁÐ

Â. À. Ñòóêîïèí

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÄÃÒÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Lg ñóïåðàëãåáðó Ëè (ëîðàíîâñêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ)
ïåòåëü ñî çíà÷åíèÿìè â áàçèñíîé ñóïåðàëãåáðå Ëè g. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ïðîñòî
àôôèííàÿ (ñóïåð) àëãåáðà Êàöà � Ìóäè áåç öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà è ãðàäó-
èðîâî÷íîãî ýëåìåíòà d, çàäàþùåãî äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ìû ïîñòðîèì ãîìî-
ìîðôèçì êâàíòîâîé (ñóïåð)àëãåáðû òîêîâ U~(Lg) íà êâàíòîâóþ (ñóïåð)àëãåáðó
Y~(g), èç êîòîðîé ÿíãèàí Y (g) ïîëó÷àåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé ïðè ~ = 1. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ áàçèñíîé ñóïåðàëãåá-
ðû Ëè òèïà A(m,n) (ñì. [1]).

Ïóñòü {Ei,r, Fi,r,Hi,r}i∈I, r∈Z � òîêîâûå îáðàçóþùèå êâàíòîâîé àôôèííîé àë-
ãåáðû U~((Lg), à {ei,k, fi,k, hi,k}i∈I, k∈Z+ � îáðàçóþùèå ÿíãèàíà Y~(g) ([1]). Îïðå-
äåëèì îòîáðàæåíèå

Φ : U~((Lg) → Y~(g) (1)

íà îáðàçóþùèõ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

Φ(Hi,r) =
~

qi − q−1i

∑
k>0

ti,k
rk

k!
,

Φ(Ei,r) = erσ
+
i

∑
m>0

g+i,mei,m,

Φ(Fi,r) = erσ
−
i

∑
m>0

g−i,mfi,m.

(2)

Çäåñü, êàê è âûøå â ýòîé ãëàâå, ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
q = e~/2, qi = qdi � ýëåìåíòû ñèììåòðèçóþùåé ìàòðèöû äëÿ ìàòðèöû Êàðòàíà
(ñóïåð) àëãåáðû Ëè g = A(m,n). Ìû èñïîëüçóåì ñèñòåìó ëîãàðèôìè÷åñêèõ îá-
ðàçóþùèõ {ti,r}i∈I, r∈N êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû Y~(h) ⊂ Y~(g) ïîðîæäåííóþ
ýëåìåíòàìè {hi,r}i∈I, r∈N , àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìå, ëîãàðèôìè÷åñêèõ êàðòàíîâñêèõ
îáðàçóþùèõ, îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ äëÿ ÿíãèàíà. Ýòè ëîãàðèôìè÷åñêèå îáðàçó-
þùèå äëÿ êâàíòîâàííîé óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé ñóïåðàëãåáðû îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì äëÿ ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé:

~
∑
r>0

ti,ru
−r−1 = log

(
1 +

∑
r>0

hi,ru
−r−1

)
. (3)

Ýëåìåíòû {g±i,m}i∈I,m∈N ëåæàò â ïîïîëíåíèè àëãåáðû Y~(h) è îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä: G(v) =

log
(

v
ev/2−ev/2

)
∈ Q[[v]] è îïðåäåëèì γi ∈ Ŷ 0[v] ôîðìóëîé

γi(v) = ~
∑
r>0

ti,r
r!

(
− d

dv

)r+1

G(v).
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Òîãäà ∑
m>0

g±i,mv
m =

(
~

qi − q−1i

)1/2

exp

(
γi(v)

2

)
.

Îêîí÷àòåëüíî, σ±i � ýòî ãîìîìîðôèçìû ïîäñóïåðàëãåáð

σ±i : Y~(b±) (⊂ Y~(g)) → Y~(b±),

êîòîðûå çàäàþòñÿ íà îáðàçóþùèõ {hi,r, ei,r, fi,r} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îíè îñòàâ-
ëÿþò íåïîäâèæíûìè îáðàçóþùèå hi,k, à íà îñòàëüíûå îáðàçóþùèå äåéñòâóþò
ñäâèãàìè σ+i : ej,r → ej,r+δij , σ

−
i : fj,r → fj,r+δij .

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. 1. Îòîáðàæåíèå

Φ : U~((Lg) → Y~(g),

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (1), (2) è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àññî-

öèàòèâíûõ àëãåáð.

2. Îòîáðàæåíèå Φ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ãîìî-

ìîðôèçìà òîïîëîãè÷åñêèõ ïîïîëíåíèé:

Φ̂ : Û~(Lg) → Ŷ~(g), (4)

ïðè÷åì îòîáðàæåíèå Φ̂ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîïîëîãè÷åñêèõ àññîöèàòèâíûõ

(ñóïåð) àëãåáð.

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÂÅÉÂËÅÒÛ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ×ÅÁÛØÅÂÀ ÂÒÎÐÎÃÎ ÐÎÄÀ

Ì. Ì. Ñóëòàíàõìåäîâ

(Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÍÖ ÐÀÍ)

Ïóñòü w(x) =
√
1− x2, îáîçíà÷èì òîãäà ÷åðåç L2,w([−1; 1]) åâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f(x) òàêèõ, ÷òî
∫ 1
−1 f

2(x)w(x) dx < ∞.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåì îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà ⟨f, g⟩ =∫ 1
−1 f(x)g(x)w(x) dx.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîëèíîìû ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà Un(x) =

sin((n+1) arccosx)√
1−x2

(n = 0, 1, 2, . . .) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2,w([−1; 1]).

Äëÿ íóëåé ïîëèíîìà Un(x) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ξ
(n)
k = cos θ

(n)
k = cos

π(k + 1)

n+ 1
, (k = 0, . . . , n− 1),

ò. å. Un

(
ξ
(n)
k

)
= 0 (k = 0, . . . , n− 1).

Äëÿ ëþáûõ n = 1, 2, . . . ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà

íàçîâåì ïîëèíîì âèäà

ϕn,k(x) =

n∑
j=0

Uj(x)Uj

(
ξ
(n+1)
k

)
(k = 0, 1, . . . , n),

è âåéâëåò-ôóíêöèåé ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà ïîëèíîì

ψn,k(x) =

2n∑
j=n+1

Uj(x)Uj

(
ξ
(n)
k

)
(k = 0, 1, . . . , n− 1).

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî {ϕn,k(x)}nk=0 è {ψn,k(x)}n−1k=0 îðòîãîíàëüíû â
L2,w([−1; 1]) ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . Íà èõ îñíîâå ïîñòðîåí îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ â L2,w([−1; 1]): {ϕ̂0,0(x), ϕ̂0,1(x), ψ̂0,0(x), ψ̂1,0(x), . . . , ψ̂m,0(x), ψ̂m,1(x), . . .}, ò. å.
äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(x) ∈ L2,w([−1; 1]) ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå â âåéâëåò-ðÿä

f(x) = â0ϕ̂0,0(x) + â1ϕ̂0,1(x) +

∞∑
j=0

2j−1∑
k=0

b̂j,k ψ̂j,k(x). (1)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàí íåäîñòàòîê â ñâîéñòâàõ ñõîäèìîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ðÿäà (1) ê èñõîäíîé ôóíêöèè f(x), ñâÿçàííûé ñî ñâîéñòâàìè ñàìèõ ïîëèíîìîâ
×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà. Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü âåéâëåò-ðÿä ïî àíàëî-
ãèè ñî ñïåöèàëüíûìè ðÿäàìè ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì ñî ñâîéñòâîì ¾ïðè-
ëèïàíèÿ¿, ââåäåííûì â íåäàâíèõ ðàáîòàõ È. È. Øàðàïóäèíîâà [1�2], è ðàññìîò-
ðåòü ðÿä âèäà

f(x) = c(f, x) +
(
1− x2

)[
ã0ϕ̂0,0(x) + ã1ϕ̂0,1(x) +

∞∑
j=0

2j−1∑
k=0

b̃j,k ψ̂j,k(x)

]
, (2)
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ãäå c(f, x) = f(−1)+f(1)
2 − f(−1)−f(1)

2 x.
Èññëåäîâàíû àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ÷àñòè÷íûõ ñóìì òàêîãî ñïåöèàëü-

íîãî âåéâëåò-ðÿäà âèäà

Ṽ2m(f, x) = c(f, x) +
(
1− x2

)[
ã0ϕ̂0,0(x) + ã1ϕ̂0,1(x) +

m−1∑
j=0

2j−1∑
k=0

b̃j,kψ̂j,k(x)

]
.

Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (−1, 1) ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà
c > 0 òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣f(x)− Ṽ2m(f, x)

∣∣ 6 cE2m+2(f)
(
1 + ln

(
1 + (2m + 2)

√
1− x2

))
,

òîãäà êàê íà êîíöàõ îòðåçêà [−1, 1] çíà÷åíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (2) ñîâïàäàþò
ñî çíà÷åíèÿìè èñõîäíîé ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ:

Ṽ2m(f,±1) = f(±1).

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÔÓÍÊÖÈßÕ ÁÀÇÈËÅÂÈ×À
ÌÍÎÃÈÕ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Ì. Ä. Ñóëòûãîâ

(Ðîññèÿ, Ìàãàñ; ÈíãÃÓ)

Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå Ëåâíåðà � Êóôàðåâà

∂f

∂t
= zh(z, t)

∂f

∂z
, 0 6 t <∞, z ∈ E, (1)

ãäå E � åäèíè÷íûé êðóã, îòêðûâàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ
êëàññîâ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé. Âïåðâûå ýòî ïîêàçàë È. Å. Áàçèëåâè÷à â [1].

Òåîðåìà 1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(z) =

[
α+ iβ

1 + iα

z∫
0

h(ζ)ζiβ−1gα(ζ) dζ

] 1
α+iβ

(2)

ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé â E, åñëè ℜh(z) > 0, g(z) ∈ S∗, h(0) = 1 + iα, α > 0,
β ∈ (−∞,∞).

Äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ àíàëîãîâ íåò, íî â ðàáîòàõ àâòîðà [2�5] ïîëó÷åíû
íåêîòîðûå ÷àñòíûå, à ìîæåò áûòü è íå ÷àñòíûå, ñëó÷àè.

Òåîðåìà 2 [2]. Ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó BD(α, β, σ) ïðè 0 6 σ <
α < ∞, β ∈ R1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ F (z) ∈
MD [5], ÷òî â D

f(z) =

{
(α+ iβ)

1∫
0

[F (εz)]α−σεα−1+iβdε

} 1
α+iβ

, (3)

ãäå äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè âçÿòî ãëàâíîå çíà÷åíèå.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1. BD(α, β, σ) ∼MD;

2. BD(α, β, σ) ⊆MSD

(
arctg β

α ,
σ
α

)
;

3. BD(α, β, σ) ⊆ BD(α1, β1, σ1);

4. MSD

(
arctg β

α , 0
)
⊆ BD(α, β, σ).

Òåîðåìà 3 [3]. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè ãî-

ëîìîðôíîé ôóíêöèè f(z) êëàññó BD(λ, α, β) ÿâëÿåòñÿ åå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå

f(z) =

{
eiλ

α
L
(−1)
eiλ

α

[F (z)]
eiλ

α

}αe−iλ

=

{
eiλ

α
[F (εz)]

eiλ

α ε
eiλ

α

}αe−iλ

,
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ãäå fk ≡ Ln−1 [Ln−2 . . . [Ln−k[f ]] . . .] � ñóïåðïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ È. È. Áàâðè-

íà [6]:

Lp[f(z)] = pf(z) +

n∑
j=1

zj
∂f(z)

∂zj
, L

(0)
n,n−1[f ] ≡ f, L

(1)
n−1,n−1[f ] ≡ Ln−1[f ]

è çíà÷åíèå ôóíêöèè ν = ν(τ, t) âûðàæàåòñÿ â âèäå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïî-

ðÿäêà 2n, à ôóíêöèè F (z) ∈ BD(λ, 0, β).

Îáðàòíûì ê îïåðàòîðó Lp[f(z)] ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

L(−1)
p f(z) =

1∫
0

εp−1f(εz1, . . . , εzn) dε.

Îòìåòèì ðÿä ñâîéñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé Áàçèëåâè÷à â Cn, n > 2.
1. BD(λ, α, β) ∼ BD(λ, 0, β);
2. BD(λ, α, β) ⊆ BD(λ, 0, β) ≡MSD(λ, β);
3. BD(λ, α, β) ⊂ BD(λ, α1, β), 0 < α1α;

4. BD

(
eiλ

α , β
)
∼ BD(λ, α, β);

5. BD

(
eiλ

α , β
)
∼ BD(λ, 0, β);

6. MD(β) ∼ BD(λ, 0, β);
7. BD(λ, 0, β) ∼ BD(λ, α, β).
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÑÓÙÅÑÒÂÅÍÍÛÅ È ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÅ ÑÏÅÊÒÐÛ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÝÍÅÐÃÈÈ
×ÅÒÛÐÅÕ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Â ÌÎÄÅËÈ ÕÀÁÁÀÐÄÀ

Ñ. Ì. Òàøïóëàòîâ

(Óçáåêèñòàí, Òàøêåíò; ÈßÔ ÀÍ ÐÓç)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëü Õàááàðäà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå èíòåíñèâíî
èçó÷àåìûõ ìíîãîýëåêòðîííûõ ìîäåëåé ìåòàëëà [1]. Îäíàêî äî ñèõ ïîð èìååòñÿ
ìàëî òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñïåêòðà è âîëíîâûõ ôóíêöèé êðèñòàëëà, îïèñû-
âàåìîãî ìîäåëüþ Õàááàðäà.

Â ðàáîòå [1] èçó÷àëñÿ ñïåêòð è âîëíîâûå ôóíêöèè ñèñòåìû äâóõ ýëåêòðîíîâ
â êðèñòàëëå, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Õàááàðäà.

Â ðàáîòå [2] èçó÷àëñÿ ñïåêòð è ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ (ÑÑ) èëè àíòèñâÿçàííûå
ñîñòîÿíèÿ (ÀÑÑ) òðåõýëåêòðîííûõ ñèñòåì â êðèñòàëëå, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ
ãàìèëüòîíèàíîì Õàááàðäà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð ýíåðãèè ÷åòûðåõýëåêòðîííûõ
ñèñòåì â ìîäåëè Õàááàðäà è îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà è
äèñêðåòíûé ñïåêòð ñèñòåìû äëÿ êâèíòåòíûõ è ñèíãëåòíûõ ñîñòîÿíèÿõ.

Ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èìååò âèä

H = A
∑
m,γ

a+m,γam,γ +B
∑
m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ + U
∑
m

a+m,↑am,↑a
+
m,↓am,↓,

ãäå A � ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â óçëå ðåøåòêå, B � èíòåãðàë ïåðåíîñà ìåæäó ñî-
ñåäíèìè óçëàìè (B > 0; τ = ±ej , j = 1, 2, . . . , ν, ãäå ej � åäèíè÷íûå îðòû; U �
ïàðàìåòð êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ íà îäíîì óçëå, γ � ñïè-
íîâûé èíäåêñ (↑ èëè ↓), à a+m,γ è am,γ ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è
óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà â óçëå m ∈ Zν , ÷åðåç ↑ è ↓ îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ñïèíà
1
2 è −1

2 .
Ãàìèëüòîíèàí H äåéñòâóåò â àíòèñèììåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Ôîêà Has.

Ïóñòü φ0 � âàêóóìíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Has. Êâèíòåòíîå ñîñòîÿíèå ñîîò-
âåòñòâóåò ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ ÷åòûðåõ ýëåêòðîíîâ íà ðåøåòêå ñî ñëåäóþùèìè
áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè: k2p,q,r,t = a+p↑a

+
q↑a

+
r↑a

+
t↑φ0. Ïîäïðîñòðàíñòâî Hk

4 , ñîîòâåò-
ñòâóþùåå êâèíòåòíîìó ñîñòîÿíèþ, ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà âñåõ âåêòîðîâ âèäà
ψ =

∑
p,q,r,t∈Zν f(p, q, r, t)k2p,q,r,t, f ∈ las2 , ãäå l

as
2 � ïðîñòðàíñòâî àíòèñèììåòðè÷-

íûõ ôóíêöèé èç l2((Zν)4).

Òåîðåìà 1. Ïðîñòðàíñòâî Hk
4 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà H. Îïå-

ðàòîð Hk
4 = H/Hk

4
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Îí

ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð H
k
4 . Â êâàçèèìïóëüñíîì

ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð H
k
4 äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Las

2 ((T ν)4)

ïî ôîðìóëå H̃k
4 f̃(λ;µ; γ; θ) = h(λ;µ; γ; θ)f̃(λ;µ; γ; θ), ãäå f̃ ∈ Las

2 ((T ν)4), Las
2 �

ïîäïðîñòðàíñòâî àíòèñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé èç L2((T
ν)4) è h(λ;µ; γ; θ) =

4A+ 2B
∑ν

i=1(cosλi + cosµi + cos γi + cos θi).
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà H̃k
4 ÷èñòî íåïðåðûâåí è ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-

ñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè h(λ;µ; γ; θ).
Â ñèñòåìå èìååòñÿ äâà ñèíãëåòíûõ ñîñòîÿíèé, ñî ñëåäóþùèìè áàçèñíûìè

ôóíêöèÿìè: 1s0p,q,r,t = a+p↑a
+
q↑a

+
r↓a

+
t↓φ0 è 2s0p,q,r,t = a+p↑a

+
q↓a

+
r↑a

+
t↓φ0. Ïîäïðîñòðàí-

ñòâî 1Hs
4, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðâîìó ñèíãëåòíîìó ñîñòîÿíèþ, ñîñòîèò èç ìíîæå-

ñòâà âñåõ âåêòîðîâ âèäà ψ =
∑

p,q,r,t∈Zν f(p, q, r, t)1s0p,q,r,t, f ∈ las2 .

Òåîðåìà 2. Ïðîñòðàíñòâî 1Hs
4 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðàH. Îïå-

ðàòîð 1Hs
4 = H/1Hs

4
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì.

Â êâàçèèìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð 1Hs
4 äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå Las
2 ((T ν)4).

Òåîðåìà 3. Åñëè ν = 1, 2, 3 è U > 0, òî ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà

ïåðâîãî ñèíãëåòà 1̃H
s

4 ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå òðåõ îòðåçêîâ, à äèñ-

êðåòíûé ñïåêòð ïåðâîãî ñèíãëåòà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè (ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ÀÑÑ), ëåæàùèé íèæå îáëàñòè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ñèñòåìû.

Òåîðåìà 4. Åñëè ν = 1, 2, 3 è U < 0, òî ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà

âòîðîãî ñèíãëåòà 2̃H
s

4 ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå òðåõ îòðåçêîâ, à äèñ-

êðåòíûé ñïåêòð âòîðîãî ñèíãëåòà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè (ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ÑÑ), ëåæàùèé íèæå îáëàñòè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ñèñòåìû.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÎÄÍÎÉ ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÔÀÊÒÎÐÈÇÎÂÀÍÍÎÃÎ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Å. À. Óòêèíà

(Ðîññèÿ, Êàçàíü; ÊÔÓ)

Â îáëàñòè D = {0 < x, y < 1} ðàññìîòðèì óðàâíåíèå(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
(uxy + aux + buy + cu) = 0, (1)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì a ∈ C1,0(D), b ∈ C0,1(D),
c ∈ C0,0(D). Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ, ïðèâå-
äåííûõ â [1].

Çàäà÷à. Íàéòè â D ôóíêöèþ u ∈ C2,1(D)∩C1,2(D)∩C(D)∩C1,0(D∪D1)∩
C0,1(D∪D2), D1 = {(0, y); y ∈ [0, 1]}, D2 = {(x, 0);x ∈ [0, 1]}, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ (1), è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

u(0, y) = φ(y), u(x, 0) = ψ(x), (2)

ux(0, y) = φ1(y), uy(x, 0) = ψ1(x), φ(0) = ψ(0), (3)

φ1(0) = ψ′(0), ψ1(0) = φ′(0), ψ′1(0) = φ′1(0),

φ, φ1, ψ, ψ1 ∈ C2[0, 1].

Çàïèøåì ñíà÷àëà (1) â âèäå uxy + aux + buy + cu = f , ãäå f � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ fx + fy = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

uxy + aux + buy + cu = ω(x− y), (4)

uxy + aux + buy + cu = ω(ξ), −1 6 ξ 6 1, (5)

ñ óñëîâèÿìè (2), (3) è íåèçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ω(ξ).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ω(ξ)ïîëîæèì â (3) ñíà÷àëà y = 0 è ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

ψ′1(x) + a(x, 0)ψ′(x) + b(x, 0)ψ1(x) + c(x, 0)ψ(x) = ω(x), (6)

0 6 x 6 1.

À çàòåì ñ÷èòàåì x = 0 è ïîëó÷èì

φ′1(y) + a(0, y)φ1(y) + b(0, y)φ′(y) + c(0, y)φ(y) = ω(−y), (7)

−1 6 −y 6 0.

Ïðè÷åì ëåâûå ÷àñòè â çàïèñàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïîëíîñòüþ èçâåñòíû è
îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû (1) è óñëîâèÿ (2), (3). À ω(+0) è ω(−0),
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îïðåäåëåííûå èç (5) è (7) ñîâïàäàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4) òîæå
ïîëíîñòüþ èçâåñòíà. Îòìåòèì, ÷òî îáñóæäàåìàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè (2), (3) ðà-
íåå ðàññìàòðèâàëàñü â [2], íî àâòîð â ïðåäëàãàåìîé çàìåòêå äîáàâèë ê (3) åùå
òðè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ è ñóùåñòâåííî óïðîñòèë ðàññóæäåíèÿ èç [2], îòûñêè-
âàÿ ïðåäëîæåííûì ñïîñîáîì ôóíêöèþ ω.

Èòàê, òåïåðü òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó Ãóðñà äëÿ (4) ñ óñëîâèÿìè (2) è óñëî-
âèåì ñîãëàñîâàíèÿ φ(0) = ψ(0). Ïîíÿòíî, ÷òî äàííàÿ ïîñòàíîâêà âêëþ÷àåò â
ñåáÿ õîðîøî èçâåñòíóþ [3, ñ. 177] çàäà÷ó Ãóðñà äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ óñëîâèÿ-
ìè (2) è äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó (47) èç [3]. Ïîñëåäíþþ ìû
çäåñü íå ïðèâîäèì, ÷òîáû ÷ðåçìåðíî íå óâåëè÷èâàòü îáúåì çàìåòêè.
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ORDER VERSIONS OF THE HAHN�BANACH THEOREMS:
CONSTRUCTION OF ENVELOPES1

B. N. Khabibullin (Russian, Ufa; BashSU),
F. B. Khabibullin (Russian, Ufa; BashSU)

One of classical forms of the Hahn�Banach Theorems for vector spaces X over a
�eld R of real numbers is the following statement: every sublinear function f : X → R
is equal to a pointwise precise greatest lower bound of all linear functions φ ∈ X → R
majorized by f , i. e. φ(x) 6 f(x) for all x ∈ X. We investigate general statements.

1. Ordered sets. Order completion. Let S be a set with a (partial) order 6
(re�exive, transitive, antisymmetric) on S, i. e. a pair (S,6 ). The pair (S,6 ) or set
S is lower (upper resp.) complete if for every non-empty subset S0 ⊂ S there exists
greatest lower (least upper resp.) bound inf S0 (supS0 resp.). S is complete, if S is lower
and upper complete. A subset S0 ⊂ S is bounded below (above resp.) if there is s0 ∈ S
such that s0 6 s (s 6 s0 resp.) for all s ∈ S0. The set S is lower (upper resp.) order-
complete [1�2] if for each non-empty bounded below (above resp.) subset S0 ⊂ S
there is supS0 ∈ S (inf S0 ∈ S resp.). S is order-complete if S is lower and upper
order-complete. Let S be an order-complete set. If does not exist inf S and/or supS,
then it is often convenient and it is useful to make operation of (semi-) completion of
order-complete set S to a complete set by adding of symbols inf S and/or supS when
those elements do not exist initially in S. For pair existing elements inf S ∈ S and/or
supS ∈ S or added symbols inf S /∈ S and/or supS /∈ S we use pair of designations
−∞ and/or +∞ by analogy to expansions of the real axis R downwards (to the
left) and/or upwards (to the right). More particularly, under designations from [1],
S• := {−∞}∪S is semi-completion of S downwards (to the left), S• := S∪{+∞} is
semi-completion of S upwards (to the right), S•• := S•∪S• is completion of S, where
order 6 is extended by a natural way on these completions, i. e. −∞ 6 s 6 +∞ for

any elements s ∈ S•• . Evidently, the completions S
•
• , S•, S

• with such order relation
are complete, lower complete and upper complete ordered set. In the notation ∅ for
the empty subset

sup∅ := −∞ for ∅ ⊂ S•, S
•
• , inf ∅ := +∞ for ∅ ⊂ S•• , S

•.

2. Upper and lower envelopes. Let X,Y are sets. As usual, we denote by Y X

the set of all functions (mappings, operators, functionals, forms etc.) f : X → Y or
f : x 7→ f(x), x ∈ X.

Let f, φ ∈ Y X . If φ(x) = f(x) for all x ∈ X then we write φ = f or f = φ
on X and we say that φ is equal to f on X. Let Y = S•• be the completion of
order-complete set (S,6 ). If φ(x) 6 f(x) for all x ∈ X then we write φ 6 f on X
and we say that f is minorized by φ on X or φ is majorised by f on X. The relation

1Supported from Russian Foundation for Basic Research, project � 13�01�00030à.
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�f 6 φ on X� de�nes the relation of a pointwise order on (S••)
X denoted by the same

symbol 6 further. Evidently, the set (S••)
X with such pointwise order is complete.

Let (S,6 ) be a order-complete order set, f ∈ (S••)
X , Φ ⊂ (S••)

X . The lower (upper
resp.) Φ-envelope on X for f is the function

lefΦ : x 7→ sup
{
φ(x) : Φ ∋ φ 6 f on X

}
∈ S•• , x ∈ X(

ueΦf : s 7→ inf
{
φ(s) : f 6 φ ∈ Φ on X

}
∈ S•• , x ∈ X resp.

)
.

The case S = R is most often used in applications.

3. Statements of problems (see various algebraic versions also in [3]).
I. To describe whenever possible a largest class of functions f ∈ (S••)

X equal to

one of Φ-envelopes on X in terms of Φ, S, and X.

II. To give to some extent explicit construction of Φ-envelopes lefΦ and ueΦf on X
in terms of f , Φ, S, and X.

See some applications of these problems to various questions of the theory of
functions of complex variables and potential theory in [4].
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Î ÐÀÇËÎÆÅÍÈÈ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÃÐÓÏÏ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

×øèåâ À. Ã.

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, EndX � áàíàõîâà àëãåáðà
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûé îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X. ×åðåç L1(R) îáîçíà÷èì
áàíàõîâó àëãåáðó âñåõ ñóììèðóåìûõ íà R êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ñî ñâåðòêîé
ôóíêöèé â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ è íîðìîé

∥f∥1 =
∫
R

|f(t)| dt, f ∈ L1(R).

×åðåç f̂ îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1(R),

f̂ (λ) =

∫
R

f(t)e−iλt dt, λ ∈ R.

Îïðåäåëåíèå. Ñïåêòðîì Áåðëèíãà âåêòîðà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî A(x) èç R, ÿâëÿþùååñÿ äîïîëíåíèåì â R ê ìíîæåñòâó {λ ∈ R : ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ f ∈ L1(R) òàêàÿ, ÷òî f̂(λ) ̸= 0 è fx = 0}, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
ìíîæåñòâî {λ ∈ R : fx ̸= 0 äëÿ ëþáîé f ∈ L1(R) ñ f̂(λ) ̸= 0}.

Ïóñòü X = Cbu(R) � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ðàâ-
íîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà R, EndX � áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå X
îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D = d

dt . Ïóñòü A = i−1D. Òàê êàê σ(D) = iR, òî
σ(A) = R. Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð iA : D(A) ⊂ X → X åñòü èíôèíèòåçèìàëüíûé
îïåðàòîð ñèëüíî íåïðåðûâíîé èçîìåòðè÷åcêîé ãðóïïû ñäâèãîâ

S : R → EndX, (S(t)x)(τ) = x(τ + t), τ, t ∈ R.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî a > 0 èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð iA : D(A) ⊂
X → X ñèëüíî íåïðåðûâíîé ãðóïïû ñäâèãîâ S ðàçëîæèì (ïî Ôîÿøó) â àëãåá-
ðàè÷åñêóþ ñóììó

iA = iA− + iA0 + iA+,

ãäå iA−, iA0, iA+ � ñóæåíèÿ îïåðàòîðà iA íà èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

X−, X0, X+, ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî,

1) îïåðàòîð A− ÿâëÿåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì ñèëüíî íåïðå-

ðûâíîé ñæèìàþùåé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ T− : [0;∞) → EndX−, ïðè÷åì
σ(A−) ⊂ (−∞; a];

2) îïåðàòîð A0 ÿâëÿåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì îãðàíè÷åííîé

ñèëüíî íåïðåðûâíîé ãðóïïû îïåðàòîðîâ T0 : R → EndX0, ïðè÷åì σ(A0) ⊂
[−a; a];
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3) îïåðàòîð −A+ ÿâëÿåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì ñèëüíî íåïðå-

ðûâíîé ñæèìàþùåé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ T+ : [0;∞) → EndX+, ïðè÷åì
σ(−A−) ⊂ (−∞; a].

Çàìå÷àíèå. Ñèòóàöèÿ ïðèíöèïèàëüíî íå ìåíÿåòñÿ, åñëè âìåñòî îïåðàòîðà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ iA = D = d

dt âçÿòü ãåíåðàòîð ñèëüíî íåïðåðûâíîé èçî-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå X = Cbu(R). Â ýòîì ñëó÷àå
σ(iA) = iR, ïîýòîìó σ(A) = R. Ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó-
÷èì àíàëîã òåîðåìû, â êîòîðîé îïåðàòîð iA � ãåíåðàòîð ñèëüíî íåïðåðûâíîé
èçîìåòðè÷åñêîé ãðóïïû îïåðàòîðîâ.
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ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÐßÄÛ ÑÎ ÑÊËÅÈÂÀÞÙÈÌÈÑß ÍÀ ÊÎÍÖÀÕ
×ÀÑÒÈ×ÍÛÌÈ ÑÓÌÌÀÌÈ È ÈÕ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Ò. È. Øàðàïóäèíîâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîíñòðóèðîâàíèè ïîëèíîìèàëüíîãî îïåðàòîðà
Xm,N (f) = Xm,N (f, x), äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå C[−1, 1], îñíîâàííîãî íà
èñïîëüçîâàíèè ëèøü äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x), çàäàííûõ â óçëàõ ðàâ-
íîìåðíîé ñåòêè HA = {−1 + jh}A−1j=0 ⊂ [−1, 1], A = n+ 2r, êîòîðûé ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàí â çàäà÷å îá îäíîâðåìåííîì ïðèáëèæåíèè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè f(x) è åå íåñêîëüêèõ ïðîèçâîäíûõ f ′(x), . . . , f (p)(x). Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðîâ
Xm,N (f) îñíîâàíî íà ïîëèíîìàõ ×åáûøåâà Tα,β

n (x,N) (0 6 n 6 N − 1), îáðàçó-
þùèõ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà ìíîæåñòâå ΩN = {0, 1, . . . , N − 1} ñ âåñîì

µ(x) = µ(x;α, β,N) = c
Γ(x+ β + 1)Γ(N − x+ α)

Γ(x+ 1)Γ(N − x)
,

ò. å. ∑
x∈ΩN

µ(x)Tα,β
n (x,N)Tα,β

m (x,N) = hα,βn,Nδnm.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

h =
2

A− 1
, ψ(x) = ∆ν

hf(x− νh).

×åðåç Pr,ν
m îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ pm(x) ñòåïåíèm,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

ψ(xj) = pm(xj), j ∈ {ν, . . . , r − 1} ∪ {N + r + ν, . . . , N + 2r − 1},

Er,ν
m (ψ,N) = inf

pm∈Pr,ν
m

max
j∈ΩA

|ψ(xj)− pm(xj)|(√
1− x2j +

1
m

)r−ν .
Òåîðåìà. Ïóñòü r > 1, 0 6 ν 6 r − 1, a > 0, 1 6 n 6 a

√
N , m = n + 2r − ν.

Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

|∆ν
hf(xj−ν)−∆ν

hXn+2r,N (f, xj−ν)|(√
1− x2j−ν +

1
n

)r−ν− 1
2

6

6 c(r, a)Er,ν
m (ψ,N)

(
1 +

(√
1− x2j−ν +

1

n

)1/2

ln
(
n
√

1− x2j−ν + 1
))

.
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Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
ÁÅÐÍØÒÅÉÍÀ � ÊÀÍÒÎÐÎÂÈ×À Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ Lp(x)(E)

Ò. Í. Øàõ-Ýìèðîâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Ïóñòü p = p(x) > 1 � èçìåðèìàÿ è ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ,
E = [0, 1]. ×åðåç Lp(x)(E) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f = f(x)
òàêèõ, ÷òî ∫

E

∣∣f(x)∣∣p(x)dx <∞.

Èç [1] èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Lp(x)(E) íîðìèðóåìî ïðè p(x) > 1 è îäíà
èç ýêâèâàëåíòíûõ íîðì ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥f∥p(·) = ∥f∥p(·)(E) = ∥f∥p(·)(E) = inf

{
α > 0 :

∫
E

∣∣∣∣f(x)α
∣∣∣∣p(x) dx 6 1

}
.

Ïóñòü f(x) � ñóììèðóåìàÿ íà [0,1] ôóíêöèÿ, îïðåäåëèì òîãäà îïåðàòîð
Áåðíøòåéíà � Êàíòîðîâè÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Kn(f, x) =
n∑

k=0

pnk(x)(n+ 1)

∫
∆nk

f(t) dt,

ãäå ∆nk = [ k
n+1 ,

k+1
n+1 ], n ∈ N.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïå-
ðàòîðîâ Áåðíøòåéíà � Êàíòîðîâè÷à {Kn(f, x)}∞n=1 ê ôóíêöèè f ∈ Lp(x)([0, 1]).
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ÍÅÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÀß ÂÅÐÑÈß ÒÅÎÐÅÌÛ ÐÀÄÎÍÀ � ÍÈÊÎÄÈÌÀ1

ß. Â. Ýëüñàåâ

(Ðîññèÿ, Ãðîçíûé; ×ÃÓ)

Ââåäåíèå

Òåîðèÿ ìîäóëåé íàä èíâîëþòèâíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè àëãåáðàìè ÿâëÿåò-
ñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, íàõîäÿùåéñÿ íà
ñòûêå ìíîãèõ âûñîêîðàçâèòûõ äèñöèïëèí. Â ïîñëåäíèå ãîäû â ïîëå çðåíèÿ èñ-
ñëåäîâàòåëåé îêàçàëèñü âïîëíå ïîëîæèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùèå â
òàêèõ ìîäóëÿõ [1�3]. Â äàííîé çàìåòêå ìû ñôîðìóëèðóåì íåêîììóòàòèâíóþ
âåðñèþ òåîðåìû Ðàäîíà � Íèêîäèìà äëÿ êîâàðèàíòíûõ, îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïû, âïîëíå ïîëîæèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ
íà ãèëüáåðòîâîì C⋆-ìîäóëå.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Çäåñü ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ
äàëüíåéøåãî. Öåëü íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà � çàôèêñèðîâàòü òåðìèíîëîãèþ, îáî-
çíà÷åíèÿ è ââåñòè òðåáóåìûå ïîíÿòèÿ. Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î C⋆-àëãåáðàõ
è ãèëüáåðòîâûõ C⋆-ìîäóëÿõ ìîæíî íàéòè â [4]. Âñå àëãåáðû ðàññìàòðèâàþòñÿ
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïóñòü A ýòî C∗-àëãåáðà. ×åðåç Mn(A) îáîçíà-
÷èì ⋆-àëãåáðó âñåõ ìàòðèö íàä àëãåáðîé A, ãäå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ìàòðèö,
à òàêæå óìíîæåíèå íà ýëåìåíò îñíîâíîãî ïîëÿ çàäàþòñÿ òàêæå, êàê è â ñëó-
÷àå ñêàëÿðíûõ ìàòðèö. Ëèíåéíîå îòáðàæåíèå φ : A → B C⋆-àëãåáð íàçûâàåòñÿ
âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φn : Mn(A) → Mn(B),
çàäàííîå ôîðìóëîé

φn
(
[aij ]

n
i,j=1

)
=
[
φ(aij)

]n
i,j=1

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì äëÿ âñåõ n ∈ N.
Ïðåäãèëüáåðòîâûì A-ìîäóëåì íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî V êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì A-ìîäóëåì, ñíàáæåííîå ïîëóòîðàëèíåé-
íîé ôîðìîé ⟨·, ·⟩ : V × V → A, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì

⟨x, x⟩ > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ V ; (1)

⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ V ; (2)

⟨x, y⟩⋆ = ⟨y, x⟩ äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V ; (3)

⟨x, ya⟩ = ⟨y, x⟩a äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V ; a ∈ A. (4)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 14-31-50416.

118



Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî V ýòî ãèëüáåðòîâ A-ìîäóëü, èëè ãèëüáåðòîâ C∗-ìîäóëü,
åñëè V ïîëîí, êàê íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè, çàäà-
âàåìîé íîðìîé

∥x∥V =
√

∥⟨x, x⟩∥A, x ∈ V.

Ðåçóëüòàò

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé âåðñèåé òåîðåìû Ðàäîíà �
Íèêîäèìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Φ,Ψ � âïîëíå ïîëîæèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûå íà

ãèëüáåðòîâîì C⋆-ìîäóëå E ñî çíà÷åíèÿìè â L(H,K) è Ψ ≼ Φ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð∆Φ

Ψ â êîììóòàíòå

(πΦ(E)′)G òàêîé, ÷òî Ψ ∼ Φ√
∆Ψ

Φ
.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ON TOPOLOGICAL STRUCTURE OF SOME SETS
RELATED TO THE NORMALIZED RICCI FLOW

ON GENERALIZED WALLACH SPACES1

N. A. Abiev

(Kazakhstan, Taraz; TarSU)

It is known that determining the connectedness (or the number of connected
components) of real algebraic surfaces is a very hard classical problem in algebraic
geometry (see e. g. [3�5]). Here we deal with similar problems relating to the
normalized Ricci �ows on generalized Wallach spaces (see [1, 2] and references
therein for details). The importance of such problems is due to the need to develop
a special approach for studying general properties of degenerate singular points
of Ricci �ows. More concretely, in [1, 2] the authors considered some problems
concerning the topological structure of the sets (0, 1/2)3∩Ω and (0, 1/2)3 \Ω, where
Ω = {(a1, a2, a3) ∈ R3|Q(a1, a2, a3) = 0} is an algebraic surface in R3 de�ned by a
symmetric polynomial Q(a1, a2, a3) in a1, a2, a3 of degree 12:

Q(a1, a2, a3) = (2s1 + 4s3 − 1)
(
64s51 − 64s41 + 8s31 + 12s21 − 6s1 + 1+

+240s3s
2
1 − 240s3s1 − 1536s23s1 − 4096s33 + 60s3 + 768s23

)
−

− 8(2s1 + 4s3 − 1)(2s1 − 32s3 − 1)(10s1 + 32s3 − 5)s1s2−
− 16

(
13− 52s1 + 640s3s1 + 1024s23 − 320s3 + 52s21

)
s21s

2
2+

+64(2s1 − 1)(2s1 − 32s3 − 1)s32 + 2048(2s1 − 1)s1s
4
2,

s1 = a1 + a2 + a3, s2 = a1a2 + a1a3 + a2a3, s3 = a1a2a3.

The main result of this work is contained in the following theorem.

Theorem 1. The following assertions hold with respect to the standard topology
of R3:

1) the set (0, 1/2)3 ∩ Ω is connected;

2) the set (0, 1/2)3 \ Ω consists of three connected components.

The author is indebted to Prof. Yu.G. Nikonorov and to Prof. A. Arvanitoyeorgos for

helpful discussions.
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ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ßÄÐÀÌÈ ÒÈÏÀ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ ÍÀ ÎÒÐÅÇÊÅ1

Ñ. Í. Àñõàáîâ

(Ðîññèÿ, Ãðîçíûé; ×ÃÓ)

1. Â [1] äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîð òèïà ïîòåí-
öèàëà

(Iαu)(x) =

b∫
a

u(s)ds

|x− s|1−α
, 0 < α < 1.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè òàêèõ óðàâíåíèé â L2(a, b). Îñîáî
îòìåòèì, ÷òî çäåñü, â îòëè÷èå îò [2], ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ïîòåí-
öèàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Âñþäó â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ > 0, f(x) ∈ L2(a, b), n ∈ N, à
íåëèíåéíîñòü F (x, u) ïî÷òè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ [a, b] è ïðè ëþáûõ
u1, u2 ∈ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) |F (x, u1)− F (x, u2)| 6M · |u1 − u2|, ãäå M > 0;
2) (F (x, u1)− F (x, u2)) · (u1 − u2) > m · |u1 − u2|2, ãäå m > 0.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) è 2), òî óðàâíåíèå

F [x, u(x)] + λ

b∫
a

u(s) ds

|x− s|1−α
= f(x) (1)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ðåøåíèå u∗(x) ∈ L2(a, b). Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè
ìåòîäîì èòåðàöèé ïî ñõåìå

un = un−1 − µ1 ·
(
λ · Fun−1 + Iαun−1 − f

)
,

ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè

∥un − u∗∥2 6 µ1 ·
αn
1

1− α1
·
∥∥λ · Fu0 + Iαu0 − f

∥∥
2
,

ãäå µ1 = 2/(M +m+2(b− a)αα−1), α1 = (M −m+2(b− a)αα−1)/(M +m+2(b−
a)αα−1), u0(x) ∈ L2(a, b) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 13-01-00422.
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Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) è 2), òî óðàâíåíèå

u(x) + λ

b∫
a

F [s, u(s)] ds

|x− s|1−α
= f(x) (2)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(a, b) ∈ L2(a, b). Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ìåòî-
äîì èòåðàöèé ïî ñõåìå

un = F−1vn, vn = vn−1 − µ2 ·
(
F−1vn−1 + λ · Iαvn−1 − f

)
,

ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè∥∥un − u∗
∥∥
2
6 µ2
m

· αn
2

1− α2
·
∥∥u0 + λ · IαFu0 − f

∥∥
2
,

ãäå µ2 = 2/(m−1 +mM−2 + 2λ · (b − a)αα−1), α2 = (m−1 −mM−2 + 2λ · (b −
a)αα−1)/(m−1 + mM−2 + 2λ · (b − a)αα−1), F−1 � îïåðàòîð îáðàòíûé ê F ,
v0 = Fu0, u0(x) ∈ L2(a, b) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

2. Òåîðåìû 1 è 2 íå îõâàòûâàþò ñòåïåííûå íåëèíåéíîñòè è èñïîëüçîâàííûå
â íåì ìåòîäû íå ïðèãîäíû â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Lp(a, b) ïðè p ̸= 2. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ïðèìåíèì ãðàäèåíòíûé ìåòîä (èëè ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p > 4 � ÷åòíîå ÷èñëî è p′ = p/(p − 1). Òîãäà ïðè ëþáîì

f(x) ∈ Lp′(a, b) óðàâíåíèå

up−1(x) +

b∫
a

u(s)

|s− x|1−α
ds = f(x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x) ∈ Lp(a, b). Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ìåòîäîì
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî ôîðìóëå

un+1 = un − δn
∥∥Aun − f

∥∥2−p′
p′

∣∣Aun − f
∣∣p′−2[Aun − f

]
,

ãäå u0(x) ∈ Lp(a, b) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, Au = up−1 + Iαu,

δn = min

{
1,

2

ε+ (p− 1)
(
∥un∥p + ∥Aun − f∥p′

)p
+ γ

}
,

n = 0, 1, 2, . . . , γ = (b− a)[p(1+α)−2]/p ∥Iα∥2/(1+α)→1/(2−α), ε > 0.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐßÌÀß È ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ Ñ ÁÎËÜØÈÌ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ

Ï. Â. Áàáè÷

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

1◦. Ïðÿìàÿ çàäà÷à.
Íà ïðÿìîóãîëüíèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çà-

äà÷à ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(x)r(t, ωt), ω ≫ 1, (1)

u
∣∣
Γ
= 0. (2)

Ôóíêöèè f(x) è r(t, τ), îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâàõ x ∈ [0, π], (t, τ) ∈ T =
[0, 1]× [0,∞), óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: f , r � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå;
f(0) = f(π) = f (2n)(0) = f (2n)(π) = 0, n = 0, 1, 2; r(t, τ) = r0(t) + r1(t, τ), ãäå
r1(t, τ) èìååò íóëåâîå ñðåäíåå ïî âòîðîé ïåðåìåííîé.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè r(t, τ), êîãäà èçâåñòíà
ôóíêöèÿ f(x) è çíà÷åíèå ðåøåíèÿ uω(x, t) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ [0, π]. Ïðåä-
âàðèòåëüíî èññëåäóåì ïðÿìóþ çàäà÷ó. Òî÷íåå, ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîñòðî-
åíèè ïîëíîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ïðè èçâåñòíîì èñòî÷íèêå
f(x) · r(t, τ).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) áóäåì èñêàòü â âèäå

u(x, t, ω) = u0(x, t)+
1

ω

[
u1(x, t)+v1(x, t, τ)

]
+

1

ω2
v2(x, t, τ)+Wω(x, t), ω ≫ 1, (3)

ãäå τ = ωt.
×àñòè÷íîå ðàçëîæåíèå îáîçíà÷èì êàê Uω(x, t):

Uω(x, t) = u0(x, t) +
1

ω

[
u1(x, t) + v1(x, t, τ)

]
. (4)

Òåîðåìà 1. ×àñòè÷íàÿ ñóììà Uω(x, t) ýôôåêòèâíî íàõîäèòñÿ, ò. å. åå íà-

õîæäåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà çàäà÷. À òàê æå âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: ∥∥Wω(x, t)
∥∥
C
= O

(
ω−2

)
, (5)∥∥∥∥∂Wω(x, t)

∂t

∥∥∥∥
C

= O
(
ω−1

)
. (6)
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2◦. Îáðàòíàÿ çàäà÷à.
Ñôîðìóëèðóåì îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (1)�(2).
Ïóñòü â íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å (1)�(2) ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà, à r(t, τ) íåèç-

âåñòíà, ãäå f è r óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïóíêòà 1◦. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
r(t, τ) òàêóþ, ÷òî â òî÷êå x = x0 ðåøåíèå uω(x, t, r) ïðèíèìàåò âèä

uω(x0, t, r) = ϕ0(t) + ω−1ϕ1(t, ωt) + νω(t), (7)

ãäå ϕ0(t), ϕ1(t, τ) óäîâëåòâîðÿþò äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè ïî t ∈ [0, 1],
τ ∈ [0,∞), ϕ0|t=0 = 0, ϕ1|t=0 = 0, à ∥νω∥ = O(ω−2), ν ′ω = O(ω−1).

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà ϕ1, ϕ2 è νω, âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó òåî-
ðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ îáðàòíàÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàç-
ðåøèìà.

Ëèòåðàòóðà

1. Èëüèí À. Ì., Êàëàøíèêîâ À. Ñ., Îëåéíèê Î. À. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà // Óñïåõè ìàò. íàóê.�1962.�Ò. 17, � 3.�Ñ. 3�146.

2. Äåíèñîâ À. Ì. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò.
ôèçèêè.�2013.�Ò. 53, � 5.�Ñ. 744�752.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÎÖÅÍÊÈ ÐÅØÅÍÈÉ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÞÙÈÌ ÀÐÃÓÌÅÍÒÎÌ1

Ä. Ø. Áàëäàíîâ

(Ðîññèÿ, Íîâîñèáèðñê; ÍÃÓ)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

xn+1 = Axn +Bxn−l, n = 0, 1, . . . (1)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (1) êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àð-
ãóìåíòîì (l ∈ N � ïàðàìåòð çàïàçäûâàíèÿ).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ýðìèòîâû ìàòðèöû

H > 0, Kj > 0, j = 0, . . . , l + 1,

òàêèå, ÷òî

Ki+1 − (1− k)Ki 6 0, i = 0, . . . , l, k ∈ (0, 1),

è ñîñòàâíàÿ ìàòðèöà

C = −
(
A∗HA−H +A∗K0A A∗HB +A∗K0B
B∗HA+B∗K0A B∗HB +B∗K0B −Kl+1

)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî è èìååò ìåñòî îöåíêà

⟨Hxn, xn⟩ 6 (1− ε)n · v0(x),

ãäå ε = min
{
k, 1
∥C−1∥ ∥H∥

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëà òèïà
Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî

vn(x) = ⟨Hxn, xn⟩+
n∑

j=n−l
⟨Kn−jxj , xj⟩.

Ýòîò ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà �
Êðàñîâñêîãî, ââåäåííîãî â ðàáîòå [1] ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãó-
ìåíòîì

d

dt
y(t) = Ay(t) +By(t− τ).

Ëèòåðàòóðà

1. Äåìèäåíêî Ã. Â., Ìàòâååâà È. È. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì // Âåñòí. ÍÃÓ. Ñåð. Ìàòåìàòèêà, ìåõà-
íèêà, èíôîðìàòèêà.�2005.�Ò. 5, � 3.�Ñ. 20�28.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 13-01-00329.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß

ÄÆÐÁÀØßÍÀ � ÍÅÐÑÅÑßÍÀ

Ô. Ò. Áîãàòûðåâà

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Â îáëàñòè Ω = ]0, l[× ]0, T [, l 6 ∞, T 6 ∞, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ ïåðåìåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè

ux(x, y) + a(x)D
{γ0,γ1,...,γn}
0y u(x, y) + b(x)u(x, y) = f(x, y), (1)

ãäåD{γ0,γ1,...,γn}0y � îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà � Íåðñå-
ñÿíà ïîðÿäêà α =

∑n
k=0 γk − 1 > 0, γk ∈ ]0, 1], k = 0, 1, . . . , n, a(x), b(x), f(x, y) �

çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè.
Îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ïîðÿä-

êà α, àññîöèèðîâàííûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {γ0, γ1, . . . , γn}, îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì [1]

D
{γ0,γ1,...,γn}
0y u(x, y) = Dγn−1

0y D
γn−1

0y . . . Dγ1
0yD

γ0
0yu(x, y), (2)

ãäå Dγ
0y � îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå Ðèìàíà �

Ëèóâèëëÿ [2].

Çàäà÷à. Â îáëàñòè Ω íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâî-
ðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

lim
y→0

D
{γ0,γ1,...,γj}
0y u(x, y) = ψj(x), j = 0, n− 1, (3)

u(0, y) = φ(y), (4)

ãäå ψj(x), φ(y) � çàäàííûå ôóíêöèè.
Îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ââåäåí

â ðàáîòå [1], ãäå áûëà ðåøåíà çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñîäåðæàùåãî îïåðàòîð
âèäà (2).

Ïðè γ1 = γ2 = . . . = γn = 1 óðàâíåíèå (1) èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ [3, 4] â
ñëó÷àå ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, à â [5, 6] â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöè-
åíòîâ.

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÍÓËÅÂÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ1

À. À. Áîíäàðü

(Ðîññèÿ, Íîâîñèáèðñê; ÍÃÓ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè

xm+1 = (A(m) +B(m))xm, m = 0, 1, . . . , (1)

ãäå {A(m)}�M -ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò. å.A(m+M) =
A(m), {B(m)} �M -ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçìóùåíèé.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ym+1 = A(m)ym, m = 0, 1, . . . ,

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [1], ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à{

H(l)−A(l)∗H(l + 1)A(l) = C, C = C∗ > 0,

H(0) = H(M) > 0, l = 0, 1, . . . ,M − 1,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H(l) = H∗(l), l = 0, 1, . . . ,M .
Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íà ìàòðèöû

âîçìóùåíèÿ {B(m)}, ïðè êîòîðûõ íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) áóäåò òàêæå
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âîçìó-
ùåííîãî ðàçíîñòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà{

H̃(l)− (A(l) +B(l))∗H̃(l + 1)(A(l) +B(l)) = C,

H̃(0) = H̃(M) > 0, l = 0, 1, . . . ,M − 1, C = C∗ > 0.
(2)

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçìóùåíèé

{B(l)} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∥B(l)∥ 6
√

∥A(l)∥2 + 1

∥C−1/2H(l + 1)C−1/2∥
− ∥A(l)∥,

l = 0, 1, . . . ,M − 1.

(3)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 13-01-00329.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H̃(l) = H̃∗(l), l = 0, 1, . . . ,M , êðàåâîé

çàäà÷è (2).

Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3), òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå, êîãäà C = I, áûëè ïîëó÷å-
íû â ðàáîòå [2].

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÑËÎÂÈß ÏÎËÍÎÒÛ È ÁÀÇÈÑÍÎÑÒÈ
ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÏÓ×ÊÀ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

À. È. Âàãàáîâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

∑
06k0+k16n

λk0ak0k1 (x)
dk1y

dxk1
, 0 < x < 1, (1)

ñ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì λ è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

∑
06k0+k16n

λk0
{
αk0k1

dk1y

dxk1

∣∣∣∣
x=0

+ βk0k1
dk1y

dxk

∣∣∣∣
x=1

}
= 0. (2)

Çäåñü ak0k1(x) � ñóììèðóåìûå, îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, à â ñëó÷àå k0 + k1 = n

ñóììèðóåìû òàêæå dak0k1 (x)
dx , an0 ≡ −1. Ïîëàãàåì, ÷òî êîðíè φi(x), i = 1, n,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

an0 (x)φn + a1 n−1 (x)φn−1 + · · ·+ a n−1,1 (x)φ− 1 = 0 (3)

ðàçëè÷íû ïðè âñåõ x, îòëè÷íû îò íóëÿ, èõ àðãóìåíòû è àðãóìåíòû èç ðàçíîñòåé
íå çàâèñÿò îò x, αk0k1 , βk0k1 � n-ìåðíûå ñòîëáöû êîíñòàíò.

Îáû÷íîé íîðìèðîâêîé óñëîâèé (2) ïîñòðîèì n× 2n-ñòàðøóþ ìàòðèöó ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé (α, β) [1, ñ. 66; 2].
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÷èñëà wj = e

√
−1 argφj(x) è ïóñòü τ � íàèáîëüøåå

êîëè÷åñòâî ÷èñåë wj , ïîïàäàþùèõ âíóòðü îäíîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè,
îãðàíè÷åííûé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïðè íàøèõ óñëîâèÿõ íåðàâåíñòâî

min (rankα, rankβ) > τ (4)

íåîáõîäèìî äëÿ ðåãóëÿðíîñòè çàäà÷è (1)�(2).

Â òåîðåìå 1 ïðîñòîòà ñî÷åòàåòñÿ ñ ñóùåñòâåííîñòüþ. Îãðàíè÷èìñÿ èçâåñò-
íûì ïðèìåðîì çàäà÷è y′′ − λ2y = 0, 0 < x < 1, y(0) = y(1) = 0, ñâÿçàííîé ñ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè Ôóðüå. Çäåñü φ1,2 = ±1, rankα = 1, rankβ = 1,
τ = 1 è íåðàâåíñòâî (4) î÷åâèäíî. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4) äëÿ ðåøåíèÿ
âîïðîñà ðåãóëÿðíîñòè çàäà÷è äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â îòëè÷èå îò íóëÿ èçâåñò-
íûõ îïðåäåëèòåëåé [1, 2] n-ãî ïîðÿäêà (â êîëè÷åñòâå 6 n(n + 3)), ñâÿçàííûõ ñ
ìàòðèöåé (α, β) è ÷èñëàìè φi.
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2. Ðàññìîòðèì ïó÷îê (⊥) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ak0k1 è ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè (2), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþùàÿ ìàòðèöà (α, β) èìååò âèä

(α, β) =

(
α′ 0
α′′ β′′

)
,

ãäå α′ − l× n, α′′ − n− l× n, β′′ − n− l× n � ìàòðèöû, ïðè÷åì 0 < n− l 6 l < n
è rank(α, β) = n.

Êàê è â ï. 1 ñ÷èòàåì, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3) ðàçëè÷íû
è îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïóñòü τ � íàèáîëüøåå èç êîëè÷åñòâ φ-êîðíåé, ëåæàùèõ íà
ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà λ-ïîëóïëîñêîñòè (ñðàâíèòå ñî ñìûñëîì ýòîãî æå
îáîçíà÷åíèÿ â ï. 1). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ¾äåôåêòíîå¿ â îòíîøåíèè ïîëíîòû,
÷èñëî

d =

{
τ − (n− l) ïðè τ > n− l,

0 ïðè τ 6 n− l.

Òåîðåìà 2. Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ, åñëèmin (rankα, rankβ) > τ , òî ñèñòå-
ìà ïðîèçâîäíûõ öåïî÷åê îò ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé óêàçàííîãî

ïó÷êà n-êðàòíî ïîëíà â Ln
2 (0, 1). Åñëè æå min (rankα, rankβ) < τ , òî óêàçàííàÿ

ñèñòåìà n − d êðàòíî ïîëíà â Ln−d
2 (0, 1) è áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íûé äåôåêò â

ñìûñëå n− d+ 1 êðàòíîé ïîëíîòû.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÃÎ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÐÎÁÍÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Ë. Õ. Ãàäçîâà

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

m∑
i=1

βi∂
αi
0xu(x) + λu(x) = f(x), x ∈ ]0, 1[ , (1)

ãäå αi ∈ ]1, 2[, β1 > 0, λ, βi ∈ R, α1 > α2 > . . . > αm, (i = 1,m ), ∂β0x � ðåãóëÿðè-
çîâàííàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî) [1, c. 11].

Â ìîíîãðàôèè [1] äàíû ïîñòàíîâêè âèäîèçìåííûõ çàäà÷ Êîøè è Íåéìàíà
äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà α ∈ [1, 2]. Ëè-
íåéíûå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [2�4]. Îòíîñèòåëüíî èçëî-
æåíèÿ ðåçóëüòàòîâ è áèáëèîãðàôèè ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ëèíåéíûìè äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà, óêàæåì ðàáîòû [5] è [6]. Äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) ðåøåíà çàäà÷à Äèðèõëå ìåòîäîì ôóíêöèè Ãðèíà â ðàáîòå [7].

Â äàííîé ðàáîòå íàéäåíî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîãî ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå è çàäà÷è Íåéìàíà.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÇÀÄÀ×À ÒÐÈÊÎÌÈ ÄËß q-ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÃÎ ÀÍÀËÎÃÀ
ÎÏÅÐÅÆÀÞÙÅÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

À. Í. Çàðóáèí

(Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ)

Óðàâíåíèå

LU(x, y) ≡ Uxx(x, y) + sgn y Uyy(x, y) = H
(
ln
q

x

)
U(qx, y), (1)

1 < q ≡ const, H(ξ) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàññìîòðèì â îáëàñòè D = D+ ∪
D− ∪ I, ãäå D+ = {(x, y) : 1 < x < q2, 0 < y < h} = D+

0 ∪ D+
1 (0 < h ≡ const)

è D− = D−0 ∪D−1 � ýëëèïòè÷åñêàÿ è ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòè îáëàñòè D, ïðè÷åì

D+
k =

{
(x, y) : qk < x < qk+1, 0 < y < h

}
(k = 0, 1),

D−k =
{
(x, y) : qk − y < x < qk+1 + y,

qk(1− q)

2
< y < 0

}
(k = 0, 1),

I =
{
(x, y) : 1 < x < q2, y = 0

}
, Y =

{
(x, y) : x = q, 0 < y < h

}
.

Ïóñòü Dk = D+
k ∪D−k ∪ Ik, ãäå

Ik =
{
(x, y) : qk < x < qk+1, y = 0

}
(k = 0, 1).

Çàäà÷à T. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ U(x, y) ∈ C(D̄) ∩ C1(D\Y ) ∩
C2(D\(I ∪ Y )), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1), êðàåâûì óñëîâèÿì

U(1, y) = U(q2, y) = 0, 0 6 y 6 h,

U(x, h) = φ(x), 1 6 x 6 q2,

U(x, qk − x) = ψk(x), qk 6 x 6 qk(1 + q)

2
(k = 0, 1),

óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

U(x,−0) = U(x,+0) = ω(x), 1 6 x 6 q2,

Uy(x,−0) = Uy(x,+0) = ν(y), 1 < x < q2, x ̸= q,

óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ

φ(1) = φ(q2) = 0, ψ0(1) = 0,

ãäå φ(x), ψk(x) (k = 0, 1) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè.

Òåîðåìà. Åñëè φ(x) ∈ C[1, q2] ∩ C2(1, q2), ψk(x) ∈ C[qk, qk(1 + q)/2] ∩
C2(qk, qk(1 + q)/2) (k = 0, 1) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû íà ñâîèõ ïðîìåæóòêàõ;
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φ(0) = φ(q2) = 0, ψ0(1) = 0 è ψ′k(x) ïðè x→ qk (k = 0, 1) äîïóñêàåò èíòåãðèðóå-
ìóþ îñîáåííîñòü, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå U(x, y) çàäà÷è T .

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è T ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ â D− è D+ íà
y = 0, 1 < x < q2, íåðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâåííî

β =

q2∫
1

ω(x)ν(x)dx > 0 è β 6 0,

β +

∫∫
D+

[
U2
x(x, y) + U2

y (x, y) + γ2(x, y)
]
dxdy = 0,

ãäå

γ2(x, y) = H
(
ln
q

x

)
U(x, y)U(qx, y) >

> 1

2
H
(
ln
q

x

)U2(x, y) +

( qx∫
1

|Uξ(ξ, y)| dξ

)2

−

( qx∫
x

|Uξ(ξ, y)| dξ

)2
 > 0.

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ò ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñìå-
øàííîãî òèïà

LU(x, y) = AU(x, y), (x, y) ∈ D0,

ãäå

A =

(
0 1
0 0

)
, U(x, y) =

(
U0(x, y), U1(qx, y)

)T
,

à
Uk(x, y) = U(x, y), (x, y) ∈ Dk (k = 0, 1).
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÎÉ
ÇÀÄÀ×È Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÑÒÎÊÑÀ Â ÃËÀÂÍÎÉ ×ÀÑÒÈ

È ÂÛÐÎÆÄÅÍÈÅÌ

Ì. Ð. Èøìååâ

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Äîêëàä ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è. Ïóñòü Ω� îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü â R3 ñî ñêîëü óãîäíî ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, m ∈ N , ω ≫ 1. Â áåñêîíå÷-
íîì öèëèíäðå Q = Ω × R ðàññìîòðèì çàäà÷ó î 2π

ω -ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè t
ðåøåíèÿõ ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂u

∂t
+∇p = ∆u+B0(x)u+

1

ω
C0(x)u+

+
∑

16|k|6m

(
Mk(x)u+ dk(x)

)
eikωt + d0(x),

(1)

div u = 0, (2)

u
∣∣
∂Ω

= 0. (3)

Çäåñü x = (x1, x2, x3) ∈ Ω, t ∈ R, B0(x), C0(x), Mk(x) è d0(x), dk(x) � èçâåñòíûå
áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ìàòðèöû-ôóíêöèè è âåêòîð-ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî, ïðè-
÷åì B0(x), C0(x) è d0(x) � âåùåñòâåííûå, àMk(x), dk(x) êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû
ñ M−k(x), d−k(x).

Ñèìâîëîì Π îáîçíà÷èì èçâåñòíûé îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â L2(Ω) íà S2(Ω)
(ñì. [1, 2]). Ââåäåì â S2(Ω) îïåðàòîð A = Π∆+ΠB0(x) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D(A) = {u ∈ S2(Ω) ∩W 2

2 (Ω), u|∂Ω = 0} è âûðàæåíèÿ

B = ΠC0(x) +
∑

16|k|6m

ΠMk(x)ΠM−k(x)

ik
,

C =
∑

16|k|,|l|,|s|6m,
k+l+s=0

ΠMkΠMlΠMs

(is)s(s+ l)
+

∑
16|k|6m

ΠMk(x)Π(∆ +D)ΠM−k(x)

(ik)2
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ = 0 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A è ñî-
îòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð a0(x) èìååò ïðèñîåäèíåííûé â ñìûñëå
Âèøèêà � Ëþñòåðíèêà âåêòîð a1(x) ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî òðîéêè A,
B, C [3].

Äëÿ çàäà÷è (1)�(3) áûëè óñòàíîâëåíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü 2π
ω -

ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ω, ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ âå-
ùåñòâåííûì è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûì. Ïîñòðîåíèå åãî ïîëíîé àñèìïòî-
òèêè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûõ çàäà÷ áîëåå
ïðîñòîãî âèäà.

Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Â. Á. Ëåâåíøòàìîì è ïîäðîáíî èç-
ëîæåíû â ðàáîòå [4]. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
èçëîæåíû â ðàáîòå [5].
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÂÛÑÎÊÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

Ë. Ë. Êàðàøåâà

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Dα
0tu(x, t)− (−1)n+1∂

2nu

∂x2n
= f(x, t), (1)

ãäå n ∈ N, Dα
0t � îïåðàòîð äðîáíîãî (â ñìûñëå Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ) èíòåãðî-

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà α, 0 < α < 1 [1, ñ. 28].
Óðàâíåíèå (1) ïðè n = 1 øèðîêî èññëåäîâàíî, äëÿ íåãî â ðàáîòå [2] ïîñòðî-

åíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, äàíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè è äîêàçàíà òåîðåìà
åäèíñòâåííîñòè â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ àíàëîãó óñëîâèÿ À. Í. Òè-
õîíîâà. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ðàáîòå [3] íàéäåíî ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ äðîáíîãî äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è ýâîëþöèîí-
íûõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå [4] íàéäåíî ðåøåíèå äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïî âðåìåíè ñ ïîìîùüþ
èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòðîåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå,
èññëåäîâàíû çàäà÷à Êîøè, çàäà÷à â ïîëóïîëîñå è çàäà÷è â ïðÿìîóãîëüíûõ îá-
ëàñòÿõ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ ÑËÀÃÀÅÌÎÃÎ
Â ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÎÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈÈ ÏÎÑÐÅÄÑÒÂÎÌ

ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÓÑËÎÂÈß ÑÐÅÄÍÅÃÎ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ

À. Â. Êàðåâ (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÓ),
È. Â. Òèõîíîâ (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÓ)

Â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îáðàòíóþ
çàäà÷ó:

du(t)

dt
= Au(t) + g, 0 6 t 6 1, (1)

u(0) = u0,

1∫
0

u(t) dt = u1, (2)

ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé u : [0, T ] → E è íåèçâåñòíûì ýëåìåíòîì g ∈ E. Íà ôóíê-
öèþ u(t) íàêëàäûâàåì ñòàíäàðòíûå òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè. Îïåðàòîð A ñ÷èòàåì
ëèíåéíûì è çàìêíóòûì â E. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E íå îáÿçàòåëüíî
ïëîòíà â E. Ýëåìåíòû u0, u1 çàäàíû â D(A). Ïðè ñòîëü îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
äîêàçàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1), (2).

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáðàòíàÿ çàäà÷à (1), (2) ïðè ëþáîì âûáîðå

ýëåìåíòîâ u0, u1 ∈ D(A) èìåëà íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ (u(t), g) íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íè îäèí íóëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

L(λ) ≡
1∫

0

dt

t∫
0

eλ(t−s) ds =
eλ − 1− λ

λ2
, λ ∈ C, (3)

íå ÿâëÿëñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.

Ñ ó÷åòîì ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (3) (ñì. [1]) ïî-
ëó÷àåì óäîáíûå äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è (1), (2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî ëþáîå èç ïðåäïîëîæåíèé: 1) îïåðàòîð A âî-

îáùå íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé; 2) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A
âåùåñòâåííûå; 3) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ðàñïîëîæåíû â ïîëó-

ïëîñêîñòè Reλ 6 2; 4) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ðàñïîëîæåíû â

ïîëîñå |Imλ | 6 9π/4. Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (1), (2) ïðè ëþáîì âûáîðå ýëåìåí-

òîâ u0, u1 ∈ D(A) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ (u(t), g).

Ôðàçà ¾èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ¿ äîïóñêàåò, êîíå÷íî, ÷òî ïðè íåêî-
òîðûõ u0, u1 ∈ D(A) ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìîæåò îòñóòñòâîâàòü. Âîïðîñ î
ðàçðåøèìîñòè ïîäîáíûõ çàäà÷ íàäî èçó÷àòü îòäåëüíî. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ
áûëà ðàçâèòà â [2] ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè êîððåêòíîñòè ïðÿìîé çà-
äà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ u′(t) = Au(t). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4 èç [2] è ó÷èòûâàÿ,

141



÷òî íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (3) ïîïàäàþò â ïîëóïëîñêîñòü Reλ > 2
(ñì. [1]), óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò C0-ïîëóãðóïïó U(t), óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ îöåíêå ∥U(t)∥ 6Me2t ïðè t > 0 ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîéM > 1. Òîãäà ïðè
ëþáîì âûáîðå ýëåìåíòîâ u0, u1 ∈ D(A) îáðàòíàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò è ïðèòîì
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u(t), g).

Áûëî áû ïîëåçíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé òåîðåìû 3 ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 4 èç ðàáîòû [3]. Ýòî ïîçâîëèò îáîñíîâàòü êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1), (2) äëÿ ïîëóãðóïï ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî ðîñòà.
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ÏÎËÓÑÈËÜÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ Â ÌËÀÄØÈÕ ×ËÅÍÀÕ

Ì. Â. Êóêóøêèí

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ, äàííàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ïîäðîáíî èçó÷åíà â ïðåäïîëîæåíèÿõ ãëàäêîñòè îòíîñèòåëüíî
êîýôôèöèåíòîâ [1]. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçðå-
øèìîãî ðàñøèðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ, äåéñòâóþùåãî èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ çà-
äàííîé ãëàäêîñòüþ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ýòè óñëîâèÿ âêëþ÷àþò ñëó÷àè êî-
ãäà êîýôôèöèåíò ïðè äðîáíîé ïðîèçâîäíîé èìååò ðàçðûâ êàê ïåðâîãî, òàê è
âòîðîãî ðîäà. Â ðàáîòå [2] äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ â êëàññå ðåãóëÿðíûõ
ðåøåíèé C[a, b] ∩ C2(a, b) â ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòåëüíî êîýô-
ôèöèåíòà ïðè äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîå ïîâòîðåíèå ðåçóëüòàòîâ [2] ïðè ñíÿòèè óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè
êîýôôèöèåíòà ïðè äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Ðàññìîòðåííûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî èíûì íåæåëè â [2].
Åñëè ýòî íå îãîâîðåíî äîïîëíèòåëüíî, âåçäå áóäåì ïîëàãàòü α ∈ (0, 1), x ∈ Ω.
Èíòåãðèðîâàíèå áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå Ëåáåãà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-
÷åíèÿ:

Ω =
{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ En, a < xi < b, i = 1, 2, . . . , n

}
.

⟨f, g⟩0 ≡ ⟨f, g⟩L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x) dx, ∥ · ∥0 = ∥ · ∥L2(Ω),

Iαb−(L1) =
{
f(x) : f(x) = D−αbx φ(t), φ(x) ∈ L1(a, b)

}
,

W l
2(ãð) =

{
u(x) : u(x) ∈W l

2(Ω), u(Γ) = 0
}
.

Äîïóñòèì èìååò ìåñòî îäíîìåðíûé ñëó÷àé, ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

Lu ≡ D2u(x)− c(x)Dα
axu(t) = f(x) ∈ L2(a, b), (1)

u(x) ∈W 2
2 (ãð).

Âûïîëíåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ

∥Lu∥0 > C∥u∥0, (2)

∥L+u∥0 > C∥u∥0 (3)

äàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîëóñèëüíîãî ðåøåíèÿ [1, ñ. 98] ïðè ëþáîé
ïðàâîé ÷àñòè èç L2.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü c(x) ∈ Iαb−(L1), φ(x) > 0. Òîãäà èìåþò ìåñòî ýíåðãåòè÷å-
ñêèå íåðàâåíñòâà (2), (3).

Ïóñòü: Ω ∈ En, αi ∈ (0, 1), i = 1, 2, . . . , n. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

Lu ≡
n∑

i=1

(
D2

xi
u(x)− ci(xi)D

αi
axi
u
)
= f(x) ∈ L2(Ω), (4)

u(x) ∈W l
2 (ãð).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ci(xi) ∈ Iαb−(L1), φi(xi) > 0 (i = 1, 2, . . . , n), l >
[
n
2

]
+ 2.

Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà çàäà÷è (4) èìåþò ìåñòî ýíåðãåòè÷åñêèå íåðàâåíñòâà (2), (3).

Ëèòåðàòóðà

1. Áåðåçàíñêèé Þ. Ì. Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòî-
ðîâ.� Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1965.�798 ñ.

2. Íàõóøåâ À. Ì. Çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ // Äîêë. ÀÍ
ÑÑÑÐ.�1977.�Ò. 234, � 2.�Ñ. 308�311.

144



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÄÂÓÕ ÌÅÒÎÄÀÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
ÃÎÔÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ ÂÐÀÙÅÍÈß1

Ñ. Ñ. Ìàêàðîâ (Ðîññèÿ, ÞÔÓ; Ðîñòîâ-íà-Äîíó),
Þ. À. Óñòèíîâ (Ðîññèÿ, ÞÔÓ; Ðîñòîâ-íà-Äîíó)

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé îäíèì èç îñíîâíûõ øàãîâ
ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò íà óñòîé÷èâîñòü. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è
ïðè ïîìîùè îäíîãî èç ìíîæåñòâà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èëè ñ ïîìîùüþ ïðèêëàä-
íûõ ïðîãðàìì, êîòîðûå èõ ðåàëèçóþò, íå ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìîé çàäà÷åé.

Ãîôðèðîâêà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ êîíòðîëÿ æåñòêîñòè îáîëî÷åê ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, ïîäâåðæåííûõ ðàçëè÷íûì íàãðóç-
êàì. Ãîôðèðîâàííûå ïî îêðóæíîñòè îáîëî÷êè (ñèëüôîí) èñïîëüçóþòñÿ â êîí-
ñòðóêöèÿõ ñ íèçêîé èçãèáíîé æåñòêîñòüþ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèå è âûñîêîé
èçãèáíîé æåñòêîñòüþ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè. Îñåñèììåòðè÷íàÿ ãîôðèðîâàí-
íàÿ îáîëî÷êà, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå, ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ñèëüôîíîì,
êîòîðûé íàõîäèò ïðèìåíåíèå â êà÷åñòâå óïðóãîãî ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà â
ðàçëè÷íûõ àâòîìàòè÷åñêèõ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðàõ. Â ñèëó ñâîåé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû, ñèëüôîíû ñïîñîáíû ñîâåðøàòü çíà÷èòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ïðè
ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè, ãèäðîñòàòè÷åñêîì äàâëåíèè è èçãèáàþùåì ìîìåíòå. Äàí-
íàÿ ñïîñîáíîñòü ñòàëà ïðè÷èíîé øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèëüôîíîâ â êà÷å-
ñòâå ÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â [1, 2] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèëüôîí ìîæåò
ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Ãëàâíûé îñîáåí-
íîñòüþ ãîôðèðîâàííûõ îáîëî÷åê ìîæíî íàçâàòü âûñîêèå æåñòêîñòè íà èçãèá è
ñæàòèå â íàïðàâëåíèè ãîôðèðîâêè. Â îñíîâíîì ïðè èññëåäîâàíèè ãîôðèðîâàí-
íûõ îáîëî÷åê, åñëè äëèíà ãîôðà íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òîëùèíû, ïðèìåíÿåòñÿ
ìîäåëèðîâàíèå ñëîæíîé ôîðìû ìåðèäèàíà îðòîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êîé. Òåì íå ìåíåå, àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òàêèõ îáîëî÷åê ïîêàçàë, ÷òî âûâîäû,
ñäåëàííûå íà îñíîâàíèè îðòîòðîïíîé òåîðèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ íåäîñòîâåðíûìè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåííà ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ãîôðèðî-
âàííûõ îáîëî÷åê. Äëÿ ïîñòàíîâêè êðàåâîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ íîâûå, ïî ôîð-
ìå, óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ òåîðèè
Êèõðãîôà � Ëÿâà. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîðöàõ îáîëî÷êè âûáðà-
íû óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ, âíåøíåãî è âíóòðåííåãî, ïðè êîòîðûõ îñåñèììåòðè÷íîå íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå äâóõ
ðàçðàáîòàíûõ àëãîðèòìîâ, îäèí èç êîòîðûõ îïèðàåòñÿ íà ìåòîä íà÷àëüíûõ ïà-
ðàìåòðàõ, à âòîðîé, íîâûé â äàííîì êëàññå çàäà÷ ìåòîä � ìåòîä Ôëîêå � Ëÿïó-
íîâà. Äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïîñòðîåíû ôîðìû ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 9.665.2014.Ê
â ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÌÀÒÐÈ×ÍÛÅ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ

À. Â. Ìàêàðîâà

(Ðîññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÃÓ)

Â ïóáëèêàöèÿõ [1] è [2] ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì î ðàçðåøèìîñòè ñòîõàñòè-
÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè áûëè èñïîëüçî-
âàíû íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.

Â äàííîé ïóáëèêàöèè îñòàíîâëþñü íà íèõ ÷óòü ïîäðîáíåå. Ââåäåì îáîçíà÷å-
íèå ÷åðåç S+(n) ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ n× n
ìàòðèö. Â [3] íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà ïîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà
α ∈ S+(n) ïðåäñòàâèìà â âèäå α = ζδζ∗, ãäå ζ � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà
ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, ζ∗ � åå òðàíñïîíèðîâàííàÿ, ò. å. âåðõíåòðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, è δ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ÷üè óãëîâûå
ìèíîðû (îòìåòèì, ÷òî âñå îíè ïîëîæèòåëüíû) ñîâïàäàþò ñ óãëîâûìè ìèíîðàìè
ìàòðèöû α. Îáîçíà÷èì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàðèöû δ ÷åðåç δ1, . . . δn. Òîãäà
A = ζ

√
δ, ãäå

√
δ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ

√
δ1, . . . ,

√
δn íà äèàãîíàëè òàêîâà,

÷òî α = AA∗.
Åñëè ìû èìååì äåëî ñ íåïðåðûâíûì (èçìåðèìûì, ãëàäêèì) ïîëåì α(t,m),

t ∈ R è m ∈ T n, ãäå Tn � ïëîñêèé n-ìåðíûé òîð, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû
A(t,m) òàêæå íåïðåðûâíû (èçìåðèìû, ãëàäêè).

Îáîçíà÷èì T−(n) � ìíîæåñòâî íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, ñ íó-
ëÿìè íà äèàãîíàëè, êîòîðîå î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
â Rn2

� ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âñåõ n× n ìàòðèö.
Ïóñòü L0(n) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî â Rn ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ X =

(X1, . . . , Xn) òàêèõ, ÷òî X1 + · · · + Xn = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SLC ìíîæåñòâî
ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ñ ïîñòîÿííûì (C > 0)
îïðåäåëèòåëåì. Ââåäåì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå LC : SLC → L0, êîòîðîå ïåðåâî-
äèò ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó α ∈ SLC â LC(α) =

(
log

√
δ1√
C
, . . . , log

√
δn√
C

)
∈ L0(n).

Çàìåòèì, ÷òî T−(n) è L0(n) ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ò. å. ïîíÿòèå âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà êîððåêòíî â íèõ.

Äàííûå êîíñòðóêöèè ñ ñèììåòðè÷åñêèìè ìàòðèöàìè ïîçâîëèëè íàì ãîâî-
ðèòü î ðàçðåøèìîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùè-
ìè ñêîðîñòÿìè äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó (ñíèçó) ïðàâîé ÷àñòè.
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ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÕÈÐÎÒÛ ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Î. Â. Íîâèêîâà

(Ðîññèÿ, Ñòàâðîïîëü; ÑÊÔÓ)

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó Õèðîòû [1] ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé çàìåíû íåîáõîäè-
ìî ïðèâåñòè èñõîäíîå óðàâíåíèå ê áèëèíåéíîé ôîðìå. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå òèïà Øðåäèíãåðà

pt − ipxx + 2ip
(
p2 + p 2

)
= 0, (1)

èññëåäóåìîå â [2], äëÿ êîòîðîãî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Õèðîòû ïîñòðîåíû òî÷íûå
ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âîëí è 1-ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ â âèäå êèíêîâ [3]. Â äàí-
íûõ ðàáîòàõ áûëà ïðîâåäåíà çàìåíà äåéñòâèòåëüíûõ ôóêöèé u(x, t) è v(x, t) èç
ñèñòåìû óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíîé èõñîäíîìó êîìïëåêñíîìó óðàâíåíèþ (1):{

ut + vxx − 4v
(
u2 − v2

)
= 0,

vt + uxx − 4u
(
u2 − v2

)
= 0,

íà ÷àñòíîå äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé. Â êíèãå Ì. Àáëîâèöà [1] ðàññìîòðåíî
ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà Õèðîòû äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè. Ïðèìåíèì òàêîé ïîäõîä äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ (1).

Ëåììà. Íåëèíåéíîå êîìïëåêñíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ (1) ñ ïîìîùüþ çàìåíû

p(x, t) =
F (x, t)

G(x, t)
, p(x, t) =

F (x, t)

G(x, t)
, (2)

ãäå F (x, t) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, G(x, t) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,

ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ áèëèíåéíûõ óðàâíåíèé{
DtF ◦G− iD2

xF ◦G = 0,

D2
xG ◦G+ 2

(
F 2 + F 2

)
= 0.

(3)

▹ Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ p(x, t) â âèäå (2). ×àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ïðèìóò âèä

pt =
F tG− FGt

G2
, pxx =

G(FxxG− FGxx)− 2Gx(FxG− FGx)

G3
.

Ïîäñòàâèâ äàííûå çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (1), èìååì

G
(
F tG− FGt

)
− i
(
FxxG

2 − FGGxx − 2GFxGx + 2FG2
x

)
+ 2iF

(
F 2 + F 2

)
= 0.

148



Ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî òàê, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ Õèðîòû [1]:

DtF ◦G = FtG−GtF.

Äëÿ ýòîãî äîáàâèì è âû÷òåì â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà iFGGxx,
èìååì

G
(
F tG− FGt

)
+ 2iF

(
F 2 + F 2

)
−

− i
(
G(FxxG− 2FxGx + FGxx)− F

(
2GGxx − 2G2

x

))
= 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Õèðîòû, ïðèäåì ê ðàâåí-
ñòâó

G
(
DtF ◦G− iD2

xF ◦G
)
+ iF

(
D2

xG ◦G+ 2F
(
F 2 + F 2

))
= 0,

êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ íà ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé (3). ×òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü. ◃
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êîíô. ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðèëîæåíèÿ â òåõíèêå
è òåõíîëîãèÿõ¿.�2014.�×. 2 (4)�Ñ. 116�119.

149



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÄËß ÃÈÏÅÐÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ
ÈÍÒÅÃÐÀËÀ ÍÀ ÎÒÐÅÇÊÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß

Ë. Þ. Ïëèåâà

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ, ÑÎÃÓ)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë âèäà

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)

(t− x)2
dt, x ∈ (−1, 1), (1)

ãäå Tn(t) = cos(n arccos t).
Èíòåãðàë (1) íàäî ïîíèìàòü â ñìûñëå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ïî Àäàìàðó. Äëÿ

íåãî ïîëó÷åíî è äîêàçàíî ñïåêòðàëüíîå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïðè ïîñòðîåíèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ
íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà. Äëÿ èíòåãðàëà

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)

(t− x)2
dt, x ∈ (−1, 1),

ãäå Tn(t) = cos(n arccos t) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)

(t− x)2
dt =

xUn−1(x)− nTn(x)

1− x2
, x ∈ (−1, 1). (2)

▹ Íàä èíòåãðàëîì (1) ïðîèçâåäåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)

(t− x)2
dt =

1

π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)

(1− t2)(t− x)2
dt =

=
2x

(1− x2)2
1

π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)

t− x
dt+

1

1− x2
1

π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)

(t− x)2
dt+

+
1

2(1− x)2
1

π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)

1− t
dt+

1

2(1 + x)2
1

π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)

1 + t
dt.
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Â èíòåãðàëàõ

1

π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)

t− x
dt,

1

π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)

(t− x)2
dt

çàìåíèì ìíîãî÷ëåí Tn(t) ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà ïî ôîðìó-
ëå [1]

Tn(t) =
1

2

(
Un(t)− Un−2(t)

)
, Un(x) =

sin((n+ 1) arccosx)√
1− x2

.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ [2]

1

π

1∫
−1

√
1− t2

Un(t)

t− x
dt = −Tn+1(x),

1

π

1∫
−1

√
1− t2

Un(t)

(t− x)2
dt = −(n+ 1)Un(x),

äëÿ èíòåãðàëà (1) ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)

(t− x)2
dt =

2x

1− x2
Un−1(x)−

nTn(x) + xUn−1(x)

1− x2
=

=
xUn−1(x)− nTn(x)

1− x2
. ◃

Ëèòåðàòóðà

1. Ïàøêîâñêèé Ñ. Âû÷èñëèòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è ðÿäîâ ×åáûøåâà.�Ì.: Íàó-
êà, 1983.�384 ñ.

2. Âàéíèêêî Ã. Ì., Ëèôàíîâ È. Ê., Ïîëòàâñêèé Ë. Í. ×èñëåííûå ìåòîäû â ãèïåðñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è èõ ïðèëîæåíèÿ.�Ì.: ßíóñ-Ê, 2001.�507 c.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÈÍÔÈÍÈÒÅÇÅÌÀËÜÍÛÅ ÀÔÔÈÍÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
È ÈÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÅ

Â. À. Ïîïîâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò)

Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî çàäàííóþ àíàëèòè÷åñêóþ àôôèííóþ ñâÿçíîñòü Γk
ij íà

àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M . Èíôèíèòåçèìàëüíûå àôôèííûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ � ýòî âåêòîðíûå ïîëÿ ξk(x) òàêèå, ÷òî

n∑
l=1

(
∂Γk

ij

∂xl
ξl − Γl

ij

∂ξk

∂xl
+ Γk

lj

∂ξl

∂xi
+ Γk

il

∂ξl

∂xj

)
= 0.

Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî àôôèííîé ñâÿçíîñòè M è àôôèííîå
ïðåîáðàçîâàíèå φ : U → V ìåæäó åãî îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè. Âîçíèêàåò
âîïðîñ, ïðè êàõ óñëîâèÿõ îòîáðàæåíèå φ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ äî àô-
ôèííîãî ïðåîðàçîâàíèÿ φ : M → M âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêîå ïðîäîëæåíèå
âîçìîæíî âñåãäà äëÿ èíôèíèòåçåìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Òåîðåìà 1. Âåêòîðíîå ïîëå, çàäàþùåå èíôèíèòåçåìàëüíóþ èçîìåòðèþ íà

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x àíàëèòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

àôôèííîé ñâÿçíîñòè M àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü

ëþáîé äðóãîé òî÷êè y ∈M .

Ïðèíöèïèàëüíàÿ íåâîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ èíôèíèòåçåìàëüíîãî àôôèí-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äî àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ M â öåëîì â îáùåì ñëó÷àå
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ àëãåáðû Ëè ζ èíôèíåòåçåìàëüíûõ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé åå ñòàöèîíàðíàÿ ïîäàëãåáðà η ⊂ ζ ìîæåò ïîðîæäàòü íåçàìêíóòóþ
ïîäãðóïïó H â îäíîñâÿçíîé ãðóïïå Ëè G ñ àëãåáðîé Ëè ζ. Ïðè äîâîëüíî îáùèõ
óñëîâèÿõ H çàìêíóòà â G, è âñå èíôèíåòåçåìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîäîëæà-
þòñÿ äî ãëîáàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ íà íåêîòîðîì ìíîãîáðàçèèM .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ζ � àëãåáðà Ëè âñåõ èíôèíèòåçåìàëüíûõ àôôèííûõ

ïðåîðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿçíîñòè M , η ⊂ ζ � ñòàöèîíàðíàÿ

ïîäàëãåáðà, G � îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé Ëè ζ, H ⊂ G � ïîäãðóïïà,

ïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðîé η ⊂ ζ. Òîãäà åñëè ζ íå èìååò öåíòðà, òî H çàìêíóòà

â G.
Äàííóþ ðàáîòó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ðàáî-

òû [1, 2].

Ëèòåðàòóðà

1. Popov V. A. On analytic extensions of Riemannian manifolds // Contemporary Problems
of Mathematics, Mechanics and Computing Sciences. Collective volume prepared on the
materials presented at the International conference �Tarapov's reading�.�Kharkov, 2011.

2. Ïîïîâ Â. À. Ïðîäîëæàåìîñòü ëîêàëüíûõ ãðóïï èçîìåòðèé // Ìàò. ñá.�1988.�
Ò. 135 (177), � 1.�Ñ. 45�64.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÇÀÄÀ×À ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ
ÒÈÏÀ ÒÅ×ÅÍÈß ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÀ

Ñ. Â. Ðåâèíà

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Ïóñòü âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âíåøíèõ
ñèë F (x, t), êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-
ìåííûì x1, x2 ñ ïåðèîäàìè L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëå ñêîðîñòè è äàâëåíèå
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà:

∂v

∂t
+ (v,∇)v − ν∆v = −∇p+ F (x, t), div v = 0.

Ñðåäíÿÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêó ïåðèîäîâ ñêîðîñòü ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî îäèí èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäîâ L2 = 2π/α ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè, êîãäà âîëíîâîå ÷èñëî α→ 0.

Ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîå òå÷åíèå Êîë-
ìîãîðîâà ñ ñèíóñîèäàëüíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìî-
äåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ åñòåñòâîçíàíèÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äëèííîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè êëàññà
ñòàöèîíàðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé

V = (0, V (x1)).

Â [1] âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû è äàí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ k-ãî ÷ëåíà
àñèìïòîòèêè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäíåå ñêîðîñòè îòëè÷íî îò íóëÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ âå-
äóùèõ ÷ëåíîâ äëèííîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ
äâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè ñ íóëåâûì ñðåäíèì ⟨V ⟩ ̸= 0
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè, ïðè
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.

Ëèòåðàòóðà

1. Ðåâèíà Ñ. Â. Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëèííîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷è-
âîñòè ñäâèãîâûõ òå÷åíèé // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàò. ôèç.�2013.�Ò. 53, � 8.�
Ñ. 1387�1401.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÇÀÄÀ×A ÐÀÑÑÅßÍÈß, ÑÂßÇÀÍÍÀß Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÄÈÐÀÊÀ

T. Â. Ðåäüêèíà

(Ðîññèÿ, Ñòàâðîïîëü; ÑÊÔÓ)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

φx = Lφ, φt = Aφ (1)

ñ îïåðàòîðàìè

L =

(
0 p
p 0

)
+ λ

(
0 −1
1 0

)
, A =

1

4λ

−2pt
pxt
p

−pxt
p

2pt

 (2)

è âåêòîð ñòîëáöîì φ = (φ1(x, t, λ), φ2(x, t, λ))
T , p(x, t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå [−c, c] (çäåñü íå èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü
ðàññìîòðåíèÿ è áåñêîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà (−∞,∞), êîãäà c → ∞), λ � ïðîèç-
âîëüíûé ïàðàìåòð. Òàêàÿ çàäà÷à çàâèñèò îò çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ôóíê-
öèè p(x, t), ïîýòîìó âûáåðåì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà èçâåñòíî ïîâåäåíèå ôóíêöèè

p(x, t)
∣∣
x→±c = f(t), (3)

ãäå f(t) � íåïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ |f(t)| 6 F − const, äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ.

Ëåììà 1. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) íà ãðàíèöå îáëàñòè x → ±c è ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3), êîãäà |f(t)| < λ, èìååò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ðåøåíèé:

ϕ1 =

(
i
q(t)

)
eikx, ϕ2 =

(
q−1(t)
i

)
e−ikx, x→ c, (4)

ψ1 =

(
q−1(t)
i

)
e−ikx, ψ2 =

(
i
q(t)

)
eikx, x→ −c, (5)

ãäå q(t) =
√

f(t)+λ
λ−f(t) , k =

√
λ2 − f2(t) ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñèò îò t.

Ëåììà 2. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà (4), ïðè x → c ê áàçèñó (5), ïðè
x→ −c èìååò âèä  a(t, λ) b(t, λ)

f(t) + λ

f(t)− λ
b(t, λ) a(t, λ)

 ,

ãäå êîýôôèöèåíòû a(t, λ), b(t, λ) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

a2(t, λ)− f(t) + λ

f(t)− λ
b2(t, λ) = 1.
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Ëåììà 3. Äàííûå ðàññåÿíèÿ a(t, λ), b(t, λ) ñâÿçàíû ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ñè-

ñòåìîé ðåøåíèé (4) è (5) ðàâåíñòâàìè

a(t, λ) = −1

2
W (ϕ1, ψ1), b(t, λ) =

1

2
W (ϕ1, ψ2),

ãäå W (ϕ1, ψ1), W (ϕ1, ψ2) � âðîíñêèàíû ðåøåíèé.

Çàâèñèìîñòü a(t, λ) è b(t, λ) îò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âòîðîãî
ðàâåíñòâà ñèñòåìû (1).

Òåîðåìà 1. Åñëè p(x, t) ìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè

pxxtp − pxpxt = 4p3pt ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëî-

âèþ (3) ïðè x → ±c, òî äàííûå ðàññåÿíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà èìåþò

âèä

a(t, λ) =
√

1 + b20(0, λ), b(t, λ) = b0(0, λ)

√
f(t)− λ

λ+ f(t)
,

ãäå b0(0, λ) � íà÷àëüíîå óñëîâèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1).

Ëèòåðàòóðà

1. Íîâèêîâ Ñ. Ï. Òåîðèÿ ñîëèòîíîâ. Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è.�Ì.: Íàóêà, 1980.
2. Ðåäüêèíà Ò. Â. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, èíòåãðèðóåìûå ìåòîäàìè ñîëèòîííîé ìàòåìàòè-

êè. Ïàðû Ëàêñà ñ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì Äèðàêà è ñ íåñàìîñîïðÿæåííûìè îïå-
ðàòîðàìè ðàññåÿíèÿ.�LAP LAMBERT Academic Publishing. AV Akademikerverlag GmbH
& Co. KG. Deutsch-land, 2013.�153 ñ.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄËß ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

À. À. Ñàãèòîâ

(Ðîññèÿ, Ãðîçíûé; ×ÃÓ)

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ä :
{
|y(i)| 6 di, i = 0, 1, 2, x ∈ (a, b)

}
(1)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè f(x, y, y′, y′′) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãó-
ìåíòîâ â îáëàñòè Ä : {|y(i)| 6 di, i = 0, 1, 2, x ∈ (a, b)}, à ïðè x = a, b, ò. å. íà
êîíöàõ èíòåðâàëà (a, b) èìååò ñèíãóëÿðíîñòè â ñìûñëå ðàáîò [1, 2], ñòàâÿòñÿ ðàç-
ëè÷íûå êðàåâûõ çàäà÷è è äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ.

Íàïðèìåð, äîïóñêàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f(x, y, y′, y′′) ïî y′′ è
ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé f ′y′′(x, y, y

′, y′′), íåïðåðûâíîé ïî âñåì àðãó-
ìåíòàì â îáëàñòè Ä è ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðàçðûâàìè íà êîíöàõ (a, b).

Ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà f è f ′y′′ :∣∣f(x, y, y′, φ(x))− φ′(x)
∣∣ 6 ψ(x), (2)

f ′y′′(x, y, y
′, y′′) sign(x− x0) 6 −ψ̄(x), x0 ∈ (a, b), (3)

ãäå φ(x) íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà äëÿ x ∈ (a, b) è φ(a) = φ(b) = 0, ôóíê-
öèÿ ψ(x) èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ðèìàíà íà ñåãìåíòå [a, b], ôóíêöèÿ ψ̄(x) äëÿ
ëþáîãî δ > 0 èíòåãðèðóåìà íà ñåãìåíòå [a+ δ, b− δ], íî

a+δ∫
a

ψ̄(x) dx =

b∫
b−δ

ψ̄(x) dx = +∞. (4)

Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî ïå-
ðåîïðåäåëåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

y(x0) = 0, y′(x0) = 0, y′′(x0) = 0, y′′(a) = 0, y′′(b) = 0. (5)

Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

y(x) =

x∫
x0

(x− s)Ay(s) ds, (6)

ãäå

Ay(x) =

x∫
x0

e

x∫
x0

φ(s,y(s),y′(s),y′′(s))ds[
f, y(t), y′(t), φ(t)− φ′(t)

]
dt+ φ(x),

φ(x0) = 0,

(7)
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ôóíêöèè f(x, y(x), y′(x), y′′(x)) ñòðîÿòñÿ ïî [2].
Äîïîëíèòåëüíî ïðèëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

M = max
a6x6b

|φ(x)|+max


x0∫
a

ψ(t) dt,

b∫
x0

ψ(t) dt

 6 d2,

λM 6 d1,
λ2M

2
6 d0, λ = max{a− x0, b− x0}.

Çàìåíÿÿ óñëîâèÿ (3) äðóãèìè óñëîâèÿìè, ïîëó÷àåì ðàçíîâèäíîñòè êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Ëèòåðàòóðà

1. Êèãóðàäçå È. Ò. Íåêîòîðûå ñèíãóëÿðíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.�Òáèëèñè: Èçä-âî Òáèëèñ. óí-òà, 1975.�352 ñ.

2. Èñðàèëîâ Ñ. Â., Þøàåâ Ñ. Ñ. Ìíîãîòî÷å÷íûå ôóíêöèîíàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è
äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.�Íàëü÷èê: Èçäàò. öåíòð ¾Ýëü-ôà¿,
2004.�455 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈÉ ÎÄÍÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÞÙÈÌ ÀÐÃÓÌÅÍÒÎÌ1

Ì. À. Ñêâîðöîâà

(Ðîññèÿ, Íîâîñèáèðñê; ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàç-
äûâàþùèì àðãóìåíòîì, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ïòè÷üåãî ãðèïïà ó ïå-
ðåëåòíûõ ïòèö, ìèãðèðóþùèõ ìåæäó äâóìÿ òåððèòîðèÿìè [1]:

d

dt
Sw(t) = −[µsw +mwb(t)]Sw(t) + αs

bwmbw(t− τbw)Sb(t− τbw)−
βwSw(t)Iw(t)

Sw(t) + Iw(t)
,

d

dt
Sb(t) = −[µsb +mbw(t)]Sb(t) + b(t)Sb(t)

(
1− Sb(t)

K

)
+ αs

wbmwb(t− τwb)Sw(t− τwb)−
βbSb(t)Ib(t)

Sb(t) + Ib(t)
,

d

dt
Iw(t) = −[µiw +mwb(t)]Iw(t) + αi

bwmbw(t− τbw)Ib(t− τbw) +
βwSw(t)Iw(t)

Sw(t) + Iw(t)
,

d

dt
Ib(t) = −[µib +mbw(t)]Ib(t) + αi

wbmwb(t− τwb)Iw(t− τwb) +
βbSb(t)Ib(t)

Sb(t) + Ib(t)
.

Çäåñü Sw(t) è Sb(t) � ÷èñëåííîñòè çäîðîâûõ ïòèö íà çèìíåé è ëåòíåé òåððèòî-
ðèÿõ, Iw(t) è Ib(t) � ÷èñëåííîñòè çàðàæåííûõ ïòèö íà çèìíåé è ëåòíåé òåððè-
òîðèÿõ ñîîòâåòñòâåííî, ïàðàìåòðû çàïàçäûâàíèÿ τwb > 0 è τbw > 0 îòâå÷àþò
çà âðåìÿ ïåðåëåòà ñ îäíîé òåððèòîðèè íà äðóãóþ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî mwb(t),
mbw(t) è b(t) � êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå íåîòðèöàòåëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè,
âñå ïàðàìåòðû ñèñòåìû òàêæå íåîòðèöàòåëüíû.

Â [1] áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, ïðè êî-
òîðûõ ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
(Sw(t), Sb(t), Iw(t), Ib(t)) = (S∗w(t), S

∗
b (t), 0, 0), ñîîòâåòñòâóþùåå çäîðîâîé îñîáè.

Ìû ïîëó÷àåì îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ê óêàçàííîìó ïåðèîäè÷å-
ñêîìó ðåøåíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ H(t) ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà [2]: l

d

dt
H +HA(t) +A∗(t)H = −I, t ∈ [0, T ],

H(0) = H(T ) > 0.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ õî-
ðîøî îáóñëîâëåííîé çàäà÷åé è íå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ìàòðèöû ìîíî-
äðîìèè [2].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 14-01-31528.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÒÎ×ÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÃÎ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Î. Á. Ñóðíåâà

(Ðîññèÿ, Ñòàâðîïîëü; ÑÊÔÓ)

Â ëèòåðàòóðå, ñâÿçàííîé ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè îäíîãî óðàâíåíèÿ â äðóãîå îñî-
áîå ìåñòî çàíèìàþò äèôôåðåíöèàëüíûå ñâÿçè. Ïðèìåðàìè òàêèõ îòíîøåíèé
ìîãóò ñëóæèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè � Ðèìàíà, Ìèóðû, Êîóëà è Õîïôà [1, 2]
è äð., îáúåäèíåííûå ïîä áîëåå îáùèì ïîíÿòèåì � ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà [3].

Òåîðåìà 1. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

vηξ +
c

γ2
ev(3γvη + vζ + γvξ) = 0 (1)

ñâÿçàíî ñ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì

φη(γφξ + φζ + 3γφη) = 0 (2)

ïðåîáðàçîâàíèÿìè Áýêëóíäà âèäà
γφξ + φζ + 3γφη = γvξ,

γ
(
φηη + φ2

η

)
+ cev

(
c

γ
ev + vη

)
= −2cevφη,

γ(φξη + φηφξ) + φζη + φζφη = γvξφη +
c

γ
ev
(
3cev − γvξ − vζ

)
+ 6cevφζ ,

(3)

ãäå φ(ξ, η, ζ), v(ξ, η, ζ) � ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ ξ, η, ζ; c, γ � ïðîèçâîëüíûå

ïîñòîÿííûå.

Òåîðåìà 2. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1) ñâÿçàíî ñ

êëàññîì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

γφηξ +
γf ′

(η + f + 3γζ)2
=

(
φη −

1

η + f + 3γζ

)
[γφξ + φζ + 3γφη] (4)

ïðåîáðàçîâàíèÿìè Áýêëóíäà (3), ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîìáèíèðîâàí-

íîé ïåðåìåííîé ξ − γζ.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà äîêàçàíû òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Ôóíêöèè

φ = ln[η + f(ξ − γζ)− 3γζ] + q(ξ, ζ),

ãäå f(ξ − γζ) è q(ξ, ζ) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ (4).

Òåîðåìà 4. Ôóíêöèÿ âèäà F1(3γζ−η)+F2(ξ−γζ), ãäå F1, F2 � ïðîèçâîëüíûå

ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ðåøåíèåì óðàâíåíèé (1) è (2).
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Òåîðåìà 5. Ñåìåéñòâî íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (4)
èìååò ðåøåíèå

φ(ξ, η, ζ) = ln[3γζ − η + f(ξ − γζ)] +
ac

γ
(3γζ − η) + f1(ξ − γζ),

ãäå f1(ξ−γζ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîìáèíèðîâàííîé ïåðåìåííîé, a = eC �

ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òåîðåìà 6. Åñëè íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1) èìååò
ðåøåíèå

v(ξ, η, ζ) =
c

γ
η + f2(ξ − γζ)− 3cζ,

ãäå f2(ξ − γζ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîìáèíèðîâàííîé ïåðåìåííîé, òî óðàâ-

íåíèå (2) èìååò ðåøåíèå â âèäå

φ(ξ, η, ζ) =
aξ + γbζ

a+ b
f ′2(ξ − γζ)− e

c
γ
η+f2(ξ−γζ)−3cζ + r(ξ − γζ),

ãäå r(ξ − γζ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, a, b, c � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ëèòåðàòóðà

1. Miura R. M. Conservation laws for the fully nonlinear long-wave equations // Stud. Appl.
Math.�1974.�Vol. 53.�P. 45�56.

2. Miura R. Ì., Gardner Ñ. S., Kruskal M. D.Korteweg-de Vries equation and generalizations II.
Existence of conservation laws and constants of motion // J. Math. Phys.�1968.�Vol. 9.�
P. 1204�1209.

3. Ðûáíèêîâ À. Ê., Ñåìåíîâ Ê. Â. Ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà è îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.�
2004.�� 5.�Ñ. 52�68.

161



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Â ÏÎËÓÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

È. Â. Òèõîíîâ

(Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÓ)

Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ â ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ àêòèâíî
ðàçâèâàåòñÿ ïî÷òè óæå ñòî ëåò. Ðåçóëüòàòû ¾êëàññè÷åñêîãî¿ ïåðèîäà îòðàæåíû
â [1�4]. Ïðåäñòàâëåíèå î ñîâðåìåííûõ òåíäåíöèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç [5]. Èíòå-
ðåñíûå ïðèëîæåíèÿ äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîëóãðóïï îòìå÷åíû â [6]. Ñðàâ-
íèòåëüíî íåäàâíî áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ÿçûê ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ âåñüìà ýôôåêòèâåí ïðè ôîðìàëèçàöèè îáùèõ ïðèíöèïîâ, âîçíè-
êàþùèõ â îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé. Cîîòâåòñòâóþùàÿ
òåîðèÿ ðàçâèòà â ñåðèè ðàáîò [7�10]. Íàèáîëåå çàêîí÷åííûå ðåçóëüòàòû óäîáíî
ôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå áàíàõîâûõ ñòðóêòóð (ðåøåòîê). Ïðèâåäåì òèïè÷íûé
ïðèìåð, âçÿòûé èç [7].

Â áàíàõîâîé ñòðóêòóðå E ñ ïîëîæèòåëüíûì êîíóñîì E+ ðàññìîòðèì çàäà÷ó
î íàõîæäåíèè ýëåìåíòà g ∈ E èç ñîîòíîøåíèé

du(t)

dt
= Au(t) + Φ(t)g, 0 6 t 6 T, (1)

u(0) = 0, u(T ) = ψ. (2)

Çäåñü T > 0 � ÷èñëî. Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ Φ(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó
C1([0, T ];L(E)), ãäå L(E) � áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-
òîðîâ â E ñ îáû÷íîé îïåðàòîðíîé íîðìîé. Îïåðàòîð A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé
â E ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E. Ýëåìåíò ψ çàäàí â D(A).

Îñîáóþ ñïåöèôèêó ïîëóóïîðÿäî÷åííîãî ñëó÷àÿ âûðàæàþò ñëåäóþùèå òðå-
áîâàíèÿ.

(i) Îïåðàòîð A ïîðîæäàåò ïîçèòèâíóþ C0-ïîëóãðóïïó U(t), ò. å. U(t)E+ ⊂
E+ ïðè t > 0.

(ii) Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ Φ(t) ðàâíîìåðíî äèçúþíêòíà íà [0, T ], ò. å. åñëè
f1 ⊥ f2, òî Φ(t1)f1 ⊥ Φ(t2)f2 ïðè ëþáûõ t1, t2 ∈ [0, T ].

Êàê îáû÷íî, çàïèñü f1 ⊥ f2 îçíà÷àåò, ÷òî inf(|f1|, |f2|) = 0.
Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ïðèíöèï ïîçèòèâ-

íîñòè äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2).

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ (i), (ii). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

ñïåêòð îïåðàòîðà A ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè Reλ < 0, à îïåðàòîðíàÿ ôóíê-

öèÿ Φ(t) ïîä÷èíåíà óñëîâèÿì Φ(t) > 0 è Φ′(t) > 0 ïðè 0 6 t 6 T , ïðè÷åì

KerΦ(T ) = {0}. Òîãäà, åñëè ýëåìåíò ψ ∈ D(A) âûáðàí òàê, ÷òî Aψ 6 0, òî ðå-

øåíèå çàäà÷è (1), (2) (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f > 0.
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Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, à ïðè äîïîëíèòåëü-
íîì òðåáîâàíèè êîìïàêòíîñòè ïîëóãðóïïû U(t) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà
ðàçðåøèìîñòè. Áåç òðåáîâàíèÿ êîìïàêòíîñòè òåîðåìó ðàçðåøèìîñòè óäàëîñü
óñòàíîâèòü ïîêà ëèøü ïðè ñïåöèàëüíîì îãðàíè÷åíèè íà ïðîñòðàíñòâî E (ñì. [9]).
Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî ïðî ãåíåçèñ ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ, âîñõîäÿùèé ê
êîíêðåòíûì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ðàáîòû À. È. Ïðèëåïêî, Â. Ì. Èñ-
àêîâà, Â. Â. Ñîëîâüåâà, À. Á. Êîñòèíà). Òàêæå áóäóò îáñóæäàòüñÿ íåêòîðûå
îáîáùåíèÿ è íåðåøåííûå çàäà÷è.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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Î ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ÎÄÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÂÛÑÎÊÎÉ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ1

È. À. Óâàðîâà

(Ðîññèÿ, Íîâîñèáèðñê; ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ)

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðåøåíèé îäíîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Ðàíåå (ñì., íàïðè-
ìåð, [1, 2] è îáçîðíóþ ñòàòüþ [3]) áûëè óêàçàíû øèðîêèå êëàññû ñèñòåì âûñîêîé
ðàçìåðíîñòè, äëÿ êîòîðûõ íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê
ðåøåíèþ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Ïðè ýòîì áûëè
ïîëó÷åíû îöåíêè, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî, ÷åì âûøå ïîðÿäîê ñèñòåìû, òåì
òî÷íåå àïïðîêñèìàöèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá äëÿ
ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì âûñîêîé ðàçìåðíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû íåëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Ñèñòåìû òàêîãî âèäà âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìíîãîñòàäèéíîãî ñèíòåçà
âåùåñòâà ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè ïðîöåññà. Îïèðàÿñü íà ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå
Ã. Â. Äåìèäåíêî, ìû óêàçûâàåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ
ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû
ðåøåíèÿ ìàëû [4]. Ïîëó÷åíû îöåíêè àïïðîêñèìàöèè.
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ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÐÅÃÓËßÐÈÇÎÂÀÍÍÎÃÎ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÓÐÀÌÎÒÎ � ÑÈÂÀØÈÍÑÊÎÃÎ1

Õ. Ã. Óìàðîâ

(Ðîññèÿ, Ãðîçíûé; ×ÃÓ)

Â äîêëàäå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñîáîëåâñêîãî òèïà (ðåãóëÿðèçîâàííîãî îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êóðàìîòî � Ñè-
âàøèíñêîãî)

ut + umux − µuxxt + ν (uxx + uxxxx) = 0, x ∈ R1, t > 0, (1)

â êîòîðîì m � íàòóðàëüíîå, à µ, ν � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ

u
∣∣
t=0

= φ(x), x ∈ R1, (2)

è èñêîìîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u = u (x, t), x ∈ R1, t > 0, äëÿ âñåõ çíà-
÷åíèé t ïî ïåðåìåííîé x ïðèíàäëåæàò áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó Cub(R

1) ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ψ(x), x ∈ R1, íîðìà êîòîðîãî
∥ψ(x)∥Cub

= supx∈R1 |ψ(x)|.
Äîêàçàíî, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ φ (x) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè

ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Cub(R
1) è îäíîâðåìåííî

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W 1
2 (R

1), òîãäà çàäà÷à Êîøè (1), (2)
èìååò ïðè t > 0 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
x∈R1

|u(x, t)| 6 1 + µ
√
µ

exp

(
ν

2µ
t

)√√√√√ +∞∫
−∞

{
[φ(x)]2 + [φ′(x)]2

}
dx.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 13-01-00422-à.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÈÍÒÅÇÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂ ÑÈÑÒÅÌÛ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÎÐËÈ×À

Ôåòèñîâ Â. Ã. (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ),
Ïàíèíà È. È. (Ðîññèÿ, Øàõòû; ÈÑÎèÏ (ôèëèàë) ÄÃÒÓ)

Âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê (òàê íàçûâàåìûõ ñîáñòâåí-
íûõ ñâîéñòâ [1]) àäàïòèâíîé ìíîãîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî,
ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû âåñîâûõ ôóíêöèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé
âõîä è âûõîä ñèñòåìû â ÿâíîì âèäå.

Â ñîâðåìåííîé òåîðèè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïî-
íÿòèå ñîñòîÿíèÿ. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè âìåñòå ñ ïîñëåäóþùèì âõîäíûì ñèãíàëîì ñèñòåìû ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿåò åå ïîâåäåíèå. Â êàêîé-òî ìåðå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ó÷èòûâàåò
ïðîøëûå âëèÿíèÿ, âàæíûå äëÿ áóäóùåãî. Âñå, ÷òî îòíîñèòñÿ ê äèíàìè÷åñêîìó
ðåæèìó ñèñòåìû, ìîæíî ïîëó÷èòü, èçó÷àÿ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé.

Â ðåàëüíîé ñèñòåìå íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþ ïîääàþòñÿ íå âñå ïåðå-
ìåííûå ñîñòîÿíèÿ; êðîìå òîãî, òå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ìîæíî èçìåðèòü (ýòî
âñåãäà ôóíêöèè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ) èçìåðÿþòñÿ íå òî÷íî. Â êàêîé-òî ñòåïå-
íè çàäà÷à îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ëèíåé-
íûõ ñèñòåì çàäà÷à îöåíêè ñîñòîÿíèé ðåøåíà â ïîëíîé ìåðå. Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à
ãîðàçäî òðóäíåå, ïîýòîìó êðóïíûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ïîëó÷å-
íî.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó òåîðèè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ðåãðåññè-
îííûõ ìîäåëåé, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè îò ìàòðèö. Ýòî ïîíÿòèå óäîáíî ââåñòè, ðàññìàò-
ðèâàÿ êàæäóþ ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé
ýëåìåíòû ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà ìàòðè÷íûõ âåñîâûõ ôóíêöèé â
ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé âûõîäíûõ ñèãíàëîâ
ñèñòåìû. Òîãäà ðåãðåññèîííûå ìîäåëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäñòàâëåíèÿ
îáùåãî âèäà

Y = L{U}, U, Y ∈ L∗Φ,

ãäå L � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàí-
ñòâå Îðëè÷à L∗Φ.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ëèíåéíûé îïåðàòîð L çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

L(K) =

T∫
0

K(τ)U(t− τ) dτ, K ∈ L∗Φ1 , 0 6 t 6 T,

à ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à ìàòðèöû âåñîâûõ ôóíêöèé ðàç-
ìåðíîñòè q × p, K = (t,K(t))|0 6 t 6 T � èíòåãðàëüíûì ìîäóëÿðîì âèäà [2]

ΓΦ(u) =

∫
Ω

φ[u(t)] dt < +∞.
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Äëÿ èäåàëèçèðîâàííîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè ïàðà-
ìåòðàìè ëèíåéíûé îïåðàòîð L îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

L(K) =

T∫
0

K(t, τ)U(τ, η) dτ, K ∈ L∗Φ2 , 0 6 t, τ 6 T,

à ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå ïðîñòðàíñòâî L∗Φ2 çàäàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ìîäóëÿðîì
âèäà

ΓΦ(u) =

∫
Ω

φ[u(t, τ)] dtdτ < +∞.

Â ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêîé ìîäåëè ðåãðåññèè äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûìè ïàðà-
ìåòðàìè ëèíåéíûé îïåðàòîð è ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå ôóíêöèîíàëüíîå çàäàåòñÿ
äèñêðåòíûì àíàëîãîì [3].
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅÌ ÐßÄÎÂ ×ÅÁÛØÅÂÀ

Ø. Ñ. Õóáåæòû (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ, ÑÎÃÓ),
Ç. Â. Áåñàåâà (Þæíàÿ Îñåòèÿ, Öõèíâàë; ÞÎÃÓ)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà
ñëåäóþùåãî âèäà:

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

φ(t)

t− x
dt+

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

K(x, t)φ(t) dt = f(x), (1)

ãäå −1 < x < 1, K(x, t), f(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, φ(t) � íåèçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñ ïðèìåíåíèåì ðÿäîâ ×å-
áûøåâà [1]. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷à ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîñëå çàìåíû ïëîòíîñòè φ(t) ðÿäîì ×åáûøåâà ñâî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ äàííîãî ðåøåíèÿ. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ óêàçàííûõ
êîýôôèöèåíòîâ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå è ýòî
ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [−1, 1].

Èòàê, ðàçëîæèì íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ φ(t) â ðÿä ×åáûøåâà. Èìååì

φ(t) =

∞∑
k=1

CkTk−1(t), (2)

ãäå Tk−1(t) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà,

Tk−1(t) = cos((k − 1) arccos t),

Ck, k = 1, 2, 3, . . ., � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå (2) â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå:

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

1

t− x

( ∞∑
k=1

CkTk−1(t)

)
dt+

1

π

1∫
−1

K(x, t)√
1− t2

( ∞∑
k=1

CkTk−1(t)

)
dt = f(x).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

Tk−1(t)

t− x
dt =

{
0, k = 1,

Uk−2(x), k > 1,
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è èçâåñòíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

1

π

1∫
−1

1√
1− t2

f(t) dt ≈ 1

m

m∑
k=1

f

(
cos

2k − 1

2m
π

)
,

ïîëó÷èì
∞∑
k=2

CkUk−2(x) +

∞∑
k=1

Ck
1

m

m∑
j=1

K(x, xj)Tk−1(xj) = f(x), (3)

ãäå xj = cos 2j−1
2m π, j = 1, 2, . . . ,m.

Óðàâíåíèå (3) íå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ìû áóäåì
ðåøàòü ñëåäóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó [2]:

∞∑
k=2

CkUk−2(x) +

∞∑
k=1

Ck
1

m

m∑
j=1

K(x, xj)Tk−1(xj) = f(xi),

∞∑
k=1

Ck
1

m

m−1∑
j=1

Tk−1(xj) = C.

(4)

Ñèñòåìà (4) � áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà. Â äàëüíåéøåì φ(t) áóäåì èñêàòü â âèäå
φ(t) ≈ φn(t) =

∑n
k=1CkTk−1(t). Òîãäà è ñèñòåìà (4) ñòàíîâèòñÿ àëãåáðàè÷å-

ñêîé ñèñòåìîé ïîðÿäêà n × n, ïîñëå ðåøåíèÿ êîòîðîé íàõîäèì êîýôôèöèåíòû
C1, C2, . . . , Cn.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèè K(x, t), f(x) êëàññà Hr(α), (ò. å. èìåþùèå íåïðå-
ðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà r − 1, à ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà r óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ Ã�åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α (0 < α 6 1)), òîãäà ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

|φ(t)− φn(t)| = O

(
lnn

nr+α

)
.

Â çàêëþ÷åíèå, çàìåòèì, ÷òî ïðîâåäåí çíà÷èòåëüíûé îáúåì âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ýôôåêòèâíîñòü óêàçàííîãî ìåòîäà.

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÑÏÅÊÒÐÅ ÐÀÄÈÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ ÑÊÂÎÇÜ ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÇÀÇÎÐ

À. Ñ. ×åðíûø

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Èññëåäóåòñÿ ñïåêòð çàäà÷è îá îòêðûòîì òå÷åíèè â ñôåðè÷åñêîì ñëîå D ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Êàæèõîâà:

vt + rotv × v = −∇H,
divv = 0,

v · n
∣∣
S
= γ,

n× (v − v+)
∣∣
S+

= 0,

ëèíåàðèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî òå÷åíèÿ V = Cr−2er.
Çäåñü ∂D = S, S = S+ ∪ S0 ∪ S−, S+ � âõîä ïîòîêà, S− � âûõîä, S0 �

íåïðîíèöàåìàÿ ñòåíêà, v+ � çàäàííîå ãëàäêîå ïîëå íà S+, à γ ̸= 0 � ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ∫

S

γ dS = 0.

Âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

c∫
0

ρl(τ)e
λτdτ = 0,

ãäå

ρl(τ) = al(1− τ)−
l
3 − a−l−1(1− τ)

l+1
3 , l ∈ N, a > 1, c > 0.

Èç ðåçóëüòàòîâ î íóëÿõ öåëûõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Ïóñòü D � ñëîé ìåæäó äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè ñôåðàìè è V =
Cr−2er. Ðàññìîòðèì âD çàäà÷ó Êàæèõîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. ÏóñòüA(V)�
ñïåêòð ýòîé çàäà÷è, ëèíåàðèçîâàííîé îêîëî V. Òîãäà ∀λ ∈ A(V) Re (λ) < 0.

Ëèòåðàòóðà

1. Ëîéöÿíñêèé Ë. Ã. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà.�Ì.: Äðîôà, 2003.�840 ñ.
2. Âëàäèìèðîâ Â. Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.�Ì.: Íàóêà, 1981.�512 ñ.
3. Èëüèí Ê. È., Ìîðãóëèñ À. Á. Î ñïåêòðàõ îòêðûòûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè â êîëü-

öåâûõ îáëîñòÿõ // Ìàò. ôîðóì. Ò. 8, ÷. 2. Èññëåäîâàíèÿ ïî äèô. óðàâíåíèÿì, ìàò. ìîäå-
ëèðîâàíèþ è ïðîáëåìàì ìàò. îáðàçîâàíèÿ.�Âëàäèêàâêàç: ÞÌÈ ÂÍÖ ÐÀÍ è ÐÑÎ-À,
2014.�Ñ. 112�123.�(Èòîãè íàóêè. Þã Ðîññèè).

4. Ilin K., Morgulis A. Instability of an inviscid �ow between porous cylinders with radial�ow //
J. Fluid Mech.�2013.�� 730.�P. 364�378.

5. Ñåäëåöêèé À. Ì. Êëàññû àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è ýêñïîíåíöèàëüíûå
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÜ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ
B-ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÂ

Ý. Ë. Øèøêèíà

(Ðîññèÿ, Âîðîíåæ; ÂÃÓ)

Ïóñòü R+
N = {x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN , x1 > 0, . . . , xN > 0}, γ = (γ1, . . . , γN ) �

ìóëüòèèíäåêñ, ñîñòîÿùèé èç ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë γi, i =
1, . . . , N , |γ| = γ1 + · · ·+ γN .

Â ïðîñòðàíñòâå R+
N ïðèìåíÿåòñÿ ìíîãîìåðíûé îáîáùåííûé ñäâèã, îòâå÷àþ-

ùèé ìóëüòèèíäåêñó γ âèäà (T tf)(x) = T t1
x1
. . . T tN

xN
f(x), ãäå T ti

xi
, i = 1, . . . , N , �

îäíîìåðíûé îáîáùåííûé ñäâèã, îïðåäåëåííûé â [1]:

(T ti
xi
f)(x) =

= C(γi)

π∫
0

f
(
x1, . . . , xi−1,

√
x2i + t2i − 2xiti cosφi, xi+1, . . . , xn

)
sinγi−1 φi dφi,

C(γi) =
Γ
(γi+1

2

)
Γ
(γi
2

)
Γ
(
1
2

) , i = 1, . . . , N.

×åðåç Lγ
p(R+

n ) = Lγ
p , p > 1, áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå ïî íîðìå

∥f∥p,γ =

 ∫
R+
N

|f(x)|pxγ dx


1/p

, xγ =
N∏
i=1

xγii ,

ìíîæåñòâà èçìåðèìûõ íà R+
N ôóíêöèé f(x), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå

(ñì. [2, ñ. 21]) âèäà

f ′xi
(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xN ) = 0, i = 1, . . . , N. (1)

×åðåç Sev áóäåì îáîçíà÷àòü ÷àñòü êëàññà øâàðöåâûõ ôóíêöèé, ñîñòîÿùåå èç
ôóíêöèé îïðåäåëåííûõ íà R+

N , óäîâëåòâîðÿþùèõ (1).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (ñì. [3, ñ. 337]):

(P ± i0)λ = lim
ε→+0

(P ± iε)λ =

{
(P (x))λ, P (x) > 0,

e±λπi|P (x)|λ, P (x) < 0,

ãäå P (x)=x21 + · · ·+ x2n − x2n+1 − · · · − x2N , 1 6 n < N , x ∈ R+
N , λ ∈ R.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [4] (ñì. òàêæå [5] è [6, ñ. 406]), ââåäåì îáîáùåííûé B-ãèïåð-
áîëè÷åñêèé ïîòåíöèàë âèäà

(IαB,P±i0f)(x) = CN,n,γ(α)

∫
R+
N

(P±i0)
α−N−|γ|

2 (T yf)(x)yγ dy,
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ãäå CN,n,γ(α) � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò f , N + |γ| − 2 < α < N + |γ|.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x)∈Sev, N + |γ| − 2 < α < N + |γ|, 1 < p < N+|γ|

α ,

q = (N+|γ|)p
N+|γ|−αp . Òîãäà

∥IαB,P±i0f∥q,γ 6 CN,n,γ,p∥f∥p,γ ,

ãäå CN,n,γ,p � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò f .
Òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1, íî ïîëó÷åííàÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âìåñòî

îáîáùåííîãî ñäâèãà ïðèìåíÿëñÿ îáû÷íûé, ðàññìîòðåíà â [4].
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÎÁ ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ
ÎÄÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÞÙÈÌ ÀÐÃÓÌÅÍÒÎÌ1

Ò. Ê. Ûñêàê

(Ðîññèÿ, Íîâîñèáèðñê; ÍÃÓ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàç-
äûâàþùèì àðãóìåíòîì ñ ïàðàìåòðîì:

d

dt
y(t) = µA(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0,

ãäå µ > 0 � ïàðàìåòð, τ > 0 � çàïàçäûâàíèå, A(t), B(t) � íåïðåðûâíûå T -
ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû, F (t, u, v) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî àðãóìåíòó u è ñëåäóþùåìó
íåðàâåíñòâó:

∥F (t, u, v)∥ 6 q1∥u∥1+ω1 + q2∥v∥1+ω2 , q1, q2 > 0, ω1, ω2 > 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû A(t) ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè
âñåõ t ∈ [0, T ].

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëå-
âîãî ðåøåíèÿ è íàõîæäåíèå îöåíîê, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñè-
ñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè. Ëèíåéíûé ñëó÷àé (q1 = q2 = 0) áûë ðàññìîòðåí â [1],
ïî÷òè ëèíåéíûé (ω1 = ω2 = 0) � â [2], ñëó÷àé ω1 = 0, ω2 > 0 � â [3].

Â ðàáîòå óêàçàíî óñëîâèå íà ïàðàìåòð µ≫ 1, ïðè êîòîðîì íóëåâîå ðåøåíèå
ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ
è óñòàíîâëåíà îöåíêà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ
ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ áûë èñïîëüçîâàí ôóíê-
öèîíàë Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî, ââåäåííûé â [4].
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Ñåêöèÿ III

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå





Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ ÏÎ ÈÍÂÀÇÈÈ
ÊÎÍÊÓÐÈÐÓÞÙÈÕ ÇÀ ÎÁÙÈÉ ÐÅÑÓÐÑ ÏÎÏÓËßÖÈÉ

ÍÀ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÌ ÀÐÅÀËÅ

Ë. Å. Àëïååâà

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ äâóõ êîíêóðèðóþùèõ çà åäèíûé ðåñóðñ
ïîïóëÿöèé ñ ó÷åòîì èõ ìèãðàöèè íà íåîäíîðîäíîì îäíîìåðíîì àðåàëå. Ìîäåëü
ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà [1].
Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî èíâàçèè è ïðîàíàëèçèðîâàíû âîç-
ìîæíûå ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèé, âêëþ÷àÿ âíåäðåíèå îäíîé ïîïóëÿöèè
íà àðåàë, óæå çàíÿòûé äðóãîé ïîïóëÿöèåé.

Äèíàìèêà ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè-ðåçèäåíòà u(x, t) è ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè-
ãîñòÿ v(x, t) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

u̇ = −q1′ + η1(x)u

(
1− u+ v

p(x)

)
, (1)

v̇ = −q2′ + η2(x)v

(
1− u+ v

p(x)

)
, (2)

q1 = −k1(x)u′ + αup′, (3)

q2 = −k2(x)v′ + αvp′. (4)

Çäåñü q1, q2 � ïîòîêè ïîïóëÿöèé, k1, k2 � êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè, α � ïà-
ðàìåòð ìèãðàöèè, η1, η2 � ïîêàçàòåëè ðîñòà, p(x) � ôóíêöèÿ ðåñóðñà. Àðåàëîì
îáèòàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [0, a].

Êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

u(0, t) = u(a, t) = 0, v(0, t) = v(a, t) = 0, (5)

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x). (6)

Äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé. Ââîäèòñÿ ñåòêà: xj = jh, j = 0, . . . , n + 1, h = a

n+1 . Ïëîòíîñòè u
è v âû÷èñëÿþòñÿ â óçëàõ xj , j = 1, . . . , n, ïîòîêè � â ñìåùåííûõ íà ïîëøàãà
óçëàõ xj+ 1

2
, j = 0, . . . , n. Ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé:

u̇j = −1

h

(
q1
j+ 1

2
− q1

j− 1
2

)
+ η1juj

(
1− uj + vj

pj

)
, (7)

v̇j = −1

h

(
q2
j+ 1

2

− q2
j− 1

2

)
+ η2j vj

(
1− uj + vj

pj

)
, (8)

q1
j+ 1

2
= −k1

j+ 1
2

uj+1 − uj
h

+ α
uj+1 − uj

2h

(
p(xj+1)− p(xj)

)
, (9)
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q2
j+ 1

2

= −k2
j+ 1

2

vj+1 − vj
h

+ α
vj+1 − vj

2h

(
p(xj+1)− p(xj)

)
. (10)

Ñèñòåìà äîïîëíÿåòñÿ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè êðàåâûõ óñëîâèé:

u0 = un+1 = 0, v0 = vn+1 = 0. (11)

Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MATLAB áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ïî èíâàçèè äëÿ
ôóíêöèè ðåñóðñà p(x) = 1 + 0,9 sin πx

a , ïàðàìåòðà ìèãðàöèè α = 0,1 è ñåòêè
èç 16 è 32 óçëîâ. Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ k1, k2 âîçìîæíû òðè ñöåíàðèÿ ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèé: âûæèâàíèå îäíîé èç
äâóõ ïîïóëÿöèé èëè èõ ñîñóùåñòâîâàíèå. Ïðè ñîîòíîøåíèè k1 < k2 ïîïóëÿöèÿ-
õîçÿèí íå ïîçâîëÿåò èíâàéäåðó îñòàòüñÿ íà àðåàëå; ïðè k1 > k2 âûòåñíÿåòñÿ
ðåçèäåíò. Ðàâåíñòâî k1 = k2 îòâå÷àåò ñîñóùåñòâîâàíèþ ïîïóëÿöèé.

Áûëî ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè ñòàòüè [2]
ïðè η1 = η2 = p(x). Íåïðåðûâíîìó ñåìåéñòâó ñîñóùåñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé îòâå-
÷àåò íàáîð ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî k1 = k2. Ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ äèôôóçèîííûõ ïàðàìåòðîâ è k1 > k2 (k1 < k2) ðåàëèçóåòñÿ ñöåíàðèé
âûòåñíåíèÿ èíâàéäåðà (õîçÿèíà), à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k1 è k2 � ñèòóàöèÿ
îáðàòíàÿ: ïðè k1 < k2 (k1 > k2) âûæèâàåò õîçÿèí (èíâàéäåð). Ñ óâåëè÷åíèåì
ïàðàìåòðà α ðàñòåò òàêæå âåëè÷èíà k1 = k2, ïðè êîòîðîé ìåíÿåòñÿ ñöåíàðèé
âûæèâàíèÿ (âûòåñíåíèÿ).
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

À. Ê. Áàççàåâ (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÂÈÓ, ÑÎÃÓ),
Ì. Ì. Ëàôèøåâà (Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÊÁÃÓ),

Ì. Õ. Øõàíóêîâ-Ëàôèøåâ (Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÊÁÃÓ)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â öèëèíäðå QT = {(x, t) : 0 < x < ℓ, 0 < t 6 T} ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

∂α0tu = ∂β0xu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)
∂u

∂x
= β1(t)u− µ1(t), x = 0,

−∂u
∂x

= β2(t)u− µ2(t), x = ℓ,

(2)

u(x, 0) = u0(x), (3)

ãäå ∂α0tu = 1
Γ(1−α)

∫ t
0

uτ (x,τ)dτ
(t−τ)α , ∂β0xu = 1

Γ(2−β)
∫ x
0

uηη(η,t)dη
(x−η)β−1 � ñîîòâåòñòâåííî ðåãó-

ëÿðèçîâàííûå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ïîðÿäêà α, 0 < α < 1 è ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå x ïîðÿäêà β, 1 < β 6 2; β1, β2 > β∗ > 0.

Äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å (1)�(3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîñòíóþ ñõå-
ìó

1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−αj−s+1 − t1−αj−s

)
yst =

=
1

Γ(3− β)

i∑
s=1

(
x2−βi−s+1 − x2−βi−s

) (
σŷxx,s + (1− σ)yxx,s

)
+ φi,

(4)

{
(yx,0 − β1y0)

(σ) = −µ1,
− (yx,N + β2yN )(σ) = −µ2,

(5)

y(σ) = σŷ + (1− σ)y,

y(x, 0) = u0(x), (6)

ãäå ŷ = yj+1, y = yj , yx,0 = (y1 − y0)/h, yx,N = (yN − yN−1)/h, β1, β2 > β∗ > 0.
Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4)�(6) èìååò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè O(h+ τ).
Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [1, 2] ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà∥∥yj+1

∥∥
Ch

6
∥∥u0(x)∥∥Ch

+
2

β∗

(
max
06k6j

|µ1(tk)|+ max
06k6j

|µ2(tk)|
)

+

+
ℓβ−1Γ(2− β)

β∗
max

0<t′6(j+1)τ

∥∥φ(x, t′)∥∥
Ch
,

(7)

ãäå ∥y∥Ch
= maxx∈ωh

|y(x)|.
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Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû

Ïîäñòàâèì y = z + u â óðàâíåíèå (4):

1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−αj−s+1 − t1−αj−s

)
zst =

1

Γ(3− β)

i∑
s=1

(
x2−βi−s+1 − x2−βi−s

)
zj+1
xx,s + ψi, (8)

{
zx,0 = β1z0 − ν1,

−zx,N = β2zN − ν2,
(9)

z(x, 0) = 0, (10)

ãäå ψi = O(h+ τ), ν1, ν2 = O(h).
Ïðèìåíÿÿ (7) ê ðåøåíèþ çàäà÷è (8)�(10), ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

ñõåìû (4)�(6): ∥y − u∥Ch
6M(h+ τ).

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÎÖÈÀËÜÍÎÉ
ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÑÒÈ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÌÈÃÐÀÖÈÈ

Å. Ê. Áàñàåâà (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ; ÑÎÃÓ),
Å. Ñ. Êàìåíåöêèé (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ; ÂÍÖ ÐÀÍ),

Ç. Õ. Õîñàåâà (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÂÍÖ ÐÀÍ)

Íà îïðåäåëåííûõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ îáùåñòâà ñîöèàëüíàÿ íàïðÿæåííîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ýêîíîìè÷åñêèìè ôàêòîðàìè è ìèãðàöèåé.
Â ÷àñòíîñòè, ðîñò ñîöèàëüíîé íàïðÿæåííîñòè â ÑÑÑÐ â 60-å ãã. ìîæíî îáúÿñ-
íèòü ðåçêî âîçðîñøåé ìèãðàöèåé íàñåëåíèÿ èç ñåë â ãîðîäà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
èçìåíåíèå íàïðÿæåííîñòè íàñåëåíèÿ (áåç ó÷åòà ìèãðàíòîâ) àääèòèâíî çàâèñèò
îò ìèãðàöèîííîãî ïðèòîêà è ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ:

∆P

∆t
= γý(Pý − PΣ) +

∆N

N
Pì(Pì − PΣ), (1)

ãäå P � íàïðÿæåííîñòü îáùåñòâà, Pý � íàïðÿæåííîñòü, ê êîòîðîé ñòðåìèòñÿ îá-
ùåñòâî ïîä âëèÿíèåì èçìåíåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè, Pì � íàïðÿæåííîñòü
ìèãðàíòîâ, PΣ � îáùàÿ (ñóììàðíàÿ) íàïðÿæåííîñòü îáùåñòâà, ∆N � êîëè-
÷åñòâî ìèãðàíòîâ, N � ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ â òåõ ìåñòàõ, êóäà ïðèáûâàþò
ìèãðàíòû.

Ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷åíû èç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîëëåêòèâ-
íûõ äåéñòâèé [1] â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ òåíäåíöèè ê óñèëåíèþ âîçäåé-
ñòâèÿ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, ê ïðèìåðó, åñëè ìèãðàíòû îòíîñÿòñÿ ê òîé æå
ýòíè÷åñêîé ãðóïïå, ÷òî è íàñåëåíèå ïðèíèìàþùèõ íàñåëåííûõ ïóíêòîâ.

Îáùàÿ íàïðÿæåííîñòü îáùåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì íàïðÿæåííî-
ñòåé íàñåëåíèÿ ïðèíèìàþùèõ íàñåëåííûõ ïóíêòîâ è ìèãðàíòîâ ñ ó÷åòîì èõ
äîëåé:

PΣ = P

(
1− ∆N

N

)
+ Pì

∆N

N
.

Äëÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ îöåíîê ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ìèãðàíòîâ
âòðîå áîëüøå, ÷åì íàïðÿæåííîñòü ïðèíèìàþùåãî íàñåëåíèÿ Pì = 3P [2, 3].

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Pý èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå [4]:

Pý =

[
1

2

(
1− 2

π
arctg

(
b
∆E

E

))]n
,

â êîòîðîì E � óðîâåíü ÂÂÏ, à ∆E � åãî ïðèðàùåíèå (è òî è äðóãîå ñ ëàãîì â
òðè ãîäà), b è n � êîíñòàíòû.

Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ øàãîì ðàâíûì îäíîìó ãîäó. Â êà÷åñòâå ÷èñëîâûõ èí-
äèêàòîðîâ íàïðÿæåííîñòè îáùåñòâà, ñ êîòîðûìè ñðàâíèâàëèñü ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòîâ ïî ìîäåëè, íàìè âçÿòû ÷èñëî óáèéñòâ è ÷èñëî ñàìîóáèéñòâ íà 100 òûñÿ÷
÷åëîâåê íàñåëåíèÿ, íîðìèðîâàííûå ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

Pt = 0,05 +
xt − xmin

xmax − xmin
0,4.
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Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû óêàçûâàþò íà ñóùåñòâåííûé âêëàä íàïðÿæåííîñòè ñà-
ìèõ ìèãðàíòîâ Pì â îáùåé íàïðÿæåííîñòè îáùåñòâà. Èìåííî îíà îáåñïå÷èâàåò
çàìåòíûé ðîñò íàïðÿæåííîñòè â 60-å ãîäû è íåêîòîðîå åå óâåëè÷åíèå âî âòî-
ðîé ïîëîâèíå 70-õ. Ïî÷òè ïîëíîå ïðåêðàùåíèå ìèãðàöèè âî âòîðîé ïîëîâèíå
80-õ ïðèâåëî ê çàìåòíîìó ïàäåíèþ íàïðÿæåííîñòè â 1985�1987 ãã. Ýòî ïàäåíèå
÷àñòî ñâÿçûâàþò ñ ïåðåñòðîéêîé Ãîðáà÷åâà è àíòèàëêîãîëüíîé êîìïàíèåé, íî,
ñóäÿ ïî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì, ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïîëíîå ïðåêðàùåíèå
ìèãðàöèè â ñî÷åòàíèè ñ ðîñòîì ýêîíîìèêè â íà÷àëå 80-õ ãã. Óõóäøåíèå æå ýêî-
íîìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, íà÷àâøååñÿ â 1985 ã., ïðèâåëî ê ðîñòó ñîöèàëüíîé íàïðÿ-
æåííîñòè îáùåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü óäîâëåòâîðèòåëüíî
îïèñûâàåò èçìåíåíèå íîðìèðîâàííûõ èíäèêàòîðîâ íàïðÿæåííîñòè îáùåñòâà.

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÏÐÎÌÅÐÇÀÍÈß
ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅÌ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ
Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß

Â. Ä. Áåéáîëàåâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÃÓ, ÄÃÈÍÕ),
Ì. À. Íàçàðàëèåâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÃÓ)

Îäíèì èç ïðîäóêòèâíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîìåð-
çàíèÿ, îïèñûâàåìàÿ îäíîìåðíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè (çàäà÷à Ñòåôà-
íà). Çàäà÷à Ñòåôàíà îïèñûâàåò ÿâëåíèÿ òåïëîìàññîïåðåíîñà â ñðåäàõ ñ ôàçî-
âûìè ïåðåõîäàìè, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ âûäåëåíèåì èëè ïîãëîùåíèåì òåïëà.

Íîâûé ýòàï ðàçâèòèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà ñâÿçàí ñ åãî ðàñïðîñòðàíåíèåì íà ñè-
ñòåìû ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé. Â òàêèõ ñèñòåìàõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
ó÷åòà íåëîêàëüíûõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ó÷åòîì ïàìÿòè è ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîððåëÿöèé. Ïðîöåññû ïåðåíîñà òåïëà ïðè ýòîì îïèñûâàþòñÿ íà îñíîâå äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà [1, 2]. Â ðàáîòå [3]
ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ýôôåêòîâ ïàìÿòè ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû ìåæ-
ôàçíîé ãðàíèöû îò âðåìåíè. Íåñîìíåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåíèå çà-
äà÷è Ñòåôàíà ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé òåïëîïåðåíîñà íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå ñ
ó÷åòîì íåëîêàëüíûõ ýôôåêòîâ íå òîëüêî ïî âðåìåíè (ýôôåêò ïàìÿòè), íî è ïî
ïðîñòðàíñòâó (ýôôåêò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîððåëÿöèé) [4, 5].

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà ïðîìåðçàíèÿ â ñðåäàõ ñ ôðàê-
òàëüíîé ñòðóêòóðîé ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

∂α0tT1(x, t) = a1
∂2T1(x, t)

∂x2
, 0 < x < ξ(t), t > 0, (1)

∂α0tT2(x, t) = a2
∂2T2(x, t)

∂x2
, ξ(t) < x < L, t > 0,

T (x, 0) = T0,

T (0, t) = Tc,
∂T (L, T )

∂x
= 0, t > 0,

x = ξ(t) :

T1 = T2 = T3,

λ1
∂T1
∂x

− λ2
∂T2
∂x

= Qfρw
dξ

dt
,

(2)

ãäå 0 < α 6 1, ρ � ïëîòíîñòü ãðóíòà, w-âëàæíîñòü ãðóíòà, ïîñòîÿííûå òåìïå-
ðàòóðû Tc < TÇ < T0, ∂α0tT (x, t) =

1
Γ(1−α)

∫ 1
0

T ′
t (x, s)
(t−s)α ds � ÷àñòíàÿ äðîáíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ Caputo.
Çàäà÷à ðåøåíà ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Äëÿ ýòîãî ââîäèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó

ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé:

xm = mh, m = 0, 1, . . . ,M, h =
L

N
,

182



è íåðàâíîìåðíó ñåòêó ïî âðåìåíè:

tn+1 = tn + τn+1, n = 0, 1, . . . , N − 1, t0 = 0, tN = têîí., τn+1 > 0.

Øàã ïî âðåìåíè τn+1, n = 0, 1, . . . , N − 1, íóæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû çà ýòîò âðåìåííîé ïðîìåæóòîê (îò tn äî tn+1) ãðàíèöà ôàçîâîãî ïåðåõîäà
ñäâèíóëàñü ðîâíî íà îäèí øàã ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü
dξ
dl ≈

h
τn+1

.
Äëÿ ÷àñòíîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Caputo ∂α0tT (x, t) èìååò ìåñòî ðàçíîñòíàÿ

àïðîêñèìàöèÿ [5]

(∂α0tT )n =
1

Γ(2− α) · τ

n∑
k=0

(
T k+1 − T k

) (
t1−αn−k+1 − t1−αn−k

)
+O(τ), (3)

à äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂2T
∂x2 èìååò ìåñòî àïïðîêñèìàöèÿ(

∂2T

∂x2

)
m

=
Tm+1 − 2Tm + Tm−1h

2 +O(h2)

h2
. (4)

Âîñïîëüçîâàâøèñü (3) è (4)

1

Γ(2− α) · τn+1

n∑
k=0

(
T k+1
1,m − T k

1,m

) (
t1−αn−k+1 − t1−αn−k

)
=

= a1
Tn+1
1,m+1 − 2Tn+1

1,m + Tn+1
1,m−1

h2
,

m = 1, 2, . . . ,m∗ − 1, T1
∣∣
m=1

= Tc, T1
∣∣
m=m∗ = TÇ,

(5)

ãäå m = m∗ � ãðàíèöà ôàçîâîãî ïåðåõîäà.
Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîé ÷àñòè óðàâíåíèé áóäåò èìåòü âèä

1

Γ(2− α) · τn+1

n∑
k=0

big(T k+1
2,m − T k

2,m

) (
t1−αn−k+1 − t1−αn−k

)
=

= a1
Tn+1
2,m+1 − 2Tn+1

2,m + Tn+1
2,m−1

h2
,

m = m∗ + 1, . . . ,M − 1, T2
∣∣
m=m∗ = TÇ,

∂T2
∂x

∣∣∣∣
m=M

= 0.

Ïðîâåäåì äèñêðåòèçàöèþ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â ñëó÷àå x = ξ(t)

λ1
T1,m∗ − T1,m∗−1

h
− λ2

T2,m∗+1 − T2,m∗

h
= Qfρw

h

τn+1
,

ò. å.

λ1
TÇ − T1,m∗−1

h
− λ2

T2,m∗+1 − TÇ
h

= Qfρw
h

τn+1
.

Òàêèì îáðàçîì,

τn+1 =
Qfρwh

2

λ1 (TÇ − T1,m∗−1)− λ2 (T2,m∗+1 − T2,m∗)
.

Øàã ïî âðåìåíè çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Ïîëå òåìïåðàòóðû ïîýòîìó îïðåäå-
ëèëè ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè.
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èñ÷èñëåíèÿ.�Palmarium Acad. Publ., 2012.�135 ñ.
6. Áåéáàëàåâ Â. Ä., Àáäóëëàåâ È. À., Íàâðóçîâà Ê. À., Ãàäæèåâà Ò. Þ. Î ðàçíîñòíûõ

ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ ñ îïåðàòîðîì äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ //
Âåñòí. ÄÃÓ.�2014.�Âûï. 6.�Ñ. 53�61.
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òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÅÕÀÍÈÇÌ ÏÎÁÓÆÄÅÍÈß ÏÐÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ ÐÅÑÓÐÑÎÂ

Î. È. Ãîðáàíåâà

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîóðîâíåâóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, ñîñòîÿùóþ èç n
ðàâíîïðàâíûõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðå-
ñóðñîâ ri. ×àñòü ñðåäñòâ êàæäûé èç ýòèõ ðàñïîðÿäèòåëåé ïåðåäàåò äëÿ öåëåâî-
ãî èñïîëüçîâàíèÿ, îñòàâøóþñÿ ÷àñòü îñòàâëÿåò ñåáå íà íåöåëåâûå ðàñõîäû. Âñå
ðàñïîðÿäèòåëè ó÷àñòâóþò â äîõîäå îò öåëåâîé äåÿòåëüíîñòè è èìåþò ñâîè ôóíê-
öèè âûèãðûøà. Ìîäåëü ñòðîèòñÿ â âèäå èãðû äâóõ ëèö â íîðìàëüíîé ôîðìå, â
êîòîðîé èùåòñÿ ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Â ôóíêöèþ âûèãðûøà êàæäîãî èãðîêà
âêëþ÷àþòñÿ äâà ñëàãàåìûõ: äîõîä îò íåöåëåâîé äåÿòåëüíîñòè è ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ äîëÿ äîõîäà îò öåëåâîé äåÿòåëüíîñòè ñèñòåìû. Ôóíêöèè âûèãðûøà èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

gi(u1, u2, . . . , un) = ai(ri − ui) + b · c

(
n∑

i=1

ui

)
→ max

ui

;

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
0 6 ui 6 ri, i = 1, n,

è óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè a, b, è c

ai > 0;
∂ai
∂ui

6 0,
∂ai
∂uj ̸=i

> 0, i = 1, n,

bi > 0;
∂bi
∂ui

> 0, i = 1, 2,
∂c

∂ui
> 0, i = 1, n.

Çäåñü ui � äîëÿ ðåñóðñîâ, âûäåëåííûõ i-ì ýëåìåíòîì íà ðàçâèòèå ñèñòåìû (ñî-
îòâåòñòâåííî, ri − ui îñòàåòñÿ íà íåöåëåâîå èñïîëüçîâàíèå ðåñóðñîâ â ëè÷íûõ
èíòåðåñàõ), gi � ôóíêöèÿ âûèãðûøà i-ãî èãðîêà, ai � ôóíêöèÿ ÷àñòíîãî âû-
èãðûøà i-ãî èãðîêà, bi � äîëÿ îò äîõîäà îáùåé äåÿòåëüíîñòè, ïîëó÷àåìàÿ i-ì
èãðîêîì; c � öåëåâîé äîõîä ñèñòåìû.

Ââåäåì ôóíêöèþ îáùåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ

g0(u1, u2, . . . , un) =

n∑
i=1

gi(u1, u2, . . . , un) =

n∑
i=1

ai(ri − ui) + c

(
n∑

i=1

ui

)
→ max

ui

;

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñóáúåêò, êîòîðûé ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ îáùå-
ñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ. Íàçîâåì ýòîò ñóáúåêò Ïðèíöèïàëîì è íà îñíîâå ðàñ-
ñìîòðåííîé èãðû ïîñòðîèì íîâóþ èãðó, äîïîëíÿÿ ìíîæåñòâî ó÷àñòíèêîâ Ïðèí-
öèïàëîì (ó÷àñòíèê ñ èíäåêñîì 0), ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé � ñòðàòåãèåé Ïðèíöèïà-
ëà: íàçíà÷àòü ëèáî si ïðè îãðàíè÷åíèè

∑n
i=1 si = 1 (ýêîíîìè÷åñêèé ìåõàíèçì),

ëèáî íàçíà÷åíèåì âåëè÷èí qi, ìåíüøå êîòîðîé i-é ýëåìåíò íå ìîæåò íàçíà÷èòü
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âåëè÷èíó ui, à â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè Ïðèíöèïàëà âîçüìåì ôóíêöèþ îá-
ùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåõàíèçìû ñîãëàñîâàíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, ò. å. si =
si(ui), qi = qi(ui). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè ïðèìåíÿåòñÿ ëèáî ýìïèðè÷åñêèé
ïîäõîä, ó÷èòûâàùèé øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå íà ïðàêòèêå ìåòîäû ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðåñóðñîâ, òèïà ðàâíîìåðíûé, ïðîïîðöèîíàëüíûé è ò. ä, ëèáî òåîðåòè÷å-
ñêèé, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Ãåðìåéåðà ê èãðå Ã2.

Êðîìå òîãî, ïðè ðàññìîòðåíèè àäìèíèñòðàòèâíîãî ìåõàíèçìà ïðè ðàñïðåäå-
ëåíèè ðåñóðñîâ âïîëíå åñòåññòâåííî ðàññìîòðåòü âîçìîæíûé ìåõàíèçì êîððóï-
öèè, ò. å. qi = qi(ui, bi). Òàêæå íåëèøíèì áóäå ðàññìîòðåòü ìåõàíèçì êîððóïöèè
ïðè ýêîíîìè÷åñêîì ìåõàíèçìå ñîãëàñîâàíèÿ îáùåñòâåííûõ è ÷àñòíûõ èíòåðåñîâ
si = si(ui, bi).

Ëèòåðàòóðà

1. Gorbaneva O. I., Ougolnitsky G. A problem of purpose-resource use in two-level control
systems // Game Theory and Management.�2013.�P. 78�81.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅ×ÅÍÈÉ
ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎ ÑÒÐÀÒÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ1

Í. Ô. Äèìèòðèåâà

(Óêðàèíà, Êèåâ; ÈÃÌ ÍÀÍÓ)

Ïîñòðîåíèå è ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîëíûõ ìîäåëåé ìåõàíèêè íåîäíîðîä-
íûõ ñïëîøíûõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ íàó÷íûõ ïðîáëåì.
Ýôôåêòû ñòðàòèôèêàöèè íàõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ â ãèäðîàýðîäèíà-
ìèêå ïðèðîäíûõ ñèñòåì (èíòåíñèâíûå äîëèííûå èëè ãîðíûå âåòðû â àòìîñôåðå
è ñêëîíîâûå ïîòîêè â îêåàíå, ñàìîäâèæåíèå îáúåêòîâ). Óñòîé÷èâî ñòðàòèôèöè-
ðîâàííàÿ ñðåäà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, òîëüêî êîãäà ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè
ïàðàëëåëüíû íàïðàâëåíèþ äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè. Ïðåðûâàíèå ìîëåêóëÿðíîãî
ïîòîêà ñòðàòèôèöèðóþùèõ êîìïîíåíò íà íåïðîíèöàåìûõ ãðàíèöàõ ïðîèçâîëü-
íîé ôîðìû íàðóøàþò óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñîçäàþò òå÷åíèÿ, èíäóöèðîâàííûå
äèôôóçèåé (ÒÈÄ).

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èçó÷àåìûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âûáðà-
íà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ áàëàíñíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè íåîäíîðîäíûõ
æèäêîñòåé â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà è ïðåíåáðåæåíèè ñæèìàåìîñòüþ, ïî-
ñêîëüêó ñêîðîñòè èçó÷àåìûõ òå÷åíèé ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà [1]:

∂v
∂t

+ (v∇)v = − 1

ρ00
∇P + ν△v− sg, divv = 0,

∂s

∂t
+ v∇s = κS△s+

vy
A
, ρ = ρ00(exp(−y/A) + s),

ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

v, s|t60 = 0, v|Σ = 0,
∂S

∂n

∣∣∣
Σ
=
∂s

∂n

∣∣∣
Σ
+

1

A
∂y

∂n
= 0, s|x,y→∞ = 0,

ãäå S = S0(y)+ s � ïîëíàÿ ñîëåíîñòü, s � åå âîçìóùåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ρ00 �
ïëîòíîñòü íà íóëåâîì óðîâíå, ρ(y) � íåâîçìóùåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè,
êîòîðîå çàäàåòñÿ ïðîôèëåì ñîëåíîñòè S0(y), v � ñêîðîñòü æèäêîñòè, P � äàâëå-
íèå, ν � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, κS � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè
ñîëè, t � âðåìÿ, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ∇ è△ � îïåðàòîðû Ãàìèëü-
òîíà è Ëàïëàñà, A = (d ln ρ/dy)−1 � äëèíà ïëàâó÷åñòè, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê
ïîâåðõíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ Σ.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ëèíåéíûõ ìàñøòà-
áîâ: äëèíà ïëàâó÷åñòè A, ðàçìåð ïðåïÿòñòâèÿ L, âÿçêèé δνN =

√
ν/N è äèô-

ôóçèîííûé δκS
N =

√
κS/N ìèêðîìàñøòàáû. Ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ çíà÷åíèé

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 15-37-50382.

187



ìàñøòàáîâ óêàçûâàþò íà ñëîæíîñòü âíóòðåííåé ñòðóêòóðû äàæå òàêîãî ìåä-
ëåííîãî òå÷åíèÿ, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ ìàëûìè ñèëàìè ïëàâó÷åñòè âñëåäñòâèå
íåîäíîðîäíîñòè ìîëåêóëÿðíîãî ïîòîêà ñòðàòèôèöèðóþùåãî êîìïîíåíòà. Îáû÷-
íî òîíêîñòðóêòóðíûå ýôôåêòû âíîñÿò íåáîëüøèå ïîïðàâêè â çíà÷åíèÿ äèíàìè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèé, íî ôîðìèðóþò áîëüøèå ãðàäèåíòû [2].

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ â îòêðûòûõ ïàêåòàõ ïðîãðàìì SALOME,
OpenFOAM è ParaView [3]. Äëÿ ó÷åòà ýôôåêòîâ äèôôóçèè â ñòðàòèôèöèðîâàí-
íûõ æèäêîñòÿõ áûë ðàçðàáîòàí ðåøàòåëü strati�edFoam íà îñíîâå ñòàíäàðòíîãî
icoFoam, ðåàëèçóþùåãî íåñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà äëÿ îäíî-
ðîäíîé æèäêîñòè. Îòðàáîòàíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ êà÷åñòâåííîé ðàñ÷åòíîé
ñåòêè, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì ðàçðåøåíèÿ âñåõ ìèêðîìàñøòàáîâ çàäà÷è
â âûñîêîãðàäèåíòíûõ îáëàñòÿõ òå÷åíèÿ. Ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â ïàðàëëåëüíîì
ðåæèìå ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ web-ëàáîðàòîðèè UniHUB
(www.unihub.ru), ïîêàçàëè âûñîêóþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè.

Ëèòåðàòóðà

1. ×àøå÷êèí Þ. Ä. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìåõàíèêà æèäêîñòåé: ñîãëàñîâàííûå àíàëèòè÷å-
ñêèå, ÷èñëåííûå è ëàáîðàòîðíûå ìîäåëè ñòðàòèôèöèðîâàííûõ òå÷åíèé // Âåñòí. ÌÃÒÓ
èì. Í. Ý. Áàóìàíà. Ñåð. Åñòåñòâ. íàóêè.�2014.�� 6.�Ñ. 67�95.

2. Äèìèòðèåâà Í. Ô., ×àøå÷êèí Þ. Ä. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè è ñòðóêòóðû
èíäóöèðîâàííîãî äèôôóçèåé òå÷åíèÿ íà êëèíå // Âû÷èñëèò. ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä.�
2015.�Ò. 8, � 1.�Ñ. 102�110.

3. Äèìèòðèåâà Í. Ô., Çàãóìåííûé ß. Â. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñòðàòèôèöèðîâàííûõ
òå÷åíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì OpenFOAM // Òð. Èí-òà ñèñòåì. ïðîãð.�2014.�Ò. 26, � 5.�
Ñ. 187�200.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÀ
ÎÑÅÄÀÍÈß ÁÓÃÐÀ ÃÐÓÍÒÎÂÛÕ ÂÎÄ Â ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÑËÎßÕ

ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÑÈËÛ ÒßÆÅÑÒÈ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ
ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ ÐÀÇËÈ×ÍÎÉ ÏÐÈÐÎÄÛ

Â. È. Äîðîôååâà (Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ),
È. Â. Àôàíàñêèíà (Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ)

Ñèñòåìà èíòåãðàëüíîãî è äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé îïèñûâàåò îïóñêà-
íèå áóãðà ãðóíòîâûõ âîä ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè [1]:

g − 2G[g, Lt] = −2Π,
∂r

∂t
= V[g, Lt] íà Lt,

ãäå [1]

G[g, Lt](M) =

∫
Lt

g(N)Ω(M,N) dlN ,

Ω = P (N)
∂Φ1(M,N)

∂nN
, Φ1, Π = y,

V[g, Lt](M) = gradG[g, Lt](M) =

∫
Lt

∂g(N)

∂lN
V2(M,N) dlN ,

V2 =
1

H(M)

(
∂Ψ2(M,N)

∂yM
ex −

∂Ψ2(M,N)

∂xM
ey

)
.

Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå áóãðà îïèñûâàåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé Lt. Îáëàñòü ñîâ-
ìåñòíîé ôèëüòðàöèè æèäêîñòåé ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííà íåïðîíèöàåìîé ïðÿ-
ìîé L1, ðàçäåëÿþùåé ãðóíò è íåïðîíèöàåìûå ïîðîäû. Â îáëàñòè ôèëüòðàöèè
èìååòñÿ âêëþ÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ñ ïðîíèöàåìîñòüþ λ.

Çàäà÷à èññëåäîâàëàñü ïðè íàëè÷èè îäíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ ïðîíèöàåìîñòüþ
λ = 0, 4. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ âûñîòà áóãðà H0 = 1, 451. Âûñîòà, íà êîòîðîé ïðî-
èçîøëî âûðàâíèâàíèå óðîâíÿ âîäû H = 0, 7549. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî ïîëå
ñêîðîñòåé â îáëàñòè ïîòåêàíèÿ ïðîöåññà.

Ðèñ. 1. Ïîëå ñêîðîñòåé ïðè n = 500, dt = 0,0025, λ = 0,4.
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Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè T îò ÷èñëà òî÷åê ðàçáèåíèÿ n
ãðàíèöû Lt â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òàáëèöà 1

Çàâèñèìîñòü âðåìåíè T îò ÷èñëà òî÷åê ðàçáèåíèÿ n

n 400 600 800 1000

T∆t 12,45 11,5 11,49 11,49

η∆t,% � 7,6 0,09 0

T∆t/2 12,015 11,185 11,18 1,18

η∆t/2,% � 6,91 0,04 0

T∆t/4 11,7125 10,9525 10,9425 10,9425

η∆t/4,% � 6,49 0,09 0

Ïîëå ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðó ïðîòåêàåìîãî ïðîöåñññà, à àíàëèç
òàáëèöû ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ðîñòîì n âåëè÷èíà η óìåíüøàåòñÿ, à çíà÷èò èìååò ìå-
ñòî ¾ïðàêòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü¿. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ
äëÿ âêëþ÷åíèé ïðîèçâîëüíîé ôîðìû è ïðîèçâîëüíûì ðàçìåùåíèåì â îáëàñòè
ïðîöåññà.

Ëèòåðàòóðà

1. Íèêîëüñêèé Ä. Í., Äîðîôååâà Â. È.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äâóìåðíîãî ïðîöåñ-
ñà èçìåíåíèÿ óðîâíÿ ãðóíòîâûõ âîä ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ìåòîäîì äèñêðåòíûõ
îñîáåííîñòåé // Âû÷èñëèò. ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå.�2011.�� 12.�Ñ. 85�89.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÐÅÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ
ÑÎÑÒÎßÍÈß Â ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÃÐÀÄÈÅÍÒÍÛÕ ÖÈËÈÍÄÐÀÕ1

Â. Â. Äóäàðåâ (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ),
Ð. Ì. Ìíóõèí (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòå-
ðèàëîâ (ÔÃÌ) ïîñòîÿííî ðàñøèðÿåòñÿ. Ýòî îáóñëîâëåíî â ïåðâóþ î÷åðåäü èõ
ïðåèìóùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè îäíîðîäíûìè ñòðóêòóðàìè è ñëî-
èñòûìè êîìïîçèòàìè: óìåíüøåííûé ðèñê âîçíèêíîâåíèÿ îòñëîåíèÿ è òðåùèí,
ñî÷åòàíèå ðàçëè÷íûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ, èçìåíÿþùèõñÿ ïî ìîäåëè-
ðóåìûì çàêîíàì â òåëå, è äðóãèå. Èçãîòîâëåíèå îáúåêòîâ èç ÔÃÌ ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíûì òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññîì, êîòîðûé îáû÷íî âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêèå
îïåðàöèè, êàê íàïûëåíèå, ïîñëîéíîå ïðåññîâàíèå, ñïåêàíèå, ïëàâëåíèå è ò. ä.
Â ñèëó íåñîâåðøåíñòâà ðåàëèçàöèè ýòèõ îïåðàöèé è ïîñëåäóþùåé ýêñïëóàòàöèè,
â èçäåëèè îáû÷íî âîçíèêàþò ïðåäâàðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ (ÏÍ). Ïðè ýòîì êîí-
öåíòðàöèÿ ýòèõ íàïðÿæåíèé íàáëþäàåòñÿ â îáëàñòè äåôåêòà èëè çîíû äåñòðóê-
öèè. Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ íåðàçðóøàþùåé äèàãíîñòèêè
ÏÍ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ [1].

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèÿõ ôóíêöèîíàëüíî-
ãðàäèåíòíîãî ïîëîãî öèëèíäðà ñ ó÷åòîì ÏÍ â ðàìêàõ ìîäåëè Òðåôôòöà � Ãó-
çÿ [2]. Êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïåðèîäè÷åñêîé íàãðóçêîé, ïðè-
ëîæåííîé íà âíåøíåé ãðàíèöå. Ïðèíÿòî, ÷òî âñå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå
ñâîéñòâà öèëèíäðà è çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ÏÍ, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëü-
êî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ôóíêöèè
ñìåùåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîñòè ðåàëèçîâàíî ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ïðèñòðåëêè. Â êà÷åñòâå çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ïîëÿ ÏÍ ðàññìîòðåíû ôóíê-
öèè, õàðàêòåðèçóþùèå îñòàòî÷íîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïðè íàëè÷èè ïëàñòè-
÷åñêîé çîíû, îáðàçîâàâøåéñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ýêñïëóàòàöèîííîãî âíóò-
ðåííåãî äàâëåíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç èçìåíåíèÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ ÏÍ.

Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è î ðåêîíñòðóêöèè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ïî äàííûì îá èçìåíåíèè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ðàññìîò-
ðåíû çàäà÷è î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ öèëèíäðà ïðè íàëè÷èè è îòñóòñòâèè ÏÍ.
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå
ïîïðàâêó ê ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ïðåäíàïðÿæåííîãî öèëèíäðà ñ çàêî-
íàìè ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ÏÍ è ôîðìîé ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðà

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî ñòðàòå-
ãè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ � 1 ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿, � 114072870112, ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåîäíî-
ðîäíûõ è ìíîãîôàçíûõ ñòðóêòóð¿ è Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðî-
åêòû � 13-01-00196, � 14-01-31393.
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áåç ÏÍ. Íà îñíîâå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ î çíà-
÷åíèÿõ äâóõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ
óðîâíÿ ÏÍ è ðàäèóñà çîíû ïëàñòè÷íîñòè. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-
ðèìåíòû ïî ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè,
ñäåëàí àíàëèç òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è äàíû ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåí-
äàöèè ïî îñóùåñòâëåíèþ íàèáîëåå òî÷íîé ðåêîíñòðóêöèè.

Ëèòåðàòóðà

1. Âàòóëüÿí À. Î., Äóäàðåâ Â. Â., Íåäèí Ð. Ä. Ïðåäâàðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ: ìîäåëèðî-
âàíèå è èäåíòèôèêàöèÿ.�Ðîñòîâ í/Ä.: Èçä�âî ÞÔÓ, 2014.�206 ñ.

2. Âàòóëüÿí À. Î., Äóäàðåâ Â. Â., Áîãà÷åâ È. Â. Îá îïðåäåëåíèè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ â òðóáå // Äîêë. ÀÍ.�2014.�Ò. 456, � 3.�Ñ. 299�301.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÐÅØÅÍÈÉ
Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÐÝËÅß Ñ ÄÈÔÔÓÇÈÅÉ

À. Â. Êàçàðíèêîâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),
Ñ. Â. Ðåâèíà (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà Ôèòöõüþ � Íàãóìî ñ äèôôóçèåé:

vt = ν1∆v + ε(w − αv − β),

wt = ν2∆w − v + µw − w3,
(1)

ãäå v = v(x, t), w = w(x, t), x ∈ D, t > 0, D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü,
µ ∈ R � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, α > 0, β > 0, ε > 0, ν1 > 0, ν2 > 0 � ôèêñè-
ðîâàííûå ïàðàìåòðû. Ïîëîæèâ â (1) α = 0, β = 0, ε = 1 è âçÿâ êîýôôèöèåíòû
äèôôóçèè ðàâíûìè ν1 = ν2 = ν, ïîëó÷èì ñèñòåìó Ðýëåÿ ñ äèôôóçèåé:

vt = ν∆v + w; wt = ν∆w − v + µw − w3. (2)

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå âòîðè÷íûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ
ïî âðåìåíè ðåøåíèé, îòâåòâëÿþùèõñÿ îò òðèâèàëüíîãî íóëåâîãî ðåøåíèÿ ïðè
èçìåíåíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà µ. Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëî-
âèé Íåéìàíà äèôôóçèÿ íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà õàðàêòåð àâòîêîëåáàíèé è â
ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûé àâòîêîëåáàòåëüíûé ðå-
æèì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ
Äèðèõëå è ñìåøàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Ïîäðîáíûå âûêëàäêè äëÿ ñëó÷àÿ îä-
íîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ïðèâåäåíû â [1]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðè÷íûõ
ðåøåíèé ïðèìåíåí ìåòîä Ëÿïóíîâà � Øìèäòà â ôîðìå, ðàçâèòîé Â. È. Þäî-
âè÷åì [2].

Ëèòåðàòóðà

1. Êàçàðíèêîâ À. Â., Ðåâèíà Ñ. Â. Áèôóðêàöèîííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû Ðý-
ëåÿ ñ äèôôóçèåé â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé // Òð. XVII Ìåæäó-
íàð. êîíô. ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿.�Ðîñòîâ í/Ä.: Èçä-âî
ÞÔÓ, 2014.�Ò. 2.�Ñ. 6�10.

2. Þäîâè÷ Â. È. Èññëåäîâàíèå àâòîêîëåáàíèé ñïëîøíîé ñðåäû, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå
óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà // Ïðèêë. ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà.�2013.�Ò. 36,
� 3.�Ñ. 450�459.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÈ ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ ÐÈ××È
ÍÀ ÃÐÓÏÏÀÕ ËÈ ÌÀËÛÕ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÅÉ

Ï. Í. Êëåïèêîâ (Ðîññèÿ, Áàðíàóë; ÀëòÃÓ),
Ä. Í. Îñêîðáèí (Ðîññèÿ, Áàðíàóë; ÀëòÃÓ),
Å. Ä. Ðîäèîíîâ (Ðîññèÿ, Áàðíàóë; ÀëòÃÓ)

Ïîëíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçûâàåòñÿ ñîëèòîíîì Ðè÷÷è, åñëè
ìåòðèêà g óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (ñì. [1])

r = C · g + LXg, (1)

ãäå r � òåíçîð Ðè÷÷è, C ∈ R � êîíñòàíòà, LXg � ïðîèçâîäíàÿ Ëè ìåòðèêè g
ïî íàïðàâëåíèþ ïîëíîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Çàìåòèì, ÷òî
äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ, â èçâåñòíîì ñìûñëå, îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéí-
øòåéíà: r = C · g. Åñëè M = G/H � îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî, òî îäíîðîäíàÿ
ðèìàíîâà ìåòðèêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1), íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ñîëèòîíîì
Ðè÷÷è. Â ýòîì ñëó÷àå îäíîðîäíûå ýéíøòåéíîâûå ìåòðèêè è îäíîðîäíûå ñîëè-
òîííûå ìåòðèêè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [2�4].

Ðàññìîòðèì òàêæå àëãåáðàè÷åñêèå ñîëèòîíû Ðè÷÷è, êîòîðûå òåñíî ñâÿçà-
íû ñ îäíîðîäíûìè ñîëèòîíàìè Ðè÷÷è (ñì. [5]), è îïðåäåëÿþòñÿ, â íåêîòîðîì
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, ôîðìóëîé (ñì. [4]):

Ric = C · Id +D, (2)

ãäå Ric � ìàòðèöà îïåðàòîðà Ðè÷÷è, C ∈ R � êîíñòàíòà, Id � åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà, D � ìàòðèöà íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû g.

Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé, ðåàëèçîâàííûõ â ñðåäå
ïàêåòà àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple, ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ñîëèòîíîâ Ðè÷÷è (2) íà ÷åòûðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé
ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Êðîìå òîãî, äîêàçàíî îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèé ñîëèòîíîâ Ðè÷÷è íà ÷åòûðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé
ðèìàíîâîé ìåòðèêîé â êëàññå ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, à â ñëó÷àå
òðåõìåðíûõ ãðóïï Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé íàéäåíû âñå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñîëèòîíîâ Ðè÷÷è â ñëó÷àå, åñëè X � ëåâîèíâàðèàíòíîå âåê-
òîðíîå ïîëå.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÏËÎÑÊÎÏÀÐÀËËÅËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À ÝÂÎËÞÖÈÈ ÃÐÀÍÈÖÛ
ÐÀÇÄÅËÀ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÂßÇÊÎÑÒÅÉ

Â ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÌ ÏËÀÑÒÅ ÃÐÓÍÒÀ1

Î. Â. Êîñòèí

(Ðîññèè, Îðåë; Àêàäåìèÿ ÔÑÎ Ðîññèè)

Ïîñòàâëåíà è èññëåäîâàíà çàäà÷à ýâîëþöèè ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé
Γt äëÿ äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ â àíèçîòðîïíîì òîíêîì íåäåôîðìèðóåìîì ïëàñòå
ãðóíòà ñ òåíçîðîì ïðîíèöàåìîñòè K = (Kij) (i, j = 1, 2). Òå÷åíèå æèäêîñòåé
âÿçêîñòåé µ1 è µ2 çàíèìàþùèõ îáëàñòè D1 è D2, îïèñûâàåì âî âñåé îáëàñòè
D = D1 ∪ D2 ïëîñêîñòè z îáîáùåííûì ïîòåíöèàëîì φ(z, t) è ôóíêöèåé òîêà
ψ(z, t). Ôóíêöèè φ è ψ çàâèñÿò îò z = x + iy è âðåìåíè t. Ôóíêöèè φ(z, t) è
ψ(z, t) âñþäó â îáëàñòè D çà èñêëþ÷åíèåì èõ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê óäî-
âëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

vx = K11
∂φ

∂x
+K12

∂φ

∂y
=
∂ψ

∂y
, vy = K21

∂φ

∂x
+K22

∂φ

∂y
= −∂ψ

∂x
. (1)

Ïîëàãàåì, ÷òî çàäàíû èñòî÷íèêè (ñòîêè) òå÷åíèÿ â îáëàñòè D ñëîÿ ïðîíèöàå-
ìîñòè K. Ãðàíèöû ìîäåëèðóåì ïðîñòûìè (áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé) ãëàäêèìè èëè
êóñî÷íî-ãëàäêèìè çàìêíóòûìè êðèâûìè. Íà ãðàíèöå ìîäåëèðóåìîé â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè t > 0 êðèâîé Γt äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè
äàâëåíèÿ è ðàñõîäà æèäêîñòåé (îðò íîðìàëè ê Γt íàïðàâëåí âíóòðü îáëàñòèD1):

µ1φ
+(z, t) = µ2φ

−(z, t), ψ+(z, t) = ψ−(z, t), z ∈ Γt, (2)

è óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè:

φ(z, t) = O
(
|z|−1

)
,
∣∣K(z) · ∇φ(z, t)

∣∣ = O
(
|z|−2

)
ïðè |z| → ∞. (3)

Ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé Γt â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0
îïèñûâàåì â ïëîñêîñòè z ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (s � ïàðàìåòð): z =
z(t, s) (x = x(t, s), y = y(t, s)), z ∈ Γt. Ïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t = 0 ïîëîæåíèå ãðàíèöû èçâåñòíî (Γt = Γ0):

z0 = z(0, s) (x0 = x(0, s), y0 = y(0, s)), z0 ∈ Γ0. (4)

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðîäâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt èìåþò âèä

dx

dt
=
v+x (x, y, t) + v−x (x, y, t)

2
,

dy

dt
=
v+y (x, y, t) + v−y (x, y, t)

2
, (x, y) ∈ Γt. (5)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé è Îðëîâñêîé îáëàñòè, ïðîåêò � 12-01-97522 ð_öåíòð_à.
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Çäåñü v±x (x, y, t) è v±y (x, y, t) � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ýâîëþöèè äâóìåðíîé ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé Γt ñòà-
âèòñÿ â ïëîñêîñòè z ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàíû òåíçîð ïðîíèöàåìîñòè ñëîÿ K,
âÿçêîñòè æèäêîñòåé, íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γ0. Íàéòè φ(z, t) è ïîëîæå-
íèå ãðàíèöû Γt â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè t > 0. Èññëåäîâàíèå çàäà÷è
ñîñòîèò â èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (1)�(3).

Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó (ìàòåìàòè÷åñêè âåñüìà òðóäíóþ) ðåøàåì ñëåäóþùèì
ìåòîäîì. Ââåäåì êîìïëåêñíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ζ, ãäå òå÷åíèå â îáëà-
ñòèD′ õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèÿìè φ(ζ, t) è ψ(ζ, t). ÎáëàñòèD èD′ âçàèìîñâÿçà-
íû ãîìåîìîðôíûì (âçàèìíî îäíîçíà÷íûì è íåïðåðûâíûì) ïðåîáðàçîâàíèåì ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ÿêîáèàíîì, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áåëü-
òðàìè. [1] Â ýòîé ïëîñêîñòè ââåäåì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàëW (ζ, t) = φ+iψ/K ′,
ãäå K ′ =

√
Ks − i

√
Ka (Ks è Ka � îïðåäåëèòåëè ñèììåòðè÷íîé è àíòèñèììåò-

ðè÷íîé ÷àñòè òåíçîðà K = (Kij)). Ïîñòàâëåííóþ âûøå â ïëîñêîñòè z çàäà÷ó
ôîðìóëèðóåì äëÿ W (ζ, t). Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W (ζ, t) ïðåäñòàâëÿåì îáî-
ùåííûìè èíòåãðàëàìè Êîøè. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåäóöèðîâàòü â ïëîñêîñòè ζ çàäà÷ó
ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ íà ãðàíèöå Γ′t, ðåøàåìîìó èçâåñòíûì
ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé [2]. Ïî íàéäåííûì â ïëîñêîñòè ζ ðåøåíèÿì,
èñïîëüçóÿ ãîìåîìîðôèçì ζ = ζ(z), îòûñêèâàåòñÿ èñêîìîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è â ïëîñêîñòè z. Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èññëåäîâàíî âëèÿíèå àíèçîòðî-
ïèè ãðóíòà, ôîðìû ïåðâîíà÷àëüíîé ãðàíèöû è ðàçëè÷èÿ âÿçêîñòåé æèäêîñòåé.

Ëèòåðàòóðà
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÉ ÝÂÎËÞÖÈÈ
ÃÐÀÍÈÖÛ ÐÀÇÄÅËÀ ¾ÐÀÇÍÎÖÂÅÒÍÛÕ¿ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ

Â ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÉ ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÐÅÄÅ

Ä. Â. Êðûøòîïèí

(Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ)

Ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ óñòàíîâèâøóþñÿ ôèëüòðàöèþ íåñæèìàåìîé æèäêî-
ñòè â îðòîòðîïíîé íåîäíîðîäíîé è íåäåôîðìèðóåìîé ïîðèñòîé ñðåäå. Ïðîíèöàå-
ìîñòü ãðóíòà çàäàåòñÿ äèàãîíàëüíûì òåíçîðîìKij(M) = Ki(M)δij = kiχ(M)δij ,
i, j = 1, 2, 3, ãäå M � òî÷êà íàáëþäåíèÿ, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ki � ïîëîæè-
òåëüíûå êîíñòàíòû, χ(M) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, çàäàþ-
ùàÿ íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû. Ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè υ⃗ = (υ1, υ2, υ3) îïðåäåëÿåòñÿ
îáîáùåííûì çàêîíîì Äàðñè [1]. Âñþäó â îáëàñòè òå÷åíèÿ D (çà èñêëþ÷åíèåì
îñîáûõ òî÷åê) ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

3∑
i=1

ki
∂

∂xi

(
χ(M)

∂φ(M)

∂xi

)
= 0, (1)

ãäå φ(M) � îáîáùåííûé ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè, x1, x2, x3 � äåêàðòî-
âû êîîðäèíàòû. Òàê êàê ñðåäà íåîäíîðîäíà, òî â îáëàñòè ôèëüòðàöèè D ìîæåò
ïðèñóòñòâîâàòü ñèíãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü σ0 = σ01 ∪ σ02, íà êîòîðîé ôóíêöèÿ
χ(M) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü (íà σ01) èëè â íîëü (íà σ02). Óñëîâèÿ äëÿ
îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà φ íà ãðàíèöå σ0 áóäóò èìåòü âèä [1]

φ(M)+ = 0, M ∈ σ01;

(
χ(M)

∂φ(M)

∂nM

)+

= 0, M ∈ σ02, (2)

ãäå n⃗M � îðò íîðìàëè ê σ02.
Óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà φ(M) íà áåñêîíå÷íîñòè èìå-

þò âèä

φ(M) = O

(
1

r

)
, χ(M) |∇φ(M)| = O

(
1

r 2

)
, r → ∞, (3)

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ M(x1, x2, x3) äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè
M0(x01, x02, x03), M,M0 ∈ D.

Â îáëàñòè ôèëüòðàöèè D ïðèñóòñòâóåò ãðàíèöà Γt, ðàçäåëÿþùàÿ äâå æèä-
êîñòè. Ïîëàãàåì, ÷òî ôèëüòðàöèîííûå ñâîéñòâà æèäêîñòåé îäèíàêîâû (ìîäåëü
¾ðàçíîöâåòíûõ¿ æèäêîñòåé). Ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêèìè óðàâíåíèÿìè (t > 0 � âðåìÿ, s1, s2 � ïàðàìåòðû):

Γt : xi = xi (t, s1, s2) , i = 1, 2, 3. (4)
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîëîæåíèå ýòîé ãðàíèöû çàäàíî:

Γt = Γ0 : x0i = xi (0, s1, s2) , i = 1, 2, 3. (5)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé èìåþò âèä

dxi
dt

= kiχ(M)
∂φ(M)

∂xi
, i = 1, 2, 3, (x1, x2, x3) ∈ Γt. (6)

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíî ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γ0, òåíçîð ïðîíèöàåìîñòèK(M).
Íåîáõîäèìî íàéòè ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt (4). Ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò â îòûñ-
êàíèè îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà φ, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (2) è óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè (3). Äàëåå èíòåãðèðóåòñÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (5).

Â ðàáîòå áûë èññëåäîâàí íåîäíîðîäíûé îðòîòðîïíûé ãðóíò ñ òåíçîðîì ïðî-
íèöàåìîñòèK(M) = kix

2
3δij , i, j = 1, 2, 3. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ

íàõîæäåíèÿ âðåìåíè äîñòèæåíèÿ ãðàíèöåé Γt ñêâàæèíû â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñêâàæèíû, ãðàíèö Γt è σ02. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ
íåîäíîðîäíîñòè íà âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ãðàíèöåé ñêâàæèíû. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Ýéëåðà ñ àäàïòèâíûì øàãîì [2] ñìîäåëèðîâàíà ýâîëþöèÿ ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñ-
êîé ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé ê òî÷å÷íîìó ñòîêó, ðàñïîëîæåííîìó íà ñèíãó-
ëÿðíîé ïîâåðõíîñòè σ02.

Ëèòåðàòóðà
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ÏÔ ¾Êàðòóø¿, 2015.�408 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÐÀÁÎÒÀ ÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÉ ÑÊÂÀÆÈÍÛ Ñ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÌ
ÊÎÍÒÓÐÎÌ ÏÈÒÀÍÈß Â ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÌ ÃÐÓÍÒÅ1

Ä. Ã. Ëåêîìöåâ

(Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ)

Ïîñòàâëåííàÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíàÿ çàäà÷à î äåáèòå ñêâàæèí â àíèçîòðîïíîì
îäíîðîäíîì ïëàñòå ãðóíòà ñ ïðîèçâîëüíûì êîíòóðîì ïèòàíèÿ [1] èññëåäóåòñÿ â
ñëó÷àå êóñî÷íî-ãëàäêîãî (ïðÿìîóãîëüíîãî) êîíòóðà ïèòàíèÿ. Ñîâåðøåííàÿ ýêñ-
ïëóàòàöèîííàÿ ñêâàæèíà äåáèòà Q ðàñïîëîæåíà â ãîðèçîíòàëüíîì ïëàñòå ïîñòî-
ÿííîé òîëùèíû. Ãðóíò ïëàñòà, íåäåôîðìèðóåìûé àíèçîòðîïíûé è îäíîðîäíûé,
õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîíèöàåìîñòè K � òåíçîðîì âòîðîãî ðàí-
ãà (âîîáùå ãîâîðÿ, íåñèììåòðè÷íûì). Â ïðåäïîëîæåíèè ïëîñêîïàðàëëåëüíîñòè
çàäà÷è K = (Kij), i, j = 1, 2. Êîìïîíåíòû (Kij) � ïîñòîÿííûå. Äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ âêëàäà â äåáèò ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ââåäåì êîýôôèöèåíòû
α = K22/K11, β = (K12 +K21)/(2K11), γ = (K12 −K21)/(2K11), β2 < α. Êîíòóð
ñêâàæèíû � îêðóæíîñòü σC : x2 + y2 = R2

C . Êîíòóð ïèòàíèÿ � ïðÿìîóãîëü-
íèê σΠ, îáðàçîâàííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ: x = B0/2, x = −B0/2, y = A0/2,
y = −A0/2, ãäå A0, B0 � ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, A0 = 1. Òå÷åíèå ïðîèñõîäèò
â îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì Σ = σΠ ∪ σC .

Ïîëàãàåì, ÷òî æèäêîñòü íåñæèìàåìàÿ è åå òå÷åíèå ñòàöèîíàðíîå. Îáîáùåí-
íûé ïîòåíöèàë φ(M) = −(p + ρΠ)/µ (Π � ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû � ñèëû
òÿæåñòè, p � äàâëåíèå, µ è ρ � âÿçêîñòü è ïëîòíîñòü æèäêîñòè) è ñêîðîñòü
ôèëüòðàöèè v⃗ òå÷åíèÿ êàê ôóíêöèè òî÷êè M = (x, y) óäîâëåòâîðÿþò âñþäó â
îáëàñòè D, (çà èñêëþ÷åíèåì èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê φ(M)) óðàâíåíèþ [2]:

∂

∂x

(
K11

∂φ

∂x
+K12

∂φ

∂y

)
+

∂

∂y

(
K21

∂φ

∂x
+K22

∂φ

∂y

)
= 0, M ∈ D. (1)

Óðàâíåíèå (1) îòíîñèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó, ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî êî-
ýôôèöèåíòû Kij , i, j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì K11 > 0 (K22 > 0),
D(KS) = K11K22 − (K12 +K21)

2/4. Çäåñü D(KS) � îïðåäåëèòåëü ñèììåòðè÷íîé
÷àñòè KS = (K +KT )/2 òåíçîðà K (KT = (Kji) � òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð).
Óðàâíåíèå (1) çàïèñàíî â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ [2]. Äàâëåíèÿ íà êîíòóðàõ σC
è σΠ ïîñòîÿííûå, äëÿ φ(M) èìååì óñëîâèÿ (φC è φΠ � êîíñòàíòû, φC ̸= φΠ):
φ(M) = φΠ, M ∈ σΠ, φ(M) = φC , M ∈ σC .

Òðóäíîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îáóñëîâëåíà ñëîæíûì âèäîì óðàâ-
íåíèÿ (1). Ðåøåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïåðåéòè íà âñïîìîãàòåëüíóþ
ïëîñêîñòü Oξη, èñïîëüçóÿ ãîìåîìîðôíûå (àôôèííûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäè-
íàò (ïðÿìîå è îáðàòíîå). Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ àíèçîòðîïèè ãðóíòà íà äå-
áèò ââåäåì âåëè÷èíó ϵ = Q/Q0 − 1, õàðàêòåðèçóþùóþ îòíîñèòåëüíûé äåáèò [3].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé è Îðëîâñêîé îáëàñòè, ïðåêò � 12-01-97522 ð_öåíòð_à.
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Q � äåáèò ñêâàæèíû â àíèçîòðîïíîé ñðåäå, Q0 � äåáèò ñêâàæèíû â èçîòðîïíîé
ñðåäå, îïðåäåëÿåìûé ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå [4]. Êàê ïîêàçàíî â [1], çàäà÷ó î ðà-
áîòå ñêâàæèíû â àíèçîòðîïíîì ñëîå ãðóíòà ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé [5]. Àíèçîòðîïèÿ ãðóíòà ìî-
æåò ñèëüíî ñêàçûâàòüñÿ íà äåáèòå Q (ìîæåò åãî óâåëè÷èâàòü èëè óìåíüøàòü
ïî îòíîøåíèþ ê Q0). Ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ íåäèàãîíàëüíûõ ê äèàãîíàëü-
íûì êîìïîíåíòàì òåíçîðà (Kij) (óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà α, êîýôôèöèåíò β �
ôèêñèðîâàí) âëèÿíèå àíèçîòðîïèè óìåíüøàåòñÿ, âëèÿíèå γ íåçíà÷èòåëüíî.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÀÂÎÍÀÐÓØÅÍÈÉ ÍÅÑÎÂÅÐØÅÍÍÎËÅÒÍÈÕ
È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÌÅÐ ÏÐÎÔÈËÀÊÒÈÊÈ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÔÀÊÒÎÐÍÎÉ

ÌÎÄÅËÈ ÏÐÎÒÈÂÎÏÐÀÂÍÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß

Í. Â. Ëóêàøîâ

(Ðîññèè, Ìîñêâà; ÀÓ ÌÂÄ ÐÔ)

Ïðîòèâîïðàâíîå ïîâåäåíèå íåñîâåðøåííîëåòíèõ îáóñëîâëåíî êîìïëåêñîì
ïðè÷èí, èìåþùèõ êàê ñóáúåêòèâíóþ (ëè÷íîñòíûå îñîáåííîñòè), òàê è îáúåêòèâ-
íóþ (ñïîñîáñòâóþùèå ïðîòèâîïðàâíîìó ïîâåäåíèþ âíåøíèå óñëîâèÿ) ïðèðîäó.

Ïðîôèëàêòèêà ïðîòèâîïðàâíîãî ïîâåäåíèÿ ñîñòîèò â êîìïëåêñíîì âîçäåé-
ñòâèè íà ñóáúåêòèâíóþ è îáúåêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ìîòèâàöèè íåñîâåðøåí-
íîëåòíåãî.

Ïðåäëàãàåòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàìì ïðîôèëàêòèêè (ïðîòèâîäåéñòâèÿ)
è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîòèâîïðàâíîãî ïîâåäåíèÿ íåñîâåðøåííîëåòíèõ
èñïîëüçîâàòü èíñòðóìåíòàðèé ôàêòîðíîãî àíàëèçà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþ-
ùèì àëãîðèòìîì.

Ìîòèâû ïðîòèâîïðàâíîãî ïîâåäåíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî îïðåäåëåííûì
ïðèçíàêàì. Çàòåì âûäåëÿþòñÿ ôàêòîðû, ñïîñîáñòâóþùèå èõ âîçíèêíîâåíèþ è
âîçìîæíûå ìåðû ïðîòèâîäåéñòâèÿ. Êàæäûé ìîòèâ ðàíæèðóåòñÿ ïî ñòåïåíè âëè-
ÿíèÿ íà îáùèé ïîêàçàòåëü � óðîâåíü ïîäðîñòêîâîé ïðåñòóïíîñòè â ðåãèîíå. Ïî-
ñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ ïåðå÷åíü ôàêòîðîâ, ìîæíî âûðàáîòàòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ìåðû âîçäåéñòâèÿ íà íèõ, ðàçðàáîòàâ òåîðåòè÷åñêè èäåàëüíóþ ïðîãðàììó ïðî-
ôèëàêòèêè.

Ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î ïîñòðîåíèè ðåãèîíàëüíîé ìîäåëè ïðè÷èí ïðàâîíà-
ðóøåíèé íåñîâåðøåííîëåòíèõ. Åå îñíîâó ñîñòàâëÿþò äàííûå î ñóáúåêòèâíûõ è
îáúåêòèâíûõ ôàêòîðàõ ìîòèâàöèè ¾ì¿ ïîâåäåíèÿ (ïðîòèâîïðàâíîãî èëè, íàïðî-
òèâ � ïðàâîâîãî) îïðåäåëÿåìûõ ýìïèðè÷åñêè ïóòåì ýêñïåðòíîé îöåíêè, ïðåä-
ñòàâëåííûå â âèäå ñóììàðíîãî êîýôôèöèåíòà ¾Êì¿.

Êîýôôèöèåíò ìîòèâàöèè ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöà-
òåëüíûì, â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåííîñòè âîçäåéñòâèÿ.

Íàïðèìåð: îáúåêòèâíûé ôàêòîð � âíåêëàññíàÿ çàíÿòîñòü ïîâûøàåò îáùèé
êîýôôèöèåíò ìîòèâàöèè ê ïðàâîâîìó ïîâåäåíèþ íà îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó,
à åå îòñóòñòâèå íå ïîâûøàåò îáùèé êîýôôèöèåíò ìîòèâàöèè ê ïðàâîâîìó ïî-
âåäåíèþ. Ñóáúåêòèâíûé ôàêòîð � áåçíàêàçàííîñòü / ÷óâñòâî íåîòâðàòèìîñòè
íàêàçàíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü êàê îòðèöàòåëüíîå, òàê è ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå.

Ñóììàðíûé êîýôôèöèåíò ìîòèâàöèè ¾Êì¿ òàêæå ìîæåò ïðèíèìàòü êàê îò-
ðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ íåñîâåðøåííîëåòíåãî, ïðè
êîòîðîì îí, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ ïðè íàëè÷èè àëüòåðíàòèâû âûáåðåò
ïðîòèâîïðàâíûé âàðèàíò ïîâåäåíèÿ, òàê è ïîëîæèòåëüíîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ñêëîííîñòè ê ïðàâîâîìó ïîâåäåíèþ. Çíà÷åíèå ¾Êì¿= 0 îáîçíà÷àåò èíäèôôå-
ðåíòíîãî â îòíîøåíèè ìîòèâàöèè ïðîòèâîïðàâíîñòè ñâîåãî ïîâåäåíèÿ íåñîâåð-
øåííîëåòíåãî.
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Äëÿ íîðìèðîâàíèÿ ¾Êì¿ ïðèìåì, ÷òî ïðè ¾Êì¿= −100, íåñîâåðøåííîëåò-
íèé ñîâåðøàåò â ñðåäíåì îäíî ïðåñòóïëåíèå â ãîä. Ïðè ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêîì
¾Êì¿= −1, âåðîÿòíîñòü ñîâåðøåíèÿ ïðåñòóïëåíèÿ ñîñòàâëÿåò 1 â 100 ëåò, èëè
1 ïðåñòóïëåíèå â ãîä íà 100 íåñîâåðøåííîëåòíèõ. ¾Êì¿= −0,1 ñîîòâåòñòâóåò
óðîâíþ ïðåñòóïíîñòè 100 íà 100 òûñ. íàñåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óñèëèÿ ïî ïðîôèëàêòèêå ïðåñòóïíîñòè äîëæíû áûòü íàïðàâ-
ëåíû íà ïîâûøåíèå ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêîãî Êì. Âñåõ íåñîâåðøåííîëåòíèõ ïðåä-
ëàãàåòñÿ ðàçäåëèòü ïî ãðóïïàì ïðîôèëàêòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, ïðè ýòîì êî-
ýôôèöèåíò ¾Êì¿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ â ñðåäíåì äëÿ ãðóïïû. Íàïðèìåð, äëÿ øêîëü-
íèêîâ ñòàðøèõ êëàññîâ (ïî êàæäîé øêîëå), ó÷àùèõñÿ (ïî êàæäîìó ó÷åáíîìó çà-
âåäåíèþ), áåñïðèçîðíûõ è ò. ä. Ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêèé ¾Êì¿ ïî ðåãèîíó â öåëîì
âûñ÷èòûâàåòñÿ êàê ñóììà ñðåäíåãî ¾Êì¿ êàæäîé ãðóïïû ïðîôèëàêòè÷åñêîãî
âîçäåéñòâèÿ, óìíîæåííîãî íà îòíîøåíèå ÷èñëåííîñòè ãðóïïû ê îáùåé ÷èñëåí-
íîñòè íåñîâåðøåííîëåòíèõ â ðåãèîíå (ðàéîíå).

Ñðåäíåâçâåøåííûé ¾Êì¿ ïî ðàéîíó áóäåò âûñ÷èòûâàòüñÿ êàê ñóììà ¾Êì¿
ãðóïï ïðîôèëàêòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëåííîñòè ïîñëåä-
íèõ. Àíàëèç ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ïîçâîëèò âûÿâèòü, êàêàÿ ãðóïïà íåñî-
âåðøåííîëåòíèõ âíîñèò íàèáîëüøèé âêëàä â àáñîëþòíûé óðîâåíü ïðåñòóïíîñòè
(ñ ó÷åòîì êîëè÷åñòâà â ãðóïïå).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äàííîå ïðåäñòàâëåíèå óïðîùåíî è íå ó÷èòûâàåò ðÿ-
äà ôàêòîðîâ, îñîáåííî ñèíåðãåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà âçàèìíîãî âëèÿíèÿ, îäíàêî
ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèç â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ìîæíî îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíîñòü òîé èëè
èíîé ïðîôèëàêòè÷åñêîé ìåðû êîíêðåòíîãî ôàêòîðà âîçäåéñòâèÿ ¾Ôï¿ â îòíî-
øåíèè êîíêðåòíûõ ãðóïï íåñîâåðøåííîëåòíèõ, à òàêæå, ñ ó÷åòîì ÷èñëåííîñòè
êàæäîé ãðóïïû, îïðåäåëèòü âëèÿíèå êàæäîé ìåðû ïðîôèëàêòèêè íà îáùèé óðî-
âåíü ïðåñòóïíîñòè ïî ðåãèîíó (ðàéîíó).

Òåîðåòè÷åñêè ìîæíî ïðîèçâåñòè äàëüíåéøóþ îïòèìèçàöèþ çàòðàò èçâåñò-
íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïðè íàëè÷èè äàííûõ ïî ñòîèìîñòè è ðåñóð-
ñîåìêîñòè êîíêðåòíûõ ¾Ôï¿. Îäíàêî ðåàëèçàöèÿ ýòîãî íà ïðàêòèêå â ìàññîâîì
ïîðÿäêå çàòðóäíèòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ýòàïå îñâîåíèÿ ìåòîäèêè.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî âûøåïðèâåäåííûõ äàííûõ áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ ýêñ-
ïåðòíîãî àíàëèçà è ïðèíÿòèÿ îáîñíîâàííûõ ðåøåíèé íà óðîâíå ðåãèîíàëüíûõ
êîìèññèé ïî äåëàì íåñîâåðøåííîëåòíèõ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÒÜÞÐÈÍÃÀ È ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÂÒÎÐÈ×ÍÛÕ
ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ØÍÀÊÅÍÁÅÐÃÀ

Ñ. À. Ëûñåíêî

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà Øíàêåíáåðãà, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ êóáè÷åñêîé íåëè-
íåéíîñòüþ:

ut = γf(u, v) + uxx = γ(a− u+ u2v) + uxx,

vt = γg(u, v) + dvxx = γ(b− u2v) + dvxx.

Â ýòîé ñèñòåìå íåèçâåñòíûå u = u(x, t) è v = v(x, t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåí-
òðàöèè äâóõ áèîõèìè÷åñêèõ âåùåñòâ â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t > 0, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ àêòèâàòîðîì è ñóáñòðàòîì. Ïàðàìåòð d � ïîëîæèòåëüíûé êîýôôè-
öèåíò äèôôóçèè, γ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ îòíîñè-
òåëüíóþ ñèëó âëèÿíèÿ ñëàãàåìûõ ðåàêöèè, a è b � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû
ðåàêöèè.

Äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïî Òüþðèíãó íåîáõîäè-
ìû óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûì âîçìóùåíè-
ÿì (â îòñóòñòâèå äèôôóçèè) è íåóñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì
ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûì âîçìóùåíèÿì (ïðè íàëè÷èè äèôôóçèè).

Èçâåñòíî, ÷òî îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà ñèñòåìûØíàêåíáåðãà çàäà-
åòñÿ ÷åòûðüìÿ óñëîâèÿìè, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Äâà èç
íèõ ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè â áåçäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè, à
îñòàëüíûå ñîîòâåòñòâóþò íåóñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ äèôôó-
çèè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè, à äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ çàâèñÿò îò ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ
x ∈ [0; 1], è íà êîíöàõ îòðåçêà çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà. Íàéäåíî êðè-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà äèôôóçèè, ïðè êîòîðîì âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâîñòü
Òüþðèíãà.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ýòîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïðîèñõîäèò ìîíîòîííàÿ ïîòå-
ðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Ìåòîäîì Ëÿïóíîâà � Øìèäòà íàéäåíû
ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó íàäêðèòè÷íîñòè âòîðè÷íûõ
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû.

Â ðàáîòå âûïîëíåíà âèçóàëèçàöèÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà è ïðî-
âåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ âîëíîâûõ ÷èñåë.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÃÎ ÒÅ×ÅÍÈß
Â ÐÓÑËÎÂÎÌ ÏÎÒÎÊÅ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÐÅÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÎÉ 3D ÌÎÄÅËÈ

Ê. À. Íàäîëèí (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ),
È. Â. Æèëÿåâ (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÍÖ ÐÀÍ)

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ îäíîé èç ïðåäëîæåííûõ â [1] ðåäóöèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé, à èìåííî, áàçîâîé ìîäåëè ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà. Ó÷åò òóðáóëåíò-
íîñòè òå÷åíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëóýìïèðè÷åñêè â ðàìêàõ ãèïîòåçû Áóññèíåñêà.
Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ äàííûõ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå ïîëíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé æèäêîñòè
è ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè. Âû÷èñëèòåëüíûå
ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî êîìïëåêñà
COMSOL Multiphysics (Femlab) [2].

Äëÿ ðàñ÷åòîâ ãèäðîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âîäîòîêîâ ïðèìåíÿþòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçíûõ òèïîâ, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëåå òî÷íûìè ÿâëÿþòñÿ
òðåõìåðíûå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ïîëíûõ óðàâíåíèÿõ ãèäðîäèíàìèêè òóðáó-
ëåíòíûõ òå÷åíèé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ïîëó÷èòü âûñîêóþ òî÷íîñòü ìîäåëèðîâà-
íèÿ, êîòîðóþ ìîãóò îáåñïå÷èòü òàêèå 3D ìîäåëè, íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó äàííûå
ðåàëüíûõ ãèäðîëîãè÷åñêèõ èçìåðåíèé íå èìåþò òðåáóåìîé òî÷íîñòè çíà÷åíèé
ãèäðîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå èíôîðìàöèè î íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ äëÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Êðîìå òîãî, ñëîæ-
íîñòü è òðóäîåìêîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà îñíîâå ïîëíûõ 3D ìî-
äåëåé óñóãóáëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ñèëüíî âûòÿíóòîé â ïðîäîëü-
íîì íàïðàâëåíèè. Âûøåñêàçàííîå îáúÿñíÿåò èíòåðåñ ê 2D è ðåäóöèðîâàííûì 3D
ìîäåëÿì ðóñëîâûõ ïîòîêîâ, ñëîæíîñòü êîòîðûõ àäåêâàòíà òî÷íîñòè èìåþùèõñÿ
ãèäðîëîãè÷åñêèõ äàííûõ.

Â îñíîâó ïðåäëàãàåìîãî â ðàáîòå [1] ïîäõîäà ê âûâîäó ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé
ïîëîæåíû ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ.

Âî-ïåðâûõ, ðóñëîâûå ïîòîêè õàðàêòåðèçóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîé ãëóáèíîé
òå÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî øèðèíîé, à òàêæå çíà÷èòåëüíîé ïðîòÿæåííîñòüþ.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, èõ íåëüçÿ (èëè íå õîòåëîñü áû) ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîìåðíûå
òå÷åíèÿ, íî íå ñòîèò ñ÷èòàòü è âïîëíå òðåõìåðíûìè îáúåêòàìè. Ò. å. â îñíîâó
óïðîùåíèÿ ìîäåëè è ïîíèæåíèÿ åå ðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü ïîëîæåíû ãåîìåò-
ðè÷åñêèå ïàðàìåòðû îáëàñòè òå÷åíèÿ. Îòíîøåíèå ìåæäó õàðàêòåðíîé ãëóáèíîé
è õàðàêòåðíîé øèðèíîé ðå÷íîãî ðóñëà êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0, 1 äî 0, 005,
÷òî ìîæåò áûòü îñíîâîé ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Âî-âòîðûõ, åñòåñòâåííûå âîäîòîêè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ òóðáóëåíòíûìè, ïîýòîìó
ëþáàÿ, äàæå ñàìàÿ óïðîùåííàÿ ìîäåëü äîëæíà ó÷èòûâàòü òóðáóëåíòíîñòü òå÷å-
íèÿ. Îäíàêî èç-çà íåäîñòàòî÷íîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ ïðîñòåéøèìè ìîäåëÿìè òóðáóëåíòíîñòè [3]. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èìåòü
âîçìîæíîñòü êàëèáðîâêè ìîäåëè ïî èìåþùèìñÿ äàííûì íàáëþäåíèé.
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È íàêîíåö, ïðåäëàãàåìûå óïðîùåííûå ìîäåëè äîëæíû ïðàâèëüíî îïèñûâàòü
ïðîñòûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, ðåøåíèÿ äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû è íå âûçûâàþò ñîìíå-
íèé (íàïðèìåð, ëàìèíàðíîå òå÷åíèå).

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðàñïðîñòðàíåííûõ îñðåäíåííûõ ìîäåëåé, ïðåä-
ëàãàåìûå â [1] ìîäåëè ó÷èòûâàþò ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó òå÷åíèÿ, ÷òî
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âëèÿíèå ôîðìû äíà è áåðåãîâîé ëèíèè ðóñëà, à òàêæå
íåêîòîðûõ âíåøíèõ ôàêòîðîâ (íàïðèìåð, âîçäåéñòâèå âåòðà) íà îñîáåííîñòè òå-
÷åíèÿ â ðóñëîâîì ïîòîêå.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿþò óòâåð-
æäàòü, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ñëàáî
èñêðèâëåííîãî ðóñëîâîãî ïîòîêà âïîëíå àäåêâàòíî îïèñûâàåò åãî ãèäðîäèíàìè-
êó è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèðîäíûõ âîäîòîêîâ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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Î ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀÕ È ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÎÌ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ
ÇÀÄÀ× Ñ ÒÅÐÌÎÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈÖÀÌÈ

À. Â. Íàñåäêèí

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Ïóñòü x � âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò; t � âðåìÿ; Ω =
Ω(1)∪Ω(2) � îáúåì, âêëþ÷àþùèé äâà îòäåëüíûõ òåëà Ω(1) è Ω(2); Γ� åãî ãðàíèöà;
n � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê Γ; φ(x, t) � ôóíêöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà; T (x, t) � ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû; T0 � òåìïåðàòóðà åñòåñòâåííîãî
ñîñòîÿíèÿ; θ = T − T0 � ôóíêöèÿ ïðèðîñòà òåìïåðàòóðû.

Ïðèìåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ
ýëåêòðè÷åñêèå è òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ:

∇ · (j+ Ḋ) = 0, D = ε ·E, E = −∇φ, (1)

ρcθ̇ +∇ · q = Q, (2)

j = σ · (E−α · ∇θ), q = Π · j− k · ∇θ, Π = (θ + T0)α, (3)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ [1, 3] è ñëåäóþùèå ìàòåðèàëüíûå
ìîäóëè: ε � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, ρ � ïëîò-
íîñòü; c � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü; Q � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ òåïëà,
α � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ Çååáåêà; Π � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ Ïåëüòüå; k �
òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ê ñèñòåìå (1)�(3) ïðèñîâîêóïèì ñòàíäàðòíûå êðàåâûå ýëåêòðè÷åñêèå è òåï-
ëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à òàêæå òåïëîâûå (òåðìîýëåêòðè÷åñêèå) è ýëåêòðè-

÷åñêèå êîíòàêòíûå êðàåâûå óñëîâèÿ [2�4] íà êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ Γ
(1)
c è Γ

(2)
c

îáúåìîâ Ω(1) è Ω(2), ñîîòâåòñòâåííî. Êîíòàêòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïèñûâà-
þòñÿ óðàâíåíèÿìè

n(l) · (j(l) + Ḋ(l)) = −j(lm)
cel , n(l) · q(l) = −q(lm)

cth − g(l)q
(lm)
cel , x ∈ Γ(l)

c , (4)

ãäå l,m = 1, 2, ïðè÷åì, åñëè l = 1, òîm = 2, è íàîáîðîò, j(lm)
cel = ηcel(φ

(m)−φ(l)) �

ïëîòíîñòü êîíòàêòíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â íàïðàâëåíèè ãðàíèöû Γ
(l)
c ; q(lm)

cth =

ηcth(θ
(m)−θ(l)) � ïîòîê òåïëà îò ãðàíèöû Γ

(m)
c ê Γ

(l)
c , îáóñëîâëåííûé òåïëîâûìè

ýôôåêòàìè; q(lm)
cel = kelj

(lm)
cel (φ(m) − φ(l)) � ïîòîê òåïëà îò ãðàíèöû Γ

(m)
c ê Γ

(l)
c ,

âûçâàííûé äèññèïàöèåé ýíåðãèè ïðè ïðîõîæäåíèè òîêà; g(1) = f , g(2) = (1− f),
f � ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿþùèé ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêà òåïëà ïðè ïðîõîæäåíèè
òîêà ìåæäó ãðàíèöàìè Γ

(1)
c è Γ

(2)
c (0 6 f 6 1, è îáû÷íî f = 1/2); ηcel � êîíòàêò-

íàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü; ηcth � êîíòàêòíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü; kel �
ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿþùèé äîëþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè â äæî-
óëåâî òåïëî ïðè êîíòàêòå (0 < kel 6 1).
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Â ìîäåëè (1)�(4) ñâÿçàííîñòü ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèìè è òåïëîâûìè ïîëÿìè
îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðîì êîýôôèöèåíòîâ Çååáåêà α, ìíîæèòåëåì kel è êîíòàêò-
íîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ ηcel. Òàêæå ñâÿçàííîñòü âîçíèêàåò, åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìàòåðèàëüíûå ìîäóëè, êàê ôóíêöèè òåìïåðàòóðû èëè ïîòåíöèàëà
(σ = σ(θ) è ò. ï.), è ïðè ó÷åòå â îáúåìíûõ èñòî÷íèêàõ òåïëà Q äæîóëåâà òåïëà
ïî çàêîíó Äæîóëÿ � Ëåíöà Qvel = kvej ·E, ãäå kve � ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿþùèé
ýôôåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëî.

Äàëåå â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ñëàáûå ïîñòàíîâêè ñâÿçàííûõ òåðìîýëåê-
òðè÷åñêèõ çàäà÷ (1)�(4) ñ êîíòàêòíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, èõ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè è ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
(ÌÊÝ) îòíîñèòåëüíî óçëîâûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ Φ è òåìïåðàòóð T [3]:

Cφφ · Φ̇+Kφφ ·Φ+Kφθ ·T = Fφ,

Cθθ · Ṫ+Kθθ ·T = Fθ + Fnθ(T,Φ).

Äëÿ àíàëèçà ñïåöèôèêè óñëîâèé (4) ðàññìîòðåíû ìîäåëüíûå çàäà÷è, èìåþ-
ùèå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýòèõ ðåøåíèé ñ äàííûìè
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ÌÊÝ.

Ëèòåðàòóðà

1. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà. Ò. 8. Ýëåêòðîäèíàìèêà ñïëîøíûõ
ñðåä.�Ì.: Íàóêà, 1982.�624 ñ.

2. Ôðààñ À., Îöèñèê Ì. Ðàñ÷åò è êîíñòðóèðîâàíèå òåïëîîáìåííèêîâ.�Ì.: Àòîìèçäàò,
1971.�328 ñ.

3. ANSYS Rel. 11.0. Theory Reference for ANSYS and ANSYS Workbench.�Canonsburg: SAS
IP Inc., 2007.�1110 p.

4. Liu T. J. C. Finite element modeling of melting crack tip under thermo-electric Joule
heating // Engineering Fracture Mechanics.�2011.�Vol. 78.�P. 666�684.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÀÄÀÏÒÀÖÈß ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ ÎØÈÏÎÂÀÍÍÛÕ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ
ÄËß ÑÎÇÄÀÍÈß ÐÀÑ×ÅÒÍÎÉ ÑÅÒÊÈ

Ì. Í. Íèêèòèí

(Ðîññèÿ, Ñàìàðà; CàìÃÓ)

Ââåäåíèå

Ïîâñåìåñòíîå èçìåëü÷åíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè íå ýôôåêòèâíî è çàòðóäíåíî äëÿ
ðÿäà ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè øèðîêî
èñïîëüçóþòñÿ â òåõíèêå â âèäå ìàññèâîâ îäíîòèïíûõ îáúåêòîâ (îøèïîâàííûå
ïîâåðõíîñòè òåïëîîáìåíà). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíà àäàïòàöèÿ ãåîìåòðèè.

Ïðîñòîå óñå÷åíèå êîíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé (øèïîâ) áåç êîìïåíñàöèè ïîç-
âîëÿåò èñêëþ÷èòü íóëåâûå ñèìïëåêñû, íî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïëîùàäåé
áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé øèïîâ S1 è èõ îáúåìîâ V , ïîýòîìó äàííûé ìåòîä àäàï-
òàöèè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Êîìïåíñàöèÿ ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è îáúåìà ïðè óñå÷åíèè øèïîâ
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ èõ êîíóñíîñòè C = 2R

H (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Óñå÷åíèå ñ óãëîâîé êîìïåíñàöèåé.

Óãëîâàÿ êîìïåíñàöèÿ ïðè ïîñòîÿííîì ðàäèóñå îñíîâàíèÿ

Ïðè R = R′ ïðîèçâåäåíèå îáúåìà øèïà è åãî êîíóñíîñòè ïîñòîÿííî (V C =
V ′C ′ = const), à ïðîèçâåäåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè øèïà è åãî êîíóñíîñòè
èçìåíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî:

SC = S′C ′

√
C2 + 4

C ′2 + 4
. (1)

Äëÿ R = R′ òðåáóåìàÿ âûñîòà ñêîìïåíñèðîâàííîãî êîíóñà H:

H ′ =
Rh′1
R− r′

=
R3H

R3 − r′3
⇐ V = V ′, (2)

H ′ = R

√√√√(R√R2 +H2 − r′2

R2 − r′2

)2

− 1 ⇐ Sáîê = S′áîê. (3)

Äëÿ êîíóñíîñòåé 1/3 . . . 2 ïðè R/r = 10 îøèáêà îïðåäåëåíèÿ íå áàçîâîãî
ïàðàìåòðà ïî âûðàæåíèÿì (2) è (3) ñîñòàâëÿåò 0, 5 . . . 1, 7 %.
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Óãëîâàÿ êîìïåíñàöèÿ ïðè ïîñòîÿííîé âûñîòå

Èñõîäÿ èç óñëîâèÿH = h′1, òðåáóåìûé ðàäèóñ îñíîâàíèÿ ñêîìïåíñèðîâàííîãî
êîíóñà R′ è åãî âûñîòà H ′:

R′ =
1

2

(√
4R2 − 3r′2 − r′

)
, (4)

R′ = f
(
R,H, r′

)
⇐
√

(R′ − r′)2 +H2
(
R′ + r′

)
= R

√
R2 +H2 − r′

2
, (5)

H ′ =
R′H

R′ − r′
. (6)

Âûðàæåíèÿ (3) è (5) ïðèìåíèìû äëÿ ñîõðàíåíèÿ îáúåìà øèïà, à âûðà-
æåíèÿ (4) è (5) � ïëîùàäè åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Ôóíêöèîíàëüíîå âûðà-
æåíèå (4) ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì. Õàðàêòåðíà çíà÷èòåëüíàÿ îøèáêà
(> 2 %) ïðè îïðåäåëåíèè íå áàçîâîãî ïàðàìåòðà.

Âûâîäû

Óãëîâàÿ êîìïåíñàöèÿ ïðè R = R′ íå ðåøàåò ïðîáëåìó óìåíüøåíèÿ âûñîòû
øèïîâ ïîñëå óñå÷åíèÿ (h′1/H ≈ h1/H

′ = 1 − r′/R), ïîýòîìó ýòîò âàðèàíò íå
ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ìîäåëÿõ êîíâåêòèâíîãî òåïëî-
îáìåíà è äèíàìèêè òå÷åíèé. Ïðè H = h′1 ñòðîãî âîñïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî îäèí
áàçîâûé ïàðàìåòð ïðè ñóùåñòâåííîé ïîãðåøíîñòè â îïðåäåëåíèè äðóãîãî.

Ëèòåðàòóðà

1. Íèêèòèí Ì. Í. Èññëåäîâàíèå òåïëîîáìåíà ñ æèäêîé ôàçîé â êîëüöåâîì êàíàëå îõëà-
æäàþùåãî êîðïóñà ñìåñèòåëüíîãî òåïëîãåíåðàòîðà // Òåïëîâûå ïðîöåññû â òåõíèêå.�
2013.�Ò. 3, � 9.�Ñ. 404�410.

2. Ùåëîêîâ À. È., Êðàñíîâà Í. Ï. Ñðàâíåíèå ìàññîâûõ è òåïëîîáìåííûõ õàðàêòåðèñòèê
êîíâåêòèâíûõ ïîâåðõíîñòåé âîäîãðåéíûõ êîòëîâ ìàëîé ìîùíîñòè // Âåñòí. ÑàìÃÒÓ.
Ñåð. Òåõí. íàóêè.�2013.� � 40.�Ñ. 165�168.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂËÈßÍÈß ÃÀÇÎÂÎÉ ÔÀÇÛ ÍÀ ÄÈÍÀÌÈÊÓ
ÂÈÁÐÎÊÈÏßÙÅÃÎ ÑËÎß ÏÐÈ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÐÅÆÈÌÀÕ1

Í. Ñ. Îðëîâà

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ãàçîâîãî ïîòîêà íà ñòðóêòóðó âèá-
ðîêèïÿùåãî ñëîÿ. Áûëè ïðîâåäåíû òðåõìåðíûå ðàñ÷åòû ðàñïðåäåëåíèÿ îáú-
åìíîé äîëè ÷àñòèö â âèáðîêèïÿùåì ñëîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîáîäíî ðàñïðî-
ñòðàíÿåìîãî ïàêåòà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ãèäðîàýðîìåõàíèêè
OpenFOAM (àíãë. Open Source Field Operation And Manipulation CFD ToolBox)
ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû ¾Óíèâåðñèòåòñêèé êëàñòåð¿ ñ óäàëåííûì äîñòó-
ïîì ê êîíñîëè íà óïðàâëÿþùåì óçëå âû÷èñëèòåëüíîãî êëàñòåðà JSCC RAS
(https:/\!/unihub.ru/resources/js3c) Web-ëàáîðàòîðèè Unihub (UniHUB.ru).
Áëàãîäàðÿ îòêðûòîìó èñõîäíîìó êîäó â OpenFOAM âîçìîæíî ñîçäàíèå ñîá-
ñòâåííûõ ðåøàòåëåé. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà âèáðîêèïåíèÿ áûë äîðàáîòàí ðå-
øàòåëü twoPhaseEulerFoam, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè-
êè êèïÿùåãî ãðàíóëèðîâàííîãî ñëîÿ [1�3]. Â ðåøàòåëå twoPhaseEulerFoam ðåà-
ëèçîâàíà äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü êèïÿùåãî (îæèæåííîãî) ñëîÿ íà îñíîâå êîí-
òèíóàëüíîãî ïîäõîäà (ïîäõîäà Ýéëåðà), ïðè êîòîðîì äâèæåíèå ñëîÿ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê äâèæåíèå äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòèíóóìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãàçîì
è ÷àñòèöàìè. Áîëåå ïîäðîáíî îïèñàíèå ìîäåëè ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [1�4].

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êîëå-
áàíèé, à òàêæå ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè ïîäà÷è ãàçîâîãî ïîòîêà. Àìïëèòóäà
êîëåáàíèé áûëà ðàâíà 3 è 6 ìì, ÷àñòîòà êîëåáàíèé âàðüèðîâàëàñü îò 15 äî 45 Ãö,
ñêîðîñòü ïîäà÷è ãàçà áûëà ðàâíà 0,1 ì/ñ, 0,25 ì/ñ è 0,35 ì/ñ. Òàêæå áûëè ïðîâå-
äåíû ðàñ÷åòû ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö â êèïÿùåì ãðàíóëèðîâàí-
íîì ñëîå áåç ó÷åòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ âèáðàöèÿìè. Íà÷àëüíàÿ âûñîòà ñëîÿ
(òîëùèíà ñëîÿ çàñûïêè) áûëà ðàâíà 50 ìì. Ïðîâîäèëîñü ðàñïàðàëëåëèâàíèå
ðàñ÷åòîâ íà 8 ÿäðàõ.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ âèá-
ðîêèïÿùèé ñëîé, íàáëþäàåòñÿ áîëåå îäíîðîäíîå îæèæåíèå ÷àñòèö â îòëè÷èå îò
êèïÿùåãî ãðàíóëèðîâàííîãî ñëîÿ.

Ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû è àìïëèòóäû âèáðàöèé âîëíû íà ïîâåðõíîñòè ãðà-
íóëèðîâàííîãî ñëîÿ áîëåå îò÷åòëèâî âèçóàëèçèðóþòñÿ, îñîáåííî ïðè ÷àñòî-
òå 35�45 Ãö. Êðîìå òîãî óìåíüøàþòñÿ ðàçìåðû îáëàñòåé, â êîòîðûõ êîíöåí-
òðàöèÿ ÷àñòèö ìàêñèìàëüíà, è íåìíîãî óìåíüøàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö â ñëîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà
ôàç (òâåðäûõ ÷àñòèö è ãàçà) óâåëè÷èâàåòñÿ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî ñòðàòåãè÷å-
ñêèì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ � 1 ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ïîäà÷è ãàçà ðàñòåò êîëè÷å-
ñòâî ãàçîâûõ ïóçûðåé âíóòðè ñëîÿ ÷àñòèö. Çà ñ÷åò ýòîãî óâåëè÷èâàåòñÿ ñòåïåíü
ðàñøèðåíèÿ ñëîÿ. Ïðè çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè ãàçîâîãî ïîòîêà áîëüøå 0,5 ì/ñ íà-
áëþäàþòñÿ ãàçîâûå êàíàëû âíóòðè ñëîÿ (äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíàÿ âûñîòà
ñëîÿ ðàâíà 50 ìì). Ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé ãàçîâûå
êàíàëû óìåíüøàþòñÿ, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èñ÷åçàþò ñîâñåì (ïðè âûñîêèõ
çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû êîëåáàíèé).

Àâòîð âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñîòðóäíèêàì Èíñòèòóòà ñèñòåìíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÐÀÍ, ïðåäîñòàâèâøèì âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû web-ëàáîðàòîðèè
UniHUB.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÄËß ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÑÎÖÈÀËÜÍÛÕ ÊÎÍÔËÈÊÒÎÂ

À. Ô. Îñüêèí

(Áåëàðóñü, Ïîëîöê; ÏÃÓ)

Ñèñòåìíàÿ äèíàìèêà � òåõíèêà êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, øèðîêî ïðè-
ìåíÿåìàÿ äëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îñíîâàòåëåì ñèñòåìíîé äèíà-
ìèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîôåññîð Ñëîóíîâñêîé øêîëû ìåíåäæìåíòà ïðè Ìàññà÷óñåò-
ñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå Äæåé Ôîððåñòåð. Ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì
ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ ñècòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Ìîäåëèðóåìûé ïðîöåññ èçîáðàæàåòñÿ â âèäå äèàãðàìì, ñîñòîÿùèõ èç
òàêèõ ýëåìåíòîâ êàê íàêîïèòåëè (èëè óðîâíè, â òåðìèíîëîãèè ñèñòåìíîé äè-
íàìèêè), è ïîòîêè. Ýëåìåíòû ñâÿçûâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ñ ïîìîùüþ ïåòåëü
ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè.

Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, ïîçâîëÿ-
þùèõ ðåøàòü çàäà÷è ñèñòåìíîé äèíàìèêè. Ðàçðàáîòàí ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ
DYNAMO, ðåàëèçîâàííûé â ðÿäå ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïàêåòîâ. Â íàøåì èññëå-
äîâàíèè ìû èñïîëüçîâàëè ïàêåò iThink, îäèí èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ïàêåòîâ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèñòåìíîé äèíàìèêè.

Ñ ïîìîùüþ ñèñòåìíîé äèíàìèêè áûë ðåøåí ðÿä âàæíûõ è èíòåðåñíûõ çàäà÷.
Òàê, íàïðèìåð, ïîä ðóêîâîäñòâîì Äæåÿ Ôîððåñòåðà â Ìàññà÷óñåòñêîì òåõíîëî-
ãè÷åñêîì èíñòèòóòå áûëà ñîçäàíà è èññëåäîâàíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü íàöèî-
íàëüíîé ýêîíîìèêè ÑØÀ. Ïðè ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèè ýòîé ìîäåëè âûÿâèë-
ñÿ öåëûé ðÿä îñîáåííîñòåé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ñèñòåìíîé äèíàìèêè êàê ìåòî-
äà ìîäåëèðîâàíèÿ â öåëîì. Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíîñòè îáåñïå÷èâàåò
óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè ïî îòíîøåíèþ ê âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ. Ïî ìíåíèþ Ôîð-
ðåñòåðà, ýòî õàðàêòåðíî è äëÿ ñîöèàëüíûõ ñèñòåì. Èìåííî ïîýòîìó ñèñòåìíàÿ
äèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîöèàëüíûõ
ïðîöåññîâ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ìîäåëåé ñîöèàëüíûõ êîíôëèêòîâ. Íàèáîëåå èç-
âåñòíîé èç ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ãîíêè âîîðóæåíèé, ïðåäëîæåííàÿ
Ë. Ðè÷àðäñîíîì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçðàáîòàííîé èì òåîðèåé, âçàèìîäåéñòâèå
äâóõ âðàæäåáíûõ ñòðàí ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∂x

∂t
= ay −mx+ r,

∂y

∂t
= by − nx+ s.

Çäåñü
x, y � ðàñõîäû íà âîîðóæåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ñòðàí ñîîòâåòñòâåííî;
a, b, m, n � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû;
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r, s � êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå Ðè÷àðäñîí íàçûâàåò êîýôôèöèåíòàìè äåð-
æàâíûõ ïðåòåíçèé. Åñëè r > 0 è s > 0, òî îíè õàðàêòåðèçóþò óðîâåíü âðàæ-
äåáíîñòè è âçàèìíûõ ïðåòåíçèé. Åñëè æå r < 0 è r < 0, òî èõ ìîæíî íàçâàòü
êîýôôèöèåíòàìè äîáðîé âîëè.

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè a, b, m, n è çíàêîâ
r è s âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñöåíàðèÿ ðàçâèòèÿ ñèòóàöèè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàøåé ìîäåëè ìû ðåøèëè èñïîëüçîâàòü àêòèâíî ïðèìåíÿå-
ìóþ â áèîëîãèè ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ïîïóëÿöèé, èçâåñòíóþ êàê ìîäåëü Ëîò-
êè � Âîëüòåððà. Íåñêîëüêî ìîäåðíèçèðîâàâ ýòó ìîäåëü, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþ-
ùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∂N1

∂t
= a01N1 + a12N1N2 + a11N

2
1 ,

∂N2

∂t
= a02N2 + a21N1N2 + a22N

2
2 ,

N1 +N2 +N3 = 1.

Çäåñü
N1 � ÷àñòü æèòåëåé ìîäåëèðóåìîé ñòðàíû, ïîääåðæèâàþùàÿ ñóùåñòâóþ-

ùóþ âëàñòü.
N2 � ÷àñòü æèòåëåé ìîäåëèðóåìîé ñòðàíû, ïîääåðæèâàþùàÿ îïïîçèöèþ.
N3 � ÷àñòü æèòåëåé ìîäåëèðóåìîé ñòðàíû, íå ó÷àñòâóþùèõ â ïîëèòè÷åñêîé

æèçíè.
a01 � êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ, ïîä-

äåðæèâàþùåãî âëàñòü. Îí ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ðåøåíèÿ ïðèíèìà-
åìûå âëàñòüþ óäîâëåòâîðÿþò æèòåëåé èëè îòðèöàòåëüíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

a02 � êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ, ïîä-
äåðæèâàþùåãî îïïîçèöèþ. Îí òàêæå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöà-
òåëüíûì.

a12, a21 � êîýôôèöèåíòû, ó÷èòûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå âëàñòè è îïïîçèöèè.
a11, a22 � êîýôôèöèåíòû, ó÷èòûâàþùèå êîíêóðåíöèþ â ñðåäå ñòîðîííèêîâ

âëàñòè è ñòîðîííèêîâ îïïîçèöèè ñîîòâåòñòâåííî. Â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå îïè-
ñàííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíà. Âñå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé çàâèñÿò îò ïåðåìåí-
íûõ N1 è N2.

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû âûïîëíÿëîñü íà ìîäåëè, ïîñòðîåííîé ïî äàííûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ñðåäå ìîäåëèðîâàíèÿ iThink.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó âëàñòüþ è îïïîçèöèåé, â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ è âåëè÷èí êîýôôèöèåí-
òîâ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÎÁÓ×ÀÅÌÎÃÎ
Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ ÎÁÓ×ÅÍÈß

Ä. À. Îñüêèí (Áåëàðóñü, Ïîëîöê; ÏÃÓ),
À. Ô. Îñüêèí (Áåëàðóñü, Ïîëîöê; ÏÃÓ)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîä ñìåøàííûì îáó÷åíèåì ïîíèìàåòñÿ ñîâìåñòíîå èñïîëü-
çîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäèê îáó÷åíèÿ è ñîâðåìåííûõ äèñòàíöèîííûõ òåõíî-
ëîãèé. Ãëàâíûì äîñòîèíñòâîì êëàññè÷åñêîé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, íåïî-
ñðåäñòâåííûé êîíòàêò îáó÷àåìîãî è îáó÷àþùåãîñÿ, îêàçûâàþùèé áîëüøîå ýìî-
öèîíàëüíîå âîçäåéñòâèå íà îáó÷àåìîãî è ñïîñîáñòâóþùèé ëó÷øåìó óñâîåíèþ
ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèé äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ ïîçâî-
ëÿåò çàäàòü äëÿ êàæäîãî îáó÷àþùåãîñÿ ñîáñòâåííóþ îáðàçîâàòåëüíóþ òðàåêòî-
ðèþ, èíäèâèäóàëèçèðîâàòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ, ñäåëàòü åãî àñèíõðîííûì. Êàæ-
äûé îáó÷àþùèéñÿ ìîæåò îñâàèâàòü ó÷åáíûé ìàòåðèàë â ëþáîå óäîáíîå äëÿ íåãî
âðåìÿ, â ïðèâû÷íîé îáñòàíîâêå, ñ îïòèìàëüíîé ñêîðîñòüþ. Ñî÷åòàíèå ýòèõ äâóõ
ïîäõîäîâ è îáðàçóåò ñèñòåìó òåõíîëîãèé, èìåþùèõ îáùåå íàçâàíèå ¾Ñìåøàííîå
îáó÷åíèå¿ (Blendet Learning). Òåõíîëîãèè ñìåøàííîãî îáó÷åíèÿ óæå äîêàçàëè
ñâîþ âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü. Ïî äàííûì The Open Educational Consortium
óñïåâàåìîñòü â àìåðèêàíñêèõ øêîëàõ, èñïîëüçóþùèõ òåõíîëîãèè ñìåøàííîãî
îáó÷åíèÿ, íà 27 ïðîöåíòîâ âûøå, ÷åì â ñðåäíåì ïî ñòðàíå.

Êàê ïîêàçàë çàðóáåæíûé îïûò, èç âñåõ ìíîãî÷èñëåííûõ ìîäåëåé ñìåøàí-
íîãî îáó÷åíèÿ, íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ìîäåëü, íàçûâàþùàÿñÿ
¾ïåðåâåðíóòûé êëàññ¿ (Flipped Classroom). Îñòàíîâèìñÿ íåé ïîäðîáíåå.

Òåðìèí ¾ïåðåâåðíóòûé êëàññ¿ ìîæíî îòíåñòè ê øèðîêîìó ñïåêòðó òåõíî-
ëîãèé ñìåøàííîãî îáó÷åíèÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ ñòóäåíòû, äî î÷íîé
âñòðå÷è ñ ïðåïîäàâàòåëåì, ïîëó÷àþò óäàëåííûé äîñòóï ê îáðàçîâàòåëüíîìó êîí-
òåíòó ïî òåìå, à âî âðåìÿ î÷íîãî çàíÿòèÿ çàêðåïëÿþò èçó÷åííûé êîíòåíò è âû-
ïîëíÿþò ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ ïî òåìå. Ïðè ýòîì íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå
ïîëó÷èë ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ñòóäåíòû ïðîñìàòðèâàþò äîìà ñåðèþ êîðîòêèõ âè-
äåîëåêöèé ïî òåìå ïðåäñòîÿùåãî çàíÿòèÿ, à â àóäèòîðèè ñîâåðøåíñòâóþò ñâîè
çíàíèÿ, âûïîëíÿÿ ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ.

Ìîäåëü ¾ïåðåâåðíóòûé êëàññ¿ îðãàíè÷íî âïèñûâàåòñÿ â ëþáóþ ñèñòåìó èí-
ôîðìàöèîííîé ïîääåðæêè îáó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïî-
ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èíäèâèäóàëèçàöèè îáó÷åíèÿ, ðåàëèçóåòñÿ ïîäõîä, ïðè
êîòîðîì êàæäûé îáó÷àþùèéñÿ îñâàèâàåò íîâûå çíàíèÿ ïî èçó÷àåìîé äèñöè-
ïëèíå, äâèãàÿñü ïî ñâîåé îáðàçîâàòåëüíîé òðàåêòîðèè. Ïðè ïîñòðîåíèè òàêîé
ñèñòåìû âàæíî çíàòü êàê èìåííî ïðîèñõîäèò îñâîåíèå çíàíèé, ò. å. íåîáõîäèìà
ìîäåëü îáó÷åíèÿ. Ðàçðàáàòûâàÿ íàøó ìîäåëü, ìû îïèðàëèñü íà òåîðèþ îñâîå-
íèÿ çíàíèé, ïîñòðîåííóþ âûäàþùèìñÿ ðîññèéñêèì ïåäàãîãîì Â. Ï. Áåñïàëüêî.
Â êíèãå ¾Òåîðèÿ ó÷åáíèêà¿ îí ïîêàçàë, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ìîæåò áûòü ðàçáèò
íà ÷åòûðå óðîâíÿ � ðåïðîäóêòèâíîå óçíàâàíèå, ðåïðîäóêòèâíîå àëãîðèòìè÷å-
ñêîå äåéñòâèå, ïðîäóêòèâíîå ýâðèñòè÷åñêîå äåéñòâèå è ïðîäóêòèâíîå òâîð÷åñêîå
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äåéñòâèå. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îïèñàòü ïðîöåññ íà êàæäîì èç óðîâíåé ìîæíî ñ ïî-
ìîùüþ ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

∂S

∂t
= A−BS. (1)

Çäåñü
S � îáúåì íàêàïëèâàåìûõ çíàíèé ïî äèñöèïëèíå;
A, B � êîýôôèöèåíòû, â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿùèå îò S, õàðàêòåðèçóþùèå

èíäèâèäóàëüíûå îñîáåííîñòè îáó÷àåìîãî.
Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ â ñðåäå ìîäåëèðîâàíèÿ

iThink, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åòûðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1). Àíàëè-
çèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè îáó÷åíèÿ.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÏÀÊÅÒÎÂ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ
Ê ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÞ ÑÈÃÍÀÒÓÐ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÊÐÈÂÈÇÍÛ

ËÅÂÎÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÕ ËÎÐÅÍÖÅÂÛÕ ÌÅÒÐÈÊ
ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÃÐÓÏÏ ËÈ1

Ñ. Â. Ïàñòóõîâà (Ðîññèÿ, Áàðíàóë; ÀëòÃÓ),
Î. Ï. Õðîìîâà (Ðîññèÿ, Áàðíàóë; ÀëòÃÓ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå ÷àùå ïðè ðåøåíèè íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷
èñïîëüçóþòñÿ ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî óíèâåð-
ñàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñèñòåìû ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü êàê ÷èñëåííûå, òàê è
ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Â ãåîìåòðèè è àíàëèçå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðè-
ìåðîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ýôôåêòèâíîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ïàêåòîâ àíàëèòè÷åñêèõ
âû÷èñëåíèé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì èç [1, 2].

Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé, ðåàëèçîâàííûõ â ñðå-
äå ïàêåòà àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple, îïðåäåëåíû âîçìîæíûå ñèãíàòóðû
îïåðàòîðîâ êðèâèçíû Ðè÷÷è, îäíîìåðíîé êðèâèçíû, ñåêöèîííîé êðèâèçíû òðåõ-
ìåðíûõ ãðóïï Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíûìè ëîðåíöåâûìè ìåòðèêàìè.
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ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÄÎÐÎÆÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß
ÑÐÅÄÑÒÂÀÌÈ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

À. Â. Ïîäîðîãà (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÌÃÓ)

Ñëåäóþùèé âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè
òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂ρ

∂t
+
∂Q(ρ)

∂x
= 0, x ∈ R, t > 0,

ρ(x, 0) = ρ0(x).
(1)

Çäåñü ρ = ρ(x, t) � ïëîòíîñòü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà â òî÷êå x â ìîìåíò âðå-
ìåíè t. Ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü Q(ρ) âîçüìåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ
Íàãåëÿ � Øðåêåíáåðãà (ñì. [1, 2]):

Q(ρ) =

{
k1ρ, 0 6 ρ 6 ρ∗,

k2 (ρmax − ρ) , ρ∗ 6 ρ 6 ρmax,
(2)

ãäå

k1 = vmax, k2 =
vmax ρ

∗

ρmax − ρ∗
. (3)

Ïðè ýòîì vmax � ìàêñèìàëüíàÿ ðàçðåøåííàÿ ñêîðîñòü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà,
ρmax � ìàêñèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà, à ρ∗ � êðèòè÷åñêàÿ ïëîò-
íîñòü, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ê çàòðóäíåííî-
ìó. Íà ïðàêòèêå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ vmax, ρmax èçâåñòíû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ,
à íàõîæäåíèå èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ρ∗ ïðåäñòàâëÿåò çàòðóäíåíèÿ.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ρ∗ ∈ (0, ρmax) çàäàäèì äîïîëíèòåëüíîå ïåðå-
îïðåäåëåíèå

T∫
0

Q (ρ(x0, t)) dt = a (4)

ñ ôèêñèðîâàííûìè x0 ∈ R, T > 0, a > 0. Óñëîâèå (4) âûðàæàåò îáùåå ÷èñ-
ëî àâòîìîáèëåé, ïðîøåäøèõ ÷åðåç òî÷êó x0 çà âðåìÿ 0 6 t 6 T . Ñïðàâåäëèâ
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ Q(ρ) èìååò âèä (2) ñ êîýôôèöèåíòàìè (3), ïðè÷åì
âåëè÷èíû ρmax > 0, vmax > 0 çàäàíû, à òî÷íîå çíà÷åíèå ρ∗ ∈ (0, ρmax) íåèçâåñòíî.
Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ρ0(x) â çàäà÷å Êîøè (1) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

0 < C1 < ρ0(x) < C2 < ρmax, x ∈ R, (5)

ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî C1 > ρ∗. Ïóñòü
òàêæå 0 < a < C1 T vmax (ρmax−C2)/(ρmax−C1). Òîãäà âåëè÷èíà ρ

∗ íàõîäèòñÿ èç
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ñîîòíîøåíèé (1)�(4) è ïðèòîì îäíîçíà÷íî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ïëîò-

íîñòè ρ0(x) ≡ ρ1, óäîâëåòâîðÿþùåé àïðèîðíîé îöåíêå ρ
∗ < ρ1 < ρmax, ïîëó÷àåì

òî÷íîå çíà÷åíèå

ρ∗ =
a ρmax

a+ T vmax(ρmax − ρ1)
. (6)

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî î ïîäòâåðæäåíèè ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ñðåä-
ñòâàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ íà ïðîãðàììå
�Cars�, ðàçðàáîòàííîé íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ
ÌÃÓ (ñì. [3, 4]), ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ρ∗, õîðîøî ñîãëàñîâàííîå ñ ôîðìóëîé (6).
Òàê ïðè íàñòðîéêå ïðîãðàììû ñ ïàðàìåòðàìè vmax = 30 ì/ñ, ρmax = 0, 125 àâ-
òî/ì, âîçíèêàåò çíà÷åíèå ρ∗ ≈ 0, 012 àâòî/ì. Ýòî çíà÷åíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ êàê
èç ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (6), òàê è èç äðóãèõ íåçàâèñèìûõ ñîîáðàæåíèé, ñâÿçàí-
íûõ ñ ìîäåëèðîâàíèåì èäåàëüíîãî òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà íà êîëüöåâîé àâòîäî-
ðîãå.
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Î ÌÅÕÀÍÈÇÌÅ ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈß ÍÎ×ÍÛÕ
ÍÈÇÊÎÓÐÎÂÍÅÂÛÕ ÑÒÐÓÉÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

À. À. Ðàäèîíîâ

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ)

Èìåþùååñÿ îáúÿñíåíèå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé [1], ïðèâîäÿùèõ ê ïîÿâëåíèþ
íî÷íûõ íèçêîóðîâíåâûõ ñòðóéíûõ òå÷åíèé (ÍÑÒ) ïðîòèâîðå÷èò íåêîòîðûì íà-
áëþäàòåëüíûì ôàêòàì [2].

Â ðàáîòå ðàçâèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîëîæåííûå â îñíîâó ïðåäû-
äóùèõ ðàáîò [1], ñ äîïîëíèòåëüíûì ó÷åòîì ñæèìàåìîñòè àòìîñôåðíîãî âîçäóõà.
Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ïëîñêèõ âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè
ïðè âîçíèêíîâåíèè ÍÑÒ.

Àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî â èõ ðåøå-
íèÿõ âîçìîæåí ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ïëîñêîãî âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè è ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé åìó ñêîðîñòè âåòðà âîçìóùåíèÿ â ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ñëîÿõ
àòìîñôåðû. Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì îáóñëîâëèâàþùèì ýòîò ðîñò ÿâëÿåòñÿ âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû èíâåðñèè ïî âûñîòå.

Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííîãî âåð-
òèêàëüíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé âåòðà ïîêàçûâàåò ñîâïàäåíèå âûñîò ìàêñèìóìà
èçìåðåííûõ è âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè âåòðà. Âû÷èñëåííûé òåîðåòè÷å-
ñêè âåðòèêàëüíûé ïðîôèëü ñêîðîñòè âåòðà îòëè÷àåòñÿ îò íàáëþäàåìîãî, îòëè-
÷èå îáóñëàâëèâàåòñÿ âëèÿíèåì òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ.

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ïîêàçàíî, ÷òî ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ
ÍÑÒ ÿâëÿåòñÿ íå ñèëà Êîðèîëèñà, êàê ïðåäïîëàãàëîñü ðàíåå [1]. Ñèëà Êîðèî-
ëèñà ëèøü âðàùàåò ñ èíåðöèàëüíîé ÷àñòîòîé âîçìóùåíèÿ ðàñòóùèå âñëåäñòâèå
ðàçâèòèÿ èíâåðñèîííîãî ñëîÿ. Ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ÍÑÒ ÿâëÿåòñÿ ðîñò âîç-
ìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå â ñëîÿõ àòìîñôåðû ñ ïîëîæè-
òåëüíûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðàòóðû
èíâåðñèè ïî âûñîòå. Â îòñóòñòâèå ñèëû Êîðèîëèñà, íàïðèìåð, ïðè âûõîëàæè-
âàíèè áëèç ýêâàòîðèàëüíûõ ðàâíèííûõ òåððèòîðèé, â àòìîñôåðå íàä íèìè âîç-
íèêíåò ïðèïîäíÿòàÿ èíâåðñèÿ è ïîÿâèòñÿ ÍÑÒ.

Ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé íàõîäÿòñÿ â óäîâëåòâîðèòåëüíîì êà÷åñòâåí-
íîì ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè î ÍÑÒ [2]. Â ÷àñòíîñòè, ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî îòìå÷àåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñâÿçü ñêîðîñòè âåòðà â ñòðóå ÍÑÒ ñ
âåëè÷èíîé ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà; îòìå÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü âûñîò ðàñïîëîæå-
íèÿ ÍÑÒ è èíâåðñèè òåìïåðàòóðû; óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âåòðà â ÍÑÒ ñ óâåëè-
÷åíèåì ìîùíîñòè èíâåðñèè; óñòàíîâëåíî âðàùåíèå ñòðóè ÍÑÒ ñ èíåðöèàëüíîé
÷àñòîòîé; â çèìíåå âðåìÿ èíâåðñèè òåìïåðàòóðû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äëèòåëü-
íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè â íåñêîëüêî ñóòîê [2] ÷òî îáúÿñíÿåò äëèòåëüíîñòü
ñóùåñòâîâàíèÿ çèìíèõ ÍÑÒ.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÌ ÌÅÒÎÄÅ ÐÅØÅÍÈß
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÁÅÇÍÀÏÎÐÍÎÉ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

Ë. Þ. Ñåðáèíà

(Ðîññèÿ, Íàëü÷èê; ÈÏÌÀ)

Ðåøåíèå ìíîãèõ ïðîãíîçíûõ çàäà÷ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ îïàñíûõ ãèä-
ðîãåîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé áåíàïîðíîé ôèëüòðàöèè, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïîëó÷àþò äëÿ
îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñõåìàòèçèðîâàííûõ ïðèðîäíûõ óñëîâèé. Âàæíî îòìå-
òèòü, ÷òî íåëèíåéíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ôèëüòðàöèè, îïèñûâàÿ îáùèå
çàêîíîìåðíîñòè íåñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ ïîäçåìíûõ âîä â øèðîêîì äèàïà-
çîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèðîäíîé ñèñòåìû, îáëàäàþò áîëüøîé åìêîñòüþ
èíôîðìàöèè îá èçó÷àåìûõ íåëèíèåéíûõ ÿâëåíèÿõ. Ïðè ýòîì îáùèì íåäîñòàò-
êîì, îãðàíè÷èâàþùèõ èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå, ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå îáùåé
òåîðè ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíî èç ñîâðå-
ìåííûõ è ïåðñïåêòèâíûõ íàïðâëåíèé ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé, ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþùèì ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
êîëè÷åñòâåííîé ýâîëþöèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðèðîäíîé ñèñòåìû,
ñâÿçàíîé ñ èõ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ îò ñëîæíîãî ñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ñòðóêòóðû ñðåäû ïðîòåêàíèÿ è ïðèâîäÿùèõ ê âîçíèêíîâåíèþ êðèòè-
÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ñâÿçàíî ñ èíòåíñèâíûì èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè íàãðóæåííûõ
óðàâíåíèé[1].

Â äàííîé ðàáîòå, ïðîäîëæàÿ ðàíåå íà÷àòûå èññëåäîâàíèÿ [2], ïðîáëåìû ìå-
òîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ðå-
ãóëèðîâàíèÿ óðîâíÿ ãðóíòîâûõ âîä â âîäîíàñûùåííûõ ñðåäàõ ñ ôðàêòàëüíîé
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðîé, ñâåäåíû ê èçó÷åíèþ âîïðîñà îäíîçíà÷-
íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé íåëîêàëüíîé çàäà÷è äëÿ íàãðóæåííîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïàðàáîëè÷åñêîãî
òèïà. Äëÿ íåëèíåéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåñòàöèîíàðíîãî ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíîãî áåíàïîðíîãî äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä ñî ñëàáîèçìåíÿþùåéñÿ ïîâåðõ-
íîñòüþ ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì òåîðåòè÷åñêîãî ïîèñêà íåîáõîäèìûõ
íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé, ïîîðæäàåìûõ ìåòîäîì åå ëèíåàðèçàöèè.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ
Ñ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ È ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈÖÀÌÈ

À. Ì. Ñòîëÿð

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ òðè ìåòîäà � àñèìïòîòè÷åñêèé è äâà ÷èñëåííûõ �
ê ðåøåíèþ êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîäâèæíûìè è ïåðåìåííû-
ìè ãðàíèöàìè. Â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â êà÷åñòâå ìàëîãî
ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé èçìåíÿ-
åòñÿ ãðàíèöà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ çàäà÷è. Ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå íåèçâåñò-
íîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà íà ïîäâèæíîé/ïåðåìåííîé ãðàíèöå, ÷òî ïðèâîäèò
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çà-
äà÷ óæå â ïîñòîÿííîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíû
íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèé
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà, Äèðèõëå è Ðîáåíà è çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è Íåéìàíà è Ðîáåíà äëÿ ýëëèïòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òàêæå ìîæíî èññëåäîâàòü ïî ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêå) [1�3].
Êðîìå òîãî, ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ãðóçà íà âÿçêîóïðóãîì òðîñå ïåðåìåííîé
äëèíû (ñì. ðèñ. 1):

ρF

(
∂2u

∂t2
− d2ξ

dt2

)
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∂2u

∂x2
+ µEF
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∂x2∂t
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m
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∂x

∣∣∣∣
x=0

+mg,
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∣∣
x=0

= 0, u(x, t)
∣∣
x=0

= 0,
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∣∣
t=0

= φ1(x),
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∣∣∣∣
t=0

= φ2(x),

ℓ(t)
∣∣
t=0

= ℓ0,
dℓ

dt

[
1 +

∂u(ℓ, t)

∂ℓ

]
= ε±ψ(t).

Çäåñü u(x, t) � ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå òðîñà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿ-
çàííîé ñ ãðóçîì; ξ(t) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïîäâåñà òðîñà äî ãðóçà, ℓ(t) � äëèíà
òðîñà â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; ε±ψ(t)� ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äëèíû òðî-
ñà, ε± = ε ≻ 0, êîãäà äëèíà òðîñà óâåëè÷èâàåòñÿ, ε± = −ε ≺ 0, êîãäà äëèíà òðîñà
óìåíüøàåòñÿ, îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ïîíÿòíû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äîñòîèíñòâîì
ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ è â íåëèíåéíîé
ïîñòàíîâêå. Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèå ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìîäèôèêàöèè èç-
âåñòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé: ñëåäóÿ
èäåÿì È. Ì. Áåðìóñà, ìåòîä Ðóíãå � Êóòòà ìû àäàïòèðóåì íà ñëó÷àé ïåðå-
ìåííîé âî âðåìåíè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, à òàêæå ââîäèì ïîäâèæíóþ ñåòêó,
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ïîçâîëÿþùóþ ïðèìåíÿòü çäåñü òàêæå è ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ñì. ðèñ. 2).
Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Â ñëó÷àå îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîñòîÿííîé äëèíû ïðîâîäèòñÿ èññëå-
äîâàíèå ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîãî àëãîðèòìà.

Ðèñ. 1. Ìîäåëü òðîñà ïåðåìåííîé äëèíû ñ ãðóçîì.

j–1 j j+1 t

hj 1 hj hj+1

x

x
j+1
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x
j+1
i hj

x
j+1
i +h j

l(t j 1)

l(t j)

l(t j+1 )

Ðèñ. 2. Ïîäâèæíàÿ ñåòêà ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÃÐÀÍÈÖÛ
ÐÀÇÄÅËÀ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ Â ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÌ

ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÌ ÑËÎÅ ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÐÅÄÛ

Þ. Ñ. Ôåäÿåâ

(Ðîññèÿ, Îðåë; ÎÃÓ)

Còàöèîíàðíóþ ôèëüòðàöèþ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â íåäåôîðìèðóåìîì
àíèçîòðîïíîì îäíîðîäíîì ñëîå ïîðèñòîé ñðåäû ñ òåíçîðîì ïðîíèöàåìîñòè K
îïèñûâàþò îáîáùåííûé ïîòåíöèàë φ è ôóíêöèåé òîêà ψ. Îíè óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå óðàâíåíèé [1]:

K11
∂φ

∂x
+K12

∂φ

∂y
=
∂ψ

∂y
, K21

∂φ

∂x
+K22

∂φ

∂y
= −∂ψ

∂x
. (1)

Çäåñü x, y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ñëîÿ, Kij , i, j =
1, 2, � ïîñòîÿííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè.

Îáëàñòü ôèëüòðàöèè D îãðàíè÷èâàåò êîíòóð ïèòàíèÿ L1 èëè íåïðîíèöàåìàÿ
ãðàíèöà L2. Íà ýòèõ ãðàíèöàõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

φ+(z, t) = const, z ∈ L1, (2)

ψ+(z, t) = const, z ∈ L2. (3)

Çäåñü è äàëåå z = x+ iy, t � âðåìÿ, ñèìâîë ¾+¿ (¾−¿) îçíà÷àåò ïðåäåëüíîå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöå ñî ñòîðîíû (ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû)
îðòà íîðìàëè ê íåé.

Ïîäâèæíàÿ ãðàíèöà Γt ìåæäó ðàçëè÷íûìè æèäêîñòÿìè äåëèò îáëàñòü ôèëü-
òðàöèè íà ÷àñòè D1 è D2. Â îáëàñòè D1 äâèæåòñÿ æèäêîñòü âÿçêîñòè µ1 è ïëîò-
íîñòè ρ1, à â îáëàñòè D2 � æèäêîñòü âÿçêîñòè µ2 è ïëîòíîñòè ρ2. Ïîëàãàåì, ÷òî
ïðè äâèæåíèè îäíà æèäêîñòü ïîëíîñòüþ çàìåùàåò äðóãóþ è íà ãðàíèöå ðàçäåëà
æèäêîñòåé êàïèëëÿðíûå ñèëû ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Òîãäà óñëîâèÿ íåïðåðûâíî-
ñòè äàâëåíèÿ è ðàñõîäà æèäêîñòè èìåþò âèä

µ1φ
+(z, t)− µ2φ

−(z, t) = (ρ2 − ρ1)Π(z, t),

ψ+(z, t) = ψ−(z, t), z ∈ Γt,
(4)

ãäå Π(z, t) � ïîòåíöèàë ìàññîâîé ñèëû.
Ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt íà ïëîñêîñòè z â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 îïè-

ñûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì (s � ïàðàìåòð)

z = z(t, s) (x = x(t, s), y = y(t, s)), z ∈ Γt. (5)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt èçâåñòíî:

z0 = z(0, s) (x0 = x(0, s), y0 = y(0, s)), z ∈ Γ0. (6)
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Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt èìåþò âèä

dx

dt
= vx(x, y),

dy

dt
= vy(x, y), (x, y) ∈ Γt, (7)

ãäå vx, vy � ïðîåêöèè ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè. Ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (1) îïðåäåëÿþò vx è vy ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíà îáëàñòü ôèëüòðàöèè D, òåíçîð ïðîíèöàåìîñòè K,
ãðàíèöà Γ0. Íåîáõîäèìî íàéòè ïîëîæåíèå ãðàíèöû Γt (5). Ðåøåíèå çàäà÷è ñî-
ñòîèò â èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (7) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé (2)�(4) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (6).

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt [2, 3]. Ãðàíèöà îáëàñòè
ôèëüòðàöèè ó÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåì ñîïðÿæåíèÿ [1]. Ïîñòðîåí ÷èñëåí-
íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé.

Èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé ê ýêñïëóàòàöèîííîé
ñêâàæèíå. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè âðåìåíè äîñòèæåíèÿ ãðàíèöåé Γt ñêâàæèíû
îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Èçó÷åíî âëèÿíèå àíèçîòðîïèè ãðóíòà, ãðàíèö îáëàñòè
ôèëüòðàöèè, ðàçëè÷èÿ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ æèäêîñòåé íà äâèæåíèå ãðàíèöû
ðàçäåëà æèäêîñòåé.
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ÑÎÂÅÐØÅÍÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÄÂÓÕÊÀÑÊÀÄÍÎÉ ÂÈÁÐÎÈÇÎËßÖÈÈ
ÑÒÈÐÀËÜÍÎÉ ÌÀØÈÍÛ ÁÀÐÀÁÀÍÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

Ôåòèñîâ Â. Ã. (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ),
Ôåòèñîâ È. Â. (Ðîññèÿ, Ìîñêâà; ÎÎÎ ¾Ïíåâìàêñ¿),

Àëåõèí Ñ. Í. (Ðîññèÿ, Øàõòû; ÈÑÎèÏ (ôèëèàë) ÄÃÒÓ),
Ïåòðîñîâ Ñ. Ï. (Ðîññèÿ, Øàõòû; ÈÑÎèÏ (ôèëèàë) ÄÃÒÓ)

Ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì (â òîì ÷èñ-
ëå ñòèðàëüíûõ ìàøèí) â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ñîâåðøåíñòâà ïðîåêòà
ñèñòåìû è êà÷åñòâîì óïðàâëåíèÿ åå ðåãóëèðóåìûìè ýëåìåíòàìè â êîíêðåòíûõ
óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè. Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê ñîçäàíèþ ðåãóëèðóåìûõ òåõ-
íè÷åñêèõ ñèñòåì ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ.

Ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, íàãðóæåííûå ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè, èìåþò
øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåõíèêå, íàïðèìåð, â àìîðòèçàòîðàõ ñèñòåì âèáðîçàùèòû
ïðèáîðîâ, ìàøèí, êîíñòðóêöèé. Ðåøåíèå òàêîãî òèïà íåëèíåéíûõ çàäà÷ äèíà-
ìèêè, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè. Êàê èçâåñòíî, ïîëó÷èòü
ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå (äàæå äëÿ
íàèáîëåå ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà) íåëüçÿ, íå ãîâîðÿ óæå î ðåøåíèè
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, íàãðóæåííûõ
äåòåðìèíèðîâàííûìè èëè ñëó÷àéíûìè ñèëàìè.

Â 1884 ã. øâåäñêèé èíæåíåð Ëàâàëü îáíàðóæèë, ÷òî óðàâíîâåøåííûé äèñê,
ñèäÿùèé íà ãèáêîì âàëó, â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè ÷àñòîò âðàùåíèÿ, ò. å. ïðè
÷àñòîòàõ, áîëüøèõ ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ðîòîðà, ñàìîöåíòðèðóåòñÿ: åãî
öåíòð ìàññ ðàñïîëàãàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íà îñè âðàùåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ñóùå-
ñòâåííî ñíèæàþòñÿ íåóðàâíîâåøåííûå óñèëèÿ, ïåðåäàâàåìûå íà îïîðû âàëà.
Ýòîò ýôôåêò óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ñîçäàíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà ìàøèí ñ
áûñòðî âðàùàþùèìèñÿ ðîòîðàìè, íàïðèìåð, öåíòðèôóã ñòèðàëüíûõ ìàøèí.
Ýòîò ïðèíöèï ïðîÿâëÿåòñÿ è â äðóãèõ, â òîì ÷èñëå áîëåå ñëîæíûõ ðîòîðíûõ
ñèñòåìàõ, ïîçâîëÿþùèõ ñóùåñòâåííî óñîâåðøåíñòâîâàòü ìàøèíû äëÿ ñòèðêè
áåëüÿ.

Ñíèæåíèå âèáðîàêòèâíîñòè ïðè öåíòðîáåæíîì îòæèìå áåëüÿ ÿâëÿåòñÿ â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç ïðèîðèòåòíûõ âîïðîñîâ, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü
ðàçðàáîò÷èêàì ñòèðàëüíûõ ìàøèí íà ñòàäèè èõ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Àêòóàëüíîñòü
äàííîãî âîïðîñà ñâÿçàíà ñ îáåñïå÷åíèåì íàäåæíîñòè, áåçîïàñíîñòè è ýêîíîìè÷-
íîñòè ñòèðàëüíûõ ìàøèí, à òàêæå ñî ñíèæåíèåì âðåäíîãî âîçäåéñòâèÿ âèáðàöèè
è øóìà íà ÷åëîâåêà.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îïóáëèêîâàíà ñåðèÿ íàó÷íûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ âî-
ïðîñàì èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ñòèðàëüíûõ ìàøèí è ñíèæåíèþ èõ âèáðîàêòèâ-
íîñòè, ãäå ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ðàçðàáîòêàõ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâà-
íèè êîëåáàíèé ñòèðàëüíûõ ìàøèí èõ êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ
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êàê îäíîêàñêàäíàÿ ñèñòåìà âèáðîèçîëÿöèè, ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç ñåáÿ óïðóãî-
äèññèïàòèâíóþ ïîäâåñêó ìîå÷íîã óçëà (ïîäâåñíîé ÷àñòè). Êîðïóñ ìàøèíû ÿâ-
ëÿåòñÿ àáñîëþòíî æåñòêîé íåïîäâèæíîé êîíñòðóêöèåé.

Âìåñòå ñ òåì, êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñòèðàëüíûõ ìàøèí â ðåàëüíûõ óñëîâè-
ÿõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ìíîãîêàñêàäíóþ ñèñòåìó âèáðîèçî-
ëÿöèè ñ ìíîæåñòâîì êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ óïðóãèìè
è äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáîðå ðàöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû âèáðîèçîëÿ-
öèè íå ó÷èòûâàëîñü âëèÿíèå íà äèíàìèêó ñòèðàëüíûõ ìàøèí ñâîéñòâ êîíñòðóê-
òèâíûõ ýëåìåíòîâ è õàðàêòåð èõ ñâÿçåé, ÷òî áåçóñëîâíî ñíèæàåò äîñòîâåðíîñòü
èññëåäîâàíèé, îáîñíîâàííîñòü âûâîäîâ è ðåêîìåíäàöèé, íàïðàâëåííûõ íà ñíè-
æåíèå âèáðîàêòèâíîñòè ìàøèí.
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ÌÎÄÅËÜ ÑÎÖÈÀËÜÍÎÉ ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÑÒÈ ÝËÈÒÛ È ÒÐÓÄßÙÈÕÑß

Ç. Õ. Õîñàåâà (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÂÍÖ ÐÀÍ),
Â. Ã. Öèáóëèí (Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíà ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðàâÿùåé ãðóïïîé è
âðàæäåáíîé åé ñîöèàëüíîé ãðóïïîé ïðåòåíäåíòîâ íà âëàñòü. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
èçìåíåíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà âîçìîæåí ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
ñ îäíîé óñòîé÷èâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ê ñîñòîÿíèþ ñ òðåìÿ ñòàöèîíàðíûìè
òî÷êàìè, îäíà èç êîòîðûõ íåóñòîé÷èâà, è îáðàòíî. Ïðè ýòîì âîçìîæåí ðåçêèé
ðîñò óðîâíÿ âðàæäåáíîñòè ïðåòåíäåíòîâ, ò. å. îïàñíîñòü ñòîëêíîâåíèé ìåæäó
ñòîðîííèêàìè ïðåòåíäåíòîâ è ñèëàìè îõðàíû ïîðÿäêà.

Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà, ðàçâèòîãî â [2]
äëÿ îöåíêè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîñòè â îáùåñòâå, ñîñòîÿùåì èç ïðàâÿùåé ýëè-
òû è òðóäÿùèõñÿ. Äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëèòû P1 óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

dP1

dt
= γý1(Pý1 − P1) + c1

P2

1− P2
(P2 − P1).

Äëÿ íàïðÿæåííîñòè òðóäÿùèõñÿ P2:

dP2

dt
= γý2(Pý2 − P2) + c2

P1

1− P1

[
(P1 − P2) + η2P2(1− P1)

]
.

γý1, γý2, c1, c2, η2 � êîíñòàíòû äëÿ äàííîãî îáùåñòâà, Pý1, Pý2 � óïðàâëÿþùèå
ïàðàìåòðû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé
íà çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé Pi ∈ [0, 1] â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé óïðàâëÿ-
þùèõ ïàðàìåòðîâ è êîíñòàíò âîçìîæíî íàëè÷èå îäíîé èëè äâóõ ñòàöèîíàðíûõ
òî÷åê èëè èõ îòñóòñòâèå. Íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ïðè íåáîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ èìååòñÿ îäíà óñòîé÷èâàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà,
ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ âîçíèêàåò âòîðàÿ, íåóñòîé-
÷èâàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, à ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ýòèõ çíà÷åíèé íè îä-
íîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè â òîé ÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ðåàëüíîñòè, íåò. Èñ÷åçíîâåíèå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâóåò áûñò-
ðîìó (íî íå ìãíîâåííîìó) ðîñòó íàïðÿæåííîñòè, ò. å. ðåâîëþöèîííîé ñèòóàöèè.
Ïðè íàëè÷èè äâóõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, îäíà èç êîòîðûõ íåóñòîé÷èâà, äîñòà-
òî÷íî áîëüøèå ñëó÷àéíûå ôëóêòóàöèè íàïðÿæåííîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïðî-
âåäåíèè ìàñøòàáíûõ ïðîòåñòíûõ àêöèé èëè ïîä äåéñòâèåì èíòåíñèâíîãî äåñòà-
áèëèçèðóþùåãî èíôîðìàöèîííîãî âîçäåéñòâèÿ, ìîãóò ïåðåâåñòè ñèñòåìó â ñî-
ñòîÿíèå, êîãäà äàëüíåéøèé ðîñò íàïðÿæåííîñòè áóäåò ñàìîïðîèçâîëüíûì, ò. å.
òàêæå ïðèâåñòè ê ðåâîëþöèîííîé ñèòóàöèè.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÀ
Â ÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÑÒÀÍÎÂÊÀÕ

À. À. Öûíàåâà

(Ðîñèèÿ, Ñàìàðà; ÑÃÀÑÓ)

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåïëîîáìåíà òðåáóåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
ïåðñïåêòèâíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíîâîê è àïïàðàòîâ [1�3] ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ
ñðîêîâ èõ âûïóñêà. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ
ïîçâîëÿåò îïòèìèçèðîâàòü êîíñòðóêòèâíûå ïàðàìåòðû ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíî-
âîê. Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå íà áàçå îòêðûòûõ êîäîâ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòå-
ëÿì èìåòü âîçìîæíîñòü êîððåêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, ïðèìåíÿåìûõ â
ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ [4].

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó àíàëèçó ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ãàíòåëü
îáðàçíûõ ëóíîê äëÿ èíòåíñèôèêàöèè òåïëîîáìåíà íà ïîâåðõíîñòè. Ìîäåëèðîâà-
íèå âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíîãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà Code Saturne [5].
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ, îáòåêàþùåãî ïîâåðõíîñòü ñ ãàí-
òåëü îáðàçíûìè ëóíêàìè, Code Saturne èñïîëüçóåò óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïðè
(u = ū+ u′) èìåþò âèä

dρ

dt
+ div(ρū) = Γ,

ρ
dū

dt
+∇ū · (ρū) = −∇P̄ + div

(
µ

[
∇ū+∇ūT − 2

3
tr
(
∇ū
)
Id

])
+

+ ρg − div(ρR) + STu −Kū+ Γ
(
ūin + ū

)
.

(1)

Çàìûêàíèå óðàâíåíèé îñóùåñòâëåííî k−ω SST ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè, êî-
òîðàÿ ïðåäïîëàãàåò çàïèñü òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ Ðåéíîëüäñà: R = u′ ⊕ u′. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñî ñêîðîñòüþ äåôîðìàöèè òåíçîðà S̄ ≡ 1

2

(
∇ū+∇ūT

)
èìååì

ρR = 2
3ρkl− 2µT S̄

D, çäåñü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé îïðå-
äåëÿåòñÿ [6]:

k ≡ 1

2
tr
(
R
)
. (2)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, óðàâíåíèå
ýíåðãèè ïîòîêà, óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà, ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè. Óðàâíå-
íèå ýíåðãèè çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ρ
de

dt
= −div

(
q′′
)
+ q′′′ + Pdiv(u) + µS2. (3)

Àíàëèç äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûïîëíÿëñÿ ïðè ñðàâíåíèè
ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà äëÿ íåãëóáîêîé ñôåðè÷åñêîé ëóíêè è ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðè-
ìåíòà [7].

Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü äëÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, äëÿ ïîâåðõíîñòè ñ
íåãëóáîêèìè ñôåðè÷åñêèìè ëóíêàìè (H/D = 0, 14), äëÿ ïîâåðõíîñòè ñ ãàíòåëü
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îáðàçíûìè èíòåíñèôèêàòîðàìè ñëîæíîé ôîðìû òîé æå ãëóáèíû. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïîëóñôåðè÷åñêèõ ëóíîê ïîêàçàëè èçâåñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ òåïëîîòäà÷è â ëóíêå, êà÷åñòâåííî ñîïîñòàâèìîå ñ
ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèé [7].

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòè ñ ãàíòåëü-îáðàç-
íûìè ëóíêàìè îñðåäíåííûé êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è âûøå, ÷åì äëÿ ãëàäêîé
ïëàñòèíû èëè äëÿ ïëàñòèíû ñ íåãëóáîêèìè ñôåðè÷åñêèìè ëóíêàìè. Îäíàêî íà-
áëþäàþòñÿ çíà÷èòåëüíûå êîëåáàíèÿ âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà òåïëîîòäà÷è.

Ëèòåðàòóðà

1. Ëåîíòüåâ À. È. è äð. Ðàçðàáîòêà ôóíäàìåíòàëüíûõ îñíîâ ñîçäàíèÿ ïðîòîòèïîâ ýíåðãî-
ýôôåêòèâíûõ òåïëîîáìåííèêîâ ñ ïîâåðõíîñòíîé èíòåíñèôèêàöèåé òåïëîîáìåíà // Ìà-
òåðèàëû êîíô. ÐÍÊÒ-4.�Ì.: Èçä-âî ÌÝÈ, 2006.�Ñ. 253�257.

2. Ïàò. 2334912 ÐÔ, ÌÏÊ F22B33/18 Êîòåëüíàÿ óñòàíîâêà / Æóõîâèöêèé Ä. Ë., Öûíàå-
âà À. À., Öûíàåâà Å. À.; îïóáë. 27.09.2008; Áþë. � 27.�6 ñ.

3. Ïàò. 2334913 ÐÔ, ÌÏÊ F22B33/18 Êîòåëüíàÿ óñòàíîâêà / Æóõîâèöêèé Ä. Ë., Öûíàå-
âà À. À., Öûíàåâà Å. À.; îïóáë. 27.09.2008; Áþë. � 27.�6 ñ.

4. Öûíàåâà À. À., Öûíàåâà Å. À. Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ òåïëîîáìåíà è ãèäðîãàçîäèíàìèêè
ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ // Âåñòí. Óëüÿíîâ. ãîñ. òåõ. óí-òà.�
2014.�� 4.�Ñ. 42�45.

5. Code Saturne Homepage.�URL: http://code-saturne.org (äàòà îáðàùåíèÿ 12.06.2015).
6. Menter F. R. In�uence of freestream values on k− ω turbulence model predictions // Amer.

Inst. Aeronautics and Astronautics J.�1992.�Vol. 30, � 6.�P. 1657�1659.
7. Shin S., Leel K. S. è äð. Measurement of the heat transfer coe�cient in the dimpled channel:

e�ects of dimple arrangement and channel height // J. Mech. Sci. Technol.�2009.�� 23.�
P. 624�630.

232



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÎÒÐÅÁËÅÍÈÅÌ ÇÄÀÍÈÉ

Å. À. Öûíàåâà

(Ðîñèèÿ, Óëüÿíîâñê; ÓëÃÒÓ)

Ïðèìåíåíèå àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ òåïëîïîòðåáëåíèåì
(ÀÑÓÒÏ) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ýêîíîìèè òåïëîâîé ýíåðãèè [1�8],
òàê êàê îáåñïå÷èâàåò óïðàâëåíèå òåïëîâûì ðåæèìîì çäàíèÿ ïî òåìïåðàòóðå íà-
ðóæíîãî âîçäóõà ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ âåòðà, èíòåíñèâíîñòè ñîëíå÷íîãî
èçëó÷åíèÿ ñ çàäàííîé òåìïåðàòóðîé â ïîìåùåíèÿõ. ÀÑÓÒÏ, ïðèñîåäèíåííûå ïî
çàâèñèìîé ñõåìå ìîãóò áûòü ñ ðåãóëèðóþùèì îðãàíîì íà ïðÿìîé èëè îáðàòíîé
ìàãèñòðàëè. Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ÀÑÓÒÏ ìîæíî ïðîâåñòè â äèíàìè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå ïî äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ îòàïëèâàåìîãî ïîìåùåíèÿ:

ρin cpV
dtin
dτ

= knFn(1− kin − kp)[(t1g + t2(1− g))− t]−

− kF (tin − tout)− cpGinf (tin − tout),
(1)

ãäå tin, tout � òåìïåðàòóðà âîçäóõà âíóòðè è ñíàðóæè ïîìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî; τ � âðåìÿ; kn � êîýôôèöèåíò òåïëîïåðåäà÷è îòîïèòåëüíûõ ïðèáîðîâ; Fn �
ïëîùàäü îòîïèòåëüíûõ ïðèáîðîâ; ρ, cp � ïëîòíîñòü è òåïëîåìêîñòü âîçäóõà â
ïîìåùåíèè; V � îáúåì ïîìåùåíèÿ; k, F � êîýôôèöèåíò òåïëîïåðåäà÷è è ïëî-
ùàäü îãðàæäàþùèõ êîíñòðóêöèé ñîîòâåòñòâåííî; kp � êîýôôèöèåíò êîìïåíñà-
öèè òåïëîïîòåðü ÷åðåç ïîë; Ginf � ðàñõîä èíôèëüòðóþùåãîñÿ âîçäóõà; t1, t2 �
òåìïåðàòóðà òåïëîíîñèòåëÿ â ïðÿìîé è îáðàòíîé ìàãèñòðàëè ñîîòâåòñòâåííî;
g � êîýôôèöèåíò ïîäìåøèâàíèÿ, ðàâíûé

g =
G1

G1 +G2
. (2)

ãäå G1, G2 � ðàñõîä èç ïðÿìîé è îáðàòíîé ìàãèñòðàëè ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ÀÑÓÒÏ ñ ðåãóëèðóþùèì îðãàíîì íà ïðÿìîé ìàãèñòðàëè êîýôôèöèåíò

ïîäìåøèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
g = gcm + Zτ, (3)

ãäå gcm � ñðåäíèé êîýôôèöèåíò ïîäìåøèâàíèÿ; Z � êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé
îò êîíñòðóêöèè ðåãóëèðóþùåãî îðãàíà.

Äëÿ ÀÑÓÒÏ ñ ðåãóëèðóþùèì îðãàíîì íà îáðàòíîé ìàãèñòðàëè êîýôôèöè-
åíò ïîäìåøèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

g = 1− g∗, (4)

ãäå g∗ � êîýôôèöèåíò ïîäìåøèâàíèÿ èç îáðàòíîé ìàãèñòðàëè, ðàâíûé g∗ =
G2

G1+G2
. Îí îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

g∗ = 1− g∗cm − Zτ, (5)

ãäå g∗cm � êîýôôèöèåíò ïîäìåøèâàíèÿ èç îáðàòíîé ìàãèñòðàëè, çàâèñÿùèé îò
ãðàôèêà ÖÊÐ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ
ÌÀÐÒÈÍÃÀËÜÍÛÕ ÌÅÐ1

Â. Â. Øàìðàåâà

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÐÃÑÓ)

Â ðàìêàõ îäíîøàãîâîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî áàçèñà ñî ñ÷åòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Zk,Fk)

1
k=0, ãäå F0 � òðè-

âèàëüíàÿ σ-àëãåáðà, à F1 � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì àòîìîâ.
Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñ. â. Z1 îáîçíà÷èì {bk}∞k=1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P̃ ìíîæåñòâî
âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàðòèíãàëüíûõ ìåð ïðîöåññà Z. Â òåîðèè õààðîâñêèõ èí-
òåðïîëÿöèé âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò ìàðòèíãàëüíûå ìåðû P ∈ P̃, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå ÎÓÍÁ [1].

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìåðà P = (p1, p2, . . . ) ∈ P̃ óäîâëåòâîðÿåò îñëàá-
ëåííîìó óñëîâèþ íåñîâïàäåíèÿ áàðèöåíòðîâ (ÎÓÍÁ), åñëè äëÿ ëþáîãî i ∈ N
è äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ J ⊂ N\{i} ñ êîíå÷íûì äîïîëíåíèåì J = N\J
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

bi ̸=

∑
j∈J

bj pj∑
j∈J

pj
.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî b, âõîäÿùåå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{b1, b2, . . .}, èìååò êðàòíîñòü m (m ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íî, òàê è áåñêîíå÷íî),
åñëè â ýòîé ñîâîêóïíîñòè îíî ïðèñóòñòâóåò m ðàç.

Â äàëüíåéøåì, ìíîæåñòâî ìàðòèíãàëüíûõ ìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ ÎÓÍÁ,
òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ÎÓÍÁ. Ãëàâíàÿ çàäà÷à äàííîé ðàáîòû � íàéòè óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðòèíãàëüíûõ ìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ ÎÓÍÁ.

Ïåðå÷èñëèì èçâåñòíûå ôàêòû:
1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {b1, b2, . . .} ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ

÷èñåë, ïðè÷åì ëèøü îäíî èç íèõ èìååò áåñêîíå÷íóþ êðàòíîñòü, òî ÎÓÍÁ= ∅.
2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {b1, b2, . . .} ñîäåðæèò äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà, ïðè-

÷åì îáà áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè, òî ÎÓÍÁ= P̃.
3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {b1, b2, . . .} ñîäåðæèò òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Â [2]

äîêàçàíî, ÷òî åñëè b1 < Z0 < b2 < b3 ïðè m1 = m2 = ∞, m3 = 1 èëè b1 < b2 <
Z0 < b3 ïðè m1 = 1, m2 = m3 = ∞, òî ÎÓÍÁ= P̃. Â òî æå âðåìÿ èç ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû [1] âûòåêàåò, ÷òî â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ÎÓÍÁ ñòðîãî âëîæåíî â P̃. À â [3]
äîêàçàíî, ÷òî äëÿ P ∈ P̃, Z0 ̸= b2 â ñëó÷àå, êîãäà íå ìåíåå ÷åì äâà èç ÷èñåë b1,
b2, b3 èìåþò áåñêîíå÷íóþ êðàòíîñòü ìíîæåñòâî ÎÓÍÁ̸= ∅.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 13-01-00637a.
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Â íàñòîÿùèõ òåçèñàõ ïðåäñòàâëåíû óñëîâèÿ íà ìàðòèíãàëüíûå ìåðû, èç êî-
òîðûõ âûòåêàåò ïðèíàäëåæíîñòü ýòèõ ìåð ìíîæåñòâó ÎÓÍÁ. Ýòè óñëîâèÿ ñôîð-
ìóëèðîâàíû â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk}∞k=1 ñîäåðæèò ðîâíî òðè
èëè ðîâíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü P ∈ P̃, à ìíîæåñòâî {bk}∞k=1 ñîñòîèò èç òðåõ ðàç-

ëè÷íûõ ÷èñåë b1 < b2 < b3, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò áåñêîíå÷íóþ êðàòíîñòü, è

ïðè ýòîì b1 < Z0 < b2 < b3. Åñëè äëÿ ëþáîãî k > 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(b2 − b1)p3k−2 > (b3 − b2)

∞∑
j=k

p3j

è

(b3 − b2)p3k > (b2 − b1)

∞∑
j=k+1

p3j−2,

òî ìåðà P óäîâëåòâîðÿåò ÎÓÍÁ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü P ∈ P̃, à ìíîæåñòâî {bk}∞k=1 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ

ðàçëè÷íûõ ÷èñåë b1 < b2 < b3 < b4, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò áåñêîíå÷íóþ êðàò-

íîñòü, è ïðè ýòîì b1 < Z0 < b2 < b3 < b4. Åñëè äëÿ ëþáîãî k > 1 âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

(b2 − b1)p4k−3 > (b4 − b2)

( ∞∑
j=k

p4j−1 +

∞∑
j=k

p4j

)
è

(b4 − b3)p4k > (b3 − b1)

( ∞∑
j=k+1

p4j−3 +

∞∑
j=k+1

p4j−2

)
,

òî ìåðà P óäîâëåòâîðÿåò ÎÓÍÁ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÁÅÇÎÊÎÍÍÎÃÎ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß
ÏÎÒÎÊÎÂÛÌÈ ÌÅÒÎÄÀÌÈ

À. Ç. ßêóáîâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÃÓ),
Õ. Ä. Àëü-Øåõëè Àëè (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÃÓ),
À. Ñ. Äæàìèðçàåâ (Ðîññèÿ, Ìàõà÷êàëà; ÄÃÓ)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ìàòðèöûM èç 7 ñòîëáöîâ, êàæ-
äûé ñòîëáåö êîòîðîé ñîäåðæèò ïåðåñòàíîâêó èç ÷èñåë 1, 2, . . . , n è ìíîæåñòâî
ïîâòîðÿþùèõñÿ íóëåé, à êàæäàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ëèáî 2, ëèáî 5, ëèáî 7 íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ (ïðè÷åì âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû â êàæäîé ñòðîêå ïîïàðíî
ðàçëè÷íû) � ìàòðèöû M∗ èñõîäíûõ ðàçìåðîâ, òàêîé, ÷òî â ëþáîé ëèíèè (ò. å.
â ñòîëáöå è ñòðîêå) èñêîìîé ìàòðèöû êîëè÷åñòâî ýêçåìïëÿðîâ êàæäîãî ÷èñëà
òàêîå æå, ÷òî è â ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíèè èñõîäíîé ìàòðèöû è â êàæäîé ñòðî-
êå èñêîìîé ìàòðèöû âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ðàñïîëàãàþòñÿ ñëèòíî, äðóã çà
äðóãîì.

Ìàòðèöó îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè 1) è 2) áóäåì íàçûâàòü äåôðàãìåíòèðî-
âàííîé, à íàõîæäåíèå äåôðàãìåíòèðîâàííîé ìàòðèöû M∗ � äåôðàãìåíòàöè-
åé M .

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à äåôðàãìåíòàöèè NP -ïîëíàÿ [1], â äàííîé ñòàòüå ïðè-
âåäåíî ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Ìíîæåñòâî ñòðîê èñõîäíîé ìàòðèöû, ñîäåðæàùèõ â òî÷íîñòè q íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M (q), q = 2, 5, 7.

(M) � òðàíñïîðòíàÿ ñåòü (ñ çàäàííûìè íà äóãàõ íèæíèìè è âåðõíèìè ïî-
òîêîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè), ïîñòðîåííàÿ ïî ìàòðèöå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Âåðøèíû: êðîìå èñòî÷íèêà è ñòîêà, ââîäÿòñÿ n âåðøèí x1, x2, . . . , xn, ñîîò-
íåñåííûå ÷èñëàì 1, 2, . . . , n; k − |M(2)| âåðøèí y1, y2,. . . , yk−|M(2)| ïîñëåäîâà-

òåëüíî ñîîòíåñåííûõ ñòðîêàì ìíîæåñòâ M (5) è M (7).
Äóãè: îò èñòî÷íèêà ê êàæäîé èç âåðøèí xs ïðîâåäåíà äóãà ñ ïîòîêîâûìè

îãðàíè÷åíèÿìè [3,Ç], îò âåðøèíû xs ê âåðøèíå yt äóãà ïðîâåäåíà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñòðîêà ìíîæåñòâà M (5), ëèáî M (7) ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå yt
ñîäåðæèò ÷èñëî s, s = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì òàêàÿ äóãà èìååò ïîòîêîâûå îãðàíè÷å-
íèÿ [0, 1]; îò êàæäîé âåðøèíû yt, ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîæåñòâó M (q) ïðîâåäåíà
äóãà ê ñòîêó T ñ îãðàíè÷åíèÿìè [3,Ç].

Äîêàçàíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Â äåôðàãìåíòèðîâàííîì âàðèàíòå Ì* ìàòðèöû Ì íåíóëå-

âûå ýëåìåíòû ñòðîê ìíîæåñòâà M (5) ìîãóò íà÷èíàòüñÿ òîëüêî ñ 1-ãî èëè 3-ãî
ñòîëáöà, à íåíóëåâûå ýëåìåíòû ñòðîê ìíîæåñòâà M (2) ìîãóò íà÷èíàòüñÿ òîëüêî

ñ 1-ãî, ëèáî 6-ãî ñòîëáöà.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ îò ïðîòèâíîãî.
Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äåôðàãìåíòàöèè ìàòðèöûM .

Òåîðåìà. Äëÿ äåôðàãìåíòàöèè ìàòðèöû M íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùå-

ñòâîâàíèå äîïóñòèìîãî ïîòîêà â òðàíñïîðòíîé ñåòè T (M).
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▹ Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìàòðèöà M∗, âûáåðåì q-þ ñòðîêó, âõî-
äÿùóþ ëèáî âî ìíîæåñòâî M (5), ëèáî â M (7), ÷åðåç m, 1, p îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî íåíóëåâûå ïðåäñòàâèòåëè 3-ãî, 4-ãî, 5-ãî ñòîëáöà äàííîé ñòðîêè. Ïóñòü
äàííîé ñòðîêå ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà yt òðàíñïîðòíîé ñåòè T (M). Òîãäà ïîëî-
æèì ïîòîê ïî äóãàì (xm, yt), (x1, yt) è (xp, yt) ðàâíûì åäèíèöå. Ïîëîæèì ïîòîê
ïî êàæäîé äóãå T , âûõîäÿùåé èç èñòî÷íèêà, ðàâíûé 3, è ïðîäîëæèì ïî âñåì äó-
ãàì, èíöèäåíòíûì âåðøèíàì yt ïî íåïðåðûâíîñòè. Ïîëó÷èëè äîïóñòèìûé ïîòîê
â òðàíñïîðòíîé ñåòè T (M).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü â òðàíñïîðòíîé ñåòè T (M) ñóùåñòâóåò äî-
ïóñòèìûé ïîòîê. Òîãäà êàæäàÿ âåðøèíà xs äâóäîëüíîãî ãðàôà G(X ⌣ Y,E),
îáðàçîâàííîãî âåðøèíàìè xs, yt è äóãàìè (xs, yt), âäîëü êîòîðûõ ïîòîê ðàâåí 1,
èìååò ñòåïåíü 3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N (1), N (2) è N (3) ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííûå êîíöàìè ðåáåð,
ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó X èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðîñî÷åòàíèé äâóäîëüíîãî
ãðàôà.

Ïîìåñòèì ìíîæåñòâà N (1), N (2) è N (3) â 3-é, 4-é è 5-é ñòîëáöû ìàòðèöû
M∗ ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäÿ çà òåì, ÷òîáû ÷èñëî èç N (d) ðàñïîëàãàëîñü â ñòðîêå
ñ òåì æå íîìåðîì, ÷òî è ó ñòðîêè èç M , îòêóäà âûáðàíî ÷èñëî p. È óäàëèì
ìíîæåñòâà N (d) èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê ìàòðèöû M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåçW ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöûM , â êîòîðûõ ïîñëå óäàëåíèÿ
ìíîæåñòâ N (d) îñòàëèñü íåíóëåâûå ýëåìåíòû: èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî â
êàæäîé ñòðîêå ýòîãî ìíîæåñòâà êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî 2 èëè 4.

Ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå 4-õ ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ wj íà ¾ïîòîìêè¿ �
äâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà, ïîñëå êîòîðîãî ïîëó÷åííîå ¾ðàñøèðåííîå¿ ñå-
ìåéñòâî äâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà äâà ïîäñåìåéñòâà
W1 è W2 òàêèå, ÷òî à) íèêàêèå äâà ïîòîìêà îäíîãî ÷åòûðåõýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà íå ïîïàäàþò â îäíî è òîæå ïîäñåìåéñòâî; á) â êàæäîì èç ïîäñåìåéñòâ
êîëè÷åñòâî ýêçåìïëÿðîâ ëþáîãî ýëåìåíòà ðàâíî 2 [2] .

Ïàðû, îáðàçóþùèå W1, ðàñïîëîæèì â ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöàõ ìàòðèöû M∗,
à ïàðû, îáðàçóþùèå ìíîæåñòâî W2, â ïîñëåäíèõ äâóõ ñòîëáöàõ ìàòðèöû M∗,
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäàÿ ïàðà ðàñïîëàãàëàñü â ñòðîêå ñ òåì æå íîìåðîì,
÷òî è ó ñòðîêè èç M , è â êàæäîì èç äâóõ ñòîëáöîâ (1-ì è 2-ì, 6-ì è 7-ì)
ìàòðèöû M∗ íåíóëåâûå ýëåìåíòû áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Â èòîãå ïîëó÷èëè ìàòðèöó M∗ � äåôðàãìåíòèðîâàííûé âàðèàíò ìàòðè-
öû M .
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Ñåêöèÿ IV

Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ





Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÊÎÍÖÅÏÖÈÈ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

Â ÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÍÎÌ ÐÀÇÂÈÒÈÈ ÐÅÃÈÎÍÀ

Â. Ñ. Àáàòóðîâà (Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÞÌÈ),
Å. È. Ñìèðíîâ (Ðîññèÿ, ßðîñëàâëü; ßÃÏÓ),
Ñ. À. Òèõîìèðîâ (Ðîññèÿ, ßðîñëàâëü; ßÃÏÓ)

Â óñïåøíîñòè ïðåîäîëåíèÿ ñîâðåìåííûõ âûçîâîâ äëÿ Ðîññèè è, â ÷àñòíîñòè,
ìîäåðíèçàöèè ðîññèéñêîãî îáðàçîâàíèÿ â íàïðàâëåíèè êîíêóðåíòíîñïîñîáíîñòè
âûïóñêíèêîâ è ñïåöèàëèñòîâ íà îòå÷åñòâåííîì è ìèðîâîì ðûíêå òðóäà è çà-
âîåâàíèè ïðèîðèòåòîâ â íàóêå è òåõíîëîãèÿõ îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü èãðàåò
ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå. Ðóáåæíûì â äàííîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ Óêàç
Ïðåçèäåíòà ÐÔ îò 7 ìàÿ 2012 ã. � 599 è Ðàñïîðÿæåíèå Ïðàâèòåëüñòâà Ðîñ-
ñèè îò 24 äåêàáðÿ 2013 ã. � 2506-ð ¾Î êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèéñêîé ôåäåðàöèè¿. Âî âñåõ ðåãèîíàõ ðàçâåðíóëàñü ðàáîòà
ïî ðàçðàáîòêå Ïëàíîâ ìåðîïðèÿòèé ïî ðåàëèçàöèè Êîíöåïöèè, äåòàëèçèðóþ-
ùèõ è ðàñøèðÿþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëîæåíèÿ íà áëèæàéøåå ïÿòèëåòèå.
Íèæå ïðåäëàãàþòñÿ êîíêðåòíûå íàïðàâëåíèÿ, ýòàïû è òåõíîëîãèè ðåàëèçàöèè
Êîíöåïöèè, îïðåäåëÿþùèå ýôôåêòèâíûå ðåçóëüòàòû â ðàçâèòèè ìîòèâàöèîííîé
ñôåðû ó÷åíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîãî è íàó÷íîãî ìûøëåíèÿ îáó÷àþùèõñÿ, â àêòóà-
ëèçàöèè ìåòîäèê îñâîåíèÿ ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèé â ìàòåìàòèêå è ðåàëüíîãî
èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â îñâîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî çíà-
íèÿ è ïðèëîæåíèé â ðåàëüíîé æèçíè, íàóêå è òåõíèêå. Îäíîé èç îñîáåííîñòåé
ïðåäëàãàåìûõ ìåðîïðèÿòèé ÿâëÿåòñÿ èõ íàöåëåííîñòü íà êàæäîãî ó÷åíèêà, èëè
òî÷íåå, íà óâëå÷åííîãî ìàòåìàòèêîé ó÷åíèêà (â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé íà-
ïðàâëåííîñòè íà îäàðåííûõ èëè îòñòàþùèõ â ìàòåìàòèêå ó÷åíèêîâ). Äðóãîé
îñîáåííîñòüþ îáîñíîâàíèÿ âûáðàííûõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ êîí-

öåïöèé íàãëÿäíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ [1] è
ôóíäèðîâàíèÿ îïûòà è êà÷åñòâ ëè÷íîñòè ó÷åíèêà [2]. Ïðè ýòîì óñïåøíîñòü
èííîâàöèîííûõ ìåðîïðèÿòèé ïî ðåàëèçàöèè Êîíöåïöèè âñåöåëî îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîôåññèîíàëüíîé êóëüòóðîé è ëè÷íîñòíîé çàèíòåðåñîâàííîñòüþ ïåäàãîãà. È
òî, è äðóãîå, òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ óñèëèé â îðãàíèçàöèè ïîâûøåíèÿ êâàëè-
ôèêàöèè ïåäàãîãîâ, ìîíèòîðèíãà ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ è ïðîôåññèîíàëüíîé ãî-
òîâíîñòè ïåäàãîãà, ìàòåðèàëüíî-òåõíè÷åñêîãî è èííîâàöèîííîãî ìåòîäè÷åñêîãî
îñíàùåíèÿ è îáåñïå÷åíèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà [3]. Íåîáõîäèìîñòü àêòóàëèçàöèè
äàííûõ íàïðàâëåíèé ïîäòâåðæäàåòñÿ, íàïðèìåð, ðåàëüíûì ñîñòîÿíèåì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâëåííîñòè àáèòóðèåíòîâ ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ. Ýêñïåðòíûå
îöåíêè è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ðåçóëüòàòîâ ïîäãîòîâëåííîñòè àáèòóðèåí-
òîâ, ïðîâåäåííûå âóçàìè â ðàçëè÷íûõ ðåãèîíàõ Ðîññèè, ïîêàçûâàåò íåðàçâè-
òîñòü êëþ÷åâûõ è ïðîôåññèîíàëüíî-âàæíûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ îïåðàöèé: àíà-
ëèç, ñèíòåç, ðàçëè÷åíèå, ïîíèìàíèå, ìîäåëèðîâàíèå, îáîáùåíèå, êîíêðåòèçàöèÿ,
àáñòðàãèðîâàíèå è äð.; íàáëþäàåòñÿ ðàçðûâ ìåæäó èíòåðåñîì è çíàíèåì êîí-
êðåòíûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ñðåäñòâ è çíà÷èìîñòüþ ýòèõ ñðåäñòâ è
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ýôôåêòèâíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ èõ äëÿ íóæä ìàòåìàòèêè; èíäèâèäóàëüíûå îñî-
áåííîñòè ó÷åíèêîâ (ïðîöåññû âîñïðèÿòèÿ, ìîòèâàöèè, êîììóíèêàöèè, ðåôëåê-
ñèè, ýìîöèîíàëüíî-âîëåâûå óñèëèÿ è ò. ï.) íåäîñòàòî÷íî ó÷èòûâàþòñÿ â îðãà-
íèçàöèè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå. Íàìè ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâåðòûâàíèå â
îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäå ðåãèîíà ïèëîòíîãî ïðîåêòà èç ÷åòûðåõ êëàñòåðîâ ðàç-
âèòèÿ, ñîñòîÿùèõ èç èíèöèàòèâíûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé (3�4 ñðåäíèõ
øêîëû, 8�10 èíèöèàòèâíûõ è êîìïåòåíòíûõ ïåäàãîãîâ):

• ïñèõîäèàãíîñòè÷åñêàÿ êóëüòóðà ïåäàãîãà êàê âåäóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãî-
òîâíîñòè è óñïåøíîñòè óïðàâëåíèÿ îáðàçîâàòåëüíûì ïðîöåññîì;

• íîâîå â ìàòåìàòèêå ñ ïðèëîæåíèÿìè êàê ñòèìóë ïðîåêòèðîâàíèÿ ýëåê-
òèâíûõ êóðñîâ, ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèé, èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè ó÷å-
íèêîâ, è ñàìîå ãëàâíîå, ïîâûøåíèÿ ó÷åáíîé ìîòèâàöèè (ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
è íå÷åòêèå ìíîæåñòâà, ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè è àíàëèç Ôóðüå, îáîáùåííûå êîí-
ñòðóêòû øêîëüíîé ìàòåìàòèêè, èñòîðèîãåíåç ìàòåìàòè÷åñêèõ îòêðûòèé è ò. ï.);

• èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè è ñðåäñòâà êàê ýôôåêòèâ-
íûå èíñòðóìåíòû îñâîåíèÿ ìàòåìàòèêè (ñèñòåìû äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè è
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå, ïåäàãîãè÷åñêèå ïðîãðàììíûå
ïðîäóêòû, ìàëûå ñðåäñòâà èíôîðìàòèçàöèè è ò. ï.);

• èíòåëëåêòóàëüíûå èãðû (øàõìàòû, ãî, æèïòî) êàê ýôôåêòèâíûå ñðåä-
ñòâà ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ îïåðàöèé øêîëüíèêîâ è ïîâûøåíèÿ èíòåðåñà
ê ìàòåìàòèêå çà ñ÷åò ïîýòàïíîãî âûÿâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé
â èãðàõ.

Âûñòðàèâàþòñÿ ýòàïû èííîâàöèîííîãî ðàçâèòèÿ, ïåðå÷åíü ìåðîïðèÿòèé äëÿ
êàæäîãî ýòàïà, ñèñòåìà ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè è ñòèìóëèðîâàíèÿ èííîâàöè-
îííîé äåÿòåëüíîñòè ïåäàãîãà.
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Èçä-âî ßÃÏÓ, 1997.�323 c.

2. Øàäðèêîâà Â.Ä. Ïîäãîòîâêà ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè: Èííîâàöèîííûå ïîäõîäû.�Ì.: Ãàð-
äàðèêè, 2002.�383 c.

3. Ñìèðíîâ Å. È. Ôóíäèðîâàíèå îïûòà â ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêå è èííîâàöèîííîé
äåÿòåëüíîñòè ïåäàãîãà.�ßðîñëàâëü: Èçä-âî ¾Êàíöëåð¿, 2012.�646 c.

242



Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÓÐÎÊÈ ÎÁÎÁÙÀÞÙÅÃÎ ÏÎÂÒÎÐÅÍÈß ÏÎ ÏËÀÍÈÌÅÒÐÈÈ
ÊÀÊ ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈÅ ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÐÀÇÎÂ

Â. Í. Äÿòëîâ

(Ðîññèÿ, Íîâîñèáèðñê, ÍÃÓ; Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)

Èçó÷åíèå è ïîâòîðåíèå øêîëüíûõ êóðñîâ ãåîìåòðèè (ïëàíèìåòðèè è ñòå-
ðåîìåòðèè) òðàäèöèîííî ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè. Îäíîé èç
ïðè÷èí òàêîãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëüøîå ïî ñðàâíåíèþ ñ êóðñîì àëãåáðû
ðàçíîîáðàçèå çàäà÷ è ââèäó ýòîãî çàòðóäíåíèÿ â ôîðìèðîâàíèè îáîçðèìîãî íà-
áîðà ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü äîñòàòî÷íî îáøèðíûé êðóã çàäà÷. Ïîýòîìó
åñòü ïîòðåáíîñòü â ðàçðàáîòêå òàêèõ ñðåäñòâ, êîòîðûå ïîçâîëÿëè áû ðåøàòü çà-
äà÷è íå ïî îáðàçöàì èëè ïðèìåðîâ, à íà îñíîâå äðóãèõ ïðèíöèïîâ, â ÷àñòíîñòè,
ïîñòðîåííûõ íà ïðèìåíåíèè óòâåðæäåíèé è îáùèõ ðåêîìåíäàöèé.

Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷ âî âðåìÿ îáîáùàþùåãî ïîâòîðåíèÿ
ïëàíèìåòðèè îðãàíèçîâàòü íà îñíîâå ïîñòàíîâêè âîïðîñîâ è ïîñëå îòâåòà íà íèõ
âûïîëíåíèè äåéñòâèé, ïðåäïèñàííûõ ðåêîìåíäàöèÿìè. Òàêèõ âîïðîñîâ ïðåäëà-
ãàåòñÿ âñåãî òðè, è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ýòîãî äîñòàòî÷íî.
Ïîñòàâèâ âîïðîñ, íàäî îáðàòèòüñÿ ê íàáîðó ãåîìåòðè÷åñêèõ ôðàãìåíòîâ (øàá-
ëîíîâ), ðàñïîçíàòü ñðåäè íèõ òå, êîòîðûå èìåþò îòíîøåíèå ê ðåøàåìîé çàäà÷å,
è âûïîëíèòü ðåêîìåíäàöèè, ñîïðîâîæäàþùèå íàéäåííûé ôðàãìåíò. Çàòåì âåð-
íóòüñÿ ê ïîñòàíîâêå îäíîãî èç òðåõ âîïðîñîâ, è ïîñòóïàòü òàê äî òåõ ïîð, ïîêà
íå ïðî÷åðòèòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ëèíèÿ, âåäóùàÿ îò äàííûõ ê òðåáóåìîìó.

Â êà÷åñòâå çàäàâàåìûõ âîïðîñîâ ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå.

1. Â ÷åì îñîáåííîñòè çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äàííûìè? Ïðè îòâåòå íà
ýòîò âîïðîñ íàäî îòìåòèòü, êàêèå ôèãóðû ó÷àñòâóþò â çàäà÷å, ñ êàêîé öåëüþ
ñîîáùåíû òå èëè èíûå äàííûå, êàêèå åñòü âûäàþùèåñÿ îòðåçêè è ò. ä.

Â ðåçóëüòàòå îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ æåëàòåëüíî âûáðàòü òàêîé ôðàãìåíò
èç ïðåäëàãàåìîãî íàáîðà, êîòîðûé ïðèñóòñòâóåò â äàííîé çàäà÷å. Ïðè âûáîðå
ôðàãìåíòà íàäî îòâëå÷üñÿ îò êàêèõ-òî äåòàëåé óñëîâèÿ çàäà÷è, íå ïðèñóùèõ
íàéäåííîìó ôðàãìåíòó, è ó÷åñòü èõ â äàëüíåéøåì. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ôðàãìåí-
òà íàäî âûïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ïîæåëàíèÿ è ïðîäîëæèòü ðåøåíèå,
ñíîâà çàäàâàÿ îäèí èç âîïðîñîâ.

Ïåðâûé âîïðîñ ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü, äîïîëíèâ åãî òàêèì âîïðîñîì: ÷òî
ìîæíî ïîëó÷èòü èç äàííûõ çà îäèí øàã? Ïîñòàíîâêó ýòîãî âîïðîñà áóäåì
èíîãäà íàçûâàòü ¾õîäîì âïåðåä¿, îò óñëîâèÿ ê ðåçóëüòàòó. Â êà÷åñòâå îòâåòà
âûâîäèì ïðîñòûå, íåïîñðåäñòâåííûå ñëåäñòâèÿ èç èìåþùèõñÿ äàííûõ, ÷åì ïî
ñóùåñòâó èçìåíÿåì ýòè äàííûå, îáîãàùàÿ èõ è òåì ñàìûì ïåðåõîäÿ ê íîâîé
çàäà÷å ñ ðàñøèðåííûì íàáîðîì äàííûõ.

2. Â ÷åì îñîáåííîñòè çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ òðåáóåìûì? Ýòîò âîïðîñ
îáðàáàòûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ïåðâûé � íàäî îáðàòèòüñÿ ê íàáîðó øàáëîíîâ
è èçó÷èòü, åñòü ëè â íåì ÷òî-òî ñâÿçàííîå ñ èñêîìûìè âåëè÷èíàìè. Ýòîò âî-
ïðîñ áóäåì äîïîëíÿòü âîïðîñîì: ¾îòêóäà ìîæíî ïîëó÷èòü òðåáóåìîå çà
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îäèí øàã?¿ è ãîâîðèòü î íåì êàê î ¾õîäå íàçàä¿, îò òðåáóåìîãî ê óñëîâèÿì,
ïîçâîëÿþùèì ñìåíèòü öåëü, èñïîëüçóÿ ïðÿìûå èñòî÷íèêè ïîëó÷åíèÿ òðåáóå-
ìîãî. Ýòèì ìû ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó è ñîñðåäîòà÷èâàåìñÿ íà íàõîæäåíèè
äðóãîé âåëè÷èíû, ÷åì â èñõîäíîé çàäà÷å. Íàïðèìåð, åñëè â çàäà÷å íàäî íàéòè
ïëîùàäü, òî, âñïîìíèâ ôîðìóëû ïëîùàäè è âûáðàâ òó èç íèõ, êîòîðàÿ áîëåå
âñåãî ïîäõîäèò ê äàííûì çàäà÷è, ìû òåì ñàìûì îáðàùàåìñÿ ê íàõîæäåíèþ âå-
ëè÷èí, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó. Èëè åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè, òî íàäî âñïîìíèòü òåîðåìó ñèíóñîâ, â êîòîðîé ýòà
âåëè÷èíà ó÷àñòâóåò, è ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà íàõîæäåíèè äðóãèõ âåëè÷èí, è ò. ä.

3. Âñå ëè äàííûå çàäà÷è èñïîëüçîâàíû? Ýòîò âîïðîñ ñòîèò çàäàâàòü â
òîò ìîìåíò, êîãäà óæå èñ÷åðïàíû âîçìîæíîñòè ïåðâûõ äâóõ, à ëîãè÷åñêîé öå-
ïî÷êè îò äàííûõ ê ðåçóëüòàòó íå íàéäåíî. Áûâàåò òàê, ÷òî ìû ïûòàåìñÿ ðåøèòü
çàäà÷ó, çàáûâ î êàêèõ-òî èç åå äàííûõ. Ïåðå÷èòûâàíèå óñëîâèé çàäà÷è è âíèìà-
òåëüíûé êîíòðîëü èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ åå äàííûõ ìîãóò ïîçâîëèòü ïðîäîëæèòü
ðåøåíèå çàäà÷è.

Ïîñòàíîâêè âîïðîñîâ, ïîèñê øàáëîíîâ, âûïîëíåíèå ðåêîìåíäàöèé äåëà-
åò êàæäûé øàã ðåøåíèÿ ìîòèâèðîâàííûì, öåëåñîîáðàçíûì, âûïîëíÿåìûì ïî
êàêîé-òî ïðè÷èíå, à íå ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî äåéñòâèå ýòîãî øàãà ìû óìååì äåëàòü.
Èçëîæåííóþ òåõíîëîãèþ ìîæíî ïðèìåíÿòü è â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ïëàíèìåòðèè.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ ÇÍÀÍÈÉ Ó×ÀÙÈÕÑß ÏÎ ÄÐÎÁÍÎ-ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÌ
ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌ ÏÎÑÐÅÄÑÒÂÎÌ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

Í. È. Ëîáàíîâà

(Ðîññèÿ, Àñòðàõàíü; ÀñòÃÓ)

Âñåñòîðîííåå ðàçâèòèå ó÷àùèõñÿ, ôîðìèðîâàíèå ó íèõ íàó÷íîãî ìèðîâîç-
çðåíèÿ � âàæíåéøàÿ çàäà÷à ó÷ðåæäåíèé ñðåäíåãî è âûñøåãî ïðîôåññèîíàëü-
íîãî îáðàçîâàíèÿ. Âàæíàÿ ðîëü ïðè ýòîì îòâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîìó îáðàçî-
âàíèþ äåòåé, ñîñòàâëÿþùåìó âàðèàòèâíóþ ÷àñòü îáùåãî îáðàçîâàíèÿ. Ñîãëàñíî
ÔÇ ¾Îá îáðàçîâàíèè â ÐÔ¿, îñíîâîé îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà â äîïîëíèòåëü-
íîì îáðàçîâàíèè ó÷àùèõñÿ ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îáùåîáðàçî-
âàòåëüíûõ ïðîãðàìì, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè (îáùèõ) îñíîâíûõ è èìåþùèõ êîí-
êðåòíûå îáðàçîâàòåëüíûå öåëè.

Îäíèì èç ñðåäñòâ äîñòèæåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ öåëåé ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå â
øêîëå çàíÿòèé ïî ìàòåìàòèêå íàó÷íûõ îáúåäèíåíèé ó÷àùèõñÿ (ÍÎÓ). Çàíÿòèÿ
ïî ìàòåìàòèêå ÍÎÓ íàïðàâëåíû íà ðàçâèòèå ñïîñîáíîñòåé è èíòåðåñîâ ó÷àùèõ-
ñÿ â ñî÷åòàíèè ñ îáùåîáðàçîâàòåëüíîé ïîäãîòîâêîé, çàðîæäåíèå èíòåðåñà ê ìà-
òåìàòèêå íà ïåðâè÷íîì óðîâíå, ïîääåðæèâàíèè åãî äî ïîçíàâàòåëüíîãî óðîâíÿ.
Âçàèìîñâÿçü îáÿçàòåëüíîãî îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå â îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëå
è çàíÿòèé ïî ìàòåìàòèêå â ðàìêàõ äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ âûñòóïàåò êàê
ñðåäñòâî îñóùåñòâëåíèÿ ïðèíöèïà íåïðåðûâíîñòè è ïðèåìñòâåííîñòè.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåí îäèí èç âàðèàíòîâ îáåñïå÷åíèÿ ïðååìñòâåííîñòè íà
ïðèìåðå èçó÷åíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì. Ïðåäëàãàå-
ìûé ìàòåðèàë äîïîëíÿåò ñòàíäàðòíóþ ïðîãðàììó øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè,
ïðåäïîëàãàåò óãëóáëåííîå èçó÷åíèå ïðåäìåòà ïî äàííîé òåìå, ÷òî áóäåò ñïîñîá-
ñòâîâàòü ñîâåðøåíñòâîâàíèþ è ðàçâèòèþ âàæíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ óìåíèé,
ïðåäóñìîòðåííûõ ïðîãðàììîé.

Äëÿ ìíîãèõ ó÷àùèõñÿ óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì ÿâëÿþòñÿ íåïðèâû÷íûìè è
ñëîæíûìè. Ïàðàìåòð, áóäó÷è ôèêñèðîâàííûì, íî íåèçâåñòíûì ÷èñëîì, èìååò
êàê áû äâîéñòâåííóþ ïðèðîäó. Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëàãàåìàÿ èçâåñòíîñòü ïîçâî-
ëÿåò ¾îáùàòüñÿ¿ ñ ïàðàìåòðîì êàê ñ ÷èñëîì, à âî-âòîðûõ, � ñòåïåíü ñâîáîäû
îáùåíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ åãî íåèçâåñòíîñòüþ [1]. Òðóäíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ
ïàðàìåòðîì âîçíèêàþò äàæå ïðè ðåøåíèè ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ
ïàðàìåòðû, ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâîäèòü âåòâëåíèå âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íà îò-
äåëüíûå êëàññû, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå.

Ëèòåðàòóðà

1. Ãîðíøòåéí Ï. È., Ïîëîíñêèé Â. Á., ßêèð Ì. Ñ. Çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè.�Êèåâ: ÐÈÀ
¾Òåêñò¿; ÌÏ ¾Îêî¿, 1992.�290 ñ.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÎÁÓ×ÅÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ:
ÎÒÍÎØÅÍÈÅ Ê ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÌ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀÌ

Þ. Á. Ìåëüíèêîâ (Ðîññèÿ, Åêàòåðèíáóðã; ÓðÃÝÓ),
Ñ. À. Øèòèêîâ (Ðîññèÿ, Åêàòåðèíáóðã; ÓðÃÝÓ),
Ñ. Ã. Ñèíöîâà (Ðîññèÿ, Åêàòåðèíáóðã; ÓðÃÝÓ)

Ïîä ìàòåìàòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ìû ïîíèìàåì ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è
óòâåðæäåíèÿ, èõ ôîðìóëèðîâêè, ìàòåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ è àëãîðèòìû.
Ìû âûäåëèëè íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò äåÿòåëüíîñòü â
îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå, è ïðèíÿëè èõ â êà÷åñòâå ïîñòóëàòîâ ñîçäàâàåìîé òåîðèè.

Ïîñòóëàò ïðèîðèòåòíîãî ðåçóëüòàòà ó÷åáíî-ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëü-

íîñòè: ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ó÷åáíî-ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ èç-
ìåíåíèå ñóáúåêòà äåÿòåëüíîñòè, à ñîáñòâåííî ïðîäóêò äåÿòåëüíîñòè ìåíåå çíà-
÷èì.

Ïîñòóëàò äèäàêòè÷åñêîé àêòóàëüíîñòè êîìïîíåíòîâ äåÿòåëüíîñòè: ñ äè-
äàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîìïîíåíòû äåÿòåëüíîñòè, êðîìå ñóáúåêòà, âàæíû
ëèøü â ïåðèîä àêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñóáúåêòà ñ ïðåäìåòîì. Ïîñëå ïîëó÷å-
íèÿ ðåçóëüòàòà ìàòåìàòè÷åñêèé ïðîäóêò äåÿòåëüíîñòè ñ äèäàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ïåðåñòàåò èãðàòü êàêóþ-ëèáî ðîëü â îáó÷åíèè. Ïðîäóêò äåÿòåëüíîñòè
ñòàíîâèòñÿ âàæíûì òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îí âíîâü âîâëåêàåòñÿ â äåÿòåëüíîñòü
îáó÷àåìîãî: êàê îáúåêò äëÿ ðåôëåêñèè, êàê îñíîâà äëÿ ìîòèâàöèè, êàê îñíîâà
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êàê îñíîâà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ãèïîòåç è äð.

Ïîñòóëàò ïðèîðèòåòíîãî êîìïîíåíòà ó÷åáíî-ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëü-

íîñòè. Ìû îðèåíòèðóåìñÿ íà òðàäèöèîííûå ðåçóëüòàòû òåîðèè äåÿòåëüíî-
ñòè [1, 2], ñîãëàñíî êîòîðûì êîìïîíåíòàìè äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ: ñóáúåêò,
öåëü, ïðåäìåò, îðóäèå (èíñòðóìåíò) äåÿòåëüíîñòè, ìîòèâ äåÿòåëüíîñòè, îïåðà-
öèè äåÿòåëüíîñòè, ïðîäóêò, ïðè÷åì ïðè âûïîëíåíèè äåéñòâèÿ â êàæäûé êîí-
êðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ îáó÷àåìîãî ÿâëÿåòñÿ ïðèîðèòåòíûì òîëüêî îäèí
èç ýòèõ êîìïîíåíòîâ äåÿòåëüíîñòè.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ýòèõ ïîñòóëàòîâ àêòóàëüíû-
ìè äëÿ ó÷åáíî-ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè îêàçûâàþòñÿ òîëüêî òðè âàðèàíòà
îòíîøåíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ôåíîìåíó:

1) êàê ê ìàòåðèàëó, êîòîðûé íàäî çàïîìíèòü è âîñïðîèçâåñòè;
2) êàê ê îáúåêòó, êîòîðûé áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü è êîìáèíèðîâàòü åãî ñ

äðóãèìè;
3) êàê ê èíñòðóìåíòó äåÿòåëüíîñòè.
Îòíîøåíèå ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó ñóùåñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà îñî-

áåííîñòÿõ ñèñòåìû îáó÷åíèÿ, åå õàðàêòåðå è ðåçóëüòàòàõ. Íàïðèìåð, â îòíî-
øåíèè ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó êàê ê ìàòåðèàëó äëÿ çàïîìèíàíèÿ ïðèî-
ðèòåòíûìè ÿâëÿþòñÿ ìåõàíèçìû çàïîìèíàíèÿ. Âèäèìî, äëÿ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ
öåëåñîîáðàçíî ñî÷åòàòü âñå òðè âàðèàíòà îòíîøåíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ðåçóëü-
òàòó.
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ÀÂÒÎÐÑÊÀß ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÃÓÌÀÍÈÒÀÐÍÎ-ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ
ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÊÀÊ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

ÔÃÎÑ ÎÎÎ Â ÎÒÍÎØÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

À. Õ. Íàçèåâ

(Ðîññèÿ, Ðÿçàíü, ÐÃÓ èì. Ñ. À. Åñåíèíà; ÐÈÐÎ)

Ðîññèéñêàÿ øêîëà ïåðåõîäèò íà íîâûé ñòàíäàðò îáó÷åíèÿ � Ôåäåðàëüíûé
Ãîñóäàðñòâåííûé Îáðàçîâàòåëüíûé Ñòàíäàðò Îñíîâíîãî Îáùåãî Îáðàçîâàíèÿ,
êîðîòêî � ÔÃÎÑ ÎÎÎ, äàëåå � ïðîñòî Ñòàíäàðò.

¾Ñòàíäàðò óñòàíàâëèâàåò òðåáîâàíèÿ ê ðåçóëüòàòàì îñâîåíèÿ îáó÷àþùèìèñÿ
îñíîâíîé îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììû îñíîâíîãî îáùåãî îáðàçîâàíèÿ:

ëè÷íîñòíûì, âêëþ÷àþùèì ãîòîâíîñòü è ñïîñîáíîñòü îáó÷àþùèõñÿ ê ñàìî-
ðàçâèòèþ è ëè÷íîñòíîìó ñàìîîïðåäåëåíèþ, ñôîðìèðîâàííîñòü èõ ìîòèâàöèè ê
îáó÷åíèþ è öåëåíàïðàâëåííîé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè, ñèñòåìû çíà÷èìûõ
ñîöèàëüíûõ è ìåæëè÷íîñòíûõ îòíîøåíèé, öåííîñòíî-ñìûñëîâûõ óñòàíîâîê, îò-
ðàæàþùèõ ëè÷íîñòíûå è ãðàæäàíñêèå ïîçèöèè â äåÿòåëüíîñòè, ñîöèàëüíûå
êîìïåòåíöèè, ïðàâîñîçíàíèå, ñïîñîáíîñòü ñòàâèòü öåëè è ñòðîèòü æèçíåííûå
ïëàíû, ñïîñîáíîñòü ê îñîçíàíèþ ðîññèéñêîé èäåíòè÷íîñòè â ïîëèêóëüòóðíîì
ñîöèóìå;

ìåòàïðåäìåòíûì, âêëþ÷àþùèì îñâîåííûå îáó÷àþùèìèñÿ ìåæïðåäìåòíûå
ïîíÿòèÿ è óíèâåðñàëüíûå ó÷åáíûå äåéñòâèÿ (ðåãóëÿòèâíûå, ïîçíàâàòåëüíûå,
êîììóíèêàòèâíûå), ñïîñîáíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ó÷åáíîé, ïîçíàâàòåëüíîé è
ñîöèàëüíîé ïðàêòèêå, ñàìîñòîÿòåëüíîñòü ïëàíèðîâàíèÿ è îñóùåñòâëåíèÿ ó÷åá-
íîé äåÿòåëüíîñòè è îðãàíèçàöèè ó÷åáíîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ñ ïåäàãîãàìè è ñâåðñò-
íèêàìè, ïîñòðîåíèå èíäèâèäóàëüíîé îáðàçîâàòåëüíîé òðàåêòîðèè;

ïðåäìåòíûì, âêëþ÷àþùèì îñâîåííûå îáó÷àþùèìèñÿ â õîäå èçó÷åíèÿ ó÷åá-
íîãî ïðåäìåòà óìåíèÿ, ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ äàííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, âèäû äå-
ÿòåëüíîñòè ïî ïîëó÷åíèþ íîâîãî çíàíèÿ â ðàìêàõ ó÷åáíîãî ïðåäìåòà, åãî ïðåîá-
ðàçîâàíèþ è ïðèìåíåíèþ â ó÷åáíûõ, ó÷åáíî-ïðîåêòíûõ è ñîöèàëüíî-ïðîåêòíûõ
ñèòóàöèÿõ, ôîðìèðîâàíèå íàó÷íîãî òèïà ìûøëåíèÿ, íàó÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé î
êëþ÷åâûõ òåîðèÿõ, òèïàõ è âèäàõ îòíîøåíèé, âëàäåíèå íàó÷íîé òåðìèíîëîãèåé,
êëþ÷åâûìè ïîíÿòèÿìè, ìåòîäàìè è ïðèåìàìè.¿ [1]

¾Â îñíîâå Ñòàíäàðòà ëåæèò ñèñòåìíî-äåÿòåëüíîñòíûé ïîäõîä¿, � çàÿâëÿåòñÿ
â ï. 5 Ñòàíäàðòà. Îäíàêî â íåì íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î òîì, êàêîþ äîëæíà áûòü
ýòà äåÿòåëüíîñòü. È ýòî ïîíÿòíî, ïîñêîëüêó êîíêðåòíûå ÷åðòû äåÿòåëüíîñòè
îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöèôèêîé èçó÷àåìîãî ïðåäìåòà. Ìàòåìàòèêà â ýòîì îòíîøå-
íèè íàõîäèòñÿ íà îñîáîì ïîëîæåíèè, èáî â íåé èìååòñÿ êëþ÷åâàÿ äåÿòåëüíîñòü,
âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ âñå îñòàëüíûå âèäû äåÿòåëüíîñòè, � ýòî äåÿòåëüíîñòü ïî
îòêðûòèþ äîêàçàòåëüñòâ. Ñîøëåìñÿ â ýòîé ñâÿçè íà íàøè ðàáîòû (ñì., â ÷àñòíî-
ñòè, [2] è [3]), â êîòîðûõ ñôîðìóëèðîâàíà è îáîñíîâàíà êîíöåïöèÿ ãóìàíèòàðíî-
îðèåíòèðîâàííîãî ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Ïðèâåäåì ïîëîæåíèÿ ýòîé êîí-
öåïöèè.
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Êîíöåïöèÿ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè

1◦. Ìàòåìàòèêà � ýòî äîêàçàòåëüñòâî.

2◦. Ïðåïîäàâàòü ìàòåìàòèêó � çíà÷èò ñèñòåìàòè÷åñêè ïîáóæäàòü
ó÷àùèõñÿ ê îòêðûòèþ ñîáñòâåííûõ äîêàçàòåëüñòâ.

3◦.Ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ íåçàìåíèìûì ñðåäñòâîì ôîð-
ìèðîâàíèÿ ÷åëîâåêà êóëüòóðíîãî: ìûñëÿùåãî, íðàâñòâåííîãî è ñâî-
áîäíîãî.

Êàê âèäèì, ïîëîæåíèå 2 íàøåé êîíöåïöèè ïðÿìî íàöåëèâàåò íà îòêðûòèå
íîâîãî, ïðè÷åì íå ýïèçîäè÷åñêè, íà òàê íàçûâàåìûõ ¾óðîêàõ îòêðûòèÿ íîâîãî
çíàíèÿ¿, à ñèñòåìàòè÷åñêè, êàê è äîëæíî áûòü ïðè ñèñòåìíî-äåÿòåëüíîñòíîì
ïîäõîäå. Ýòèì ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ Ñòàíäàðòà ê ïðåäìåòíûì
ðåçóëüòàòàì îñâîåíèÿ îñíîâíîé îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììû.

Îòíîñèòåëüíî ìåòàïðåäìåòíûõ ðåçóëüòàòîâ çàìåòèì, ÷òî âñÿ ìàòåìàòèêà ÿâ-
ëÿåòñÿ â ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ ìåòàïðåäìåòîì. Êàê ïèñàë Ä. Ïîéà [4, ñ. 309]:
¾Ïðåäåëû ìàòåìàòèêè � ýòî âñÿ îáëàñòü äîêàçàòåëüíûõ ðàññóæäåíèé, îòíîñÿ-
ùèõñÿ ê ëþáîé íàóêå, äîñòèãøåé òàêîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ, ïðè êîòîðîì îñíîâíûå
ïîëîæåíèÿ ýòîé íàóêè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â àáñòðàêòíîé ôîðìå¿. Òåì
ñàìûì, ïåðâîå ïîëîæåíèå êîíöåïöèè ïîëíîñòüþ ïîêðûâàåò òðåáîâàíèÿ Ñòàí-
äàðòà, îòíîñÿùèåñÿ ê ìåòàïðåäìåòíûì ðåçóëüòàòàì îáó÷åíèÿ.

Íàêîíåö, òðåòüå ïîëîæåíèå êîíöåïöèè íå òîëüêî ïîêðûâàåò, íî è çíà÷èòåëü-
íî ïåðåêðûâàåò òðåáîâàíèÿ Ñòàíäàðòà, îòíîñÿùèåñÿ ê ëè÷íîñòíûì ðåçóëüòàòàì
îáó÷åíèÿ. [Ðàçðàáîò÷èêè Ñòàíäàðòà ñîâåðøåííî óïóñòèëè èç âèäó òàêèå âàæíûå
ëè÷íîñòíûå êà÷åñòâà, êàê ðàçâèòîå ìûøëåíèå (â òîì ÷èñëå îáðàçíîå), ñïîñîá-
íîñòü ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ðàçóìîì â óáåæäåíèÿõ è ïîìûñëàõ, äóõîâíàÿ êóëüòó-
ðà, íðàâñòâåííîñòü, ïðàâèëüíîå ïîíèìàíèå ÷åëîâå÷åñêîé ñâîáîäû. Ñì. îá ýòîì
â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ àâòîðà.]
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íèÿ (5�9 êë.).�(Ðàçìåùåí â èíòåðíåòå âî ìíîãèõ ìåñòàõ).

2. Íàçèåâ À. Õ. Ãóìàíèòàðèçàöèÿ îñíîâ ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

Ä. Ä. ÌÎÐÄÓÕÀÉ-ÁÎËÒÎÂÑÊÎÉ È ÒÐÀÄÈÖÈÈ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ Â ÞÆÍÎÌ ÔÅÄÅÐÀËÜÍÎÌ

(ÂÀÐØÀÂÑÊÎÌ, ÐÎÑÒÎÂÑÊÎÌ) ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÅ

Þ. Ñ. Íàëáàíäÿí

(Ðîññèÿ, Ðîñòîâ-íà-Äîíó; ÞÔÓ)

Äìèòðèé Äìèòðèåâè÷ Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîé (1876�1952), âûïóñêíèê ïåòåð-
áóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà (ïîäðîáíîñòè î åãî æèçíåííîì ïóòè ìîæíî íàéòè, íà-
ïðèìåð, â [1]), ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç îñíîâàòåëåé ðîñòîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêî-
ëû. Îäíàêî íå ìåíüøóþ ðîëü îí ñûãðàë â îðãàíèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçî-
âàíèÿ, ïðè÷åì íå òîëüêî â Ðîñòîâå. Âî âñòóïèòåëüíîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññêàçû-
âàåòñÿ î íàèáîëåå ÿðêèõ ìîìåíòàõ áèîãðàôèè âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî è ïåäàãîãà.

Â 1898 ãîäó òðóäîëþáèâûé è ðàáîòîñïîñîáíûé îáëàäàòåëü äèïëîìà ïåð-
âîé ñòåïåíè áûë ðåêîìåíäîâàí ïðîôåññîðàìè Ê. À. Ïîññå è À. À. Ìàðêî-
âûì Ã. Ô. Âîðîíîìó, ïîäáèðàâøåìó êàäðû ìàòåìàòèêîâ äëÿ ðàáîòû â òîëü-
êî ÷òî îòêðûâøåìñÿ Âàðøàâñêîì ïîëèòåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå. Â äîêëàäå ïëà-
íèðóåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü äåÿòåëüíîñòü Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî, ñâÿ-
çàííóþ ñ îðãàíèçàöèåé ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó
è ïîäãîòîâêîé ê èçäàíèþ çàäà÷íèêîâ ïî ðàçëè÷íûì îòäåëàì âûñøåãî àíà-
ëèçà â 1899�1914 ãã. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîäõîäó Äìèòðèÿ Äìèò-
ðèåâè÷à ê èíäèâèäóàëüíîé ðàáîòå ñî ñòóäåíòàìè, åãî óáåæäåííîñòè â òîì,
÷òî êàæäûé ÷àñ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, ïðîâåäåííûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðå-
ïîäàâàòåëÿ, âñåëÿåò ¾óâåðåííîñòü â ïðî÷íîñòè ïðåïîäàâàåìûõ çíàíèé. . . èáî
áåç óìåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü íåâîçìîæíî âîñïðèíÿòü òå
îáùèå èäåè âûñøåãî ïîðÿäêà, êîòîðûå èçëàãàåò íà ñâîèõ ëåêöèÿõ ïðîôåñ-
ñîð¿. Áîëåå ïîäðîáíî î ðàáîòå Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî â Âàðøàâå ðàñ-
ñêàçàíî â [2] (ýëåêòðîííóþ âåðñèþ ýòîé ïóáëèêàöèè ìîæíî íàéòè çäåñü:
http://www.math.sfedu.ru/mexmat/ma/nalb/PDF/mord.pdf).

Ñëåäóþùàÿ ÷àñòü âûñòóïëåíèÿ áóäåò ïîñâÿùåíà ëåêöèîííûì êóðñàì
Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî (ââåäåíèå â àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëå-
íèå, èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, êðàòíûå èíòåãðàëû, ýë-
ëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè, òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî), êîòîðûå
÷èòàëèñü êàê â Âàðøàâå, òàê è â Ðîñòîâå-íà-Äîíó (èñïîëüçóþòñÿ ìàòåðèàëû èç
ôîíäà Ð-46 Ãîñóäàðñòâåííîãî Àðõèâà Ðîñòîâñêîé Îáëàñòè (ÃÀÐÎ) è ñòàòüÿ [3]).

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå äîêëàäà ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå âîïðîñû, êàê
âçãëÿäû Ä. Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî íà êëþ÷åâûå ïðîáëåìû èçó÷åíèÿ ìàòåìà-
òèêè, ñôîðìóëèðîâàííûå èì â ïîñëåäíèå ãîäû æèçíè, äåÿòåëüíîñòü åãî ó÷åíè-
êîâ è ïðååìñòâåííîñòü â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â Ðîñòîâñêîì
(Þæíîì ôåäåðàëüíîì) óíèâåðñèòåòå.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÑÈÌÂÎËÜÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ
Â ÏÐÎÖÅÑÑÅ ÎÁÓ×ÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ

ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÑÒÅÉ

Þ. Â. Íèêîíîðîâà

(Ðîññèÿ, Âîëãîäîíñê; ÂÈÒÈ ÍÈßÓ ÌÈÔÈ)

Ïî îöåíêàì ãîñóäàðñòâåííîé êîðïîðàöèè Ðîñàòîì ïîòðåáíîñòü â íîâîì ïåð-
ñîíàëå äëÿ àòîìíîé îòðàñëè ñîñòàâëÿåò 3�3,5 òûñ. ÷åëîâåê â ãîä. Ñïåöèàëèñò-
ÿäåðùèê äîëæåí âëàäåòü ìåòîäèêîé ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ êîìïüþòåðíûõ ðàñ-
÷åòîâ, ïîýòîìó óìåíèå ðàáîòàòü â ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé ìàòå-
ìàòèêè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê âûïóñêíèêàì ÿäåðíûõ
ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ.

Ê èíòåëëåêòóàëüíûì ëèäåðàì êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè îòíîñÿòñÿ â
ïåðâóþ î÷åðåäü ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû Maple è MATLAB. Îñâîåíèå äàæå
íåáîëüøîé ÷àñòè âîçìîæíîñòåé ýòèõ ñèñòåì äàåò áîëüøîé ýôôåêò â ïðîöåñ-
ñå îáó÷åíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêå è äèñöèïëèí, îñíîâàííûõ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ
ðàñ÷åòàõ. Íåñìîòðÿ íà îãðîìíûå ïðåèìóùåñòâà, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿåò èñïîëü-
çîâàíèå ñèñòåì ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè, íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî ýòè ñèñòåìû
ïîçâîëÿþò çàìåíèòü ó÷àùèìñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ. Ëèøü òå ïîëüçîâàòåëè,
êîòîðûå ïîíèìàþò ñóòü ìàòåìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ìîãóò ïîëó÷èòü ñåðüåçíûå
ðåçóëüòàòû. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå òàêèõ ñèñòåì â îáó÷åíèè ñòóäåíòîâ òåõíè÷å-
ñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîñòè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå â âóçîâñêîì îáó÷åíèè ïàêåòà àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñ-
ëåíèé Maple. Â ñèñòåìå Maple î÷åíü óäîáíî ïðîèçâîäèòü êîìïüþòåðíûå ýêñ-
ïåðèìåíòû, â êîòîðûõ ìîæíî çà íåáîëüøîå âðåìÿ ðàññìîòðåòü ðàçíûå âàðè-
àíòû ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è è âèçóàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé.
Îñíîâíîå äîñòîèíñòâî ïðîãðàììû � âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëÿòü âû÷èñëåíèÿ â
ñèìâîëüíîì âèäå, óïðîùàòü è ïðåîáðàçîâûâàòü âûðàæåíèÿ ñ îäíîé è íåñêîëü-
êèìè ïåðåìåííûìè. Ñèñòåìà ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñïåöèàëüíûõ ÷èñåë
è ôóíêöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, òåõíè-
÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ. Ïîìèìî ñòàíäàðòíîé áèáëèîòåêè Maple èìååò åùå è ïà-
êåòû ðàñøèðåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ôóíêöèè
ñèñòåìû. Ñèñòåìó Maple ñòóäåíòû òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ìîãóò èñïîëü-
çîâàòü íå òîëüêî äëÿ ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàòåëüñêèõ
ðàáîò ïî äèñöèïëèíàì, ñîäåðæàùèì ìàòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû. Ýòó ïðîãðàììó
ìîãóò èñïîëüçîâàòü è ñòóäåíòû ìëàäøèõ êóðñîâ ïðè èçó÷åíèè âûñøåé ìàòåìà-
òèêè äëÿ âèçóàëèçàöèè ïîëó÷åííûõ â õîäå ëåêöèîííûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿ-
òèé çíàíèé. Íàïðèìåð, Maple, îáëàäàÿ áîëüøèìè âîçìîæíîñòÿìè äâóìåðíîé è
òðåõìåðíîé ãðàôèêè, ïîçâîëÿåò äåìîíñòðèðîâàòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè èñ-
ñëåäóåìûõ ôóíêöèé. Àíèìàöèîííûå âîçìîæíîñòè ñèñòåìû ïîçâîëÿþò îæèâèòü
ãðàôè÷åñêèå îáúåêòû, çàñòàâèòü èõ äâèãàòüñÿ. Â ñèñòåìå ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü
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íàáîðû äàííûõ â ãðàôè÷åñêîì âèäå è èñêàòü çàêîíîìåðíîñòè, ðàññìàòðèâàÿ ïî-
ñòðîåííûé ãðàôèê â ðàáî÷åì îêíå ïðîãðàììû. Còóäåíòû ìëàäøèõ êóðñîâ ìî-
ãóò èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó äëÿ ïðîâåðêè ñîáñòâåííûõ çíàíèé èç ðàçíûõ ðàçäåëîâ
ìàòåìàòèêè. Â ýòîì ñëó÷àå Maple âûïîëíÿåò ðîëü çàäà÷íèêà, â êîòîðîì ìîæíî
óâèäåòü òîëüêî ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïðàâèëüíûé îòâåò, à õîä ðåøåíèÿ íåäî-
ñòóïåí. Ïàêåò àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple ïîëåçåí íå òîëüêî ñòóäåíòàì,
íî è ïðåïîäàâàòåëÿì, êîòîðûå âûíóæäåíû ñîñòàâëÿòü è ïðîðåøèâàòü áîëüøîå
êîëè÷åñòâî çàäà÷ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ôîíäà îöåíî÷íûõ ñðåäñòâ ïî ðàçíûì ðàç-
äåëàì ìàòåìàòèêè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêîé çàäà÷åé. Ïðåïîäàâà-
òåëü èìååò âîçìîæíîñòü ñîñòàâëÿòü çàäà÷è, ïîäáèðàÿ íóæíûå ïàðàìåòðû ïðÿìî
â ðàáî÷åì îêíå ïðîãðàììû, è ñðàçó ïîëó÷àòü îòâåò. Ñîäåðæèìîå ðàáî÷åãî îêíà
ïðîãðàììû ìîæíî âûâîäèòü íà ïå÷àòü.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðîãðàììà äîñòàòî÷íà ïîëåçíà â
èñïîëüçîâàíèè, åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñàìîîáðàçîâàíèÿ è íàó÷íîé ðàáîòû.
Ýòî äîëæíî ñïîñîáñòâîâàòü ðîñòó èíòåðåñà ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëü-
íîñòåé ê èñïîëüçîâàíèþ Maple â êà÷åñòâå îáó÷àþùåãî ñðåäñòâà è ïðîâåäåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.
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Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé, 12�18 èþëÿ 2015 ã.)

ÓÌÊ ¾ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÏÑÈÕÎËÎÃÈß. ÈÍÒÅËËÅÊÒ¿
ÊÀÊ ÑÐÅÄÑÒÂÎ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÏÐÀÊÒÈÊÎ-ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ

ÑÒÈËß ÌÛØËÅÍÈß Ó×ÀÙÈÕÑß

Ë. Ï. Îõâàò

(Ðîññèÿ, Âëàäèêàâêàç; ÌÁÎÓ ¾ÑÎØ � 1 ñò. Àðõîíñêàÿ¿)

Îäíîé èç êëþ÷åâûõ èäåé êîíöåïöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáëàäàíèå êàæäûì ãðàæäàíèíîì íåîáõîäèìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòüþ.

Â Ôåäåðàëüíûõ ãîñóäàðñòâåííûõ ñòàíäàðòàõ îñíîâíîãî îáùåãî îáðàçîâàíèÿ
ïî ýòîìó ïîâîäó îòìå÷åíî, ÷òî èçó÷åíèå ïðåäìåòíîé îáëàñòè ¾Ìàòåìàòèêà è
èíôîðìàòèêà¿ äîëæíî îáåñïå÷èòü: îñîçíàíèå çíà÷åíèÿ ìàòåìàòèêè è èíôîðìà-
òèêè â ïîâñåäíåâíîé æèçíè ÷åëîâåêà; ôîðìèðîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé î ñîöèàëü-
íûõ, êóëüòóðíûõ è èñòîðè÷åñêèõ ôàêòîðàõ ñòàíîâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè;
ïîíèìàíèå ðîëè èíôîðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ñîâðåìåííîì ìèðå; ôîðìèðîâà-
íèå ïðåäñòàâëåíèé î ìàòåìàòèêå êàê ÷àñòè îáùå÷åëîâå÷åñêîé êóëüòóðû, óíèâåð-
ñàëüíîì ÿçûêå íàóêè, ïîçâîëÿþùåì îïèñûâàòü è èçó÷àòü ðåàëüíûå ïðîöåññû è
ÿâëåíèÿ. Îäíèì èç àñïåêòîâ, êîòîðûå äîëæíû îòðàæàòü ïðåäìåòíûå ðåçóëü-
òàòû èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå óìåíèé ïðèìåíÿòü èçó÷åííûå
ïîíÿòèÿ, ðåçóëüòàòû, ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà è çà-
äà÷ èç ñìåæíûõ äèñöèïëèí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðè íåîáõîäèìîñòè ñïðàâî÷íûõ
ìàòåðèàëîâ, êîìïüþòåðà, ïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé è ïðèêèäêîé ïðè ïðàêòè÷åñêèõ
ðàñ÷åòàõ [1].

Îäíàêî, ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè, 15-ëåò-
íèå ðîññèéñêèå ó÷àùèåñÿ îêàçàëèñü â êîíöå ÷åòâåðòîé äåñÿòêè ñòðàí � ó÷àñòíèö
èññëåäîâàíèÿ. Âîçìîæíî, ÷òî ïðè÷èíû ýòîãî êðîþòñÿ â êðàéíîñòÿõ ðåàëèçàöèè
àêàäåìè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, ÷òî ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ âíèìàíèÿ ê ïðàêòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå â
øêîëå.

Ñîîòâåòñòâåííî ïðåäëàãàåòñÿ ñìåíèòü ïðèîðèòåòû â ñôåðå øêîëüíîãî îáðà-
çîâàíèÿ: ãëàâíîé öåëüþ îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå äîñòèæåíèå ó÷àùèìèñÿ îïðåäå-
ëåííîãî óðîâíÿ ïðåäìåòíûõ çíàíèé è óìåíèé, à ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû êëþ÷å-
âûõ êîìïåòåíöèé, ïîçâîëÿþùèõ ìîëîäûì ëþäÿì óñïåøíî ïðèìåíÿòü óñâîåííûå
çíàíèÿ â ïðàêòè÷åñêîé ñèòóàöèè è òåì ñàìûì óñïåøíî àäàïòèðîâàòüñÿ â äèíà-
ìè÷åñêîì ñîöèóìå [2].

Â ýòîì êîíòåêñòå ñòàíîâèòñÿ âàæíûì ôîðìèðîâàíèå ó îáó÷àþùèõñÿ
ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî ìûøëåíèÿ. Áîëüøèìè âîçìîæíîñòÿìè äëÿ ðåàëè-
çàöèè ýòîé öåëè îáëàäàåò ÓÌÊ ¾Ìàòåìàòèêà. Ïñèõîëîãèÿ. Èíòåëëåêò¿. Ñî-
ðóêîâîäèòåëè ÌÏÈ: ïðîôôåñîð, ä-ð ïåä. íàóê Ý. Ã. Ãåëüôìàí, ïðîôôåñîð,
ä-ð ïñèõîëîã. íàóê Ì. À. Õîëîäíàÿ. Âîò íåêîòîðûå àñïåêòû ðàçâèòèÿ ïðàêòèêî-
îðèåíòèðîâàííîãî ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ, íàøåäøèå îòðàæåíèå â ÓÌÊ ¾ÌÏÈ¿.

Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ êàæäûé äîëæåí óìåòü êðèòè÷åñêè àíàëèçèðîâàòü
èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ â òîé èëè èíîé ôîðìå. Îäíèì èç ðåøåíèé ýòîé ïðî-
áëåìû ÿâëÿåòñÿ îðãàíèçàöèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé ðàáîòû ñ ó÷åáíûì òåêñòîì. ÓÌÊ
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¾ÌÏÈ¿ ïðåäëàãàåò òåêñòû ðàçíîãî òèïà: ïîâåñòâîâàòåëüíûå, ïðîáëåìíûå, ó÷åá-
íûå ñþæåòíûå òåêñòû è äð. Ñþæåòíàÿ îñíîâà ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü âàæíûé
ìåòîäè÷åñêèé ïðèåì: ïðåäúÿâëåíèå òåêñòà â êîíòåêñòå. Ðåáåíîê ó÷èòñÿ âû÷ëå-
íÿòü îñíîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå, ðàáîòàòü ñ ðàçâåðíóòûìè ó÷åáíûìè
òåêñòàìè. Òåêñòû ó÷åáíèêîâ âêëþ÷àþò â ñåáÿ ýëåìåíòû äèàëîãà ñ îáó÷àþùè-
ìèñÿ: îáðàùåíèÿ ê ÷èòàòåëþ, âñïîìîãàòåëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ. Äèàëîãîâûé
õàðàêòåð òåêñòîâ ïîçâîëÿåò ÷èòàòåëÿì àêòèâíî âêëþ÷èòüñÿ â ïðîöåññ èçó÷åíèÿ
íîâîãî ìàòåðèàëà, îáðàùàåò âíèìàíèå íà íþàíñû òåîðèè, ïðèó÷àåò çàäàâàòü
âîïðîñû è îòâå÷àòü íà íèõ. Ïðè èçëîæåíèè òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà îïèñû-
âàþòñÿ ïîèñêè ðåøåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, â òîì ÷èñëå ïðàêòè÷åñêèõ. Â
êîíöå êàæäîãî ïàðàãðàôà ïðèñóòñòâóåò ðàçäåë ¾Ïðîâåðü ñåáÿ¿. Ñ åãî ïîìîùüþ
îáó÷àþùèåñÿ ìîãóò íàó÷èòüñÿ îñóùåñòâëÿòü öåëåïîëàãàíèå, ïëàíèðîâàíèå, ñà-
ìîêîíòðîëü ñâîåé ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè [3].

Áîëüøèìè âîçìîæíîñòÿìè äëÿ ðàçâèòèÿ ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî ìûø-
ëåíèÿ îáëàäàþò çàäà÷è ñ ïðàêòè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì. Îáó÷åíèå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê áîëåå ïðî÷íîìó óñâîåíèþ èí-
ôîðìàöèè, òàê êàê âîçíèêàþò àññîöèàöèè ñ êîíêðåòíûìè äåéñòâèÿìè è ñîáûòè-
ÿìè. Òàêæå äëÿ ðàçâèòèÿ ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî ìûøëåíèÿ î÷åíü ïîëåçåí
ïðèåì óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó òåêñòîì, ðèñóíêîì, ñõåìîé, êîíñòðóè-
ðîâàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ïî äàííûì òàáëèöû, êðàòêîé
çàïèñè, ðèñóíêà, ñõåìû è ò. ï.

Òàêèì îáðàçîì, îáó÷åíèå ïî ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîìó êîìïëåêòó ¾ÌÏÈ¿ ïîç-
âîëÿåò ðàçâèâàòü ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîå ìûøëåíèå îáó÷àþùèõñÿ.
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ÍÈßÓ ÌÈÔÈ � Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé

óíèâåðñèòåò ¾ÌÈÔÈ¿
ÎÃÓ � Îðëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
ÏÃÓ � Ïîëîöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
ÎÎÎ ¾Ïíåâìàêñ¿ � Îáùåñòâî ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ¾Ïíåâìàêñ¿
ÐÃÑÓ � Ðîñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò
ÐÃÓ èì. Ñ. À. Åñåíèíà � Ðÿçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ñ. À. Åñåíèíà
ÐÈÈ ÀëòÃÒÓ � Ðóáöîâñêèé èíäóñòðèàëüíûé èíñòèòóò (ôèëèàë) Àëòàéñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè È. È. Ïîëçóíîâà
ÐÈÐÎ �Ðÿçàíñêèé èíñòèòóò ðàçâèòèÿ îáðàçîâàíèÿ
ÐÓÄÍ � Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ
ÑàìÃÒÓ � Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
ÑÀÔÓ � Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà
ÑÃÀÑÓ � Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé

óíèâåðñèòåò
ÑÊÔÓ � Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
ÑÎÃÓ � Ñåâåðî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ê. Ë. Õåòàãóðîâà
ÓëÃÒÓ � Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
ÓðÃÝÓ � Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýêîíîìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò � Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò ïðè Ïðàâèòåëüñòâå

Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
×ÃÓ � ×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
ÞÌÈ � Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Âëàäèêàâêàçñêîãî

íàó÷íîãî öåíòðà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê
ÞÍÖ ÐÀÍ � Þæíûé íàó÷íûé öåíòð Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê
ÞÎÃÓ � Þãî-Îñåòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè À. À. Òèáèëîâà
ÞÔÓ � Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
ßÃÏÓ � ßðîñëàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ê. Ä. Óøèíñêîãî
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