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ÓÄÊ 517.5+517.9

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÂÅÑÎÂÛÕ ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
À. Â. Àáàíèí (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ)

avabanin@sfedu.ru

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàê îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå äèíàìèêà ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ ñôîðìèðîâàëàñü ïîñëå ðàáîòû Ãîäôðóà è Øàïèðî [1], êîòîðûå
ïîäîøëè ê êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì Áèðêõîôôà (1929) è Ìàêëåéíà
(1952) î ãèïåðöèêëè÷íîñòè è õàîòè÷íîñòè îïåðàòîðîâ ñäâèãà è äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ðàçðàáîòà-
ëè íåêîòîðûå îáùèå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ ïîäîáíîãî òèïà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è îáçîð ðàçâèòèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ ïðàêòè÷åñêè äî íàøèõ äíåé ìîæíî íàéòè â íåäàâíèõ
ìîíîãðàôèÿõ [2, 3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïðåäñòàâëåí îáçîð íåäàâ-
íèõ ðåçóëüòàòîâ è íîâûõ ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ
îïåðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â âåñîâûõ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå D èëè êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Íàèáîëåå ïîëíî äëÿ íèõ èññëåäîâàíû âîïðîñû
ãèïåðöèêëè÷íîñòè, õàîòè÷íîñòè è ýðãîäè÷íîñòè â ñðåäíåì (ñì. [4�6]). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé âîïðîñ îá îïèñàíèè öèêëè÷å-
ñêèõ ýëåìåíòîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ óäàâàëîñü èññëåäîâàòü ëèøü ïðè äîñòà-
òî÷íî îáðåìåíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåñà. Èìåííî íà íåì è áóäåò
ñîñðåäîòî÷åíî íàøå äàëüíåéøåå èçëîæåíèå.

Íàïîìíèì, ÷òî öèêëè÷åñêèì ýëåìåíòîì îïåðàòîðà T : X → X â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, îðáèòà êî-
òîðîãî (T nx : n ≥ 0) ïîëíà â X. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîáëåìó îïèñàíèÿ
öèêëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ T óäàåòñÿ ñâåñòè ê ïðîáëåìå îïèñàíèÿ åãî èíâà-
ðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî åñòü òàêèõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ M
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â X, ÷òî T (M) ⊂ M . Â ñâÿçè ñ ýòèì íàïîìíèì èíòåðïðåòàöèþ îïðåäå-
ëåíèÿ Í. Ê. Íèêîëüñêîãî îäíîêëåòî÷íîñòè îïåðàòîðà ïðèìåíèòåëüíî ê
ðàññìàòðèâàåìûì íàìè îïåðàòîðàì èíòåãðèðîâàíèÿ I è äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ D. Îïåðàòîð I èëè D, íåïðåðûâíûé íà ïðîñòðàíñòâå X àíàëèòè-
÷åñêèõ â êðóãå èëè íà ïëîñêîñòè ôóíêöèé, ñîäåðæàùåì âñå ïîëèíîìû â
êà÷åñòâå ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà, íàçûâàåòñÿ îäíîêëåòî÷íûì, åñëè âñå
åãî íåòðèâèàëüíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà èñ÷åðïûâàþòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè âèäà znX (ñîîòâåòñòâåííî, Pn � ñåìåéñòâàìè ïîëèíîìîâ
ñòåïåíè íå âûøå n), n ∈ N. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ, íà-
ïðèìåð, îïåðàòîðà I ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(z) = f0+f1z+. . .
èç X ñ f0 6= 0 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ýëåìåíòîì I â X (îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå î÷åâèäíî). Îïèðàÿñü íà îòìå÷åííóþ âçàèìîñâÿçü ïðîáëåì îïèñà-
íèÿ öèêëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è îäíîêëåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ ìû áóäåì íèæå
ãîâîðèòü î âòîðîé èç íèõ.

Â ðàáîòå [7] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáùåãî õà-
ðàêòåðà íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðó-
ãå D ôóíêöèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò îäíîêëåòî÷íîñòü I â X. Ýòè óñëî-
âèÿ ïðèìåíèìû ê ïðîñòðàíñòâàì ôóíêöèé íå âûøå ÷åì ñòåïåííîãî ðî-
ñòà è èõ ïðîâåðêà äàæå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà Ap

vα
ñ

vα(z) = (1 − |z|)−α îêàçàëàñü íåïðîñòîé çàäà÷åé, êîòîðóþ àâòîðàì óäà-
ëîñü ðåøèòü ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà α è p. Â
ðàáîòå [8] áûëè ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîêëåòî÷íîñòè I íà
ïðîñòðàíñòâàõ Ôîêà öåëûõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ áûñòðî ðàñòóùèìè âå-
ñàìè. È â äàííîì ñëó÷àå ïðîâåðêó îáùèõ óñëîâèé àâòîðàì óäàëîñü îñó-
ùåñòâèòü òîëüêî äëÿ êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ Ôîêà Fp

vα
, vα(z) = e|z|

α

,
ïðè α ≥ 2 è âñåõ p > 0. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èçó÷àëèñü â ðàáîòå [9], â êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî,
÷òî D îäíîêëåòî÷åí íà ïðîñòðàíñòâàõ Ôîêà F2

vα
ïðè 0 < α < 1 è ÷òî

ïðîáëåìà èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîìó ñâîéñòâó ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ D íà F2

v1
(òî åñòü, ïðè α = 1).

Íîâûé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü çàâåðøåííûå ðåçóëüòà-
òû ïî äàííîìó íàïðàâëåíèþ ñðàçó äëÿ öåëûõ âåñîâûõ øêàë, îñíîâàí
íà ðàáîòàõ [10, 11], ïîñâÿùåííûõ íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè I è D
â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà A∞v èëè Ôîêà F∞v ãîëîìîðôíûõ â D èëè C
ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé îöåíêîé, çàäàâàåìîé ðàäèàëüíûì âåñîì v. Åãî
ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíî â ñòàòüå [12] è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-
þùåì. Ñíà÷àëà çàäà÷à èññëåäóåòñÿ â A∞v è F∞v . Ðåøàþùèì ìîìåíòîì,
ïîçâîëÿþùèì â ýòîì ñëó÷àå äàòü íà íåå ïîëíûé îòâåò, ÿâëÿåòñÿ òî îáñòî-
ÿòåëüñòâî, ÷òî äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç óùåðáà
äëÿ îáùíîñòè log-âûïóêëûå âåñà v (ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî òàêèå v, äëÿ
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êîòîðûõ ln v(ex) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ). Çàòåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
íàáëþäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð T íåïðåðûâåí íà
äâóõ ïðîñòðàíñòâàõ E è H. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà E è H ïî-
äîáíû îòíîñèòåëüíî T , åñëè íàéäóòñÿ òàêèå åãî ñòåïåíè T n è Tm, ÷òî
îïåðàòîðû T n : E → H è Tm : H → E êîððåêòíî îïðåäåëåíû è íåïðå-
ðûâíû. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè E è H ïîäîáíû îòíîñèòåëüíî T è óäîâëå-
òâîðÿþò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèÿì, òî T
ÿâëÿåòñÿ èëè íå ÿâëÿåòñÿ îäíîêëåòî÷íûì â E è H îäíîâðåìåííî. Ïðèìå-
íèâ ýòî ñîîáðàæåíèå è âîñïîëüçîâàâøèñü ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâ A∞v è F∞v
êàê ýòàëîíîì, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíóþ õàðàêòåðèçàöèþ èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ (öèêëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ) äëÿ îïåðàòîðîâ I è D â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà Ap

v è Ôîêà Fp
v ïðè âñåõ 0 < p < ∞. Ïîëó÷åííûå

íà ýòîì ïóòè ðåçóëüòàòû íå òîëüêî ñîäåðæàò âñå ïðåäøåñòâóþùèå, íî
è óñèëèâàþò èõ. Íàïðèìåð, â [7] îäíîêëåòî÷íîñòü îïåðàòîðà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ áûëà óñòàíîâëåíà ôàêòè÷åñêè òîëüêî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåðã-
ìàíà Ap

vα
ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà α è p. Ïî

ðÿäó ñóùåñòâåííûõ ïðè÷èí îáùèå ðåçóëüòàòû èç [7] íå óäàåòñÿ ïðèìå-
íèòü ê âåñàì äðóãîãî êîíêðåòíîãî âèäà. Â òî æå âðåìÿ, ìåòîä èç [12]
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ïðîñòûå äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíî-
êëåòî÷íîñòè I â ïðîñòðàíñòâàõ Ap

v, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ
ðîñòà âåñà v. Íàïðèìåð, äëÿ âñåõ âåñîâ v ñ óìåðåííûì ðîñòîì (òî åñòü,
ln v(z) = o(ln(1− |z|)−1) ïðè |z| ↑ 1) âñå ïðîñòðàíñòâà Ap

v îäíîêëåòî÷íû.
Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìû ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî óïîìÿíóòûé òîëü-
êî ÷òî ðåçóëüòàò èç [7] äëÿ êîíêðåòíîãî âåñà v(z) = (1− |z|)−α âåðåí áåç
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé äëÿ âñåõ α, p > 0. Ïðèìåðíî òàêîå æå ïîëîæåíèå
äåë èìååò ìåñòî è äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ôîêà.
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ÓÄÊ 517.9

Î ÔÐÅÉÌÀÕ Â ËÎÊÀËÜÍÎ ÂÛÏÓÊËÛÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Ò. È. Àáàíèíà (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ)
abaninati@mail.ru

Ôðåéìû â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî îáúåêòà
èññëåäîâàíèÿ áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòå [1] â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè çàäà÷à-
ìè òåîðèè íåãàðìîíè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå è âïîñëåäñòâèè íàøëè âàæíûå
ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè âåéâëåòîâ è ñïëàéíîâ. Ïîíÿòèå ôðåéìîâ â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëî ââåäåíî â 1991 ã. â ñòàòüå [2], è ñ ýòîãî ìîìåíòà
îíî ïðèâëåêëî âíèìàíèå çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà èññëåäîâàòåëåé (ñì. ìîíî-
ãðàôèþ [3] è ñïèñîê ëèòåðàòóðû â íåé). Íàïîìíèì ýòî ïîíÿòèå. Ïóñòü
(X, ‖ · ‖X) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, (A, ‖ · ‖A) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðîì ñõîäèìîñòü ïî íîðìå âëå÷åò
ïîêîîðäèíàòíóþ ñõîäèìîñòü â A. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fn)

∞
n=1 ôóíê-

öèîíàëîâ èç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâàX ′ íàçûâàåòñÿ A-ôðåéìîì, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(i) (fn(x))∞n=1 ∈ A äëÿ ëþáîãî x ∈ X;

(ii) ∃ c, C > 0 : c‖x‖X ≤ |(fn(x))∞n=1|A ≤ C‖x‖X äëÿ âñåõ x ∈ X;

(iii) Ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð SF : A → X,
÷òî x = SF

(
(fn(x))∞n=1

)
äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Íåäàâíî â ðàáîòàõ [4, 5] áûëî ïðåäëîæåíî ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîãî ïîíÿ-
òèÿ íà ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå. Îäíàêî íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà ïðîñòðàíñòâà, ðàâíî êàê è òðåáîâàíèÿ íà ôðåéì îêàçàëèñü
ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûìè. Âî-ïåðâûõ, îíè èñêëþ÷àëè èç ðàññìîòðå-
íèÿ âàæíûé êëàññ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå áåç íåïðåðûâíîé íîðìû (íàïðè-
ìåð, ïðîñòðàíñòâî C∞(G) âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
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íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå â Rn). Âî-âòîðûõ, àâòîðû ôàêòè÷åñêè òðåáîâàëè
îò ôðåéìà â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå, ÷òîáû îí áûë ôðåéìîì â êàæäîì èç
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ åãî îáðàçóþùèõ. Ïîäðîáíûé àíàëèç íåäîñòàòêîâ
îïðåäåëåíèÿ ôðåéìà è ñîïóòñòâóþùèõ åìó ïîíÿòèé èç [4, 5] áûë ïðîâå-
äåí àâòîðîì â [6]. Òàì æå áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ íîâàÿ êîíöåïöèÿ
ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ôðåéìîâ â ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñî ñëó÷àåì áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ íå òîëüêî ôîðìàëüíî, íî è ïî ñóòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X è A � ïîëíûå îòäåëèìûå ëîêàëüíî âû-
ïóêëûå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì A � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ìàæîðèðóåò òîïîëîãèþ ïîêîîðäè-
íàòíîé ñõîäèìîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fn)

∞
n=1 ëèíåéíûõ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X íàçûâàåòñÿ A-ïðåäôðåéìîì äëÿ X, åñëè
îïåðàòîð RF : x ∈ X 7→ (fn(x))∞n=1 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîð-
ôèçìîì èç X â A. Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî RF èìååò ëè-
íåéíûé íåïðåðûâíûé ëåâûé îáðàòíûé, òî F íàçûâàåòñÿ A-ôðåéìîì
äëÿ X.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò êðèòåðèé òîãî, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ îáðàçóåò A-(ïðåä)ôðåéì. Ýòîò êðèòåðèé ïî-
êàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îïðåäåëåíèå 1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì
íà ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíèÿ èç [2]. Â íåé è äàëåå
÷åðåç X ′ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ íà X.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå
ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé íàïðàâëåííûì íàáîðîì ïðåä-
íîðì P , à A � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ íà-
ïðàâëåííûì íàáîðîì ïðåäíîðì (| · |q : q ∈ Q) è ìàæîðèðóåò òîïî-
ëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü F = (fn)

∞
n=1 ∈ (X ′)N áûëà A-ïðåäôðåéìîì äëÿ X, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(F1) (fn(x))∞n=1 ∈ A äëÿ ëþáîãî x ∈ X;

(F2) ∀ q ∈ Q ∃ p ∈ P,C > 0 : |(fn(x))∞n=1|q ≤ Cp(x) äëÿ âñåõ x ∈ X;

(F3) ∀ p ∈ P ∃ q ∈ Q,C > 0 : p(x) ≤ C|(fn(x))∞n=1|q äëÿ âñåõ x ∈ X.

Óñëîâèÿ (F1)�((F3) âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì:

(F4) Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð âîññòàíîâëåíèÿ
SF : A→ X, ò.å. x = SF

(
(fn(x))∞n=1

)
äëÿ ëþáîãî x ∈ X,
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ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû F áûëà A-
ôðåéìîì äëÿ X.

Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ñâîéñòâà A-ôðåéìîâ,
ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèâ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fn)

∞
n=1 ôóíê-

öèîíàëîâ íàçûâàåòñÿ òîòàëüíîé íà X, åñëè èç òîãî, ÷òî fn(x) = 0 äëÿ
âñåõ n ñëåäóåò, ÷òî x = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóê-
ëîå ïðîñòðàíñòâî, A � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàí-
ñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ìàæîðèðó-
åò òîïîëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
F = (fn)

∞
n=1 ∈ (X ′)N ÿâëÿåòñÿ A-ïðåäôðåéìîì äëÿ X, òî îíà òîòàëüíà

íà X è ïîäïðîñòðàíñòâî RF (X) çàìêíóòî â A.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü X � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóê-
ëîå ïðîñòðàíñòâî, A � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñò-
ðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ìàæî-
ðèðóåò òîïîëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
F = (fn)

∞
n=1 ∈ (X ′)N ÿâëÿåòñÿ A-ïðåäôðåéìîì äëÿ X. Äëÿ òîãî ÷òî-

áû ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâûâàëà A-ôðåéì äëÿ X, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû RF (X) áûëî òîïîëîãè÷åñêè äîïîëíèìûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì A.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå èëè ñèëüíûõ ñîïðÿæåííûõ ê ðåôëåêñèâíûì
ïðîñòðàíñòâàì Ôðåøå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ áîëåå ïðîñòóþ èíòåðïðåòà-
öèþ ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå èëè ñèëüíîå ñî-
ïðÿæåííîå ê ðåôëåêñèâíîìó ïðîñòðàíñòâó Ôðåøå è A � àíàëîãè÷íîå X
ïî òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ìàæîðèðóåò òîïîëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé
ñõîäèìîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fn)

∞
n=1 ∈ (X ′)N

áûëà A-ôðåéìîì Ôðåøå äëÿ X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F
áûëà òîòàëüíà íà X è îïåðàòîð RF îòîáðàæàë X íà çàìêíóòîå àë-
ãåáðàè÷åñêè äîïîëíèìîå ïîäïðîñòðàíñòâî â A.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèå A-ôðåéìà è êðèòå-
ðèè òîãî, ÷òî çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ îáðàçóåò A-
ôðåéì, íåäàâíî ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ê ðÿäó çàäà÷ â ñòà-
òüå [7].
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Î ÔÓÍÊÖÈÈ ÏÑÅÂÄÎÐÀÑÑÒÎßÍÈß
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Â. Â. Àáðàìîâà, Ñ. È. Äóäîâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
veronika0322@rambler.ru, dudovsi@info.sgu.ru

1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âèäà

ϕ(x) ≡ min
y∈Ω

f(y − x), (1)

ãäå Ω � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç êîíå÷íîìåðíîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà Rp, f(x) � âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ íà Rp ôóíêöèÿ, èìå-
þùàÿ åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà x∗ = 0p ∈ Rp. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì íîðìû, ôóíêöèÿ ϕ(x) âû-
ðàæàåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà Ω è óæå ýòèì èíòåðåñíà äëÿ
ïðèëîæåíèé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ∂f(x) � ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x; K(x,Ω) � êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíîæå-
ñòâà Ω â òî÷êå x; K+ � êîíóñ, ÿâëÿþùèéñÿ ñîïðÿæåííûì ê êîíóñó K;
Q(x) = {z ∈ Ω : f(z − x) = ϕ(x)}.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êîíå÷íîé íà Rp, à
ôîðìóëó åå ñóáäèôôåðåíöèàëà â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rp ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

∂ϕ(x) = −{∂f(z − x) ∩K+(z,Ω)}, (2)

ãäå z � ëþáàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà Q(x).

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (2) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîé
â [1]. Îòìåòèì òàê æå äðóãóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèà-
ëà ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ â [2, ãë. 2].

2. Äëÿ ïðèëîæåíèé òàê æå èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî Ω ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîãðàííûì, íî íåâûïóêëûì ìíîæåñòâîì, çàäàííûì â âèäå

Ω = {y ∈ Rp : max
i∈[1:m]

{〈Ai, y〉+ bi} ≥ 0}, (3)

ãäå Ai ∈ Rp, bi ∈ R.
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Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî M = {y ∈ Rp : 〈Ai, y〉+ bi ≤ 0, i = 1,m} 6= ∅.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ωi = {y ∈ Rp : 〈Ai, y〉+ bi ≥ 0}, ϕi(x) = min
y∈Ωi

f(y − x),

Qi(x) = {z ∈ Ωi : ϕi(x) = f(z−x)}, I(x) = {i ∈ [1 : m] : ϕ(x) = ϕi(x)},

K(A) = {v = αA : α ≥ 0}, ϕ′(x, g) = lim
α↓0

α−1(ϕ(x+ αg)− ϕ(x)).

Òåîðåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâî Ω çàäàíî â ôîðìå (3), òî ôóíê-
öèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ g ∈ Rp

â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rp, ïðè÷åì

ϕ′(x, g) =

0, åñëè x /∈M,

min
i∈I(x)

max
v∈∂ϕi(x)

〈v, g〉, åñëè x ∈M, (4)

ãäå ∂ϕi(x) = −{∂f(z − x) ∩K(Ai)}, z � ëþáàÿ òî÷êà èç Qi(x).

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî {∂ϕi(x) : i ∈ I(x)}, êàê ñëåäóåò èç ôîð-
ìóëû (4), ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ýêçîñòåðîì ôóíêöèè ϕ(x) â òî÷êå x ∈ M
(ñì. [3]).
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Î ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÌÍÎÃÎÒÎ×Å×ÍÛÕ
ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈßÕ ÍÜÞÒÎÍÀ�ÏÀÄÅ

Äæ. Àêàë (Ñòàìáóë, Òóðöèÿ),
À. Ë. Ëóêàøîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)

alexey.lukashov@gmail.com

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � ïðåäëîæèòü ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ
äâóìåðíûõ ìíîãîòî÷å÷íûõ àïïðîêñèìàöèé Íüþòîíà �Ïàäå, ïîçâîëÿþ-
ùèé èñïîëüçîâàòü åãî â ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòîò ïîäõîä (õîòÿ è áåç ÿâíîãî óêàçàíèÿ åãî
âîçìîæíîñòåé äëÿ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé) áûë ïðåäëîæåí â [1]. Îä-
íîé èç îñíîâ ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ íåñëîæíî äîêàçûâàåìàÿ
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ëåììà, ïîçâîëÿþùàÿ ïåðåñ÷èòûâàòü â ÿâíîì âèäå ïî íóëÿì ìíîãî÷ëåíà
êîýôôèöèåíòû åãî ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó Íüþòîíà (îáû÷íî ýòî äåëàåòñÿ
ðåêóððåíòíî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ÷òî òðóäíî ðåàëèçóåìî â
ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ èç-çà íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü ñëó÷àè ñîâïà-
äàþùèõ óçëîâ).

Ëåììà 1. Ïóñòü {βk} � êîìïëåêñíûå ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî ðàç-
ëè÷íûå). Åñëè

Bk (z) =
k−1∏
j=0

(z − βj) , k = 1, 2, 3, · · · ; B0 (z) = 1

è
Pn (z) = (z − β′1) (z − β′2) . . . (z − β′n) ,

òî

Pn (z) =
n∑
k=0

ck,nBk (z) ,

ãäå

ck,n =
k+1∑
i1=1

k+1∑
i2=i1

· · ·
k+1∑

in−k=in−k−1

n−k∏
j=1

(
βij − β′ij+j−1

)
,

k = 1, 2, . . . , n− 1, cn,n = 1.

Äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Bkl (x, y) =
k−1∏
r=0

(x− xr)
l−1∏
s=0

(y − ys) .

Òîãäà ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 1.

Bkl (x, y)Bij (x, y) =
k+i∑

r=max(k,i)

l+j∑
s=max(l,j)

Ω
(1,r)
k,i Ω

(2,s)
l,j Brs (x, y) , (1)

ãäå

Ω
(1,r)
k,i =

r∑
j1=max(k,i)

r∑
j2=j1

· · ·
r∑

jk+i−r=jk+i−r−1

k+i−r∏
m=1

(
xjm − xjm+m−max(k,i)−1

)
,

r < k + i,
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Ω
(1,r)
k,i = 1, r = k + i

è

Ω
(2,s)
l,j =

s∑
j1=max(l,j)

s∑
j2=j1

· · ·
s∑

jl+j−s=jl+j−s−1

l+j−s∏
m=1

(
yjm − yjm+m−max(l,j)−1

)
,

s < l + j,

Ω
(2,s)
l,j = 1, s = l + j.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèþ èç ðàáîòû [2]. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî çàäàí ôîðìàëüíûé äâîéíîé ðÿä Íüþòîíà

f (x, y) =
∑

(i,j)∈N2

cijBij (x, y)

è òðè ìíîæåñòâà N,D,E ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà [N/D]E àïïðîê-
ñèìàöèÿ Íüþòîíà �Ïàäå ðÿäà f (x, y) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðà ìíîãî÷ëå-
íîâ

p (x, y) =
∑

(i,j)∈N

aijBij (x, y) , (2)

q (x, y) =
∑

(i,j)∈D

bijBij (x, y) , (3)

äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû Íüþòîíà ó ðàçíîñòè
(f · q − p) ðàâíû íóëþ:

(f · q − p)i,j = 0 äëÿ (i, j) èç E. (4)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � ïðåäñòàâëåíèå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ (â ñëó-
÷àå, åñëè îíî ñóùåñòâóåò):

q (x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Bi0j0 (x, y) · · · Bimjm (x, y)

βk1,i0;l1,j0 · · · βk1,im;l1,jm
...

...
...

βkm,i0;lm,j0 · · · βkm,im;lm,jm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

p (x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
(i,j)∈N

βi,i0;j,j0Bij (x, y) · · ·
∑

(i,j)∈N
βi,im;j,jmBij (x, y)

βk1,i0;l1,j0 · · · βk1,im;l1,jm
...

...
...

βkm,i0;lm,j0 · · · βkm,im;lm,jm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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ãäå βi,k;j,l =
i∑

r=i−k

j∑
s=j−l

crsΩ
(1,i)
k,r Ω

(2,j)
l,s .

Ïðèìåð 1. Ïóñòü

f(x, y) =
∑
i,j

ci,jBi,j(x, y),

ãäå xi = i
√
π äëÿ i = 0, 1, ... è yj = (j − 1)

√
π äëÿ j = 0, 1, ...

Äàëåå ïîëîæèì
D = {(0, 0) , (1, 0) , (0, 1)},
N = {(0, 0) , (1, 0) , (0, 1) , (1, 1)},
E = {(2, 1) , (1, 2) , (0, 0) , (1, 0) , (0, 1) , (1, 1)}.
Òîãäà

q (x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 x y +

√
π

c21 c11 + 2c21

√
π c20 + c21

√
π

c12 c02 + c12

√
π c11 + 2c12

√
π

∣∣∣∣∣∣∣
è

p (x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c10x+ c01(y +

√
π)+

+c00 + c11x (y +
√
π)

(c00 + c10
√
π)x+ (c01+

+c11
√
π)x (y +

√
π))

(c00 + c01
√
π) (y +

√
π) +

+(c10 + c11
√
π)x (y +

√
π)

c21 c11 + 2c21
√
π c20 + c21

√
π

c12 c02 + c12
√
π c11 + 2c12

√
π

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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ÎÁ ÓÑËÎÂÈßÕ ÂËÎÆÅÍÈß ÊËÀÑÑÎÂ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ËÎÐÅÍÖÀ�ÊÀÐÀÌÀÒÛ1

Ã. Àêèøåâ (Êàðàãàíäà, Êàçàõñòàí)
akishev@ksu.kz

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî SV [1,∞) ñëàáî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé íà
[1,+∞) (ñì. [1]). Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ , èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ïîâûøåíèÿ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè
Óðàëüñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, ïîñòàíîâëåíèÿ � 211 Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðà-
öèè, êîíòðàêò � 02.A03.21.0006.

15



íà [1,∞) ôóíêöèé b(t), äëÿ êîòîðûõ b(t) = (1+log t)α èëè (log 2t)εb(t) ↑
è (log 2t)−εb(t) ↓ íà [1,∞) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0, îáîçíà÷èì SV L[1,∞].
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ , ÷òî SV L[1,∞) ⊂ SV [1,∞).

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà �Êàðàìàòû.
Ïóñòü x = (x1, . . . , xm), [0, 2π]m = Tm, m ∈ N � ìíîæåñòâî íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë.
Ïóñòü p ∈ (1,+∞), τ ∈ [1,+∞) è b ∈ SV [1,∞). Ïðîñòðàíñòâîì Ëî-

ðåíöà �Êàðàìàòû Lp,τ,b(Tm) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ íà Tm =
[0, 2π]m , èìåþùèõ ïåðèîä 2π ïî êàæäîé ïåðåìåííîé xj, j = 1, . . . ,m
ôóíêöèé f(x), äëÿ êîòîðûõ

‖f‖p,τ,b =

(� 1

0

f ∗
τ

(t)(t
1
pb(1/t))τ

dt

t

) 1
τ

< +∞,

ãäå f ∗(t) -íåâîçðàñòàþùàÿ íà (0, 1] ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè |f(2πx)|, x ∈
Im = [0, 1]m, (ñì. [1], [2]).

Â ÷àñòíîñòè , åñëè b(t) = 1, òî Lp,τ,b(Tm) -ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà
Lp,τ(Tm). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè τ = p, òî Lp,τ(Tm) = Lp(Tm) � ïðîñòðàíñòâî
Ëåáåãà.

En(f)p,τ,b = infT∈F�n
‖f − T‖p,τ,b�íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè

f ∈ Lp,τ,b(Tm) ìíîæåñòâîì F�n, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà
íå âûøå n− 1 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé .

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
Lq,τ1(Tm) ⊂ Lp,τ2(Tm) â ñëó÷àå 1 < p < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞ è
Lp,τ1(Tm) ⊂ Lp,τ2(Tm) , åñëè 1 < τ1 < τ2 <∞.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè
f ∈ Lp(T1) â ïðîñòðàíñòâî Lq(T1) ïðè 1 ≤ p < q < ∞ â òåðìèíàõ íàè-
ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ è ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè óñòàíîâèë Ï. Ë. Óëüÿ-
íîâ [3]. Â äàëüíåéøåì ýòó òåìàòèêó ïðîäîëæèëè Â. À. Àíäðèåíêî [4],
Ý. À. Ñòîðîæåíêî [5], Â. È. Êîëÿäà [6], Í. Òåìèðãàëèåâ [7, 8], Ì.Ê. Ïîòà-
ïîâ, Ì. Ô. Òèìàí, Ï. Îñâàëüä, Ë. Ëåéíäëåð, Ñ. Â. Ëàïèí, Á. Â. Ñèìîíîâ
è äð. (cì. áèáëèîãðàôèþ â [9]) .

Í. Òåìèðãàëèåâûì [8] äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé óñòàíîâëåíî äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè f ∈ Lp[0, 1] â ïðîñòðàíñòâî
Ëîðåíöà Lp,τ [0, 1] â òåðìèíàõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ïðè 1 ≤ τ < p <∞
è äîêàçàíà íåóëó÷øàåìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ. Â òåðìèíàõ íàèëó÷øåãî ïðè-
áëèæåíèÿ ôóíêöèè ýòà çàäà÷à èññëåäîâàíà Ë. À. Øåðñòíåâîé [10]. Ýòè
âîïðîñû äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ â ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà èñ-
ñëåäîâàíû â [11, 12].

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî ýòîé òåìå â
ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà - Êàðàìàòû. Äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èçâåñòíà
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Òåîðåìà ([2, òåîðåìà 3.2]). Ïóñòü 0 < p < ∞, 0 < τ1, τ2 < ∞ è
b1, b2 ∈ SV [1,∞). Åñëè 0 < τ1 ≤ τ2 < +∞, è

sup
0<t<1

b2(
1
t )

b1(
1
t )
< +∞, (1)

òî Lp,τ1,b1(Tm) ⊂ Lp,τ2,b2(Tm).

Ðàññìîòðèì m-êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

Tn(x) = Tn1,...,nm(x) =

n1∑
k1=−n1

. . .

nm∑
km=−nm

ake
i〈k,x〉,

ãäå 〈k̄, x̄〉 =
∑m

j=1 kjxj, nj ∈ N, j = 1, . . . ,m. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1.Ïóñòü 1 < p <∞, 1 ≤ τ1 < τ2 < +∞, b1, b2 ∈ SV [1,+∞)
è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1). Òîãäà äëÿ ïîëèíîìà Tn âåðíî íåðàâåíñòâî

‖Tn‖p,τ1,b1 ≤ C
[� 1

2−m
m∏
j=1

n−1
j

(
b1(1/t)

b2(1/t)

) τ1τ2
τ2−τ1 dt

t

] τ2−τ1
τ1τ2 ‖Tn‖p,τ2,b2.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü 1 < p < ∞, 1 ≤ τ1 < τ2 < +∞, ôóíêöèè b1, b2

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 è b1
b2
-ëîãàðèôì ñî ñòåïåíüþ èëè

b1
b2
∈ SV L[1,∞). Òîãäà äëÿ ïîëèíîìà Tn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥∥∥Tn∥∥∥
p,τ1,b1

≤ C

b1(
m∏
j=1

nj)

b2(
m∏
j=1

nj)

(
log

m∏
j=1

(nj + 1)

) 1
τ1
− 1
τ2 ∥∥∥Tn∥∥∥

p,τ2,b2
.

Â ñëó÷àå n1 = . . . = nm ýòà îöåíêà òî÷íà ïî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p < ∞, 1 ≤ τ1 < τ2 < ∞, ôóíêöèè b1, b2

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ. Åñëè f ∈ Lp,τ2,b2(Tm) è

∞∑
n=1

(
b1(n

m)

b2(nm)

)τ1 1

n (log (n+ 1))
τ1
τ2

Eτ1
n (f)p,τ2,b2 < +∞, (2)

òî f ∈ Lp,τ1,b1(Tm) è

En(f)p,τ1,b1 ≤ C
{b1(n

m)

b2(nm)

(
log (n+ 1)

) 1
τ1
− 1
τ2
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+

[ ∞∑
k=n+1

(
b1(k

m)

b2(km)

)τ1 1

k
(

log (k + 1)
) τ1
τ2

Eτ1
k (f)p,τ2,b2

] 1
τ1}

.

Äîêàçàíà íåóëó÷øàåìîñòü óñëîâèÿ (2) íà êëàññå

Eλ
p,τ,b = {f ∈ Lp,τ,b(Tm) : En(f)p,τ,b ≤ λn, n = 1, 2, ...},

ãäå λ = {λn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë λn ↓ 0, ïðè n→ +∞.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå b1(t) = b2(t) = 1, t ∈ [1,∞), òåîðåìà 2 äîêàçàíà

â [13] è ñëåäñòâèå ñîâïàäàåò ñ ëåììîé 10 â [10] (ïðè µ = 0).
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ÓÄÊ 517.521.2

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÓÌÌ ÔÓÐÜÅ
ÄËß ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ËÎÌÀÍÛÕ

Ã. Ã. Àêíèåâ (Ìàõà÷êàëà, Ðîññèÿ)
hasan.akniyev@gmail.com

Ïóñòü m ≥ 2 � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
{xi}mi=0 ñèñòåìó óçëîâ íà [0, π], òàêèõ ÷òî 0 = x0 < x1 < . . . < xm−1 <
xm = π, è îáîçíà÷èì ∆i = [xi, xi+1]. Òàêæå âûáåðåì m âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë y0, y1, . . . , ym−1, ym = y0. ×åðåç l(x) îáîçíà÷èì íåïðåðûâ-
íóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íà êàæäîì îòðåçêå ∆i ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
l(x) = li(x) = αi cosx + βi, ïðè÷åì l(xi) = yi, (0 ≤ i ≤ m). Ìû
áóäåì íàçûâàòü òàêèå ôóíêöèè l(x) òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ëîìàíûìè.
Ïóñòü fr(x) = ϕr(cosx), ãäå ϕr(t) � íåêîòîðàÿ r-ðàç äèôôåðåíöèðóå-
ìóþ ôóíêöèþ íà [−1, 1]. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé l(x), êîãäà xi = πi

m
è yi = fr(xi) (0 ≤ i ≤ m), äðóãèìè ñëîâàìè, êîãäà òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêàÿ ëîìàíàÿ l(x) ¾âïèñàíà¿ â ôóíêöèþ fr(x). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
òàêóþ ôóíêöèþ lfr(x). Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà âåëè÷èí
|Rn(l, x)| = |l(x)− Sn(l, x)| êîãäà n → ∞ è |fr(x)− Sn(lfr , x)|, êîãäà
n,m → ∞, ãäå Sn(f, x) � ýòî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïîðÿäêà
n ôóíêöèè f . Íàìè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Åñëè l(x) � òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ëîìàíàÿ è Sn(l, x) �
÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå äàííîé ëîìàíîé, òîãäà ìû ìîæåì îöå-
íèòü |l(x)− Sn(l, x)| ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|l(x)− Sn(l, x)| ≤ c(l)

n
, x ∈ [0, π],

|l(x)− Sn(l, x)| ≤ c(l, ε)

n2
, |x− xi| ≥ ε.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ëîìàíîé lfr(x), ñîâïàäàþùåé
ñ ôóíêöèåé fr(x) â òî÷êàõ xi = πi

m ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|l(x)− Sn(l, x)| ≤ 1

πn

1�

−1

∣∣∣ϕ′′(t)∣∣∣ dt, m ≥ 2, x ∈ [0, π].

Òåîðåìà 3. Åñëè lfr(x) � ýòî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ëîìàíàÿ, âïè-
ñàííàÿ â ôóíêöèþ fr(x) è Sn(lfr , x) � åå ñóììà Ôóðüå ïîðÿäêà n, òîãäà
ïðè r ≥ 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f(x)− Sn(lfr , x)| ≤ c(ϕ) lnn

(
1

m2
+

1

nr+1

)
, n,m→∞,
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â ÷àñòíîñòè

|f(x)− Sn(lfr , x)| ≤ c(ϕ) lnn

nr+1
, m = n

r+1
2 , n→∞.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

ÏÎ ÇÀÄÀÍÍÛÌ Ñ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÜÞ
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Ïóñòü G îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ãðàíèöåé Γ �
çàìêíóòîé ñïðÿìëÿåìîé æîðäàíîâîé êðèâîé; γ1 � ïðîèçâîëüíîå èçìåðè-
ìîå ïîäìíîæåñòâî Γ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, è γ0 � äîïîëíåíèå γ1 äî Γ,
ò.å., γ0 := Γ \ γ1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(G) = H∞(G) ïðîñòðàíñòâî Õàð-
äè àíàëèòè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé â G. Ðàññìîòðèì êëàññ Q
ôóíêöèé f èç H(G) òàêèõ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖f‖L∞(γ0) ≤ 1.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ãðèíà îáëàñòè G ïî âíåøíåé íîðìàëè ê êðè-
âîé Γ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû îòíîñèòåëüíî G è
òî÷êè z, êîòîðóþ îáîçíà÷èì P (z, ζ). Ñîîòâåòñòâåííî, ãàðìîíè÷åñêàÿ ìå-
ðà w(z, γ,G) èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà γ ãðàíèöû Γ îòíîñèòåëüíî îáëà-
ñòè G è òî÷êè z âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé w(z, γ,G) =

�
γ

P (z, ζ) |dζ|.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïóñòü äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f èç êëàññà Q íà γ1 çàäàíà ôóíêöèÿ
q ∈ L∞(γ1) òàêàÿ, ÷òî ‖f−q‖L∞(γ1) ≤ δ.Ìû õîòèì âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé f ′(z0), z0 ∈ G, ïî q íàèëó÷øèì (îïòèìàëüíûì) ìåòîäîì.
Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà R ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ, èç êîòîðûõ âûáèðà-
åòñÿ îïòèìàëüíûé, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâî O âñåõ ôóíêöèîíàëîâ
íà L∞(γ1), èëè B îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ, èëè L ëèíåéíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ. Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Äëÿ ÷èñëà δ ≥ 0 è
ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ T ∈ R, âåëè÷èíà

U(T, δ) := sup
{
|f ′(z0)− Tq| : f ∈ Q, q ∈ L∞(γ1), ‖f − q‖L∞(γ1) ≤ δ

}
1Ïðîãðàììû ïîâûøåíèÿ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè ÓðÔÓ (ïîñòàíîâëåíèå �211 Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ

îò 16.03.2013, êîíòðàêò �02.A03.21.0006 îò 27.08.2013).
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åñòü ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå z0 íà
êëàññå Q ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè íà γ1, çàäàííûì ñ ïîãðåø-
íîñòüþ δ îòíîñèòåëüíî íîðìû L∞(γ1). Òîãäà

ER(δ) := inf {U(T, δ) : T ∈ R} (1)

åñòü âåëè÷èíà îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå z0 ñ
ïîìîùüþ ìåòîäîâ R íà êëàññå Q ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì íà γ1, çàäàí-
íûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.

Ïóñòü w � ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè G, çíà÷åíèå êîòîðîé
â òî÷êå z îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì w(z) := w(z, γ1, G). Ââåäåì îáîçíà-
÷åíèÿ α = ω(z0) è β = 1 − ω(z0); êðîìå òîãî, κ = κ(z0), ν = ν(z0) è
t = t(z0) äëÿ äëèíû, íàïðàâëåíèÿ è àðãóìåíòà ãðàäèåíòà w; ò.å.

κ =
∣∣∇w(z0)

∣∣ , ν = ∇w(z0)/
∣∣∇w(z0)

∣∣, ν = (cos t, sin t).

Ïóñòü g ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îäíîëèñòíî îòîáðàæàþùåé îáëàñòü G íà
åäèíè÷íûé êðóã è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì g(z0) = 0, g′(z0) > 0. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì η(z0) =
2g′(z0)/κ(z0), ïðè κ(z0) 6= 0, è ðàâíóþ +∞ èíà÷å.

Äëÿ δ ≥ 0 îïðåäåëèì fδ ôóíêöèþ Ñåã¼ (ôóíêöèþ ìàêñèìàëüíîãî
ìîäóëÿ) ðàâåíñòâîì

fδ(z) := exp (uδ(z) + ivδ(z)) , z ∈ G,

â êîòîðîì ôóíêöèÿ uδ(z) = ln δ w(z), à vδ(z) = ln δ v(z), ãäå v ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîé w. Äëÿ δ ≥ 0 è z0 ∈ G, óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèþ | ln δ| < η(z0), îïðåäåëèì â îáëàñòè G ôóíêöèþ

Fδ(z) :=
g(z)− g0

1− g(z) g0
fδ(z), g0 := −eitκ(z0) ln δ

2g′(z0)
= −eit ln δ

η(z0)
.

Ïðè δ ≥ 0 è z0 ∈ G, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó | ln δ| ≥ η(z0), îïðå-
äåëèì íà ïðîñòðàíñòâå L∞(γ1) ôóíêöèîíàë

(T 1
δ f)(z) := e−it

�
γ1

Jz0
(ζ)

fδ(z0)

fδ(ζ)
f(ζ) |dζ|,

ãäå

Jz0
(ζ) =

∂P

∂ν
(z0, ζ) + ln δ κ(z0)P (z0, ζ).

Îòäåëüíî âûäåëèì ñëó÷àé δ = 1, êîãäà ln δ = 0 è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
F1 = g. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë T 1

1 ðàâåíñòâîì

T 1
1 f :=

�
γ1

P (z0, ζ)
g′(z0)

g(ζ)
f(ζ) |dζ|.
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âåëè÷èí îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (1) ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(I) Â ñëó÷àå | ln δ| ≥ η(z0) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

EO(δ) = EB(δ) = EL(δ) = κ(z0) δ
α | ln δ|.

Ýêñòðåìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà cfδ, |c| = 1, è îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ â çàäà÷å (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë T 1

δ .
(II) Â ñëó÷àå | ln δ| < η(z0) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

EO(δ) = EB(δ) = EL(δ) = κ(z0) δ
α 1

2

(
η(z0) +

ln2 δ

η(z0)

)
.

Ýêñòðåìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà cFδ, |c| = 1.
(III) Ïðè δ = 1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

EO(1) = EB(1) = EL(1) = g′(z0).

Ýêñòðåìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà cg, |c| = 1, è îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ â çàäà÷å (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë T 1

1 .

Çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [1]. Áëèçêèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè
Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå è êîëüöå, ðàññìàòðè-
âàëèñü â ðàáîòàõ [2], [3].
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Àëüòåðíàòèâíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà (ÀÊ× ) R = u+vi, èìåþùèå ìî-

äóëü [R] = u + v, è àðãóìåíò ψ = Arg tg

√
v

u
, âûðàæåíû ÷åðåç ãèïåðáî-

ëè÷åñêèå ôóíêöèè. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ÀÊ× ñ ïàðàìåòðàìè
ãèïåðáîëû, ýëëèïñà è îêðóæíîñòè.

Àëüòåðíàòèâíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ìîäóëü, àðãóìåíò, ñâîéñòâà,
ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, ãèïåðáîëà, ýëëèïñ, îêðóæíîñòü, ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.

Â ðàáîòå [1] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå àëüòåðíàòèâíûõ êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë (ÀÊ× ). Àëüòåðíàòèâíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî R = u+vi èçîáðàæàåòñÿ
â ïëîñêîñòè îòðåçêîì ïðÿìîé OM ñ ïðîåêöèÿìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå îñè

x è yi, ëèáî âåêòîðîì ~R =
−−→
OM ïîä óãëîì ψ ê îñè x (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1

Îòðåçîê |OC| = u ñâÿçàí ñ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ x

u = x cosψ.

Îòðåçîê |CM | = v ñâÿçàí ñ ìíèìîé îñüþ yi

v = y sinψ.

Òàêèì îáðàçîì, â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

R = x cosψ + yi sinψ, [R] = x cosψ + y sinψ.

Óãîë ψ íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ÀÊ× è îáîçíà÷àåòñÿ

ψ = Arg [R].
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Óãîë ψ ñâÿçàí ñ ÷èñëàìè u è v ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y sinψ

x cosψ
=
v

u
.

Òàê êàê
y

x
= tgψ, òî ïîëó÷àåì tgψ =

√
v

u
, ψ = arctg

√
v

u
,

cosψ =

√
u

[R]
=

√
u

u+ v
, ψ = arc cos

√
u

u+ v
,

sinψ =

√
v

[R]
=

√
v

u+ v
, ψ = arc sin

√
v

u+ v
.

Êðîìå òîãî, äëÿ àëüòåðíàòèâíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (u+vi) èìååòñÿ
ñâÿçü ìåæäó ÷èñëàìè u è v è àðãóìåíòîì ψ. Ïîñêîëüêó R = u+v, tgψ =√
u

v
, òî îòñþäà ñëåäóåò v = utg2ψ R = u(1 + tg2ψ) ⇒ u =

R

1 + tg2ψ
⇒

u = R · cos2 ψ. Àíàëîãè÷íî, v = R · sin2 ψ.
Äëèíà îòðåçêà OM íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ÀÊ× [R], ðàâíûì ñóììå

äëèí u è v

[R] = |u+ v|.

Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ìîäóëÿ | |, îòíîñÿùåãîñÿ ê çíàêó ìèíóñ ¾−¿,
ìîäóëü [ ] îòíîñèòñÿ ëèøü ê ìíèìîìó ÷èñëó i.

Àëüòåðíàòèâíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìîæíî ïîêàçûâàòü íå òîëüêî íà
îêðóæíîñòè â êîîðäèíàòàõ x− yi, íî è íà ãèïåðáîëå. Ðàññìîòðèì ÷àñòü
ãèïåðáîëû íà ðèñ. 2 ñ ïîëóîñüþ OP è ïðîâåäåì âåêòîð ~R îò òî÷êè O äî
òî÷êè M .

Ðèñ. 2
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Ïàðàìåòð ψ â ðàäèàííûõ åäèíèöàõ ñîîòâåòñòâóåò äëèíå äóãè PM .
Îïóñêàÿ ïåðïåíäèêóëÿð DC íà ñòîðîíó OM , ïîëó÷èì äâà òðåóãîëüíèêà
4OCD è4MDC. Ïóñòü OM åñòü äëèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà R = u+vi,
ò. å. [R] = u + v. Èç 4OCD èìååì |OC| = |OD| · chψ, à èç 4MDC
|MC| = |DM | · shψ.

Òàê êàê |OM | = [R] = u + v, |OC| = u, |CM | = v, |OD| = x,
|DM | = y, òî u = x · chψ, v = y · shψ.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ãèïåðáîëè÷åñêîé ôîðìå àëüòåðíàòèâíîå êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

R = x chψ + iy shψ.

Ïî ìîäóëþ [R] = x chψ + y shψ.
Äëÿ èçîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà ãèïåðáîëå ñîâìåñòèì îêðóæ-

íîñòü ðàäèóñîì RO = |OM1| è ðàâíîñòîðîííþþ ãèïåðáîëó (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû àëüòåðíàòèâíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà R1 =
= u1 + v1i ÷åðåç îêðóæíîñòü îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå:

[RO] = u1 + v1, ψ = arctg

√
v1

u1
, u1 = RO cos2 ψ, v1 = RO sin2 ψ,

òî àíàëîãè÷íî ïàðàìåòðû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà R2 = u2 + v2i ÷åðåç ðàâ-
íîñòîðîííþþ ãèïåðáîëó ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ â âèäå:

[R] = u2 + v2, ψ = arth

√
v2

u2
, u2 = RO ch 2ψ, v2 = RO sh 2ψ.
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Ýòî ñëåäóåò èç 4OM1D1, ãäå [RO] = |OM1|, u1 = |OC1|, v1 = |C1M1|,
|OD1| = x1, |DM1| = y1 è èç 4OM2D2, ãäå [R] = |OM2|, u2 = |OC2|,
v2 = |C2M2|, |OD2| = x2, |DM2| = y2.

Ñëåäîâàòåëüíî, u1 = x1 chψ, v1 = y1 shψ,
v1

u1
=

y1 shψ

x1 chψ
=
y1

x1
thψ è

u2 = x2 chψ, v2 = y2 shψ,
v2

u2
=
y2 shψ

x2 chψ
=
y2

x2
thψ.

Ïîñêîëüêó
y1

x1
= thψ, òî

v1

u1
= th2 ψ è thψ =

√
v1

u1
, à òàêæå

y2

x2
= thψ,

òî
v2

u2
= th2 ψ è thψ =

√
v2

u2
.

Äëÿ èçîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëå
âàæíî ïîêàçàòü, ÷òî àðãóìåíò ψ, îïðåäåëÿåìûé ïî îêðóæíîñòè ψ =

= arctg

√
v

u
, ðàâåí àðãóìåíòó ψ, îïðåäåëÿåìîìó ïî ãèïåðáîëå ψ =

arth

√
v

u
. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêèå è êðóãîâûå ñåãìåíòû,

ïîêàçàííûå íà ðèñ. 4 à, á [2].

à á

Ðèñ. 4

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
S

2
ïëîùàäü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåêòîðà M2OP

(ðèñ. 4, à) è ïðèïèøåì âåëè÷èíå S (ïëîùàäè äâîéíîãî ñåêòîðà) çíàê,
êîòîðûé èìååò óãîë ïîâîðîòà ψ. Òîãäà îòíîøåíèÿ íàïðàâëåííûõ îòðåç-
êîâ DM2, OD2, PK (ïîñòðîåííûõ äëÿ òî÷êèM2 ãèïåðáîëû) àíàëîãè÷íû
îòíîøåíèÿì îòðåçêîâ DM1, OD1, PK íà îêðóæíîñòè. Ïîëóîñü a âûðà-
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æàåòñÿ ÷åðåç S ñëåäóþùèì îáðàçîì

|DM2|
a

= sh
S

a2
;

|OD2|
a

= ch
S

a2
;

|PK|
a

= th
S

a2
. (1)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïëîùàäè ñåãìåíòà
POM2 è ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà 4OM2D2:

ïë.PM2O =

x�

a

√
x2 − a2dx =

x

2

√
x2 − a2 − a2

2
ln
x+
√
x2 − a2

a
=

=
xy

2
− a2

2
ln
x+ y

a
, ïë.4OM2D2 =

xy

2
.

Òîãäà ïë.M2PD2 = ïë.4OM2D2 − ïë.PM2O =
a2

2
ln
x+ y

a
èëè

S = 2 · ïë.M2PD2 = a2 ln
x+ y

a
.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå ñîâìåñòíî ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåðáî-
ëû x2 − y2 = a2, íàõîäèì

x

a
=
eS/a

2

+ e−S/a
2

2
= ch

S

a2
;

y

a
=
eS/a

2 − e−S/a2

2
= sh

S

a2
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îêðóæíîñòü x2 + y2 = a2 (ðèñ. 4 á ). Âåëè÷èíà
S

a2
(S � ïëîùàäü óäâîåííîãî êðóãîâîãî ïîëóñåêòîðà OM1K) äàåò óãîë

∠KOP , òàê ÷òî äëÿ îêðóæíîñòè (èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ 4OD1M1,
4OPK) ìîæíî çàïèñàòü:

|D1C1|
a

= sin
S

a2
;
|OD1|
a

= cos
S

a2
;
|PK|
a

= tg
S

a2
. (2)

Èç âûðàæåíèÿ (1) è (2) ñëåäóåò:
� äëÿ îêðóæíîñòè x = a cosψ, y = a sinψ, ãäå a� ðàäèóñ îêðóæíîñòè

(a = RO);

� äëÿ ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû x = a chψ, y = a shψ, ãäå ψ =
S

a2
,

ãäå a � äëèíà ïîëóîñè |OP |.
Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ¾ñâÿçêó¿ ýë-

ëèïñà ñ íåðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëîé ñ ïîëóîñÿìè a è b (ðèñ. 5 ïðè a > b,
ðèñ. 6 ïðè a < b).
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Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Îïðåäåëèìñÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè íà ýëëèïñå (ðèñ. 5 è ðèñ. 6).
Ïóñòü öåíòðàëüíûé ðàäèóñ RÝ ýëëèïñà çàäàí â âèäå êîìïëåêñíîãî

÷èñëà RÝ = u1 + v1i. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè 4OD1C1, 4OD1M1,
4M1D1C1, ãäå |OD1| = x, |D1M1| = y, |OM1| = [RÝ], |OC1| = u1,

28



|M1C1| = v1. Îòêóäà [RÝ] = u1 + v1, u1 = x · cosψ, v1 = y · sinψ, èëè
y

x
= tgψ èëè

v1

u1
=
y

x
· sinψ

cosψ
⇒ tgψ =

√
v1

u1
è ψ = arctg

√
v1

u1
.

Êàê âèäèì, êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïî âåðñèè ÀÊ× èìåþò îäèíàêîâûé
âèä, êàê íà îêðóæíîñòè, òàê è íà ýëëèïñå. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå öåí-
òðàëüíûé ðàäèóñ RÝ äëÿ ýëëèïñà íå åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, êàê äëÿ
îêðóæíîñòè, à åñòü ôóíêöèÿ îò óãëà ψ. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ýòà
ôóíêöèÿ èìååò âèä

RÝ =
ab√

b2 cos2 ψ + a2 sin2 ψ
. (3)

Èç (3) âèäíî, ÷òî öåíòðàëüíûé ðàäèóñ èçìåíÿåòñÿ îò ïîëóîñè a äî b (è

íàîáîðîò) ïî ìåðå âðàùåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ~RÝ âîêðóã öåíòðà ýëëèïñà.
Ñëåäîâàòåëüíî, è ïàðàìåòðû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà u1 è v1 u1 = RÝ ·

cos2 ψ è v1 = RÝ · sin2 ψ ñâÿçàíû ñ ïîëóîñÿìè ýëëèïñà a è b.
Äëÿ èçîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà íåðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëå

òàêæå ñëåäóåò ïîêàçàòü, ÷òî àðãóìåíò ψ êàê íà ýëëèïñå, òàê è íà ýòîé
ãèïåðáîëå èìååò îäèíàêîâûé âèä. Èñïîëüçóÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ, êàê è
íà ðèñ. 1�2, ìîæíî çàïèñàòü äëÿ ãèïåðáîëû

ïë.PM2O =

x�

a

b

a

√
x2 − a2dx =

xy

2
−ab

2
ln
(x
a

+
y

b

)
, ò.ê. ïë.4OM2D2 =

xy

2
;

S = ïë.PM2D2 = ïë.4OM2D2 − ïë.4PM2O =
ab

2
ln
(x
a

+
y

b

)
. (4)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (4) ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëû, ïîëó÷èì

x

a
=
eS/ab + e−S/ab

2
= ch

S

ab
;

y

a
=
eS/ab − e−S/ab

2
= sh

S

ab
;

èëè
x

a
= chψ;

y

b
= shψ, (5)

ãäå ψ =
S

ab
.

Ó ýëëèïñà ïëîùàäü ñåãìåíòà OPM1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå S =

=
ψ�
0

y(x)dx, ãäå y(x) =
b

a

√
a2 − x2 (óðàâíåíèå ýëëèïñà), ò.å. S =

=
ψ�
0

b

a

√
a2 − x2dx = abψ, îòêóäà ïîëó÷àåì ψ =

S

ab
.
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Òàêèì îáðàçîì, ñîõðàíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ îòðåçêîâ D1M1 è OD1 ê ïî-
ëóîñè ýëëèïñà a, òàê æå, êàê è îòíîøåíèÿ îòðåçêîâ D2M2 è OD2 ê ïî-
ëóîñè ãèïåðáîëû:

|D1M1|
a

= sin
S

ab
= sinψ,

|D2M2|
a

= sh
S

ab
= shψ,

|OD1|
a

= cos
S

ab
= cosψ,

|OD2|
a

= ch
S

ab
= chψ.

Òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ ðàâíîáî÷íîé ãèïåðáîëû, êîìïëåêñíîå ÷èñëî
R = u2 +v2i (ïðè òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ) íà ãèïåðáîëàõ â îáùåì âèäå (êàê
ïðè a > b, òàê è ïðè a < b) èìåþò òàêèå æå ïàðàìåòðû (ðèñ. 6) [R] =
|OM2|, u2 = |OC2|, v2 = |C2M2|, |OD2| = x, |D2M2| = y2, [R] = u2 + v2,

u2 = x chψ, v2 = y shψ, ψ = arcth

√
v2

u2
.

Â îòëè÷èå îò ýëëèïñà, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ öåíòðàëüíûì ðàäèóñîì
RÝ, ó ãèïåðáîëû ðàäèóñ îòñóòñòâóåò. Èçîáðàçèâ äåéñòâèòåëüíóþ ãèïåð-

áîëó
x2

a2
− y2

b2
= 1 â êîîðäèíàòàõ yi − x, ïîëó÷èì ¾êîìïëåêñíûé¿ (ìíè-

ìûé) ýëëèïñ
x2

a2
+

(y)2

b2
= 1 ñ ìíèìûì öåíòðàëüíûì ðàäèóñîì, êîòîðûé,

ïî-âèäèìîìó, ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå [RÝ] =
ab√

b2 ch 2ψ − a2 sh 2ψ
.

Êàê âèäèì äëÿ ýëëèïñà è ãèïåðáîëû êàê ìîäóëü [RÝ] êîìïëåêñíîãî
÷èñëà, òàê è àðãóìåíò ψ ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðàìè ýòèõ ôèãóð (a, b, R,

ýêñöåíòðèñèòåòîì ε =

√
a2 + b2

a
, ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè è äð.).

Îáîáùàÿ èçëîæåííîå âûøå, àëüòåðíàòèâíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
ìîæíî ñèñòåìàòèçèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� íà îêðóæíîñòè (ðèñ. 3) RO = u1 + v1i, [RO] = u1 + v1, [RO] = const,

ψ = arctg

√
v1

u1
, ψ =

S

a2
, u1 = [RO] cos2 ψ, v1 = [RO] sin2 ψ, ãäå u1 = |OM1|,

v1 = |M1C1|,
� íà ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëå (ðèñ. 3) R = u2 + v2i, [R] = u2 + v2,

[R] 6= const, ψ = arth

√
v2

u2
, ψ =

S

a2
, u2 = [R] ch 2ψ, v2 = [R] sh 2ψ, ãäå

u2 = |OC2|, v2 = |M2C2|,
� íà ýëëèïñå (ðèñ. 5�6) RÝ = u1+v1i, [RÝ] = u1+v1, b ≤ [RÝ] ≤ a (ïðè

a > b), b ≥ [RÝ] ≥ a (ïðè a < b), ψ = arctg

√
v1

u1
, ψ =

S

ab
, u1 = [RÝ] cos2 ψ,

v1 = [RÝ] sin2 ψ, ãäå u1 = |OC1|, v1 = |M1C1|,
� íà íåðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëå (ðèñ. 5�6) R = u2+v2i, [R] = u2+v2,
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[R] 6= const, ψ = arth

√
v2

u2
, ψ =

S

ab
, u2 = [R] ch 2ψ, v2 = [R] sh 2ψ, ãäå

u2 = |OC2|, v2 = |M2C2|.
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Êîìáèíèðîâàííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (ÊÄÑ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì â ôîðìå ñèñòåì ñâÿçàííûõ
ïîñðåäñòâîì óñëîâèé ñâÿçè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. ÊÄÑ
ñ âõîäíîé è âûõîäíîé âåêòîð-ôóíêöèÿìè x(t), x : R → RNx è y(t),
y : R → RNy , ãäå t � âðåìÿ, ðàññìîòðåíû â [1�4]. Îñíîâíûå òåîðåìû
î áûñòðûõ àëãîðèòìàõ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ÊÄÑ ñôîðìóëèðîâàíû è
äîêàçàíû â [1�3], à ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà, ò.å. âûáîðà ïàðà-
ìåòðîâ îáðàòíûõ ñâÿçåé, îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìîå êà÷åñòâî ïåðåõîä-
íûõ ïðîöåññîâ, ðàññìîòðåíû â [2, 4]. Ïîñëå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà
òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïåðåõîäíûõ ïðî-
öåññîâ â íåëèíåéíûõ ÊÄÑ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé
çàäà÷åé. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÊÄÑ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, àíàëîãè÷-
íîìó [2, 4]

ẏ = f(x,y,h,µ,µtt), h =

�

S

H(u,µ)dS, (1)

u̇ = F(u,x,y, ẏ,µ,µtt), r ∈ Ω, G(u,y,µ)|S = 0, (2)

y(0) = 0, u(r, 0) = 0. (3)
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Çäåñü r ∈ RNr � íåçàâèñèìûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû, Ω ⊂ RNr �
îáëàñòü, çàíÿòàÿ îáúåêòàìè óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïî ïðîñòðàí-
ñòâó ïàðàìåòðàìè, S = ∂Ω �� ãðàíèöà îáëàñòè, u : RNr × R → RNu õà-
ðàêòåðèçóåò äâèæåíèå îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïî ïðî-
ñòðàíñòâó ïàðàìåòðàìè, h : R→ RNh, f : RNx×RNy×RNh×RNµ×RNt →
RNy , îïåðàòîðû F, G, H ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è óñëîâèÿì ñâÿçè; µ ∈ RNµ �- ïàðàìåòðû,
õàðàêòåðèçóþùèå òèïîâûå íåëèíåéíîñòè, µt ∈ RNt �- ïàðàìåòðû, õà-
ðàêòåðèçóþùèå íåñòàöèîíàðíîñòü (çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè íåêîòîðûõ

êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé); ()̇ = d()/dt ëèáî ()̇ = ∂()/∂t.
Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî y, h, îïåðàòîðû F, G, H
äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ôðåøå ïî u, à òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû ïî y è ẏ.

Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî íåçàâèñèìûì
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî
ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà. Ïóñòü Wk(r), Wk:Ω → RNu, k = 1, 2, . . ., �� ïîëíàÿ
ñèñòåìà ôóíêöèé â îáëàñòè Ω; Γk(r|s), Γk : S → RNG, k = 1, 2, . . ., �
ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé íà ãðàíèöå S = ∂Ω. Ïîëàãàåì

u(r, t) ≈
NΩ+NS∑
k=1

uk(t)Wk(r). (4)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèáëèæåííî âûïîëíåíèòü óðàâíåíèÿ (2), òðåáóåì

�

Ω

u̇ ·Wk(r)dΩ =

�

Ω

F(u,x,y, ẏ,µ,µtt) ·Wk(r)dΩ, k = 1, NΩ,

�

S

G(u,y,µ) · Γk(r)dS = 0, k = 1, NS.

(5)

ãäå ()·() � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíî-
ñòè. Èç (1), (3), (4), (5) ñëåäóåò çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè)

Ẏ = F(t,Y,µ,µt), Y(0) = 0, Y = (y1, y2, . . . , yNy , u1, u2, . . . , uNΩ
)T , (6)

ïðèâåäåíèå êîòîðîé ê íîðìàëüíîé ôîðìå (6) àíàëîãè÷íî íàõîæäåíèþ
âåêòîðà Ẏ ïî èçâåñòíîìó â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t âåêòîðó Y. Äà-
ëåå (6) èíòåãðèðóåòñÿ ÷èñëåííî æåñòêî óñòîé÷èâûì ÔÄÍ-ìåòîäîì [5].
Ïðè ýòîì íàèáîëüøèå çàòðàòû âðåìåíè ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì ìàòðè-
öû ßêîáè ∂F(t,Y,µ,µt)/∂Y.

Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ÊÄÑ (1)�(3) è
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åå äèñêðåòíîãî àíàëîãà (6) èìåþò âèä

˙̂y =
∂f(x,y,h,µ,µtt)

∂y
ŷ +

∂f(x,y,h,µ,µtt)

∂h
ĥ,

ĥ =

�

S

∂H(u,µ)

∂u
ûdS, ˙̂u = L(F )(û, ŷ, ˙̂y), r ∈ Ω,

L(F )(û, ŷ, ˙̂y) =
∂F(u,x,y, ẏ,µ,µtt)

∂u
û+

+
∂F(u,x,y, ẏ,µ,µtt)

∂y
ŷ +

∂F(u,x,y, ẏ,µ,µtt)

∂ẏ
˙̂y,

L(G)(û, ŷ)
∣∣∣
S

= 0, S = ∂Ω,

L(G)(û, ŷ) =
∂G(u,y,µ)

∂u
û +

∂G(u,y,µ)

∂y
ŷ,

(7)

˙̂Y =
∂F(t,Y,µ)

∂Y
Ŷ. (8)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî y, h, îïåðàòî-
ðû F, G, H äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ôðåøå ïî u, à òàêæå äèôôåðåíöè-
ðóåìû ïî y è ẏ. Òîãäà, â ïðåäïîëîæåíèè Ŷ = [Yj], Yj = δjk, k, j =

= 1, Ny +NΩ, ãäå δ
j
k � ñèìâîë Êðîíåêåðà, k-é ñòîëáåö ìàòðèöû ßêî-

áè ∂F(t,Y,µ,µt)/∂Y ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ê
ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ÊÄÑ (7) òîãî æå ñà-
ìîãî âàðèàíòà ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, íà îñíîâå êîòîðîãî
èç èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÊÄÑ (1)�(3) ïîëó÷åíà íåëèíåéíàÿ
ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6).

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè çàäà÷è Êîøè (6) ìàò-
ðèöà ∂F(t,Y,µ,µt)/∂Y ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ãîðàçäî ìåíüøåé òî÷-
íîñòüþ, ÷åì ïðàâûå ÷àñòè F(t,Y,µ,µt), è â óðàâíåíèÿõ âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ ÊÄÑ (7) ìîæíî îòáðîñèòü ìàëûå ñëàãàåìûå, ÷òî ñóùåñòâåííî
ñîêðàùàåò òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà.

Ñëåäñòâèå 1. Ñòîëáöû ìàòðèöû ∂F(t,Y,µ,µt)/∂Y ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû íåçàâèñèìî, ò.å. ïàðàëëåëüíî.

Çàìå÷àíèå 2. Åùå áîëåå ýôôåêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëå-
íèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â íåëèíåéíûõ ÊÄÑ ìîæåò
áûòü îñíîâàíî íà òîì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ µ è µt ÷èñëåííîå èíòåãðèðî-
âàíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (1)�(3), ò.å. çàäà÷ Êîøè (6), ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî íåçàâèñèìî, ò.å. ïàðàëëåëüíî.
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2016. Ò. 16, âûï. 4. Ñ. 465�475. DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-4-465-475.
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Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÏÎ×ÒÈ ÂÑÞÄÓ
ÏÎ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÀÌ ÊÐÀÒÍÛÕ

ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÐßÄÎÂ ÔÓÐÜÅ1

Í. Þ. Àíòîíîâ (Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ)
Nikolai.Antonov@imm.uran.ru

Ïóñòü d ∈ N; Td = [0, 2π)d � d-ìåðíûé òîð; ϕ : [0,+∞)→ [0,+∞) �
íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ; ϕ(L)(Td) � ìíîæåñòâî îïðåäåëåííûõ íà Td êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ ϕ(|f |) ñóììèðóåìà
íà Td; C(Td) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà Td. Äëÿ f ∈ L (Td)
è âåêòîðà n = (n1, n2, ..., nd) c íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîîð-
äèíàòàìè ÷åðåç Sn(f,x) áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå n-é ïðÿìîóãîëüíîé
÷àñòè÷íîé ñóììû êðàòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f â òî÷êå x ∈ Td.

Ïóñòü λ ≥ 1. Êðàòíûé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ λ-ñõî-
äÿùèìñÿ â òî÷êå x ∈ Td, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
min{nj :1≤j≤d}→+∞

Sn(f,x), (1)

ðàññìàòðèâàåìûé òîëüêî ïî òåì âåêòîðàì n = (n1, n2, . . . , nd), äëÿ êî-
òîðûõ 1/λ ≤ ni/nj ≤ λ, 1 ≤ i, j ≤ d. Â ñëó÷àå λ = 1 λ-ñõîäèìîñòü
íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ïî êóáàì, à â ñëó÷àå λ = +∞, òî åñòü áåç îãðà-
íè÷åíèé íà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîîðäèíàòàìè âåêòîðà n,� ñõîäèìîñòüþ
ïî Ïðèíãñõåéìó.

Èçâåñòíî [1], ÷òî åñëè f ∈ L(ln+ L)d ln+ ln+ ln+ L(Td), òî êðàòíûé
òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Td.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 14-11-00702).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû [2], äëÿ êàæäîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈
∈ C(T2m), ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ω(f, δ) = O
(
ln−m(1/δ)

)
, δ → +0,

è òàêàÿ, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå λ-ðàñõîäèòñÿ âñþäó äëÿ âñåõ λ > 1.
Ïóñòü Λ = {λν}∞ν=1 � íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì

ΩΛ =

{
n = (n1, n2, . . . , nd) ∈ Nd :

1

1 + λni
≤ ni
nj
≤ 1 + λnj , 1 ≤ i, j ≤ d

}
.

Êðàòíûé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L(Td) íàçîâåì Λ-ñõîäÿùèìñÿ â òî÷êå
x ∈ Td, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë (1), ðàññìàòðèâàåìûé òîëüêî ïî âåê-
òîðàì n ∈ ΩΛ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè λν ≡ λ − 1 äëÿ íåêîòîðîãî λ > 1,
òî óñëîâèå Λ-ñõîäèìîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â îïðåäåëåííîå âûøå óñëîâèå λ-
ñõîäèìîñòè. À åñëè λν → 0 ïðè ν → ∞, òî óñëîâèå Λ-ñõîäèìîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ áîëåå ñëàáûì, ÷åì óñëîâèå λ-ñõîäèìîñòè ïðè ëþáîì λ > 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë Λ = {λν}∞ν=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

λν = O

(
1

ν

)
, (2)

ôóíêöèÿ ϕ : [0,+∞) → [0,+∞) âûïóêëàÿ íà [0,+∞) è òàêàÿ, ÷òî
ϕ(u)u−1 íå óáûâàåò íà [u0,+∞), à ôóíêöèÿ ϕ(u)u−1−δ óáûâàåò íà
[u0,+∞) ïðè íåêîòîðîì u0 ≥ 0 è ëþáîì δ > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè g ∈ ϕ(L)(T) ñõîäèòñÿ ïî-
÷òè âñþäó íà T. Òîãäà äëÿ ëþáîãî d ≥ 2 êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
ðÿä Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè f èç êëàññà ϕ(L)(ln+ L)d−1(Td) Λ-ñõîäèòñÿ
ïî÷òè âñþäó íà Td [4].

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1 è ðåçóëüòàòà ðàáîòû [3] ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë Λ = {λν}∞ν=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2), d ≥ 2. Òîãäà
êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè f èç êëàññà
L(ln+ L)d(ln+ ln+ ln+ L)(Td) Λ-ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Td [4].

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Àíòîíîâ Í. Þ. Î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ïî êóáàì êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 2004. Ò. 68, âûï. 2. Ñ. 3�22.
2. Áàõâàëîâ À. Í. Î λ-ðàñõîäèìîñòè âñþäó ðÿäà Ôóðüå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ // Ìàòåì. çàìåòêè. 2002. Ò. 72, � 4. C. 490�501.
3. Antonov N. Yu. Convergence of Fourier series // East Journal on Approximations.

1996. Vol. 2, � 2. P. 187�196.
4. Antonov N. Yu. On Λ-convergence almost everywhere of multiple trigonometric

Fourier series // Ural Math. J. 2017. Vol. 3, � 2. P. 14�21.
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ÍÀÈËÓ×ØÅÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß

ËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ
È ÐÎÄÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÒÅÎÐÈÈ ÔÓÍÊÖÈÉ1

Â. Â. Àðåñòîâ (Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ)
vitalii.arestov@urfu.ru

Áóäåò îáñóæäàòüñÿ çàäà÷à Ñòå÷êèíà [1] î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè
îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dk = dk/dtk â ïðîñòðàíñòâå Lq íà ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé ìíîæåñòâîì L(N ;Lr, Ls) ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-
òîðîâ èç Lr â Ls íà êëàññå

Qn
r,p = {x ∈ Lr : x(n) ∈ Lp, ‖x(n)‖p ≤ 1}

ïðè 0 ≤ k < n. Çàäà÷à ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè âåëè÷èíû

En,k(N) = En,k(N ; r, s; p, q) = inf{U(T ) : T ∈ L(N ;Lr, Ls)}, (1)

U(T ) = sup{‖x(k) − Tx‖q : x ∈ Qn
r,p}.

Ýòà çàäà÷à âçàèìîñâÿçàíà ñ íåñêîëüêèì ýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè òåî-
ðèè ôóíêöèé; â ïåðâóþ î÷åðåäü � ñ òî÷íûìè íåðàâåíñòâàìè Êîëìîãîðî-
âà ìåæäó êëàññè÷åñêèìè è íåêëàññè÷åñêèì íîðìàìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðîèçâîäíûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé [1, 2].

Â ñîîáùåíèè áóäåò, â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàòüñÿ íîâûé ñëó÷àé çàäà-
÷è (1) äëÿ çíà÷åíèé ïàðìåòðîâ p = q =∞, r = s = 2. Ñîîòâåòñòâóþùåå
íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

‖f (k)‖C ≤ K (∨f)
n−k
n ‖f (n)‖

n−k
n

L∞
,

ãäå ∨f � âàðèàöèÿ ôóíêöèè f íà îñè (−∞,∞).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ñòå÷êèí Ñ. Á. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ // Ìàòåì. çà-

ìåòêè. 1967. Ò. 1, âûï. 2. Ñ. 137�148.
2. Àðåñòîâ Â. Â. Ïðèáëèæåíèå íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ îãðàíè÷åííûìè è

ðîäñòâåííûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è // ÓÌÍ. 1996. Ò. 51, âûï. 6. Ñ. 89�124.
3. Arestov V. V. On the best approximation of the di�erentiation operator // Ural

Math. J. 2015. T. 1, � 1. P. 20�29.

1Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ïîâûøåíèÿ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè Óð-
ÔÓ (ïîñòàíîâëåíèå � 211 Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ, êîíòðàêò � 02.A03.21.0006).
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Î ÑÐÀÂÍÅÍÈÈ ÏÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÞ ÑÈÑÒÅÌ
ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ1

Ñ. Â. Àñòàøêèí (Ñàìàðà, Ðîññèÿ)
astash56@mail.ru

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñ.â.) {fi}∞i=1, îïðå-
äåëåííûõ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,Σ,P), ìàæîðèðóåòñÿ ïî
ðàñïðåäåëåíèþ ñèñòåìîé ñ.â. {gi}∞i=1, îïðåäåëåííûõ íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω′,Σ′,P′), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 è âñåõm ∈ N, ai ∈ R,
i = 1, 2, . . . ,m, è z > 0 âûïîëíåíî

P
{
ω ∈ Ω :

∣∣∣ m∑
i=1

aifi(ω)
∣∣∣ > z

}
≤ CP′

{
ω′ ∈ Ω′ :

∣∣∣ m∑
i=1

aigi(ω
′)
∣∣∣ > C−1z

}
.

Â äîêëàäå ðå÷ü áóäåò èäòè, ãëàâíûì îáðàçîì, î íåêîòîðûõ ðåçóëü-
òàòàõ ðàáîòû [1] î ñðàâíåíèè ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíîçíà÷íûõ ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé ñ.â. ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíê-
öèé Ðàäåìàõåðà. îïðåäåëåííûõ íà [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ri(t) = sign(sin 2iπt), i = 1, 2, . . . .

Ïðèâåäåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ñ.â. {fi}∞i=1, îïðåäåëåííûõ
íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,Σ,P), ìàæîðèðóåòñÿ ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ðàäåìàõåðà {ri}∞i=1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
C̃ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà F è âñåõ m ∈ N,
xi ∈ F, i = 1, 2, . . . ,m, è z > 0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

P
{
ω ∈ Ω :

∥∥∥ m∑
i=1

xifi(ω)
∥∥∥
F
>z
}
≤ C̃m

{
t ∈ [0, 1] :

∥∥∥ m∑
i=1

xiri(t)
∥∥∥
F
>C̃−1z

}
(m � ìåðà Ëåáåãà).

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ ïîëî-
æèòåëüíîãî ðåøåíèÿ òàê íàçûâàåìîé ãèïîòåçû Áåðíóëëè, ïîëó÷åííîãî
â 2013 ã. Â. Áåäíîæåì è Ð. Ëàòàëîé [2, 3].

Ïëàíèðóåòñÿ òàêæå îáñóäèòü ñâÿçü ðåçóëüòàòîâ [1] ñ ðåçóëüòàòàìè
íåäàâíî îïóáëèêîâàííîé ðàáîòû Æ. Áóðãåéíà è Ì. Ëåâêî [4].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè (ïðîåêò 1.1470.2016/1.4) è ÐÔÔÈ
(ïðîåêò 17-01-00138).
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ÓÄÊ 517.9

ÄÐÎÁÍÛÉ ÕÀÎÑ ÐÀÄÅÌÀÕÅÐÀ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÎÐËÈ×À1

C. Â. Àñòàøêèí, Ê. Â. Ëûêîâ (Ñàìàðà, Ðîññèÿ)
astash56@mail.ru, alkv@list.ru

Ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [1-7] ïî ïîâåäåíèþ â ñèììåòðè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâàõ íà [0, 1] ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà è ïðîèçâîäíûõ îò íåå ñèñòåì.

Êàê îáû÷íî, ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: åñëè 0 6 t 6 1, òî rj(t) := sign(sin(2jπt)), j = 1, 2, . . . . Íàïîìíèì
êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Õèí÷èíà [1, 8]: äëÿ ëþáîãî p > 1 è ïðîèçâîëü-
íûõ ak ∈ R, k = 1, 2, . . . ,

1√
2

( ∞∑
j=1

a2
j

)1/2

6

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

ajrj

∥∥∥∥∥
Lp[0,1]

6
√
p

( ∞∑
j=1

a2
j

)1/2

.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûçâàëè áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé è îáîáùå-
íèé, íàøëè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ àíàëèçà.
À. ß. Õèí÷èí äîêàçàë èõ, ¾ïðåñëåäóÿ öåëü âûÿñíåíèÿ ïðàâèëüíîé ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè â óñèëåííîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë Ý. Áîðåëÿ¿ [9]. C
òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ íåðàâåíñòâà Õèí÷èíà
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1], íå ÿâëÿÿñü ãèëüáåðòîâûìè ïðè
p 6= 2, òåì íå ìåíåå, ñîäåðæàò ïîäïðîñòðàíñòâà, èçîìîðôíûå `2. Âî-
ïðîñ î òîì, â êàêèõ ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{rj}∞j=1 ýêâèâàëåíòíà êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó â `2, áûë ðåøåí â ðàáîòå Ðî-
äèíà è Ñåìåíîâà [2], ïîêàçàâøèõ, ÷òî ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà X ñîäåðæèò ñåïàðàáåëüíóþ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà Îð-
ëè÷à ExpL2, ïîñòðîåííîãî ïî ôóíêöèè M(u) = eu

2 − 1. Â ðàáîòå [3] àíà-
ëîãè÷íûé âîïðîñ èçó÷àëñÿ äëÿ ñèñòåìû {rj1(t) · rj2(t)}j1>j2 ïðîèçâåäåíèé
ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà, èìåíóåìîé õàîñîì Ðàäåìàõåðà âòîðîãî ïîðÿäêà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 17-01-00138 a è � 16-41-630676
ð_à) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ïðîåêò 5-100).
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Òàì áûëî äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà â X êàíîíè÷åñêîìó
áàçèñó â `2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ñîäåðæèò ñåïàðàáåëüíóþ ÷àñòü
ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à ExpL, ïîñòðîåííîãî ïî ôóíêöèè M(u) = eu − 1.
Êðîìå òîãî, ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåìû {rj1rj2}j1>j2 â X êàíîíè÷åñêîìó
áàçèñó â `2 îêàçàëàñü ðàâíîñèëüíîé ôîðìàëüíî áîëåå ñëàáîìó ñâîéñòâó
áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè [4]. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà {rj}∞j=1 ÿâëÿåòñÿ áåç-
óñëîâíîé (è äàæå ñèììåòðè÷íîé) áàçèñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ëþáîì
ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå [10]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âîïðîñû î ñïðàâåä-
ëèâîñòè íåðàâåíñòâ Õèí÷èíà è ñâîéñòâà áåçóñëîâíîñòè èññëåäóþòñÿ äëÿ
ïîäñèñòåì õàîñà Ðàäåìàõåðà, èíäåêñíîå ìíîæåñòâî êîòîðûõ äîïóñêàåò
îïðåäåëåííûå íèæå ïëîòíîñòíûå îöåíêè, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì êîìáè-
íàòîðíîé ðàçìåðíîñòè èç [11].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A ⊂ Nd, d ∈ N. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A ÿâëÿåòñÿ (α, β)-ìíîæåñòâîì, åñëè:

1) äëÿ íåêîòîðîãî cA > 0 è êàæäîãî n ∈ N íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà
B1, B2, . . . , Bd òàêèå, ÷òî |Bj| = n, j = 1, 2, . . . , d, è

|A ∩ (B1 ×B2 × . . .×Bd)| > cAn
α;

2) äëÿ íåêîòîðîãî CA > 0, êàæäîãî n ∈ N è ëþáûõ ìíîæåñòâ
B1, B2, . . . , Bd, |Bj| = n, j = 1, 2, . . . , d, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|A ∩ (B1 ×B2 × . . .×Bd)| 6 CAn
β.

ßñíî, ÷òî åñëè A ÿâëÿåòñÿ (α, β)-ìíîæåñòâîì, òî α 6 β. Ëþáîå ìíî-
æåñòâî A ⊂ Nd, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 1) îïðåäåëåíèÿ 1, ÿâëÿåòñÿ
(α, d)-ìíîæåñòâîì.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, âçÿòîå íàìè èç [12], îñëàáëÿåò èçâåñòíîå
ñâîéñòâî áåçóñëîâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xj}j∈N â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ RUD ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè äëÿ íåêî-
òîðîãî D > 0 è ëþáûõ n ∈ N è aj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥∥

n∑
j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
X

6 D

1�

0

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

rj(u)ajxj

∥∥∥∥∥
X

du.

Ïîëîæèì  := (j1, j2, . . . , jd) è r(t) := rj1(t) · rj2(t) · . . . · rjd(t). ×åðåç
4d, d ∈ N, áóäåì îáîçíà÷àòü ¾íèæíåòðåóãîëüíóþ¿ ÷àñòü Nd, ò.å.

4d := {(j1, j2, . . . , jd) ∈ Nd : j1 > j2 > . . . > jd}.
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Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà {r}∈4d, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå, ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé â ëþáîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå [7].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà
îòðåçêå [0, 1]. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî d ∈ N, A ⊂ 4d ÿâëÿåòñÿ
(α, β)-ìíîæåñòâîì è α + 1/β > 2. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1) {r}∈A � RUD ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X;
2) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû CX è ïðîèçâîëüíûõ a ∈ R

C−1
X ‖{a}∈A‖`2(A) 6

∥∥∥∥∥∑
∈A

ar

∥∥∥∥∥
X

6 CX‖{a}∈A‖`2(A).

Â êëàññå ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à è äëÿ ìíîæåñòâ A òî÷íîé êîìáèíà-
òîðíîé ðàçìåðíîñòè òåîðåìó 1 ìîæíî óòî÷íèòü.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à ôóíêöèé íà îòðåçêå
[0, 1]. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî d ∈ N, A ⊂ 4d ÿâëÿåòñÿ (α, α)-ìíî-
æåñòâîì è α > 1. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) {r}∈A � RUD ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X;
2) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû CX è ïðîèçâîëüíûõ a ∈ R

C−1
X ‖{a}∈A‖`2(A) 6

∥∥∥∥∥∑
∈A

ar

∥∥∥∥∥
X

6 CX‖{a}∈A‖`2(A).

3) X ⊃ ExpL2/α, ãäå ExpL2/α � ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à, ïîñòðîåííîå

ïî âûïóêëîé ôóíêöèè M(u) ∼ eu
2/α − 1.
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ÓÄÊ 517.5

ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÆÀÒÈÉ È ÑÄÂÈÃÎÂ
Â ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ1

Ñ. Â. Àñòàøêèí (Ñàìàðà, Ðîññèÿ),
Ï. À. Òåðåõèí (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
astash56@mail.ru, terekhinpa@mail.ru

Ïóñòü f ∈ L1[0, 1] è
� 1

0 f(t) dt = 0. Ñèñòåìîé {fn}∞n=1 ñæàòèé è ñäâèãîâ
ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(t) :=

{
f(2kt− j), åñëè t ∈ [ j

2k
, j+1

2k
],

0, èíà÷å,

ãäå n = 2k+j, k = 0, 1, . . . è j = 0, . . . , 2k−1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f = h1 =
= χ(0, 12 ) − χ( 1

2 ,1), òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó Õààðà {hn}∞n=1, íîðìèðîâàííóþ â

L∞ (áåç ôóíêöèè h0(t) = 1).
Ðàññìîòðèì (ëèíåéíûé) îïåðàòîð Tf , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè

Tfhn = fn, n = 1, 2, . . .. Ïîä íîðìîé ‖Tf‖X→Y áóäåì ïîíèìàòü îáû÷íóþ
íîðìó îïåðàòîðà Tf : spanX{hn}∞n=1 → Y .

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Tf ïåðåñòàíîâî÷åí ñ îïåðàòîðàìè

V0f(t) =

{
f(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

0, 1
2 < t ≤ 1,

V1f(t) =

{
0, 0 ≤ t < 1

2 ,

f(2t− 1), 1
2 ≤ t ≤ 1.

Êðîìå òîãî, èìååì {fn}∞n=1 = {V αf}α∈A, ãäå

V α = Vα1
. . . Vαk, α = (α1, . . . , αk) ∈ A :=

∞⋃
k=0

{0, 1}k,

ïðè÷åì n ∈ N è α ∈ A íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè,
îïðåäåëÿåìîì äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì n = 2k +

∑k
ν=1 αν2

k−ν. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç |α| = k äëèíó èíäåêñà α, à ÷åðåç αβ = (α1, . . . , αk, β1, . . . , βl)
êîíêàòåíàöèþ èíäåêñîâ α = (α1, . . . , αk) è β = (β1, . . . , βl).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè (ïðîåêò 1.1470.2016/1.4) è ÐÔÔÈ
(ïðîåêò 17-01-00138) (ïåðâûé àâòîð), à òàêæå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152) (âòîðîé àâòîð).
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Ñïåêòðîì Õààðà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

S(f) := {β ∈ A : (f, hβ) 6= 0}.

Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ïðîñòîé ñïåêòð Õààðà, åñëè èç ðàâåíñòâà
αβ = α′β′, ãäå α, α′ ∈ A è β, β′ ∈ S(f), ñëåäóåò, ÷òî α = α′ è β = β′.

Ëåììà. Åñëè f ∈ L2, f 6= 0, è f èìååò ïðîñòîé ñïåêòð Õààðà,
òî ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Tf‖L2→L2 = ‖f‖2.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà [0, 1] íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì, åñëè 1) èç íåðàâåíñòâà |x(t)| ≤ |y(t)| äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1],
ãäå ôóíêöèÿ x èçìåðèìà è y ∈ X, ñëåäóåò x ∈ X è ‖x‖X ≤ ‖y‖X ; 2) èç
ðàâåíñòâà

|{t ∈ [0, 1] : |x(t)| > τ}| = |{t ∈ [0, 1] : |y(t)| > τ}|

äëÿ âñåõ τ > 0, ò.å. èç ðàâíîèçìåðèìîñòè x è y, ãäå ôóíêöèÿ x èçìåðèìà
è y ∈ X, ñëåäóåò x ∈ X è ‖x‖X = ‖y‖X (çäåñü |A| � ìåðà Ëåáåãà
ìíîæåñòâà A ⊂ R). Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ στ , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

στx(t) =

{
x(t/τ), 0 ≤ t ≤ min(1, τ),

0, min(1, τ) < t ≤ 1,
τ > 0,

îãðàíè÷åí â êàæäîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå X. Íèæíèé è âåðõíèé
èíäåêñû Áîéäà ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

αX = lim
τ→0

ln ‖στ‖X→X
ln τ

, βX = lim
τ→∞

ln ‖στ‖X→X
ln τ

.

Âñåãäà 0 ≤ αX ≤ βX ≤ 1. Åñëè 0 < αX ≤ βX < 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî X èìååò íåòðèâèàëüíûå èíäåêñû Áîéäà.

Ïðèìåðàìè ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Lp,
Îðëè÷à LΦ, Ëîðåíöà Λϕ, Ìàðöèíêåâè÷à Mϕ è äð. (ñì. [1]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

f =
∞∑
i=1

fi,
∞∑
i=1

‖fi‖BMOd <∞,

ãäå êàæäàÿ ôóíêöèÿ fi,
� 1

0 fi(t) dt = 0, èìååò ïðîñòîé ñïåêòð Õà-
àðà. Òîãäà îïåðàòîð Tf îãðàíè÷åí â êàæäîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàí-
ñòâå X ñ íåòðèâèàëüíûìè èíäåêñàìè Áîéäà 0 < αX ≤ βX < 1.
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Ïóñòü s ∈ N, Zs+ = {k = (k1, . . . , ks) : k1, . . . , ks ≥ 0} è 〈k〉 :=
= k1 + . . .+ ks. Äëÿ k ∈ Zs+ ïîëîæèì

V k = V k1
0 V1V

k2
0 V1 . . . V1V

ks
0 .

Ôóíêöèþ âèäà

f =
∑
k∈Zs+

ckV
k

áóäåì íàçûâàòü õàîñîì Õààðà ïîðÿäêà s. Îáîçíà÷èì Hs
ch ìíîæåñòâî âñåõ

òàêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ Hs
ch, s ∈ N. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:
1) f ∈

⋂
1<q<∞ L

q;

2) ôóíêöèÿ f̂(z) =
∑
k∈Zs+

ckz
k àíàëèòè÷íà â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå Ds;

3) îïåðàòîð Tf îãðàíè÷åí â êàæäîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå
X ñ íåòðèâèàëüíûìè èíäåêñàìè Áîéäà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ H1
ch � õàîñ Õààðà ïîðÿäêà s = 1. Òîãäà

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ôóíêöèÿ f̂(z) àíàëèòè÷íà è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â D;
2) îïåðàòîð Tf ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êàæäîãî ñåïàðàáåëüíîãî

ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ íåòðèâèàëüíûìè èíäåêñàìè Áîéäà.

Òåîðåìà 4. Åñëè îïåðàòîð Tf ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â Lp0 ïðè
íåêîòîðîì p0 ∈ (1,∞), òî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â Lp äëÿ
âñåõ 1 < p < p0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Tf � èçîìîðôèçì ñåïàðàáåëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà X ñ íåòðèâèàëüíûìè èíäåêñàìè Áîéäà, òî ñèñòåìà ñæàòèé
è ñäâèãîâ ôóíêöèè f ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Õààðà è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ
áåçóñëîâíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà X.
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òîðîâ. Ì. : Íàóêà, 1978.
2. Àñòàøêèí Ñ. Â., Òåðåõèí Ï. À. Îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî

ìóëüòèñäâèãîì Õààðà // Äîêë. ÀÍ. 2017. Ò. 476, � 2. Ñ. 133�135.
3. Astashkin S. V., Terekhin P. A. Sequences of dilations and translations in function

spaces // J. Math. Anal. Appl. 2018. Vol. 457, � 1. P. 645�671.
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ÓÄÊ 517.51

ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ
Â ÒÅÎÐÈÈ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ È ÒÅÎÐÈÈ ÊÎÄÈÐÎÂÀÍÈß

À. Ã. Áàáåíêî (Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ)
babenko@imm.uran.ru

Äîêëàä ïîñâÿùåí ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì äëÿ ïîëèíîìîâ è öåëûõ
ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà èõ çíà÷åíèÿ è êîýôôèöèåíòû (ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå). À èìåííî çàäà÷àì, êîòîðûå âîçíèêàþò êàê â òåîðèè
ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé íà íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, òàê
è çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

ÓÄÊ 517.51

ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ

ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ ÍÀ ÑÈÌÏËÅÊÑÀÕ
Â ÑËÓ×ÀßÕ ÌÀËÛÕ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÅÉ1

Í. Â. Áàéäàêîâà (Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ)
baidakova@imm.uran.ru

Ïóñòü ∆ � d-ñèìïëåêñ (d = 3, 4) ñ âåðøèíàìè a1, . . . , ad+1, H � íàè-
áîëüøåå ðåáðî ýòîãî ñèìïëåêñà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè ôóíê-
öèè f èç W n+1M (ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ó êîòîðûõ âñå ïðîèçâîäíûå äî
ïîðÿäêà n+1 âêëþ÷èòåëüíî ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû íà ∆, è ïðîèçâîä-
íûå ïîðÿäêà n+1 îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîéM) ìíîãî÷ëåíîì P d

n

ñòåïåíè íå âûøå n â óçëàõ

ai1i2...id+1
=

(
i1
n
,
i2
n
, . . . ,

id+1

n

)
,

ik ∈ {0, . . . , n}, i1 + i2 + . . .+ id+1 = n.

Áóäåì ïèñàòü, ÷òî âåëè÷èíû ψ1 è ψ2 íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ψ1 .
α1,...,αs

ψ2,

ãäå α1, . . . , αs � íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, åñëè íàéäåòñÿ íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî C(α1, . . . , αs), çàâèñÿùåå îò α1, . . . , αs, òàêîå, ÷òî
ψ1 ≤ C(α1, . . . , αs)ψ2.

Èçâåñòíî [1], ÷òî äëÿ ëþáûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξs ∈ Rd èìååò
ìåñòî îöåíêà∥∥Ds

ξ1,...,ξs

(
f − P d

n

)∥∥
∞ .

n,d

M
Hn+1−s

(cos θ)s
, s = 0, . . . , n, (1)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-11-00702Ï).
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ãäå õàðàêòåðèñòèêà θ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè Ed =
{es}ds=1 � ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ; ξ �
ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð èç Rd; EN = {es}Ns=1 � ìíîæåñòâî âñåõ
åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, ïàðàëëåëüíûõ ðåáðàì d-ñèìïëåêñà ∆, θs � óãîë
ìåæäó ξ è ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì es (ò. å. 0 ≤ θs ≤ π/2), òî

θ = θ(∆) = min
Ed⊂EN

max
ξ∈Rd

min
es∈Ed
{θs}.

Èçâåñòíî òàêæå [2], ÷òî îöåíêà (1) áëèçêà ê íåóëó÷øàåìîé.
Ââåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèìïëåêñà, êîòîðàÿ áîëåå

ïðîñòî îïðåäåëÿåòñÿ è êà÷åñòâåííî âåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî cos θ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Ti (i = 0, . . . , d) ãðàíè ðàçìåðíîñòè d − 1 ñèìïëåêñà ∆, äëÿ
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ai /∈ Ti; τij � åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå
îò ai ê aj. Ïóñòü γij � óãîë ìåæäó τij è Ti; γi è γ � òàêèå óãëû, ÷òî

sin γi = max
1≤j≤d+1

j 6=i

sin γij ,

sin γ = min
1≤i≤d+1

sin γi .

Òåîðåìà 1. Åñëè d = 3, 4, òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

cos θ . sin γ .
d
√

cos θ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ d = 3, 4 òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò îöåíîê (1)
ê îöåíêàì ∥∥Ds

ξ1,...,ξs

(
f − P d

n

)∥∥ .
n
M

Hn+1−s

(cos γ)sd
, s = 0, . . . , n.

Îäíàêî ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè ñ èñïîëüçîâàíèåì õàðàê-
òåðèñòèêè γ.

Òåîðåìà 2. Ïðè d = 3, 4 äëÿ ëþáûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ξ1, . . . , ξs ∈
Rd, s=0,. . . ,n, èìååò ìåñòî îöåíêà

∥∥Ds
ξ1,...,ξs

(
f − P d

n

)∥∥
∞ .

n,d

M
Hn+1−s

(cos γ)s
, s = 0, . . . , n.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Jamet P. Estimation d'erreur pour des �el�ements �nis droits presque d�eg�en�er�es //

RAIRO Anal. Numer. 1976. Vol. 10, � 1. P. 43�60.
2. Áàéäàêîâà Í. Â. Îá îöåíêàõ Ï. Æàìý äëÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èíòåðïîëÿ-

öèåé â ðàâíîìåðíûõ óçëàõ ñèìïëåêñà // Ìàòåì. òð. 2017. Ò. 20, � 1. Ñ. 43�74.
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ÓÄÊ: 621.391.1 : 519.6

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÁÛÑÒÐÎÃÎ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÔÓÐÜÅ
ÍÀ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÏÎËßÕ

ÄËß ÑÆÀÒÈß ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÉ1

À. À. Áàðûøåâ, Ã. À. Áîíäàðåíêî, Ä.Ñ. Ëóêîìñêèé
(Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)

baryshevaa@gmail.com, gebond77@gmail.com, lukomskiids@info.sgu.ru;

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñó ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè áûñòðîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ëîêàëüíûõ ïîëÿõ, ðàññìîòðåííîãî â ðàáîòå
Ñ. Ô. Ëóêîìñêîãî è À. Ì. Âîäîëàçîâà [1]. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â
íàñòîÿùåå âðåìÿ â èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèÿõ àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ
àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî
ðàçíîîáðàçíûì ñèñòåìàì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà
íà ïðèìåðå ñæàòèÿ èçîáðàæåíèé.

Ïîä ëîêàëüíûì ïîëåì K ïîíèìàþò ëîêàëüíî êîìïàêòíîå, âïîëíå
íåñâÿçíîå, íåäèñêðåòíîå, ïîëíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòî-
ðîì îïðåäåëåíû íåïðåðûâíûå îïåðàöèè ¾+̇¿, ¾·¿ � ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû àêñèîìû ïîëÿ. Â ïîëå K ââîäÿò îïåðàòîð
ðàñòÿæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åäèíè÷íûé øàð

D = {x ∈ K : |x| ≤ 1}, µD = 1.

ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé
èäåàë

B = {x ∈ K : |x| < 1}.

Ýëåìåíò p ∈ B ñ íàèáîëüøåé íîðìîé |p| íàçûâàþò ïðèìèòèâíûì ýëåìåí-
òîì. Äëÿ íåãî µB = |p| = 1

ps , ãäå p � ïðîñòîå, s ∈ N. Åñëè x ∈ D \ B, òî

|x| = 1. Åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ K ïðîèçâåäåíèå pa
df
= a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

p

= 0,

òî ÷èñëî p íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ K.
Ïóñòü p � ïðîñòîå è s � íàòóðàëüíîå. Êîíå÷íîå ïîëå GF (ps) ñîñòîèò

èç âåêòîðîâ

a = (a(0), a(1), ..., a(s−1)),

â êîòîðûõ êîìïîíåíòû a(j) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 0 äî p − 1, îïåðà-
öèÿ ñëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî ïî ìîäóëþ p. Ëîêàëüíîå ïî-
ëå K = F (s) ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè p èçîìîðôíî ìíîæåñòâó

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 16-01-00152)
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ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

a =
∞∑
i=k

ait
i, k ∈ Z, ai ∈ GF (ps).

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñóììà è ïðîèçâåäå-
íèå òàêèõ ðÿäîâ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëîêàëüíîå ïîëå F (s) õàðàêòåðèñòè-
êè p ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

a = (. . . ,0n−1, an, . . . , a0, a1, . . . ), aj ∈ GF (ps),

â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ aj ñ îòðèöàòåëüíûìè íîìå-
ðàìè îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ïóñòü f (N) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì åå çíà÷åíèÿ íà ñìåæ-
íûõ êëàññàõ KN+̇aN−1gN−1+̇ . . . +̇a1g1+̇a0g0 ⊂ K0 ÷åðåç

f (N)
aN−1aN−2...a1a0

:= f (N)(KN+̇aN−1gN−1+̇ . . . +̇a1g1+̇a0g0).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f (N) ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòàìè
cᾱ0ᾱ1...ᾱN−1

â ðàçëîæåíèè

f (N) =
∑

ᾱ0ᾱ1...ᾱN−1∈GF (ps)

cᾱ0,ᾱ1,...,ᾱN−1
rᾱ0

0 rᾱ1
1 . . . r

ᾱN−1

N−1 ,

ãäå rᾱ0
0 , r

ᾱ1
1 , . . . , r

ᾱN−1

N−1 � ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, îïðåäåëåííûå â [1]. Òàêèì

îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âåêòîðó çíà÷åíèé f
(N)
aN−1aN−2...a1a0 ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ cᾱ0,ᾱ1,...,ᾱN−1
.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè f (N) åñòü âåêòîð

F = f (N)
aN−1aN−2...a1a0

=
∣∣∣òàê êàê am = (a(0)

m , a(1)
m , . . . , a(s−1)

m ), a(j)
m = 0, p− 1

∣∣∣=
= f

(N)

a
(0)
N−1a

(1)
N−1...a

(s−1)
N−1 ,a

(0)
N−2a

(1)
N−2...a

(s−1)
N−2 ,...,a

(0)
1 a

(1)
1 ,...,a

(s−1)
1 ,a

(0)
0 a

(1)
0 ,...,a

(s−1)
0

.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî f
(N)
aN−1aN−2...a1a0 çàíóìåðîâàíû èíäåêñîì

n = (a
(0)
N−1 + a

(1)
N−1p+ · · ·+ a

(s−1)
N−1 p

s−1) + ps(a
(0)
N−2 + a

(1)
N−2p+ · · ·+

+a
(s−1)
N−2 p

s−1) + · · ·+ ps(N−1)(a
(0)
0 + a

(1)
0 p+ · · ·+ a

(s−1)
0 ps−1). (1)

Äàëåå ïðèâåäåì ôîðìóëû îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

f
(n)
(ᾱN ...ᾱn)an−1...a1a0

=
∑

ᾱn−1∈GF (ps)

p
−s
2 e

2πi
p (ᾱn−1,an−1)p

s
2f

(n−1)
(ᾱN ,...ᾱn−1)an−2...a1a0

. (2)
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Òàê êàê ìàòðèöà ñèñòåìû (2) óíèòàðíà, òî åå ðåøåíèå èìååò âèä

f
(n−1)
(ᾱN ...ᾱn−1)an−2...a1a0

=
∑

an−1∈GF (ps)

p−se−
2πi
p (ᾱn−1,an−1)f

(n)
(ᾱN ,...ᾱn)an−1...a1a0

, (3)

Ïîñëå ïðåäïîñëåäíåãî øàãà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

f
(1)
(ᾱN ,ᾱN−1,...,ᾱ1)a0

=
∑

ᾱ0∈GF (ps)

e
2πi
p (ᾱ0,a0)f

(0)
(ᾱN ,ᾱN−1,...,ᾱ1ᾱ0),

èç êîòîðûõ íàõîäèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå cᾱ0ᾱ1...ᾱN = f
(0)
(ᾱN ,ᾱN−1,...,ᾱ1ᾱ0)

ïî ôîðìóëàì (3). Òàêèì îáðàçîì (3) è (2) � ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ
ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñîîòâåòñòâåííî.

Îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ðàâíî (N+1)·2p2s ·pNs = 2(N+1)ps(N+2).
Äàëåå ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è íà ïðèìåðå ñæàòèÿ èçîáðà-

æåíèé. Èçîáðàæåíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìàòðèöó ôèêñèðîâàííîãî
ðàçìåðà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íîìåðà öâåòîâ òî÷åê â öâåòî-
âîé ïàëèòðå. Ðàçîáüåì èñõîäíóþ ìàòðèöó íà ïîäìàòðèöû ðàçìåðíîñòè
pN × pN , ãäå p � ïðîñòîå. Äàííóþ ìàòðèöó áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
âåêòîð äëèíû psN , ãäå s = 2. Òàêèì îáðàçîì, èìååì êóñî÷íî ïîñòîÿí-
íóþ ôóíêöèþ fN , ïðèíèìàþùóþ psN çíà÷åíèé. Äàëåå ê íåé ïðèìåíÿåì
ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (2), ñîðòèðóåì êîýôôèöèåíòû ïî óáûâà-
íèþ ìîäóëÿ è îáíóëÿåì íåêîòîðûé ïðîöåíò íàèìåíüøèõ êîýôôèöèåíòîâ.
Çàòåì ïðèìåíÿåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (1) è âîññòàíàâëèâàåì èçîá-
ðàæåíèå.

Îòìåòèì ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè ðåàëèçàöèè äàííîãî àëãîðèò-
ìà, êîòîðûå âëèÿþò íà âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü. Â ôîðìóëàõ ïðÿ-
ìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íóìåðàöèè çíà÷åíèé ôóíêöèè è
êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ ìóëüòèèíäåêñ aN−1aN−2 . . . a1a0, êîòîðûé
íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü â äåñÿòè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå è íàîáîðîò.

Ïðîöåäóðû ïåðåñ÷åòà íóìåðàöèè (ïðåîáðàçîâàíèÿ èíäåêñîâ) â ïðè-
âåäåííûõ ôîðìóëàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, îäíàêî
îíè âíîñÿò çíà÷èòåëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü â ïðèêëàäíîé çà-
äà÷å.

Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ íàïèñàíà ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ
äàííûé àëãîðèòì. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñêîðîñòè è êà÷åñòâà ñæàòèÿ äàí-
íîãî ìåòîäà ñî ñæàòèåì ïî äðóãèì ñèñòåìàì (Õààðà, Âèëåíêèíà, êîñèíóñ-
ïðåîáðàçîâàíèÿ).
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Ïóñòü D = {z : |z| < 1} � åäèíè÷íûé êðóã íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
C, T = {z : |z| = 1} � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, 4 := {t : 0 < t < 1}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω � êëàññ íåîòðèöàòåëüíûõ ñóììèðóåìûõ ôóíê-
öèé ω íà 4, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà qω, 0 <
gω < 1, mω, Mω òàêèå, ÷òî

mω ≤
ω(λr)

ω(r)
≤Mω, λ ∈ [qω, 1], r ∈ 4.

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà

ω(x) = xα
(

ln . . . ln
c

x

)β
, x ∈ 4, ãäå α > −1, β ∈ R.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
H(D) � ìíîæåñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ â D ôóíêöèé, M(D) � ïðîñ-
òðàíñòâî âñåõ ìåðîìîðôíûõ â D ôóíêöèé. Åñëè f ∈ M(D), òî ÷åðåç
T (r, f) îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòèêó Ð. Íåâàíëèííû ôóíêöèè f , ò.å.

T (r, f) :=
1

2π

π�

−π

ln+
∣∣f (reiϕ)∣∣ dϕ+

r�

0

n(t,∞)− n(0,∞)

t
dt, r ∈ 4,

ãäå ln+ |a| = max(0, ln |a|).
Åñëè ω1, ω2 ∈ Ω , 0 < p < +∞, òî

Np
ω1, ω2

:=

{
f ∈M(D) :

1�

0

ω2(1− r)×

×

 π�

−π

 1�

0

ω1(1− t) ln |f(rteiθ)|dt

+

dθ


p

dr < +∞

}
.

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ

π�

−π

 1�

0

ω1(1− t) ln |f(rteiθ)|dt

+

dθ +

1�

0

ω1(1− t)n(tr,∞)dt
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÷åðåç Tω1
(r, f). Õàðàêòåðèñòèêà òàêîãî òèïà áûëà âïåðâûå ââåäåíà

Ì. Ì. Äæðáàøÿíîì â ðàáîòå [2] ïðè ω1(t) = tα, α > −1.
Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç Spω ñëåäóþùèé êëàññ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

Spω :=

f ∈M(D) :

1�

0

ω(1− r)T p(r, f)dr < +∞

 ,

ãäå ω ∈ Ω, 0 < p < +∞.
Îñíîâíàÿ öåëü ñòàòüè � ñðàâíèòü êëàññû Np

ω1, ω2
and Spω. Äîêàçàíî,

÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåñà ω1, ω2 ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå:

Spωp ⊂ Np
ω1, ω2

, 0 < p < +∞,

ãäå ωp(r) = ω2(r)ω
p
1(r)rp, r ∈ 4. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ω1 = tα, ω2 = tβ,

t ∈ 4, α, β > −1, òî Spωp = Np
ω1, ω2

, 0 < p < +∞.

Êàê äîêàçàíî â [3], åñëè f ∈ Spωp èëè f ∈ N
p
ω1, ω2

, òî ôóíêöèÿ f ïðåä-
ñòàâèìà

f(z) =
h1(z)

h2(z)
, z ∈ D,

ãäå hj ∈ H(D), j = 1, 2. Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êëàññû Np
ω1, ω2

è Spω ñîñòîÿò òîëüêî èç ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ω1, ω2 ∈ Ω, f ∈ Np
ω1,ω2

, 0 < p < +∞, f(zk) = 0,

k = 1, 2, . . ., f(0) = 1, nk = card
{
zm : |zm| ≤ 1− 1

2k

}
, k = 1, 2, . . . . Òîãäà

+∞∑
k=1

nk
p ω2(

1
2k

)ωp1( 1
2k

)

2k(2p+1)
< +∞.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ω1, ω2 ∈ Ω, 0 < p < +∞, òîãäà ñïðàâåäëèâî
âëîæåíèå Spω1, ω2

⊂ Np
ω1, ω2

. Ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

1�

0

ω2(1− t)

 π�

−π

 1�

0

ω1(1− u) ln |f(uteiθ)|du

+

dθ


p

dt ≤

≤ c1

1�

0

ω2(1− t)ωp1(1− t)(1− t)pT p(t, f)dt, f ∈ H(D), 0 < p < +∞,

ãäå c1 ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò f.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì âñïîìîãàòåëüíîì
óòâåðæäåíèè:

Ëåììà 1.Ïóñòü f ∈ H(D), òîãäà äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé
ôóíêöèè ω ∈ L1(∆) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Tω(f, r) ≤
1�

0

ω(1− t)T (f, rt)dt, r ∈ [0, 1]

Òåîðåìà 3.Ïóñòü 0 < p < +∞, α, β > −1. Òîãäà êëàññû Np
α, β è

Spα, β ñîâïàäàþò.
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Ïóñòü (X, ‖ ·‖) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðàM =
= {x1, . . . , xn} ⊂ X ìíîæåñòâî òî÷åê Øòåéíåðà st(M) ñîñòîèò èç òàêèõ
òî÷åê s ∈ X, äëÿ êîòîðûõ

n∑
k=1

‖xk − s‖ = inf

{
n∑
k=1

‖xk − x‖ : x ∈ X

}
=: |st|(M).

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðåäóàëüíûì ê L1 èëè ïðîñòðàíñòâîì
Ëèíäåíøòðàóññà, åñëèX∗ èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî L1(µ) = L1(E,Σ, µ)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-08335).
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äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E, íåêîòîðîé σ-àëãåáðû Σ ïîäìíîæåñòâ E è
íåêîòîðîé σ-àääèòèâíîé ìåðû µ, îïðåäåëåííîé íà Σ. Ê ýòîìó êëàññó ïðî-
ñòðàíñòâ îòíîñÿòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâà C[K] äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé, íåïðåðûâíûõ íà (õàóñäîðôîâîì) êîìïàêòå K, ïðîñòðàíñòâà c0(E),
l∞ è ìíîãèå äðóãèå. Ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ïðåäóàëüíî ê L1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ln∞ (çäåñü ln∞ îáîçíà-
÷àåò n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖x‖ = ‖(x1, . . . , xn)‖ = max{|xi| :
i ∈ {1, . . . , n}). Ïðîñòðàíñòâà Ëèíäåíøòðàóññà õîðîøî èçó÷åíû (ñì. [1,
2], à òàêæå [3]).

Â ïðåäóàëüíîì ê L1 ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî òî÷åê Øòåéíåðà st(M)
íå ïóñòî [4] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X, à ñàìî
ìíîæåñòâî st(M) ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü [5] ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêèõ
îòðåçêîâ (ìåòðè÷åñêèé îòðåçîê ñ êîíöàìè a è b â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå X åñòü ìíîæåñòâî m[a, b] = {x ∈ X : ‖x− a‖+ ‖x− b‖ = ‖a− b‖}).

Òåîðåìà À [5]. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïðåäóàëüíî ê L1. Äëÿ ìíî-
æåñòâà M = {x1, . . . , xn} ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñò-
âà X èìååò ìåñòî ôîðìóëà

|st|(M,X) =
1

2
max

{
k∑
j=1

L(Mj) : M1 t · · · tMk = M

}
=: ∆(M,X),

ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì íå ìåíåå ÷åì äâóõòî÷å÷íûì ïîäìíîæå-
ñòâàì Mj ⊂ M . ×èñëî L(Mj) îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíóþ ñóììó äëèí
ð¼áåð öèêëà, îáõîäÿùåãî âñå âåðøèíû èç Mj ïî îäíîìó ðàçó. Ïðè ýòîì

st(M,X) = ∩kj=1st(M
∗
j , X) = ∩m[xp, xq],

ãäå {M ∗
j }kj=1 � òàêèå íå ìåíåå ÷åì äâóõòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà ìíî-

æåñòâà M , äëÿ êîòîðûõ
k∑
j=1

L(M ∗
j ) = 2 · ∆(M,X), à ïîñëåäíåå ïåðå-

ñå÷åíèå áåð¼òñÿ ïî òåì ïàðàì èíäåêñîâ p, q, äëÿ êîòîðûõ xp, xq ∈ M ∗
j

ñîåäèíåíû ðåáðîì â öèêëå ñ äëèíîé L(M ∗
j ), îáõîäÿùåì ìíîæåñòâî M ∗

j

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì j = 1, . . . , k.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà Mj öèêë âûðîæäåí è
ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà, ïîñ÷èòàííîãî äâàæäû.

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàM èç òåîðåìû A íà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå X ãðàô Z, ñîñòîÿùèé èç öèêëîâ è
îòäåëüíûõ ðåáåð. Äëÿ 5-òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà M ãðàô Z ìîæåò áûòü
âñåãî äâóõ âèäîâ: ëèáî öèêë èç ïÿòè ðåáåð, ëèáî öèêë èç òðåõ ðåáåð è
îòäåëüíîå ðåáðî.
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Åñëè ãðàô Z äëÿ 5-òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà M åñòü öèêë, òî ìíîæåñòâî
st(M,X) õàðàêòåðèçóåòñÿ â òåðìèíàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñôåð ïðîñòðàíñòâà X
ñëåäóþùåé òåîðåìîé (ïðè n = 5).

Òåîðåìà Á [5]. Ïóñòü n íå÷¼òíî, ïðîñòðàíñòâî X ïðåäóàëüíî ê L1,
x1, . . . , xn ∈ X ðàçëè÷íû è ∆({x1, . . . , xn}, X) = 1

2

(
‖x1−x2‖+‖x2−x3‖+

· · ·+ ‖xn − x1‖
)
. Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

st({x1, . . . , xn}, X) = m[x1, x2]∩m[x2, x3]∩ · · · ∩m[xn, x1] = ∩ni=1S(xi, ri),

ãäå ri = 0, 5

(
n−1∑
j=0

(−1)j · ‖xi+j − xi+j+1‖

)
(èíäåêñû i + j è i + j + 1 ñ÷è-

òàþòñÿ ïî ìîäóëþ n), à S(x, r) îáîçíà÷àåò ñôåðó ïðîñòðàíñòâà X ñ
öåíòðîì x ðàäèóñà r.

Åñëè æå ãðàô Z äëÿ 5-òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà M = {x1, x2, x3, x4, x5}
íå ñâÿçåí, òî åñòü Z åñòü öèêë, ñêàæåì, x1x2x3 è îòäåëüíîå ðåáðî x4x5, òî
ðàññòîÿíèå îò òî÷åê x4 è x5 äî òî÷êè s ∈ st(M,X) íå âñåãäà âû÷èñëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå st(M,X) ⊂ st({x1, x2, x3}, X) è
st(M,X) = m[x1, x2] ∩m[x2, x3] ∩m[x3, x1] ∩m[x4, x5].

Äàëåå ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ri = 1
2(‖xi−xj‖+ ‖xi−

− xk‖ − ‖xj − xk‖), i ∈ {1, 2, 3}. Ýòî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè xi äî (ëþáîé)
òî÷êè s ∈ st({x1, x2, x3}, X), ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû Á ïðè n = 3.

Ëåììà. Ïóñòü X ïðåäóàëüíî ê L1, M = {x1, x2, x3, x4, x5} ⊂ X,
ãðàô Z äëÿ M åñòü öèêë x1x2x3 è îòäåëüíîå ðåáðî x4x5. Ðàññòîÿíèå
îò x4 äî ìíîæåñòâà st(M,X) ðàâíî max3

i=1{‖xi − x4‖ − ri} =: A4.

Â ñèëó ðàâíîïðàâèÿ òî÷åê x4 è x5 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàññòî-
ÿíèå îò x5 äî ìíîæåñòâà st(M,X) ðàâíî max3

i=1{‖xi − x5‖ − ri} =: A5.

Òåîðåìà. Ïóñòü X ïðåäóàëüíî ê L1, M = {x1, x2, x3, x4, x5} ⊂ X,
ãðàô Z äëÿ M åñòü öèêë x1x2x3 è îòäåëüíîå ðåáðî x4x5. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî st(M,X) åñòü îáúåäèíåíèå ïî ρ4 ∈ [A4, ‖x4 − x5‖ − A5] ïåðåñå÷å-
íèé ñôåð

S(x1, r1) ∩ S(x2, r2) ∩ S(x3, r3) ∩ S(x4, ρ4) ∩ S(x5, ‖x4 − x5‖ − ρ4).
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ÓÄÊ 517.986.62

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÀÑØÒÀÁÈÐÓÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Ñ ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ×ÀÑÒÎÒÍÎÉ ÏÎËÎÑÎÉ

ÍÀ ÃÐÓÏÏÀÕ ÂÈËÅÍÊÈÍÀ1

Ã. Ñ. Áåðäíèêîâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
evrointelligent@gmail.com

Ïóñòü (G, +̇) � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Âèëåíêèíà, ýëåìåíòàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x = (. . . , 0n−1, xn, xn+1, . . . ), xj = 0, p− 1,

ãäå p � ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ +̇ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ p, ò.å. x+̇y = (xj+̇yj)(xj+yj mod p).
Ïóñòü

Gn = {x ∈ G : x = (. . . , 0n−1, xn, Xn+1, . . . )}, n ∈ Z

îñíîâíàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï, G⊥n � ñîâîêóïíîñòü àííóëÿòîðîâ, A � îïå-
ðàòîð ðàñòÿæåíèÿ. Áàçèñíûå ýëåìåíòû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû õà-
ðàêòåðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü rn è íàçûâàòü ôóíêöèÿìè Ðàäåìàõåðà.

Ïóñòü D−N(G⊥M) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà G⊥−Nζ ñ íî-
ñèòåëåì â G⊥M . Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì D−N(G⊥∞) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé
ñ íåîãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì è òåìè æå ïðîìåæóòêàìè ïîñòîÿíñòâà.

Íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà âîçìîæíî ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíûé êðàò-
íîìàñøòàáíûé àíàëèç. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ, êîòîðàÿ óäîâëå-

òâîðÿåò ðàâåíñòâó ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA−1) =
∞∏
n=0

m0(χA−n), ãäå A - îïåðà-

òîð ðàñòÿæåíèÿ, à ôóíêöèÿ m0(χ) íàçûâàåòñÿ ìàñêîé. Ñàìî ðàâåíñòâî
íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùèì óðàâíåíèåì â ÷àñòîòíîì âèäå.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì ñàìîé ôóíêöèè è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âïåðâûå
áûëî íàéäåíî â ðàáîòàõ Þ. À. Ôàðêîâà [1, 2], îäíàêî äëÿ íàõîæäåíèÿ
ôóíêöèè, ïîëüçóÿñü èì, òðåáóåòñÿ ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.
Àëãîðèòì ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòàõ Ñ. Ô. Ëóêîìñêîãî, Þ. Ñ. Êðóññ è
àâòîðà [3, 4] íå îáëàäàåò ýòèì íåäîñòàòêîì, ïðè ýòîì òàêæå ÿâëÿÿñü íåîá-
õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì (ñì. [5]). Àëãîðèòì èñïîëüçóåò îñîáûì
îáðàçîì ïîñòðîåííûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç êîíòóðîâ. Îäíàêî ýòîò
àëãîðèòì ïðèãîäåí òîëüêî äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ÷à-
ñòîòíîé ïîëîñîé (êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152-à).
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Ïåðâîé ïîïûòêîé ñòðîèòü ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè ñ íåîãðàíè÷åí-
íîé ÷àñòîòíîé ïîëîñîé ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ òåîðèè ãðàôîâ ìîæíî ñ÷è-
òàòü ðàáîòó àâòîðà [4], ãäå âûÿñíèëîñü, ÷òî äîáàâëÿÿ â îðãðàôû îäèí
êîíòóð (îðèåíòèðîâàííûé öèêë) ìîæíî äîáèòüñÿ íåîãðàíè÷åííîñòè íî-
ñèòåëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïðè ýòîì ñàìà ôóíêöèÿ áóäåò óäîâëåòâî-
ðÿòü ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ. Ïðåäñòàâëåííàÿ çäåñü ðàáîòà ÿâëÿ-
åòñÿ îáîáùåíèåì ðàáîòû [4], è ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå íèæå, ïîçâîëÿþò
ñòðîèòü ôóíêöèè áîëåå øèðîêîãî êëàññà.

Áóäåì ñòðîèòü ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ òàêóþ, ÷òî ϕ̂ ∈
∈ D−1(G

⊥
∞) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Γ, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëà αi = 0, p− 1. Êàæäàÿ òàêàÿ âåð-
øèíà ïðèñóòñòâóåò â ãðàôå ðîâíî îäèí ðàç;

2) èç âåðøèíû 0 íåò èñõîäÿùèõ äóã;
3) â ãðàôå ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäèí êîíòóð.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ïî òàêîìó ãðàôó.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàí ãðàô Γ, óäîâëåòâîðÿþùèé âûøåîïèñàí-

íûì óñëîâèÿì. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ m0(χ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
m0(G

⊥
−1) = 1. Òàêæå ïî êàæäîé äóãå α−1 → α0 ãðàôà Γ ïîñòðîèì çíà÷å-

íèå m0(G
⊥
−1r

α−1

−1 r
α0
0 ) 6= 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ìàñêè ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè:

p−1∑
α0=1

|m0(G
⊥
−1r

α−1

−1 r
α0
0 )|2 = 1, ∀ α−1 = 0, p− 1.

Ïî êàæäîìó ïóòè ãðàôà Γ âèäà α−1 → α0 → · · · → αs → 0 îïðå-
äåëèì âñå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìàñøòàáèðóþùåé

ôóíêöèè ϕ̂(χ) òàê, ÷òîáû ϕ̂(G⊥−1r
α−1

−1 r
α0
0 . . . rαss ) =

s∏
n=0

m0(G
⊥
−1r

αn−1

−1 rαn0 ).

Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ̂(χ) óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ,
ïðè÷åì ϕ̂(χ) ∈ D−1(G

⊥
∞) è ñèñòåìà ñäâèãîâ ϕ(x−̇h)h∈H0

îðòîíîðìèðî-
âàíà.
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ÍÀÂÈÃÀÖÈß ÏÎ ÃÅÎÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÎËßÌ
È ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÍÅÉ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
Â. È. Áåðäûøåâ, Â. Á. Êîñòîóñîâ (Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ)

bvi@imm.uran.ru, vkost@imm.uran.ru

Äîêëàä ïîñâÿùåí çàäà÷àì, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ïðî-
áëåì íàâèãàöèè ïî ãåîôèçè÷åñêèì ïîëÿì [1] è ïðè ïëàíèðîâàíèè ìàðø-
ðóòîâ äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ [2]. Àâòîíîìíàÿ íàâèãàöèÿ ïî ãåîôèçè÷å-
ñêèì ïîëÿì ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè è âñå áîëåå
ïðèâëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé â ïîñëåäíåå âðåìÿ.

Â äîêëàäå ôîðìóëèðóåòñÿ ðÿä çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìîé íàâèãà-
öèè:

� ïðîñòåéøèå ìîäåëè ïðîöåññà íàâèãàöèè;
� çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ àâòîíîìíîãî àïïàðàòà ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèè î ïîëå â öåëîì è ôðàãìåíòà ïîëÿ, ñíÿòîãî
ïðè äâèæåíèè;

� çàäà÷à î íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ â öåëîì ñ öåëüþ ýêîíîì-
íîãî õðàíåíèÿ åãî íà áîðòó è áûñòðîãî âîññòàíîâëåíèÿ;

� ïðîáëåìà îöåíêè èíôîðìàòèâíîñòè ïîëÿ è çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íàè-
áîëåå èíôîðìàòèâíîãî ìàðøðóòà, ò.å. íàèëó÷øåãî ìàðøðóòà ñ òî÷êè çðå-
íèÿ òî÷íîñòè íàâèãàöèè ïðè äâèæåíèè ïî ýòîìó ìàðøðóòó;

� çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îáúåêòà â óñëîâèÿõ
íàáëþäåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå ó îáúåêòà ñêîðîñòíîãî ñðåäñòâà
ïîðàæåíèÿ, ÷òî çàñòàâëÿåò íàáëþäàòåëÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè
ïðèäåðæèâàòüñÿ îïðåäåëåííîé òàêòèêè äâèæåíèÿ;

� ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, ìèíèìèçè-
ðóþùåé ìàêñèìóì âèäèìîñòè îáúåêòà ïðè äâèæåíèè ïî íåé;

� çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ìàðøðóòà ïðè óñëîâèè, êîãäà íàáëþäàòåëè
íåïîäâèæíû. Äëÿ äâóõ ïîñëåäíèõ ïîñòàíîâîê ïðåäëîæåíû ýôôåêòèâ-
íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ èõ ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ìîäèôèêàöèè
àëãîðèòìà Äåéêñòðû.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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ÒÎ×ÊÈ ËÅÁÅÃÀ
ÄËß ÔÓÍÊÖÈÉ ÈÇ ÊËÀÑÑÎÂ ÑÎÁÎËÅÂÀ

ÍÀ ÑÂßÇÍÛÕ ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ
Ñ. À. Áîíäàðåâ (Ìèíñê, Áåëàðóñü)

bsa0393@gmail.com

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëåáåãà óòâåðæäàåò, ÷òî ïî÷òè âñþäó äëÿ ôóíê-
öèè f ∈ Lploc(Rn), p ≥ 1 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

f(x) = lim
r→0

1

|B(x, r)|

�

B(x,r)

f(t)dt, (1)

ãäå B(x, r) � åâêëèäîâ øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà r. Ìíîæåñòâî òî-
÷åê, â êîòîðûõ íå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1), áóäåì íàçûâàòü èñêëþ÷è-
òåëüíûì. ×òî åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f áóäåò áîëåå ðåãóëÿðíîé, íàïðè-
ìåð áóäåò ïðèíàäëåæàòü íåêîòîðîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó? Â
÷àñòíîñòè, èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà òî÷åê Ëåáåãà äëÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ
Ñîáîëåâà W p

α(X) íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèþ óäâîåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî X ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâÿçíûì. Ìû
ïîëó÷àåì îöåíêè íà ¾ðàçìåð¿ èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü (X, d) � ñâÿçíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d, à
ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîåíèÿ, ò.å. äëÿ
ëþáûõ øàðîâ B(x, r) è B(x,R), R > r, âûïîëíåíî

µ
(
B(x,R)

)
≤ aµ

(
R

r

)γ
µ
(
B(x, r)

)
äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ aµ è γ. Òðîéêà (X, d, µ) â ýòîì ñëó÷àå íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíîãî òèïà, à ÷èñëî γ èãðàåò ðîëü ðàçìåð-
íîñòè. Èññëåäóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé γ = αp. Ïðèí-
öèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî p � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
(òðåáîâàíèå p > 1 íåîáÿçàòåëüíî). Äëÿ ñëó÷àÿ γ > αp, p > 0 ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â [1].

Ïóñòü α > 0 è 0 < p < ∞. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W p
α íà ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ôóíêöèé (êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè) f ∈ Lp(X), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ
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ôóíêöèÿ g ∈ Lp(X), òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(y)| 6 [d(x, y)]α[g(x) + g(y)] (2)

âûïîëíåíî ïî÷òè âñþäó (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [2]). Íà W p
α(X) ââîäèòñÿ

(êâàçè)íîðìà
‖f‖W p

α(X) = ‖f‖Lp(X) + inf{‖g‖Lp(X)},
ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì íåîòðèöàòåëüíûì ôóíêöèÿì g ∈ Lp(X), óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèþ (2). Ïðîñòðàíñòâà W p

α ïîðîæäàþò åìêîñòè

Capα,p(E) = inf{‖f‖p
W p
α(X)

: f > 1 íà E ⊂ X}.

Åìêîñòè ÿâëÿþòñÿ ¾èçìåðèòåëÿìè¿ ìàññèâíîñòè èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíî-
æåñòâ â çàäà÷àõ òåîðèè òîíêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé. Òàêóþ æå ðîëü èãðàþò
ìåðà è ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà. Ââåäåì âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
Âìåñòèìîñòü Õàóñäîðôà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Hs
R(E) = inf

{ ∞∑
i=1

rsi : E ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, ri), ri < R

}
,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîêðûòèÿì ìíîæå-
ñòâà E øàðàìè ðàäèóñà íå áîëåå R. Ìåðà Õàóñäîðôà âîîäèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

Hs(E) = lim
R→+0

Hs
R(E).

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà

dimH(E) = inf{s : Hs(E) = 0}.

Ïîñêîëüêó ïðè p < 1 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (1) ìîæåò áûòü
íåñóììèðóåìà, òî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå â îïðåäåëåíèè òî-
÷åê Ëåáåãà óæå íåëüçÿ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè âìåñòî èíòå-
ãðàëüíûõ ñðåäíèõ èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ïðèáëèæåíèÿ ïîñòîÿííûìè â
ïðîñòðàíñòâå Lp. Ïóñòü øàð B ⊂ X è f ∈ Lp(B), p > 0. Ñóùåñòâóåò

I
(p)
B f ∈ R òàêîå, ÷òî

inf
c∈R

�

B

|f(y)− c|pdµ(y) =

�

B

|f(y)− I(p)
B f |pdµ(y).

Åñëè f ∈ Lploc(X), òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→+0

I
(p)
B(x,r) = f ∗(x).
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Ïîñòîÿííûå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ I
(p)
B f ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî

èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ â îïðåäåëåíèè òî÷åê Ëåáåãà (ñì. [1]). Ïðåèìóùå-
ñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè p < 1. Îäíàêî
îíè íå îáëàäàþò ¾õîðîøèìè¿ ñâîéñòâàìè èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ, íàïðè-
ìåð ñóáëèíåéíîñòüþ.

Â ñëó÷àå γ > αp ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [1]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α > 0, 0 < αp < γ è f ∈ W p
α(X). Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ìíîæåñòâî E ⊂ X òàêîå, ÷òî äëÿ x ∈ X \ E ïðåäåë

lim
r→+0

I
(p)
B(x,r) = f ∗(x)

ñóùåñòâóåò. Êðîìå òîãî,

lim
r→+0

1

µ(B(x, r))

�

B(x,r)

|f − f ∗(x)|qdµ = 0,
1

q
=

1

p
− α

γ
. (3)

Ïðè ýòîì Capα,p(E) = 0 è dimH(E) ≤ γ − αp.
Â ñëó÷àå γ = αp ïàðàìåòð q ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè (îäíàêî âëîæåíèå

W p
α ⊂ L∞ íåâåðíî), ïîýòîìó â (3) ìîæíî îæèäàòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < γ = αp è f ∈ W p
α(X), ãäå X ñâÿçíî. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ⊂ X òàêîå, ÷òî äëÿ x ∈ X \ E ïðåäåëû

lim
r→+0

1

µ(B(x, r))

�

B(x,r)

fdµ, lim
r→+0

I
(p)
B(x,r)

ñóùåñòâóþò. Êðîìå òîãî,

lim
r→+0

1

µ(B(x, r))

�

B(x,r)

[
exp

{
|f − IB(x,r)|

γ
γ−1

}
− 1

]
dµ = 0,

ãäå â êà÷åñòâå IB(x,r) ìîæíî âçÿòü è ïîñòîÿííóþ íàèëó÷øåãî ïðèáëè-

æåíèÿ I
(p)
B(x,r), è ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîæåñòâà E

âûïîëíåíî Capα,p(E) = 0 è dimH(E) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå γ > 1 â òåîðåìå 2 ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì,
ïîñêîëüêó, åñëè γ < 1, òî ïðîñòðàíñòâî X îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íåñâÿç-
íûì.
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ÍÅÏÎËÍÀß ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ
ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß ÍÀ ÃÐÀÔÅ-ÄÅÐÅÂÅ1

Í. Ï. Áîíäàðåíêî (Ñàìàðà, Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
BondarenkoNP@info.sgu.ru

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ãðàô áåç öèêëîâ (äåðåâî) G, ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E = {ej}mj=1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ev ìíîæå-
ñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v, ÷åðåç ∂G è intG � ìíîæåñòâà ãðà-
íè÷íûõ è âíóòðåííèõ âåðøèí ãðàôà G ñîîòâåòñòâåííî, intG = V \∂G.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðåáðà äåðåâà G èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó π.
Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ej ââåäåì ïàðàìåòð xj ∈ [0, π]. Ôóíêöèåé íà äåðå-
âå G íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ y = [yj]

m
j=1, ãäå yj = yj(xj), xj ∈ [0, π],

j = 1,m. Ïóñòü qj, j = 1,m, âåùåñòâåííûå ôóíêöèè èç êëàññàW−1
2 (0, π),

ò. å. qj � îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé σj ∈ L2(0, π). Äèôôåðåíöè-
àëüíîå âûðàæåíèå Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ

`jyj := −y′′j + qj(xj)yj

íà ðåáðå ej ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå (ñì. [1]):

`jyj = −(y
[1]
j )′ − σj(xj)y[1]

j − σ
2
j (xj)yj,

ãäå y
[1]
j = y′j − σjyj � êâàçèïðîèçâîäíàÿ, è ôóíêöèÿ yj ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó

D(`j) = {yj ∈ W 1
2 [0, π] : y

[1]
j ∈ W

1
1 [0, π], `jyj ∈ L2(0, π)}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà u ∈ V ñîîòâåòñòâóåò êîíöó xj = 0 ðåáðà
ej è âåðøèíà v ∈ V ñîîòâåòñòâóåò xj = π. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

yj(u) = yj(0), yj(v) = yj(π),

y
[1]
j (u) = −y[1]

j (0), y
[1]
j (v) = y

[1]
j (π).

Äëÿ u ∈ ∂G ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ j è ïèñàòü y(u), y[1](u).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÌÊ-686.2017.1),
Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò 1.1660.2017/4.6) è ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 16-01-00015, 17-51-53180).
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Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L íà äåðåâå G äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ

(`jyj)(xj) = λyj(xj), xj ∈ (0, π), yj ∈ D(`j), j = 1,m, (1)

ñî ñòàíäàðòíûìè óñëîâèÿìè ñêëåéêè

yj(v) = yk(v), ej, ek ∈ Ev (óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè),∑
ej∈Ev

y
[1]
j (v) = 0, (óñëîâèÿ Êèðõãîôà)

 (2)

âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ v ∈ intG, è óñëîâèÿìè Äèðèõëå y(v) = 0 èëè
Íåéìàíà y[1](v) = 0 â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ v ∈ ∂G. Â ðàçíûõ âåðøè-
íàõ ìîãóò áûòü ðàçíûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïèñàííîãî âèäà è îáîçíà÷èì èõ BC.

Ïóñòü äåðåâî G ðàçäåëåíî íà äâà ñâÿçíûõ ïîääåðåâà Gknown è
Gunknown, èìåþùèõ îäíó îáùóþ âåðøèíó w ∈ intG. Îáîçíà÷èì èõ
ìíîæåñòâà ðåáåð ÷åðåç Eknown è Eunknown ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì
∂Gunknown\{w} =: {vk}bk=1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (1) íà ãðàôå G ñî ñòàíäàðòíûìè óñëîâèÿìè ñêëåéêè (2)
â âåðøèíàõ v ∈ intG è óñëîâÿìè BC â âåðøèíàõ v ∈ ∂G\{vk}. Êðàåâîå
óñëîâèå â âåðøèíå vk îòëè÷àåòñÿ îò BC, ò. å. åñëè â çàäà÷å L áûëî óñëîâèå
Äèðèõëå y(vk) = 0, òî â çàäà÷å Lk áóäåò óñëîâèå Íåéìàíà y

[1](vk) = 0, è
íàîáîðîò.

Ñïåêòðû Λ(L) è Λ(Lk), k = 1, b, çàäà÷ L è Lk, k = 1, b, ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èõ ïîäñïåêòðû Λ′(L) ⊆ Λ(L) è Λ′(Lk) ⊆ Λ(Lk),
k = 1, b.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Äàíû ïîòåíöèàëû σj íà ðåáðàõ ej ∈ Eknown

è ïîäñïåêòðû Λ′(L), Λ′(Lk), k = 1, b− 1. Íàéòè σj íà ðåáðàõ ej ∈
Eunknown.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ íåïîëíûõ
îáðàòíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà ÷àñòè÷íî èçâåñòíû àïðèîðè. Îíà îáîáùàåò çàäà÷ó Õîõøòàäòà-
Ëèáåðìàíà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå (ñì. [2]). Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàäàíû
ïîëíûå ñïåêòðû Λ(L), Λ(Lk), k = 1, b− 1, òî ïîòåíöèàëû σj íà ðåáðàõ
ej ∈ Eunknown ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû ìåòîäîì èç [3].

Öåëü ðàáîòû � âûäåëèòü íåêîòîðûé êëàññ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà
ïîäñïåêòðû, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è
åäèíñòâåííî. Ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåïîëíîé
îáðàòíîé çàäà÷è, îñíîâàííîé íà ñâåäåíèè åå ê ïîëíîé çàäà÷å íà ïîääåðå-
âå Gunknown ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ áàçèñíîñòè Ðèññà ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì
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âåêòîð-ôóíêöèé. Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ïîäõîäà, ïðåäëî-
æåííîãî â ðàáîòå [4] äëÿ ãðàôà-çâåçäû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû
áîëåå ïîäðîáíî èçëîæåíû â [5].
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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ È ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÍÀ ÏÐßÌÎÉ
ÑÓÌÌÀÌÈ ÑÄÂÈÃÎÂ ÎÄÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
Ï. À. Áîðîäèí, Ñ. Â. Êîíÿãèí (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)

pborodin@inbox.ru, konyagin23@gmail.com

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

Qν(x) =

sν∑
s=1

n(ν)
s eik

(ν)
s x

ñ öåëûìè k
(ν)
s è öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè n

(ν)
s , ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïî-

÷òè âñþäó.
Ñóùåñòâîâàíèå ñõîäÿùåéñÿ ïî÷òè âñþäó ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ Qν ñ öåëûìè (íåîáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûìè)

êîýôôèöèåíòàìè n
(ν)
s ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Ôåêåòå [1].

Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè óêàçàííîé â òåîðåìå 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ÿâíî âîçíèêëà â [2] â ñâÿçè ñ ïðèáëèæåíèÿìè ñóììàìè ñäâèãîâ îäíîé
ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå L2(R). È âîò òåïåðü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ïî-
ëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 2 ≤ p < ∞. Â äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Lp(R) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ñóììû ñäâèãîâ

n∑
k=1

f(x− ak), ak ∈ R, n ∈ N

ïëîòíû â Lp(R).

62



Òåîðåìà 1 äîêàçàíà Ñ. Â. Êîíÿãèíûì, òåîðåìà 2 � Ï. À. Áîðîäèíûì.
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ÒÅÎÐÅÌÀ ØÒÎËÜÖÀ È ÅÅ ÎÁÐÀÙÅÍÈÅ
Ã. Ã. Áðàé÷åâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)

Braichev@mail.ru

Òåîðåìà Øòîëüöà [1] ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû Áåð-
íóëëè �Ëîïèòàëÿ. Ïðèâåäåì åå â îáùåé ôîðìå � ñ âåðõíèìè è íèæíèìè
ïðåäåëàìè âìåñòî îáû÷íûõ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Òåîðåìà Øòîëüöà. Ïóñòü xn è yn � âåùåñòâåííûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïðè÷åì yn ñòðîãî ìîíîòîííà. Åñëè îáå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè èëè yn � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, à xn
� ïðîèçâîëüíàÿ, òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

6 lim
n→∞

xn
yn
, lim

n→∞

xn
yn
6 lim

n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

. (1)

Ïðåäñòàâèì ñíà÷àëà ðàâíîìåðíûå îöåíêè ðàññìàòðèâàåìûõ îòíîøå-
íèé äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn âûïóêëà, à ïîñëåäî- âà-
òåëüíîñòü yn ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ïóñòü, äàëåå, ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîíñòàíòàìè m, M, m ≤M, âûïîëíåíî óñëîâèå

m ≤ xn
yn
≤ M, n ∈ N.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

M s+
1 (θ) ≤ xn+1 − xn

yn+1 − yn
≤ M s2(θ), n ∈ N, (2)

ãäå θ =
m

M
, à âåëè÷èíû s1(θ), s2(θ) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

s1(θ) = inf
n≥2

1

yn − yn−1
sup
k<n

yk − θyn
k − n

,

63



s2(θ) = sup
n≥1

1

yn+1 − yn
inf
k>n

yk − θyn
k − n

.

Îöåíêà (2) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñòðîãî óáûâàþùèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé yn, åñëè âåëè÷èíû s1(θ), s2(θ) çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà
p1(θ), p2(θ), îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

p1(θ) = inf
n≥1

1

yn+1 − yn
inf
k>n

yk − θyn
k − n

,

p2(θ) = sup
n≥2

1

yn − yn−1
sup
k<n

yk − θyn
k − n

.

Èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ ðàâåíñòâà â îöåíêàõ (1) è ïîëó÷åíèå íåðà-
âåíñòâ ïðîòèâîïîëîæíîãî ñìûñëà òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ (òàóáåðîâûõ)
óñëîâèé íà ýòàëîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn, ñ ðîñòîì èëè óáûâàíè-
åì êîòîðûõ ñðàâíèâàþò ïîâåäåíèå èññëåäóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn.
Íàïðèìåð, îáðàùåíèå òåîðåìûØòîëüöà ñïðàâåäëèâî äëÿ áûñòðîðàñòó-
ùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé yn , êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. [3]) óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ

yn+1

yn
→ +∞, n→∞.

Ïðèâîäèìûå íèæå òåîðåìû ïðåäñòàâëÿþò äîïîëíåíèÿ è óòî÷íåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü xn è yn � ïîëîæèòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ïðè÷åì yn áûñòðîðàñòóùàÿ. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

,

à åñëè lim
n→∞

xn
yn

< +∞, òî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

.

Ñëåäóþùåå îáðàùåíèå òåîðåìûØòîëüöà ñïðàâåäëèâî äëÿ âûïóêëûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé, åñëè ñ ðîñòîì n âîçðàñòàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn+1 − yn.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü xn è yn � ïîëîæèòåëüíûå âûïóêëûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïðè÷åì yn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

yn
n
→∞, yn+1

yn
= 1 +

1

n
+ o

(
1

n

)
, n→∞.
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Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

, lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ ïðîìåæóòî÷íûé ðîñò, ÷åì ïðåäó-

ñìîòðåííûé â òåîðåìàõ 2 è 3, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ïîëîæèòåëüíà è âû-
ïóêëà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò.
Ïóñòü äàëåå

m = lim
n→∞

xn
yn
, M = lim

n→∞

xn
yn
.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

≤ M s̃2(θ).

Åñëè, êðîìå òîãî, yn èìååò ëàêóíû Àäàìàðà, ò. å. lim
n→∞

yn+1

yn
> 1, òî

âûïîëíÿåòñÿ è íåðàâåíñòâî

M max {s̃1(θ), 0} 6 lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

.

Çäåñü θ =
m

M
, à âåëè÷èíû s̃1(θ), s̃2(θ) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

s̃1(θ) = lim
l→∞

inf
n≥l+1

1

yn − yn−1
sup
l≤k<n

yk − θyn
k − n

,

s̃2(θ) = lim
n→∞

1

yn+1 − yn
inf
k>n

yk − θyn
k − n

.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì õàðàêòåðíûé ïðèìåð ñ ýòàëîííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà.

Ïóñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn èìååò ëàêóíû Àäà-
ìàðà, è p = lim

n→∞

yn+1

yn
> 1. Ïóñòü äàëåå xn � ïðîèçâîëüíàÿ âîç- ðàñòà-

þùàÿ âûïóêëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

m = lim
n→∞

xn
yn
, M = lim

n→∞

xn
yn
.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

mp−M
p− 1

≤ lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

, lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

≤ Mp−m
p− 1

.
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Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà òî÷íû, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè yn = eαn.

Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 4, âåðíî è êîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü yn ñòðîãî óáûâàåò ê íóëþ.
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ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ,

ÐÀÑÑÌÀÒÐÈÂÀÅÌÎÃÎ Â ÊËÀÑÑÅ ÐÀÇÐÛÂÍÛÕ
ÐÅØÅÍÈÉ 1

Ì. Ø. Áóðëóöêàÿ (Âîðîíåæ, Ðîññèÿ)
bmsh2001@mail.ru

Èññëåäîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èíâîëþöèåé ν(x) = 1 − x íà îòðåçêå [0, 1] è
ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ îáû÷íî ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì
Äèðàêà (ñ ïîòåíöèàëîì ñïåöèàëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî âèäà), ðåøåíèå êî-
òîðûõ íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ â íåïîäâèæ-
íîé òî÷êå èíâîëþöèè x = 1/2 (ñì., íàïðèìåð, [1], [2]). Ïðîñòåéøåå æå
óðàâíåíèå ñ èíâîëþöèåé y′(x) = λy(1−x) ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøå-
ìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà y′′(x) = −λ2y(x). Îäíàêî, åñëè äîïóñòèòü
êîíå÷íûé ðàçðûâ ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé (ò.å. ðàññìàòðèâàòü
åãî â êëàññå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé èç ïðîñòðàíñòâà C1([0, 1/2)∪ (1/2, 1])),
òî óäàåòñÿ óñòàíîâèòü åãî ýêâèâàëåíòíîñòü è ñèñòåìå Äèðàêà, è óðàâ-
íåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, çàäàííûì íà îòðåçêå [0, 1/2], íî òåïåðü óæå
ïðîèçâîëüíûìè íåïðåðûâíûìè ïîòåíöèàëàìè [3]. Çäåñü ìû óñòàíîâèì
ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ è ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé,
ðàññìàòðèâàåìûì â êëàññå ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè òàêèõ çàäà÷ â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ íóëåâûìè
ïîòåíöèàëàìè èññëåäîâàëèñü â [4].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 16-11-
10125, âûïîëíÿåìûé â Âîðîíåæñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå)
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1. Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1/2], t ∈ [0,+∞),

u(0, t) = u(1/2, t) = 0,

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1/2],

(1)

ãäå q(x), ϕ(x) êîìïëåêñíîçíà÷íûå, q(x) ∈ C[0, 1]. Â [5] ïðè ìèíèìàëüíûõ
óñëîâèÿõ ϕ(x) ∈ C2[0, 1/2], ϕ(0) = ϕ(1/2) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1/2) = 0, óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïî ìåòîäó Ôóðüå çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì. Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà, ëåãêî ñëåäó-

åò, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂2u(x,t)
∂x∂t , ∂2u(x,t)

∂t∂x ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå â (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå(

∂

∂t
+

∂

∂x

)(
∂

∂t
− ∂

∂x

)
u(x, t) = −q(x)u(x, t).

Îòñþäà ïðèäåì ê óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 1. Åñëè u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî w(x, t) =
= (w1(x, t), w2(x, t))

T (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ) òàêàÿ, ÷òî
w1(x, t) = u(x, t), w2(x, t) =

(
∂
∂t −

∂
∂x

)
u(x, t), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∂w(x, t)

∂t
= B

∂w(x, t)

∂x
+Q(x)w(x, t), x ∈ [0, 1/2], t ∈ [0,+∞),

w1(0, t) = w1(1/2, t) = 0,

w1(x, 0) = ϕ(x), w2(x, 0) = −ϕ′(x), x ∈ [0, 1/2],

(2)

ãäå B = diag(1,−1), Q(x) =

(
0 1

−q(x) 0

)
.

Ïîëàãàÿ v(x, t) = w1(x, t), ïðè x ∈ [0, 1/2], v(x, t) = w2(1 − x, t), ïðè
x ∈ (1/2, 1], ïîëó÷èì

Òåîðåìà 2. Åñëè u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî v(x, t) òàêàÿ,
÷òî v(x, t) = u(x, t), ïðè x ∈ [0, 1/2], v(x, t) = u′t(1−x, t)+u′x(1−x, t), ïðè
x ∈ (1/2, 1], ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíûì â òî÷êå x = 1/2 ðåøåíèåì çàäà÷è

∂v(x, t)

∂t
=
∂v(x, t)

∂x
+ p(x)v(1− x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞),

v(0, t) = v(1/2, t) = 0,

v(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ [0, 1],

(3)

ãäå p(x) = 1, ïðè x ∈ [0, 1/2], p(x) = −q(1−x), ïðè x ∈ (1/2, 1], ϕ1(x) =
= ϕ(x), ïðè x ∈ [0, 1/2], ϕ1(x) = −ϕ′(1− x) ïðè x ∈ (1/2, 1].
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Àíàëîãè÷íî, ïåðåõîäÿ ñíà÷àëà ê âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî
w1(x, t) = u(x, t), w2(x, t) =

(
∂
∂t + ∂

∂x

)
u(x, t), à çàòåì ñíîâà ê ñêàëÿðíîìó,

ïîëó÷èì

Òåîðåìà 3. Åñëè u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî ṽ(x, t) òàêàÿ,
÷òî ṽ(x, t) = u(x, t), ïðè x ∈ [0, 1/2], ṽ(x, t) = u′t(1− x, t)− u′x(1− x, t),
ïðè x ∈ (1/2, 1], ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíûì â òî÷êå x = 1/2 ðåøåíèåì çàäà÷è

∂ṽ(x, t)

∂t
= −∂ṽ(x, t)

∂x
+ p(x)ṽ(1− x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞),

ṽ(0, t) = ṽ(1/2, t) = 0,

ṽ(x, 0) = ϕ2(x), x ∈ [0, 1],

(4)

ãäå p(x) èç òåîðåìû 2, à ϕ2(x) = ϕ(x), ïðè x ∈ [0, 1/2], ϕ2(x) = ϕ′(1−x)
ïðè x ∈ (1/2, 1].

2. Òåïåðü èññëåäóåì îáðàòíûé ïåðåõîä îò ðåøåíèé çàäà÷ (3) è (4) ê
ðåøåíèþ (1).

Ëåììà 1. Åñëè v(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (3), òî v(x, t) è (∂/∂t−
− ∂/∂x)v(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî âñåì x ∈ [0, 1/2] è âñåì
t, è èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:(

∂

∂t
+

∂

∂x

)(
∂

∂t
− ∂

∂x

)
v(x, t) = −q(x)v(x, t), x ∈ [0, 1/2],

v(0, t) = v(1/2, t) = 0,

v(x, 0) = ϕ(x), v′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1/2].

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4). Îòñþäà
ñëåäóåò

Òåîðåìà 4. Ïóñòü v(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (3), ṽ(x, t) åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è (4), ïðè÷åì v(x, t) = ṽ(x, t) ïðè x ∈ [0, 1/2]. Òîãäà v(x, t),
ṽ(x, t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x ∈ [0, 1/2] è âñåì t,
è ôóíêöèÿ u(x, t) = v(x, t), ïðè x ∈ [0, 1/2], ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
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ÁÀÍÀÕÎÂÛ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ, Â ÊÎÒÎÐÛÕ ÄËÈÍÀ
ÊÐÀÒ×ÀÉØÅÉ ÑÅÒÈ ÇÀÂÈÑÈÒ ÒÎËÜÊÎ

ÎÒ ÏÎÏÀÐÍÛÕ ÐÀÑÑÒÎßÍÈÉ ÌÅÆÄÓ ÒÎ×ÊÀÌÈ1

Ë. Ø. Áóðóøåâà (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
lburusheva@gmail.com

Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è x1, ..., xn ∈ X. Äëèíîé êðàò÷àé-
øåé ñåòè äëÿ òî÷åê x1, ..., xn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

|smt|({x1, . . . , xn}, X) = inf{|Γ| : ñåòüΓ ñîåäèíÿåò òî÷êè x1, . . . , xn},

ãäå ñåòü � ñâÿçíûé ãðàô ñ ðåáðàìè-îòðåçêàìè, ñîäåðæàùèé òî÷êè â êà-
÷åñòâå ñâîèõ âåðøèí. ×åðåç |Γ| îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà ñåòè, òî åñòü ñóììà
äëèí åå ðåáåð. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ðåàëèçóåò
êðàò÷àéøóþ ñåòü äëÿ x1, . . . , xn, åñëè |Γ0| = |smt|({x1, . . . , xn}, X) äëÿ
íåêîòîðîé ñåòè Γ0, ñîåäèíÿùåé x1, . . . , xn.

Äîêëàä ïîñâÿùåí âîïðîñó, ïîñòàâëåííîìó â ðàáîòå [2]: â êà-
êèõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âåëè÷èíà
|smt|({x1, . . . , xn}, X) çàâèñèò òîëüêî îò ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
òî÷êàìè xk ∈ X (k = 1, . . . , n)?

Òåîðåìà. Â äåéñòâèòåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, ðåàëèçó-
þùåì êðàò÷àéøèå ñåòè äëÿ âñåõ ñâîèõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ, äëè-
íà êðàò÷àéøåé ñåòè çàâèñèò òîëüêî îò ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
òî÷êàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ëèáî ïðåäóàëüíî ê L1, ëèáî
ãèëüáåðòîâî.

Ïðîñòðàíñòâî X ïðåäóàëüíî ê L1 [3], åñëè X∗ èçîìåòðè÷åñêè èçî-
ìîðôíî L1(µ) = L1(E,Σ, µ) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E, íåêîòîðîé
σ-àëãåáðû Σ ïîäìíîæåñòâ E è íåêîòîðîé σ-àääèòèâíîé ìåðû µ, îïðå-
äåëåííîé íà Σ. Ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ïðåäóàëüíî ê L1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ln∞.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-08335).
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Ñëåäñòâèå. Â n-ìåðíîì äåéñòâèòåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå X äëèíà êðàò÷àéøåé ñåòè çàâèñèò òîëüêî îò ïîïàðíûõ ðàññòî-
ÿíèé ìåæäó òî÷êàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X èçîìåòðè÷åñêè
èçîìîðôíî ëèáî ln2 , ëèáî l

n
∞.
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ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÓÑËÎÂÈÅÌ ÐÀÇÐÛÂÀ1

Ñ. À. Áóòåðèí (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
buterinsa@info.sgu.ru

Ïóñòü {λk}k∈N � ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è L = L(M,α0, α1, β) âèäà

−y′′(x) +

� x

0

M(x− t)y′(t) dt = λy(x), x ∈
(

0,
π

2

)
∪
(π

2
, π
)
, (1)

y
(π

2
+ 0
)

= α0y
(π

2
− 0
)
, y′

(π
2

+ 0
)

= α1y
′
(π

2
− 0
)

+ βy
(π

2
− 0
)
, (2)

y(0) = y(π) = 0, (3)

ãäå (π − x)M(x) ∈ L2(0, π) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, à αj, β �
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðè÷åì α0 + α1 6= 0. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è L èìåþò âèä

λk = (k + κk)
2, {κk} ∈ l2. (4)

Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèèM(x) ïî ñïåê-
òðó {λk}k∈N â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷èñëà α0, α1, β èçâåñòíû. Íàèáîëåå
ïîëíûå ðåçóëüòàòû ïî îáðàòíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì ïîëó÷åíû äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. îáçîð â [1]). Â ÷àñòíîñòè, îáðàò-
íàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ ñ óñëîâèÿìè ðàçðûâà
èçó÷àëàñü â [2, 3]. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áåç ðàçðûâà èññëåäîâàëèñü â [4�9] è

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 17-11-01193).
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äðóãèõ ðàáîòàõ. ×òî êàñàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
ñ óñëîâèÿìè ðàçðûâà, òî äëÿ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà îáðàòíàÿ çà-
äà÷à èçó÷àëàñü â [10, 11], à äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà èññëåäîâàë-
ñÿ ëèøü âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â ñïåöèàëüíîì
ñëó÷àå, êîãäà òåðïèò ðàçðûâ òîëüêî y′, íî åãî âåëè÷èíà çàâèñèò îò λ (ñì.
[12]). Â äàííîé ðàáîòå óñòàíîâëåíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ è ïîëó÷åíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé îá-
ðàòíîé çàäà÷è ïðè óñëîâèè, ÷òî α0 + α1 /∈ (−∞, 0], ò. å. ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.Ïóñòü çàäàíû α0, α1, β ∈ C, α0+α1 /∈ (−∞, 0]. Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {λk}k∈N âèäà (4)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå
ìåðû íóëü) ôóíêöèÿ M(x), (π − x)M(x) ∈ L2(0, π), òàêàÿ ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {λk}k∈N ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è L(M,α0, α1, β).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ êðàåâîé çàäà÷è L ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè ôóíêöèè

∆(λ) = S(π, λ) +
(

(α0 − 1)C(a, λ) + (α1 − 1)S ′(a, λ) + βS(a, λ)
)
S(a, λ),

ãäå a = π/2, à C(x, λ), S(x, λ) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì C(0, λ) = S ′(0, λ) = 1, C ′(0, λ) = S(0, λ) = 0.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ (ñì. [5, 8]):

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

x�

0

P (x, x−t)sin ρt

ρ
dt, C(x, λ) = 1−λ

x�

0

S(t, λ) dt, (5)

ãäå

P (x, t) =
∞∑
ν=1

(x− t)ν

ν!
N ∗ν(t), (6)

N ∗1(x) = N(x), N∗(ν+1)(x) = N ∗N ∗ν(x) =

x�

0

N(x− t)N ∗ν(t) dt,

à ôóíêöèÿ N(x), (π − x)N(x) ∈ L2(0, π), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

M(x) = 2N(x)−
x�

0

dt

t�

0

N(t− τ)N(τ) dτ, 0 < x < π. (7)

Ñ ïîìîùüþ (5), (6) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

∆(λ) =
α0 + α1

2

sin ρπ

ρ
+

π�

0

w(x)
sin ρx

ρ
dx, w(x) ∈ L2(0, π), (8)
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ïðè ýòîì
w(x) = A(x;α0, α1, β,N), (9)

ãäå A � íåêîòîðûé îïåðàòîð, íåëèíåéíî çàâèñÿùèé îò ôóíêöèè N(x).
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäñòàâëåíèÿ (8). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà æå òåîðåìû 2 íóæíî ïîñìîòðåòü íà ñîîòíîøåíèå (9), êàê
íà íåëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè N(x). Ðàçâèâàÿ ìåòîä,
èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå [5], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè α0+α1 /∈ (−∞, 0],
òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè w(x) ∈ L2(0, π) íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (9) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå N(x), (π − x)N(x) ∈ L2(0, π).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ (8) è òåîðåìó Àäàìàðà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ôóíêöèè ∆(λ) èìååò ìåñòî òàêæå ïðåäñòàâëåíèå

∆(λ) = π
α0 + α1

2

∞∏
k=1

λk − λ
k2

. (10)

Êðîìå òîãî, èçâåñòíûì ìåòîäîì (ñì., íàïðèìåð, [5]) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà (4) ôóíê-
öèÿ ∆(λ), îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (10), èìååò âèä (8).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õà-
ðàêòåð è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ. Ïî çàäàííûì ÷èñëàì λk, k ∈ N,
âèäà (4) è èçâåñòíûì α0, α1 ñòðîèì ôóíêöèþ ∆(λ) ïî ôîðìóëå (10). Ðå-
øàÿ óðàâíåíèÿ (9) ñ ôóíêöèåé w(x) ∈ L2(0, π) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (8) äëÿ
ïîñòðîåííîé ôóíêöèè ∆(λ), íàõîäèì N(x), (π − x)N(x) ∈ L2(0, π). Íà-
êîíåö, ñòðîèì ôóíêöèþ M(x), (π − x)M(x) ∈ L2(0, π), ïî ôîðìóëå (7).
Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}k∈N ÿâëÿåòñÿ
ñïåêòðîì ïîñòðîåííîé êðàåâîé çàäà÷è L(M,α0, α1, β) âèäà (1)�(3). Åäèí-
ñòâåííîñòü ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9). �
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ÓÄÊ 517.95

ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÒÈÏÀ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ1

Â. Á. Âàñèëüåâ (Áåëãîðîä, Ðîññèÿ)
vbv57l@inbox.ru

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [1, 2] ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà �Ñëîáîäåö-
êîãî, êîòîðûå î÷åíü óäîáíû äëÿ èçó÷åíèÿ äèñêðåòíûõ ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îáîçíà÷èì ud(x̃) ôóíêöèþ äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà x̃ ∈ hZm, h > 0, è
ũd(ξ), ξ ∈ ~Tm, ~ = h−1,Tm = [−π, π]m, � åå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå

(Fdud)(ξ) =
∑
x̃∈hZm

ud(x̃)eix̃·ξhm.

Îáîçíà÷èì ζ2 = h−2
m∑
k=1

(e−ih·ξk − 1)2 è ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî Hs(hZm) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé ud(x̃), äëÿ êîòîðûõ ñëåäóþùàÿ íîðìà

‖ud‖s =

 �

~Tm

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ

1/2

êîíå÷íà.
Äàëåå, ïóñòü D = Rm

+ = {x ∈ Rm : x = (x′, xm), xm > 0}, è Dd =
D ∩ hZm � äèñêðåòíàÿ îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî Hs(Dd) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Hs(hZm), íîñèòåëè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â Dd.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.7311.2017/Á×).
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Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Hs(Dd) èíäóöèðóåòñÿ íîðìîé ïðîñòðàíñòâà
Hs(hZm). Ïðîñòðàíñòâî Hs

0(Dd) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ ôóíêöèé ud ñ
íîñèòåëåì â Dd, ïðè÷åì ýòè ôóíêöèè äîëæíû äîïóñêàòü ïðîäîëæåíèå
íà âñå ïðîñòðàíñòâîHs(hZm). Íîðìà â ïðîñòðàíñòâåHs

0(Dd) äàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

‖ud‖+
s = inf ‖`ud‖s,

ãäå in�mum áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïðîäîëæåíèÿì `.
Ïóñòü Ãd(ξ) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Rm ñ îñíîâíûì êóáîì ïå-

ðèîäîâ ~Tm. Òàêèå ôóíêöèè ìû íàçûâàåì ñèìâîëàìè.
Îïðåäåëåíèå 3. Äèñêðåòíûì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòî-

ðîì Ad â äèñêðåòíîé îáëàñòè Dd íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈hZm

�

~Tm

Ãd(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Dd.

Êëàññ Eα ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó óñëî-
âèþ

c1(1 + |ζ2|)α/2 ≤ |Ad(ξ)| ≤ c2(1 + |ζ2|)α/2

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c1, c2, íå çàâèñÿùèìè îò h.
Îáîçíà÷èì Π± = {(ξ′, ξm ± iτ), τ > 0}, ξ = (ξ′, ξm) ∈ Tm.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïåðèîäè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèåé ýëëèïòè÷åñêîãî

ñèìâîëà Ad(ξ) ∈ Eα íàçûâàåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

Ad(ξ) = Ad,+(ξ)Ad,−(ξ),

ãäå ñîìíîæèòåëè Ad,±(ξ) äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ïîëó-
ïîëîñû ~Π± ïî ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé ξm ïðè ïî÷òè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ
ξ′ ∈ ~Tm−1 è óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

|A±1
d,+(ξ)| ≤ c1(1 + |ζ̂2|)±

æ
2 , |A±1

d,−(ξ)| ≤ c2(1 + |ζ̂2|)±
α−æ

2 ,

ñ ïîñòîÿííûìè c1, c2, íå çàâèñÿùèìè îò h,

ζ̂2 ≡ ~2

(
m−1∑
k=1

(e−ihξk − 1)2 + (e−ih(ξm+iτ) − 1)2

)
, ξm + iτ ∈ ~Π±.

×èñëî æ ∈ R íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïåðèîäè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè.

Äëÿ ñëó÷àÿ æ− s = −n+ δ, n ∈ N, |δ| < 1/2, ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùåå äîñòàòî÷íî îáøåå óðàâíåíèå

(Adud)(x̃) +
n∑
j=0

Kj

(
b̃j(x̃

′)⊗ δ(x̃m)
)

= vd(x̃), x̃ ∈ Dd, (1)
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ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ud, b̃j, j = 0, 1, . . . , n, à Kj � çàäàííûå ïñåâ-
äîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ñèìâîëàìè Kj(ξ) ∈ Eαj .

Çàìå÷àíèå. Ìû ãîâîðèì ¾îïåðàòîð òèïà ïîòåíöèàëà¿, ïîòîìó ÷òî
îïåðàòîð Kj äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè îáîçíà÷èòü K̂j(x̃) ¾ÿä-
ðî¿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Kj, ìû ïîëó÷èì

Kj

(
b̃j(x̃

′)⊗ δ(x̃m)
)

=
∑

ỹ∈hZm−1

K̂j(x̃
′ − ỹ′, x̃m)bj(ỹ

′)hm−1.

Ýòî äåéñòâèòåëüíî äèñêðåòíûé îïåðàòîð òèïà ïîòåíöèàëà.

Ïðîäîëæèâ ïðàâóþ ÷àñòü è ïðèìåíèâ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

n∑
j=0

tkj(ξ
′)b̃j(ξ

′) = fk(ξ
′), k = 0, 1, . . . , n,

ãäå

tkj(ξ
′) =

1

2π

~π�

−~π

(
eihξm − 1

h

)k
Kj(ξ

′, ξm)

Ad,−(ξ′, ξm)
dξm,

fk(ξ
′) =

1

2π

~π�

−~π

(
eihξm − 1

h

)k
A−1
d,−(ξ′, ξm)(̃`vd)(ξ

′, ξm)dξm.

Òåîðåìà. Ïóñòü æ−s = −n+δ, n ∈ N, |δ| < 1/2. Òîãäà óðàâíåíèå (1)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ud ∈ Hs(hZm), cj ∈ Hsj(hZm−1), sj =
= s− α + αj + 1/2, j = 0, 1, . . . , n, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ess inf
ξ′∈hTm−1

| det(tkj(ξ
′))nk,j=0 > 0.

Ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖ud‖s ≤ a‖vd‖+
s−α, ‖bj‖sj ≤ aj‖vd‖+

s−α, j = 0, 1, . . . , n,

ñ ïîñòîÿííûìè a, a1, . . . , an, íå çàâèñÿùèìè îò h.
Íåêîòîðûå ïðåäøåñòâóþùèå èññëåäîâàíèÿ è òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíî-

ñòè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [3�5].
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ÏÐÅÄÅËÜÍÎÃÎ ÑËÓ×Àß1

À. À. Âàñèëüåâà (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
vasilyeva_nastya@inbox.ru

Ïóñòü T : X → Y � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ýíòðîïèéíûå
÷èñëà îïåðàòîðà T äëÿ k ∈ N îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

ek(T ) = inf
{
ε > 0 : ∃y1, . . . , y2k−1 ∈ Y : T (BX) ⊂ ∪2k−1

i=1 (yi + εBY )
}
.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, g, v : Ω → (0, ∞) � èç-
ìåðèìûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lr,d ÷èñëî êîìïîíåíò îáîáùåííîé
âåêòîð-ôóíêöèè ∇rf è ïîëîæèì

W r
p,g(Ω) =

{
f : Ω→ R

∣∣ ∃ψ : Ω→ Rlr,d : ‖ψ‖Lp(Ω) ≤ 1, ∇rf = g · ψ
}

(
ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ψ îáîçíà÷èì ÷åðåç

∇rf

g

)
,

‖f‖Lq,v(Ω)=‖f‖q,v=‖fv‖Lq(Ω), Lq,v(Ω) = {f : Ω→ R| ‖f‖q,v <∞} .

Äëÿ x ∈ Rd è a > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Ba(x) çàìêíóòûé åâêëèäîâ øàð
â Rd ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå x.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, a > 0. Ìû ñêàæåì, ÷òî Ω ∈
∈ FC(a), åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω
ñóùåñòâóþò ÷èñëî T (x) > 0 è ÷èñëî γx : [0, T (x)] → Ω ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè: 1) γx èìååò íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, 2) γx(0) = x,
γx(T (x)) = x∗, 3) Bat(γx(t)) ⊂ Ω äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T (x)].

Îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, åñëè Ω ∈ FC(a) äëÿ íåêî-
òîðîãî a > 0.

Ïóñòü Γ ⊂ Rd � íåïóñòîé êîìïàêò, h : (0, 1]→ (0, ∞) íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ. Ñêàæåì, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ h-ìíîæåñòâîì, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëî

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00295).
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c∗ ≥ 1 è êîíå÷íàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà µ íà Rd òàêàÿ, ÷òî suppµ = Γ
è

c−1
∗ h(t) ≤ µ(Bt(x)) ≤ c∗h(t)

äëÿ ëþáîãî x ∈ Γ è t ∈ (0, 1].
Ïóñòü Ω ∈ FC(a) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, Γ ⊂ ∂Ω � h-ìíîæåñòâî,

ãäå h ∈ H èìååò ñëåäóþùèé âèä â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

h(t) = tθ| log t|γτ(| log t|), 0 < θ < d,

ãäå τ : (0, +∞) → (0, +∞) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî

tτ ′(t)

τ(t)
→

t→+∞
0.

Ïóñòü 1 < p < q < ∞, r ∈ N, δ := r + d
q −

d
p > 0, βg, βv ∈ R,

g(x) = ϕg(dist|·|(x, Γ)), v(x) = ϕv(dist|·|(x, Γ)),

ϕg(t) = t−βg | log t|−αgρg(| log t|), ϕv(t) = t−βv | log t|−αvρv(| log t|),

ãäå ρg è ρv � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, òàêèå ÷òî

tρ′g(t)

ρg(t)
→

t→+∞
0,

tρ′v(t)

ρv(t)
→

t→+∞
0.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω ⊂
(
−1

2 ,
1
2

)d
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pr−1(Rd) ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ íà Rd ñòåïåíè
íå âûøå r − 1. Â îñíîâíîé òåîðåìå óñëîâèÿ íà âåñà îêàæóòñÿ òàêèìè,
÷òî W r

p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è ñóùåñòâóþò M > 0 è ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð P : Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
∈ W r

p,g(Ω)

‖f − Pf‖Lq,v(Ω) ≤M

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

.

Îáîçíà÷èì Wr
p,g(Ω) = spanW r

p,g(Ω), Ŵr
p,g(Ω) = {f − Pf : f ∈

∈ Wr
p,g(Ω)}. Ââåäåì íà Ŵr

p,g(Ω) íîðìó ‖f‖Ŵr
p,g(Ω) :=

∥∥∥∇rfg ∥∥∥Lp(Ω)
. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç I : Ŵr
p,g(Ω) → Lq,v(Ω) îïåðàòîð âëîæåíèÿ. Òîãäà îí íåïðåðû-

âåí.
Ïîëîæèì äëÿ j ∈ Z+

uj = 2j(βg−r+
d
p)(j + 1)−αgρg(j + 1), wj = 2j(βv−

d
q)(j + 1)−αvρv(j + 1).
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Ïóñòü βg + βv = δ è ñóùåñòâóþò C ≥ 1 è ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ω :

(0, ∞)→ (0, ∞) òàêèå, ÷òî tω′(t)
ω(t) →

t→+∞
0 è äëÿ ëþáîãî j0 ∈ Z+

C−1(j0 + 1)
1
q−

1
pω(j0 + 1) ≤ sup

j≥j0
uj

( ∞∑
i=j

wq
i

h(2−j)

h(2−i)

)1/q

≤

≤ C(j0 + 1)
1
q−

1
pω(j0 + 1).

Îáîçíà÷èì Z = (r, d, p, q, g, v, h, a, c∗, C), Z∗ = (Z, R), ãäå R =
= diam Ω.

Òåîðåìà 1. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

en(I : Ŵr
p,g(Ω)→ Lq,v(Ω)) �

Z∗
n

1
q−

1
p max{ω(n), ω(log n)}.
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1
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Â ðàáîòå [1] Ñ. Êçûðåâ ïîñòðîèë îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû âñïëåñêîâ
íà ïîëÿõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Â [2] S. Albeverio, Ñ. Åâäîêèìîâ è Ì. Ñêîïè-
íà äîêàçàëè, ÷òî åñëè ñèñòåìà ñäâèãîâ (ϕ(x−̇h)) ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè ϕ
îðòîíîðìèðîâàíà è ôóíêöèÿ ϕ ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé p-àäè÷åñêèé
êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç (ÊÌÀ), òî íîñèòåëü åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
ëåæèò â åäèíè÷íîì øàðå. Òî åñòü äâà óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ: îðòîãîíàëü-
íîñòü ñèñòåìû ñäâèãîâ è ìàøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå äàþò â êà÷åñòâå ðå-
øåíèÿ òîëüêî ñèñòåìó Õààðà. Â 2015 ãîäó Ñ. Åâäîêèìîâ è Ì. Ñêîïèíà [3]
äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïîëÿ Qp ëþáîé îðòîãîíàëüíûé âåéâëåò-áàçèñ â L2(Qp),
êîòîðûé ñîñòîèò èç ëîêàëüíî-ïîñòîÿííûõ (ïåðèîäè÷åñêèõ) ôóíêöèé, ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé áàçèñà Õààðà. Â ðàáîòå [4] Ñ.Åâäîêèìîâ ïîñòðîèë
îðòîãîíàëüíûå áàçèñû âñïëåñêîâ, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ôóíêöèé ñ ôèíò-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ýòè áàçèñû òàêæå àññîöèèðîâàíû ñ ÊÌÀ
Õààðà.

Â ñâÿçè ñ ðàáîòîé [2] â [5] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè p = 2 è M = 1
òðåáîâàíèå ¾ϕ ïîðîæäàåò ÊÌÀ¿ (ìàøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå), ìîæíî

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò (ïðîåêò � 16-01-00152).
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îïóñòèòü. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé, ñäâèãè
êîòîðûõ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, íî íå ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè ìàøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ. Â [5] àâòîðû ïîñòðîèëè ôóíêöèè ϕ
êîòîðûå èìåþò áîëüøîé íîñèòåëü è ïîñòîÿííû íà ìàëåíüêèõ ñìåæíûõ
êëàññàõ ñ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé ñäâèãîâ äëÿ ïîëÿ Qp. Â ðàáîòå [6]
ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè, ñäâèãè êîòîðûõ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòå-
ìóìû â ñëó÷àå ëîêàëüíûõ ïîëåé íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà ëîêàëüíûõ
ïîëåé íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðå-
íèåì ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp ñòåïåíè n. Íà ïîëå F ñóùåñòâóåò íîð-
ìèðîâàíèå ‖ · ‖ ÿâëÿþùååñÿ ïðîäîëæåíèåì p-àäè÷åñêîãî íîðìèðîâàíèÿ,
êîòîðîå äëÿ ýëåìåíòîâ x ∈ Qp èìåþùèõ ðàçëîæåíèå

x = pt
∞∑
i=0

aip
i,

ãäå t ∈ Z ai ∈ {0, 1, . . . , p − 1} è a0 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ‖x‖p = p−t.
Óñëîâèå ïðîäîëæèìîñòè íîðìû îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ x ∈ Qp ⊂ F
‖x‖ = ‖x‖p.

Ìíîæåñòâî
O = {x ∈ F | ‖x‖ ≤ 1}

ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì è íàçûâàåòñÿ êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ F . Êîëüöî O
ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãëàâ-
íûì P = πO = {x ∈ F | ‖x‖ < 1}. Ôàêòîð-êîëüöî k = O/πO ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëåì èçîìîðôíûì GF (ps). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî ïðåä-
ñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ O/πO , à ÷åðåç ε1, ε2, . . . , εs òàêèå ïðåäñòà-
âèòåëè, ñìåæíûå êëàññû êîòîðûõ ïðè èçîìîðôèçìå ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì
ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ GF (ps) íàä ïîëåì GF (p). Äëÿ ëþáîãî ai ∈ A ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ai = ai1ε1 + · · · + aisεs, ãäå
aij ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Êàæäûé ýëåìåíò x ∈ F äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

x = πγ(a0 + a1π + a2π
2 + . . . ),

ãäå a0 6= 0, ai ∈ A, γ ∈ Z, πe = p è es = n. Íîðìà ýëåìåíòà ‖x‖ = p−γ/e.
Áàçèñîì ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ F íàä Qp ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû εiπ

j ïðè i =
= 1, . . . , s è j = 0, . . . , e− 1.

Ìíîæåñòâî Bγ(a) = {x ∈ F |‖x− a‖ ≤ pγ} ÿâëÿåòñÿ π-àäè÷åñêèì øà-

ðîì. Äðîáíîé ÷àñòüþ ýëåìåíòà x ∈ F íàçûâàåòñÿ {x}F = πγ
∑−γ−1

k=0 akπ
k,

ìíîæåñòâî IF ñîñòîèò èç ÷èñòî äðîáíûõ ÷èñåë x = {x}F è IF (N) =
= IF ∩ BN(0). Îáîçíà÷èì D−N(M), ãäå N,M ∈ N, ìíîæåñòâî ëîêàëüíî
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ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, íîñèòåëü êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â BN(0) è ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ïîñòîÿííûìè íà ìíîæåñòâàõ a+ πMO.

2. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ. Ôàêòîð-ãðóïïà G =
π−NO/πMO ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà ps(N+M) = q.
Ïóñòü χ0, χ1,. . . , χq−1 � ìíîæåñòâî àääèòèâíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G.
Îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíî-
çíà÷íûõ ôóíêöèé íà G.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ψi íà F ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψi(x) =

{
χi(x), åñëè x ∈ π−NO,

0, åñëè x /∈ π−NO,
.

Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè íà F , ψi(x − y) = ψi(x)ψi(y) è
îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ äëÿ D−N(M) íàä C, òàê êàê

�
F

ψi(x)ψj(x)dx =

{
0, i 6= j,

psN , i = j,
.

è äëÿ ϕ èìååì ìåñòî ðàçëîæåíèå

ϕ(x) =

q−1∑
i=0

ciψi(x).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HF (N) = {h | h = a− b, ãäå a, b ∈ IF (N)}.
Òåîðåìà 1 [6]. Äëÿ ôóíêöèè ϕ ∈ D−N(M) ñèñòåìà ñäâèãîâ (ϕ(x−

a))a∈IF áóäåò îðòîíîðìèðîâàííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

q−1∑
i=0

|ci|2ψi(h) =

{
psN , åñëè h = 0,

0, åñëè h 6= 0 è h ∈ HF (N),
(1)

Òåîðåìà 2 [6]. Ïóñòü F � ëîêàëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü.
Åñëè M > e

log2 p
, òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ ∈ D−N(M), ñäâèãè êîòî-

ðûõ íà ýëåìåíòû èç IF îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â L2(F )
ñîäåðæèò íåòîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå D−N(M) íå ìåíåå ps(N+M) −
2npsN + 1.

Çàìå÷àíèå 1. Â [2] äëÿ ïîëÿ Qp äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà èç òåîðåìû 1
èìååò åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî íå áîëåå
pN êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Ýòî òàê, åñëè ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿ-
åò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè îòêàçàòüñÿ
îò ýòîãî óñëîâèÿ, òî ïîÿâëÿþòñÿ äðóãèå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå ïîëÿ Qp âñåãäà åñòü íåòîæäåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ, îáëàäàþùàÿ ñèñòåìîé îðòîãîíàëüíûõ ñäâèãîâ, èñêëþ÷åíèå òîëüêî
p = 2 è M = 1, ÷òî äîêàçàíî â [5].
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Ââåäåíèå
Ïóñòü {pn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî

2 ≤ pj ≤ N . Ïîëîæèì p−j = pj äëÿ âñåõ j ∈ N, mj = p1...pj ïðè j ∈ N,
m0 = 1 è m−l = ml ïðè l ∈ N. Òîãäà êàæäîìó ÷èñëó x ∈ R+ ìîæíî
ñîïîñòàâèòü ðàçëîæåíèå

x =
∞∑
j=1

x−jmj−1+
∞∑
j=1

xj
mj

, 0 ≤ xn < pn, xj ∈ Z∩[0, pj), |j| ∈ N. (1)

Çäåñü â ïåðâîé ñóììå èç (1) ïðèñóòñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ è
ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè äëÿ ÷èñåë âèäà x = k/ml,
k, l ∈ N, áðàòü ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì xj 6= 0. Åñëè x, y ∈ R+ çà-

ïèñàíû â âèäå (1), òî ïî îïðåäåëåíèþ x⊕y = z =
∞∑
j=1

z−jmj−1 +
∞∑
j=1

zj/mj,

zj ∈ Z∩[0, pj), |j| ∈ N, ãäå zj = xj+yj (mod pj). Ýòà îïåðàöèÿ íå îïðåäå-
ëåíà, åñëè zj = pj − 1 äëÿ âñåõ j ≥ j0, ò.å. äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà y ïðè
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ôèêñèðîâàííîì x ∈ R+. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ
x	 y.

Äëÿ x, y ∈ R+, çàïèñàííûõ â âèäå (1), îïðåäåëèì ÿäðî χ(x, y) ðà-

âåíñòâîì χ(x, y) = exp

(
2πi

∞∑
j=1

(xjy−j + x−jyj)/pj

)
. Äëÿ ïî÷òè âñåõ

ïàð (x, z) ∈ R+ × R+ ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ R+ èìååì ðàâåíñòâî

χ(x⊕z, y) = χ(x, y)χ(z, y) è χ(x	z, y) = χ(x, y)χ(z, y). Â ÷àñòíîñòè, âåð-

íî ðàâåíñòâî χ(x, 0	 y) = χ(x, y), x, y ∈ R+. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî χ(x, y)
ïîñòîÿííà ïî x íà âñåõ ïðîìåæóòêàõ Ikj = [j/mk, (j + 1)/mk), j ∈ Z+,

ïðè 0 ≤ y < mk (ñì. [1, � 1.5]). Äàëåå Dy(x) =
� y

0 χ(x, t) dt, x, y ∈ R+.
Ïðîñòðàíñòâà Lp(R+), 1 ≤ p < ∞, ñîñòîÿò èç èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó

íà R+ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ‖f‖p =

( �
R+

|f(t)|pdt

)1/p

<∞. Ïðè p =∞

äëÿ îãðàíè÷åííûõ íà R+ ôóíêöèé f (f ∈ B(R+)) áóäåì èñïîëüçîâàòü
ðàâíîìåðíóþ íîðìó ‖f‖∞ = sup

x∈R+

|f(x)|. ×åðåç Lip∗(α, p) îáîçíà÷èì ïðî-

ñòðàíñòâî ôóíêöèé f ∈ Lp(R+), òàêèõ ÷òî ‖f(· ⊕ h)− f(·)‖p = O(hα).
Äëÿ f ∈ L1(R+) ìóëüòèïëèêàòèâíîå P-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ñì. [1]

è [2]) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé f̂(x) =
�
R+
f(y)χ(x, y) dy, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà. Äëÿ f ∈ Lp(R+), 1 < p ≤ 2,P-ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå ââîäèòñÿ, êàê ïðåäåë
� a

0 f(y)χ(x, y) dy â Lq(R+), 1/p + 1/q = 1,
ïðè a→ +∞. Ñîãëàñíî [1, ãë. 6, òåîðåìà 6.1.7], èìååò ìåñòî àíàëîã íåðà-
âåíñòâà Õàóñäîðôà-Þíãà

‖f̂‖q ≤ ‖f‖p, f ∈ Lp(R+), 1 ≤ p ≤ 2. (2)

Äëÿ f ∈ L2(R+), ñîãëàñíî (2), f̂ ∈ L2(R+). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâ àíàëîã

ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ �Ïëàíøåðåëÿ ‖f‖2 = ‖f̂‖2, êîòîðûé ëåãêî âûâî-
äèòñÿ èç òåîðåìû 6.2.4 â [1].

Íàêîíåö äëÿ óáûâàþùåé íà (0,∞) ê íóëþ è íèòåãðèðóåìîé â îêðåñò-

íîñòè íóëÿ ôóíêöèè f ìû îïðåäåëèì f̂(x), êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë�∞
0 f(y)χ(x, y) dy (ñì. [3]).
Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñâåðòêîé ôóíêöèé f, g ∈ L1

loc(R+) íàçûâàåòñÿ
f ∗g(x) =

�
R+
f(x	 t)g(t) dt, åñëè ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò. Ïóñòü

Gn � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà âñåõ ïðîìåæóòêàõ Ink , k ∈
∈ Z+, äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z+, è Emn

(f)p = inf{‖f−g‖p : g ∈ Gn}, n ∈ Z+,
1 ≤ p <∞. Ðàññìîòðèì òàêæå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

ωn(f)p := sup
0<h<1/mn

‖f(· 	 h)− f(·)‖p.
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Ïóñòü f ∈ Lp(R+), 1 ≤ p < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
À. Â. Åôèìîâà [1, � 10.5]

Emn
(f)p ≤ ‖f − f ∗Dmn

‖p ≤ ωn(f)p ≤ 2Emn
(f)p.

Äàëåå ìû èçó÷àåì óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
îò ñâåðòîê h = f ∗ g è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ íîðì
ĥX[mn,∞). Ïðè ýòîì áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâó íåóëó÷-
øàåìîñòè ýòèõ óñëîâèé. Â ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ àáñîëþòíàÿ
ñõîäèìîñòü è åå îáîáùåíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñâåðòîê èçó÷àëèñü Ì. è
Ø. Èçóìè [4] è Ê. Îíåâèðîì [5], à äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì �
Ê.Îíåâèðîì [6] è îäíèì èç àâòîðîâ [7].

Îòìåòèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç [5].

Òåîðåìà A. 1. Åñëè g, h ∈ Lp2π, 1 < p ≤ 2, 1/p + 1/q = 1, òî ðÿä
èç ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå â ñòåïåíè q/2 èõ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ñâåðòêè (g ∗ h)2π ñõîäèòñÿ.

2. Äëÿ ëþáîãî 1 < p ≤ 2 íàéäóòñÿ g, h ∈ Lp2π,òàêèå ÷òî ðÿä èç
ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå â ëþáîé ñòåïåíè β < q/2 èõ 2π-ïåðèî-
äè÷åñêîé ñâåðòêè (g ∗ h)2π ðàñõîäèòñÿ.

Âåëè÷èíû

ρ(r)
n (h) =

∑
|k|≥n

|ck(h)|r
1/r

,

ãäå {ck(h)}k∈Z � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
ôóíêöèè h, ÿâëÿþùåéñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ñâåðòêîé ôóíêöèé f è g, è èõ
âçàèìîñâÿçü ñ íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè f è g èçó÷àëèñü Í. À. Èëüÿ-
ñîâûì [8-10]. Òàê, â [8] èì áûëà óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà B. 1. Ïóñòü 1 < p ≤ 2, f, g ∈ Lp(T), h � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ñâåðòêà f è g, γ = p′/2, ãäå 1/p+ 1/p′ = 1. Òîãäà

ρ
(γ)
n+1(h) ≤ C(p)En(f)Lp(T)En(g)Lp(T),

ãäå En(f)Lp(T) � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå f òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïî-
ëèíîìàìè ïîðÿäêà íå âûøå n â Lp(T).

2. Ïóñòü 1 < p ≤ 2, α, β > 0, γ = p′/2, ãäå 1/p + 1/p′ = 1. Òîãäà
ñóùåñòâóþò f, g ∈ Lp(T), òàêèå ÷òî En(f)Lp(T) � n−α, En(g)Lp(T) �
� n−β è äëÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ñâåðòêè h ôóíêöèé f è g èìååì

ρ
(γ)
n+1(h) � n−α−β.

Çäåñü An � Bn, åñëè An = O(Bn) è Bn = O(An), n ∈ N.
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Â [10] áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà C. Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

h ñî ñâîéñòâîì ρ
(1)
n+1(h) = O(λn), n ∈ Z+, ãäå λn ↓ 0, ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ñâåðòîê ôóíêöèé f è g, òàêèõ ÷òî

En(f)L2(T), En(g)L2(T) = O(λ
1/2
n ).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Âàæíûì ñðåäñòâîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåóëó÷øàåìîñòè óñëîâèé èí-

òåãðèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü g(x) íå âîçðàñòàåò íà (0,∞), g ∈ L1[0, 1) è

lim
x→+∞

g(x) = 0, 1 < p ≤ 2. Òîãäà ñóùåñòâàíèå f ∈ Lp(R+), òàêîé ÷òî

f̂ = g ï.â. íà R+, ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ g(x)x1−2/p ∈ Lp(R+).
Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

‖f(x)‖p ≤ C‖g(x)x1−2/p‖p, (3)

Emn
(f)p ≤ C

(
mp−1
n gp(mn) +

� ∞
mn

gp(x)xp−2 dx

)1/p

. (4)

Ïðè ýòîì êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ (3) è (4) íå çàâèñÿò îò g è n ∈
∈ Z+.

Äëÿ êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áëèçêèå ê òåîðåìå 1 ðåçóëüòàòû
ïðèíàäëåæàò Õàðäè è Ëèòòëâóäó (ñì. [11, ãëàâà 4, òåîðåìû 79, 80, 82].
Îöåíêà (4) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îöåíêè À. À. Êîíþøêîâà äëÿ íàèëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé ñóìì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ [12].

Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû À (ñì. òåîðåìû 4 è 5 èç [5])
äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 2. 1. Ïóñòü g, h ∈ Lp(R+), 1 ≤ p ≤ 4/3, 1/p + 1/q = 1,

f = g ∗ h. Òîãäà f̂ ∈ Lq/2(R+).
2. Åñëè 1 < p ≤ 4/3, 1/p + 1/q = 1, òî ñóùåñòâóþò g, h ∈ Lp(R+),

òàêèå ÷òî äëÿ f = g ∗ h èìååì f̂ /∈ Lr(R+) ïðè âñåõ 0 < r < q/2.
Òåîðåìà 3. 1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ 2, 1 < q ≤ 2, 1/p + 1/q ≥ 3/2, α > 0.

Åñëè g ∈ Lip∗(α, p), h ∈ Lq(R+) è f = g ∗ h, òî

f̂ ∈ Lβ(R+), pq/(αpq + 2pq − p− q) < β < pq/(2pq − p− q).

2. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ 2, 1 < q ≤ 2, α > 0, 3/2 ≤ 1/p+ 1/q < α+ 2− 1/q.
Òîãäà ñóùåñòâóþò g ∈ Lip∗(α, p) è h ∈ Lq(R+), òàêèå ÷òî

(g ∗ h)̂ /∈ Lβ0(R+), β0 = pq/(αpq + 2pq − p− q)).

Ñëåäñòâèå 1. 1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ 2, 1 < q ≤ 2, è α > 1/p + 1/q − 1.

Åñëè g ∈ Lip∗(α, p), h ∈ Lq(R+), òî äëÿ f = g ∗ h èìååì f̂ ∈ L1(R+).
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2. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ 2, 1 < q ≤ 2, 0 < α = 1/p + 1/q − 1. Òîãäà
ñóùåñòâóþò g ∈ Lip∗(α, p) è h ∈ Lq(R+), òàêèå ÷òî (g ∗ h)̂ /∈ L1(R+).

Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1 òåîðåìû 3 è ñëåäñòâèå 1 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè
òåîðåìû 6, ñëåäñòâèÿ 5 è òåîðåìû 7 èç [6] äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñè-
ñòåì. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ñì. â [7]. Òåîðåìû 2,
3 è ñëåäñòâèå 1 áûëè îïóáëèêîâàíû â [13].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ñ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f ∈ L1(R) òàêîâà ÷òî f̂ ∈ L1(R+), {εn}∞n=0

óáûâàåò ê íóëþ. Òîãäà f óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
�∞
mn
|f̂(t)| dt =

= O(εn), n ∈ Z+, â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà f = g ∗ h, ãäå
g, h ∈ L2(R+) è ïðè ýòîì

Emn
(g)2 = O(ε1/2

n ), Emn
(h)2 = O(ε1/2

n ), n ∈ Z+.

Òåîðåìà 5. 1. Ïóñòü 1 < q1, q2 < 2, 3/2 < 1/q1 + 1/q2 < 2, 1/r =
= 1/q1 + 1/q2 − 1, 1/r + 1/r′ = 1. Åñëè f ∈ Lq1(R+), g ∈ Lq2(R+), òî
h = f ∗ g ∈ Lr(R+) è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖ĥ‖r′ ≤ ‖f‖q1
‖g‖q2

,

(� ∞
mn

|ĥ(t)|r′ dt
)1/r′

≤ 4Emn
(f)q1

Emn
(g)q2

. (5)

2. Â óñëîâèÿõ ï. 1 äëÿ 2 ≥ θ > r è 0 < γ < r′ íàéäóòñÿ f0 ∈ Lq1(R+)

è g0 ∈ Lq2(R+), òàêèå ÷òî h0 = f0 ∗ g0 /∈ Lθ(R+) è ĥ0 /∈ Lγ(R+).
Áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, ÷åì ñóùåñòâîâàíèå h0 = f0 ∗ g0 /∈ Lθ(R+),

ìîæíî íàéòè â òåîðåìå 1.1 (iii) èç [14] äëÿ ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ, íî íå
êîìïàêòíûõ ãðóïï. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì.

Óòâåðæäåíèÿ ÷àñòè 1 òåîðåìû 5 ñïðàâåäëèâû ïðè 1 ≤ q1, q2 ≤ 2 è
3/2 ≤ 1/q1 + 1/q2 ≤ 2. Â ñëó÷àå r′ = ∞ âî âòîðîì íåðàâåíñòâå (5) â

ëåâîé ÷àñòè âìåñòî èíòåãðàëà ðàññìàòðèâàåì ‖ĥX[mn,∞)‖∞. Â òåîðåìå 6
óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â äîñòàòî÷íî îáùåé ñèòó-
àöèè.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 1 ≤ q1, q2 ≤ 2, 3/2 ≤ 1/q1 + 1/q2 ≤ 2, 1/r =
= 1/q1+1/q2−1 è 1/r+1/r′ = 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νn}∞n=0 è {µn}∞n=0

óáûâàþò ê íóëþ è äëÿ íèõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ
∞∑
k=n

νq1

k =O(νq1
n ),

∞∑
k=n

µq2

k =O(µq2
n ), νn≤Cνn+1, µn≤Cµn+1, n ∈ Z+.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f0 ∈ Lq1(R+) è g0 ∈ Lq2(R+), òàêèå ÷òî
Emn

(f0)q1
� νn, Emn

(g0)q2
� µn, n ∈ Z+, è äëÿ h0 = f0 ∗ g0 ∈ Lr(R+) âåðíî

ñîîòíîøåíèå (� ∞
mn

(ĥ0(x))r
′
dx

)1/r′

� νnµn, n ∈ Z+.
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Èç òåîðåì 5 è 6, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò àíàëîã òåîðåìû B.
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ÓÄÊ 517.518

ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÀÁÑÎËÞÒÍÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ
ÏÐÎÑÒÛÕ È ÄÂÎÉÍÛÕ ÐßÄÎÂ

ÏÎ ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÌ ÑÈÑÒÅÌÀÌ
Ñ. Ñ. Âîëîñèâåö, Ì. À. Êóçíåöîâà (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)

VolosivetsSS@mail.ru

Ïóñòü P={pj}∞j=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ
÷òî 2 ≤ pj ≤ N ïðè âñåõ j ∈ N è Zj = {0, 1, . . . , pj − 1}. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàåìm0 = 1,mn = p1 . . . pn ïðè n ∈ N. Òîãäà êàæäîå ÷èñëî x ∈ [0, 1)

èìååò ðàçëîæåíèå x =
∞∑
j=1

xjm
−1
j , xj ∈ Zj. Ýòî ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
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îäíîçíà÷íî, åñëè ïðè x = k/mn, 0 < k < mn, k ∈ Z, áðàòü ðàçëîæåíèå ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ xj. Êàæäîå k ∈ Z+ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìî

â âèäå k =
∞∑
j=1

kjmj−1, kj ∈ Zj. Äëÿ ÷èñåë x ∈ [0, 1) è k ∈ Z+ ïîëîæèì

ïî îïðåäåëåíèþ χk(x) = exp

(
2πi

(
∞∑
j=1

xjkj/pj

))
. Ñèñòåìà {χk(x)}∞k=0

îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà â L1[0, 1) (ñì. [1, ãë. 1,� 1.5]). Äëÿ f ∈ L1[0, 1)
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå è ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Ôóðüå çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

f̂(i) =

� 1

0

f(t)χi(t) dt, i ∈ Z+, Sn(f)(x) =
n−1∑
i=0

f̂(i)χi(x), n ∈ N.

Êàê îáû÷íî, ïðîñòðàíñòâî Lp[0, 1), 1 ≤ p <∞, ñíàáæåíî íîðìîé ‖f‖p =

=
(� 1

0 |f(t)|p dt
)1/p

. Ïóñòü Pn = {f ∈ L[0, 1) : f̂(i) = 0, i ≥ n}, n ∈
∈ N. Îïðåäåëèì íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ f ∈ Lp[0, 1), 1 ≤ p < ∞,
ôîðìóëîé En(f)p = inf{‖f −Q‖p : Q ∈ Pn}, n ∈ N.

Ñèñòåìà {χi(x)χj(y)}∞i,j=0 òàêæå îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà â L
1[0, 1)2,

÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëÿ f ∈ L1[0, 1)2 êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

f̂(i, j) =

� 1

0

� 1

0

f(x, y)χi(x)χj(y) dx dy, i, j ∈ Z+

è ÷àñòè÷íóþ ñóììó Ôóðüå

Smn(f)(x, y) =
m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

f̂(i, j)χi(x)χj(y), m, n ∈ N.

Ïðîñòðàíñòâî Lp[0, 1)2 ñíàáæåíî íîðìîé

‖f‖p =

(� 1

0

� 1

0

|f(x, y)|p dx dy
)1/p

.

Åñëè Pmn = {f ∈ L1[0, 1)2 : f̂(i, j) = 0 ïðè i ≥ m èëè j ≥ n},
òî Emn(f)p = inf{‖f − Q‖p : Q ∈ Pmn}, m,n ∈ N. ×åðåç C∗[0, 1),
ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç C∗[0, 1)2 ñ íîðìàìè ‖f‖∞ = sup

x∈[0,1)

|f(x)| èëè

‖f‖∞ = sup
(x,y)∈[0,1)

|f(x, y)| ìû îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ïîëèíîìîâ ïî ñèñòåìå

{χk(x)}∞k=0, ñîîòâåòñòâåííî, ïî ñèñòåìå {χk(x)}∞k=0 ïî íîðìå ‖ · ‖∞.
Ââåäåì P-è÷íîå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè

H(P, [0, 1)) =

{
f ∈ L[0, 1) : M(f) = sup

n∈Z+

|Smn
(f)(x)| ∈ L[0, 1)

}
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ñ íîðìîé ‖f‖H = ‖M(f)‖1. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè
H(P, [0, 1))2 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ìàêñèìàëüíîé ôóíê-
öèè M(f)(x, y) = sup

k,n∈Z+

|Smk,mn
(f)(x, y)| (ñì. [2]). Âåëè÷èíû En(f)∞ è

Emn(f)∞, En(f)H è Emn(f)H , îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå.
Ïóñòü α ≥ 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γ = {γk}∞k=0

ïðèíàäëåæèò êëàññó A(α) = A(P, α), åñëè γk > 0 ïðè âñåõ k è(
mn+1−1∑
k=mn

γαk

)1/α

≤ Cm(1−α)/α
n

mn−1∑
k=mn−1

γk =: Cm(1−α)/α
n Γn, n ∈ N.

Ïðè n = 0 ïðåäïîëàãàåì, ÷òî àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ Γ0 =
= γ0. Äàííîå îïðåäåëåíèå ââåäåíî â ðàáîòå Ë. Ãîãîëàäçå è Ð. Ìåñõèà [3]
ïðè mn = 2n. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γ = {γk}∞k=1 ïðè-
íàäëåæèò êëàññó A(∞), åñëè γk > 0 ïðè âñåõ k è max

mn<k≤mn+1

γk ≤ Cm−1
n Γn,

n ∈ N. Ïóñòü γ = {γij}∞i,j=0 � ïîëîæèòåëüíàÿ äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, α ≥ 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà èíäåêñîâ

Rl = {(i, j) : 0 ≤ i, j < ml, i, j ∈ Z} \ {(i, j) : 0 ≤ i, j < ml−1, i, j ∈ Z},

ãäå l ∈ N, R0 = {(0, 0)}. Åñëè ïðè âñåõ l ∈ N âåðíî íåðàâåíñòâî∑
i,j∈Rl

γαij

1/α

≤ Cm
2/α−2
l

∑
i,j∈Rl−1

γij =: Cm
2/α−2
l Γ

(2)
l−1, l ∈ N,

òî {γij}∞i,j=0 ïðèíàäëåæèò êëàññó A(α, 2) = A(α, 2,P) (ñì. [4]). Êëàññ
A(∞, 2) = A(∞, 2,P) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 1. 1. Ïóñòü f ∈ H(P, [0, 1)), 0 < r ≤ 1, γ = {γk}∞k=0 ∈
∈ A(1/(1 − r)). Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

γkE
r
k(f)H , òî ðÿä

∞∑
k=0

γk|f̂(k)|r

òàêæå ñõîäèòñÿ.
2. Ïóñòü {εk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Áàðè

∞∑
k=n

εk/k = O(εn), n ∈ N, è εm ≤ Cεn ïðè n ∈ [m, 2m], à ðÿä
∞∑
k=1

γkε
r
k

ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ H(P, [0, 1)), òàêàÿ ÷òî

En(f0)H = O(εn), n ∈ Z+, è ðÿä
∞∑
k=0

γk|f̂0(k)|r ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2. 1. Ïóñòü f ∈ Lp[0, 1), 2 < p < ∞, èëè f ∈ C∗[0, 1),
0 < r ≤ 2, γ = {γk}∞k=0 ∈ A(2/(2 − r)). Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

γkk
−r/2Er

k(f)p, òî ðÿä
∞∑
k=0

γk|f̂(k)|r òàêæå ñõîäèòñÿ.
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2. Ïóñòü pi ≡ q, {εk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Áàðè
∞∑
k=n

εk/k = O(εn), n ∈ N, è εm ≤ C1εn ïðè n ∈ [m, 2m], à ðÿä

∞∑
k=1

γkε
r
k ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ C∗[0, 1), òàêàÿ

÷òî En(f0)∞ = O(εn), n ∈ Z+, è ðÿä
∞∑
k=0

γk|f̂0(k)|r ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 3. 1. Ïóñòü f ∈ H(P, [0, 1)2), 0 < r ≤ 1, γ =

= {γij}∞i,j=0 ∈ A(1/(1 − r), 2). Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=0

Γ
(2)
k Er

mk,mk
(f)H , òî

ðÿä
∞∑
i=0

∞∑
j=0

γij|f̂(i, j)|r òàêæå ñõîäèòñÿ.

2. Ïóñòü {ωk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Áàðè
∞∑
k=n

ωk = O(ωn), n ∈ N, à γ òàêîâà, ÷òî Γ
(2)
k = O

(
mk−1∑
i=mk−1

mk−1∑
i=mk−1

γij

)
. Åñëè

ðÿä
∞∑
k=1

Γ
(2)
k ωrk ðàñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ H(P, [0, 1)2),

òàêàÿ ÷òî Emk,mk
(f0)H = O(ωk), n ∈ Z+, è ðÿä

∑∞
i=0

∑∞
j=0 γij|f̂0(i, j)|r

ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 4. 1. Ïóñòü f ∈ Lp[0, 1)2, 2 < p < ∞, èëè f ∈ C∗[0, 1)2,
0 < r ≤ 2, γ = {γij}∞i,j=0 ∈ A(2/(2 − r), 2). Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=0

Γ
(2)
k q−rkEr

qk,qk(f)p, òî ðÿä
∞∑
i=0

∞∑
j=0

γij|f̂(i, j)|r òàêæå ñõîäèòñÿ.

2. Ïóñòü pi ≡ q, {ωk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Áàðè
∞∑
k=n

ωk = O(ωn), n ∈ N. Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

q−krΓ
(2)
k ωrk ðàñõîäèòñÿ, òî

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ C∗[0, 1)2, òàêàÿ ÷òî Emk,mk
(f0)∞ = O(ωk),

n ∈ Z+, è ðÿä
∞∑
i=0

∞∑
j=0

γij|f̂0(i, j)|r ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìû 1�4 îáîáùàþò â íåêîòîðîì ñìûñëå ðåçóëüòàòû èç [5].
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Ïóñòü 1 < p < ∞, f � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åí-
íàÿ ôóíêöèÿ, ξ = {x0 < x1 < . . . < xn = x0 + 2π} � ðàçáèåíèå ïå-

ðèîäà è æp
ξ(f) :=

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|p
)1/p

. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

ω1−1/p(f, δ) = sup{æp
ξ(f) : λ(ξ) := maxi(xi − xi−1) ≤ δ}. Äëÿ 1 < p <

< ∞ ââåäåì ïðîñòðàíñòâà Vp, ñîäåðæàùåå âñå f ñî ñâîéñòâîì ‖f‖Vp :=
= max(‖f‖∞, ω1−1/p(f, 2π)) <∞, è Cp = {f ∈ Vp : lim

δ→0
ω1−1/p(f, δ) = 0}.

Äàëåå Lp, 1 ≤ p <∞, � ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåðèìûõ

ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖f‖p =
(� 2π

0 |f(x)|p dx
)1/p

, à äëÿ k ∈ N, δ ∈
∈ [0, 2π], ðàññìîòðèì ωk(f, δ)p := sup{‖∆k

hf(x)‖p : |h| ≤ δ}, ãäå ∆k
hf(x) =

=
k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
f(x + ih). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ f ∈ L1 ñóùåñòâóåò ñîïðÿ-

æåííàÿ ôóíêöèÿ

f̃(x) = lim
ε→0

(2π)−1

π�

ε

(f(x− t)− f(x+ t))ctg(t/2) dt.

Ïî òåîðåìå Ì. Ðèññà (ñì. [2, ãë. VIII, � 14] èç f ∈ Lp(T), 1 < p <

<∞, ñëåäóåò, ÷òî f̃ ∈ Lp(T). Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Tn òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå n ââåäåì n-å íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â Vp
ðàâåíñòâîì En(f)Vp := inf

tn∈Tn
‖f − tn‖Vp, n ∈ Z+. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ

En(f)p è ωk(f, δ)Vp. Âåëè÷èíû ωk(f, δ)X è En(f)X , ãäå X = Vp èëè X = p,
1 < p <∞, ñâÿçàíû ïðÿìîé è îáðàòíîé òåîðåìàìè ïðèáëèæåíèÿ

En(f)X ≤ Cωk(f,
1

n+ 1
)X , ωk(f,

1

n+ 1
)X ≤

C

nk

n∑
i=0

(i+ 1)k−1Ei(f)X ,

ãäå n ∈ Z+ (ñì. [3, ãë. 5, 6]).
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Ïóñòü {εn}∞n=0 óáûâàåò ê íóëþ. Òîãäà {εn}∞n=0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Áàðè (B), åñëè
∞∑
k=n

εk/(k + 1) = O(εn), n ∈ Z+, ñîîòâåòñòâåííî, óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Áàðè �Ñòå÷êèíà (Bm), m > 0, åñëè
n∑
k=1

km−1εk−1 =

O(nmεn), n ∈ N (ñì. [4]). Ïî îïðåäåëåíèþ, f ∈ ECp(ε), åñëè En(f)Vp ≤ εn,
n ∈ Z+, êëàññ Ep(ε) çàäàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Sn(f)(x) = a0/2 +
n∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx), n ∈ Z+, ÿâëÿþòñÿ

÷àñòíûìè ñóììàìè ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1. Ðàññìîòðèì ñðåäíèå

Ýéëåðà eqn(f)(x) =
n∑
k=0

(
n
k

)
qn−k(1 + q)−nSk(f)(x), q ≥ 0, n ∈ Z+.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < p <∞, k ∈ N. Äëÿ f ∈ Lp èìååì

‖f − eqn(f)‖p ≤ C1ωk(f,
1

n
)p ≤

C2

nk

n∑
i=1

ik−1Ei−1(f)p, n ∈ N.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà Ë. Ðåìïóëüñêîé è Ê. Òî-
ì÷àêà [5] (äëÿ q = 1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p <∞, k ∈ N.
1. Äëÿ f ∈ Lp èìååì

‖f̃ − eqn(f̃)‖p ≤ C1ωk(f,
1

n
)p ≤

C2

nk

n∑
i=1

ik−1Ei−1(f)p, n ∈ N.

2. Åñëè {εi}∞i=0 óáûâàåò ê íóëþ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (B), f ∈
∈ ECp(ε), òî

‖f̃ − eqn(f̃)‖Vp ≤
C ln(n+ 2)

nk

n∑
i=1

ik−1εi−1, n ∈ N.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, f ∈ Cp, k ∈ N. Òîãäà âåðíû ñëåäóþ-
ùèå íåðàâåíñòâà

‖f − eqn(f)‖∞ ≤ C1(1 + q)−n
n∑
j=0

(
n

j

)
qn−jEj(f)Vp, n ∈ N,

‖f − eqn(f)‖∞ ≤ C2ωk(f, 1/n)Vp, n ∈ N.
Åñëè {εn}∞n=0 óáûâàåò ê íóëþ, {εn}∞n=0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (B)

è f ∈ ECp(ε), òî

‖f̃ − e1
n(f̃)‖∞ ≤ C32

−n
n∑
j=0

(
n

j

)
εj.
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Â òåîðåìå 3 èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû À. Ï. Òåðåõèíà [6]. Äàëåå ïîêà-
çûâàåòñÿ òî÷íîñòü íåêîòîðûõ îöåíîê òåîðåì 1�3. Áóäåì ïèñàòü An � Bn,
n ∈ N, åñëè ñóùåñòâóþò C1, C2 > 0, òàêèå ÷òî C1An ≤ Bn ≤ C2An.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, {εk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì (B) è (Bk) äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N. Òîãäà

sup
f∈Ep(ε)

‖f − eqn(f)‖p � sup
f∈Ep(ε)

‖f̃ − eqn(f̃)‖p � εn � n−k
n∑
i=1

ik−1εi−1,

n ∈ N.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1 < p <∞, {εk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ, εk ≤ Cεk+1

äëÿ k ∈ Z+. Åñëè {εk}∞k=0 óäîâëåòâîðÿåò òàêæå äâóñòîðîííåìó óñëî-

âèþ Áàðè
∞∑
k=n

εk/(k + 1) � εn, n ∈ Z+, òî

sup
f∈ECp(ε)

‖f − eqn(f)‖∞ � (1 + q)−n
n∑
j=0

(
n

j

)
qn−jεj, n ∈ N,

è

sup
f∈ECp(ε)

‖f̃ − e1
n(f̃)‖∞ � 2−n

n∑
j=0

(
n

j

)
εj, n ∈ N.
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ËÀÏËÀÑÈÀÍ ËÅÂÈ ÍÀ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÈ
È ÈÍÑÒÀÍÒÎÍÛ

Á. Î. Âîëêîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
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L2([0, 1],R), ââåäåííûì Ï. Ëåâè (ñì. [1]). Îäíà èç îñíîâíûõ ïðè÷èí èí-
òåðåñà ê òàêèì îïåðàòîðàì çàêëþ÷àåòñÿ â èõ ñâÿçè ñ êàëèáðîâî÷íûìè
ïîëÿìè (ñì. [2-3]). Â ðàáîòå [5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâè-
ÿõ ñâÿçíîñòü íà R4 ÿâëÿåòñÿ èíñòàíòîíîì (ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ àâòîäó-
àëüíîñòè) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ïîðîæäåí-
íûé ñâÿçíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì äëÿ ñïåöèàëüíîãî ëàïëàñèàíà
Ëåâè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ äëÿ ñâÿçíîñòè íà
÷åòûðåõìåðíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè. Â ïðîñòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ðå-
çóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû â [6].

Ïóñòü (M, g) � ýòî C∞-ãëàäêîå ðèìàíîâî îäíîñâÿçíîå ÷åòûðåõìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå c ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g. Ïóñòü πE : E → M � âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå íàäM ñî ñëîåì CN . Ïóñòü A � ñâÿçíîñòü â ýòîì ðàññëîåíèè,
∇ � ïîðîæäåííàÿ ýòîé ñâÿçíîñòüþ êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
è F � àññîöèèðîâàííàÿ ñî ñâÿçíîñòüþ A êðèâèçíà. Óðàâíåíèÿ ßíãà-
Ìèëëñà íà ñâÿçíîñòü A èìåþò âèä:

∇µFµν = 0.

Óðàâíåíèÿ àâòîäóàëüíîñòè íà ñâÿçíîñòü A èìåþò âèä:

F = ∗F,

ãäe ∗ � îïåðàòîð Õîäæà. Åñëè ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé
àâòîäóàëüíîñòè, îíà ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà.

Ïóñòü H1
m([0, 1],M) � ãèëüáåðòîâî ìíîãîîáðàçèå H1-êðèâûõ íà M

ñ íà÷àëîì â òî÷êå m ∈ M . Äëÿ p ∈ M ïóñòü ñèìâîë Ep îáîçíà÷àåò
ñëîé íàä p â ðàññëîåíèè E. Ïóñòü πE : E → H1

m([0, 1],M) � âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå íàä H1

m([0, 1],M), ñëîåì êîòîðîãî íàä γ ∈ H1
m([0, 1],M) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç Em â Eγ(1). Ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ UA, ïîðîæäåííûé ñâÿçíîñòüþ A, � ýòî ãëàäêîå ñå÷åíèå â ðàññëî-
åíèè E . Ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ñå÷åíèé â ðàññëîåíèè E áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì Γ(E).

ÏóñòüQ(γ, t) � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM
âäîëü γ ∈ H1

m([0, 1],M), ïîðîæäåííûé ñâÿçíîñòüþ Ëåâè �×èâèòû íà
M . Ïóñòü Z ∈ TmM è h ∈ C1([0, 1],R), ïðè÷åì h(0) = 0. Ïóñòü S ∈
C1([0, 1], SO(4)). Ýëåìåíò èç ãðóïïû SO(4) îòîæäåñòâëÿåòñÿ c âðàùåíè-
åì â TmM . Äëÿ êðèâîé γ ∈ H1

m([0, 1],M) êðèâàÿ γS,Z,hs ∈ H1
m([0, 1],M),

ãäå s ∈ (−δ, δ) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

γS,Z,hs (t) = expγ(t)(sh(t)Q(γ, t)S(t)Z),

ãäå expp � ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå â òî÷êå p ∈M .
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Ïóñòü {Z1, . . . , Zd} � ôèêñèðîâàííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
â TmM . Ïóñòü {en} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2([0, 1],R). Ìû ñ÷è-
òàåì, ÷òî en ∈ C1([0, 1],R), en(0) = en(1) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ N è áà-
çèñ {en} ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíûì, ò. å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
h ∈ L∞([0, 1],R) âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

� 1

0

h(t)

(
1

n

n∑
k=1

e2
k(t)− 1

)
dt = 0.

Â êà÷åñòâå áàçèñà {en}, óäîâëåòâîðÿþùåãî òàêèì ñâîéñòâàì, ìîæíî
âçÿòü en(t) =

√
2 sin(πnt).

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùàåò îïðåäåëåíèå ëàïëàñèàíà Ëåâè èç
ðàáîò [4] è [5] (äëÿ îïðåäåëåíèé ëàïëàñèàíà Ëåâè íà ìíîãîîáðàçèè ñì.
òàêæå [3] è [7]).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü dom ∆
S,{en}
L � ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñå÷åíèé

ϕ ∈ Γ(E), äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå

γ 7→ lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

d∑
i=1

d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

ϕ(γS,Zi,eks )

ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì èç Γ(E). Ëàïëàñèàí Ëåâè ∆
S,{en}
L � ýòî ëèíåéíîå îòîá-

ðàæåíèå

∆
S,{en}
L : dom ∆

S,{en}
L → Γ(E),

îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé:

∆
S,{en}
L ϕ(γ) = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

d∑
i=1

d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

ϕ(γS,Zi,eks ),

Ïóñòü S3
R � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû SO(4), ñîñòîÿùàÿ èç

ìàòðèö âèäà: 
a −b −c −d
b a d −c
c −d a b

d c −b a

 ,

ãäå a, b, c, d ∈ R è a2 + b2 + c2 + d2 = 1.

Òåîðåìà. Ïóñòü S ∈ C1([0, 1], S3
R), ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ

dim span{Ṡ(t)S−1(t)}t∈[0,1] = 3.

94



Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈M , â êîòîðîé F (x) = ∗F (x). Òîãäà ñâÿç-
íîñòü A ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé àâòîäóàëüíîñòè íà âñåì M
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ UA ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ëàïëàñèàíà ∆
S,{en}
L :

∆
S,{en}
L UA = 0.
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Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E íà îòðåçêå [0, T ] ðàññìîòðèì çàäà÷ó{
u′(t) = Au(t) + g, 0 6 t 6 T,

u(0) = u0, u(T ) = u1,
(1)

ñ íåèçâåñòíûì ýëåìåíòîì g ∈ E. Çäåñü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïå-
ðàòîð â E ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E, ïîðîæäàþùèé
ïîëóãðóïïó U(t) êëàññà C0. Ýëåìåíòû u0, u1 çàäàíû â D(A). Ðåøåíèåì
çàäà÷è (1) íàçîâåì ïàðó (u(t), g), ãäå u ∈ C1([0, T ];E), u(t) ∈ D(A) ïðè
âñåõ t ∈ [0, T ], è g ∈ E. Çàäà÷ó (1) íàçûâàþò îáðàòíîé çàäà÷åé ñ ôè-
íàëüíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì (ñì. [1]).
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Ïðåäïîëàãàåì ñåé÷àñ, ÷òî ïîëóãðóïïà U(t) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðóñòîé÷è-
âîé (èëè êâàçèíèëüïîòåíòíîé). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûé
òèï ïîëóãðóïïû, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå

ω0 ≡ lim
t→+∞

(
t−1 ln ‖U(t)‖

)
,

ðàâåí −∞. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì âûáîðå ÷èñëà α > 0 íàéäåòñÿ êîí-
ñòàíòà M = Mα > 1, äëÿ êîòîðîé ‖U(t)‖ 6 Me−αt ïðè t > 0. Âûðîæ-
äåííûé êëàññ ñóïåðóñòîé÷èâûõ ïîëóãðóïï âûçâàë èíòåðåñ â ïîñëåäíèå
äåñÿòèëåòèÿ (ñì. [2�5]).

Ñîãëàñíî ñõåìå [6] ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò ñóïåðóñòîé÷èâóþ ïîëó-
ãðóïïó U(t) êëàññà C0. Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå ýëåìåíòîâ u0, u1 ∈ D(A)
îáðàòíàÿ çàäà÷à (1) èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u(t), g).
Ïðè ýòîì ýëåìåíò g ∈ E ïðåäñòàâèì ðÿäîì Íåéìàíà

g =
∞∑
k=0

U(kT )f, f = A (U(T )u0 − u1), (2)

ñõîäÿùèìñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà E, à ïåðâûé êîìïîíåíò ðåøåíèÿ
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

u(t) = U(t)u0 +

t�

0

U(t− s)g ds, 0 6 t 6 T. (3)

Îáñóäèì òèïè÷íûå ïðèìåðû ñóïåðóñòîé÷èâûõ ïîëóãðóïï, ðàñêðûâà-
þùèå âîçìîæíîñòè äàííîé òåîðåìû.

Ââåäåì âåñîâîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E ≡ L1
(
R+ , e

−γ(x) dx
)
ñ ìî-

íîòîííî íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé γ(x) > 0 ïðè x > 0. Ïóñòü îïåðàòîð A
çàäàí â E ïî ôîðìóëå

A = − d

dx
− σ(x), (4)

ãäå σ(x) � èçìåðèìàÿ, íåîòðèöàòåëüíàÿ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ
ïðè x > 0 ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì

D(A) = { f ∈ AC loc(R+) : Af ∈ E, f(0) = 0 } . (5)

Òîãäà îïåðàòîð (4) ïîðîæäàåò â E ≡ L1
(
R+ , e

−γ(x) dx
)
ïîëóãðóïïó U(t)

êëàññà C0 ïî ïðàâèëó

U(t)f(x) =

 f(x− t) exp

(
−

t�
0

σ(x− s)ds
)
, x > t,

0, x 6 t.

(6)
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Óêàæåì òèïè÷íûå ñëó÷àè, ïðè êîòîðûõ ïîëóãðóïïà (6) ÿâëÿåòñÿ ñó-
ïåðóñòîé÷èâîé.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü γ(x) = axp ïðè x > 0 ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòà-
ìè a > 0 è p > 1. Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå èçìåðèìîé, ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åííîé ôóíêöèè σ(x) > 0 ïîëóãðóïïà (6) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðóñòîé÷èâîé
â ïðîñòðàíñòâå E ≡ L1

(
R+ , e

−γ(x) dx
)
.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü σ(x) > bxq ïðè x > 0 ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòà-
ìè b > 0 è q > 0. Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé
ôóíêöèè γ(x) > 0 ïîëóãðóïïà (6) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðóñòîé÷èâîé â ïðîñòðàí-
ñòâå E ≡ L1

(
R+ , e

−γ(x) dx
)
.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîé ìîäåëè äëÿ ¾àáñòðàêòíîé¿ çàäà÷è (1) ðàññìîòðèì
îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ïîãëîùåíèåì íà ïîëóîñè

ut + ux + σ(x)u = g(x), 0 6 x < +∞, 0 6 t 6 T,

u(0, t) = 0,

u(x, 0) = u0(x), u(x, T ) = u1(x).

(7)

Ñëó÷àè 1 è 2 äàþò øèðîêèé ñïåêòð âîçìîæíîñòåé äëÿ âûáîðà êîýôôè-
öèåíòà σ(x) > 0 è áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà E ≡ L1

(
R+ , e

−γ(x) dx
)
, ïðè

êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàíà êîððåêòíîñòü çàäà÷è (7).
Íàïðèìåð, ïóñòü γ(x) ≡ 0 è σ(x) =

√
x ïðè x > 0. Îïðåäåëèì â ïðî-

ñòðàíñòâå E = L1(R+) îáëàñòü D(A), ïîñòðîåííóþ äëÿ îïåðàòîðà (4) ïî
ïðàâèëó (5). Òîãäà, ïî òåîðåìå 1 è ñîãëàñíî îòìå÷åííîìó âûøå ñëó÷àþ 2,
îáðàòíàÿ çàäà÷à (7) ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèé u0(x), u1(x) èç D(A)
èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u(x, t), g(x)), ñîãëàñîâàííîå ñ
âûáîðîì ïðîñòðàíñòâà L1(R+). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò-
ñÿ àíàëîãè ôîðìóë (2), (3). Ïîäîáíûé ïîäõîä ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà
ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè áåç èíòåãðà-
ëà ñòîëêíîâåíèé.

Àâòîð áëàãîäàðåí È. Â. Òèõîíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü
â èññëåäîâàíèè.
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ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÓÌÌ
ÔÓÐÜÅ�ÌÅÉÊÑÍÅÐÀ

Ð. Ì. Ãàäæèìèðçàåâ (Ìàõà÷êàëà, Ðîññèÿ)
ramis3004@gmail.com

Ïóñòü Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .}, ãäå δ = 1
N , N > 0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Ωδ ïîñòðîåíû ðÿ-
äû Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà è èññëåäîâàíû àïïðîêñèìàòèâíûå
ñâîéñòâà èõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ
ôóíêöèè Ëåáåãà ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíå-
ðà Mα

n,N(x).
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ïîëèíîìàõ Ìåéêñíåðà.
Äëÿ q 6= 0 è ïðîèçâîëüíîãî α ∈ R êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìû Ìåéêñíåðà

[1�3] ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Mα
n (x) = Mα

n (x, q) =

(
n+ α

n

) n∑
k=0

n[k]x[k]

(α + 1)kk!

(
1− 1

q

)k
,

ãäå x[k] = x(x − 1) . . . (x − k + 1), (a)k = a(a + 1) . . . (a + k − 1). Õî-
ðîøî èçâåñòíî [1�3], ÷òî ïðè α > −1 è 0 < q < 1 ïîëèíîìû Ìåéêñíå-
ðà Mα

n (x) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà ñåòêå {0, 1, . . .} ñ âåñîì
ρ(x) = ρ(x, α, q) = qxΓ(x+α+1)

Γ(x+1) (1 − q)α+1, à áîëåå òî÷íî èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùåå ðàâåíñòâî

∞∑
x=0

mα
n(x)mα

k (x)ρ(x) = δnk, 0 < q < 1, α > −1,

ãäå mα
n(x) = mα

n(x, q) = {hαn(q)}−1/2Mα
n (x), hαn(q) =

(
n+α
n

)
q−nΓ(α + 1).

Ïóñòü N > 0, δ = 1/N , q = e−δ. Ìíîãî÷ëåíû Mα
n,N(x) = Mα

n (Nx, e−δ)

è mα
n,N(x) = mα

n(Nx, e−δ) =
{
hαn(e−δ)

}−1/2
Mα

n,N(x) â ñëó÷àå α > −1
îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ è îðòîíîðìèðîâàííóþ íà Ωδ ñèñòåìû ñ âåñîì
ρN(x) = ρ(Nx;α, e−δ).
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Â äàëüíåéøåì, ïðè îöåíêå ôóíêöèè Ëåáåãà, âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëå-
äóþùàÿ ôîðìóëà Êðèñòîôôåëÿ �Äàðáó

Kαn,N(t, x) =
n∑
k=0

mα
k,N(t)mα

k,N(x).

Íåðàâåíñòâî Ëåáåãà äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôóðüå �Ìåéêñíåðà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(Ωδ) ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíûõ ôóíêöèé f(x) âèäà
f : Ωδ → R è òàêèõ, ÷òî

lim
x→∞
|f(x)|e−x/2 = 0. (1)

Íîðìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖f‖C(Ωδ) = sup
x∈Ωδ

e−x/2|f(x)|. (2)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü α > −1, 1 < p < 2, ρN(x) = e−xΓ(Nx+α+1)
Γ(Nx+1) (1 −

− e−δ)α+1, lpρN � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà Ωδ è òàêèõ, ÷òî

‖f‖lpρN =

(∑
x∈Ωδ

|f(x)|pρN(x)

)1/p

<∞.

Òîãäà C(Ωδ) ⊂ lpρN .
Äàëåå ïóñòü f ∈ lpρN . Òîãäà äëÿ f ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîýôôèöè-

åíòû Ôóðüå �Ìåéêñíåðà

fαk =
∑
t∈Ωδ

f(t)mα
k,N(t)ρN(t)

è ðÿä Ôóðüå �Ìåéêñíåðà

f(x) ∼
∞∑
k=0

fαkm
α
k,N(x). (3)

×åðåç Sαn,N(f, x) îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (3):

Sαn,N(f, x) =
n∑
k=0

fαkm
α
k,N(x). (4)
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü Sαn,N(f, x) êàê àïïàðàò ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé,
ïðèíàäëåæàùèõ lpρN . Ïîñêîëüêó C(Ωδ) ⊂ lpρN ïðè 1 < p < 2, ïîýòîìó
äëÿ ôóíêöèè f ∈ C(Ωδ) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ðÿä Ôóðüå �Ìåéêñíå-
ðà (3) è ÷àñòè÷íóþ ñóììó (4). ×åðåç pn(f, x) îáîçíà÷èì àëãåáðàè÷åñêèé
ïîëèíîì ñòåïåíè n íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíêöèè f â ìåòðèêå (2):

En(f) = ‖f − pn‖C(Ωδ).

Òîãäà∣∣f(x)− Sαn,N(f, x)
∣∣ =

∣∣f(x)− pn(f, x) + pn(f, x)− Sαn,N(f, x)
∣∣ ≤

≤ |f(x)− pn(f, x)|+
∣∣Sαn,N(pn − f, x)

∣∣ .
Îòñþäà

e−
x
2

∣∣f(x)− Sαn,N(f, x)
∣∣ ≤ e−

x
2 |f(x)− pn(f, x)|+ e−

x
2

∣∣Sαn,N(pn − f, x)
∣∣ ≤

≤ En(f)(1 + λαn,N(x)), (5)

ãäå

λαn,N(x) =
∑
t∈Ωδ

e−
t+x

2
Γ(Nt+ α + 1)

Γ(Nt+ 1)
(1− e−δ)α+1

∣∣Kαn,N(t, x)
∣∣ .

Â ñâÿçè ñ íåðàâåíñòâîì (5) âîçíèêàåò çàäà÷à îá îöåíêå ôóíêöèè Ëåáåãà
λαn,N(x) íà [0,∞) ïðè n ≤ λN , λ > 0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðà-

íè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì âåëè÷èíû λαn,N(x) íà ìíîæåñòâàõ G1 = [0, 3
θn

] è

G2 = [ 3
θn
, θn2 ]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α > −1, θn = 4n + 2α + 2, λ > 0, 1 ≤ n ≤ λN.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

1) åñëè x ∈ G1 = [0, 3
θn

], òî

λαn,N(x) ≤ c(α, λ)


1, −1 < α < −1

2 ,

ln(n+ 1), α = −1
2 ,

nα+ 1
2 , α > −1

2 ;

2) åñëè x ∈ G2 = [ 3
θn
, θn2 ], òî

λαn,N(x) ≤ c(α, λ)

{
ln(nx+ 1), −1 < α ≤ −1

2 ,

ln(n+ 1) +
(
n
x

)α
2 + 1

4 , α > −1
2 .
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(Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
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Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ [1, 2] ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùå-
íèåì êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå îïðå-
äåëåííûõ êëàññîâ ïåðåïîëíåííûõ ñèñòåì îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ
îáåñïå÷èâàþò àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü êàê ê îøèáêàì â âû÷èñëåíèè
êîýôôèöèåíòîâ, òàê è ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ñèñòåìû [3].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé. Ïóñòü H �
ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( · , · ) (äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà íàä R), {en}∞n=1 ⊂ H � ïðîèçâîëü-
íàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, f ∈ H � ðàñêëàäûâàåìûé ýëåìåíò.
Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ {rn}∞n=0 è ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ {f̂n}∞n=1:

r0 = f ;

f̂n+1 =
(rn, en+1)

‖en+1‖2
, rn+1 = rn − f̂n+1en+1.

Îðòîðåêóðñèâíûì ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {en}∞n=1 íàçûâà-

åòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

f̂nen.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà {en}∞n=1 îðòîãîíàëüíà, òî îðòîðåêóð-
ñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî íåé ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå. Äàæå
ïðè íàðóøåíèè îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëî-
æåíèé âûïîëíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-6222.2018.1).
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òàêèå êàê ðàâåíñòâî Áåññåëÿ

‖rN‖2 =

∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

f̂nen

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
N∑
n=1

∣∣∣f̂n∣∣∣2 ‖en‖2 ,

íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ
∞∑
n=1

∣∣∣f̂n∣∣∣2 ‖en‖2 6 ‖f‖2

è ýêâèâàëåíòíîñòü ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó ðà-
âåíñòâó Ïàðñåâàëÿ

∞∑
n=1

∣∣∣f̂n∣∣∣2 ‖en‖2 = ‖f‖2

(ñì., íàïðèìåð, [2]).
Äëÿ ñëó÷àÿ H = L2[0, 1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îðòîðåêóðñèâíûå ðàç-

ëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâîè÷íûõ ïðîìåæóò-
êîâ è ïî îáîáùåíèÿì ýòîé ñèñòåìû [2, 4], à òàêæå ïî ñèñòåìàì ñæàòèé
è ñäâèãîâ ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòîðûì äîïîë-
íèòåëüíûì óñëîâèÿì [5�7], ãàðàíòèðîâàííî ñõîäÿòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëå-
ìåíòó â ìåòðèêå L2 (áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè êîýôôè-
öèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ). Â ñëó÷àå ñèñòåì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è èõ îáîáùåíèé ïàðàëëåëüíî ñ ðåçóëüòàòàìè
î ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå L2 áûëè ïîëó÷åíû è ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè
ïî÷òè âñþäó. Äëÿ ñèñòåì ñæàòèé è ñäâèãîâ óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè
ïî÷òè âñþäó óäàëîñü ïîëó÷èòü ëèøü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî [8].

Îêàçûâàåòñÿ, îáà ýòè ðåçóëüòàòà î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ÿâëÿþòñÿ
(ïî ìîäóëþ îãðàíè÷åíèé íà ðàçëàãàåìóþ ôóíêöèþ) ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
áîëåå îáùåé òåîðåìû, ïðèìåíèìîé ê øèðîêîìó êëàññó ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèñòåì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ðå÷ü èäåò î ñèñòåìàõ, íîñèòåëè ôóíêöèé êî-
òîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîè÷íûõ îòðåçêîâ.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó, ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìûå
îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ÷åðåç k(n) è j(n) îáîçíà÷èì òàêèå
öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ÷òî n = 2k(n) + j(n) è j(n) < 2k(n) (ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïî n çíà÷åíèÿ k(n) è j(n) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî). ×å-

ðåç ∆n îáîçíà÷èì äâîè÷íûé îòðåçîê
[
j(n)
2k(n) ,

j(n)+1
2k(n)

]
. Çíà÷åíèå k(n) ÷àñòî

íàçûâàþò íîìåðîì ïà÷êè äâîè÷íîãî îòðåçêà ∆n.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé {en(x)}∞n=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè âñåõ

n ∈ N ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:

(1) supp en(x) ⊂ ∆n (÷åðåç supp çäåñü îáîçíà÷åí íîñèòåëü);
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(2) ‖en‖2 = 1;

(3) en(x) > 0 íà ∆n;

(4) en óäîâëåòâîðÿåò íà ∆n óñëîâèþ Ëèïøèöà c êîíñòàíòîé Cn.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò L2[0, 1] è íåïðåðûâíà
ïî÷òè âñþäó íà ýòîì îòðåçêå, à êîíñòàíòû Cn óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ

Cn = O
(
n3/2

)
.

Òîãäà îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå f(x) ïî ñèñòåìå {en(x)}∞n=1 ñõîäèò-
ñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [0, 1].

Â åñòåñòâåííûõ òåðìèíàõ íîìåðîâ ïà÷åê äâîè÷íûõ îòðåçêîâ óñëîâèå
íà Cn â ïðèâåäåííîé òåîðåìå ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Cn = O
(

23k(n)/2
)
.

Â òåðìèíàõ äëèí îòðåçêîâ óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

Cn = O
(
|∆n|−3/2

)
.

Óñëîâèå Ëèïøèöà ìîæåò áûòü îñëàáëåíî äî óñëîâèÿ Ã¼ëüäåðà ñ ïðî-
èçâîëüíûì (íî åäèíûì äëÿ âñåõ ôóíêöèé ñèñòåìû) ïîëîæèòåëüíûì ïî-
êàçàòåëåì α. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå íà Cn çàïèøåòñÿ â âèäå

Cn = O
(
nα+1/2

)
.

Âîçìîæíû è äðóãèå îáîáùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îñëàáëåíèåì òðåáîâàíèé êàê
íà ñèñòåìó {en(x)}∞n=1, òàê è íà ðàçëàãàåìóþ ôóíêöèþ f(x).

Òàêæå c äâîè÷íûõ îòðåçêîâ òåîðåìà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà äðó-
ãèå ñèñòåìû îòðåçêîâ, ïîêðûâàþùèå [0, 1] â ñìûñëå Âèòàëè è óäîâëåòâî-
ðÿþùèå äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ íà íåïåðåêðûâàíèå (åñëè ïàðà
îòðåçêîâ ïåðåêðûâàåòñÿ, òî îòðåçîê ñ ìåíüøèì íîìåðîì ñîäåðæèò îò-
ðåçîê ñ áîëüøèì íîìåðîì � ñì., â ÷àñòíîñòè, Òåîðåìó 3 ðàáîòû [2], à
òàêæå óñëîâèå (Ξ2) ðàáîòû [4]). Îäíàêî ïðè ýòîì óñëîâèå íà êîíñòàí-
òû Cn (êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëåå åñòåñòâåííî ôîðìóëèðóåòñÿ â
òåðìèíàõ äëèí îòðåçêîâ ñèñòåìû) ïðè ñîõðàíåíèè îáùíîñòè ðåçóëüòàòà
ñòàíîâèòñÿ íåñêîëüêî ãðîìîçäêèì.
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ

u′′(z) + (Q(z)− λ2)u(z) = 0 (1)

õîðîøî èçó÷åíà òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé [1�2]. Â
äîêëàäå âïåðâûå ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) ñ ïîòåíöèàëîì Q, êóñî÷íî-öåëûì íà ëåæàùåé â C ñïðÿìëÿå-
ìîé êðèâîé, è äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî õîòÿ
ýòà çàäà÷à è ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ÷àñòè÷íî èññëåäîâàííîé â [3] îá-
ðàòíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ îáîáùåííîãî âèäà ñ
êîìïëåêñíîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè íà îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé îñè,
å¼ íåïîñðåäñòâåííîå èññëåäîâàíèå áîëåå ýôôåêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå.Ôóíêöèþ Q áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-öåëîé íà êðèâîé
γ ⊂ C, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè z0, zf è äîïóñêàþùåé ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäà-
íèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé z = z(t) (t ∈ [t0, tf ], z(t0) = z0, z(tf) = zf),
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åñëè Q îãðàíè÷åíà íà ýòîé êðèâîé è ñîâïàäàåò íà íåé ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì öåëûõ ôóíêöèé. Ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå öåëîå ÷èñëî N ≥ 0 è íàáîð
÷èñåë T = {tj}N+1

0 : t0 < t1 < . . . < tN+1 ≡ tf , ÷òî

Q(z(t)) = Qi(z), åñëè t ∈ (ti, ti+1) (i = 0, N), (2)

ãäå âñå Qi � öåëûå ôóíêöèè. Ïðè÷¼ì, åñëè N ≥ 1, òî äëÿ ëþáîãî n ∈
∈ {1, . . . , N} ôóíêöèè Qn è Qn−1 ðàçëè÷íû.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ (1) âäîëü ñïðÿìëÿåìûõ êðè-
âûõ γ ⊂ C, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ Q ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-öåëîé. Ïðè ýòîì
ïîä ðåøåíèÿìè (1) âäîëü γ ïîíèìàþòñÿ ðåøåíèÿ, íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå âäîëü γ. Â ñèëó (2) ôóíêöèÿ Q è âñå å¼ ïðîèçâîäíûå âäîëü
êðèâîé γ èìåþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû â òî÷êàõ zj := z(tj)
(j = 0, N + 1). Åñëè N ≥ 1, òî ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ âñåõ n ∈ {1, . . . , N}
ôóíêöèèQn èQn−1 ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè
Q èëè õîòÿ áû îäíîé å¼ ïðîèçâîäíîé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà âäîëü êðèâîé γ
ðàçëè÷íû ïðè ïîäõîäå ê zn ¾ñëåâà¿ è ¾ñïðàâà¿. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå
òî÷êè òî÷êàìè îáîáùåííîãî ñêà÷êà ôóíêöèè Q íà êðèâîé γ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u1(z), u2(z) � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå
ðåøåíèÿ (1) âäîëü ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó zb,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì u1(zb) = 1, u′1(zb) = 0, u2(zb) = 0, u′2(zb) = 1.

Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó P̂ (γ, z, zb) =

(
u1(z) u2(z)

u′1(z) u′2(z)

)
ïåðåäàòî÷íîé

ìàòðèöåé óðàâíåíèÿ (1) ìåæäó òî÷êàìè zb è z êðèâîé γ.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì W := {N, {zj}N+1
0 , {Qi}N0 } íàáîðîì êëþ÷å-

âûõ äàííûõ êðèâîé γ, íà êîòîðîé (2) çàäà¼ò ôóíêöèþ Q.

Ëåììà. Åñëè ôóíêöèÿ Q ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-öåëîé íà ñïðÿìëÿå-
ìîé êðèâîé γ, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè z0 è zf , òî ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà

P̂ (γ, zf , z0) óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäà-
íèåì λ è íàáîðà êëþ÷åâûõ äàííûõ W .

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ Q çàäàíà íà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ ñ
ïîìîùüþ (2), z(d) ∈ γi (γi � ó÷àñòîê γ, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè zi è zi+1,
i ∈ {0, . . . , N}), γ(d) � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â z(d)

è Q(z) = F (z), åñëè z ∈ γ(d)\z(d). Çäåñü F (z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, ïðè-
÷åì F 6= Qi, à òàêæå F 6= Qi−1, åñëè z(d) = zi, i 6= 0, è F 6= Qi+1,
åñëè z(d) = zi+1, i 6= N . Òîãäà âñòàâêà â γ ó÷àñòêà γ(d) íå ìåíÿåò ïå-
ðåäàòî÷íóþ ìàòðèöó, ïîëîæåíèÿ êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé òî÷åê êðèâîé
è óâåëè÷èâàåò ÷èñëî òî÷åê îáîáùåííîãî ñêà÷êà ôóíêöèè Q íà êðèâîé.
Ó÷àñòîê γ(d) îïèñàííîãî òèïà áóäåì íàçâàòü ¾íåâèäèìîé ïåòëåé¿.

Îïðåäåëåíèå. Ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ (ñ çàäàííîé íà íåé êóñî÷íî-
öåëîé ôóíêöèåé) áåç ¾íåâèäèìûõ ïåòåëü¿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé.
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Îïðåäåëåíèå. Íàáîð êëþ÷åâûõ äàííûõ W íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì,
åñëè ∆zi := zi+1 − zi 6= 0 äëÿ âñåõ n ∈ {1, . . . , N}.

Ëþáàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ ñ ïðîñòûì íàáîðîì êëþ÷åâûõ äàííûõ,
áóäåò ïðîñòîé è íàîáîðîò.

Èòàê, ïðè çàäàííîé òî÷êå z0 ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà óðàâíåíèÿ (1) ñ
êóñî÷íî-öåëûì ïîòåíöèàëîì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü áåñêîíå÷íî áîëüøî-
ìó ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ, îòëè÷àþùèõñÿ êîëè÷åñòâîì
è ðàñïîëîæåíèåì ¾íåâèäèìûõ ïåòåëü¿, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàáîðàìè êëþ-
÷åâûõ äàííûõ. Èç êðèâîé ñ ¾íåâèäèìûìè ïåòëÿìè¿ âñåãäà ìîæíî âû-
äåëèòü êðèâóþ áåç òàêèõ ïåòåëü ñ òîé æå ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöåé. Ïî-
ýòîìó, åñëè ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò õîòÿ áû îäíà êðèâàÿ,
òî åé ñîîòâåòñòâóåò è õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé íàáîð êëþ÷åâûõ äàííûõ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ïðîñòîé íàáîð äàííûõ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ Q � êóñî÷íî-öåëàÿ íà íåêîòîðîé (íå çà-
äàííîé) ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ. Òîãäà çàäàíèå òî÷êè z0 è ñòîëáöà èëè
ñòðîêè ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû óðàâíåíèÿ (1) ìåæäó z0 è íå çàäàííîé
êîíå÷íîé òî÷êîé êðèâîé γ íà èìåþùåì õîòÿ áû îäíó êîíå÷íóþ ïðå-
äåëüíóþ òî÷êó ìíîæåñòâå òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïàðàìåòðà
ρ = λ2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íàáîð êëþ÷åâûõ äàííûõ W ïðîñòîé êðè-
âîé, âûäåëåííîé èç γ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ ïîëó÷åííîé â äîêëà-
äå àñèìïòîòèêè ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ |λ| ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:

pαβ =

 2N∑
j=1

d
(j)
α1 exp {λhj+}

 a
(0)
1β +

 2N∑
j=1

d
(j)
α2 exp {λhj−}

 a
(0)
2β . (3)

Çäåñü α, β ∈ {1, 2}, hj± = ±∆z0 +
N∑
i=1

αi∆zi, αi ∈ {±1}(i = 1, N),

j = 1+
N∑
i=1

(1+αi)
2 2i−1 (ò.å. j ∈ {1, . . . , 2N}), d(j)

αβ = (1/λ)m
(j)
αβ δ

(j)
αβ (1 +O(1)/λ)

(j = 1, 2N), ãäå êîíå÷íûå öåëûå m
(j)
αβ ≥ 0 è êîìïëåêñíûå δ

(j)
αβ 6= 0 íå çà-

âèñÿò îò λ, à a
(0)
αβ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |λ| îòëè÷íû îò íóëÿ è ïðåä-

ñòàâèìû â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî 1/λ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ôóíêöèè Q è å¼ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå z0. Ïðè ýòîì
â ñëó÷àå ïðîñòûõ êðèâûõ ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì äâà ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåííûõ ëó÷à, èñõîäÿùèõ èç íóëÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïàðàìåò-
ðà λ, è äâà óçêèõ ñåêòîðà, ñîäåðæàùèõ ýòè ëó÷è, òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî
òàêîãî ñåêòîðà è êàæäîãî ýëåìåíòà ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû ñðåäè 2N+1
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ñëàãàåìûõ â (3) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî, èìåþùåå íàèáîëüøèé ýêñïîíåí-
öèàëüíûé ðîñò ïðè λ→∞ â ýòîì ñåêòîðå.

Â äîêëàäå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà âçàèìíàÿ ñâÿçü èññëåäîâàííîé çàäà-
÷è ñ îáðàòíîé çàäà÷åé äëÿ ïðîñòåéøåãî îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Øòóð-
ìà �Ëèóâèëëÿ ñ êóñî÷íî-öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íà îòðåçêå äåéñòâè-
òåëüíîé îñè: (r−1(x)u′(x))′+(Q̃(x)−r(x)λ2)u(x) = 0, ãäå r(x) � îòëè÷íàÿ

îò íóëÿ è îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, à Q̃ � ïðîèçâîëü-
íàÿ êóñî÷íî-öåëàÿ ôóíêöèÿ. Íà ýòîì ïðèìåðå ïîêàçàíû âîçíèêàþùèå
ïðè ïåðåõîäå ê êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè
ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷
äëÿ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå äåéñòâèòåëü-
íîé îñè.
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Â ðàáîòå [1] áûëè ââåäåíû êëàññû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ îãðàíè-
÷åíèåì íà ôðàêòàëüíîñòü èõ ãðàôèêîâ è èññëåäîâàëàñü çàäà÷à î âçà-
èìîñâÿçè ýòèõ êëàññîâ ñ êëàññàìè ôóíêöèé îáîáùåííîé îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè. Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ îáñóäèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1] è ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç ââåäåííûõ
êëàññîâ[2].
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ÃÐÀÍÈ×ÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÑËÀÁÎÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ
ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÔÈÇÈÊÈ ÏËÀÇÌÛ1

Ë. À. Ãðþíâàëüä, Ñ. Ñ. Îðëîâ (Èðêóòñê, Ðîññèÿ)
lfb_o@yahoo.co.uk, orlov_sergey@inbox.ru

Ïóñòü ∆3 =
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 � ëàïëàñèàí ïî òðåì ïðîñòðàíñòâåííûì

ïåðåìåííûì, çàäàííûì íà êóáå Π = [0; h]3, ãäå h > 0, è Γ(µ) � ãàììà-
ôóíêöèÿ Ýéëåðà ïàðàìåòðà µ > 0. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

∆3v − ϑ2v +
ω2

Γ(µ)

t�

0

(t− τ)µ−1vzz(r, τ)dτ = f(r, t), r ∈ Π, t ≥ 0, (1)

v(r, t)
∣∣
r∈∂Π

= 0, (2)

êîòîðàÿ ïðè µ = 2 ìîäåëèðóåò ýëåêòðîííûå (èîííûå) ìàãíèòîçâóêîâûå
êîëåáàíèÿ [1, ñ. 40], îïèñûâàåìûå ïîòåíöèàëîì v : Π ×

[
0; +∞

)
→ R

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ϑ2 = 1
α2r2

D
, f(r, t) = 1

α2divF0(r, t),

ïðè÷åì âåêòîð F0 çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿðèçàöèè è íàìàãíè÷åííîñòè
ñðåäû, à ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû � áàçîâûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîííî-

èîííîé ïëàçìû, à èìåííî: α2 = 1+
u2
A

c2 , ãäå uA � àëüôâåíîâñêàÿ ñêîðîñòü,
c � ñêîðîñòü ñâåòà, rD � ðàäèóñ Ï. Äåáàÿ, ω � ÷àñòîòà È. Ëåíãìþðà.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2). Ïðèìåíÿåòñÿ ðåäóêöèÿ
ê óðàâíåíèþ â àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà òèïà ñâåðòêè

Bu(t)− 1

Γ(µ)

t�

0

(t− s)µ−1Au(s)ds = f(t), t ≥ 0, (3)

ãäå u = u(t) è f = f(t) � íåèçâåñòíàÿ è çàäàííàÿ ôóíêöèè àðãóìåíòà
t ≥ 0 ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E1 è E2 ñîîòâåòñòâåííî,
B è A � çàìêíóòûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ ïëîòíûìè â E1 îáëàñòÿìè
îïðåäåëåíèÿ è D(B) ⊆ D(A). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî B ôðåäãîëüìîâ, ò. å.

R(B) = R(B) è dimN(B) = dimN(B∗) = n < +∞. Ïðè 0 < µ < 1
óðàâíåíèå (3) èìååò ñëàáóþ îñîáåííîñòü. Çà ñêàëÿðíûìè óðàâíåíèÿìè

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-31-00291).
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ñ òàêèì ÿäðîì â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [2]) çàêðåïèëîñü
íàçâàíèå îáîáùåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Àáåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) áóäåì
ïîíèìàòü ôóíêöèþ u(t) ∈ C(t ≥ 0; E1), îáðàùàþùóþ äàííîå óðàâíåíèå
â òîæäåñòâî.

Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) ñ íåîáðàòèìûì
îïåðàòîðîìB â ãëàâíîé ÷àñòè èçó÷åíà àâòîðàìè â [3], îòêóäà ìîæåò áûòü
èçâëå÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � çàìêíóòûé, à B � íåïðåðûâíî îáðàòèìûé
îïåðàòîðû òàêèå, ÷òî D(B) ⊆ D(A), è f(t) ∈ C(t ≥ 0;E2), òîãäà
óðàâíåíèå (3) èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

u(t) = B−1

(
f(t) +

t�

0

∂

∂t
Eµ

(
(t− s)µAB−1

)
f(s)ds

)
,

ãäå Eµ(t) =
+∞∑
k=0

tk

Γ(kµ+1) � ôóíêöèÿ Ã. Ì. Ìèòòàã-Ëåôôëåðà.

Ïî òåîðåìå î çàìêíóòîì ãðàôèêå AB−1 ∈ L(E2). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

÷òî îïåðàòîðíî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∂Eµ(tαAB−1)

∂t
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

â òîïîëîãèè L(E2) íà ëþáîì îòðåçêå
[
0; T

]
, T > 0.

Ïðè âûáîðå ïðîñòðàíñòâ

E1 =
◦
H l+2(Π) =

{
w ∈ W l+2

2 (Π) : w(r)
∣∣
r∈∂Π

= 0
}
, E2 = H l(Π),

ãäå W l+2
2 (Π) � ïðîñòðàíòñâî Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, l ∈ {0}∪N (ïðè÷åì H 0(Π)

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì L2(Π) ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìûì ïî À. Ëåáåãó

íà Π êâàäðàòîì), è çàäàíèè îïåðàòîðîâ B = ∆3 − ϑ2, A = −ω2 ∂2

∂z2 ,
óðàâíåíèå (3) ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé (1), (2). Ðàññìîòðèì äàëåå îäíîðîäíóþ
ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2
− λw = 0, w(r)

∣∣
r∈∂Π

= 0.

Ñïåêòð σ(∆3) ñîñòîèò èç λk,m, n = −π2

h2 (k2 + m2 + n2), k, m, n ∈ N, ò. å.
çà íåîáõîäèìîñòüþ λk,m, n = −π2

h2s, s ∈ N, ïðè ýòîì êðàòíîñòü d(λk,m, n)
ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λk,m, n ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé
(k,m, n) ∈ N3 óðàâíåíèÿ k2 +m2 + n2 = s ïðè äàííîì s ∈ N. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå êëàññè÷åñêóþ òåîðåòèêî-÷èñëîâóþ òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè
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íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë [4, ñ. 344],
ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íóþ ôîðìóëó

d(λk,m, n) =
∑
k∈N
k2<s

( ∑
d∈N
s−k2|d

χ4(d)−
∑
i∈N

δs−k2 i2

)
,

â êîòîðîé χ4(d) � õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ 4 íàòóðàëüíîãî ÷èñëà d,
δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ∆3,
îðòîíîðìèðîâàííàÿ â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·) â H l(Π),
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

wk,m, n(r) =
2

h

√
2

hνk,m, n
sin

πk

h
x sin

πm

h
y sin

πn

h
z,

ãäå νk,m, n =
∑

0≤|α|≤l

(
π
h

)2|α|
k2α1m2α2n2α3, |α| = α1 + α2 + α3, k, m, n ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî ϑ2 /∈ σ(∆3) íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè ϑ ∈ R, çíà÷èò, îïåðàòîð
B = ∆3−ϑ2 íåïðåðûâíî îáðàòèì, òàêæå îí ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì
è, ñëåäîâàòåëüíî, ôðåäãîëüìîâûì ñ dimN(B) = 0. Èç ïðèâåäåííîé âûøå
òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(r, t) ∈ C(t ≥ 0;H l(Π)), òîãäà ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à

(1), (2) èìååò â êëàññå C(t ≥ 0;
◦
H l+2(Π)) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

v(r, t) = −
+∞∑
k=1

+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

1

ϑ2 − λk,m, n

[
(f, wk,m, n)+

+

t�

0

∂

∂t
Eµ

(
− π

2n2ω2(t− τ)µ

h2(ϑ2 − λk,m, n)
)
(f, wk,m, n)dτ

]
wk,m, n(r).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂

∂t
E2

(
− π2n2ω2

h2(ϑ2 − λk,m, n)
t2
)

= − πnω

h
√
ϑ2 − λk,m, n

sin
πnωt

h
√
ϑ2 − λk,m, n

,

êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñî ñëó÷àåì µ = 2, ðàññìîòðåííûì ðàíåå â [5].
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ÓÄÊ 517.9

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÒÈÏÀ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÔÐÀÍÊÀ�ÂÓËÜÔÀ
ÄËß ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÉ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ1

À. À. Ãóäêîâ, À. Ð. Ôàéçëèåâ, Ñ. Â. Ìèðîíîâ, Ñ. Ï. Ñèäîðîâ
(Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
alex-good96@mail.ru

Ïóñòü z = (z1, . . . , zn)
T ∈ Rn, n ∈ N, è îáîçíà÷èì ∆k îïåðàòîð âçÿòèÿ

êîíå÷íîé ðàçíîñòè ïîðÿäêà k, k ∈ N ∪ {0}, îïðåäåëåííûé ÷åðåç ðåêóð-
ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

∆kzi = ∆k−1zi+1 −∆k−1zi, ∆0zi = zi, 1 ≤ i ≤ n− k.

Âåêòîð z = (z1, . . . , zn)
T ∈ Rn íàçûâàåòñÿ k-ìîíîòîííûì, åñëè ∆kzi ≥ 0

äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n − k. Òàê, âåêòîð z = (z1, . . . , zn)
T ∈ Rn áóäåò 1-

ìîíîòîííûì (èëè ïðîñòî ìîíîòîííûì), åñëè zi+1−zi ≥ 0, i = 1, . . . , n−1,
è 2-ìîíîòîííûå âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè.

Îáîçíà÷èì ∆n
k ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç Rn, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

k-ìîíîòîííûìè. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè âåêòîðà z ∈ Rn ñ íàèìåíüøåé îøèáêîé ïðèáëèæåíèÿ ê çà-
äàííîìó âåêòîðó y ∈ Rn (íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèìñÿ k-ìîíîòîííûì),
ïðè óñëîâèè k-ìîíîòîííîñòè âåêòîðà z:

(z − y)T (z − y) =
n∑
i=1

(zi − yi)2 → min
z∈∆n

k

. (1)

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðåãðåññèè ìîæ-
íî íàéòè â êíèãå Ò. Ðîáåðòñîíà, Ô. Ðàéòà è Ð. Äåêñòðû [1], à òàêæå
â ñòàòüå [2]. Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ïîñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè. Ñëåäóÿ ðàáîòàì [3] è [4], ìû

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 18-37-00060).
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ðàññìîòðèì àëãîðèòì, êîòîðûé îñíîâàí íà ìåòîäå Ôðàíêà �Âóëüôà. Ìû
ïîêàçûâàåì, ÷òî àëãîðèòì äîëæåí âûïîëíèòü O(n2k) èòåðàöèé äëÿ òîãî,
÷òîáû íàéòè ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ O(n−1/2).

Ïåðåéäåì îò òî÷åê zi ê ñêà÷êàì xi = ∆k−1zi+1−∆k−1zi, i = 1, . . . , n−k.
Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî z ∈ ∆k

n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
x = (x1, . . . , xn)

T ∈ Rn òàêîé, ÷òî zi, 1 ≤ i ≤ n− k, ìîæåò áûòü çàïèñàí
â âèäå

zi =
i∑

j1=1

j1∑
j2=1

. . .

jk−2∑
jk−1=1

jk−1∑
jk=1

xjk, (2)

ãäå xj ≥ 0 äëÿ âñåõ k+ 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà çàäà÷à (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå

E(x) :=
n∑
i=1

 i∑
j1=1

j1∑
j2=1

. . .

jk−2∑
jk−1=1

jk−1∑
jk=1

xjk − yi

2

→ min
x∈S

, (3)

ãäå S îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn òàêèõ, ÷òî
x1, . . . , xk ∈ R, (xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k

+ è

n∑
j=k+1

xj ≤ max ∆k−1yi −min ∆k−1yi.

Îáîçíà÷èì ∇E(x) =
(
∂E
∂x1
, ∂E∂x2

, . . . , ∂E∂xn

)T
ãðàäèåíò ôóíêöèè E â òî÷-

êå x. Êàê ïîêàçàíî â ñòàòüå [5], åñëè z ∈ ∆n
k , òî íàéäåòñÿ âåêòîð x =

= (x1, . . . , xn)
T , xj ≥ 0 äëÿ j = k + 1, . . . , n, òàêîé, ÷òî zi =

i∑
j=1

cik(j)xj,

1 ≤ i ≤ n, ãäå cik(j) îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

cik(j) :=


(
i−1
j−1

)
, åñëè 1 ≤ i ≤ k − 1,(

k−1
j−1

)
, åñëè k ≤ i ≤ n è 1 ≤ j ≤ k − 1,(

i+k−j−1
k−1

)
, åñëè k ≤ i ≤ n è k ≤ j ≤ i.

Òîãäà

∂E

∂xs
= 2

n∑
i=s

cik(s)

(
i∑

j=1

cik(j)xj − yi

)
. (4)

Âîçìîæíî, ìåòîä Ôðàíêà �Âóëüôà [6], êîòîðûé òàêæå èçâåñòåí êàê
ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà [7], ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ àë-
ãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷ óñëîâíîé âûïóê-
ëîé îïòèìèçàöèè. Ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì òèïà àëãîðèòìà
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Ôðàíêà �Âóëüôà (àëãîðèòì 1) äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (3). Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà 1 íàõîäèòñÿ â òåîðåìå 1.

Îáîçíà÷èì regm(ξ) ïîëèíîìèàëüíóþ ðåãðåññèþ ïîðÿäêà m äëÿ ξ =
= (ξs1

, . . . , ξs2
) â òî÷êàõ s1, . . . , s2, è we áóäåì ïèñàòü

z = regm(ξ), (5)

ãäå z = (zs1
, . . . , zs2

) åñòü çíà÷åíèÿ, ïðåäñêàçàííûå ýòîé ðåãðåññèåé â òåõ
æå òî÷êàõ s1, . . . , s2.

Algorithm 1: Àëãîðèòì òèïà àëãîðèòìà Ôðàíêà �

Âóëüôà

· Ïóñòü N åñòü ÷èñëî èòåðàöèé è ïóñòü y = (y1, . . . , yn)
T åñòü

âõîäíîé âåêòîð;
begin
· Íàéòè z0 = regk−1(y) è ïóñòü x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)
T åñòü

íà÷àëüíàÿ òî÷êà, íàéäåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì (2) èç z0;
· Ïóñòü t = 0;
· while t < N do
· Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò ∇E(xt) â òåêóùåé òî÷êå xt,
èñïîëüçóÿ (4);

· Ïóñòü x̃t åñòü ðåøåíèå çàäà÷è 〈∇E(xt)T , x〉 → min
x∈S

;

· Íàéòè xt+1 = xt + αt(x̃
t − xt), αt = 2

t+2 , t := t+ 1;

· Âîññòàíîâèòü k-ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
z = (z1, . . . , zn) èç x

N ;
end

Òåîðåìà. Ïóñòü {xt} íàéäåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì 1.
Íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c(k, y), íå çàâèñÿùåå îò n, òàêîå, ÷òî
äëÿ âñåõ t ≥ 2

E(xt)− E∗ ≤ c(k, y)n2k− 1
2

t+ 2
, (6)

ãäå E∗ åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (3).
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NIKOLSKII CONSTANTS FOR SPHERICAL POLYNOMIALS1

F. Dai (Edmonton, Canada), D. Gorbachev (Tula, Russia),
S. Tikhonov (Barcelona, Spain)

fdai@ualberta.ca, dvgmail@mail.ru, stikhonov@crm.cat

We study the asymptotic behavior of sharp Nikolskii constant

C(n, d, p, q) := sup
f∈Πd

n, ‖f‖Lp(Sd)=1

‖f‖Lq(Sd)

for 0 < p < q ≤ ∞ as n → ∞, where Πd
n denotes the space of all spherical

polynomials f of degree at most n on the unit sphere Sd ⊂ Rd+1.

1. We prove that for 0 < p <∞ and q =∞,

lim
n→∞

C(n, d, p,∞)

nd/p
= L(d, p,∞),

and for 0 < p < q <∞,

lim inf
n→∞

C(n, d, p, q)

nd (1/p−1/q)
≥ L(d, p, q),

where the constant L(d, p, q) is de�ned for 0 < p < q ≤ ∞ by

L(d, p, q) := sup
f∈Edp , ‖f‖Lp(Rd)=1

‖f‖Lq(Rd),

with Edp denoting the set of all entire functions f ∈ Lp(Rd) of spherical
exponential type at most 1.

These results extend the recent results of Levin and Lubinsky for
trigonometric polynomials on the unit circle.

1F. D. was supported by NSERC Canada under the grant RGPIN 04702 Dai. D. G. was supported by
the RFBR (no. 16-01-00308). S. T. was partially supported by MTM 2014-59174-P and 2014 SGR 289.
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2. We �nd the following sharp constant in the Nikolskii inequality for
nonnegative functions

sup
f∈Ed1 , f≥0

‖f‖L∞(Rd)

‖f‖L1(Rd)
=

1

2d−1|Sd|Γ(d+ 1)
.

We estimate the normalized Nikolskii constant

Ld :=
|Sd|Γ(d+ 1)

2
L(d, 1,∞).

It was known that e−d ≤ Ld ≤ 1.

3. We prove the following lower and upper estimates:

2−d ≤ Ld ≤ 1F2

(d
2

;
d

2
+ 1,

d

2
+ 1;−β

2
d

4

)
,

where 1F2 and βd denote the hypergeometric function, and the smallest
positive zero of the Bessel function Jd/2, respectively. In particular, this
implies that the constant Ld decays exponentially fast as d→∞:

2−d ≤ Ld ≤ (
√

2/e)d(1+O(d−2/3)),

where
√

2/e = 0.85776 · · · .

ÓÄÊ 517.53

Î ÇÀÄÀ×Å ÃÎÐÈÍÀ ÄËß ÏÎËÓÎÑÈ1

Â. È. Äàí÷åíêî, Ï. Â. ×óíàåâ (Âëàäèìèð, Ðîññèÿ)
vdanch2012@yandex.ru, chunayev@mail.ru

Ïóñòü âñå ïîëþñû zk íàèïðîñòåéøåé äðîáè

ρn(x) =
n∑
k=1

1

x− zk

ëåæàò â îñòðîì óãëå ñ áèññåêòðèñîé íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè R−:

zk = rke
iϕk, ϕk ∈ (π − α, π + α), α ∈ (0, π/2). (1)

1Ðàáîòà Â. È. Äàí÷åíêî âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (çàäàíèå
� 1.574.2016/1.4). Ðàáîòà Ï. Â. ×óíàåâà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà � 16-31-00252 ìîë_à.
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Â ðàáîòå [1] ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

S2m−1/2 6

√
n

cos2m α

2m

π
‖ρn‖2m

L2m(R+; 1√
x

), S :=
n∑
k=1

1

rk
, m ∈ N. (2)

Ïðèìåíèì åãî äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû

d(ρn) := min
k=1,...,n

dist(zk,R+)

ïðè îïðåäåëåííîé íîðìèðîâêå Lp-íîðìû íàèïðîñòåéøåé äðîáè ρn (ýòî
îäèí èç âàðèàíòîâ çàäà÷è Ãîðèíà äëÿ ïîëóîñè). Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî
ïðè 2(m− 1) < p 6 2m èìååì

‖ρn‖2m
L2m(R+; 1√

x
) =

�
R+

|ρn(x)|2m−p |ρn(x)|p√
x

dx 6 ‖ρn‖2m−p
L∞(R+)‖ρn‖

p

Lp(R+; 1√
x

)
.

Èç (1), î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî ‖ρn‖2m−p
L∞(R+) 6 S2m−p. Îòñþäà è èç (2) íà-

õîäèì

S2m−1/2 6

√
n

cos2m α

2m

π
S2m−p‖ρn‖pLp(R+; 1√

x
)
, 2(m− 1) < p 6 2m,

òàê ÷òî

Sp−1/2 6

√
n

cosp+2 α

p+ 2

π
‖ρn‖pLp(R+; 1√

x
)
, p > 0.

Ñ ó÷åòîì S 6 d−1(ρn) îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà. Ïðè íîðìèðîâêå ‖ρn‖Lp(R+; 1√
x

) 6 1, p > 1/2, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

d(ρn) > S−1 >

(
π cosp+2 α

p+ 2

)1/(p−1/2)
1

n1/(2p−1)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå zk ∈ R− (ò.å. α = 0), òî

d(ρn) >

(
π

p+ 2

)1/(p−1/2)
1

n1/(2p−1)
>

4

5n1/(2p−1)
.

Ýòó òåîðåìó èíòåðåñíî ñðàâíèòü ñî ñëåäóþùèìè ðåçóëüòàòàìè (áåç
êàêèõ-ëèáî óñëîâèé íà ïîëþñû). Ïðè 1 < p < 2 ïîëþñû ρn, ðàñïîëîæåí-
íûå íà ïîëóîñè R− (åñëè òàêèå èìåþòñÿ), ïðè íîðìèðîâêå ‖ρn‖Lp(R+) 6 1
îòäåëåíû îò íóëÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíîé A(p) > 0 (ñì. [2, Òåîðåìà 6]).
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Â [2] òàêæå âûñêàçàíà ãèïîòåçà, ÷òî ïðè p > 2 òàêèå ïîëþñû ìîãóò
ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïîäñòóïàòü ê íóëþ.

Ïðè íîðìèðîâêå ‖ρn‖L2(R+) 6 1 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîëþñû ρn
îòäåëåíû îò âñåé ïîëóîñè R+ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà 1/ lnn (ñì. [3, Ñëåä-
ñòâèå 3.1]).
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È ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÉ q-ÍÎÐÌÎÉ Ñ ÂÅÑÎÌ ÁÅÑÑÅËß
ÄËß ÖÅËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

ÍÀ ÏÎËÓÎÑÈ1

Ì. Â. Äåéêàëîâà (Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ)
marina.deikalova@urfu.ru

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lqα = Lq((0,∞), x2α+1) ïðè 1 ≤ q < ∞ è α > −1
ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ èçìåðèìûõ íà (0,∞) ôóíêöèé f ñ êî-
íå÷íîé íîðìîé

‖f‖Lqα =

(� ∞
0

|f(x)|q x2α+1dx

)1/q

.

Ïóñòü E(σ, q, α) åñòü ìíîæåñòâî ÷åòíûõ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî òèïà (íå âûøå) σ > 0, ñóæåíèå êîòîðûõ íà ïîëóîñü [0,∞) ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lqα.

Â äîêëàäå áóäåò îáñóæäàòüñÿ òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖f‖C ≤M ‖f‖Lqα, f ∈ E(σ, q, α), (1)

ìåæäó ðàâíîìåðíîé íîðìîé è Lqα-íîðìîé ôóíêöèé êëàññà E(σ, q, α) ïðè
1 ≤ q < ∞ è α > −1/2. Áóäåò îõàðàêòåðèçîâàíà ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ, íà êîòîðîé ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Â ÷àñòíî-
ñòè, áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, äîñòèãàåò ðàâíîìåð-
íîé íîðìû òîëüêî â êîíöåâîé òî÷êå x = 0 ïîëóîñè. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð îáîáùåííîãî ñäâèãà Áåññåëÿ.

1Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ïîâûøåíèÿ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè
ÓðÔÓ (ïîñòàíîâëåíèå � 211 Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ, êîíòðàêò � 02.A03.21.0006).
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Àïïðîêñèìàòèâíûì è ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâàì ïðîñòðàíñòâà
E(σ, q, α) ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ Ñ. Ñ. Ïëàòîíîâà [1], ãäå, â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåðàâåíñòâà (1) ñ êîíå÷íîé êîíñòàíòîé.

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ñîâìåñòíî ñ Â. Â. Àðåñòîâûì, À. Ã. Áàáåíêî,
è À. Õîðâàò [2].
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ÄÂÓÌÅÐÍÎÃÎ ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÒÅËÀ
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1. ÏóñòüD ⊂ R2 � âûïóêëîå òåëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êðóãîì, Ω = R2\D,
‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

κ(x) ≡ R2(x)− ρ2(x)→ min
x∈D

. (1)

Çäåñü ôóíêöèè

R(x) = max
y∈D
‖x− y‖, ρ(x) = min

y∈Ω
‖x− y‖

âûðàæàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî ñàìîé óäàëåííîé
òî÷êè òåëà D è äî áëèæàéøåé òî÷êè ìíîæåñòâà Ω. Ïîýòîìó âåëè÷èíà
πκ(x) ÿâëÿåòñÿ ïëîùàäüþ êîëüöà ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ñîäåðæàùåì ãðà-
íèöó òåëà D.

Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ R(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà R2, à ôóíêöèÿ
ρ(x) � âîãíóòîé íà D. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ñóáäèôôåðåíöèàëà
∂R(x) ôóíêöèè R(x) ïðè ëþáîì x ∈ R2 è ñóïåðäèôôåðåíöèàëà ∂ρ(x)
ôóíêöèè ρ(x) â òî÷êàõ x ∈ intD ìîæíî íàéòè â [2�4].

Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç

QR(x) = {z ∈ D : R(x) = ‖x− z‖}, Qρ(x) = {z ∈ Ω : ρ(x) = ‖x− z‖},

coA � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A.
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Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ κ(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êîíå÷íîé íà R2.
Ôîðìóëó åå ñóáäèôôåðåíöèàëà ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùåì âèäå

∂κ(x) =

{
2(R(x)∂R(x)− ρ(x)∂ρ(x)), åñëè x ∈ intD,
2R(x)∂R(x), åñëè x ∈ Ω.

Êðîìå òîãî, åñëè D � ñòðîãî âûïóêëîå òåëî, òî κ(x) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèåé íà D.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ D äîñòàâëÿëà ìèíèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè κ(x) íà âûïóêëîì òåëå D íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû

coQR(x∗) ∩ coQρ(x∗) 6= ∅.

Òåîðåìà 3. Åñëè D � ñòðîãî âûïóêëîå òåëî, òî çàäà÷à (1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

2. Àâòîðàì íåèçâåñòíî, ðàññìàòðèâàëàñü ëè çàäà÷à (1) êåì-ëèáî ðà-
íåå. Â êà÷åñòâå áëèçêèõ ïî ïîñòàíîâêå ìîæíî ïðèâåñòè çàäà÷ó

ϕ(x) ≡ R(x)− ρ(x)→ min
x∈D

(2)

� î êîëüöå íàèìåíüøåé øèðèíû, ñîäåðæàùåì ãðàíèöó âûïóêëîãî òåëàD
(ñì. [1] è ññûëêè íà äð. ðàáîòû, à òàêæå [5]), è çàäà÷ó îá àñôåðè÷íîñòè
òåëà D ([6])

ψ(x) ≡ R(x)

ρ(x)
→ min

x∈D
. (3)

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ([5]), êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ, â òî æå âðåìÿ, îäíèì èç ðåøåíèé çàäà÷è (3) (ñì. [6]). Ïðèìå-
ðû ïîêàçûâàþò, ÷òî çàäà÷è (1) è (3) ìîãóò èìåòü íååäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cκ, Cϕ, Cψ � ìíîæåñòâà òî÷åê ìèíèìóìà öåëåâûõ
ôóíêöèé â çàäà÷àõ (1), (2) è (3) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Cϕ = Cκ ∩ Cψ.
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Ñ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ-ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÌÈ
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ1

Ì. È. Äüÿ÷åíêî (Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
À. Ìóêàíîâ (Àñòàíà, Êàçàõñòàí),

Ñ. Þ. Òèõîíîâ (Áàðñåëîíà, Èñïàíèÿ)
dyach@mail.ru

Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ã. Õàðäè �Äæ. Ëèòòëüâó-
äà [1].

Òåîðåìà À. Ïóñòü f(x) åñòü ñóììà ðÿäà

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî {an}∞n=0 è {bn}∞n=1 ìîíîòîííî ñòðåìÿòñÿ ê íó-
ëþ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 1 < p <∞ èìååì

‖f‖Lp(0,2π) �

( ∞∑
n=0

(n+ 1)p−2(apn + bpn)

) 1
p

.

Ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà âåñüìà âàæíû è íåóäèâèòåëüíî, ÷òî òåîðåìà
À îáîáùàëàñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ìíîãèìè àâòîðàìè. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìîæíî óïîìÿíóòü ðàáîòû [2�7]. Îòìåòèì åùå, ÷òî ïåðâûé àíàëîã
òåîðåìû À äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå [2].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà è ïðîñòðàíñòâ
Ëîðåíöà. Ïóñòü µ � ìåðà Ëåáåãà íà [0, 2π], f � µ-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
íà [0, 2π]. Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç f ∗ íåâîçðàñòàþùóþ ïåðåñòàíîâêó f , ò.å.

f ∗(t) = inf{σ : µ{x ∈ [0, 2π] : |f(x)| > σ} ≤ t}.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞ è 0 < q ≤ ∞. Òîãäà ïðîñòðàíñ-
òâî Ëîðåíöà Lp,q([0, 2π]) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé,

1Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ((ïðîåêò N 18-01-00281).
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äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

‖f‖Lp,q :=


(

2π�
0

(
t

1
p−

1
qf ∗(t)

)q
dt

) 1
q

ïðè 0 < p <∞ è 0 < q <∞,

sup
t∈[0,2π]

t
1
pf ∗(t) ïðè 0 < p ≤ ∞ è q =∞

êîíå÷íà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞ è 0 < q ≤ ∞. Òîãäà âåñîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì Ëåáåãà Lqw(p,q)([0, 2π]) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî µ-èçìåðèìûõ

ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

‖f‖Lqw(p,q)
:=


(

2π�
0

∣∣∣t 1
p−

1
qf(t)

∣∣∣q dt) 1
q

ïðè 0 < p <∞ è 0 < q <∞,

ess sup
t∈[0,2π]

t
1
p |f(t)| ïðè 0 < p ≤ ∞ ïðè q =∞,

êîíå÷íà. Çäåñü ÷åðåç w(p, q)(t) îáîçíà÷àåòñÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ t
1
p−

1
q .

Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç lp,q è l
q
w(p,q) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðå-

äåëåííûå ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà è âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå . Îòìåòèì, ÷òî ‖f‖Lp,p = ‖f‖Lpw(p,p)
= ‖f‖Lp. Áîëåå òîãî,

‖f‖Lp,q ≥ ‖f‖Lqw(p,q)
ïðè q ≤ p

è
‖f‖Lp,q ≤ ‖f‖Lqw(p,q)

ïðè q ≥ p .

Ââåäåì êëàññ îáîáùåííî-ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
{an}∞n=1 îáîáùåííî-ìîíîòîííîé ({an}∞n=1 ∈ GM), åñëè ñóùåñòâóþò ïî-
ñòîÿííûå C > 0 è λ > 1 òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ 1 èìååì

2n∑
k=n

|ak − ak+1| ≤ C
λn∑
k=n

λ

|ak|
k
.

Íàìè óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),
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ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {an}∞n=0, {bn}∞n=1 ∈ GM .
Òîãäà

‖f‖Lp,q � ‖a‖lp′q + ‖b‖lp′,q , 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {an}∞n=0, {bn}∞n=1 ∈ GM .
Òîãäà

‖f‖Lqw(p,q)
� ‖a‖lq

w(p′,q)
+ ‖b‖lq

w(p′,q)
, 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞.

Çäåñü ÷åðåç p′ îáîçíà÷åíî ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê p, ò.å., 1
p + 1

p′ = 1.
Ñïðàâåäëèâ, òàêæå, è íèæåñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {an}∞n=0, {bn}∞n=1 ∈ GM .
Òîãäà ïðè 1 < p <∞ è 1 ≤ q ≤ ∞ èìååì

‖f‖Lqw(p,q)
� ‖f‖Lp,q � ‖a‖lqw(p′,q)

+ ‖b‖lq
w(p′,q)

� ‖a‖lp′,q + ‖b‖lp′,q .

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1 áûëà ðàíåå äîêàçàíà â ðàáîòå [8] äëÿ ðÿäîâ

∞∑
n=0

cne
inx,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {cn}∞n=0 ∈ GM òàêîâà, ÷òî
äëÿ âñåõ n ≥ 0 ÷èñëà cn ∈ Sα,β, ãäå

Sα,β = {reiϕ : |ϕ− α| ≤ β, r ≥ 0}, 0 ≤ α < 2π, 0 ≤ β <
π

2
.

ßñíî, ÷òî ïðè 0 ≤ β < π
2 ìíîæåñòâî S0,β ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíóþ

ïîëóîñü R+, íî ïðè ëþáûõ 0 ≤ α < 2π è 0 ≤ β < π
2 ìíîæåñòâî Sα,β íå

ïîêðûâàåò âñþ äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ R.
Òåîðåìà 2 òàêæå áûëà ðàíåå äîêàçàíà äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé {an}∞n=0, {bn}∞n=1 ∈ GM â ðàáîòàõ [5] è [4].
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Ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1 è 2 ïîçâîëÿåò
óñòàíîâèòü è òåîðåìû î âçàèìîñâÿçè ìîäóëÿ ãëàäêîñòè ôóíêöèè ñî ñêî-
ðîñòüþ óáûâàíèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, êîãäà ýòè êîýôôèöèåíòû
îáîáùåííî-ìîíîòîííû.

Äëÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

â ñòàòüå [9] Ã. Ëîðåíö ïîêàçàë, ÷òî åñëè ïðè 2 ≤ p ≤ ∞ è 0 < α < 1
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∞∑
k=n

(
|ak|p

′
+ |bk|p

′
)

= O

(
1

nαp′

)
,

òî f ∈ Lip (α, p). Çäåñü ÷åðåç Lip (α, p) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî Ëèï-
øèöà:

Lip (α, p) := {f ∈ Lp([0, 2π]) : ω(f, δ)p = O(δα)},

ãäå ω(f, δ)p := sup
|h|≤δ
‖f(·+h)−f(·)‖p � ìîäóëü ãëàäêîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

â Lp ôóíêöèè f .
Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàëñÿ ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè. Óïîìÿíåì çäåñü

ðàáîòû [10�14].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ωl(f, δ)p := sup
|h|≤δ

∥∥∆l
hf(·)

∥∥
p
,

ìîäóëü ãëàäêîñòè l-ãî ïîðÿäêà (l ≥ 1) â Lp ôóíêöèè f , ãäå

∆l
hf(x) := ∆h(∆

l
hf(x)), ∆hf(x) := f(x+ h)− f(x).

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò À. À. Êîíþøêîâà [12].

Òåîðåìà Á. Ïóñòü 1 < p < ∞, 0 < α < 1, è ôóíêöèÿ f(x) îá-
ëàäàåò ðÿäîì Ôóðüå (1), ïðè÷åì {an}∞n=1, {bn}∞n=1 � íåâîçðàñòàþùèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) f ∈ Lip (α, p);

2) |an|, |bn| = O
(
n

1
p−α−1

)
;

3)
∞∑
k=n

(|ak|p
′
+ |bk|p

′
) = O

(
n−αp

′)
.

Íàìè â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x) ∈ Lp([0, 2π]), 1 < p <∞ ôóíêöèÿ

f(x) ∼
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

è {an}∞n=1, {bn}∞n=1 ∈ GM . Òîãäà äëÿ l ∈ N èìååì

ωl

(
f,

1

n

)
p

∼ 1

nl

(
n∑
k=1

klp+p−2 (|ak|p + |bk|p)

) 1
p

+

+

( ∞∑
k=n

kp−2 (|ak|p + |bk|p)

) 1
p

.
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Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñèíóñ ðÿäû

∞∑
n=1

an sinnx (1)

ñ îáîáùåííî ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè {an}∞n=1.
Â ðàáîòå [1] Ò. Â. ×îóíäè è À. Å. Äæîëëèôôå äîêàçàëè ñëåäóþùóþ

òåîðåìó î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèíóñ ðÿäîâ.

Òåîðåìà A. Ïóñòü {an}∞n=1 � íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 2π] òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà nan → 0 ïðè n→∞.

Íåäàâíî ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ýòîé òåîðåìû áûëè äîêàçàíû äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ îñëàáëåíèé óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè (ñì., íàïðèìåð [2�5] è èõ áèá-
ëèîãðàôèè). Ìíîãèå îáîáùåíèÿ âêëþ÷àþò ðàññìîòðåíèå îáîáùåííî ìî-
íîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå GM(β) ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé (ñì. [3]).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a = {an}∞n=1 è β = {βn}∞n=1 � äâå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðà
(a, β) îïðåäåëÿåò îáîáùåííî ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a ñ ìàæî-
ðàíòîé β, îáîçíà÷àåòñÿ a ∈ GM(β), åñëè ñóùåñòâóåò C > 0 òàêàÿ, ÷òî
äëÿ âñåõ n ∈ N, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2n∑
k=n

|ak − ak+1| ≤ Cβn. (2)

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íåêîòîðûõ ìàæîðàíò β, èñïîëüçóåìûõ â èçó÷åíèè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ:

1) β1
n = |an|;

2) β2
n = 1

n

λn∑
s=n/λ

|as|, λ > 1;
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3) β3
n = 1

n max
k≥n

2k∑
s=k

|as|, λ > 1.

Èçâåñòíî, ÷òî GM(β1) ⊂ GM(β2) ⊂ GM(β3) ( ñì. [5, 6].) Áîëåå òîãî,
åñëè {an}∞n=1 ∈ GM(βi), i = 1, 2, 3, è an ≥ 0, òîãäà ðÿä (1) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà [0, 2π] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà nan → 0 ïðè n →
∞ (ñì. [3�6). Íåäàâíî â ñòàòüå [7] àâòîðû äîêàçàëè àíàëîã òåîðåìû A
äëÿ {an} ∈ GM(β2) áåç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{an}∞n=1.

Ìû, ñëåäóÿ èäåÿì èç [7], èçó÷àåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ñèíóñ ðÿ-
äîâ ñ îáîáùåííî-ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå íå îáÿçàòåëü-
íî ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè. Ïðè ýòîì ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè GM(β) äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìàæîðàíò β. Ïðèâåäåì îïðå-
äåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïîíÿòèé.

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöè-
îíàëîâ, çàäàííûõ íà S, ò.å., Fn : S → R+, äîïóñòèìà åñëè:

1) Fn(x)→ 0 ïðè n→∞ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = {xk}∞k=1

ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ;
2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn(x)}∞n=1 îãðàíè÷åíà äëÿ îãðàíè÷åííîé x =

{xk}∞k=1.

Ïðèìåðû òàêèõ F = {Fn}∞n=1:
1) F 1

n(x) = |xn|α, α > 0;

2) F 2
n(x) =

λn∑
k=n/λ

|xk|
k , λ > 1;

3) F 3
n(x) = max

k≥n/λ
|xk|, λ > 1;

4) F 4
n(x) = 1

n

n∑
k=1

|xk|.

Äëÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = {an}∞n=1, îáîçíà÷èì ÷åðåç ã

ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: ãn =
2n∑
k=n

|ak|. Ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ

îáîáùåííî ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé GM(β) ñ

βn =
1

n
Fn(ã).

Â ÷àñòíîñòè, êëàññ GM(β3) ýòî êëàññ GM(β) ñ βn = 1
nF

3
n(ã). Áîëåå òîãî,

GM(β2) ñîâïàäàåò ñ GM(β), ãäå βn = 1
nF

2
n(ã).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ {Fn}∞n=1 äî-
ïóñòèìà. Ïóñòü òàêæå {an}∞n=1 ∈ GM(β), ãäå βn = 1

nFn(ã) è ã � îãðà-
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íè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

1) ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 2π];
2) lim

n→∞
nan = 0;

3 lim
n→∞

ãn = 0.

Çàìå÷àíèå 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 íåâåðíî áåç äî-
ïóùåíèÿ óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ãn}∞n=1.

Çàìå÷àíèå 2. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a ∈
∈ GM(β3) \ GM(β2) òàêàÿ, ÷òî ã íåîãðàíè÷åíà. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî
òåîðåìà 1 îáîáùàåò ðåçóëüòàò èç [7].

Òàêæå ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè êîñèíóñ ðÿäîâ ñ íåçíàêîïîñòîÿííûìè îáîáùåííî ìîíî-
òîííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Î ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß ÍÀ ÎÒÐÅÇÊÅ1

Ë. Ñ. Åôðåìîâà (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
liubov.efremova@gmail.com

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî àë-
ãîðèòìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x) (1)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1660.2017/4.6) è
ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 15-01-04864, 16-01-00015, 17-51-53180).
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íà îòðåçêå x ∈ [0, π]. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Âåéëÿ ñëåäóþùèì ðàâåí-
ñòâîì:

M(λ) = −∆0(λ)

∆(λ)
,

ãäå ∆0(λ) è ∆(λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèÿìè y(0) = y′(π) + Hy(π) = 0 è y′(0) − hy(0) =
= y′(π) +Hy(π) = 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 1. Ïî çàäàííîé ôóíêöèè Âåéëÿ M(λ) âîññòàíîâèòü ïîòåí-
öèàë q(x).

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò èäåè è êîíñòðóêöèè ìåòîäà ñïåê-
òðàëüíûõ îòîáðàæåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî [1]:

q(x) = σ′(x),

σ(x) = − 1

πi

�

γ

(
ϕ̃(x, λ)ϕ(x, λ)− 1

2

)
M̂(λ)dλ, (2)

ãäå ϕ(x, λ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè:
y′(x) = y[1](x) + σ(x)y(x),

(y[1](x))′ = −σ(x)y[1](x)− (σ2(x) + λ)y(x),

y(0) = 1,

y[1](0) = h̃,

M̂(λ) = M(λ) − M̃(λ). Çäåñü ϕ̃(x, λ), M̃(λ), h̃ � îáúåêòû, îòíîñÿùèåñÿ
ê ìîäåëüíîé çàäà÷å ñ ïîòåíöèàëîì q̃(x) = 0.

Ïåðåïèøåì ôîðìóëó âîññòàíîâëåíèÿ (2) â âèäå:

σ(x) = F (x)− 1

πi

�

γ

ϕ̃(x, λ) (ϕ(x, λ)− ϕ̃(x, λ)) M̂(λ)dλ, (3)

ãäå ôóíêöèÿ F (x) ìîæåò áûòü íàéäåíà èç âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è ñ
ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

F (x) = − 1

πi

�

γ

(
ϕ̃2(x, λ)− 1

2

)
M̂(λ)dλ.

Çàìåíÿÿ â (3) èíòåãðàë êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé:

− 1

πi

�

γ

f(λ)dλ ≈
n∑
k=1

bkf(λk),
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ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

σ(x) ≈ u(x, ϕ(x, λ1), ..., ϕ(x, λn)),

ãäå

u(x, y1, y2, ..., yn) := F (x) +
n∑
k=1

ϕ̃(x, λk) (yk − ϕ̃(x, λk)) M̂(λk).

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû òðàêòî-
âàòü ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è
Êîøè äëÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

y′1(x) = y
[1]
1 (x) + u(x, y1, ..., yn)y1(x),

...

y′n(x) = y
[1]
n (x) + u(x, y1, ..., yn)yn(x),

(y
[1]
1 (x))′ = −u(x, y1, ..., yn)y

[1]
1 (x)− (u2(x, y1, ..., yn) + λ1)y1(x),

...

(y
[1]
n (x))′ = −u(x, y1, ..., yn)y

[1]
n (x)− (u2(x, y1, ..., yn) + λn)yn(x),

yk(0) = 1, k = 1, n,

y
[1]
k (0) = h̃, k = 1, n.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è Êîøè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷å-
ñêèå ÷èñëåííûå ìåòîäû (Àäàìñà, Ãèðà è ò.ä.). Îêîí÷àòåëüíî â êà÷å-
ñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðèíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ
u(x, y1(x), ..., yn(x)).
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À. Â. Æåðäåâ (Ñàðàòîâ, Ïåòðîçàâîäñê, Ðîññèÿ)
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Îáîçíà÷èì D = {z ∈ C : |z| < 1}, D∗ = {z ∈ C : |z| > 1}.
Ïóñòü f : D → Ω, F : D∗ → Ω∗ � êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, ãäå Ω �
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îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé æîðäàíîâîé êðèâîé Γ, Ω∗ � íåîãðà-
íè÷åííàÿ êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ Γ. Ïóñòü f(0) = 0, f ′(0) > 0, à F
èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ∞:
F (z) = b1z+b0+b−1z

−1+..., b1 > 0. Òîãäà f ′(0) = r(Ω, 0) íàçûâàåòñÿ êîí-
ôîðìíûì ðàäèóñîì îáëàñòè Ω â òî÷êå 0, à b−1

1 = r(Ω∗,∞) � êîíôîðìíûì
ðàäèóñîì îáëàñòè Ω∗ â òî÷êå ∞. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå
ìåòîäîì ïëîùàäåé Í. À. Ëåáåäåâûì êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåé
òåîðåìû äëÿ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé [1]:

r(Ω, 0)r(Ω∗,∞) ≤ 1,

ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ �
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Äðóãèì ïîäõîäîì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è î ñîîòíîøåíèè êîíôîðì-
íûõ ðàäèóñîâ äâóõ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé ìîæåò ñëóæèòü ïàðàìåòðè÷å-
ñêèé ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé â ðàáîòàõ Ê. Ëåâíåðà [2], Ï. Ï. Êóôàðåâà [3],
Ê. Ïîììåðåíêå [4]. Áóäåì íàçûâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îá-
ëàñòåé Ω(t), 0 ≤ t < T , óáûâàþùèì, åñëè Ω(t2) ⊂ Ω(t1), 0 ≤ t1 < t2 < T ;
âîçðàñòàþùèì � åñëè Ω(t1) ⊂ Ω(t2), 0 ≤ t1 < t2 < T ; ìîíîòîííûì �
åñëè îíî óáûâàþùåå èëè âîçðàñòàþùåå. Ïóñòü Ω(t), 0 ≤ t < T � ìîíî-
òîííîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, 0 ∈ Ω(t),
Ω(0) = D, ôóíêöèÿ f(z, t) = a(t)z+ ... � ïðè êàæäîì t êîíôîðìíî îòîá-
ðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã íà Ω(t), ãäå a(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà [3, 5] f(z, t) óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó óðàâíåíèþ

∂f(z, t)

∂t
= z

∂f(z, t)

∂z
q(z, t), 0 ≤ t < T, z ∈ D,

ãäå q(z, t) � ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè Ω(t) � âîçðàñòàþùåå ñåìåéñòâî îáëàñòåé è ïåðåìåííàÿ
t âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî a(t) = et, òî q(z, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó
Êàðàòåîäîðè (ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî íàçûâàþò
óðàâíåíèåì Ëåâíåðà �Êóôàðåâà). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò èíòåãðàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè q(z, t) äëÿ ñåìåéñòâ îáëàñòåé Ω(t) îãðàíè-
÷åííûõ êðèâûìè, çàäàííûìè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω(t), 0 ≤ t < T , � ìîíîòîííîå îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, 0 ∈ Ω(t), 0 ≤ t < T , Ω(0) = D,
îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè Γ(t), çàäàííûìè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ψ)
óðàâíåíèåì r = γ(ψ, t) = 1 + δ(ψ, t), 0 ≤ ψ ≤ 2π, 0 ≤ t < T , ãäå
δ ∈ C3+α([0, 2π] × [0, T )), 0 < α < 1. Ôóíêöèÿ f(z, t) = a(t)z + ...,
a(t) > 0, � êîíôîðìíî îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã D íà Ω(t). Òîãäà
ḟ(z, t) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ 0 ≤ t < T , z ∈ D è f(z, t) óäîâëåòâîðÿåò
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óðàâíåíèþ

∂f(z, t)

∂t
= z

∂f(z, t)

∂z
q(z, t), z ∈ D, 0 ≤ t < T,

ïðè÷åì

q(z, t) =
1

2π

2π�

0

1

|f ′(eiϕ, t)|
δ̇(ψ(ϕ, t), t) cos(β(ψ(ϕ, t), t))

eiϕ + z

eiϕ − z
dϕ,

z ∈ D, 0 ≤ t < T,

ãäå ψ(ϕ, t) = arg f(eiϕ, t), β(ψ, t) = − arctan(γ
′(ψ,t)
γ(ψ,t) ) � óãîë ìåæäó íîð-

ìàëüþ ê Γ(t) â òî÷êå γ(ψ, t) è ðàäèàëüíûì âåêòîðîì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç
ýòó òî÷êó.

Âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì îáëàñòåé Ω(t), áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî
îáëàñòåé G(t), ãðàíèöû êîòîðûõ çàäàíû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâ-
íåíèåì r = γ∗(ψ, t) = (γ(ψ, t))−1. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò àñèìïòîòè-
÷åñêóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ êîíôîðìíûå ðàäèóñû ýòèõ ñåìåéñòâ â
òî÷êå 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω(t), 0 ≤ t < T , � ìîíîòîííîå îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, 0 ∈ Ω(t), 0 ≤ t < T , Ω(0) = D,
îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè Γ(t), çàäàííûìè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ψ)
óðàâíåíèåì r = γ(ψ, t) = 1 + δ(ψ, t), 0 ≤ ψ ≤ 2π, 0 ≤ t < T , ãäå
δ ∈ C3+α([0, 2π] × [0, T )), 0 < α < 1. Ïðè ýòîì, ïóñòü êîíôîðìíûé
ðàäèóñ r(Ω(t), 0) = et, åñëè Ω(t) � âîçðàñòàþùåå ñåìåéñòâî îáëàñòåé
è r(Ω(t), 0) = e−t, åñëè Ω(t) � óáûâàþùåå ñåìåéñòâî îáëàñòåé. Ïóñòü
G(t) � ñåìåéñòâî îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè, çàäàííûìè â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì r = γ∗(ψ, t) = (γ(ψ, t))−1. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà

log r(G(t), 0) = ct+

 1

2π

2π�

0

(δ̇(ϕ, 0))2 − δ̈(ϕ, 0) dϕ

 t2 + o(t2), t→ +0,

ãäå r(G(t), 0) � êîíôîðìíûé ðàäèóñ îáëàñòè G(t), c = 1, åñëè Ω(t) �
óáûâàþùåå ñåìåéñòâî, c = −1, åñëè Ω(t) � âîçðàñòàþùåå ñåìåéñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìû è ñîîòíîøåíèè γ∗(ψ, t) = (γ(ψ, t))−1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
r(Ω∗(t),∞) = r(G(t), 0), 0 ≤ t < T , ãäå Ω∗(t) � íåîãðàíè÷åííàÿ êîì-
ïîíåíòà äîïîëíåíèÿ Γ(t). Òàêèì îáðàçîì òåîðåìà 2 äàåò àñèìïòîòè÷å-
ñêóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ êîíôîðìíûå ðàäèóñû ñåìåéñòâ îáëàñòåé
Ω(t) è Ω∗(t).
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ËÎÊÀËÜÍÛÅ È ÃËÎÁÀËÜÍÛÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ
ÑÈËÜÍÎ È ÑËÀÁÎ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ1

Ã. Å. Èâàíîâ (Äîëãîïðóäíûé, Ðîññèÿ)
g.e.ivanov@mail.ru

Ðàçëè÷íûå êëàññû ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ óñèëåííûìè èëè îñëàá-
ëåííûìè ñâîéñòâàìè âûïóêëîñòè, ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè
â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â îïòèìèçàöèè, îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè, òåî-
ðèè è ìåòîäàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà �ßêîáè, ìíîãîçíà÷íîì
àíàëèçå, òåîðèè àïïðîêñèìàöèé è äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Âïåð-
âûå ïîíÿòèå ñëàáîé âûïóêëîñòè ïîÿâèëîñü â ðàáîòå Þ. Ã. Ðåøåòíÿêà
[1]. Çàòåì Í. Â. Åôèìîâ è Ñ. Á. Ñòå÷êèí [2] ðàññìàòðèâàëè a-âûïóêëûå
ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äîïîëíåíèé ê øàðàì ôèê-
ñèðîâàííîãî ðàäèóñà. Å. Ìàéêë [3] ââåë ïîíÿòèå ïàðàâûïóêëûõ ìíîæåñòâ
è äîêàçàë òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîãî ñåëåêòîðà äëÿ ìíî-
ãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ïàðàâûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè. Ã. Ôåäåðåð [4]
ââåë ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè, êàê ìíîæåñòâà
A, äëÿ êîòîðîãî òî÷êè èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè A îáëàäàþò ÷åáûøåâ-
ñêèì ñâîéñòâîì, ò.å. èìåþò åäèíñòâåííóþ áëèæàéøóþ òî÷êó èç ìíîæå-
ñòâà A. Æ.-Ô. Âèàëü [5] ðàññìàòðèâàë ñëàáî âûïóêëûå ìíîæåñòâà â Rn,
ò.å. òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ òî÷åê ýòîãî ìíîæå-
ñòâà, ñèëüíî âûïóêëûé îòðåçîê ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ èìååò åùå õîòÿ
áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ ìíîæåñòâîì. Ô. Êëàðê, Ð. Øòåðí è Ï. Âîëåíñêè
[6] ââåëè ïîíÿòèå ïðîêñèìàëüíî ãëàäêîãî ìíîæåñòâà, ò.å. ìíîæåñòâà, äëÿ
êîòîðîãî ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñò-
íîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà. Â ðàáîòàõ Ð. Ïîëèêâèíà è Ð.-Ò. Ðîêàôåëëàðà
[7], à çàòåì â ðàáîòàõ Ô. Áåðíàðäà, Ë. Òèáî è Í. Çëàòåâîé [8, 9] ðàñ-
ñìàòðèëèñü ïðîêñ-ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà, ò.å. ìíîæåñòâà, äîïóñêàþùèõ
êàñàíèå ñôåðîé â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00259-à).
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Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèçàöèè êëàññîâ
ñèëüíî è ñëàáî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, óñòà-
íîâëåíû âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïåðå÷èñëåííûìè âûøå òèïàìè îñëàáëåííîé
è óñèëåííîé âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàäèóñà êðèâèçíû
êàê ëîêàëüíîé êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ïàðàìåòðîâ âûïóêëîñòè
ìíîæåñòâà â åãî ãðàíè÷íîé òî÷êå. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ãëîáàëüíûõ è ëî-
êàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèëüíîé è ñëàáîé âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ.

Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêîëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉 è íîðìîé ‖·‖. ×åðåç BR(c) áóäåì îáîçíà÷àòü çàìêíó-
òûé øàð ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì c ∈ H. Ïóñòü intA, A è ∂A � âíóòðåí-
íîñòü, çàìûêàíèå è ãðàíèöà ìíîæåñòâà A ⊂ H. Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ H
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• diamA = sup
x,y∈A

‖x− y‖;

• σ(p,A) = sup
a∈A
〈p, a〉, p ∈ H � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A;

• dA(x) = infa∈A ‖x− a‖ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A;

• UA(r) = {x ∈ H : dA(x) < r} � r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A;

• PA(x) = {a ∈ A : ‖x− a‖ = dA(x)} � ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè
x ∈ H íà ìíîæåñòâî A;

• NP (a,A) = {p ∈ H : ∃t > 0 : a ∈ PA(a+ tp)} � êîíóñ ïðîêñèìàëü-
íûõ íîðìàëåé â òî÷êå a ∈ ∂A;

• δA(ε) = sup
{
δ > 0 : Bδ

(
a1+a2

2

)
⊂ A ∀a1, a2 ∈ A : ‖a1 − a2‖ = ε

}
�

ìîäóëü âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A;

• γA(ε) = inf
{
γ ≥ 0 : Bγ

(
a1+a2

2

)
∩ A 6= ∅ ∀a1, a2 ∈ A : ‖a1 − a2‖ ≤ ε

}
� ìîäóëü íåâûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî A ⊂ H íàçûâàåòñÿ R-ñèëüíî âûïóê-
ëûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî C ⊂ H òàêîå, ÷òî A =

⋂
c∈C

BR(c).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A ⊂ H íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî R-ñèëüíî
âûïóêëûì â òî÷êå a ∈ ∂A, åñëè ñóùåñòâóåò ε ∈ (0, R) òàêîå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A ∩Bε(a) ÿâëÿåòñÿ R-ñèëüíî âûïóêëûì.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ òî÷åê x, y ∈ H: ‖x − y‖ ≤ 2R ìíîæåñòâî
DR(x, y) =

⋂
c: x,y∈BR(c)

BR(c) íàçûâàåòñÿ R-ñèëüíî âûïóêëûì îòðåçêîì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A ⊂ H è ÷èñëà
R > 0 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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1) A ÿâëÿåòñÿ R-ñèëüíî âûïóêëûì;

2) diamA ≤ 2R è DR(a1, a2) ⊂ A ∀a1, a2 ⊂ A;

3) diamA ≤ 2R è ω ⊂ A äëÿ êàæäîé äóãè ω îêðóæíîñòè ðàäèóñà R
äëèíû ≤ πR ñ êîíöàìè èç ìíîæåñòâà A;

4) îïîðíûé ïðèíöèï: A ⊂ BR(a−Rp) ∀a ∈ ∂A ∀p ∈ NP (a,A) : ‖p‖ = 1;

5) 〈p1, a1 − a2〉 ≥ 1
2R ‖a1 − a2‖2 ∀a1, a2 ∈ A ∀p1 ∈ NP (a1, A) : ‖p1‖ = 1;

6) 〈p1 − p2, a1 − a2〉 ≥ 1
R ‖a1 − a2‖2 ∀ai ∈ ∂A ∀pi ∈ NP (ai, A) : ‖pi‖ = 1,

i = 1, 2;

7) ‖a1 − a2‖ ≤ R‖p1 − p2‖ ∀ai ∈ ∂A ∀pi ∈ N (ai, A) : ‖pi‖ = 1, i = 1, 2;

äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàäèåíò îïîðíîé ôóíêöèè ∇σ (·, A) ñóùåñòâó-
åò íà åäèíè÷íîé ñôåðå è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà:
‖∇σ (p1, A)−∇σ (p2, A)‖ ≤ R ‖p1 − p2‖ ∀p1, p2 ∈ ∂B1 (0);

8) 〈p1 − p2, a1 − a2〉 ≤ R ‖p1 − p2‖2 ∀ai ∈ ∂A ∀pi ∈ NP (ai, A) : ‖pi| = 1,
i = 1, 2;

9) äëÿ ëþáîãî a ∈ ∂A ìíîæåñòâî A ëîêàëüíî R-ñèëüíî âûïóêëî â
òî÷êå a;

10) ëîêàëüíûé îïîðíûé ïðèíöèï: ∀a ∈ ∂A ∃ε ∈ (0, R) ∃p ∈ ∂B1(0) :
A ∩Bε (a) ⊂ BR(a−Rp);

11) diamA ≤ 2R è δA (ε) ≥ R−
√
R2 − ε2

4 ∀ε ∈ (0, diamA);

12) ‖a1 − a2‖ ≤ R
√
‖x1−x2‖2−(dA(x1)−dA(x2))

2

√
(R+dA(x1))(R+dA(x2))

∀xi ∈ H, ai ∈ PA (xi), i = 1, 2.

Èññëåäîâàíèþ ñèëüíî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [10�
13]. Íà îñíîâå ñâîéñòâ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè íà ñèëüíî âûïóêëîå ìíî-
æåñòâî â ðàáîòå [13] ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå îöåíêè ñõîäèìîñòè äëÿ ìå-
òîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà â çàäà÷å îïòèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè íà
ñèëüíî âûïóêëîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî A ⊂ H íàçûâàåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ A òàêèõ, ÷òî 0 < ‖x − y‖ < 2R
íàéäåòñÿ òî÷êà z ∈ DR(x, y) ∩ A, îòëè÷íàÿ îò x, y.

Êðèâîé â H íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Γ : [0, 1]→ H. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ Γ ñîåäèíÿåò òî÷êè Γ(0) and Γ(1). Íîñèòåëåì êðè-
âîé Γ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Γ([0, 1]) = {Γ(t) : t ∈ [0, 1]}. Äëèíà êðèâîé

134



Γ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé |Γ| = sup
I∑
i=1

‖Γ(ti) − Γ(ti−1)‖, ãäå ñóïðåìóì

áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì 0 = t0 < t1 < . . . < tI = 1 îòðåçêà [0, 1].
Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ H è òî÷åê x, y ∈ A êðèâàÿ Γ : [0, 1]→ A òàêàÿ, ÷òî
Γ (0) = x, Γ (1) = y íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøåé, ñîåäèíÿþùåé x è y, åñëè
äëèíà êðèâîé Γ ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõ òàêèõ êðèâûõ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A ⊂ H è ÷èñëà R > 0
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì;

2) A ∩ intBR(a+Rp) = ∅ ∀a ∈ ∂A ∀p ∈ NP (a,A) : ‖p‖ = 1;

3) 〈p1, a1−a2〉 ≥ − 1
2R‖a1−a2‖2 ∀a1, a2 ∈ A ∀p1 ∈ NP (a1, A) : ‖p1‖ = 1;

4) 〈p1−p2, a1−a2〉 ≥ − 1
R‖a1−a2‖2 ∀ai ∈ ∂A ∀pi ∈ NP (ai, A) : ‖pi‖ ≤ 1,

i = 1, 2;

5) åñëè x ∈ UA(R) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} ⊂ A óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ‖x− ak‖ → dA(x), òî {ak} ñõîäèòñÿ;

6) îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè x 7→ PA(x) îäíîçíà÷åí è íåïðåðû-
âåí â îêðåñòíîñòè UA(R);

7) ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ dA(·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíî-
æåñòâå UA(R) \ A;

8) ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ dA(·) äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå íà ìíîæå-
ñòâå UA(R) \ A;

9) ‖a1 − a2‖ ≤ R
R−max{dA(x1),dA(x2)}‖x1 − x2‖ ∀xi ∈ UA(R) ∀ai ∈ PA(xi),

i = 1, 2;

10) γA(ε) ≤ R−
√
R2 − ε2

4 ∀ε ∈ (0, R);

11) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ A òàêèõ, ÷òî 0 < ‖x − y‖ < 2R
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ êðèâàÿ Γ : [0, 1] → A, ñî-
åäèíÿþùàÿ òî÷êè x è y, ïðè÷åì Γ([0, 1]) ⊂ DR(x, y);

12) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ A òàêèõ, ÷òî 0 < ‖x − y‖ < 2R
ñóùåñòâóåò Γ : [0, 1] → A, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè x è y è òàêàÿ,

÷òî |Γ| ≤ 2R arcsin
(
‖x−y‖

2R

)
.
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Â ìîíîãðàôèè [14] èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ñëàáî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, à â ðàáîòå [15] � â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ðàáîòû [16, 17] ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè
íà ñëàáî âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Íà îñíîâå ýòèõ ñâîéñòâ â ðàáîòå [17] ïî-
ëó÷åíû îöåíêè ñõîäèìîñòè äëÿ ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà â çàäà÷å îï-
òèìèçàöèè ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè íà ñëàáî âûïóêëîì (ïðîêñèìàëüíî
ãëàäêîì) ìíîæåñòâå. Ðàáîòû [18, 19] ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ
ñëàáî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåñèììåòðè÷íîé ïîëóíîð-
ìîé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî A ⊂ H íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî R-ñëàáî
âûïóêëûì â òî÷êå a ∈ ∂A, åñëè ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî
A ∩Bδ(a) ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ H çàìêíóòî, ñâÿçíî è ëîêàëüíî
R-ñëàáî âûïóêëî â êàæäîé òî÷êå a ∈ ∂A, ïðè÷åì diamA < 2R. Òîãäà
ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå diamA < 2R ñóùåñòâåííî â òåîðåìå 3. Íà-
ïðèìåð, äóãà A = {(cosϕ, sinϕ) : ϕ ∈ [0, 2π − δ]}, δ ∈ (0, π) â êàæäîé
òî÷êå a ∈ ∂A ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî R-ñëàáî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì ïðè
R = 1, íî íå ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàäèóñîì êðèâèçíû ìíîæåñòâà A ⊂ H â òî÷êå a ∈
∂A â íàïðàâëåíèè p ∈ NP (x,A) ∩ ∂B1(0) íàçûâàåòñÿ

RA(a, p) = lim inf
(x,v)→(a,p)

x∈∂A, v∈NP (x,A)∩∂B1(0)

sup {r > 0 : A ∩ int Br (x+ rv) = ∅} .

Òåîðåìà 4. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A ⊂ H ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âû-
ïóêëûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

RA(a, p) ≥ R ∀a ∈ ∂A ∀p ∈ NP (a,A) ∩ ∂B1(0).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà A,C ⊂ H îòäåëèìû ñôåðîé ðàäèóñà
ρ > 0, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ H òàêàÿ, ÷òî A ∩ intBρ(x) = ∅ è
C ⊂ Bρ(x).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà áëèæàéøèõ òî÷åê äëÿ ìíîæåñòâ A,C ⊂
H, ñîñòîÿùóþ â îòûñêàíèè òî÷åê a ∈ A è c ∈ C òàêèõ, ÷òî ‖a − c‖ =
%(A,C) := inf

x∈A, y∈C
‖x− y‖. Ýòà çàäà÷à íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé ïî Òèõî-

íîâó, åñëè ëþáûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak} ⊂ A è {ck} ⊂ C òàêèå, ÷òî
‖ak − ck‖ → %(A,C), ñõîäÿòñÿ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ìíîæåñòâî C ⊂ H ÿâëÿåòñÿ r-ñèëüíî âûïóê-
ëûì, int C 6= ∅, à ìíîæåñòâî A ⊂ H çàìêíóòî è R-ñëàáî çàìêíóòî,
ïðè÷åì R > r è A ∩ intC = ∅. Òîãäà
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1) ìíîæåñòâà A è C ìîæíî îòäåëèòü ñôåðîé ëþáîãî ðàäèóñà ρ ∈
[r, R];

2) åñëè äîïîëíèòåëüíî %(A,C) < R − r, òî çàäà÷à ïîèñêà áëèæàé-
øèõ òî÷åê äëÿ ìíîæåñòâ A è C êîððåêòíà ïî Òèõîíîâó.
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ÓÄÊ 517.984

ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ1

Ì. Þ. Èãíàòüåâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
IgnatievMU@info.sgu.ru

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jα îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìàíà �
Ëèóâèëëÿ:

Jαf(x) =

x�

0

(x− t)α−1

Γ(α)
f(t)dt,

÷åðåç Dα, α = n − ε, n ∈ N, ε ∈ (0, 1) � ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð
äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

Dαf =
dn

dxn
Jεf(x).

Ïóñòü {λk}k≥1 � ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è:
Ly = λy,

Dα−νy(0) = 0, ν = 2, [α] + 1,

Dα−1y(1) = 0,

(1)

ãäå L � èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà:

L = Dα +MDα−1, Mf(x) =

x�

0

M(x− t)f(t)dt,

α > 2, α /∈ N.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Ïî çàäàííîìó ñïåêòðó {λk}k≥1 íàéòè M(x), x ∈ (0, 1).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîäåðæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M, M̃ ∈ L2(0, 1) òàêîâû, ÷òî λk = λ̃k, k =
= 1, 2 . . . . Òîãäà M(x) = M̃(x) ï.â. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå ñïåêòðà
êðàåâîé çàäà÷è (1) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îïåðàòîð L.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð, ïðîöåäóðà
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèèM(x) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðîãî íåëèíåé-
íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 17-11-01193).
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Äëÿ öåëûõ α àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå â [1],
ñâåðòî÷íûå âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ èññëåäîâàëèñü â
ðàáîòàõ [2, 3].
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ÑÈÑÒÅÌÛ ÐÈÑÑÀ�ÔÈØÅÐÀ Â ÍÅÑÅÏÀÐÀÁÅËÜÍÛÕ
ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ
Ì. È. Èñìàéëîâ (Áàêó, Àçåðáàéäæàí)

miqdadismailov1@rambler.ru

Ïóñòü X � íåñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, I � íåêîòî-
ðîå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, Ia � ìíîæåñòâî íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ I. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó {xα}α∈I ⊂ X
ñ áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé {x∗α}α∈I ⊂ X∗. Ïóñòü K � íåñåïàðàáåëü-
íîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñèñòåì λ = {λα}α∈I ñêàëÿðîâ òàêèõ, ÷òî
{α ∈ I : λα 6= 0} ∈ Ia. Ïðîñòðàíñòâî K íàçîâåì CB-ïðîñòðàíñòâîì, åñ-
ëè ñèñòåìà {δα}α∈I ⊂ K, δα = {δαβ}β∈I ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åòíûì áåçóñëîâíûì

áàçèñîì â K, ò.å. ∀ λ = {λα}α∈I ∈ K èìååò ìåñòî

λ =
∑
α∈I

λαδα =
∞∑
i=1

λαiδαi,

ãäå {λαi}i∈N � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòîíîâêà ýëåìåíòîâ λ = {λα}α∈I . K íà-
çûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè èç {λα}α∈I ∈ K ñëåäóåò, ÷òî {λα}α∈I ′ ∈ K,
∀ I ′ ⊂ I è

∥∥{λα}α∈I ′∥∥K ≤ ∥∥{λα}α∈I∥∥K .
Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðó {xα;x∗α} íàçîâåì K-áåññåëåâûì, åñëè âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå: ∀ x ∈ X {x∗α(x)}α∈I ∈ K. Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà {xα}α∈I
ïîëíà â X è ïàðà {xα;x∗α} � K-áåññåëåâà â X, òî ñèñòåìó {xα}α∈I íàçî-
âåì K-áåññåëåâîé â X.

Ïàðó {xα;x∗α} íàçîâåì K-ãèëüáåðòîâûì â X, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå: ∀ λ = {λα}α∈I ∈ K ∃ x ∈ X: λ = {x∗α(x)}α∈I . Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòå-
ìà {xα}α∈I ïîëíà â X è ïàðà {xα;x∗α} � K-ãèëüáåðòîâà â X, òî ñèñòåìó
{xα}α∈I íàçîâåì K-ãèëüáåðòîâîé â X.

Ñèñòåìó {xα}α∈I íàçîâåì ñèñòåìîé K-Ðèññà �Ôèøåðà â X, åñëè îíà
ÿâëÿåòñÿ K-áåññåëåâîé è K-ãèëüáåðòîâîé â X îäíîâðåìåííî.
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Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå êðèòåðèè äëÿ ñèñòåì K-Ðèññà �Ôèøåðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K-ìîíîòîííîå CB-ïðîñòðàíñòâî ñ íåñ÷åòíûì
áåçóñëîâíûì êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì {δα}α∈I ⊂ K, áèîðòîãîíàëüíûå ñè-
ñòåìû {xα}α∈I è {x∗α}α∈I ïîëíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû {xα}α∈I áûëà ñèñòå-
ìîé K-Ðèññà-Ôèøåðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë
îãðàíè÷åííî îáðàòèìûé îïåðàòîð T ∈ L(X,K), ÷òî Txα = δα,∀ α ∈ I.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü K-ìîíîòîííîå CB-ïðîñòðàíñòâî ñ íåñ÷åò-
íûì áåçóñëîâíûì êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì {δα}α∈I ⊂ K, áèîðòîãîíàëüíûå
ñèñòåìû {xα}α∈I è {x∗α}α∈I ïîëíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû {xα}α∈I áûëà ñè-
ñòåìîé K-Ðèññà-Ôèøåðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëè òàêèå ïîñòîÿííûå M > 0 è m > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
íàáîðà {λα} èìååò ìåñòî

m ‖{λα}‖K ≤

∥∥∥∥∥∑
α

λαxα

∥∥∥∥∥
X

≤M ‖{λα}‖K .

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X èìååò íåñ÷åòíûé áåçóñëîâíûé áàçèñ {ϕα}α∈I
ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåíòîâ Kϕ. Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû {xα}α∈I è {x∗α}α∈I
ïîëíû. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû {xα}α∈I áûëà ñèñòåìîé Kϕ-Ðèññà-
Ôèøåðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðàòîð Aλ : Kϕ → Kϕ

îïðåäåëåííûé âûðàæåíèåì Aλ(λ) =
{∑

α∈I x
∗
β(ϕα)λα

}
β∈I , λ = {λα}α∈I ∈

∈ Kϕ áûë îãðàíè÷åííî îáðàòèì â Kϕ.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé â åäèíè÷íîì øàðå S ⊂ Rn

ôóíêöèè u ∈ Cm(S̄) âåðíî ðàâåíñòâî

�
∂S

∂mu

∂νm
dsx = 0,
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ãäå m ∈ N (ñì., íàïðèìåð, [1]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûÿñíÿåòñÿ êàêèå
åùå ðàâåíñòâà òàêîãî âèäà ìîãóò èìåòü ìåñòî äëÿ íîðìàëüíûõ ïðîèç-
âîäíûõ îò k-ãàðìîíè÷åñêèõ â S ôóíêöèé u(x), ò.å. òàêèõ ôóíêöèé, ÷òî
∆ku = 0 â S. Â ðàáîòå [2] èññëåäîâàíî ñâîéñòâî ñðåäíåãî äëÿ ïîëèãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, íà îñíîâàíèè
êîòîðûõ âûïîëíåíî íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå.

Ïóñòü ïîëèíîìû Pn(t) íàõîäÿòñÿ èç ðåêóððåíòíîãî ðàâåíñòâà

Pn(t) + (2n− 3)Pn−1(t) = t2Pn−2(t), n ≥ 2,

ãäå ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî P0(t) = 1, P1(t) = t.
Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî P2(t) = −t+ t2 è P3(t) = 3t− 3t2 + t3.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîé m-ãàðìîíè÷åñêîé â S ôóíêöèè u ∈ Ck(S̄)
ïðè k ≥ m âåðíû ðàâåíñòâà

�
∂S

Pm−i

( ∂
∂ν

)∂2iu

∂ν2i
dsx = 0,

�
∂S

∂ju

∂νj
dsx = 0,

ãäå 0 ≤ i ≤ m− 1 è 2m ≤ j ≤ k ïðè 2m ≤ k.

Â ðàáîòå [3] ïðè èññëåäîâàíèè àðèôìåòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, âîçíè-
êàþùåãî èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ïîëèãàðìîíè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ áûë ïîëó÷åí àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, ïîõîæèé íà
àðèôìåòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ñîñòàâëÿþò êîýôôèöèåíòû ïî-
ëèíîìîâ Pn(t).

Ïðèìåð 1. Åñëè k-ãàðìîíè÷åñêàÿ â S ôóíêöèÿ u ∈ Ck(S̄) óäîâëå-
òâîðÿåò íà ∂S ðàâåíñòâàì

∂ju

∂νj
|∂S = ϕj(x), j = 1, . . . , k,

ò.å. u(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ â S, òî äëÿ ôóíêöèé ϕj(x), j = 1, . . . , k íåîáõîäèìî âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ (ýòî óñëîâèå òàêæå áûëî íàéäåíî â [4])

�
∂S

k∑
j=1

(−1)j+k
(

2k − j − 1

j − 1

)
(2k − 2j − 1)!!ϕj(x) dsx = 0.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü áèãàðìîíè÷åñêàÿ â S ôóíêöèÿ u ∈ C3(S̄) óäîâëå-
òâîðÿåò íà åäèíè÷íîé ñôåðå ∂S ðàâåíñòâàì

∂u

∂ν
|∂S = ϕ1(s)

∂3u

∂ν3
|∂S = ϕ2(s).
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Â ýòîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì óñëîâèå

�
∂S

ϕ2(s) dsx = 0.

Äðóãèõ òîæäåñòâ îïðåäåëÿåìûõ èç òåîðåìû äëÿ áèãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé, êðîìå óêàçàííîãî âûøå íåò. Çàìåòèì, ÷òî ýòî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òèïà Íåéìàíà áûëî ïîëó÷åíî
â [5]. Îíî ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé
áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Äðóãèå òîæäåñòâà äëÿ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïîëó÷åíû â ðàáîòå [6].
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Íåäàâíî ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå [1, 2] ñïåöèàëüíîé îáðàò-
íîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå:

du(t)

dt
= Au(t) + g, 0 6 t 6 T. (1)

Çäåñü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå E ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E. Ýëåìåíò g ∈ E íåèçâå-
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ñòåí. Äëÿ îäíîâðåìåííîãî íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè u(t) è ýëåìåíòà g âîçü-
ìåì óñëîâèÿ

u(0) = u0,
1

T

T�

0

u(t) dt = u1. (2)

Ýëåìåíòû u0, u1 ∈ D(A) ñ÷èòàåì çàäàííûìè. Ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2)
íàçîâåì ïàðó (u(t), g), ãäå u : [0, T ] → E, g ∈ E. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
u ∈ C1([0, T ];E), ïðè÷åì u(t) ∈ D(A) ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ].

Îáðàòíàÿ çàäà÷à (1), (2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ïðèìåðîì ê îáùåé òåîðèè,
ðàçðàáîòàííîé â [3, 4]. Ïî ñõåìå, ðàçâèòîé â [4], ñâîéñòâî êîððåêòíîñòè
îáðàòíîé çàäà÷è (1), (2) äîëæíî âûðàæàòüñÿ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè

LT (λ) ≡ 1

T

T�

0

dt

t�

0

eλ(t−s) ds =
eλT − 1− λT

λ2 T
, λ ∈ C. (3)

Êàê âûÿñíèëîñü, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1), (2), äåéñòâóþùèé áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèé îá îïåðàòîðå A, êðîìå ëèíåéíîñòè è çàìêíóòîñòè
(ñì. [1, 2]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â E. Äëÿ
òîãî ÷òîáû îáðàòíàÿ çàäà÷à (1), (2) ïðè ëþáîì âûáîðå ýëåìåíòîâ
u0, u1 ∈ D(A) èìåëà íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ (u(t), g) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íè îäèí íóëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè LT (λ)
èç ôîðìóëû (3) íå ÿâëÿëñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.

Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðèìåíåíèé òåîðåìû 1 áûëî èçó÷åíî ðàñïðåäåëå-
íèå íóëåé ôóíêöèè (3) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ñì. [1, 2]). Â ÷àñòíîñòè
äîêàçàíî, ÷òî íóëè ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè Reλ > 2/T è íå ïðèíàäëåæàò
ïîëîñå |Imλ| 6 7π/(3T ).

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ðàçëè÷íûõ ïðèìåðàõ îïåðàòîðîâ A, èìåþùèõ òó
èëè èíóþ êîíôèãóðàöèþ ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Èíòåðåñíûå
ïðèìåðû, â ÷àñòíîñòè, âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ
ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì (ñì. [5]).
Ñëåäóÿ [6], ðàññìîòðèì ïðîñòîé îäíîìåðíûé îïåðàòîð A = d2/dx2 â ïðî-
ñòðàíñòâå L2[0, 2] ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A) =
{
u ∈ H2[0, 2] : u(0) = b1u(1), u(2) = b2u(1)

}
, (4)

ãäå b1, b2 � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû.
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Ñïåêòð îïåðàòîðà A çàâèñèò îò âåëè÷èíû b = (b1 + b2)/2. Òàê, ïðè
ëþáîì b ∈ R îïåðàòîð A èìååò ñåðèþ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé

z1,k = −(πk)2, k ∈ N,
ïðè −1 6 b < 1 èìååòñÿ åùå îäíà âåùåñòâåííàÿ ñåðèÿ

z
(±)
2,k = − (± arccos b+ 2πk)2 , k ∈ Z,

ïðè b > 1 ïîÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñåðèÿ

z
(±)
3,k = ln2

(
b+

√
b2 − 1

)
− (2πk)2 ± 4kπi ln

(
b+

√
b2 − 1

)
, k ∈ Z+,

è ïðè b < −1 ïîÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñåðèÿ

z
(±)
4,k = ln2

(
−b+

√
b2 − 1

)
− (2k+1)2π2 ± (4k+2)πi ln

(
−b+

√
b2 − 1

)
,

ãäå k ∈ Z+, à i � ìíèìàÿ åäèíèöà.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà b ñïåêòð îïå-

ðàòîðà A ìîæåò áûòü êàê âåùåñòâåííûì, òàê è îò÷àñòè êîìïëåêñíûì.
Âîçìîæíû òàêæå êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âûõîäÿùèå â ïî-
ëóïëîñêîñòü Reλ > 0, ãäå âñòðå÷àþòñÿ íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè LT (λ).

Èñïîëüçóÿ èçëîæåííûå ñîîáðàæåíèÿ, ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó

ut = uxx + g(x), 0 6 x 6 2, 0 6 t 6 T, (5)

u(0, t) = b1u(1, t), u(2, t) = b2u(1, t), (6)

u(x, 0) = u0(x),
1

T

T�

0

u(x, t) dt = u1(x), (7)

ñ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè u0(x), u1(x) è íåèçâåñòíûìè u(x, t), g(x). Ñïðà-
âåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

−2 ch π 6 b1 + b2 6 2 ch 2π. (8)

Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèé u0(x), u1(x) èç ìíîæåñòâà (4) îáðàò-
íàÿ çàäà÷à (5)�(7) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ (u(x, t), g(x)) .

Êàê âèäèì, óñëîâèå (8) ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷íûì. Îòäåëüíî ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðè åãî íàðóøåíèè ìîæíî ïîäîáðàòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé b1, b2 ∈ R, ïðè êîòîðûõ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â îáðàòíîé çàäà÷å
(5)�(7) áóäåò îòñóòñòâîâàòü.
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Àâòîð áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà È. Â. Òèõîíîâà
çà ïîñòàíîâêó è îáñóæäåíèå çàäà÷è.
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Ïóñòü (X, d, µ) � îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè-
êîé d è áîðåëåâñêîé ìåðîé µ. Áóäåì îáîçíà÷àòü îòêðûòûé øàð è ñôåðó
ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ X ðàäèóñà r > 0 ñîîòâåòñòâåííî êàê

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}, C(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) = r}.

Åñëè p > 0 è ôóíêöèÿ f ∈ Lp(X), òî äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X

ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî I
(p)
B f ∈ R, ÷òî

inf
I∈R

�

B

|f(y)− I|p dµ(y) =

�

B

|f(y)− I(p)
B f |p dµ(y).

Ïðè p > 1 òàêîå ÷èñëî I
(p)
B f åäèíñòâåííî. Åñëè æå 0 < p ≤ 1, òî

ïîñòîÿííàÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ I
(p)
B f ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíî-

çíà÷íî. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ìíîæåñòâî òàêèõ ÷èñåë îãðàíè÷åíî è
çàìêíóòî, ïîýòîìó îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

I(p)
B f = inf I

(p)
B f, I

(p)
B f = sup I

(p)
B f.
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Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ ñâîéñòâà íåïðåðûâíî-
ñòè.

Òåîðåìà 1. Åñëè p > 0, òî äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X

1) ôóíêöèÿ f 7→ I(p)
B f , f ∈ Lp(B), ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà Lp(B);

2) ôóíêöèÿ f 7→ I
(p)
B f , f ∈ Lp(B), ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó íà Lp(B).

Äàëåå âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå óäâîåíèÿ:
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ aµ ≥ 1, ÷òî

µ(B(x, 2r)) ≤ aµµ(B(x, r)), x ∈ X, r > 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p > 0, x0 ∈ X, r > 0 è

µ(C(x0, r)) = 0. (1)

Òîãäà
1) ôóíêöèÿ

x 7→ I(p)
B(x,r)f, x ∈ X, (2)

ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â òî÷êå x0;
2) ôóíêöèÿ

x 7→ I
(p)
B(x,r)f, x ∈ X,

ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â òî÷êå x0.

Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå óñëîâèÿ (1) â òåîðåìå 2 ñóùåñòâåííî äëÿ åå
ñïðàâåäëèâîñòè. Áåç íåãî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 òåðÿåò ñèëó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

µ(C(x, r)) = 0, r > 0, x ∈ X. (3)

Ïóñòü åùå p ≥ q > 0 è S ⊂ Lp(X) � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà óñëîâèå

lim
r→+0

sup
f∈S

�

X

|f(x)− I(q)
B(x,r)f |

p dµ(x) = 0. (4)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè S.

Ðàññìîòðåíèå óñëîâèé êîìïàêòíîñòè òàêîãî ðîäà è áûëî ïîâîäîì äëÿ

èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé I(p)
B f è I

(p)
B f . Áëàãîäàðÿ òåîðå-

ìå 2 ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 3 êîððåêòíà, òàê êàê ôóíêöèÿ (2) èçìåðèìà
íà X.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî êðèòåðèÿ
êîìïàêòíîñòè Êîëìîãîðîâà [1] äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp, p ≥ 1, íà îãðàíè-
÷åííûõ ïîäìíîæåñòâàõ èç Rn, â êîòîðîì íà ìåñòå íàèëó÷øèõ ïðèáëèæå-

íèé I(q)
B(x,r)f íàõîäÿòñÿ èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå ôóíêöèè f ïî øàðó B(x, r)
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(ñëó÷àé p = 1 ðàññìîòðåí â ðàáîòå [2]). Îäíàêî èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïðè p ≥ 1. Îòìåòèì åùå ðàáîòó [4], â êîòî-
ðîé òàêæå îáñóæäàåòñÿ êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà.

Â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé â ðàáîòå [3] óêàçàíû âåñü-
ìà øèðîêèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè
Êîëìîãîðîâà.

Äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ X êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà òåðÿåò ñèëó è óñëî-

âèå (3) (ñ èíòåãðàëüíûìè ñðåäíèìè íà ìåñòå I(q)
B(x,r)f) óæå íå ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà S. Ýòî âïåðâûå îá-
íàðóæèë Òàìàðêèí [5], êîòîðûé òàêæå óêàçàë íåîáõîäèìîå äîïîëíèòåëü-
íîå óñëîâèå äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ Lp, p > 1. Â
ñëó÷àå p = 1 àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [2]. Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé ýòîò âîïðîñ èçó÷àëñÿ â [6].

Àíàëîã òåîðåìû 3 äëÿ ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ X ôîð-
ìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3), p ≥ q > 0 è S ⊂ Lp(X) �
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà S âïîëíå îãðàíè÷åíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîë-
íåíî (4) è äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ X

lim
R→+∞

sup
f∈S

�

X\B(x0,R)

|f(x)|p dµ(x) = 0.

Äðóãèå óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ Lp ïðè p > 0 èìåþòñÿ
â [7], ãäå òàêæå ïîäðîáíî èçëîæåíèà èñòîðèÿ âîïðîñà.
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UDC 517.5

THE CAUCHY SINGULAR INTEGRAL
ON NON-SMOOTH CURVE
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apogodina@yandex.ru

Let Γ be a simple Jordan curve on the complex plane C. The original
de�nition of the Cauchy singular integral over this curve is

SΓf(t) := lim
ε→0

1

πi

�

Γ\{|τ−t|≤ε}

f(τ)dτ

τ − t
, t ∈ Γ. (1)

This integral operator has a lot of applications. In particular, it is of
importance for theory of boundary value problems for analytic functions, for
aero and hydrodynamics, and for theory of elasticity, see [1�3]. There exists
a great body of publications on this subject. Here we restrict our references
by the classical monograph [4] and recent survey [5].

It is well known [1�3], that SΓf exists if the curve Γ is smooth or piecewise-
smooth, and the density f satis�es the H�older condition with an exponent
ν ∈ (0; 1]. We denote the class of all that functions Hν(Γ).

If f ∈ Hν(Γ) and Γ is smooth, then the function SΓf(t) is continuous
and satis�es the H�older condition with the same exponent ν for ν < 1, and
with arbitrarily close to unit exponent for ν = 1. But this result is not valid
at the corners of a piecewise-smooth curve. For example, if Γ is boundary
of a square with counterclockwise circuit and f ≡ 1, then the function SΓf
equals 1 at all points of Γ excluding the vertices, where it is equal to 3/2.

In this connection there arises another de�nition of the Cauchy singular
integral:

S*
Γf(t) := f(t) +

1

πi

�

Γ

f(τ)− f(t)

τ − t
dτ, t ∈ Γ, (2)

where the integral is understood as improper. At the points of smoothness
of the curve the functions SΓf(t) and S*

Γf(t) coincide, but at the corners the
second one keeps continuity. For instancee, S*

Γ1(t) = 1 at all points of the
boundary of the square, including its vertices.

The formula (2) keeps validity for certain non-smooth recti�able curves.
For instance, the integral (2) converges if f ∈ Hν(Γ) for ν > 0, and recti�able
curve Γ is AD-regular, i.e. the sum of lengths of its arcs covered by any disc
of radius r does not exceed Cr, where positive constant C does not depend
on the center of the disk and on r.
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There exists one more approach to the de�nition of the singular integral.
Let us consider the jump problem, i.e., the problem on reconstruction of
analytic in C \ Γ function Φ(z) such that it vanishes at the point at in�nity,
and has at every point t ∈ Γ continuous limit values Φ±(t) from domains D±

satisfying relation
Φ+(t)− Φ−(t) = f(t), (3)

where f ia a given function de�ned on Γ. If curve Γ is smooth and f ∈ Hν(Γ),
then a unique solution of this problem (see [1�3]) is the Cauchy type integral

Φ(z) =
1

2πi

�

Γ

f(t) dt

t− z
, (4)

and Φ±(t) = 1
2(±f(t)+SΓf(t)). For piecewise-smooth curves the last formula

keeps its validity at the angular points if we replace there SΓf(t) by S*
Γf(t).

A solution of the jump problem is unique for any recti�able curve. This
fact follows from the following Painleve theorem (see [6]): if a function is
continuous in domain D and analytic in D \Γ, where a curve Γ is recti�able,
then this function is analytic in D, too. Therefore, we are able to de�ne an
analog of the singular integral for non-smooth recti�able curve as sum

SΓ f(t) = Φ+(t) + Φ−(t), t ∈ Γ, (5)

where Φ is a unique solution of the jump problem (3), if it exists.
This de�nition is expandable on non-recti�able curves of the following

class. Let a curve Γ contain a �nite set of points E such that for any its
neighborhood N(E) the di�erence Γ \N(E) is the union of a �nite number
of recti�able arcs. We call that curve Ec-recti�able. For example, the arc

{z = x+ iy : −1 ≤ x ≤ +1, y = x sinx−p}

is 0c-recti�able, but it is not recti�able for p ≥ 1. Clearly, the Painleve
theorem is valid for Ec-recti�able curves, what enables us to apply the last
de�nition of the Cauchy integral to that curves.

All three de�nitions lead to the same result at the points of smoothness
of the curve. Here we study the singular integral (5) for non-smooth and
non-recti�able curves Γ.

Let us describe our class of curves. Let Γ′ and Γ be simple closed curves
bounding �nite domains D′ and D relatively. The set D′4D consists of a
�nite or in�nite set of mutually disjoint domains ∆j, j = ±1,±2, . . . . Each
of these domains has signature sj equaling +1 for ∆j ⊂ D′, and −1 for
∆j ⊂ D. We say that the curve Γ is a perturbation of Γ′ of type A(t0) if
(1) all boundaries γj of domains ∆j are simple piecewise-smooth curves;
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(2) the family of domains ∆j is in�nite and has a unique condensation
point t0.

Theorem 1. Let a tc0-recti�able curve Γ be a perturbation of type A(t0)
of a smooth curve Γ′, and f ∈ Hν(Γ). Then singular integral SΓ f exists at
all points of the curve including the condensation points t0 if the series

+∞∑
j=1

�

∆j

dx dy

distq(x+ iy; Γ)
,

−∞∑
j=−1

�

∆j

dx dy

distq(x+ iy; Γ)
(6)

converge for certain q > 2(1− ν).
Note that the integral

�

∆j

dx dy

distq(x+ iy; Γ)

diverges for q ≥ 1 if the set Γ ∩ γj contains a continuum. Therefore, the
assumptions of Theorem imply the inequality ν > 1/2.
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Ïóñòü µ � êîìïëåêñíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà c êîìïàêòíûì íîñèòåëåì,
ïðèíàäëåæàùèì R. Òîãäà ôóíêöèþ

µ̂(z) =

�
dµ(t)

t− z
dt, z ∈ C,

íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Êîøè ìåðû µ. Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, ìåðà µ
ïîëîæèòåëüíà, òî µ̂ íàçûâàþò ôóíêöèåé Ìàðêîâà.

Ïóñòü K � êîìïàêò â C è ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà K (f ∈ C(K)).
×åðåçRn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè íå âûøå
n, n ∈ N. Äëÿ f ∈ C(K) ââåäåì íàèëó÷øåå ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå
ïîñðåäñòâîì ìíîæåñòâà Rn, ò.å.

Rn(f,K) = inf{‖f − r‖C(K) : r ∈ Rn}.

Äàëåå ñ÷èòàåì I = [−1, 1] è ∆ = {z : |z| ≤ 1}.
Â ðàáîòå [1] áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ëåììû Í.Ñ.Âÿ÷åñëàâîâà (ñì.

[2], ëåììà 4) äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ è ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ âåñîâ.
Ýòî ïîçâîëèëî íàì ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû î íàèëó÷øèõ ðàöèîíàëü-
íûõ ïðèáëèæåíèÿõ ïðåîáðàçîâàíèé Êîøè è, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèé Ìàð-
êîâà. Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1.Ïóñòü êîìïëåêñíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ ñ íîñèòåëåì íà
îòðåçêå [1, a], 1 < a < ∞, àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå c1 > 0 è β < −1 òàêèå, ÷òî∣∣∣dµ(t)

dt

∣∣∣≤ c1 lnβ
2a

t− 1
, 1 < t ≤ a. (1)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

Rn(µ̂, I) ≤ c2n
β, (2)

Rn(µ̂,∆) ≤ c3n
β. (3)

Çäåñü c2, c3 � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå ëèøü îò c1, a è β.
Îòìåòèì, ÷òî îöåíêè (2) è (3) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè â ñìûñëå ïîðÿäêà.

Èìåííî, åñëè ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è âìåñòå ñ (1) èìååò ìåñòî
îáðàòíîå íåðàâåíñòâî (âîçìîæíî ñ äðóãîé ïîñòîÿííîé c1 > 0), òî â (2) è
(3) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ îáðàòíûå íåðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 2.Ïóñòü êîìïëåêñíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ ñ íîñèòåëåì íà
îòðåçêå [1, a], 1 < a < ∞, àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå c4 > 0, α > 0 è β ∈ R òàêèå, ÷òî∣∣∣dµ(t)

dt

∣∣∣≤ c4(t− 1)α lnβ
2a

t− 1
, 1 < t ≤ a.
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Òîãäà äëÿ n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

Rn(µ̂, I) ≤ c5n
β
2 exp(−π

√
2αn),

Rn(µ̂,∆) ≤ c6n
β
2 exp(−π

√
αn).

ãäå c5, c6 � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå ëèøü îò c4, α, β.
Òåîðåìà 3.Ïóñòü êîìïëåêñíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ ñ íîñèòåëåì íà

îòðåçêå [1, a], 1 < a < ∞, àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå α > 0 è β ∈ R òàêèå, ÷òî

dµ(t)

dt
� (t− 1)α lnβ

2a

t− 1
, 1 < t ≤ a.

Òîãäà äëÿ n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ ïîðÿäêîâûå ñîîòíîøåíèÿ

Rn(µ̂, I) � n
β
2 exp(−2π

√
αn),

Rn(µ̂,∆) � n
β
2 exp(−π

√
2αn).

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 3 äëÿ β = 0 ïîëó÷åíà ðàíåå âòîðûì èç àâòîðîâ
â [3].

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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Ò. 103(145), � 1(5). C. 24�36.
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öèé Ìàðêîâà // Àëãåáðà è àíàëèç. 1995. Ò. 7, � 2. Ñ. 121�132.

ÓÄÊ 517.518.28

ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÎ ÌÈÍÊÎÂÑÊÎÃÎ ÄËß ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ
Ñ ÍÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÍÎÐÌÎÉ1

À. È. Êîçêî (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
prozerpi@yahoo.co.uk

Íåñèììåòðè÷íûå íîðìû èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Å. Ï. Äîëæåíêî,
Å. À. Ñåâàñòüÿíîâà [1], À. È. Êîçêî [2, 3], À. -Ð. Ê. Ðàìàçàíîâà, Á. Ì. Èá-
ðàãèìîâîé [4], Áàáåíêî Â.Ô. è ìíîãèõ äðóãèõ. Ññûëêè íà ëèòåðàòóðó
ñì. â ðàáîòàõ [5, 6]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå âîïðîñû

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00295).
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òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåñèììåòðè÷íîé íîðìîé è çíàêî-
÷óâñòâèòåëüíûì âåñîì. Îäíî èç âàæíåéøèõ íàáëþäåíèé ñîñòîÿëî â òîì,
÷òî îäíîñòîðîííèå ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåñèììåò-
ðè÷íûõ ïðèáëèæåíèé ñî çíàêî÷óâñòèòåëüíûìè âåñàìè.

Â ïðîñòðàíñòâå Lp[−π; π], p ∈ [1; +∞] èçâåñòíî íåðàâåíñòâî Ìèíêîâ-

ñêîãî ‖
π�
−π
f(x, ·) dx‖p ≤ C

π�
−π
‖f(x, ·)‖p dx, çäåñü C = 1.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ àíàëîãè äàííûõ íåðàâåíñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ
íåñèììåòðè÷íîé íîðìîé è ñî çíàêî÷óâñòâèòåëüíûì âåñîì. Èññëåäîâàí
âîïðîñ î òîì, êîãäà â àíàëîãå íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî â ïðîñòðàíñòâàõ
ñ íåñèììåòðè÷íîé íîðìîé è ñî çíàêî÷óâñòâèòåëüíûì âåñîì êîíñòàíòà C
òàêæå ðàâíà åäèíèöå, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà Ìèíêîâ-
ñêîãî â ïðîñòðàíñòâå Lp[−π; π].
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6. Êîçêî À. È. Î ïîðÿäêå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåñèììåò-
ðè÷íîé íîðìîé è çíàêî÷óâñòâèòåëüíûì âåñîì íà êëàññàõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
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ÓÄÊ 517.9

ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅ ÐÅØÅÍÈÉ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

ØÅÑÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
Í. Í. Êîíå÷íàÿ, Ð. Í. Òàãèðîâà (Àðõàíãåëüñê, Ðîññèÿ)

n.konechnaya@narfu.ru, tagirova rena@mail.ru

Ïóñòü âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè p(x), q(x), r(x), σ(x), îïðåäå-
ëåííûå íà I := [1,+∞), òàêèå, ÷òî p(x) 6= 0 ï.â. íà I è p−1(x), q(x),
r(x), σ2(x) ∈ L1

loc(I). Îïðåäåëèì ìàòðèöû F1 è F2 òèïà Øèíà �Çåòòëà
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ðàâåíñòâàìè

F1 =

(
r p−1

q −r

)
è F2 =

(
σ 1

σ2 −σ

)
.

Ìàòðèöà F1 èçâåñòíûì îáðàçîì ïîðîæäàåò êâàçèïðîèçâîäíûå y
[0]
F1

:=

= y, y
[1]
F1

:= p(y′− ry) è ñèììåòðè÷åñêîå â ñìûñëå Ëàãðàíæà (ôîðìàëüíî
ñàìîñîïðÿæåííîå) êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

lF1
[y] := −(y

[1]
F1

)′ − ry[1]
F1

+ qy ïðè óñëîâèè, ÷òî y
[0]
F1
, y

[1]
F1
∈ ACloc(I).

Ìàòðèöà F2 òàêæå ïîðîæäàåò êâàçèïðîèçâîäíûå y
[0]
F2

:= y, y
[1]
F2

:=
= y′−σy è ñèììåòðè÷åñêîå â ñìûñëå Ëàãðàíæà êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîå
âûðàæåíèå lF2

[y] := −(y[1])′ − σ(x)y[1](x) − σ2(x)y(x) ïðè óñëîâèè, ÷òî

y
[0]
F2
, y

[1]
F2
∈ ACloc(I).

Îïðåäåëèì ìàòðèöû

G1 =

F1 M O

O F1 M

O O F1

 , G2 =

F2 M O

O F2 M

O O F2

 ,

G3 =

F1 M O

O F2 M

O O F1

 , G4 =

F2 M O

O F1 M

O O F2

 ,

ãäå O � íóëåâàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, àM � ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿä-
êà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ, êðîìå ýëåìåíòà â ëåâîì íèæíåì
óãëó, ðàâíîãî 1. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû Gi (i = 1, 2, 3, 4) òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè òèïà Øèíà-Çåòòëà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàþò

êâàçèïðîèçâîäíûå y
[0]
Gi
, y

[1]
Gi
, y

[2]
Gi
, y

[3]
Gi
, y

[4]
Gi
, y

[5]
Gi
(i = 1, 2, 3, 4) è ñèììåòðè÷å-

ñêèå êâàçèäèôôåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ øåñòîãî ïîðÿäêà

τ1[y] = l3F1
[y], τ2[y] = l3F2

[y], τ3[y] = lF1
lF2
lF1

[y], τ4[y] = lF2
lF1
lF2

[y]

ñîîòâåòñòâåííî (ïîäðîáíîñòè ñì. [1]).
Äîêëàä ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íà áåñêî-

íå÷íîñòè íåêîòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé êàæäîãî èç
óðàâíåíèé

τi[y] = λy,

ãäå λ ∈ C (i = 1, 2, 3, 4).
Ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðèìåíÿþòñÿ ê ðåøåíèþ çà-

äà÷è îá èíäåêñå äåôåêòà è õàðàêòåðå ñïåêòðà ìèíèìàëüíîãî çàìêíó-
òîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà L0, ïîðîæäåííîãî âûðàæåíèåì τi[y]
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(i = 1, 2, 3, 4) â ïðîñòðàíñòâå L2(I) èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ñ êâàä-
ðàòîì ìîäóëÿ ôóíêöèé íà I.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Everitt W. N. Linear ordinary quasi-di�erential expressions // Lecture notes for

the Fourth International Symposium on Di�erential equations and Di�erential Geometry,
Beijing, Peoples' Republic of China Department of Mathematics, University of Peking.
1986. P. 1�28.
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Î ÏÎÐßÄÊÅ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÎÉ
ÍÀÈÏÐÎÑÒÅÉØÅÉ ÄÐÎÁÈ.

ÑÂßÇÜ Ñ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ ËÀÃÐÀÍÆÀ1

Å. Í. Êîíäàêîâà, Ï. Â. ×óíàåâ (Âëàäèìèð, Ðîññèÿ)
kebox@mail.ru, chunayev@mail.ru

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èíòåðïîëÿöèåé òàáëèö Tn :=
= {(xk, yk)}nk=1 ñ ïðîñòûìè óçëàìè xk ïîñðåäñòâîì íàèïðîñòåéøèõ äðî-
áåé (í.ä.) ïîðÿäêà n:

Rn(x) = Q′n(x)/Qn(x), Qn(x) = qnx
n + qn−1x

n−1 + . . .+ q0. (1)

Â [1] èçó÷åíû âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè ñ óíè-
òàðíûì ìíîãî÷ëåíîì Qn, ò.å. qn = 1, degQn = n, îáîñíîâàíû ñïîñîáû
ïîñòðîåíèÿ í.ä. ïîðÿäêà n âèäà (1).

Ïóñòü ïîðÿäîêQn íå ôèêñèðîâàí. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó S
âèäà A · q = 0, ãäå

A :=


y1 y1x1 − 1 . . . y1x

n−1
1 − (n− 1)xn−2

1 y1x
n
1 − nxn−1

1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn ynxn − 1 . . . ynx
n−1
n − (n− 1)xn−2

n ynx
n
n − nxn−1

n

y yx− 1 . . . yxn−1 − (n− 1)xn−2 yxn − nxn−1

 ,

q :=
(
q0 . . . qn−1 qn

)T
.

Åñëè det A 6= 0, òî ñèñòåìà S èìååò åäèíñòâåííîå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
q = (0, 0, . . . , 0)T . Åñëè det A = 0, ò.å. A � ñèíãóëÿðíàÿ, òî ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Âîçíèêàåò çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ Q = Qm, èìåþùåãî íàèìåíüøóþ ñòåïåíü.

Ïóñòü B � ïîäìàòðèöà A èç ïåðâûõ n ñòðîê è r := rankB.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �16-31-00252 ìîë_à).
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Òåîðåìà 1. Ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê m èíòåðïîëÿöèîííîé í.ä. íå
ïðåâîñõîäèò r.

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü T2 := {(−1,−1); (1, 1)}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
r = 1 è ñèñòåìà S èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ q = (0, 1, 0)
è q = (1, 0, 1) (èõ ìîæíî äîìíîæàòü íà êîíñòàíòû è ñêëàäûâàòü), ò.å.
Q(z) = z è Q(z) = z2 + 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì m = r = 1.

Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ñâÿçü ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû S è ñòåïåíè
ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà Pl ñòåïåíè l ≤ n − 1, èíòåðïîëèðóþùåãî òàáëè-
öó Tn. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì

r = n− l.

Îòñþäà è èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê m èíòåðïîëÿöèîííîé í.ä. íå
ïðåâîñõîäèò n− l.

Ðàññìîòðèì òàáëèöó T2 èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Îíà èíòåðïîëèðó-
åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì P1(x) = x, è ïîòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, m ≤ 1. Ýòî
âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî m = 1.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Äàí÷åíêî Â. È., Êîíäàêîâà Å. Í. Êðèòåðèé âîçíèêíîâåíèÿ îñîáûõ óçëîâ ïðè

èíòåðïîëÿöèè íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè // Òð. ÌÈÀÍ. 2012. Ò. 278. Ñ. 49�58.
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ÎÁ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÌ ÔÎÐÌÀËÜÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ÏÎ
ÌÅÒÎÄÓ ÔÓÐÜÅ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß
ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Â. Â. Êîðíåâ, À. Ï. Õðîìîâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)

kornevvv@info.sgu.ru, khromovap@info.sgu.ru

1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], (1)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x), (2)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (3)

ãäå q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x) ∈ L[0, 1], ψ(x) ∈ L[0, 1], f(x, t) ∈ L(QT ), QT =
= [0, 1]× [0, T ].

Â [1] íà îñíîâå ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà áûëà èçó÷åíà ñõîäèìîñòü ôîð-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ ìåòîäà Ôóðüå äëÿ çàäà÷è (1)�(3) â ñëó÷àå q(x) ∈
∈ L[0, 1], ψ(x) ≡ 0 è f(x, t) ∈ L2(QT ). Òåïåðü ìû èçó÷àåì ñëó÷àé

156



f(x, t) ∈ L(QT ) è ψ(x) ∈ L[0, 1]. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïî ìåòîäó Ôóðüå
áåðåì â âèäå:

u(x, t) = − 1

2πi

 �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

[(Rλϕ) cos ρt+ (Rλψ)
sin ρt

ρ
+

+

t�

0

(Rλf)
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ, (4)

ãäå Rλ = (L − λE)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Ly = −y′′(x) + q(x)y(x),
y(0) = y(1) = 0, λ � ñïåêòðàëüûé ïàðàìåòð, E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð,
Rλf îçíà÷àåò, ÷òî Rλ ïðèìåíÿåòñÿ ê f(x, τ) ïî ïåðåìåííîé x,λ = ρ2,
Re ρ ≥ 0, γn � îáðàç îêðóæíîñòè γ̃n = {ρ| |ρ − nπ| = δ} â λ-ïëîñêîñòè,
δ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî, r è n0 âûáðàíû òàê, ÷òîáû ïðè n ≥ n0 âíóòðè
γn íàõîäèòñÿ òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L. Ïðè ëþáûõ
x, t ∈ QT ôîðìàëüíûé ðÿä (4) ïðåäñò�àâèì â âèäå:

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t), (5)

ãäå u0(x, t) = − 1
2πi

( �
|λ|=r

+
∑
n≥n0

�
γn

)
(R0

λϕ) cos ρt dλ.

Ðÿä u0(x, t) åñòü 1
2 (Σ+ + Σ−), ãäå Σ± � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

Ôóðüå ôóíêöèè ϕ̃(x) â òî÷êå x± t (ϕ̃(x) åñòü íå÷åòíîå 2-ïåðèîäè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå ϕ(x) íà âñþ îñü), R0

λ � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L0, êîòîðûé
åñòü îïåðàòîð L ïðè q(x) = 0.

Ëåììà. Ðÿä u1(x, t) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ x, t ∈ QT è åãî ñóììà
íåïðåðûâíà ïî x è t.

Íàçîâåì ðÿä

ũ(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)] + u1(x, t) (6)

îáîáùåííûì ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì ïî ìåòîäó Ôóðüå. Òàêèì îáðàçîì,
(6) åñòü (5), ãäå ðÿä u0(x, t) çàìåíÿåòñÿ íà åãî ñóììó (ñõîæåå îáîáùåííîå
ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ââîäèëîñü â [2]).

Òåïåðü ũ(x, t) óæå åñòü ïî÷òè âåçäå êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ñóììèðóåìûõ ϕ(x), ψ(x), f(x, t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç uh(x, t) êëàññè-
÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: ϕh(x), ϕ′h(x),
ψh(x) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå, Lϕh ∈ Lp[0, 1] è ψ′h(x) ∈ Lp[0, 1], p > 1,
ϕh(0) = ϕh(1) = ψh(0) = ψh(1) = 0, fh(x, t) è f

′
h,t(x, t) íåïðåðûâíû â QT ,
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fh(0, t) = fh(1, t) = 0 (ïî ïîâîäó ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ êëàññè÷åñêèõ ðå-
øåíèé ñì., íàïðèìåð, [1, 3]).

Òåîðåìà 1. Åñëè lim ‖ϕh(x)−ϕ(x)‖L[0,1] = 0, lim ‖ψh(x)−ψ(x)‖L[0,1] =
= 0, lim ‖fh(x, t) − f(x, t)‖L(QT ) = 0 ïðè h → 0, òî lim ‖uh(x, t) −
− ũ(x, t)‖L(QT ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííîå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå åñòü îáîáùåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â óêàçàííîì â òåîðåìå ñìûñëå.

2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], (7)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, (8)

u(0, t) = u(1, t) = 0. (9)

Ñ÷èòàåì, ÷òî q(x) ∈ L[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̃(x) (f̃(x, t)) 2-ïåðèîäè÷åñêóþ è íå÷åòíóþ ïî x

ôóíêöèþ, ïðè÷åì f̃(x) = f(x) (f̃(x, t) = f(x, t)) ïðè x ∈ [0, 1].
Ââåäåì ðÿä

A(x, t) = a0(x, t) + a1(x, t) + a2(x, t) + · · · ,

ãäå a0(x, t) = 1
2(ϕ̃(x + t) + ϕ̃(x − t)), an(x, t) = 1

2

t�
0

dτ
x+t−τ�
x−t+τ

f̃n−1(η, τ) dη

(n ≥ 1), fn(x, t) = −q(x)an(x, t).

Òåîðåìà 2. Åñëè u(x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(9) è
∂2u(x, t)

∂t2
∈ L(QT ), òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u(x, t) = A(x, t),

ãäå ðÿä A(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x, t ∈ QT ïðè ëþ-
áîì T > 0.

Ðÿä A(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî òàêæå è ïðè ϕ(x) ∈
∈ L[0, 1] è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(9).

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ äâóõ äðóãèõ ñëó÷àåâ
çàäà÷è (1)�(3) ïðè q(x) ∈ L[0, 1]: êîãäà ϕ(x) = 0, f(x, t) = 0 è êîãäà

ϕ(x) = ψ(x) = 0 (ïðè óñëîâèè
∂2u(x, t)

∂t2
∈ L(QT )).
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Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], (1)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = 0, (2)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (3)

ãäå ïî÷òè ïðè âñåõ x ôóíêöèÿ f(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t è

f(x, t), f ′t(x, t) ∈ L(QT ), QT = [0, 1]× [0, T ]. (4)

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) âîçüìåì â âèäå (ñì. [1])

u(x, t) = − 1

2πi

 �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

[ t�

0

(Rλf)
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ. (5)

Ïðîäîëæèì f(x, t) íå÷åòíûì îáðàçîì ñ ïåðèîäîì 2 íà âñå x ∈ R.
Òåîðåìà 1. Åñëè f(x, t) ∈ L(QT ), òî ïðè ëþáûõ x, t ∈ QT ðÿä (5)

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

v(x, t) =
1

2

t�

0

dτ

x+t−τ�

x−t+τ

f(η, τ) dη.

Òåîðåìà 2. Ïðè âûïëíåíèè óñëîâèé (4) ôóíêöèÿ v(x, t) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì:

� v(x, t) íåïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t â QT ;
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� ôóíêöèè v′x(x, t) è v′t(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ïî x è t ñîîò-
âåòñâåííî;

� v(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2)�(3);
� v(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿþ (1) ïî÷òè âñþäó, ò. å. v(x, t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3).
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ÄËß ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ Ñ ßÄÐÎÌ,

ÈÌÅÞÙÈÌ ÑÊÀ×ÊÈ ÍÀ ÑÒÎÐÎÍÀÕ ÊÂÀÄÐÀÒÀ,
ÂÏÈÑÀÍÍÎÃÎ Â ÅÄÈÍÈ×ÍÛÉ ÊÂÀÄÐÀÒ

Î. À. Êîðîëåâà (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
korolevaoart@yandex.ru

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

y = Af =

1�

0

A (x, t) f(t) dt.

Îáîçíà÷èì:
A1(x, t) = A(x, t), åñëè {0 ≤ t ≤ 1/2− x, 0 ≤ x ≤ 1/2},
A2(x, t) = A(x, t), åñëè {1/2 + x ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1/2},
A3(x, t) = A(x, t), åñëè {0 ≤ t ≤ −1/2 + x, 1/2 ≤ x ≤ 1},
A4(x, t) = A(x, t), åñëè {3/2− x ≤ t ≤ 1, 1/2 ≤ x ≤ 1},
A5(x, t) = A(x, t), åñëè {1/2− x ≤ t ≤ 1/2 + x, 0 ≤ x ≤ 1/2} è
{−1/2 + x ≤ t ≤ 3/2− x, 1/2 ≤ x ≤ 1} .
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ∂k+l

∂xk∂tl
Ai(x, t), (i = 1, ..., 5) íåïðåðûâíû

â ñâîèõ îáëàñòÿõ, (k + l ≤ 2, ïðè÷åì, åñëè k + l = 2, òî k = l = 1).
∂
∂xAi(x, t), (i = 1, ..., 5) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â ñâîèõ îáëà-
ñòÿõ, ïðè÷åì

A5(x,
1

2
− x+ 0)− A1(x,

1

2
− x− 0) = a,

A5(x,
1

2
+ x− 0)− A2(x,

1

2
+ x+ 0) = b,
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A5(x,−
1

2
+ x+ 0)− A3(x,−

1

2
+ x− 0) = c,

A5(x,
3

2
− x− 0)− A4(x,

3

2
− x+ 0) = d,

ãäå a, b, c, d � ïîñòîÿííûå.
Òî åñòü ÿäðî A (x, t) èìååò ñêà÷êè íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà, âïèñàííîãî â

åäèíè÷íûé êâàäðàò. Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû
Æîðäàíà �Äèðèõëå:

Òåîðåìà. Åñëè f(x) ∈ ∆̄A, ãäå ∆̄A � çàìûêàíèå ïî íîðìå C[0, 1]
îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðà A è f(x) ∈ V [0, 1], òî

‖f(x)− Sr (f, x)‖∞ −→r→∞∞.
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Ïóñòü Λ = {λk,mk}∞k=1 � êðàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ãäå λk ��
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðîíóìåðîâàíû ïî íåóáûâàíèþ ìîäóëåé,
|λk| → ∞, è mk � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû
ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ, ïîñòðîåííûå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ò.å.
ðÿäû âèäà

∞,mk−1∑
k=1,n=0

dk,nz
n exp(λkz). (1)

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñóììû ýòîãî ðÿäà íà ãðà-
íèöå îáëàñòè åãî ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü d = {dk,n}∞,mk−1
k=1,n=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

×åðåç gd(z) è D(Λ, d) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ñóììó ýòîãî ðÿäà è îò-
êðûòîå ÿäðî ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê z ∈ C, â êîòîðûõ îí ñõîäèòñÿ. Â
îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî D(Λ, d) ìîæåò áûòü íåâûïóêëûì (ñì. [1]) è íå
ÿâëÿåòñÿ äàæå ñâÿçíûì (ñì. [2]). Åñëè æå âûïîëíåíû óñëîâèÿ

m(Λ) = lim
k→∞

mk

|λk|
= 0, σ(Λ) = lim

j→∞

ln j

ξj
= 0,
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ãäå {ξj} � íåóáûâàþùàÿ ïî ìîäóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ
èç òî÷åê λk, ïðè÷åì êàæäàÿ λk âñòðå÷àåòñÿ â íåé ðîâíî mk ðàç, òî ïî
òåîðåìå Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ (ñì. [2])
D(Λ, d) áóäåò âûïóêëîé îáëàñòüþ (âîçìîæíî ïóñòîé), êîòîðàÿ îïèñûâà-
åòñÿ ïðè ïîìîùè êîýôôèöèåíòîâ {dk,n}. Áîëåå òîãî, ïðè ýòèõ æå óñëî-
âèÿõ ïî òåîðåìå Àáåëÿ [2] äëÿ ïîäîáíûõ ðÿäîâ â îáëàñòè D(Λ, d) ðÿä (1)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå. Â ÷àñòíîñòè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åãî ñóììà gd(z) åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D(Λ, d).

Ñèìâîëîì U(Λ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé êîýôôèöèåíòîâ d = {dk,n}∞,mk−1

k=1,n=0 ðÿäà (1), äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî
D(Λ, d) íå ïóñòî, à ôóíêöèÿ gd(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â D(Λ, d). Ïóñòü
d ∈ U(Λ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà z ∈ ∂D(Λ, d) îñîáàÿ äëÿ ôóíêöèè
gd(z), åñëè îíà àíàëèòè÷åñêè íå ïðîäîëæàåòñÿ íè â êàêóþ îêðåñòíîñòü
ýòîé òî÷êè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk,mk}∞k=1 áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé, åñ-
ëè îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðè ïîðÿäêå îäèí. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî (ñì., [3],[4]) Λ ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ íóëåâîãî ìíîæåñòâà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé mk) öåëîé ôóíêöèè
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Ïóñòü Λ �� ïðà-
âèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. ×åðåç F (Λ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ öå-
ëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, äëÿ
êàæäîé èç êîòîðûõ Λ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ åå íóëåâîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D è âûïóêëîãî êîìïàêòà K ñèìâîëîì
Ω(D,K) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê z ∈ C òàêèõ, ÷òî K + z
(ñäâèã êîìïàêòà K) ëåæèò â D. Åñëè D �� âûïóêëàÿ îáëàñòü, òî íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω(D,K) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáëàñòüþ
(âîçìîæíî ïóñòîé).

Ïóñòü Λ = {λk,mk}∞k=1. Ñëåäóÿ ðàáîòå [5] ââåäåì âåëè÷èíó, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èíäåêñà êîíäåíñàöèè Áåðíøòåéíà. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ

qΛ(z, w, δ) =
∏

λk∈B(w,δ|w|)

(
z − λk
3δ|λk|

)nk
.

Â ñëó÷àå, êîãäà êðóã B(w, δ|w|) íå ñîäåðæèò íè îäíîé òî÷êè λk, ïî-
ëàãàåì qΛ(z, w, δ) ≡ 1. Ìîäóëü ôóíêöèè qΛ(z, w, δ) ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ìåðó ñãóùåíèÿ òî÷åê λk ∈ B(w, δ|w|) îêîëî z. Âåëè÷èíà
ln |qΛ(z, w, δ)|/|w| àíàëîãè÷íà ïî ñìûñëó ëîãàðèôìó ñðåäíåãî ãåîìåòðè-
÷åñêîãî (ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ëîãàðèôìîâ) íîðìèðîâàííûõ ðàñ-
ñòîÿíèé îò λk ∈ B(w, δ|w|) äî z. Åñëè δ ∈ (0, 1), òî ìîäóëü êàæäîãî
ñîìíîæèòåëÿ èç îïðåäåëåíèÿ qΛ â êðóãå B(w, δ|w|) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
âåëè÷èíîé 2(3(1 − δ))−1. Ïîýòîìó äëÿ δ ∈ (0, 1/3) îí íå ïðåâîñõîäèò
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åäèíèöû. Ïîëîæèì

qmΛ (z, δ) = qΛ(z, λm, δ)

(
z − λm
3δ|λm|

)−nm
, SΛ = lim

δ→0
lim
m→∞

ln |qmΛ (λm, δ)|
|λm|

.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû SΛ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî SΛ ≤ 0. Ðàâåíñòâî
SΛ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè λk â êàêîì-òî ñìûñëå îòäåëåíû äðóã îò
äðóãà. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè SΛ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ìîæíî íàéòè â êíèãå [6].

Òåîðåìà. Ïóñòü Λ �� ïðàâèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, f ∈ F (Λ)
è K � ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè f . Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

1. Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d ∈ U(Λ) òàêîé, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Ω(D(Λ, d), K) íå ïóñòî è îòëè÷íî îò ïëîñêîñòè, è ëþáîé òî÷êè
w ∈ ∂Ω(D(Λ, d), K) ôóíêöèÿ gd(z) èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó
íà ìíîæåñòâå (w +K) ∩ ∂D(Λ, d).

2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî SΛ = 0.
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ÌÀÑØÒÀÁÈÐÓÞÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ËÎÊÀËÜÍÛÕ
ÏÎËßÕ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ1

Þ. Ñ. Êðóññ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
KrussUS@gmail.com

Ëîêàëüíîå ïîëå F (s) ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè p èçîìîðôíî
ïðîñòðàíñòâó áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ãäå ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè íîìåðàìè èìåþò íåíóëåâîå
çíà÷åíèå: (. . . ,0i−1,xi,xi+1, . . . ), xi ∈ GF (ps), GF (ps) � êîíå÷íîå ïî-
ëå [1]. Íóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (ps) èìååò âèä 0 = (00, 01, . . . , 0s−1).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152).
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Îêðåñòíîñòÿìè íóëåâîãî ýëåìåíòà ïîëÿ F (s) � 0 = (. . . ,0,0,0,. . . ), ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîæåñòâà F

(s)
n (F

(s)
n ⊂ F

(s)
n−1)

F (s)
n = {a = (. . . ,0, an, an+1, . . . ) : aj ∈ GF (ps)}, n ∈ Z.

Ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

ϕ(x) =
∑
h∈H0

chϕ(Ax−̇h),
∑
h∈H0

|ch|2 < +∞, (1)

ãäå ch ∈ C. Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùèì óðàâíåíèåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç DM(F
(s)
−N) ìíîæåñòâî ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé f ∈

∈ L2(F
(s)) òàêèõ, ÷òî supp f ⊂ F

(s)
−N è f ïîñòîÿííà íà ìíîæåñòâàõ âèäà

F
(s)
M +̇g.
Äëÿ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíå-

íèå (1) ñîäåðæèò ñóììó ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ:

ϕ(x) =
∑

h∈H(N+1)
0

chϕ(Ax−̇h), (2)

ãäå H
(N)
0 = {x ∈ F (s) : x = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N , N ∈ N,

a−j ∈ GF (ps)}.
Óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ϕ̂(χ) = m(0)(χ)ϕ̂(χA−1),

ãäå m(0)(χ) =
∑

h∈H(N+1)
0

ch(χA−1, h) � ìàñêà óðàâíåíèÿ (2).

Â ðàáîòå [1] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàñøòàáèðóþùåé

ôóíêöèè èç êëàññàDM(F
(s)
−1 ), ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì: àáñîëþò-

íûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ýòî 0
ëèáî 1. Â 2016 ãîäó â ðàáîòå [2] äàííûé àëãîðèòì áûë îáîáùåí äëÿ ôóíê-

öèé èç êëàññà DM(F
(s)
−N), êðîìå òîãî óäàëîñü èçáàâèòüñÿ îò îãðàíè÷åíèÿ

íà àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîòîðûå òåïåðü ìîãóò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç [0,1]. Èçëîæèì äàííûé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 1.
Øàã 1. Âûáåðåì ïðîñòîå ÷èñëî p è çàôèêñèðóåì. Ïîñòðîèì N -âà-

ëèäíîå äåðåâî T .
Øàã 2. Ïî äåðåâó T ñòðîèì íîâîå äåðåâî T̃ . Êàæäàÿ âåðøèíà äå-

ðåâà T̃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé N -ìåðíûé âåêòîð ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (ps):
A = (aN , aN−1, . . . , a1). Ñòðîÿòñÿ ýòè âåðøèíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
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â äåðåâå T ñ âåðøèíû aN íà÷èíàëñÿ ïóòü èç N ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèè
ê êîðíþ aN → aN−1 → · · · → a1, òî â íîâîì äåðåâå T̃ îáðàçóåì âåðøèíó,
êîòîðàÿ èìååò çíà÷åíèå ðàâíîå N -ìåðíîìó âåêòîðó (aN , aN−1, . . . , a1).
Òàêèì îáðàçîì, êîðíåì äåðåâà T̃ ÿâëÿåòñÿ N -ìåðíûé âåêòîð, ñîñòàâ-
ëåííûé èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (ps) O = (0,0, . . . ,0). Âåðøè-
íû 1-ãî óðîâíÿ äåðåâà T̃ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé N -ìåðíûå âåêòîðû, ó
êîòîðûõ íà âñåõ ìåñòàõ, êðîìå ïåðâîãî, ñòîÿò íóëåâûå ýëåìåíòû ïî-
ëÿ GF (ps): (ai,0, . . . ,0), ai - êàêàÿ-òî âåðøèíà N -ãî óðîâíÿ äåðåâà T .
Âåðøèíû 2-ãî óðîâíÿ äåðåâà T̃ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé N -ìåðíûå âåêòîðû:
(ai2, ai1,0, . . . ,0), ai2 è ai1 êàêèå-òî ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì âåðøèíû
äåðåâà T óðîâíåé N + 1 è N ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè÷åì â äàííîì ïðèìåðå
ai1 6= 0, à ai2 óæå ìîæåò áûòü íóëåâûì ýëåìåíòîì ïîëÿ GF (ps). Åñëè
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç H âûñîòó äåðåâà T , à ÷åðåç H̃ âûñîòó äåðåâà T̃ , òî
î÷åâèäíî H̃ = H −N + 1.

Øàã 3. Òåïåðü ïðåîáðàçóåì äåðåâî T̃ ê ãðàôó Γ äîáàâèâ íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî íîâûõ ðåáåð ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1) äîñòðàèâàòü ðåáðà ìîæíî òîëüêî èç âåðøèí áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ
ê âåðøèíàì áîëåå íèçêîãî óðîâíÿ,

2) âåðøèíó A = (aN , aN−1, . . . , a1) äåðåâà T̃ ìîæíî ñâÿçûâàòü òîëüêî
ñ âåðøèíàìè âèäà (aN−1, . . . , a1, a0), òî åñòü ïåðâûå (N − 1) ýëåìåíòîâ
êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè (N − 1) ýëåìåíòàìè âåðøèíû A.

Âåðøèíû, ñ êîòîðûìè âåðøèíà AN ñâÿçàíà, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
(aN−1, . . . , a1, ã0). Òî åñòü a0 ∈ {ã0} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà
AN ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé (aN−1, . . . , a1, a0) â ãðàôå Γ.

Øàã 4. Åñëè âåðøèíà (aN , aN−1, . . . , a1) â ãðàôå Γ ñâÿçàíà ñ âåðøè-
íàìè (aN−1, aN−2 . . . , a1, ã0) òî çíà÷åíèÿ ìàñêè îïðåäåëÿåì òàê, ÷òîáû∑

ã0

|m(0)(F
(s)⊥
−N r

a−N
−N r

a−N+1

−N+1 . . . r
a−1

−1 rã0
0 )|2 = 1 è

m(0)(F
(s)⊥
−N r

a−N
−N r

a−N+1

−N+1 . . . r
a−1

−1 ra0
0 ) = 0 äëÿ âñåõ a0 /∈ {ã0}. (3)

Òàêæå, îïðåäåëèì m(0)(F
(s)⊥
−N ) = 1.

Òåîðåìà 3 [2]. Ïóñòü ïî N -âàëèäíîìó äåðåâó T ïîñòðîåíû äåðå-
âî T̃ , ãðàô Γ è îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ìàñêè m(0)(χ) òàê, êàê óêàçàíî â
ðàâåíñòâàõ (3). Ïóñòü Ïóñòü H̃� âûñîòà äåðåâà T̃ . Òîãäà ðàâåíñòâî

ϕ̂(χ) =
∞∏
k=0

m(0)(χA−k) ∈ D−N(F
(s)
M

⊥
)

îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëüíóþ ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ(x) ∈
∈ DM(F

(s)
−N), ïîðîæäàþùóþ êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç, ïðè÷åì M íå

ïðåâûøàåò H̃ −N .
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Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ãðàôà ïî çàäàííîé ôóíêöèè.
Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ãðóïï Âèëåíêèíà èçëîæåíà â ðàáîòå [3]. Ïóñòü

ôóíêöèÿ ϕ(x) - ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà DM(F
(s)
−N). Ïî ïðå-

îáðàçîâàíèþ Ôóðüå ϕ̂(χ) ôóíêöèè ϕ(x) ïîñòðîèì ãðàô ïî àëãîðèòìó 2.
Àëãîðèòì 2.
Øàã 1. Ðàññìîòðèì íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ̂.

ϕ̂(F
(s)⊥
−N r

a−N
−N r

a−N+1

−N+1 . . . r
a0
0 . . . r

αM−1

M−1 ) = m(0)(F
(s)⊥
−N r

a−N
−N r

a−N+1

−N+1 . . . r
a−1

−1 ra0
0 ) ·

m(0)(F
(s)⊥
−N r

a−N+1

−N r
a−N+2

−N+1 . . . r
a0
−1r

a1
0 ) . . .m(0)(F

(s)⊥
−N r

aM−1

−N ) ·m(0)(F
(s)⊥
−N ).

Øàã 2. Òàê êàê ìû âûáðàëè íåíóëåâîå çíà÷åíèå ϕ̂, òî
êàæäûé ñîìíîæèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî

m(0)(F
(s)⊥
−N r

aj
−Nr

aj+1

−N+1 . . . r
aj+N−1

−1 r
aj+N
0 ) ñòðîèì â íàøåì ãðàôå ðåáðî

(aj, aj+1, . . . , aj+N−1) - (aj+1, aj+2, . . . , aj+N)

Òåîðåìà 4. Ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ ïî àëãîðèòìó 1, ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ ïî àëãîðèòìó 2.
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ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ Â ÍÅÊÎÒÎÐÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÂÛÏÓÊËÛÕ

ÎÁËÀÑÒÅÉ
À. Ô. Êóæàåâ (Óôà, Ðîññèÿ)

arsenkuz@outlook.com

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕn(z)} ïîëíà â îá-
ëàñòè D ⊆ C, åñëè îí ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â
îáëàñòèD ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâàõ èç D. Â 1955 ã. À. Ô. Ëåîíòüåâûì áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà [1],
â êîòîðîé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû
{zleλkz}∞,nk−1

k=1,l=0 â êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå ò. å. â îáëàñòè âèäà

{x+ iy ∈ C | f(x) < y < f(x) + 2πa},
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a > 0, f(x) � íåïðåðûâíàÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè ôóíêöèÿ. Çäåñü
λk � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, îáðàçóþùèå ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ íåîãðà-
íè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à nk � íàòóðàëüíûå ÷èñëà (èõ áóäåì íà-
çûâàòü êðàòíîñòÿìè òî÷åê λk). Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ áûëè ñôîðìóëè-
ðîâàííû â òåðìèíàõ óñëîâèé íà êðàòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk, nk} è
÷èñëî a. Íåçàâèñèìî îò Ëåîíòüåâà àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ áûëè òàê æå
ïîëó÷åíû Á. ß. Ëåâèíûì (ñì., íàïðèìåð, [2, ñ. 286]). Îáîáùåíèþ äàííî-
ãî ðåçóëüòàòà Ëåîíòüåâà �Ëåâèíà ïîñâÿùåíà ðàáîòà [3]. Îñíîâûâàÿñü íà
ýòîé ðàáîòå, ìîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëíîòû óêàçàí-
íîé âûøå ñèñòåìû ýêñïîíåíò â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèì
îïðåäåë¼ííûì óñëîâèÿì.

Îáîçíà÷èì Λ = {λk, nk}∞k=1 è E(Λ) = {zleλkz}∞,nk−1
k=1,l=0. Âåëè÷èíû

n̄(Λ) := lim
t→+∞

1

t

∑
λk6t

nk, n̄0(Λ) := lim
δ→0+

lim
t→+∞

1

δt

∑
t(1−δ)<λk6t

nk.

íàçûâàþòñÿ âåðõíåé è ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ
ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî [4, � E3, ãë. IV] ïðåäåë ïî δ → 0+ âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò, òàê ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü îïðåäåëåíà êîððåêòíî.

Ïóñòü D ⊆ C � ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü. Âåðòèêàëüíûì äèà-
ìåòðîì îáëàñòè D íàçîâ¼ì âåëè÷èíó:

d(D) := sup
x

sup
z1,z2∈D

{
|y1−y2| : z1 = x+iy1, z2 = x+iy2, z1, z2 ∈ D, x ∈ R

}
.

Èíûìè ñëîâàìè, âåðòèêàëüíûé äèàìåòð îáëàñòè D � åñòü òî÷íàÿ âåðõ-
íÿÿ ãðàíü äëèí âñåõ âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîé îáëà-
ñòè.

×åðåç KD(ϕ) îáîçíà÷èì îïîðíóþ ôóíêöèþ âûïóêëîé îáëàñòè D:

KD(ϕ) = sup
z∈D

Re (ze−iϕ), ϕ ∈ [−π; π].

Åñëè îáëàñòü D îãðàíè÷åíà, òî å¼ îïîðíàÿ ôóíêöèé îãðàíè÷åíà è íåïðå-
ðûâíà. Â îáùåì æå ñëó÷àå îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé d(D) è KD(ϕ) ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà

d(D) 6 KD

(
−π

2

)
+KD

(π
2

)
.

Åñëè æå èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà, òî îáëàñòü D áóäåì íàçûâàòü âåð-
òèêàëüíî ñáàëàíñèðîâàííîé. Ïîíÿòèå âåðòèêàëüíîé ñáàëàíñèðîâàííîñòè
ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ëèøü äëÿ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ â
íàïðàâëåíèÿõ ϕ = ±π/2. Ïðèìåðàìè òàêèõ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ïîëîñà, êðóã è äð. Åñëè æå îáëàñòü íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé

167



â óêàçàííûõ íàïðàâëåíèÿõ, òî å¼ àâòîìàòè÷åñêè ïîëàãàåì âåðòèêàëüíî
ñáàëàíñèðîâàííîé.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü n̄0(Λ) = τ < ∞. Åñëè ñèñòåìà E(Λ) íå ïîëíà â
ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè D ñ âåðòèêàëüíûì äèàìåòðîì d(D) > 2πτ ,
è ïîëíà â ëþáîé âåðòèêàëüíî ñáàëàíñèðîâàííîé âûïóêëîé îáëàñòè D
ñ âåðòèêàëüíûì äèàìåòðîì d(D) 6 2πτ , òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèÿ
ðàâåíñòâà n̄(Λ) = τ .
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Â ÑÅÁß 1

Î. Ñ. Êóäðÿâöåâà (Âîëãîãðàä, Ðîññèÿ)
Kudryavceva_OS@mail.ru

Ïóñòü H � êëàññ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ ïðàâóþ ïî-
ëóïëîñêîñòü H = {z ∈ C : Re z > 0} â ñåáÿ. Êàê èçâåñòíî (ñì. [1]),
äëÿ êàæäîé f ∈ H ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíûé óãëîâîé ïðåäåë
∠ lim
z→∞

f ′(z) = f ′(∞), íàçûâàåìûé óãëîâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f íà

áåñêîíå÷íîñòè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòà ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà,
ôóíêöèÿ f îäíîëèñòíà â íåêîòîðîì ñåêòîðå.

Òåîðåìà A. (Âàëèðîí, [1]) Ïóñòü f ∈ H, ïðè÷¼ì f ′(∞) > 0. Äëÿ
ëþáîãî k > 0 íàéä¼òñÿ R > 0 òàêîå, ÷òî f îäíîëèñòíà â ñåêòîðå
{z ∈ H : |Im z| < kRe z, |z| > R}.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèåR çàâèñèò íå òîëüêî îò âåëè÷èíû óãëà ñåêòîðà,
íî è îò ôóíêöèè f . Ðàçóìååòñÿ, âûáðàòü åäèíîå çíà÷åíèå R íà âñåì
êëàññå H íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ñêîëü áû ìàëîå k ìû íå áðàëè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå îáëàñòåé îäíîëèñòíîñòè
íà ïîäêëàññàõ êëàññà H, ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äî-
ïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-31-00042 ìîë_à).
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Ïóñòü B = {f ∈ H : f(1) = 1, ∠ lim
z→∞

f(z) = ∞}. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè
òàêèõ óñëîâèÿõ f ′(∞) ∈ [0, 1].

Îáîçíà÷èì B(c) = {f ∈ B : f ′(∞) = c}.
Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà c ∈ (1/2, 1). Êàê ïî-

êàçàíî â [2], â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âûäåëèòü åäèíóþ îáëàñòü îäíîëèñòíî-
ñòè íà âñåì êëàññå B(c), ñîäåðæàùóþ ñåêòîð, âêëþ÷àþùèé íåïîäâèæíóþ
òî÷êó z = 1.

Òåîðåìà B. (Ãîðÿéíîâ, [2]) Ïóñòü f ∈ B(c), 1/2 < c < 1. Òîãäà f
îäíîëèñòíà â îáëàñòè

G(c) =

{
z ∈ H :

(Re z)2

1− c
− (Im z)2

2c− 1
>

1

c

}
.

Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî íà êëàññå òàêèõ îáëàñòåé (ãðàíèöåé êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ âåòâü ãèïåðáîëû ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ z = ±1) óñòàíîâëåííûé
ðåçóëüòàò íåóëó÷øàåì.

Äëÿ êàæäîé f ∈ B(c) îáîçíà÷èì ÷åðåç Sf îáëàñòü îäíîëèñòíîñòè
ôóíêöèè f , ñîäåðæàùóþ ëó÷ {z ∈ H : Im z = 0, Re z > 1}. ×åðåç S(c)
îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé Sf ïî âñåì f ∈ B(c). Ðåçóëüòàò òåîðå-
ìû B ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè c ∈ (1/2, 1)
îáëàñòü S(c) íåïóñòàÿ, ïðè÷åì G(c) ⊂ S(c).

Íàìè ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè îáëàñòè S(c), óñèëèâàþùèå ðå-
çóëüòàò òåîðåìû B.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ B(c), 1/2 < c < 1. Òîãäà f îäíîëèñòíà â
îáëàñòè

S(c) =

{
z ∈ H :

(Re z)2

1− c
− 3 (Im z)2

4c− 1
>

1

c

}
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü c ∈ (1/2, 1). Äëÿ êàæäîé òî÷êè z0 ãðàíèöû îá-
ëàñòè

S(c) =

{
z ∈ H :

(Re z)2

1− c
− (Im z)2 >

1

c

}
íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f ∈ B(c), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â òî÷êå z0 îáðàùà-
åòñÿ â íóëü.

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà S(c) ⊂ S(c) ⊂ S(c).
Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó îáëàñòÿìè S(c) è S(c) íåâåëèêî. Â òî æå
âðåìÿ îáëàñòü S(c) ñóùåñòâåííî áîëüøå îáëàñòè G(c), îñîáåííî ïðè c
áëèçêèõ ê 1/2.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Âàëèðîí Æ. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ì. : ÃÈÒÒË, 1957. 235 ñ.
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íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè // Ìàòåì. ñá. 2017. Ò. 208, � 3. Ñ. 54�71.
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ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÅ ÑÓÌÌÛ ÐÈÄÆ-ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÀ
ÂÛÏÓÊËÎÌ ÒÅËÅ

À. À. Êóëåøîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
kuleshov.a.a@yandex.ru

Ïóñòü n ≥ 2 , E ⊂ Rn - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ðèäæ-ôóíêöèåé íà
E áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ âèäà ϕ(a · x), ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ E,
a = (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {0}, a ·x =

∑n
j=1 ajxj è ϕ� äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ∆(a) = {a · x : x ∈ E}. Íà ìíîæåñòâå E
ðàññìîòðèì ñóììó ðèäæ-ôóíêöèé

f(x) =
m∑
i=1

ϕi(a
i · x). (1)

Âñþäó ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîðû ai ïîïàðíî íåêîëëèíåàðíû.
Îáîçíà÷èì ∆i = ∆(ai). Çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî E ⊂ Rn, äëÿ
êîòîðîãî int(E) 6= ∅, íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì òåëîì.

Ôóíêöèþ ϕ : R → R áóäåì íàçûâàòü àääèòèâíîé, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ Êîøè: ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y)
äëÿ âñåõ x, y ∈ R. Ïîä àääèòèâíîé ôóíêöèåé ϕ : J → R, îïðåäåëåííîé
íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå J ⊂ R, áóäåì ïîíèìàòü ñóæåíèå íåêîòîðîé
àääèòèâíîé íà R ôóíêöèè íà ìíîæåñòâî J .

Ïóñòü êàæäîìó èíòåðâàëó (α, β) ⊂ R, ãäå −∞ ≤ α < β ≤ +∞, ïî-
ñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé êëàññ B(α,β) îïðåäåëåííûõ íà (α, β)
äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:
1) Èç òîãî, ÷òî f ∈ B(α,β), r ∈ C(α, β), à ôóíêöèÿ f − r ÿâëÿåòñÿ àääè-
òèâíîé íà (α, β), ñëåäóåò, ÷òî f(x)− r(x) = cx, ãäå x ∈ (α, β), c ∈ R.
2) ∀h ∈ R, |h| < β − α : f ∈ B(α,β) ⇒ ∆hf ∈ BJ , ãäå ∆hf(x) =
f(x+ h)− f(x), J = (α, β) ∩ (α− h, β − h).
3) ∀(c, d) ⊂ (α, β) : f ∈ B(α,β) ⇒ f ∈ B(c,d).
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ àääèòèâíàÿ íà èíòåðâàëå ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ
òàêæå ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé èëè èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó, ëèíåéíà. Ïî-
ýòîìó âûøåïðèâåäåííûå óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíåíû, â ÷àñòíîñòè, åñëè â
êà÷åñòâå B(α,β) áðàòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûõ íà
(α, β) ôóíêöèé è ìíîæåñòâà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó íà (α, β) ôóíêöèé.
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Äëÿ ôóíêöèè f , èíòåãðèðóåìîé íà ìíîæåñòâå E êîíå÷íîé ìåðû, îïðå-
äåëèì å¼ ñðåäíåå íà E çíà÷åíèå

fE :=
1

|E|

�

E

f(x)dx.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : [a, b] → R ïðèíàäëåæèò êëàññó
VMO[a, b], åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
d−c→0

1

d− c

�

[c,d]

|f(x)− f[c,d]|dx = 0,

ãäå ïðåäåë áåðåòñÿ ïî îòðåçêàì [c, d] ⊂ [a, b],−∞ < c < d < +∞.
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü E � âûïóêëîå òåëî â Rn, ôóíêöèÿ f âèäà (1)

íåïðåðûâíà íà E, ôóíêöèè ϕi ∈ Bint(∆i) (i = 1, . . . ,m), è ïóñòü [a, b] ⊂
⊂ ∆i, −∞ < a < b < +∞. Òîãäà ϕi ∈ VMO[a, b].

Äàëåå äëÿ ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ Rn îïðåäåëèì å¼ ìîäóëü íåïðå-
ðûâíîñòè â òî÷êå x0 ∈ E

ω(f,x0, t) := sup
||h||≤t,x0+h∈E

|f(x0 + h)− f(x0)|.

Îòìåòèì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà E âûòåêàåò, ÷òî
ω(f,x0, t) � íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëóïðÿìîé t ≥ 0,
ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèþ ω(f,x0, 0) = 0.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò â òåðìèíàõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ E.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü E � âûïóêëîå òåëî â Rn, ôóíêöèÿ f âèäà (1)
íåïðåðûâíà íà E, ôóíêöèè ϕi ∈ Bint(∆i) (i = 1, . . . ,m). Ïóñòü a � ãðà-
íè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ∆i è äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ E òàêîãî, ÷òî
ai · x0 = a, ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω(t) := ω(f,x0, t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Äèíè

1�

0

ω(t)

t
dt <∞. (2)

Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë A := lim
t→a

ϕi(t).

Ïðè ýòîì íàéäåííîå óñëîâèå (2) íà ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f
â òî÷êå x0 â òåîðåìå 2 ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì, à èìåííî âåðíà ñëåäóþ-
ùàÿ
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü ω : [0,+∞) → R � íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ, ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèþ ω(0) = 0, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå (2) íå
âûïîëíåíî. Ïóñòü n = 2, E = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x1 ≥ 0, x1 ≤ x2 ≤
≤ 2x1}. Òîãäà íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ íà E ôóíêöèÿ f âèäà

f(x) = ϕ(x2)− ϕ(x1)

òàêàÿ, ÷òî

ω(f,0, δ) = ω(δ)

ïðè δ ≥ 0, ïðè ýòîì ϕ ∈ C(0,+∞), ϕ(0) = 0, lim
t→+0

ϕ(t) = −∞.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2 ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ôóíê-
öèÿ ϕi èìååò ñêà÷îê â òî÷êå a. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå (1), â êîòîðîì ϕi íåïðåðûâíà â a? Îêàçû-
âàåòñÿ, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4. Ïóñòü E� âûïóêëîå òåëî â Rn, ôóíêöèÿ f âèäà (1)
íåïðåðûâíà íà E, ôóíêöèè ϕi ∈ Bint(∆i) (i = 1, . . . ,m). Ïóñòü äëÿ
íåêîòîðîãî x0 ∈ E è äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
lim
t→ai

ϕi(t) =: bi, ãäå ai := ai · x0. Òîãäà ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå âñåõ

çíà÷åíèé ϕi(ai) ÷èñëàìè bi (i = 1, . . . ,m) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà E íå
èçìåíÿòñÿ.
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ÓÄÊ 517.4

ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑËÓ×ÀÉ ËÀÊÓÍÀÐÍÎÑÒÈ Â ÇÏË
ÄËß ÐßÄÎÂ ÏÎ ÑÈÑÒÅÌÅ ÓÎËØÀ

È. Ô. Êóðáûêî, Ñ. Â. Ëåâèçîâ (Âëàäèìèð, Ðîññèÿ)
levizov@rambler.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà �Ïýëè {ϕn(x)} íà îòðåçêå
0 ≤ x ≤ 1 (ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå ñì., íàïðèìåð, â [1]); {n(k)} � íåêî-
òîðàÿ (ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ (íîìåðîâ).
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Ñêàæåì, ÷òî ïîäñèñòåìà {ϕn(k)(x)} ïîä÷èíåíà çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãà-
ðèôìà (ÇÏË), åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

lim
N→∞

(2N log logN)−1/2 ·
N∑
k=1

ϕn(k)(x) = 1 ïî÷òè âñþäó. (1)

Èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n(k)} òàêîâà, ÷òî

n(k + 1) ≥ n(k) · (1 + c · k−α), ãäå c > 0, 0 < α < 0.5 (2)

(íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k0), òî äëÿ ïîäñèñòåìû {ϕn(k)(x)} ñîîòíî-
øåíèå (1) èìååò ìåñòî.

Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàëñÿ â [3�4]. Ïîêàçàòåëü α â íåðà-
âåíñòâå (2) ðåãóëèðóåò ¾ãóñòîòó¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {n(k)}, îïðåäåëÿÿ
â íåé ðàçìåðû ëàêóí � ¾ïðîáåëîâ¿. Ñóùåñòâåííûì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî α < 0.5 (ñì. [2]). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
ýòîò ¾ðóáåæ¿ íåëüçÿ îñëàáèòü.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n(k)} òàêàÿ, ÷òî

n(k + 1) ≥ n(k) · (1 + k−1/2),

íî ñîîòíîøåíèå (1) ïðè ýòîì äëÿ ïîäñèñòåìû {ϕn(k)(x)} íå âûïîëíÿ-
åòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ öåíòðàëüíîé ïðå-
äåëüíîé òåîðåìû (ÖÏÒ) � ñì. [5, 6].
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ÓÄÊ 517.984

ÌÅÒÎÄ ÔÓÐÜÅ Â ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÍÅÍÓËÅÂÎÉ
ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÜÞ È ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎ

ÑÓÌÌÈÐÓÅÌÛÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ
Â. Ï. Êóðäþìîâ, À. Ï. Õðîìîâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)

khromovap@info.sgu.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = ψ(x), (2)

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (3)

ãäå q(x), ψ(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, ïðè÷åì q(x) ∈ L2[0, 1],
αi, βi (i = 1, 2) � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Â [1] äëÿ q(x) ∈ C[0, 1] áûëî ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (1)�(3) äëÿ ψ(x) ∈ W 1

2 [0, 1] è îáîáùåííîå ðåøåíèå, êîãäà ψ(x) ∈
∈ L2[0, 1]. Çäåñü ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåì â ñëó÷àå q(x) ∈ L2[0, 1],
à òàêæå è äëÿ ψ(x) ∈ L[0, 1].

1. Ñ÷èòàåì ñíà÷àëà, ÷òî ψ(x) ∈ W 1
2 [0, 1]. Ðÿä ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ

ïðåäñòàâèì â âèäå

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t),

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

( �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

)
(R◦λψ1)

sin ρt

ρ
dλ,

u1(x, t) = − 1

2πi

( �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

)
(Rλψ1 −R◦λψ1)

sin ρt

ρ
dλ,

u2(x, t) = − 1

2πi

( �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

) 1

λ− µ0
(Rλg)

sin ρt

ρ
dλ,

Rλ = (L− λE)−1, Ly = −y′′ + q(x)y,

y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0;

R◦λ = (L0 − λE)−1, L0y = −y′′, y′(0) = y′(1) = 0,
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E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, γn � îáðàç â
λ-ïëîñêîñòè (λ = ρ2, Re ρ ≥ 0) îêðóæíîñòè {ρ

∣∣|ρ − nπ| = δ} (δ > 0
äîñòàòî÷íî ìàëî), ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ ëèøü îäíî ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå îïåðàòîðà L, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïðè n ≥ n0, r > 0
ôèêñèðîâàíî è òàêîâî, ÷òî êîíòóð |λ| = r ñîäåðæèò âñå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ îïåðàòîðà L, íå ïîïàâøèå â γn ïðè n ≥ n0, ψ1(x) + ψ2(x) = ψ(x),
ψ1(x) ∈ W 1

2 [0, 1], ψ1(0) = ψ1(1) = 0, ψ2(x) ∈ C2[0, 1], ψ2(x) ∈ DL (DL �
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L), g = (L−µ0E)ψ2, µ0 � ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî, ðàñïîëîæåííîå âíå êîíòóðîâ |λ| = r è γn ïðè n ≥ n0.

Ëåììà 1. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî è äëÿ åãî
ñóììû èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2

x+t�

x−t

ψ̃(τ)dτ,

ãäå ψ̃(x) � ÷åòíàÿ 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ψ̃(x) = ψ1(x) ïðè x ∈
∈ [0, 1].

Èç ëåììû 1 ïîëó÷àåòñÿ

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ u0(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�
(2) ïðè q(x) = 0 è ψ1(x) âìåñòî ψ(x) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
u′0x(0, t) = u′0x(1, t) = 0, êîãäà óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþ-
äó (ï.â.).

Ëåììà 3. Ðÿäû u1(x, t), u2(x, t) è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõ
ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî t è äî ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïî x ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT = [0, 1]× [−T, T ]
ïðè ëþáîì T > 0.

Ëåììà 4. Ôóíêöèè u′1x(x, t) è u
′
2x(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ïî x

â QT .

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 1. Åñëè ψ(x) ∈ W 1
2 [0, 1], òî ñóììà ðÿäà u(x, t) ôîðìàëüíî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2), (3); u′x(x, t) (u′t(x, t)) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
ïî x (ïî t) è ï.â. óäîâëåòâîðÿåòñÿ óðàâíåíèå (1), ò.å. u(x, t) ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì, êîãäà óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ï.â.

2. ψ(x) ∈ L2[0, 1]. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå áåðåì â âèäå u(x, t) =
= u0(x, t) + u1(x, t), ãäå u0(x, t) è u1(x, t) � òå æå, ÷òî è â ï. 1, íî ñ
ôóíêöèåé ψ(x) âìåñòî ψ1(x).

Ëåììà 5. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî è äëÿ åãî
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ñóììû èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) = (ψ, 1)t+
1

2
[Φ(x+ t)− Φ(x− t)],

ãäå Φ(x) � íå÷åòíàÿ 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,

Φ(x) =

x�

0

[ψ(τ)− (ψ, 1)]dτ

ïðè x ∈ [0, 1].

Ëåììà 6. Ôóíêöèÿ u0(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî x, t è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ u0(x, 0) = 0; ï.â. íà [0, 1] ñóùåñòâóåò u′0t(x, 0) è
ï.â.íà (−∞,∞) ñóùåñòâóþò u′0x(0, t), u

′
0x(1, t), ïðè÷åì u′0t(x, 0) = ψ(x),

u′0x(0, t) = u′0x(1, t) = 0.

Ëåììà 7. Ðÿä u1(x, t) è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x è t îäèí ðàç, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-
ìåðíî â QT ïðè ëþáîì T > 0.

Íà îñíîâàíèè ëåìì 6, 7 è òåîðåìû ðàâíîñõîäèìîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ L
è L0 ïîëó÷èì

Ëåììà 8. Ñóììà ðÿäà u(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî x,t è
u(x, 0) = 0; ï.â. íà [0, 1] ñóùåñòâóåò u′t(x, 0) è ï.â. íà (−∞,∞) ñó-
ùåñòâóþò u′x(0, t), u

′
x(1, t); ï.â. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3) è u′t(x, 0) =

= ψ(x). Êðîìå òîãî, max
QT
|u(x, t)| ≤ C ‖ ψ ‖2, ãäå CT çàâèñèò òîëüêî

îò T è ‖· ‖2 � íîðìà â L2[0, 1].

Ïóñòü ψh(x) � òà æå, ÷òî è ψ(x) â òåîðåìå 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3)
äëÿ òàêîé ψh(x) âìåñòî ψ(x), äàâàåìîå òåîðåìîé 1, îáîçíà÷èì uh(x, t).

Òåîðåìà 2. Åñëè ψ(x) ∈ L2[0, 1], òî ñóììà ðÿäà u(x, t) ôîðìàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(x, 0) = 0 è ï.â. íà
(−∞,∞) óñëîâèÿì (3); u(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t, ï.â. íà [0, 1]
ñóùåñòâóåò u′t(x, 0) è u′t(x, 0) = ψ(x). Áîëåå òîãî, åñëè ‖ ψh − ψ ‖2→ 0
ïðè h → 0, òî uh(x, t) ñõîäèòñÿ ê u(x, t) ðàâíîìåðíî â QT ïðè ëþáîì
T > 0, ò.å. u(x, t) åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3).
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3. ψ(x) ∈ L[0, 1]. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå áåðåì òàêèì æå, ÷òî è â ï. 2.

Ëåììà 9. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ âñþäó, à ðÿä u1(x, t) ñõîäèòñÿ àáñî-
ëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ u0(x, t) ‖L2(QT )≤ CT ‖ ψ ‖1, max
QT
|u1(x, t)| ≤ CT ‖ ψ ‖1,

ãäå CT çàâèñèò òîëüêî îò T , ‖· ‖1 � íîðìà â L[0, 1].

Òåîðåìà 3. Åñëè ψ(x) ∈ L[0, 1], òî ðÿä u(x, t) ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1)�(3) ñõîäèòñÿ âñþäó ïî x è t è u(x, 0) = 0. Åñëè ψh(x) � òà
æå, ÷òî è ψ(x) â òåîðåìå 1 è ‖ ψh − ψ ‖1→ 0, ïðè h→ 0, òî ðåøåíèå
uh(x, t) çàäà÷è (1)�(3) äëÿ òàêîé ψh(x) ñõîäèòñÿ ê u(x, t) â L2(QT ) ïðè
ëþáîì T > 0, ò.å. u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�
(3) äëÿ ψ(x) ∈ L[0, 1].
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ÓÄÊ 534.1

ÒÎ×ÍÎÅ È ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈß
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß,

ÂÑÒÐÅ×ÀÞÙÅÃÎÑß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ Î ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ
ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ Ñ ÄÂÈÆÓÙÈÌÈÑß

ÃÐÀÍÈÖÀÌÈ
Â. Ë. Ëèòâèíîâ, Â. Í. Àíèñèìîâ, È. Â. Êîðïåí,

Ñ. Í. Êîñèíîâà (Ñûçðàíü, Ðîññèÿ)
vladlitvinov@rambler.ru

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ äâèæóùè-
ìèñÿ ãðàíèöàìè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè ñëåäóþùåãî ôóíê-
öèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ [1, 2]:

ϕ
(
τ + l(τ)

)
− ϕ

(
τ − l(τ)

)
= 1, (1)

ãäå τ � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, l(τ) � çàêîí äâèæåíèÿ ãðàíèöû. Çàäà÷à ñî-
ñòîèò â íàõîæäåíèè ϕ(z) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ l(τ). Â îáùåì ñëó÷àå
ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) íåèçâåñòíà. Äëÿ
ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíûé ìåòîä, ò.å. ïî çàäàííîé ôóíêöèè ϕ(z)
íàõîäèòñÿ l(τ). Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè

ϕ(z) =
ln
[
(vz + 1)/(1− v)

]
ln
[
(1 + v)/(1− v)

] − 1 (2)
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çàêîí äâèæåíèÿ ãðàíèöû èìååò âèä l(τ) = 1 + vτ , ãäå v � ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ãðàíèöû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå, ïðè íåïîäâèæíîé ëåâîé ãðàíèöå. Òàê æå ïîëó÷åíî ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ãðàíèöû
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðîèçâåäåíà îöåíêà ïîãðåø-
íîñòè ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà.

Ïóñòü äâèæåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì:

Uττ(ξ, τ)− Uξξ(ξ, τ) = 0 (3)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïåðâîãî ðîäà

U
(
`1(τ), τ

)
= F1(τ), U

(
`2(τ), τ

)
= F2(τ),

`1(0) = 0, `2(0) = 1, `2(τ) > `1(τ).
(4)

Çäåñü τ , ξ � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ è áåçðàçìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîð-
äèíàòà; `1(τ), `2(τ) � çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö; F1(τ), F2(τ) � çàäàííûå
ôóíêöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4) èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå Äàëàìáåðà.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) èìååò âèä:

U(ξ, τ) = g(τ + ξ) +G(τ − ξ), (5)

ãäå g(z) è G(z) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìî îïðåäå-
ëèòü èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, z � ïðîèçâîëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4), íåòðóäíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:{

g
(
τ + `1(τ)

)
+G

(
τ − `1(τ)

)
= F1(τ),

g
(
τ + `2(τ)

)
+G

(
τ − `2(τ)

)
= F2(τ).

(6)

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà À. È. Âåñíèöêîãî [2], ãäå â äèôôåðåíöèàëü-
íîì óðàâíåíèè ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå îñòàíàâëèâàþùèå ãðàíèöû è
îñòàâëÿþùèå óðàâíåíèå èíâàðèàíòíûì, äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ââåäåì â
ñèñòåìó (6) íîâûå ôóíêöèè [3]:

g(z) = r(ϕ(z)), G(z) = R(ψ(z)), (7)

ãäå ôóíêöèè ϕ(z) è ψ(z) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû ôóíêöè-
îíàëüíûõ óðàâíåíèé:{

ϕ
(
τ + `1(τ)

)
= ψ

(
τ − `1(τ)

)
,

ϕ
(
τ + `2(τ)

)
= ψ

(
τ − `2(τ)

)
+ 1.

(8)
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Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4) çàâèñèò îò ñòåïåíè
ñëîæíîñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à òàêæå îò òîãî, ñìîæåì ëè ìû ðåøèòü
ñèñòåìó (8). Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì â [1�3] èñïîëüçîâàí îáðàòíûé
ìåòîä. Ïðè çàäàíèè ôóíêöèé ϕ(z) è ψ(z) â íèõ ââîäèòñÿ íåñêîëüêî ïðî-
èçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Çàâèñèìîñòü íàéäåííûõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ `1(τ)
è `2(τ) îò âåëè÷èí ýòèõ êîíñòàíò ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü äîñòàòî÷-
íî ðàçíîîáðàçíûå çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö çàêîíàìè, ïîëó÷åííûìè èç
ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Ñîâîêóïíîñòü îáðàòíûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî øèðîêà. Ïðèâîäèìûå
íèæå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì: `1(0) = 0; `2(0) = 1;
ψ(−1) = −1.

Ìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ ãðàíèö ðàçáèòî íà êëàññû.
Ðåøåíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1, ïîëó÷åíû âïåðâûå è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó
À, êîãäà ëåâàÿ ãðàíèöà íåïîäâèæíà è ϕ(z) = ψ(z).

Òàáëèöà 1

� l2(τ) ϕ(z) = ψ(z)

1. 1
α

arcsh
[

0,5
B1eατ−B2e−ατ

]
B1

(
eαz − e−α

)
+B2

(
e−αz − eα

)
− 1,

B1 = B2 + 1/
(
eα − e−α

)
, α > 0

2.
√

(τ +B)2(α2 − 1) + 1 + 2αB +B2 − α(τ +B)
Ln[(z+B)2+1+2αB+B2]

Ln[(1+α)/(1−α)] −

−Ln[(B−1)2+1+2αB+B2]
Ln[(1+α)/(1−α)] − 1

3. 1
α

(
ln 1+

√
1+4A2e2ατ

2A

)
− τ Aeαz +B, α = ln 1+

√
1+4A2

2A

Ñëåäóþùèé êëàññ Â îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ãðàíèöû äâèæóòñÿ ïî îäè-
íàêîâîìó çàêîíó:

`1(τ) = `(τ); `2(τ) = 1 + `(τ); `(0) = 0.

Ïîñêîëüêó äâèæåíèå ãðàíèö âçàèìîñâÿçàíî, òî ìåæäó ôóíêöèÿìè
ϕ(z) è ψ(z) òàêæå ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü. Îíà âûðàæàåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíûì óðàâíåíèåì

ϕ
(
ϕ̄(ψ(z)) + 1

)
− ψ(z − 1) = 1. (9)

Ñèñòåìà (8) â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîëüêî ôóíêöè-
ÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (9). Ïðèâåäåì äâà ðàíåå
íå èçâåñòíûõ ðåøåíèÿ êëàññà Â:

1. Äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé ϕ(z) = B
(
e−αz − 1

)
− C

(
e−α − 1

)
− 1;

B = C + 1/(e−α− 1); ψ(z) = C
(
eαz − 1

)
−C

(
e−α− 1

)
− 1 èç ñèñòåìû (8)

íàõîäèì ñëåäóþùèå çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö:

`1(τ) =
1

α
ln
[(
Be−ατ − Ceατ

)
/(B − C)

]
, `2(τ) = 1 + `1(τ).
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2. Äëÿ ôóíêöèé ϕ(z) = (1−ν)z/2 + (1 +v)/2−1, ψ(z) = (1 +ν)z/2 +
+ (1 + v)/2− 1 çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö `1(τ) = ντ , `2(τ) = 1 + ντ .

Çäåñü α, B, C, v � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.
Äëÿ ðåøåíèé êëàññà Ñ ãðàíèöû äâèæóòñÿ ñèììåòðè÷íî â ðàçíûå ñòî-

ðîíû, ò.å. `1(τ) = −`(τ), `2(τ) = `(τ).
Óðàâíåíèå âçàèìîñâÿçè ôóíêöèé ϕ(z) è ψ(z) çäåñü èìååò âèä

ϕ(z) = ψ(z) + 0, 5.

Ðåøåíèÿ êëàññà Ñ ïîó÷àþòñÿ èç ðåøåíèé êëàññà À ïî ñëåäóþùèì ôîð-
ìóëàì:

`(τ) = `A(τ), ψ(z) =
1

2
ψa(z), ϕ(z) = ψ(z) + 0.5,

ãäå èíäåêñîì îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ðåøåíèé êëàññà À.
Íîâîå ðåøåíèå êëàññà D ïîëó÷åíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáå ãðàíèöû

äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî:

`1(τ) =
(
B2 −B1

)
τ/
(
B2 +B1

)
,

`2(τ) =
(
B2e

1/c −B1

)
τ/
(
B2e

1/c +B1

)
+ 1,

ϕ(z) = ψ(z) = CLn
(
B1z +D

)
− CLn

(
D −B2

)
− 1,

D =
(
B1 +B2e

1/c
)
/
(
e1/c − 1

)
.

Êëàññ îáðàòíûõ ðåøåíèé îãðàíè÷åí, íàïðèìåð, íå ïîëó÷åíî ðåøå-
íèå äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ãðàíèöû l(τ) = 1 + vτ 2. Ïîëó÷åíèå
óêàçàííîãî ðåøåíèÿ àêòóàëüíî ïðè îïèñàíèè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé êàíàòîâ ãðóçîïîäúåìíûõ óñòàíîâîê íà ñòàäèè ðàçãîíà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (1) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ôóíê-
öèÿ ϕ(z) íàõîäèòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n:

ϕ(z) = p1z + p2z
2 + . . .+ pnz

n. (10)

Ïàðàìåòðû p1, p2, . . . , pn ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
íàõîäÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ (10) óäîâëåòâîðÿëà óðàâíå-
íèþ (1) ïðè ðàçëè÷íûõ τi (i = 1,m).

Â öåëÿõ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ðàññìîòðåíà òåñòîâàÿ çàäà÷à.
Äëÿ ëèíåéíîãî çàêîíà äâèæåíèÿ ãðàíèöû l(τ) = 1 + vτ ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ v íàõîäèëñÿ ìíîãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè

ϕ(z) = p1z + p2z
2 + p3z

3 + p4z
4 + p5z

5 + p1 − p2 + p3 − p4 + p5 − 1, (11)

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ϕ(−1) = −1.
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Çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà, ïîëó÷åííîãî ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
ñðàâíèâàëèñü ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ (2). Ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèëîñü çà ïåðèîä âðåìåíè, ïîêà äëèíà óìåíü-
øàëàñü îò 1 äî 0.3. Ïðè ìåíüøèõ äëèíàõ ìíîãî÷ëåí (11) ïëîõî îïèñûâàåò
ôóíêöèþ ϕ(z). Ïðè ñòðåìëåíèè l(τ) ê íóëþ óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

ϕ(τ + 0)− ϕ(τ − 0) = 1,

ò.å. ôóíêöèÿ ϕ(z) â òî÷êå τ òåðïèò ðàçðûâ.
Çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé ∆ ìåòîäà íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ðàçíèöà ìåæäó ôóíêöèÿìè (2) è (11)) â çàâèñèìî-
ñòè îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãðàíèöû v ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Òàáëèöà 2

v 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

∆ 0.017 0.015 0.013 0.015 0.017 0.039 0.054 0.046 0.140

Â èíòåðâàëå v ∈ [0.1; 0.6] ïîãðåøíîñòè ðàññìîòðåííûõ ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ ìàëû. Óâåëè÷åíèå ïîãðåøíîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè v ê åäèíèöå
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ (2) ïðè v → 1 ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî
áîëüøîé.

Íåçíà÷èòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü îïèñàííûé ïðè-
áëèæåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â ñëó-
÷àÿõ, êîãäà åãî òî÷íîå ðåøåíèå íå èçâåñòíî.
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Weakly convex sets are often considered in literature under di�erent
names � sets with positive reach in Rn ([1]), proximally smooth sets ([2]),
prox-regular sets ([3], [4]). The term "weakly convex sets"was introduced by
Vial [5]. The motivation for studying weakly convex sets is that the class of
weakly convex sets is much wider than the class of convex sets, but shares
many useful properties with the latter. The weakly convex sets may be used,
for example, in di�erential inclusions (see, e.g. [6]), in the gradient projection
method ([7]), in di�erential games ([8]), set valued mappings theory ([9]).

We consider weakly convex sets with respect to (w.r.t.) a quasiball in a
Banach space. A quasiball is a convex closed (may be unbounded) set that
contains a neighbourhood of zero. Such an approach allows us to apply the
methods of proximal analysis to the epigraphs of functions and to obtain
the conditions of well-posedness for optimization problems of the in�mal
convolution type (see [10], [11]).

A quasiball in a Banach space E is a convex closed set M ⊂ E
such that 0 ∈ int M and M 6= E. The Minkowski functional µM(x) =
inf
{
t > 0

∣∣ x ∈ tM} of the quasiball is the asymmetric seminorm. The M -
distance from a set C to a set A is %M(C,A) = inf

c∈C, a∈A
µM(c − a). The

M -projection of x onto A is the set PM(x,A) = A
⋂

(x − %M(x,A)M).
The Minkowski sum of sets A ⊂ E and B ⊂ E is A + B ={
a+ b

∣∣ a ∈ A, b ∈ B} . The ball with center a and radius r is Br(a) =
{x ∈ E : ‖x − a‖ ≤ r}. The set C ⊂ E is called strongly convex w.r.t. a
quasiball M ⊂ E if C is convex, closed and there exists a set C1 ⊂ E such
that C + C1 = M . A set A ⊂ E is called weakly convex with respect to the
quasiball M ⊂ E if a ∈ PM(a+ z, A), ∀a ∈ A, ∀z ∈ N 1

M(a,A), where
N 1
M(a,A) = {z ∈ ∂M | ∃t > 0 : a ∈ PM(a + tz, A)}. A set M ⊂ E is

called parabolic, if for any vector b ∈ E the set
(
b+ 1

2M
)
\M is bounded.

A set M ⊂ E is called boundedly uniformly convex, if it is convex and
limt→+0 δM(t, R) = 0 for any R > 0, where

δM(t, R) = sup
{
δ ∈

[
0, t2
]
|Bδ

(
a+b

2

)
⊂M ∀a, b ∈M ∩BR(0) :

‖a− b‖ ≥ t
}
, t ≥ 0.

1The work was supported by the Russian Foundation for Basic Research, grant 16-01-00259.
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The problem minx∈E f(x) is called well posed, if every sequence {xk} ⊂
E such that limk→∞ f(xk) = infx∈E f(x) converges to the solution of this
problem.

Theorem 1 [10]. Let the quasiball M in a Banach space E be parabolic
and boundedly uniformly convex. Let the set A ⊂ E be closed and weakly
convex w.r.t. the quasiball M . Let the set C ⊂ E be strongly convex w.r.t.
the quasiball −rM , where 0 < r < 1. Let 0 < %M(C,A) < 1 − r. Then the
problem mina∈A, c∈C µM(c− a) is well posed.

A set A is called M -quasibounded, if for any point x ∈ E \ A we have
%M(x,A) > 0 and for any R > 0 the inequality

sup
a∈∂A∩BR(0)

sup
z∈N1

M (a,A)

‖z‖ < +∞

holds.
Theorem 2 [10]. Let the quasiball M in a Banach space E be parabolic

and boundedly uniformly convex. Let the set A ⊂ E be M -quasibounded and
weakly convex w.r.t. M . Let the set C ⊂ E be strongly convex w.r.t. the
quasiball −rM , where r ∈ (0, 1) and int C 6= ∅. Let %M(C,A) < 1 − r,
A
⋂

int C = ∅. Then the problem mina∈A, c∈C µM(c− a) is well posed.

The quasiball M ⊂ E is called boundedly uniformly smooth, if

limt→+0
βM (t,R)

t = 0 ∀R > σM , where σM is such that BσM (0) ⊂ M
and for any t ≥ 0 and R > σM

βM(t, R) = sup

{
µM(x+ ty) + µM(x− ty)

2
− 1 : x ∈ ∂M ∩BR, y ∈ B1

}
.

Theorem 3 [12]. Let E be a Banach space and the quasiball M ⊂ E be
parabolic and boundedly uniformly convex. Let 0 < r < R, the sets A,C ⊂ E
be closed, A be weakly convex with respect to the set RM , C be strongly convex
with respect to the set (−rM), A + R int M 6= E. Let at least one of the
following statements hold

1) %M(C,A) > 0 or
2) int C 6= ∅, A∩ int C = ∅ and the quasiball M is boundedly uniformly

smooth, the set A is M -quasibounded.
Then there exist a, c ∈ E such that int C ⊂ c− int rM ⊂ a− int RM ⊂

E \ A.
The Fr�echet normal cone to the set A at x ∈ A is NF (x,A) = {ξ ∈

E∗| ∀γ > 0 ∃δ > 0 : 〈ξ, a − x〉 ≤ γ ‖a − x‖, ∀a ∈ Bδ(x)
⋂
A}. The

support function of the set M ⊂ E is s(p,M) = sup
x∈M
〈p, x〉, p ∈ E∗.
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Given a functional p ∈ E∗, if p ∈ b(M)\{0} we de�ne J∗M(p) = {x ∈ E :
〈p, x〉 = (p,M)µM(x), s(p,M) = µM(x)}, otherwise we put J∗M(p) = {0}.

The proximal M -normal cone to the set A at a point a ∈ ∂A is
NP
M(a,A) = {p ∈ b(M)| ∃z ∈ J∗M(p), ∃t > 0 : a ∈ PM(a+ tz, A)}.
The Mordukhovich limiting cone is

NL
M(x,A) = w∗−seq lim sup

y→x
NP
M(y, A) =

= {w∗ − lim
n→∞

x∗n : x∗n ∈ NP
M(xn, A), xn ∈ A, xn → x, n→∞},

where w∗ − lim means the limit with respect to weak* topology.
Theorem 4 [13]. Let E be a re�exive Banach space. Let the quasiball M

be boundedly uniformly smooth, boundedly uniformly convex and parabolic.
Let the set A ⊂ E be M -quasibounded and weakly convex w.r.t. M . Then
NF (x,A) = NP

M(x,A) = NL
M(x,A), ∀x ∈ A.

The results were obtained under the supervision of professor G.E. Ivanov.

REFERENCES
1. H. Federer Curvature measures // Trans. Amer. Math. Soc. 1959. Vol. 93. P. 418�

491.
2. F. H. Clarke , R. J. Stern, P. R. Wolenski Proximal Smoothness and Lower�C2

Property // J. Convex Analisys. 1995. Vol. 2, � 1,2. P. 117�144.
3. R. A. Poliquin, R. T. Rockafellar Prox-regular functions in variational analysis //

Trans. Amer. Math. Soc. 1996. Vol. 348. P. 1805�1838.
4. F. Bernard, L. Thibault, N. Zlateva Characterizations of prox-regular sets in

uniformly convex Banach spaces // J. Convex Analysis. 2006. Vol. 13. P. 525�559.
5. J.-P. Vial Strong and weak convexity of sets and functions // Math. Ops. Res.

1983. Vol. 8, � 2. P. 231�259.
6. L. Thibault Sweeping process with regular and nonregular sets // J. Di�erential

Equations. 2003. Vol. 193. P. 1�26.
7. M. V. Balashov About the Gradient Projection Algorithm for a Strongly Convex

Function and a Proximally Smooth Set // J. Convex Analysis. 2017. Vol. 24, � 2. P. 493�
500.

8. G. E. Ivanov Weakly Convex Sets and Their Properties // Mathematical Notes.
2006. Vol. 79, � 1. P. 55�78.

9. M. V. Balashov, G. E. Ivanov Properties of the metric projection on weakly Vial-
convex sets and parametrization of set-valued mappings with weakly convex images //
Mathematical Notes. 2006. Vol. 80, � 3. P. 461�467.

10. G. E. Ivanov, M. S. Lopushanski Well-Posedness of Approximation and
Optimization Problems for Weakly Convex Sets and Functions // J. Mathematical
Sciences. 2015. Vol. 209, � 1. P. 66�87.

11. G. E. Ivanov Continuity and selections of the intersection operator applied to
nonconvex sets // J. Convex Analysis. 2015. Vol. 22, � 4. P. 932�962.

12. G. E. Ivanov, M. S. Lopushanski Separation theorems for nonconvex sets in spaces
with non-symmetric seminorm // J. Math. Ineq. and Applications. 2017. Vol. 20, � 3.
P. 737�754.

184



13. M. S. Lopushanski Normal Regularity of Weakly Convex Sets in Asymmetric
Normed Spaces // J. of Convex Analysis. 2018. Vol. 25, � 3. P. n.a.

ÓÄÊ 519.63+523.68

ÝÔÔÅÊÒ ÊÎËËÈÌÀÖÈÈ ÏÐÈ ÏÎËÅÒÅ ÄÂÓÕ ÒÅË
ÄÐÓÃ ÇÀ ÄÐÓÃÎÌ

Â. Ò. Ëóêàøåíêî, Ô. À. Ìàêñèìîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
lukashenko-vt@yandex.ru, f_a_maximov@mail.ru

Îäíèì èç ìåõàíèçìîâ ðàçðóøåíèÿ ìåòåîðíîãî òåëà â àòìîñôåðå ÿâëÿ-
åòñÿ åãî ðàñïàä íà îòäåëüíûå òåëà ìåíüøåãî ðàçìåðà � ôðàãìåíòû èëè
îñêîëêè. Äàííûå îñêîëêè çàòåì ïðîäîëæàþò ñâîå äâèæåíèå êàê ãðóï-
ïà òåë. Ïðè ýòîì ÷àñòü îñêîëêîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàñïîëîæåíà ïîçàäè
ëèäèðóþùèõ òåë â îáëàñòè ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ. Òàêèå îñêîëêè áó-
äóò èìåòü ìåíüøåå àýðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, à çíà÷èò ìåäëåí-
íåå òîðìîçèòüñÿ. Â äèíàìèêå ýòî ïðèâîäèò ê ýôôåêòó êîëëèìàöèè [1] �
îòñòàþùèå òåëà íà÷èíàþò âîâëåêàòüñÿ â ñëåä ëèäèðóþùèõ, ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñîóäàðåíèþ òåë.

Â ðàáîòå [2] ïðåäñòàâëåí ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ íà ñèñòåìå ñåòîê, ïîç-
âîëÿþùèé ðàñ÷èòûâàòü îáòåêàíèå ðàçëè÷íûõ òåë â äîñòàòî÷íî ïðîèç-
âîëüíûõ êîíôèãóðàöèÿõ. Â [3] ïðåäñòàâëåííà àäàïòàöèÿ ýòîãî ìåòîäà
äëÿ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è, êîãäà àýðîäèíàìè÷åñêàÿ è áàëëèñòè-
÷åñêàÿ çàäà÷è ðåøàþòñÿ ïàðàëëåëüíî. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåëà äâèãàþòñÿ
êàê ãðóïïà âäîëü çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ ñ íåêîòîðîé ïðåîáëàäàþùåé
ñêîðîñòüþ. Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ðåøàåòñÿ çàäà÷à îáòåêàíèÿ òåë
ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ. Èç ïîëó÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ íàõî-
äÿòñÿ àýðîäèíàìè÷åñêèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êàæäîå îòäåëüíîå òåëî
â êîíôèãóðàöèè, è çàòåì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ðåøåíèþ áàëëèñòè÷å-
ñêîé çàäà÷è � òåëà ñäâèãàþòñÿ èñõîäÿ èç äåéñòâóþùèõ íà íèõ ñèë è
âîçìîæíîãî íåáîëüøîãî îòêëîíåíèÿ èõ ñîáñòâåííûõ ñêîðîñòåé îò ñêîðî-
ñòè ïðåîáëàäàþùåãî äâèæåíèÿ.

Ìåòîä [3] îêàçàëîñü âîçìîæíî äîïîëíèòü àëãîðèòìîì äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñîóäàðåíèé ìåæäó òåëàìè. Åñëè èìåþòñÿ äâà êðóãîâûõ öèëèíäðà
ñ öåíòðàìè (x1, y1), (x2, y2) è ðàäèóñàìè R1, R2, òî ñîóäàðåíèå ìåæäó
íèìè áóäåò ïðîèñõîäèò ïðè√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 < R1 +R2 + C,

ãäå êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç ðàçìåðà ñåòîê [2], ïîñòðîåííûõ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ âáëèçè òåë, à òàêæå ìàêñèìàëüíîãî ðàñ÷åò-
íîãî øàãà ïî âðåìåíè ∆t.
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Ôîðìóëû äëÿ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé âäîëü íàïðàâëåíèÿ ñîóäàðåíèÿ
òåë ~l = (x2 − x1, y2 − y1) ïðè ýòîì çàïèøóòñÿ òàê:

∆V1 =
(n+ 1)m2 (V2 − V1)

m1 +m2
,

∆V2 =
(n+ 1)m1 (V1 − V2)

m1 +m2
,

ãäå m1, m2 � ñîîòâåòñòâåííî ìàññà ïåðâîãî è âòîðîãî òåë; V1, V2 � ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè ñêîðîñòåé òåë íà íàïðàâëåíèå ~l; ïàðàìåòð n
îòâå÷àåò çà ñîõðàíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà. Ïðè n = 1 ïðîèñ-
õîäèò àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïîë-
íîñòüþ), ïðè n = 0 ïðîèñõîäèò àáñîëþòíî íåóïðóãèé óäàð áåç ñëèïàíèÿ
òåë (îñðåäíåíèå ñêîðîñòåé òåë âäîëü íàïðàâëåíèÿ ñîóäàðåíèÿ ñ ïîòåðåé
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè).

Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ïîäõîäà áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äèíàìèêå ñè-
ñòåìû èç äâóõ îäèíàêîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë, ðàñïîëîæåííûõ äðóã çà
äðóãîì âäîëü ëèíèè íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Ïîçàäè ðàñïîëîæåííîå òåëî
áóäåò èñïûòûâàòü ìåíüøåå ñîïðîòèâëåíèå, â ðåçóëüòàòå ýôôåêòà êîë-
ëèìàöèè îíî äîëæíî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñòîëêíóòüñÿ ñ âïåðåäè ëå-
òÿùåì òåëîì. Â ñëó÷àå àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà òåëà ïðîñòî îáìåíÿ-
þòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé è îòëåòÿò äðóã îò äðóãà. Îäíàêî âïåðåäè
ëåòÿùåå òåëî áóäåò ñèëüíåå òîðìîçèòüñÿ ïîòîêîì, à ïîçàäè ëåòÿùåå òåëî
ïî-ïðåæíåìó � ñëàáåå, çíà÷èò ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ òåëà äîëæíû áó-
äóò âíîâü ñòîëêíóòüñÿ. Â ðåçóëüòàòå äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ ñâîåîáðàçíûé
¾ìàÿòíèê¿. Â ñëó÷àå æå àáñîëþòíîãî íåóïðóãîãî óäàðà òåëà äîëæíû
îñòàâàòüñÿ ðÿäîì ñ äðóã äðóãîì, ïðîäîëæàÿ ïîëåò ñîâìåñòíî.

Ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò äàííîå ïðåäïîëîæåíèå, îäíàêî îáíàðóæèâà-
åòñÿ ðÿä îñîáåííîñòåé (ðèñ. 1 è 2). Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè àáñîëþòíî
óïðóãîãî óäàðà õàðàêòåð íàáëþäàåìûõ êîëåáàíèé áóäåò ñèëüíî çàâèñèòü
îò íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òåëàìè (ðèñ. 1). Ïðè ðàññòîÿíèè ìåæäó
öåíòðàìè òåë â 8 ðàäèóñîâ íàáëþäàëîñü ïîñëåäîâàòåëüíîå çàòóõàíèå è
ðîñò àìïëèòóäû ðàçëåòà òåë. Åñëè òåëà áûëè ðàñïîëîæåíû áëèæå äðóã ê
äðóãó, òî àìïëèòóäà ðàçëåòà òåë ïîñòåïåííî âîçðàñòàëà, íåñìîòðÿ íà îá-
ùåå òîðìîæåíèå ñèñòåìû. Åñëè æå òåëà íàõîäèëèñü çíà÷èòåëüíî äàëüøå
äðóã îò äðóãà, òî êîëåáàíèÿ èìåëè òåíäåíöèþ çàòóõàòü ñî âðåìåíåì. Ïðè
àáñîëþòíî íåóïðóãîì óäàðå òåëà â òå÷åíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè ëåòå-
ëè ñîâìåñòíî (ðèñ. 2), îäíàêî äàííîå ðàñïîëîæåíèå òåë îêàçàëîñü êðàéíå
íåóñòîé÷èâûì. Èç-çà ìàëûõ âîçìóùåíèé â ðàñ÷åòàõ ïîçàäè ëåòÿùåå òåëî
áûëî ñî âðåìåíåì ñíåñåíî â áîê ïî ïîòîêó.
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Ðèñ. 1. Äèíàìèêà òåë ïðè àáñîëþòíî óïðóãîì óäàðå

Ðèñ. 2. Äèíàìèêà òåë ïðè àáñîëþòíî íåóïðóãîì óäàðå
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ÓÄÊ 517.5

ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈß ÄÂÎÈ×ÍÛÌÈ ÁÀÇÈÑÍÛÌÈ
ÑÏËÀÉÍÀÌÈ1

Ñ. Ô. Ëóêîìñêèé (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
LukomskiiSF@info.sgu.ru

Ïóñòü If(x) =
x�
0

f(t) dt � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, Wn(x) � ôóíê-

öèè Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ϕ(x) = (22I)(23I)2W23−1(x), x ∈ [0, 1]

è íàçîâåì åå äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì 3-é ñòåïåíè. Âíå îòðåçêà [0, 1]
ïîëàãàåì ϕ(x) = 0. ßñíî, ÷òî ϕ(x) åñòü ìíîãî÷ëåí 3-é ñòåïåíè íà êàæ-
äîì îòðåçêå

[
k
23 ,

k+1
23

]
⊂ [0, 1] è ϕ(x) èìååò íåïðåðûâíóþ 2-þ ïðîèçâîä-

íóþ. Êëàññè÷åñêèé áàçèñíûé ñïëàéí îáû÷íî ñòðîèòñÿ ÷åðåç ðàçäåëåííûå
ðàçíîñòè [1�2]. B-ñïëàéíû íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå áûëè îïðåäåëåíû â òåð-
ìèíàõ ñâåðòîê è ïîäðîáíî èçó÷åíû Ñòðåìáåðãîì, Áàòòëîì è Ëåìàðüå
â [3�5].

Äâîè÷íûé èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí íà R

Ïóñòü f(x) êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (−∞,+∞), è ñîâïàäàþùàÿ ñ ìíîãî-
÷ëåíîì 3-é ñòåïåíè íà êàæäîì îòðåçêå

[
k
8 ,

k+1
8

]
, k ∈ Z.

Òåîðåìà 1. Êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííàÿ ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå
ðÿäà

f(x) =
∑
k∈Z

akϕ(x+ k).

Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ.
Øàã-2. Ïîëàãàåì S−2(x) = f ′′(0)m−2ϕ

(
x+ 7

23

)
, ãäå m−2 âûáðàíî òàê,

÷òîáû
(
m−2ϕ

(
x+ 7

23

))′′
x=0

= 1.

Øàã-1. Ïîëàãàåì S−1(x) = S−2(x)+(f ′(0)−S ′−2(0))m−1ϕ
(
x+ 6

23

)
, ãäå

m−1 âûáðàíî òàê, ÷òîáû
(
m−1ϕ

(
x+ 6

23

))′
x=0

= 1.

Øàã 0. Ïîëàãàåì S0(x) = S−1(x) + (f(0)− S−1(0))ϕ
(
x+ 4

23

)
.

Øàã k (k > 0). Ïîëàãàåì

Sk(x) = Sk−1(x)+

(
f

(
k

23

)
− Sk−1

(
k

23

))
mkϕ

(
x− k − 1

23

)
, mk = 2−5.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-0152).
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ f(x) íà [0,+∞).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì îñòàëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ f â âèäå
ðÿäà.

Äâîè÷íûé èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí íà îòðåçêå

Ðàññìîòðèì âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà 3-é ñòåïåíè íà îòðåçêå [0, 1]
ñ ïîìîùüþ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà îò-
ðåçêå [0, 1]. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψ(x) = ϕ

(
n
8x
)
, n ∈ N. ßñíî, ÷òî

suppψ =
[
0, 8

n

]
. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèè ψ

(
x− k

n

)
, ïîñòðîèì ñïëàéí 3-

é ñòåïåíè äåôåêòà 2, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ f(x) â òî÷êàõ x =
= k

n (k = 0, 1, . . . , n). Òðåáóåìûé ñïëàéí ñòðîèì ðåêóðñèâíî. Ïîëó-

÷àåì S−2(x) := m2
n2

2 ψ
(
x+ 7

n

)
, m2 ∈ K. Î÷åâèäíî, S ′′−2(0) = m2.

S−1(x) := S−2(x) − 2
nψ
(
x+ 6

n

) (
m1 − S ′−2

(
0
n

))
. Î÷åâèäíî, ÷òî S ′−1(0) =

= m1, S
′′
−1(0) = m2,

S0(x) := S−1(x) + ψ

(
x+

4

n

)(
f

(
0

n

)
− S−1

(
0

n

))
⇒ S0(0) = f(0).

Ïðè k > 0 Sk(x) := Sk−1(x) +
ψ(x−k−1

n )
ψ( 1

n)

(
f
(
k
n

)
− Sk−1

(
k
n

))
⇒ Sk

(
k
n

)
=

= f
(
k
n

)
.

Ïîñëå n-ãî øàãà ïîëó÷àåì èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí Sn 3-é ñòåïåíè
äåôåêòà 2. Îí çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ m2 è m1. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì
íå òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x) èìååò íà [0, 1] íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ. Ïàðàìåòðû m2 è m1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

1) |f ′′(x)− S ′′n(x)| ≤ 5ω(h, f ′′);
2) |f ′(x)− S ′n(x)| ≤ 5hω(h, f ′′);
3) |f(x)− Sn(x)| ≤ 5

8h
2ω(h, f ′′), h = 1

n.
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ÓÄÊ 517.521

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÓÑÎ×ÍÎ ÃËÀÄÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÐßÄÀÌÈ ÔÓÐÜÅ1

Ì. Ã. Ìàãîìåä-Êàñóìîâ (Âëàäèêàâêàç, Ðîññèÿ)
rasuldev@gmail.com

×åðåçW r
p ([a, b]) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ñîñòîÿùåå èç r−1

ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a, b] ôóíêöèé f(x), äëÿ êîòî-
ðûõ f (r−1)(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [a, b], à f (r)(x) ∈ Lp([a, b]), ãäå
Lp([a, b]) � ýòî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ èíòåãðèðóåìîé p-é ñòåïåíüþ è

íîðìîé ‖f‖p = (
� b
a |f(x)|pdx)1/p. Ñèìâîëîì W̃ r

p ([a, b]) áóäåì îáîçíà÷àòü
ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f(x) ∈ W r

p ([a, b]), êîòîðûå ìîæíî ïåðèîäè÷å-
ñêè ïðîäîëæèòü íà âñþ îñü ñ ñîõðàíåíèåì ãëàäêîñòè. Íàïîìíèì òàêæå,
÷òî åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
|f(x)− f(y)| ≤M |x− y|α, x, y ∈ [a, b], òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò
íà ýòîì îòðåçêå óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîêàçàòåëåì α è êîýôôèöèåíòîìM ,
è ïèøóò f ∈ LipM α èëè f ∈ Lipα, åñëè êîýôôèöèåíòM íå ñóùåñòâåíåí.
Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé Lip 1 ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé,
ò.å. Lip 1 = W 1

∞.
Êàê èçâåñòíî, åñëè ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Lip 1, òî ïî òåî-

ðåìå Äæåêñîíà è íåðàâåíñòâó Ëåáåãà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:
|Rn(f, x)| = |Sn(f, x)− f(x)| ≤ cEn(f) lnn ≤ c lnn

n .
À. Í. Êîëìîãîðîâ [1] ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ îñòàòêà

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ Lip1 1:

sup
‖f ′‖∞≤1,
x∈[0,2π]

|Rn(f, x)| = 4

π2

lnn

n
+O(

1

n
).

Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ W̃ r
∞([0, 2π]), r ≥ 1, òî

sup
‖f(r)‖∞≤1,
x∈[0,2π]

|Rn(f, x)| = 4

π2

lnn

nr
+O(

1

nr
).

Óêàçàííûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû, êîãäà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò îïðåäå-
ë¼ííûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè îäèíàêîâî íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå
[0, 2π]. Íî åñëè ó ôóíêöèè èìåþòñÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îñîáåííîñòè â
âèäå ðàçðûâà èëè îòñóòñòâèÿ ïðîèçâîäíîé, òî ïðèâåä¼ííûå âûøå îöåíêè

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00486 à).
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ïåðåñòàþò áûòü òî÷íûìè (èëè ñòàíîâÿòñÿ âîâñå íå ïðèìåíèìûìè). Íà-
ïðèìåð, ó ôóíêöèè f(x) = |x−π| îòñóòñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x = π,
ïîýòîìó åñëè ðàññìàòðèâàòü å¼ íà âñåì îòðåçêå, òî ìû ìîæåì óòâåð-

æäàòü ëèøü, ÷òî f ∈ W̃ 1
∞([0, 2π]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðèâåä¼ííîé

âûøå îöåíêå îñòàòîê ðÿäà Ôóðüå äàííîé ôóíêöèè áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê
íóëþ ñî ñêîðîñòüþ lnn/n. Â òî æå âðåìÿ ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïîêà-
çàòü, ÷òî supx∈[0,2π] |Rn(f, x)| ≤ c/n. Êðîìå òîãî, åñëè èñêëþ÷èòü òî÷êè,
â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ê
ôóíêöèè f(x) = |x− π| óâåëè÷èâàåòñÿ íà ïîðÿäîê: |Rn(f, x)| ≤ c(x)/n2,
x ∈ (0, 2π)\{π}. Îêàçûâàåòñÿ, ïîäîáíàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ äëÿ öåëîãî
êëàññà òàê íàçûâàåìûõ êóñî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëó÷åíèåì òî÷íûõ îöåíîê
ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ êóñî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.

Ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 2π] Ω = {0 =
= θ0 < θ1 < . . . < θs = 2π}. Ñèìâîëîì ΩW

r
p îáîçíà÷èì ïðîñòðàí-

ñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå íà êàæäîì îòðåçêå [θi, θi+1]
ìîæíî ïðåâðàòèòü â ôóíêöèè èç W r

p ([θi, θi+1]) ïóòåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ
èõ çíà÷åíèé íà êîíöàõ ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà. Îòìåòèì, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî ΩW

r
p ñîäåðæèò è ðàçðûâíûå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) = sign sinx ∈ ΩW
r
p ïðè Ω = {0, π, 2π} è ëþáûõ r, p ≥ 0. Íàñ òàê-

æå áóäóò èíòåðåñîâàòü ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà ΩW
r
p , ñîñòîÿùèå

èç ôóíêöèé f(x) ∈ W̃ q
∞([0, 2π]), òàêèõ ÷òî f (q)(x) ∈ ΩW

r
p .

Ëîêàëüíûå àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì
Ôóðüå Sn(f, x) è ñðåäíèõ Âàëëå Ïóññåíà V n

m(f, x) = 1
m

∑m−1
k=0 Sn+k(f, x)

ïî íèì äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà ΩW
r
p èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [2,

3]. Â íèõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóììû Ôóðüå è ñðåäíèå Âàëëå Ïóññåíà
âäàëè îò òî÷åê ðàçáèåíèÿ Ω ïðèáëèæàþò óêàçàííûå ôóíêöèè ñî ñêî-
ðîñòüþ 1

n è 1
nm ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèâåä¼ííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷-

øàåìûìè ïî ïîðÿäêó, åñëè ðàññìàòðèâàòü âñå ïðîñòðàíñòâî ΩW
r
p , êî-

òîðîå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñîäåðæèò è ðàçðûâíûå ôóíêöèè. Âîçíèêà-
åò âïîëíå åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, íåëüçÿ ëè óòî÷íèòü óïîìÿíóòûå
îöåíêè, åñëè ñóçèòü ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷èâøèñü, ê
ïðèìåðó, òîëüêî íåïðåðûâíûìè èëè äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè
èç ΩW

r
p . Îñíîâíàÿ çàäà÷à ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè îöåíîê ñêî-

ðîñòè ïðèáëèæåíèÿ ñóììàìè Ôóðüå ôóíêöèé f(x) ∈ W̃ q
∞([0, 2π]), òàêèõ

÷òî f (q)(x) ∈ ΩW
r
p . Êðîìå òîãî, íàì óäàëîñü óñèëèòü íåêîòîðûå îöåíêè,

ïîëó÷åííûå â [2, 3] äëÿ ôóíêöèé èç ΩW
r
p .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ. Â ôîðìóëè-
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ðîâêàõ òåîðåì ñèìâîëîìD = D(Ω) îáîçíà÷åí îòðåçîê [0, 2π], èç êîòîðîãî

èñêëþ÷åíû òî÷êè ðàçáèåíèÿ Ω: D = D(Ω) =
s⋃
j=1

(θj−1, θj).

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ ΩW
1
∞, òî äëÿ x ∈ D èìååò ìåñòî îöåíêà

|Rn(f, x)| ≤ 4‖f ′‖∞
π2

lnn

n
+
(
c‖f ′‖∞ +

s∑
j=1

∣∣f(θj + 0)− f(θj − 0)
∣∣

| sin θj−x
2 |

) 1

πn
.

Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ ΩW
2
1 , òî äëÿ x ∈ D ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Rn(f, x)| ≤ 1

πn

[ s∑
j=1

|f(θj + 0)− f(θj − 0)|
| sin θj−x

2 |
+

+
s∑
j=1

|f ′(θj + 0)− f ′(θj − 0)|+ ‖f ′′‖1

]
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ W̃ q
1 ([0, 2π]), q ≥ 1. Òîãäà

1) åñëè f (q) ∈ ΩW
1
∞, òî äëÿ x ∈ D

|Rn(f, x)| ≤ 4‖f (q+1)‖∞
π2

lnn

nq+1
+

+

(
c‖f (q+1)‖∞ +

s∑
j=1

|f (q)(θj + 0)− f (q)(θj − 0)|
| sin θj−x

2 |

)
1

πnq+1
;

2) åñëè f (q) ∈ ΩW
1
∞, òî

sup
x∈[0,2π]

|Rn(f, x)| ≤ 1

πqnq

s∑
j=1

|f (q)(θj + 0)− f (q)(θj − 0)|+

+
1

πnq+1

(
4‖f (q+1)‖∞

π
lnn+ c

)
;

3) åñëè f (q) ∈ ΩW
1
1 , òî äëÿ x ∈ D

|Rn(f, x)| ≤ ‖f
(q+1)‖1

πqnq
+

1

nq+1

s∑
j=1

|f (q)(θj + 0)− f (q)(θj − 0)|
| sin θj−x

2 |
;

4) åñëè f (q) ∈ ΩW
1
1 , òî

sup
x∈[0,2π]

|Rn(f, x)| ≤ 1

πqnq

(
‖f (q+1)‖1 +

s∑
j=1

|f (q)(θj + 0)− f (q)(θj − 0)|
)
.
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Î ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÌ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ
ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÎÃÎ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß,

ÇÀÄÀÍÍÎÃÎ ÄÂÓÌß ÑÅÃÌÅÍÒÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ
À. Â. Ìàêàðîâ, Ñ. È. Äóäîâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
Alexander-Makarov93@yandex.ru, DudovSI@info.sgu.ru

Ïóñòü F (t) = [f1(t), f2(t)] , G(t) = [g1(t), g2(t)] � ñåãìåíòíûå ôóíê-
öèè, çàäàííûå íà îòðåçêå [c, d] íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè fi(t) è gi(t),
ïðè÷¼ì f1(t) ≤ f2(t), g1(t) ≤ g2(t) ïðè t ∈ [c, d]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Pn(A, t) =
n∑
i=0

aiϕi(t) � îáîáùåííûé ïîëèíîì ïî íåêîòîðîé ÷åáûøåâñêîé

íà îòðåçêå [c, d] ñèñòåìå ôóíêöèé {ϕi(t)}i=0,n ñ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ

A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïî ðàâíîìåðíîìó ïðèáëèæåíèþ ìíî-
ãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ(t) = F (t) × G(t) ïîëèíîìèàëüíîé âåêòîð-
ôóíêöèåé Πn(A1, A2, t) = (Pn(A1, t), Pn(A2, t)):

ρ(A1, A2) ≡ max
t∈[c,d]

{ρF (F (t), Pn(A1, t)) + ρG(G(t), Pn(A2, t))} →

→ min
A1∈Rn+1,A2∈Rn+1

, (1)

ãäå

ρF (F (t), Pn(A1, t)) = max {Pn(A1, t)− f1(t), f2(t)− Pn(A1, t)} ,
ρG(G(t), Pn(A2, t)) = max {Pn(A2, t)− g1(t), g2(t)− Pn(A2, t)} .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
íà R2n+2. Ïîýòîìó ïðè å¼ èññëåäîâàíèè, íàðÿäó ñ ìåòîäàìè òåîðèè ïî-
ëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé [1], ìîãóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ
ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íèæå óêà-
æåì íà âîçìîæíûé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Äëÿ ýòîãî
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åù¼ äâå çàäà÷è:

ρ1(C) ≡ max
t∈[c,d]

max {Pn(C, t)− f1(t)− g1(t), f2(t) + g2(t)− Pn(C, t)} →
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→ min
C∈Rn+1

, (2)

ρ2(D) ≡ max
t∈[c,d]

max {Pn(D, t)− f1(t) + g2(t), f2(t)− g1(t)− Pn(D, t)} →

→ min
D∈Rn+1

, (3)

ãäå C è D � âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðà (A1
∗, A2

∗) áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà
ôóíêöèè ρ(A1, A2) íà R

2n+2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:
1) â ñëó÷àå ρ1(A1

∗ + A2
∗) > ρ2(A1

∗ − A2
∗) âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ

C∗ = A1
∗ + A2

∗ áûë áû îäíèì èç ðåøåíèé çàäà÷è (2);
2) â ñëó÷àå ρ1(A1

∗ + A2
∗) < ρ2(A1

∗ − A2
∗) âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ

D∗ = A1
∗ − A2

∗ áûë áû îäíèì èç ðåøåíèé çàäà÷è (3);
3) â ñëó÷àå ρ1(A1

∗ +A2
∗) = ρ2(A1

∗ −A2
∗) õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ

C∗ = A1
∗ + A2

∗ è D∗ = A1
∗ − A2

∗ áûë áû îäíèì èç ðåøåíèé çàäà÷ (2)
èëè (3) ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæåí ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1).
Ñíà÷àëà ñëåäóåò ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è (2) è (3). Åñëè C∗ è D∗

ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà ôóíêöèé ρ1(C) è ρ2(D) ñîîòâåòñòâåííî, òî,
êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû, ïàðà ((C∗+D∗)/2, (C∗−D∗)/2) ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç ðåøåíèé çàäà÷è (1). Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à âèäà (2), (3) èññëåäîâàëàñü
â [2] äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Êðîìå òîãî, ïðè çàìåíå â
ïîñòàâíîâêå çàäà÷è (1) îòðåçêà [c, d] íà äèñêðåòíóþ ñåòêó {ti}i=1,m çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � íåãîìåîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâåííûå îòîáðà-
æåíèÿ, çàäàííûå íà ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D ⊂ Rn, n ≥ 3, íàçûâàåìûå
äàëåå îòîáðàæåíèÿìè ñ s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé.

Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ Rn, n ≥ 3, îòîáðàæåíèå f : D → Rn îòêðû-
òîå, íåïðåðûâíîå, èçîëèðîâàííîå, f ∈ W 1

n,loc(D). ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ
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J(x, f) 6= 0 è ñîõðàíÿåò çíàê ïî÷òè âñþäó â D (äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçü-
ìåì J(x, f) > 0), s > (n− 1)−1.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, åñëè 1) f ∈ W 1

n,loc(D); 2) ñóùåñòâóåò ïîñòî-
ÿííàÿ KO,s ≥ 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

KO,s(f) =

�
D

Ks
O(x, f) dσx

1/s

≤ KO,s,

çäåñü KO,s(x, f) = Ln(x, f)|J(x, f)|−1 � âíåøíÿÿ äèëàòàöèÿ îòîáðàæå-
íèÿ f â òî÷êå x, L(x, f) = |f ′(x)| = max

|h|=1
|f ′(x)h|, dσx = dx/(1 + |x|2)n

[1, 5].

Ïóñòü äàëåå G ⊂ Rn îòêðûòî è E � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùååñÿ â G.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ñåìåéñòâà Γ ⊂ G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M1(Γ) = inf mn−1S,

ãäå mn−1S � (n − 1)-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà C∞-ìíîãîîáðàçèÿ S = ∂U ,
ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàíèöåé îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåð-
æàùåãî E è ñîäåðæàùåãîñÿ âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì U â G, à
òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì S. Ýòî óòâåðæäåíèå
÷àñòíûé ñëó÷àé ëåììû 6 èç [2].

Ïóñòü D ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è E � êîíòèíóóì E ⊂ D,
Γ � ñåìåéñòâî êðèâûõ γ ∈ D è ñîåäèíÿþùèõ E ñ ∂D. Òîãäà ïðè n−1 <
< β ≤ n, èìååò ìåñòî îöåíêà ñíèçó

Mn−1
β (Γ) ≥ c

d(E)β

|D|1−n+β
,

ãäå d(E)
def
= diam (E) � äèàìåòð E, à C � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ

òîëüêî îò n è β.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî íåðàâåíñòâà èñïîëüçóåì

ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííîãî â [1] â åìêîñòíîé òåõíèêå.
Åñëè d = 0, òî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðà òî÷åê ìíîæåñòâà E, íà êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ âåëè÷è-
íà d, ëåæèò íà n-îé êîîðäèíàòíîé îñè xn è îäíà èç òî÷åê ñîâïàäàåò ñ
íà÷àëîì êîîðäèíàò. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 0 < t < d îáîçíà÷èì ÷åðåç Πt

ãèïåðïëîñêîñòü xn = t.
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Â ïîäïðîñòðàíñòâå xn = 0 ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ (n − 2)-ìåðíóþ
ñôåðó Sn−2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ôèêñèðóÿ ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó z ∈ E∩Πt, äëÿ âñÿêîãî y ∈ Sn−2 ÷åðåç R(y) îáîçíà÷èì âåðõíþþ ãðàíü
÷èñåë r0 òàêèõ, ÷òî z+ry ∈ G ïðè 0 ≤ r < r0. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
ϕ ∈ W∞

0 (E,G) âûïîëíåíî

R(y)�

0

|∆ϕ(z + ry)| dr ≥ ϕ(z)− ϕ(z +R(y)y) = 1.

Îöåíèâàÿ çäåñü ëåâóþ ÷àñòü ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà, èìååì

1 ≤
(

β − 1

β + 1− n

)β−1

[R(y)]β+1−n

R(y)�

0

|∆ϕ(z + ry)|βrn−2 dr.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà
(

β−1
β+1−n

)1−β
[R(y)]n−β−1 è èíòå-

ãðèðóÿ çàòåì ïî y ∈ Sn−2, ïîëó÷èì(
β − 1

β + 1− n

)1−β �

Sn−2

[R(y)]n−β−1 dσy ≤

≤
�

Sn−2

dσy

R(y)�

0

|∆ϕ(z + ry)|βrn−2 dr ≤
�

Πt

|∆ϕ|β dσz.

Äëÿ îöåíêè ñíèçó èíòåãðàëà ñëåâà âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ãåëüäå-
ðà. Îáîçíà÷èì (n− 2)-ìåðíóþ ìåðó ñôåðó Sn−2 ÷åðåç ωn−2, ïîëó÷àåì

ωβn−2 =

 �

Sn−2

dσy

β �

Sn−2

|∆ϕ(z + ry)|n−β−1 dσy

n−1

×

×

 �

Sn−2

[R(y)]n−1 dσy

β+1−n

≤

≤ [(n− 1)mn−1(G ∩ Πt)]
β+1−n

 �

Sn−2

[R(y)]n−β−1 dσy

n−1

,
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ãäå mn−1P îçíà÷àåò (n− 1)-ìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà P . Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî âûøåïðèâåäåííîå íåðàâåíñòâî è ïîëàãàÿ f(t) = mn−1(G ∩ Πt),
áóäåì èìåòü

�

Πt

|∆ϕ|β dσy ≥
(

β − 1

β + 1− n

)1−β
(n− 1)

n−β−1
n−1 ω

β
n−1

n−2[f(t)]
n−β−1
n−1 .

Èíòåãðèðóÿ ïî t ∈ (0, d), îòñþäà èìååì

�

G

|∆ϕ|β dσx ≥
(

β − 1

β + 1− n

)1−β
(n− 1)

n−β−1
n−1 ω

β
n−1

n−2

d�

0

[f(t)]
n−β−1
n−1 dt.

×òîáû îöåíèòü èíòåãðàë ñïðàâà, îïÿòü èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà

dβ =

 d�

0

dt

β

≤

 d�

0

f(t) dt

β+1−n d�

0

[f(t)]
n−β−1
n−1 dt

n−1

≤

≤ (mG)β+1−n

 d�

0

[f(t)]
n−β−1
n−1 dt

n−1

.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì îöåíêó

�

G

|∆ϕ|β dσx ≥
(

β − 1

β + 1− n

)1−β
(n− 1)

n−β−1
n−1 ω

β
n−1

n−2

d
β
n−1

(mG)
β+1−n
n−1

.

Îòñþäà, ââèäó ïðîèçâîëà â âûáîðå ôóíêöèè ϕ ∈ W∞
0 (A), íóæíîå íàì

íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé åìêîñòè è ìîäóëÿ [3].
Ïðèâåäåì îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî. Äëÿ îòêðûòîãî îòîá-

ðàæåíèÿ ñ s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ñ êàæäîé òî÷êîé x0 ∈ D ñâÿ-
æåì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ψ(t) = mf(Bn(x0, t)), ãäå B

n(x0, t) =
= {x : |x − x0| ≤ t}, 0 < t < τ(x0, ∂D). Ýòà ôóíêöèÿ íå óáûâàåò è
ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ï.â. t ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ψ′(t). Òàêèìè æå ñâîé-
ñòâàìè îáëàäàåò, î÷åâèäíî, è ôóíêöèÿ Φs(t) = Φs(B

n(x0, t)), ãäå Φs(t) �
ñóáàääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, ó÷àñòâóþùàÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì îïðåäåëåíèè
îòîáðàæåíèÿ ñ s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé [1]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâå ëåììû.

Ëåììà 1. Åñëè f : D → Rn � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ D äëÿ

197



ï.â. t ∈ (0, t0), t0 = τ(x0, ∂D), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (ψ(t))s(n−1)

(ψ′(t))s(n−1)−1 ≤
≤ cts(n−1)Φ′s(t), ãäå ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò n è îò s.

Ëåììà 2. Åñëè f : D → Rn � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ D ïðè
âñåõ r < η, ãäå η = min{1, τ 2(x0, ∂D)} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

inf f(Bn(x0, r)) ≤ K ln−s(n−1)
(

1
r

)
, ãäå Bn(x0, r) = {x : |x − x0| ≤ r}, à

ïîñòîÿííàÿ K çàâèñèò òîëüêî îò n è îò s è âåëè÷èíû Φs(D).

Òåîðåìà 1. Åñëè ìíîæåñòâî G îãðàíè÷åíî, òî ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî Mβ(Γ) = (inf mn−1S)β

[m(G\E)]β−1 , ãäå m(G \ E) îçíà÷àåò n-ìåðíóþ ìåðó

Ëåáåãà ìíîæåñòâà G \ E.
Ïðè β = n ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçàíî â [5].

Òåîðåìà 2. Åñëè f : D → Rn � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 ∈ D è äëÿ
ïî÷òè âñåõ r < η, ãäå η = min{1, τ 2(x0, ∂D)} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
mf(Bn(x0, t)) ≤ K ln−s(n−1)

(
1
r

)
, ãäå Bn(x0, r) = {x : |x − x0| ≤ r}, à

ïîñòîÿííàÿ K çàâèñèò òîëüêî îò n è âåëè÷èíû Ψs(t).
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Lp-ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÄËß ÂÛÑÙÈÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÉ ÁËßØÊÅ1

Ò. Ñ. Ìàðäâèëêî (Ìèíñê, Áåëàðóñü)
mardvilko@mail.ru

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äëÿ êâàçèíîðìû (íîð-
ìû) äëÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ¿, 2016�2020 ãîäû.

198



Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà, Lp, 0 < p <∞, èçìåðè-
ìûõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T = {z : |z| = 1}
ñ êîíå÷íîé êâàçèíîðìîé (íîðìîé ïðè 1 < p <∞)

‖f‖Lp =

 1

2π

�

T

|f(z)|p|dz|

1/p

, 0 < p <∞.

Ïóñòü an = a1, a2, ..., an íàáîð èç n êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ â
åäèíè÷íîì êðóãå D = {z : |z| < 1}. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ
íóëÿìè â òî÷êàõ a1, a2, ..., an :

bn(z) =
n∏
k=1

z − ak
1− ākz

.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèå

λ(α) =
2α−1

√
π
·

Γ(α2 )

Γ(α2 + 1
2)
, α > 0,

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Â ðàáîòå [1] àâòîðîì áûëà íàéäåíà òî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ â âåðõíåé îöåí-

êå äëÿ s-îé ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå, s ∈ N \ {1}, â ïðîñòðàí-
ñòâå L1/s. À èìåííî äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1. Äëÿ n ∈ N è s ∈ N \ {1} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
an

‖b(s)
n ‖L1/s

= s!λs(1/s) · ns.

Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíû òàêæå îöåíêè ñíèçó äëÿ s-îé ïðîèçâîäíîé ïðî-
èçâåäåíèÿ Áëÿøêå, s ∈ N \ {1}, â ïðîñòðàíñòâå L1/s. À èìåííî äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Äëÿ n, s ∈ N, n ≥ s ≥ 2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

inf
an
‖b(s)

n ‖L1/s
>
πs−1(s− 1)((s− 2)!)s

23s−1(s! + 1)s · ss−1
· (n− (s− 1))s.

Çäåñü íàìè ïîëó÷åíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè ‖b(s)
n ‖Lp, s ∈ N, p ∈

∈ (0,∞) \ {1/s}. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òåîðåìàõ 3�7.

Òåîðåìà 3. Äëÿ n, s ∈ N è 1/s < p <∞ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
an

‖b(s)
n ‖Lp = +∞.
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Òåîðåìà 4. Äëÿ n, s ∈ N è 0 < p < 1/s èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
an

‖b(s)
n ‖Lp ≤ s!λs(1/s) · ns.

Òåîðåìà 5. Äëÿ n, s ∈ N è 0 < p < 1/s èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
an
‖b(s)

n ‖Lp = 0.

Òåîðåìà 6. Äëÿ n, s ∈ N, n ≥ s ≥ 2, è 1/s < p < ∞ èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

inf
an
‖b(s)

n ‖Lp >
πs−1(s− 1)((s− 2)!)s

23s−1(s! + 1)s · ss−1
· (n− (s− 1))s.

Äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé äëÿ èíôèìóìà ðàññìàòèðâàåìîé êâàçèíîð-
ìû ìîæíî âûïèñàòü òî÷íîå ðàâåíñòâî, à èìåííî

Òåîðåìà 7. Äëÿ n ∈ N è p > 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
an
‖b′n‖Lp = n.

Çàìå÷àíèå. Íåðàâåíñòà â òåîðåìàõ 4 è 6 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïî ïîðÿä-
êó, ò.å. îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëÿ ns. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðå
ôóíêöèè bn(z) = zn. Ïîñòîÿííàÿ s!λs(1/s) èç òåîðåìû 4 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé
ïðè s = 1 è ëþáîì 0 < p < 1/s. Óáåäèòüñÿ â ýòîì ìîæíî òàêæå íà ïðèìå-
ðå ôóíêöèè bn(z) = zn. Äëÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ íàéäåííàÿ ïîñòîÿííàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Äëÿ ïîñòîÿííîé èç òåîðåìû 6 ìû íå çíàåì òî÷íîãî
çíà÷åíèÿ äàæå äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ p = 1/s, s ≥ 2, ïðè êîòî-

ðîì ‖b(s)
n ‖Lp âåäåò ñåáÿ óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ïîëþñîâ ïðîèçâåäåíèÿ

Áëÿøêå è èìååò ïîðÿäîê ns.

Äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîéäíîé ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå èãðàþò ðîëü ýêñ-
òðåìàëüíûõ ôóíêöèé â íåðàâåíñòâàõ òèïà Áåðíøòåéíà äëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé [2�3]. Îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâ òèïà Áåðíøòåéíà äëÿ ðà-
öèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà âûñøèå ïðîèçâîäíûå çàíèìàëñÿ À. À. Ïåêàð-
ñêèé [4]. Óïîìÿíóòûå íåðàâåíñòâà òèïà Áåðíøòåéíà äëÿ ïðîèçâîäíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíûõ òåî-
ðåì ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè (ñì. [3�6]).
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ÀÔÔÈÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÔÓÍÊÖÈÉ ÒÈÏÀ ÓÎËØÀ
È ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÆÀÒÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ1

Â. À. Ìèðîíîâ, Ï. À. Òåðåõèí (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
v.a.mirono�@gmail.com, terekhinpa@mail.ru

Ïóñòü f(t), t ∈ R, � íå÷åòíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

Df := {f(nt)}∞n=1

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñæàòûõ ôóíêöèé. Àôôèííîé ñèñòåìîé ôóíêöèé
òèïà Óîëøà, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé f(2πt), íàçûâàåòñÿ

Wf := {f(πt)}
⋃{

f(2π2kt)
k−1∏
ν=0

rανν (t)

}
α∈A

,

ãäå α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A =
⋃∞
k=0{0, 1}k è rk(t), k = 0, 1, . . ., � ôóíêöèè

Ðàäåìàõåðà.

Ïîäñèñòåìà D
(2)
f := {f(2kt)}∞k=0 ñèñòåìû Df íà [0, π] ñîîòâåòñòâóåò

ïîäñèñòåìå ñèñòåìûWf íà [0, 1], íî ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèñòåìûDf

è Wf èìåþò ðàçëè÷íûå áàçèñíûå ñâîéñòâà. Òåì íå ìåíåå, â ñëåäóþùåì
÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f èìååò ñïåöèàëüíûé âèä

S(t) =
N∑
k=0

ck sin(2kt),

óñëîâèÿ áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2 ñèñòåì ñæàòûõ ôóíêöèé è àô-
ôèííûõ ñèñòåì Óîëøà ñîâïàäàþò. Â ñòàòüå Ìèòÿãèíà [1] ïîêàçàíî, ÷òî
êðèòåðèåì áàçèñíîñòè ïî Ðèññó ñèñòåìû DS ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íóëåé
ïîëèíîìà Ŝ(z) =

∑N
k=0 ckz

k â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå (|z| ≤ 1). Ýòî
óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå êðèòåðèåì áàçèñíîñòè ïî Ðèññó ñèñòåìû WS.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152).
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Òåîðåìà 1. Ñèñòåìû DS è WS îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ èëè íåò
áàçèñàìè Ðèññà.
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ÎÁ ÈÍÒÅÐÂÀËÅ ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÄËß ÎÄÍÎÃÎ
ÑËÀÁÎÃÎ ×ÅÁÛØÅÂÑÊÎÃÎ ÆÀÄÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ1

Ñ. Â. Ìèðîíîâ, Ñ. Ï. Ñèäîðîâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
sergei.v.mironov@gmail.com

Ïóñòü X åñòü Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖. Ïóñòü âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ E îïðåäåëåíà íà X. Çàäà÷à âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è

E(x)→ min
x∈X

. (1)

Âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå x∗ çàäà÷è (1) èìåëî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿ-
ëî ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ çàäàííîãî
ìíîæåñòâà (ñëîâàðÿ D â X). Äðóãèìè ñëîâàìè, x∗ äîëæåí áûòü ðàçðå-
æåííûì ïî îòíîøåíèþ ê ñëîâàðþ D â X.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ D ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ñëîâàðåì (ñì.,
íàïðèìåð, [1]), åñëè êàæäûé ýëåìåíò g ∈ D îãðàíè÷åí ïî íîðìå åäè-
íèöåé, ‖g‖ ≤ 1, è çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè D ñîâïàäàåò ñ X, ò.å.
spanD = X. Ñëîâàðü D íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè −g ∈ D äëÿ
âñÿêîãî g ∈ D. Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëîâàðü D ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì.

Íàñ èíòåðåñóåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1), êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè ïî îòíîøåíèþ ê ñëîâàðþ D.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00507).
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Îäíèì èç êëàññîâ êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷-
øèõm-÷ëåííûõ ïðèáëèæåíèé ÿâëÿåòñÿ êëàññ æàäíûõ àëãîðèòìîâ.Æàä-
íûå àëãîðèòìû â ñèëó ñâîåé êîíñòðóêöèè ñïîñîáíû íàõîäèòü ðàçðåæåí-
íûå ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëîâàðþ D. Âîçìîæíî, ìåòîä Ôðàíêà �
Âóëüôà [6], êîòîðûé òàêæå èçâåñòåí êàê ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà [7],
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòè-
ìàëüíûõ ðåøåíèé óñëîâíûõ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Â. Ô. Äåìüÿ-
íîâ è À. Ì. Ðóáèíîâ îáîáùèëè åãî íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ Áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ [8]. Â ñòàòüå [9] ïðèâîäÿòñÿ ïðÿìûå è äâîéñòâåííûå ðåçóëü-
òàòû ïî ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ òèïà Ôðàíêà �Âóëüôà íà îñíîâå ïðèìå-
íåíèÿ èäåé äâîéñòâåííîñòè, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå [10]. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ áûëè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû ïî ñõîäèìîñòè æàäíûõ àëãîðèò-
ìîâ [1�5].

Â äàííîé ñòàòüå ìû èçó÷àåì ñëàáûé ÷åáûøåâñêèé æàäíûé àëãîðèòì
(weak Chebyshev greedy algorithm, WCGA) äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé çà-
äà÷è âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè ïî îòíî-
øåíèþ ê íåêîòîðîìó ñëîâàðþ, â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðÿìîé ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà WCGA áûë ïîëó÷åí â [1].
Ðàçâèâàÿ èäåè [9] è [10], ìû ââîäèì ïîíÿòèå èíòåðâàëà äâîéñòâåííîñòè
äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ îöåíîê ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà WCGA ïðè
íàõîæäåíèè ðàçðåæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.

Äëÿ ôóíêöèîíàëà F ∈ X∗ è ýëåìåíòà f ∈ X ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå F (f) = 〈F, f〉. Ïóñòü Ω := {x ∈ X : E(x) ≤
E(0)} è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω îãðàíè÷åíî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ E äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå íà Ω. Îáîçíà÷èì 〈E ′(x), y〉 çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà E ′(x) (ïðîèçâîäíîé ïî Ôðåøå ôóíêöèè E â òî÷êå x) â òî÷-
êå y.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x∗ (íå îáÿçàòåëüíî åäèí-
ñòâåííûé) Áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X, â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì
E∗ := E(x∗). Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ äî-
ñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìóì E∗ áó-
äåò äîñòèãàòüñÿ íà ýëåìåíòå (èëè ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ), ïðèíàäëåæà-
ùèõ ìíîæåñòâó Ω. Ïóñòü A1(D) îçíà÷àåò çàìûêàíèå (â X) âûïóêëîé
îáîëî÷êè ñëîâàðÿ D.

Ïóñòü τ := {tm}∞m=1 áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë tm ≤ 1, m = 1, 2, . . ., êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îñëàáëÿþùåé. Àëãîðèòì
WCGA(co) èñïîëüçóåò îñëàáëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ íà øàãå âû-
áîðà íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ φm ýòîé ïîäçàäà÷è. Èìåííî ïîýòîìó àë-
ãîðèòì íàçûâàåòñÿ ¾ñëàáûì¿.
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Algorithm 2: Ñëàáûé ÷åáûøåâñêèé æàäíûé àëãîðèòì
(WCGA(co))

begin
· Ïîëîæèòü G0 = 0;
for each m ≥ 1 do
· (Âûáîð íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà) Íàéòè φm ∈ D òàêîé,÷òî
〈−E ′(Gm−1), φm〉 ≥ tm sup

s∈D
〈−E ′(Gm−1), s〉;

· (×åáûøåâñêèé ïîèñê) Íàéòè ÷èñëà ω∗i òàêèå, ÷òî

E

(
m∑
i=1

ω∗i φi

)
= inf

ωi
E

(
m∑
i=1

ωiφi

)
;

· (Ïåðåõîä â íîâîå ñîñòîÿíèå) Îïðåäåëèòü Gm =
m∑
i=1

ω∗i φi;

end

Îáîçíà÷èì E∗ := infx∈X E(x) = infx∈ΩE(x), LM := {s ∈ X : s/M ∈
∈ A1(D), Aε := A(E, ε) = inf{M : ∃y ∈ LM òàêîé, ÷òî E(y) − E∗ ≤ ε},
εm := inf{ε : Aq

εm
1−q ≤ ε}.

Îïðåäåëèì èíòåðâàë äâîéñòâåííîñòè äëÿ ñîñòîÿíèÿ G ∈ Ω è îøèá-
êè ε ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(G) = g(G, ε) =: Aε sup
s∈D
〈E ′(G), A−1

ε G− s〉. (2)

Ïóñòü E åñòü âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω áóäåò E(x) − E(x∗) ≤ g(x, ε) + ε.
Òàêèì îáðàçîì, ïðàêòè÷åñêàÿ ïðèìåíèìîñòü èíòåðâàëà äâîéñòâåííîñòè
ñâÿçàíà ñ òåì ôàêòîì, ÷òî èíòåðâàë äâîéñòâåííîñòè g(x) ÿâëÿåòñÿ îöåí-
êîé îøèáêè ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ E(x∗) òåêóùèì ñî-
ñòîÿíèåì E(x).

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé äâîéñòâåííûé ðåçóëüòàò äëÿ WCGA.

Òåîðåìà. Ïóñòü E åñòü ðàâíîìåðíî ãëàäêàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà Áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïóñòü ρ(E, u) åñòü ìî-
äóëü ãëàäêîñòè ôóíêöèè E è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(E, u) ≤ γuq, 1 < q ≤
≤ 2. Ïóñòü τ = {tm}∞m=1, 0 < θ < tk < 1, k = 1, 2, . . ., åñòü îñëàáëÿþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî CGA èëè WCGA âûïîëíåíû
äëÿ N > 2 èòåðàöèé. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ èòåðàöèÿ 1 ≤ m̃ ≤ N , ÷òî

g(Gm̃) ≤ βC(E, q, γ)εN , (3)

ãäå β > 0 íå çàâèñèò îò N .
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÀÍÀËÎÃÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÒÈÏÀ
ÁÅÐÍØÒÅÉÍÀ�ÇÈÃÌÓÍÄÀ�ÀÐÅÑÒÎÂÀ1

Â. Ð. Ìèñþê (Ãðîäíî, Áåëàðóñü)
misiuk@grsu.by

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

Tn(t) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) ,

êîòîðûé îïðåäåë¼í íà äåéñòâèòåëüíîé îñè è èìååò ïîðÿäîê íå âûøå ÷åì
n. Ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ èçó÷åíû äîñòàòî÷íî òùà-
òåëüíî â ðàçëè÷íûõ àñïåêòàõ àíàëèçà. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ýòèõ
ïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ, òî ÷òî åãî íîðìà â îñíîâíûõ êëàññè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ C è Lp íå çàâèñèò îò ñäâèãà àðãóìåíòà. Ýòî äà¼ò îñíîâàíèå
ïîëó÷àòü òî÷íûå íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî ïðîñòûõ, íî òåì íå
ìåíåå èçÿùíûõ ìåòîäîâ, ïðè÷¼ì ìíîãèå çàäà÷è àíàëèçà íà êëàññàõ ïðå-
ðåîäè÷åñêèõ ôóíêöèé áàçèðóþòñÿ íà ýòèõ íåðàâåíñòâàõ. Ïðè ýòîì, îñî-
áóþ ðîëü èãðàþò íåðàâåíñòâà äàþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íîðìîé ïðî-
èçâîäíîé ïîëèíîìà ÷åðåç íîðìó (âîîáùå ìîæåò è â äðóãîì ïðîñòðàíñòâå)
ñàìîãî ïîëèíîìà. Ðàññìîòðèì îäíî èç òàêèõ ñîîòíîøåíèé.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2020¿.
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Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]),

‖T ′n‖Lp[0 ,2π] 6 n ‖Tn‖Lp[0 ,2π] 0 < p 6∞ . (1)

Äëÿ p = ∞ ýòî ñîîòíîøåíèå áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî Ñ. Í. Áåðíøòåé-
íîì [2]. Â 1940 ãîäó À. Çèãìóíä îáîáùèë íåðàâåíñòâî (1) íà ñëó÷àé
1 6 p 6 ∞, à â 1980 ãîäó Â. Â. Àðåñòîâ [3] � íà îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà p. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî ìíîæåñòâî îáîáùåíèé ýòîãî
íåðàâåíñòâà â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ (öåëûå ôóíêöèè, ïðîñòðàíñòâà
Ëåáåãà è äð.). Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ î ñîîòíîøåíèè (1) öåëåñîîáðàçíî
ãîâîðèòü, êàê î íåðàâåíñòâå Áåðíøòåéíà � Çèãìóíäà �Àðåñòîâà, à íà-
ñòîÿùàÿ çàìåòêà ïîñâÿùåíà îäíîìó òàêîìó àíàëîãó ýòîãî íåðàâåíñòâà â
ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â êðóãå.

Ïóñòü m2 � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, D �
åäèíè÷íûé êðóã â C, Pn � ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè íå âûøå n.

×åðåç Ap,α(D), p > 0, α > 0 îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé f â D, íàäåë¼ííûõ êîíå÷íîé êâàçèíîðìîé ‖f‖p,α
(íîðìîé ïðè 1 6 p <∞). Èìåííî

‖f‖p,α =

 �

D

(
1− |ξ|2

)pα−1 |f(ξ)|p dm2(ξ)

 1
p

<∞.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ Ap,α(D) ïîëîæèì f [1](z) := izf ′ (z) è f [s] (z) :=

=
(
f [s−1] (z)

)[1]
ïðè s = 2, 3, ... . Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè z = r eiφ, òî

f [s] (z) =
dsf

(
r eiφ

)
dφs

.

Cëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (1) äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Áåðãìàíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < p <∞, s = 1, 2, 3, ..., Pn ∈ Pn. Òîãäà∥∥∥P [s]
n

∥∥∥
p,α
6 ns ‖Pn‖p,α . (2)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è â êà÷åñòâå ïðèëî-
æåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã îáðàòíîé òåîðåìû.

Äëÿ f ∈ Ap,α(D) ââåä¼ì

En(f)Ap,α = inf
Pn∈Pn

‖f − Pn‖p,α , n = 0, 1, 2, ... ,
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� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f â ïðîñòðàíñòâå Ap,α ïîñðåäñòâîì
ìíîæåñòâà Pn.

Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ Ap,α(D), 0 < p < ∞, α > 0 è ïðè íåêîòîðîì
s ∈ N

∞∑
n=1

1

n

(
nsEn(f)Ap,α

)min{p, 1}
<∞,

òî f [s] ∈ Ap,α(D).

Òåîðåìû 1 è 2 äëÿ ñëó÷àÿ α = 1− 1/p áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå â [4].
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Î ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒßÕ ÈÇÌÅÐÈÌÛÕ
ÏÎ ÐÈÌÀÍÓ ÂÅÊÒÎÐÍÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

K. Ì. Íàðàëåíêîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
naralenkov@gmail.com

Êëàññ èçìåðèìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé, ââåä¼ííûé â [2], åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé èíòåãðàëà
Ðèìàíà äëÿ âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå èçó÷àåò-
ñÿ âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ïî
Ðèìàíó è èíòåãðèðóåìûõ ïî Õåíñòîêó âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáî-
çíà÷åíèÿ. Ïóñòü X � äåéñòâèòåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è [a, b] åñòü
ôèêñèðîâàííûé íåâûðîæäåííûé îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé îñè. Íà ïðî-
òÿæåíèè âñåé ðàáîòû I è E áóäóò îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûé íåâûðîæ-
äåííûé ïîäîòðåçîê è ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâî
îòðåçêà [a, b] ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà
E áóäåò íàçûâàòüñÿ ìàñøòàáîì íà ìíîæåñòâå E. Íàêîíåö, µ îáîçíà÷àåò
ìåðó Ëåáåãà íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.
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Íàïîìíèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò âåêòîðíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé, áàçèðóþùèåñÿ íà èíòåãðàëüíûõ ñóììàõ Ðèìàíà.

Ðàçáèåíèå Ìàêøåéíà îòðåçêà [a, b] åñòü êîíå÷íûé íàáîð ïàð îòðåçîê-
òî÷êà {(Ik, tk)}Kk=1 òàêîé, ÷òî {Ik}Kk=1 âçàèìíî íå ïåðåêðûâàþòñÿ, ïîêðû-
âàþò îòðåçîê [a, b], à tk ∈ [a, b] äëÿ êàæäîãî k. Ðàçáèåíèå Ìàêøåéíà
íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì Õåíñòîêà åñëè tk ∈ Ik äëÿ âñåõ k. Ðàçáèåíèå
Ìàêøåéíà (Õåíñòîêà) îòðåçêà [a, b] íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñ ìàñ-
øòàáîì δ íà [a, b] åñëè Ik ⊂ (tk − δ(tk), tk + δ(tk)) äëÿ âñåõ k.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : [a, b]→ X íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ïî Ìàêøåéíó (Õåíñòîêó) íà [a, b], ñ èíòåãðàëîì Ìàêøåéíà (Õåíñòîêà)
w ∈ X, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ìàñøòàá δ íà [a, b] òàêîé, ÷òî
íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥ K∑

k=1

f(tk)µ(Ik)− w
∥∥∥∥ < ε

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ Ìàêøåéíà (Õåíñòîêà) {(Ik, tk)}Kk=1

îòðåçêà [a, b], ñîãëàñîâàííîãî ñ δ.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ M-èíòåãðèðóåìîé (H-èíòåãðèðóåìîé) íà
[a, b] åñëè îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ìàêøåéíó (Õåíñòîêó) íà [a, b] êàæäî-
ìó ε > 0 â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà Ìàêøåéíà (Õåíñòîêà) îò ôóíêöèè f
ïî [a, b] ñîîòâåòñòâóåò èçìåðèìûé ìàñøòàá δ.

Ðàçáèåíèåì Áèðêãîôà ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûé
íàáîð Π = {Ek} ïîïàðíî íå ïðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ïîêðûâàþùèõ E.
Ïóñòü Γ è Π ñóòü äâà ðàçáèåíèÿ Áèðêãîôà ìíîæåñòâà E. Ðàçáèåíèå Γ
èçìåëü÷àåò ðàçáèåíèå Π åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî èç Γ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èç Π.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f : E → X íàçûâàåòñÿ (àáñîëþòíî) èí-
òåãðèðóåìîé ïî Êîëìîãîðîâó �Áèðêãîôó íà E, c (àáñîëþòíûì) èíòå-
ãðàëîì Êîëìîãîðîâà �Áèðêãîôà w ∈ X, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàé-
äåòñÿ ðàçáèåíèå Áèðêãîôà Π ìíîæåñòâà E òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàç-
áèåíèÿ Áèðêãîôà Γ = {Ek}, èçìåëü÷àþùåãî Π, äëÿ âñåõ tk ∈ Ek ðÿä∑
k

f(tk)µ(Ek) áåçóñëîâíî (àáñîëþòíî) ñõîäèòñÿ è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî ∥∥∥∥∑
k

f(tk)µ(Ek)− w
∥∥∥∥ < ε.

Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàë Êîëìîãîðîâà �Áèðêãîôà è
M-èíòåãðàë ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f : [a, b] → X íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé
ïî Ðèìàíó íà E åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäóòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
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F ⊂ E, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ µ(E\F ) < ε, è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ
òàêèå, ÷òî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥ K∑

k=1

{f(tk)− f(t′k)} · µ(Ik)

∥∥∥∥ < ε

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî íàáîðà {Ik}Kk=1 ïîïàðíî íåïåðåêðû-
âàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ óñëîâèåì max

1≤k≤K
µ(Ik) < δ è äëÿ âñåõ tk, t

′
k ∈ Ik ∩ F .

Äàííîå ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ èíòåãðà-
ëîâ ðèìàíîâñêîãî òèïà îò âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé òàê êàê â ðàáîòå
[2] ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ðèìàíó îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
M-èíòåãðèðóåìà, à òàêæå, ÷òî âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ M-èíòåãðè-
ðóåìà (H-èíòåãðèðóåìà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èíòåãðèðóåìà
ïî Ìàêøåéíó (Õåíñòîêó) è èçìåðèìà ïî Ðèìàíó.

Äëÿ èíòåãðàëà Êîëìîãîðîâà �Áèðêãîôà èçâåñòíî íåñêîëüêî ïðåäåëü-
íûõ òåîðåì (ñì., íàïðèìåð, [3]), îäíàêî èõ äîêàçàòåëüñòâà äîâîëüíî
ñëîæíû, à óñëîâèÿ òðóäíî ïðîâåðèòü â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ. Êîìå òîãî, â
ðàáîòå [3] ïîñòðîåí ïðèìåð îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
èíòåãðèðóåìûõ ïî Êîëìîãîðîâó �Áèðêãîôó ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â
ïðîñòðàíñòâå c0(c), ñõîäÿùåéñÿ ïîòî÷å÷íî ê íå èíòåãðèðóåìîé ïî Êîëìî-
ãîðîâó �Áèðêãîôó è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èçìåðèìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïî÷òè
ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ïî Ðèìàíó ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèåé.

Ïðèâîäèìûå íèæå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè òåîðåìû îá
îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè fn : [a, b]→ X, n ∈ N, H-èíòåãðèðóåìû
íà [a, b]. Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ïî÷òè ðàâ-
íîìåðíî ê ôóíêöèè f íà [a, b]. Åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ èí-
òåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ ϕ òàêàÿ, ÷òî ‖fm − fn‖ ≤ ϕ íà [a, b]
äëÿ âñåõ m è n, òî ôóíêöèÿ f H-èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è âû-
ïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

sup
t∈[a,b]

∥∥∥� t

a

(fn − f)
∥∥∥→ 0 ïðè n→∞.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèè fn : [a, b] → X, n ∈ N, èçìåðèìû ïî
Ðèìàíó íà [a, b]. Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ
ïî÷òè ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f íà [a, b]. Åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöà-
òåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ ϕ òàêàÿ, ÷òî ‖fn‖ ≤ ϕ
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íà [a, b] äëÿ âñåõ n, òî ôóíêöèè fn äëÿ êàæäîãî n è ôóíêöèÿ f àá-
ñîëþòíî èíòåãðèðóåìû ïî Êîëìîãîðîâó �Áèðêãîôó (è, ñëåäîâàòåëüíî,
M-èíòåãðèðóåìû) íà îòðåçêå [a, b] è âåðíî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
òåîðåìû 1.
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Ìû èçó÷àåì ãëàäêèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé f(z, t), 0 ≤ t ≤ 1, ñ ïåðèîäàìè ω1 = ω1(t) è ω2 = ω2(t), êîòîðûå
èìåþò êðèòè÷åñêèå òî÷êè aj(t) ïîðÿäêà mj, 0 ≤ j ≤ N , è åäèíñòâåííûé
ïîëþñ ïîðÿäêà n â íà÷àëå êîîðäèíàò. Åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
aj(t) 6≡ 0 (modω), 0 ≤ j ≤ N , aj(t) 6≡ ak(t) (modω), j 6= k, ãäå ω �
ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðàìè ω1 è ω2, è

a0(t) + a1(t) + . . .+ aN(t) = 0. (1)

Ïóñòü Aj(t) = f(aj(t), t) � êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(z, t),
ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèì òî÷êàì aj(t). Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íà-
õîæäåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâî-
ðÿþò aj(t) è ïåðèîäû ω1(t) è ω2(t) â ñëó÷àå, êîãäà çàâèñèìîñòè Aj(t) íàì
èçâåñòíû.

Ýòà çàäà÷à èìååò âàæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî çàäàíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî S = S(t), 0 ≤ t ≤ 1,
êîìïëåêñíûõ òîðîâ, ò. å. êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà
íóëü, ðàçâåòâëåííî íàêðûâàþùèõ ñôåðó Ðèìàíà. Òîãäà èçâåñòíû ïðî-
åêöèè òî÷åê âåòâëåíèÿ Aj(t) ïîâåðõíîñòè S(t) íà êîìïëåêñíóþ ïëîñ-
êîñòü è ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ mj. Èñêîìàÿ ñèñòåìà

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �� 17-01-00282 è 17-41-160345).
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ñåìåéñòâî ôóíêöèé
f(z, t), óíèôîðìèçèðóþùèõ ñåìåéñòâî S(t). Åñëè, ê ïðèìåðó, íàì èçâåñò-
íà ôóíêöèÿ f(z, 0), òî ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèè f(z, 0), ìû ïîëó÷à-
åì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ôóíêöèé f(z, t) ïðè âñåõ t ∈ [0; 1]; ïî ýòèì
çíà÷åíèÿì ìîæíî âîññòàíîâèòü è ñàìè ýòè ôóíêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïî çàäàííûì ïðîåêöèÿì òî÷åê âåòâëåíèÿ è èõ êðàòíî-
ñòÿì ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì. Íà ýòî âïåðâûå îáðàòèë âíèìàíèå Ãóðâèö [1, 2]. Ñðåäè ðå-
çóëüòàòîâ ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ íàêðûòèé ñ çàäàííûì
òèïîì âåòâëåíèÿ óïîìÿíåì ðåçóëüòàòû À. Ä. Ìåäíûõ [3, 4], ñì. òàêæå
[5�7]. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðî-
äà íóëü çàäà÷à, àíàëîãè÷íàÿ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü, áûëà ðåøåíà íàìè
â [8] äëÿ ñëó÷àÿ ïîëèíîìîâ è â [9] äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ñëó÷àé
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ íàä êîíå÷íîé
÷àñòüþ ïëîñêîñòè è åäèíñòâåííûì ïîëþñîì áûë èññëåäîâàí â [10]. Çäåñü
ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàòû ýòîé ñòàòüè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ êðàòíî-
ñòåé âåòâëåíèÿ; ïðè ýòîì, êàê è â [10], ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëþñ ó ôóíêöèé
f(z, t) îäèí è ðàñïîëàãàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé Âåéåðøòðàññà è ââå-
äåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ P-ôóíêöèÿ
Âåéåðøòðàññà

P(z) =
1

z2
+
∑′

[
1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
.

Êàê ïðèíÿòî â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, çíàê ¾øòðèõ¿ ó ñóììû
(ïðîèçâåäåíèÿ) îçíà÷àåò, ÷òî ýòà ñóììà (ïðîèçâåäåíèå) áåðåòñÿ ïî âñåì
íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ω ðåøåòêè ω. Â îêðåñòíîñòè íóëÿP-ôóíêöèÿ èìå-
åò ðàçëîæåíèå

P(z) =
1

z2
+
g2

20
z2 +

g3

28
z4 + . . . ,

ãäå g2 è g3 � òàê íàçûâàåìûå èíâàðèàíòû Âåéåðøòðàññà, îïðåäåëÿåìûå
ðàâåíñòâàìè

g2

60
=
∑′ 1

ω4
,

g3

140
=
∑′ 1

ω6
.

Äçåòà-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà

ζ(z) =
1

z
+
∑′

[
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

]
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: ζ ′(z) = −P(z),

ζ(z + ωk) = ζ(z) + ηk, k = 1, 2,
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ãäå ηk = 2ζ(ωk/2). Îáîçíà÷èì ζ̃(z) = ζ(z) − 1/z. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò
óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàçëàãàåòñÿ â îêðåñòíîñòè
íóëÿ â ñòåïåííîé ðÿä

ζ̃(z) = − g2

60
z3 − g3

140
z5 + . . .

Íàêîíåö, ñèãìà-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà

σ(z) = z
∏′

{(
1− z

ω

)
exp

(
z

ω
+

z2

2ω2

)}
ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé öåëîé ôóíêöèåé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè:

σ′(z)

σ(z)
= ζ(z), σ(z + ω) = εσ(z)eη(z+ω/2),

ãäå η = mη1 +nη2, åñëè ω = mω1 +nω2, ε = 1, åñëè ω/2 ∈ ω; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ε = −1 . Îáîçíà÷èì σ̃(z) = z/σ(z). Ýòà ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíè-
ìóþ îñîáåííîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàçëàãàåòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ
â ðÿä

σ̃(z) = 1 +
g2

240
z4 +

g3

840
z6 + . . .

Íàì òàêæå áóäåò íåîáõîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç [10], äàþùèé
âûðàæåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè lnσ(z) = lnσ(z;ω1, ω2) ïî
ïåðåìåííûì ω1, ω2.

Òåîðåìà 1. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂ lnσ(z)

∂ω1
=

1

2πi

[
1

2
ω2(P(z)− (ζ(z))2) + η2(zζ(z)− 1) + ω2

g2

24
z2

]
,

∂ lnσ(z)

∂ω2
= − 1

2πi

[
1

2
ω1(P(z)− (ζ(z))2) + η1(zζ(z)− 1)− ω1

g2

24
z2

]
.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê çàäà÷å îá îïèñàíèè ïàðàìåòðîâ óíèôîðìèçèðóþ-
ùèõ ôóíêöèé ïî òðàåêòîðèÿì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé Aj(t). Ïðîèçâîäíàÿ
f ′(z, t) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

f ′(z, t) = c

N∏
j=0

σmj(z − aj)

σn+1(z)
, (2)

ãäå aj = aj(t), c = c(t) 6= 0 � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî,
N∑
j=0

mj = n.
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Ïîñêîëüêó ìû ðåøàåì çàäà÷ó óíèôîðìèçàöèè, äîïîëíèòåëüíûì ëè-
íåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïëîñêîñòè z ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ω1(t) ≡ 1,
0 ≤ t ≤ 1, à ñäâèãîì â ïëîñêîñòè îáðàçà � ÷òîáû A0(t) = 0, 0 ≤ t ≤ 1.
Ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü ýòè
óñëîâèÿ âûïîëíåííûìè.

Îáîçíà÷èì

Gk(z) =
σn+1(z)

n∏
j=0,j 6=k

σmj(z − aj)
, G̃k(z) = Gk(z) (σ̃(z − ak))mk .

Òåîðåìà 2. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé âèäà (2) ñ ïåðèîäàìè ω1 = 1 è ω2 = ω2(t).
Ïóñòü Ak = Ak(t) � êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(z, t), ñîîò-
âåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ak = ak(t), ïðè÷åì A0(t) = 0,
0 ≤ t ≤ 1. Òîãäà ak, 1 ≤ k ≤ N , ω2 è ïàðàìåòð c óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ȧk =
1

c

[
Ȧk

mk!

(
G̃

(mk)
k (ak)−mk

∂mk−1

∂ξmk−1
G̃k(ξ)[ζ(ξ)− ζ̃(ξ − ak)− η1ak]

∣∣∣∣∣
ξ=ak

)
−

−
n∑

j=1,j 6=k

Ȧj

(mj − 1)!

∂mj−1

∂ξmj−1
G̃j(ξ) [ζ(ξ)− ζ(ξ − ak)− η1ak]

∣∣∣∣
ξ=aj

 ,
ω̇2 =

2πi

c

n∑
k=1

Ȧk
G̃

(mk−1)
k (ak)

(mk − 1)!
,

ċ/c = −
N∑
j=0

mj

[
ζ(aj)ȧj + ω̇2

∂ lnσ(aj)

∂ω2

]
+

+ n
n∑
k=1

Ȧk

(mk − 1)!

∂mk−1

∂ξmk−1
G̃k(ξ) [P(ξ) + η1]

∣∣∣
ξ=ak

,

ãäå ïðîèçâîäíàÿ ∂ lnσ/∂ω2 ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ âòîðîãî
ðàâåíñòâà èç òåîðåìû 1.

Çäåñü òî÷êà ñâåðõó áóêâû îçíà÷àåò îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïî ïàðàìåòðó t. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñëå íàõîæäåíèÿ ak, 1 ≤ k ≤ N ,
ïàðàìåòð a0 ëåãêî íàõîäèòñÿ ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (1).
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ÓÄÊ 517.51

ÈÑÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈß
ÒÈÏÀ ËÀÃÐÀÍÆÀ�ÑÒÈËÒÜÅÑÀ
Â. Â. Íîâèêîâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)

vvnovikov@yandex.ru

Ïóñòü Pn � îðòîãîíàëüíûé ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà ñòåïåíè n è En+1 �
ìíîãî÷ëåí Ñòèëòüåñà ñòåïåíè n + 1, îïðåäåëåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïî-
ñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ óñëîâèåì

1�

−1

En+1(x)Pn(x)xkdx = 0, k = 0, 1, . . . , n, n ≥ 1.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî íóëè {ξi,n+1}n+1
i=1 ìíîãî÷ëåíà En+1 ÿâëÿ-

þòñÿ ïðîñòûìè, äåéñòâèòåëüíûìè è ëåæàò â (−1, 1). Â [2] óñòàíîâëåíî,
÷òî êîíñòàíòû Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà Ëàãðàíæà ñ óçëà-
ìè {ξi,n+1} èìåþò îïòèìàëüíûé ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîðÿäîê ðîñòà ïîäîá-
íî èíòåðïîëÿöèîííûì êîíñòàíòàì Ëåáåãà äëÿ óçëîâ ×åáûøåâà. Òàì æå
ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ {En+1} ïîä÷èíÿåòñÿ çà-
êîíó àðêêîñèíóñà. Êðîìå òîãî, áûëî îáíàðóæåíî [3], ÷òî óçëû {ξi,n+1}
èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë (ôîðìóëà Ãàóñ-
ñà �Êðîíðîäà). Óêàçàííûå ôàêòû îáóñëîâèëè èíòåðåñ ðÿäà àâòîðîâ (ñì.
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áèáëèîãðàôèþ â [1] è [2]) ê èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ èíòåðïîëÿöèè
ñ óçëàìè â íóëÿõ ìíîãî÷ëåíîâ {En+1} è èõ îáîáùåíèé.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ïðîöåññ Ëàãðàíæà íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè ñ óçëàìè â íóëÿõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ìîæåò ðàñõî-
äèòüñÿ âñþäó (ñ ïðîèçâîëüíûìè óçëàìè � ïî÷òè âñþäó [4]), ïîäîáíî ðÿäó
Ôóðüå ñóììèðóåìîé ôóíêöèè. Â òî æå âðåìÿ, ïîêàçàíî [5], ÷òî ëþáóþ
èçìåðèìóþ (êîíå÷íóþ ï.â.) ôóíêöèþ ìîæíî èñïðàâèòü íà ìíîæåñòâå
ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû òàê, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå ñòàíåò ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùèìñÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ, íå îáëàäàåò ëè êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé ïîäîáíûì ñâîéñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê èíòåðïîëÿöèîííîìó ïðîöåññó
ïî òîé èëè èíîé ìàòðèöå óçëîâ? Îáîçíà÷èì äëÿ ôóíêöèè f , çàäàííîé
íà [−1, 1], ÷åðåç Ln+1(S, f, x) ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, èíòåðïîëèðóþùèé
åå â óçëàõ (n+ 1)�îé ñòðîêè ìàòðèöû S = {ξi,n+1}n+1,∞

i=1,n=0. Ïîêàçàíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò ìàòðèöà óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ Sγ, êàê óãîäíî áëèçêàÿ ê
ìàòðèöå S, òàêàÿ, ÷òî ïîñëå èñïðàâëåíèÿ (ñ ñîõðàíåíèåì íåïðåðûâíîñòè)
ôóíêöèè f ∈ C[−1, 1] íà ìíîæåñòâå êàê óãîäíî ìàëîé ìåðû, èíòåðïîëÿ-
öèîííûé ïðîöåññ ñ óçëàìè Sγ áóäåò ñõîäèòñÿ ê èñïðàâëåííîé ôóíêöèè
ðàâíîìåðíî âíóòðè (−1, 1). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñàìîé ìàòðèöû S âîïðîñ
îòêðûò. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γ = {γn}∞n=1 ⊂ R+ òàêîâà,
÷òî γn → 0 ïðè n→∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà óçëîâ èíòåðïîëè-
ðîâàíèÿ Sγ = {yk,n+1}n+1,∞

k=1,n=0 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) |ξk,n+1 − yk,n+1| < γn+1, 1 ≤ k ≤ n+ 1, n ≥ 0;
2) äëÿ ëþáûõ f ∈ C[−1, 1], −1 < a < b < 1, è 0 < δ < b−a íàéäóòñÿ

ôóíêöèÿ g ∈ C[−1, 1] è ìíîæåñòâî E ⊂ [a, b], mesE > b− a− δ, òàêèå,
÷òî f = g íà E è

lim
n→∞
‖Ln+1(Sγ, g, ·)− g‖C[a,b] = 0.
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ÓÄÊ 517.9

ÐÀÂÍÎÓÃÎËÜÍÛÅ ÆÅÑÒÊÈÅ ÔÐÅÉÌÛ
È ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÃÐÀÔÛ1

Ñ. ß. Íîâèêîâ (Ñàìàðà, Ðîññèÿ)
nvks@ssau.ru

Ïóñòü M < N � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è ïóñòü {ϕi}Ni=1 � íàáîð íîð-
ìèðîâàííûõ (‖ϕi‖ = 1) âåêòîðîâ â FM , ãäå ïîëå F ìîæåò áûòü êàê
âåùåñòâåííûì R, òàê è êîìïëåêñíûì C. ×èñëî maxi6=j |〈ϕi, ϕj〉| íàçû-
âàþò êîãåðåíòíîñòüþ íàáîðà {ϕi}Ni=1. Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ
âàæíî íàéòè íàáîð èç N íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ â FM ñ ìèíèìàëü-
íîé êîãåðåíòíîñòüþ. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñòàâèòñÿ âîïðîñ
îá îïòèìàëüíîì ðàñïîëîæåíèè ïðÿìûõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: äëÿ
âåùåñòâåííûõ íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ ϕi è ϕj, |〈ϕi, ϕj〉| = cos θi,j ãäå
θi,j � îñòðûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, ïîðîæäåííûìè âåêòîðàìè ϕi and
ϕj. Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ {ϕi}Ni=1 ñ ìèíèìàëü-
íîé êîãåðåíòíîñòüþ ýêâèâàëåíòåí ïîèñêó òàêîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ,
ïðè êîòîðîì ìèíèìàëüíûé óãîë ìåæäó ïàðàìè ïðÿìûõ ïðèíèìàåò ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïàðû M < N êîãåðåíòíîñòü
íàáîðà èç N åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ FM îãðàíè÷åíà ñíèçó: îíà îòëè÷íà îò
íóëÿ, òàê êàê íå ñóùåñòâóåòN îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ â FM , êðîìå
òîãî êîìïàêòíîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷íûõ ñôåð èç FM îáåñ-
ïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü êîãåðåíòíîñòè êàê ôóíêöèè îò {ϕi}Ni=1. Õîðîøî
èçâåñòíà íèæíÿÿ îöåíêà Óýë÷à äëÿ êîãåðåíòíîñòè [1, 2].

Òåîðåìà 1. Åñëè M < N , è {ϕi}Ni=1 � ïðîèçâîëüíûå íîðìèðîâàííûå
âåêòîðû â FM , òî √

N −M
M(N − 1)

≤ max
i6=j
|〈ϕi, ϕj〉|.

Ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {ϕi}Ni=1 � ðàâíî-
óãîëüíûé æåñòêèé ôðåéì (ETF) â FM .

Ïî íàáîðó âåêòîðîâ {ϕi}Ni=1 â FM îïðåäåëèì îïåðàòîð ñèíòåçà Φ
M ×N -ìàòðèöåé, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû {ϕi}Ni=1. Îïåðà-
òîð àíàëèçà Φ∗ äëÿ {ϕi}Ni=1 îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ñîïðÿæåííîé ê ìàò-
ðèöå îïåðàòîðà ñèíòåçà. Êîìïîçèöèÿ ΦΦ∗ îïðåäåëÿåò ôðåéìîâûé îïåðà-
òîð. Ôîðìèðóÿ êîìïîçèöèþ â äðóãîì ïîðÿäêå, ïîëó÷èì ìàòðèöó Ãðàìa
G = Φ∗Φ, äëÿ êîòîðîé (Φ∗Φ)(i, j) = 〈ϕi, ϕj〉.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò ãðàíòà ÐÔÔÈ 17-01-00138).
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Ñèñòåìà âåêòîðîâ {ϕi}Ni=1. îáðàçóåò æåñòêèé (tight) ôðåéì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî α > 0 òàêîå, ÷òî ΦΦ∗ = αI. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîêè ìàò-
ðèöû Φ îðòîãîíàëüíû è èìåþò îäèíàêîâûå íîðìû.

Ôðåéì {ϕi}Ni=1 íàçûâàåòñÿ ðàâíîóãîëüíûì, åñëè êàæäûé âåêòîð {ϕi}
èìååò åäèíè÷íóþ íîðìó, è çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
|〈ϕi, ϕj〉| ïîñòîÿííû äëÿ ëþáûõ ïàð i 6= j, òàêèì îáðàçîì, äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû Φ∗Φ ðàâíû 1, à âíåäèàãîíàëüíûå èìåþò îäèíàêî-
âûå ìîäóëè. Ðàâíîóãîëüíûé æåñòêèé ôðåéì (ETF = equiangular tight
frame) � ýòî ôðåéì, êîòîðûé îäíîâðåìåííî æåñòêèé è ðàâíîóãîëüíûé.
Èìåííî íà òàêèõ ôðåéìàõ, è òîëüêî íà íèõ, äîñòèãàåòñÿ ãðàíèöà Óýë÷à.

Ìèíèìàëüíàÿ êîãåðåíòíîñòü ðàâíîóãîëüíûõ æåñòêèõ ôðåéìîâ ñòàëà
ïðè÷èíîé ìíîãèõ ïîëåçíûõ ïðèëîæåíèé òàêèõ ñèñòåì. Êîíñòðóêòèâíûå
ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ETF ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì ïîèñêà ìíîãèõ èññëåäîâà-
òåëåé.

Ïðèìåð ìàòðèöû îïåðàòîðà ñèíòåçà â R6, ñòðîêè êîòîðîé îðòîãîíàëü-
íû, ñòîëáöû íîðìèðîâàíû, è ïàðû ñòîëáöîâ èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðèâîäèòñÿ íèæå [3]:

Φ =
1√
3


1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 1 −1 −1 0 0 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0 0 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 −1 1

0 0 0 0 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 0 0 0 0

.

Âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì â ïîñòðîåíèè ETF âûãëÿäèò ïðè-
ìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè ãðàôîâ. Îáíàðóæåíà ñâÿçü ìåæäó âåùåñòâåí-
íûìè ETF è ñèëüíî ðåãóëÿðíûìè ãðàôàìè.

Ìàòðèöà ÃðàìàG âåùåñòâåííîãî ETF ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåùåñòâåí-
íóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàñïîëîæå-
íû 1, íà âíåäèàãîíàëüíûõ � ± ãðàíèöà Óýë÷à. Òàêàÿ ìàòðèöà âåñüìà
ëåãêî ïåðåâîäèòñÿ â ìàòðèöó ñìåæíîñòè A íåêîòîðîãî ãðàôà.

Ñîîòíîøåíèå G2 = αG ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà A äîëæíà îáëà-
äàòü äîïîëíèòåëüíûìè ñèììåòðèÿìè. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñìåæíîñòè
ãðàôà ñ V âåðøèíàìè, ò.å. V × V âåùåñòâåííàÿ áèíàðíàÿ (0 − 1) ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ñ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ãðàô íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà èìååò îäè-
íàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí-ñîñåäåé, äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå k òàêîå, ÷òî A1 = k1, ãäå 1 îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö ñ
åäèíè÷íûìè êîîðäèíàòàìè. Òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè (V, k, λ, µ), åñëè êàæäûå äâå ñîñåäíèå
âåðøèíû èìåþò ðîâíî λ îáùèõ ñîñåäåé, à êàæäûå äâå íåñîñåäíèå âåð-
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øèíû èìåþò ðîâíî µ îáùèõ ñîñåäåé. Ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô (SRG) ñ
òàêèìè ïàðàìåòðàìè îáîçíà÷àåòñÿ SRG (V, k, λ, µ).

Êàæäûé ETF {ϕi}Ni=1 â RM ïîðîæäàåò SRG c V = N − 1 âåðøèíàìè
è ïàðàìåòðàìè k, λ, çàâèñÿùèìè îò M è N, à òàêæå µ = k/2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé SRG (V, k, λ, µ) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí
â âåùåñòâåííûé ETF.

Ïóñòü B � V × V -ìàòðèöà ñìåæíîñòè äàííîãî ãðàôà, ïðè÷åì µ =
= k/2. Ïîëàãàåì N = V + 1 è îïðåäåëÿåì N × N ìàòðèöó ñìåæíîñòè
ñîîòíîøåíèåì

A =

[
0 1∗

1 B

]
Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó A è β ∈ R, îïðåäåëÿåì ìàòðèöó G ñîîò-

íîøåíèåì
G = 2βA + (β + 1)I− βJ.

Ìàòðèöà G ñèììåòðè÷íàÿ, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè åäèíèöû, âíåäèàãî-
íàëüíûå ýëåìåíòû ±β.Ìàòðèöà G ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà íåêîòîðîãî
M ×N ETF ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ M è β.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Welch R. Lower bounds on the maximum cross correlation of signals // IEEE

Trans. Inform. Theory. 1974. Vol. 20, iss. 3. P. 397�399.
2. Strohmer T., Heath R. W. Grassmannian frames with applications to coding and

communication// Appl. Comput. Harmon. Anal. 2003. Vol. 14, iss. 3. P. 257�275.
3. Fickus M., Watson C. E. Detailing the equivalence between real equiangular tight

frames and certain strongly regular graphs. // Proc.SPIE. 2015. 959719/.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å Ï. Ë. ÓËÜßÍÎÂÀ1

Ê. À. Îãàíåñÿí (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
oganchris@gmail.com

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåíóëåâûå ñèíóñ-ðÿäû ñî ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ìî-
íîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé íà [0, π]
òàêîãî ðÿäà íå ìîæåò èìåòü ìåðó áîëüøå, ÷åì π/3. Ïðè÷åì åñëè ýòî
çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, òî ïî÷òè âñå ìíîæåñòâî íóëåé ëåæèò íà îòðåç-
êå [2π/3, π].

Ïóñòü

f(x) =
∞∑
n=1

an sinnx, a1 > 0, an ↘ 0, (1)

1Ïîëíûé òåêñò ïðåäñòàâëåí â æóðíàë "Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè".
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M = {x ∈ R : f(x) = 0}.
Îáîçíà÷èì äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà L ∈ R EL = M ∩ L,
µL = µ(EL), ãäå ïîä µ(A) çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ
ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà A.

Èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà M ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò ïî òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèì ðÿäàì ñ ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ÷àñòíîñòè,
â íåêîòîðûõ èç íèõ ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ, ¾êàê âåëèêî¿ ìîæåò áûòü
ìíîæåñòâî E[0,π]. Òàê, â 1979 ã. Ï. Ë. Óëüÿíîâ ïîñòàâèë ðÿä çàäà÷, ñðåäè
êîòîðûõ ñëåäóþùèå:

1. Ìîæåò ëè ýòî ìíîæåñòâî èìåòü ìîùíîñòü êîíòèíóóìà?
2. Ìîæåò ëè ýòî ìíîæåñòâî èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó?
Íà ïåðâûé âîïðîñ Â. Ô. Ãàïîøêèí [1] äàë ïîëîæèòåëüíûé îòâåò è â

ñâîåé ðàáîòå ïðèâåë ïðèìåð ðÿäà âèäà (1), èìåþùåãî íà [0, π] êîíòèíóóì
íóëåé, â êîòîðîì ak =

∑∞
s=m s

−1,001 ïðè 103(m−1) 6 k < 103m.
Ïîçæå Ì. È. Äüÿ÷åíêî [2] ïîêàçàë, ÷òî ðÿä âèäà (1) ìîæåò ñõîäèòüñÿ

ê íóëþ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ïîñòðîèâ ôóíêöèþ

f(x) =

{
1− x/a, x ∈ (0, a],

0, x ∈ (a, π),

êîòîðàÿ ïðè a ∈ (a0, π) èìååò ðÿä Ôóðüå âèäà (1), à ïîñòîÿííàÿ a0 ∈
∈ (2π/3, 2, 15), íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ 2a0−4 sin a0 +sin 2a0 = 0. Òàêæå
â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ìåðû
íóëåé f(x) íà [0, π]

µ[0,π] < π − 1, 4.

Çàòåì À. Ñ. Áåëîâ [3] è Ì. È. Äüÿ÷åíêî [4] íåçàâèñèìî ïîêàçàëè, ÷òî
èìååò ìåñòî îöåíêà

µ[0,π] 6 π/2,

à â ðàáîòå [3] À. Ñ. Áåëîâûì òàêæå áûë ïðèâåäåí ïðèìåð ôóíêöèè f(x)
âèäà (1), ðàâíîé íóëþ íà îòðåçêå [2π/3, π]

f(x) =

{
(2πx− 3x2)/ sin(x/2), x ∈ (0, 2π/3],

0, x ∈ (2π/3, π),

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèå µ[0,π] = π/3 ìàêñèìàëüíî,
è, áîëåå òîãî, åñëè µ[0,π] = π/3, òî ïî÷òè âñå ìíîæåñòâî íóëåé ëåæèò íà
îòðåçêå [2π/3, π]. À òî÷íåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ µ[0,π] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

µ[0,π] 6 π/3.
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Ïðè ýòîì åñëè µ[0,π] = π/3 − 2ε äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, òî µ[2π/3,π] >
> π/3− 7ε (òî åñòü µ[2π/3,π] −−→

ε→0
π/3).

Ñòîèò óïîìÿíóòü, ÷òî â ñâîåé ðàáîòå [5] Ì. È. Äüÿ÷åíêî ïîñòðîèë
äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, π) ïðèìåð òàêîãî íåíóëåâîãî êîñèíóñ-ðÿäà gε(x) ñ
ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî {x ∈ (0, π) : gε(x) = 0} ⊃ [ε, π].

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ Â ÊËÀÑÑÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÎÒÊËÎÍßÞÙÈÌÑß ÀÐÃÓÌÅÍÒÎÌ1

Ñ. Ñ. Îðëîâ, Â. Â. Øåìåòîâà (Èðêóòñê, Ðîññèÿ)
orlov_sergey@inbox.ru, valentina501@mail.ru

Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, u � íåèçâåñòíàÿ, à
f � çàäàííàÿ ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â E àðãóìåíòà t ≥ 0. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

u′(t) = Au(t) +Bu(t− h) + f(t), t > 0. (1)

Çäåñü A è B � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû èç E â E, h > 0. Äëÿ
óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

u(t) = ϕ(t), −h ≤ t ≤ 0, (2)

ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé ϕ(t) ∈ C([−h, 0] ; E).

Îïðåäåëåíèå 1. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) íàçîâåì
ôóíêöèþ u(t) ∈ C([−h, +∞); E) ∩ C1((0, +∞); E), êîòîðàÿ îáðàùàåò â
òîæäåñòâî óðàâíåíèå (1) è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (2).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-31-00291).
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Ïðåäñòàâëÿåìàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñà îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è (1), (2). Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà
îñíîâå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé Ñîáîëåâà�Øâàðöà ñî çíà÷åíèÿìè â
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ [1] è êîíöåïöèè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ
àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Ýòîò
ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ àâòîðàìè â ðàáîòå [2] äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà
äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âèäà (1), â êîòîðîì B = αA,
α � íåíóëåâîé ñêàëÿð.

Ïóñòü u = u(t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1), (2),
ïðîäîëæèì åãî íóëåì ïðè t < −h ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ũ(t) = ϕ(t)
(
θ(t+ h)− θ(t)

)
+ u(t)θ(t),

òîãäà â êëàññå K ′+(E) ðàñïðåäåëåíèé ñ îãðàíè÷åííûì ñëåâà íîñèòåëåì
íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1), (2) ñâîäèòñÿ ê ñâåðòî÷íîìó óðàâíåíèþ(

Iδ′(t)− Aδ(t)−Bδ(t− h)
)
∗ ũ(t) = g̃(t) (3)

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ g̃(t) ∈ K ′+(E2) âèäà

g̃(t) = f(t)θ(t)−Aϕ(t)
(
θ(t+h)−θ(t)

)
+δ′(t)∗ϕ(t)

(
θ(t+h)−θ(t)

)
+ϕ(0)δ(t).

Çäåñü θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, δ � ôóíêöèÿ Äèðàêà, I � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) â K ′+(E) (îáîáùåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2)) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ũ(t) = E(t) ∗ g̃(t), ãäå
îáîáùåííóþ îïåðàòîð-ôóíêöèþ E òàêóþ, ÷òî

∀ v(t) ∈ K ′+(E)
(
Iδ′(t)− Aδ(t)−Bδ(t− h)

)
∗ E(t) ∗ v(t) = v(t),

∀ v(t) ∈ K ′+(E) E(t) ∗
(
Iδ′(t)− Aδ(t)−Bδ(t− h)

)
∗ v(t) = v(t),

íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
Iδ′(t)− Aδ(t)−Bδ(t− h) ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A, B ∈ L(E), òîãäà ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Iδ′(t)− Aδ(t)−Bδ(t− h) èìååò âèä

E(t) =
+∞∑
k=0

eA(t−kh)Uk(t− kh)θ(t− kh),

ãäå eAt � îïåðàòîðíàÿ ýêñïîíåíòà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Uk−1(t)}k∈N
îïåðàòîð-ôóíêöèé çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíî

Uk(t) =

t�

0

V (s)Uk−1(s)ds, U0(t) = I,

ïðè÷åì V (t) = e−AtBeAt.
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Çàìåòèì, ÷òî V (0) = B, áîëåå òîãî, îïåðàòîðû V (t) è A îáðàçóþò
ïàðó Ëàêñà [3], ò. å. óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

V ′(t) =
[
V (t), A

]
.

Ïî ñëåäñòâèþ èç ôîðìóëû Áåéêåðà �Êåìïáåëëà �Õàóñäîðôà [4] îïåðà-
òîð-ôóíêöèÿ V (t) ïðåäñòàâèìà îïåðàòîðíî-ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì

V (t) = B + [B,A]
t

1!
+
[
[B,A] , A

]t2
2!

+
[[

[B,A] , A
]
, A
]t3
3!

+ . . . ,

ñõîäÿùèìñÿ â L(E) ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå. Ïðè k ∈ N èìåþò
ìåñòî äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

U ′k(t)−
[
Uk(t), A

]
= Uk−1B, Uk−1(t) ∼

tk−1

(k − 1)!
Bk−1, t→ 0.

Çäåñü
[
B,A

]
= BA−AB îáîçíà÷åí êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ B è A. Åñëè

èõ ñóïåðïîçèöèÿ êîììóòàòèâíà, ò. å.
[
B,A

]
= O, òî, êàê ïîêàçàíî â [5]

Uk−1(t) =
tk−1

(k − 1)!
Bk−1.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå
îáîáùåííîå ðåøåíèå âèäà

ũ(t) = ϕ(t)
(
θ(t+ h)− θ(t)

)
+

+∞∑
k=0

[
eA(t−kh)Uk(t− kh)ϕ(0)θ(t− kh)+

+

t�

(k+1)h

eA(t−s)Uk(t− s)Bϕ(s− (k + 1)h)ds
(
θ(t− kh)− θ(t− (k + 1)h)

)
+

+

0�

−h

eA(t−(k+1)h−s)Uk(t− (k + 1)h− s)Bϕ(s)ds θ(t− kh)+

+

t−kh�

0

eA(t−kh−s)Uk(t− kh− s)f(s)ds θ(t− kh)

]
,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ïîðîæäåíî ôóíêöèåé
u = u(t), çàäàííîé êóñî÷íî íà ïîëóèíòåðâàëàõ [(k−1)h, kh), k ∈ {0}∪N.
Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è (1),
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(2) ïðè f(t) ∈ C([0, +∞); E). Ïóñòü f(t) ∈ Cn−1((0, +∞); E), òîãäà â
òî÷êàõ t = kh, ãäå k = 0, . . . , n − 1, ðåøåíèå èìååò k ïîðÿäêîì ñèëüíîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè, à â äðóãèõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (0; +∞) îí ðàâåí n.
Ýòè ôàêòû ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè ñâåäåíèÿìè [6, ñ. 20] î ñêàëÿðíûõ
(E = R) óðàâíåíèÿõ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïðèìåíèì ê èññëåäîâàíèþ áîëåå îáùåé çàäà÷è
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(t) = ϕ(t), −h ≤ t < 0, u(0) = u0.
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Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì íåñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈f, g〉 =

� 1

−1

f(x)g(x)w(x) dx+ A1f(1)g(1) +B1f(−1)g(−1)+

+A2f
′(1)g′(1) +B2f

′(−1)g′(−1), (1)
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ãäå w(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïî÷òè âñþäó íà [−1, 1] âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, A1,
A2, B1, B2 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî S ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì (1) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëå-
âà. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ n-é ñòåïåíè ñ ïîëîæèòåëü-
íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì

{qn(x)} : qn(x) ≡ qn(x;A1, A2, B1, B2) (n = 0, 1, 2, . . . ; x ∈ [−1, 1]),

îðòîíîðìèðîâàííûõ ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (1).
Ïðîñòðàíñòâî S è ïîëèíîìû qn(x) ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ìíîãèõ èñ-

ñëåäîâàòåëåé â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè òåîðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êâàíòîâîé ìåõàíèêè
è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Ïîëèíîìû qn(x) îáëàäàþò ðÿäîì íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ: íå óäîâëåòâî-
ðÿþò òðåõ÷ëåííîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, íóëè èõ ìîãóò íå ïðè-
íàäëåæàòü ïðîìåæóòêó îðòîãîíàëüíîñòè è ò.ä.

Íàïðèìåð, îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû qn(x) äëÿ âñåõ n, n =
= 0, 1, 2, . . . , x ∈ [−1, 1], óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

(x3 − 3x)qn(x) = αn+3qn+3(x) + βn+2qn+2(x) + γn+1qn+1(x) + δnqn(x)+

+γnqn−1(x) + βnqn−2(x) + αnqn−3(x), q−3(x) = q−2(x) = q−1(x) ≡ 0,

ãäå lim
n→∞

αn = 1
8 , lim

n→∞
βn = 0, lim

n→∞
γn = −9

8 , lim
n→∞

δn = 0, è ýòîò ïîðÿäîê �

íàèìåíüøèé.
Ïóñòü [c, d] � ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê èç (−1, 1). Îðòîíîðìèðî-

âàííàÿ ñèñòåìà {qn(x)} ïðèíàäëåæèò êëàññó Q([c, d]), åñëè âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ:

1) îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ {qn}∞n=0 ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíà íà [c, d]:

max
c≤x≤d

|qn(x)| ≤ C <∞;

2) äëÿ ðåêóððåíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè âñåõ n = 0, 1, 2, . . . âûïîë-
íÿåòñÿ coîòíîøåíèå

n∑
k=0

(|αk − αk+1|+ |βk − βk+1|+ |γk − γk+1|+ |δk − δk+1|) ≤ C <∞.

Êëàññó Q([c, d] ([c, d] � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò èç (−1, 1)) ïðè-
íàäëåæèò ñèñòåìà ñèììåòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ Ãåãåíáàóýðà �Ñîáîëåâà

{B̂(α)
n (x) ≡ B̂

(α)
n (x;A1, A1, A2, A2)} (n = 0, 1, 2, . . . ; x ∈ [−1, 1]), îðòîíîð-

ìèðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1): w(x) = (1−x2)α,
α ≥ −1

2 .
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1. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ
ðÿäîâ Ôóðüå �Ñîáîëåâà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ìíîæåñòâî ôóíêöèé:

R =

{
f(x), x ∈ [−1, 1],

� 1

−1

|f(x)|w(x) dx <∞, f(±1), f ′(±1) ñóùåñòâóþò

}
.

Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ R ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðÿä Ôóðüå �
Ñîáîëåâà

f(x) ∼
∞∑
k=0

ck(f)qk(x), ck(f) = 〈f, qk〉, k = 0, 1, 2, . . .

Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíûå ñðåäíèå ðÿäà Ôóðüå �Ñîáîëåâà

Uh(f ;x;u;α) ∼
∞∑
k=0

exp(−huα(k)) ck(f)qk(x).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íà ïðîèçâîëüíîì ïðîìåæóòêå [c, d] ⊂ (−1, 1)
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ {qn}∞n=0 ïðèíàäëåæèò êëàññó
Q[c, d]) è ïðè êàæäîì h > 0

exp(−huα() lnx = O(1), x→ +∞. (2)

1. Åñëè u() ∈ C2(0,+∞), u′′(x) < 0, x ∈ (0,+∞), 0 < α ≤ 1, òî
ñîîòíîøåíèå

lim
h→0

Uh(f ;x;u;α) = f(x) (3)

èìååò ìåñòî â êàæäîé òî÷êå Ëåáåãà x ∈ (c, d) ôóíêöèè f

f ∈ L2
w(E) ∪ L1

w[c, d], E = [−1, 1]\[c, d].

2. Êðîìå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [−1, 1] è âåñ w(x)
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí íà [c, d], òî ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå
K ⊂ (c, d) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (3).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è â äîïîëíåíèå
ê (2) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = Cu,α > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ h > 0,
x ∈ (1,+∞) âûïîëíÿåòñÿ

xh exp(−huα(x)uα−1(x)|u′(x)| ≤ C

è ôóíêöèÿ

V (x) = αhuα(x){[u′(x)]2 − (α− 1)[u′(x)]2 − u(x)u′′(x)]} (α > 0)

èìååò íà (0,+∞) êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé. Òîãäà ïðè âñåõ α > 0 ñïðàâåä-
ëèâû óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 òåîðåìû 1, ñîîòâåòñòâåííî.
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2. Ïîëèíîìèàëüíî-ýêñïîíåíöèàëüíûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ

Ïóñòü πn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . , an > 0, � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî-
÷ëåí n-é ñòåïåíè; ââåäåì

Wh(f ;x; Λ) =
∞∑
k=0

exp−hπn(k)) ck(f)pk(x).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1 è 2.

3. Îáîáùåííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Ïóñòü {qn(x)}∞n = 0 � ñèñòåìà ïîëèíîìîâ n-é ñòåïåíè, îðòîíîðìè-
ðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1), êîòîðûå ïî íåïðå-
ðûâíîé ïåðåìåííîé x ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà D: Dxqn = µnqn(x), n = 0, 1, 2, . . . , µn → −∞,
n→ +∞.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè: ∂u(x,t)
∂t = Dxu(x, t), lim

t→0
u(x, t) = f(x).

Îáùåå ðåøåíèå (â ñìûñëå Ñ. Áîõíåðà) èìååò âèä

u(x, t) =
∞∑
n=0

eµntcn(f)qn(x), cn(f) = 〈f, qn〉 (n = 0, 1, 2, . . . ).

Èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü îáîáùåííîå
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå òåîðåìû 1 è 2 ïî-
ëó÷åíû â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ À. Ä. Íàõìàíîì.
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Ïóñòü C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, H(C) � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ
ôóíêöèé â C. Åñëè f ∈ H(C), òî îáîçíà÷èì ÷åðåç n(r) ÷èñëî íóëåé
ôóíêöèè f â êðóãå |z| ≤ r.

Ïðè âñåõ 0 < p < +∞ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êëàññ öåëûõ ôóíêöèé:

Ap
ρ(C) =

f ∈ H(C) :

+∞�

1

(lnM(r, f))p

r1+ρ
dr < +∞

 ,
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ãäå M(r, f) = max
|z|=r
|f(z)|.

Ôàêòîð Âåéåðøòðàññà èìååò âèä:

A

(
z

zk
, q

)
=

(
1− z

zk

)
exp

{
z

zk
+

1

2

(
z

zk

)2

+ ...+
1

q

(
z

zk

)q}
,

ãäå q � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî
+∞�
0

t−q−1n(t)dt = +∞,

q > 0, |z| < t, n(r) = {cardzk : |z| ≤ r} (ñì. [1, 2]).
Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êëàññà Ap

ω,ρ(C) ñ âåñîì àâòîðîì áûëà
ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ êîðíåâûõ ìíîæåñòâ â ðàáîòå [3].

Òåîðåìà. Ïóñòü 0 < p < +∞. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâ-
íîñèëüíû:

1) f ∈ Ap
ω,ρ(C);

2) f äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå f(z) = A
(
z
zk
, q
)
· exp{Pm(z)}, m < ρ

p ,
ρ
p � íå öåëîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì íóëè zk, k = 0, 1, ..., ôóíêöèè f óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ
∞∑
k=0

(n(2k))p

2kρ
< +∞.
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ÎÖÅÍÊÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ØÂÀÐÖÀ
ÃÎËÎÌÎÐÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ1

Í. À. Ïàâëîâ (Âëàäèâîñòîê, Ðîññèÿ)
npamcs@gmail.com

Ðàññìîòðèì êëàññ B1 ôóíêöèé f ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå
Uz = {z : |z| < 1}, Re f ≥ 0, ñ ðàçëîæåíèåì:

f(z) = a1(z − 1) + a2(z − 1)2 + a3(z − 1)3 + ∠o((z − 1)3), z → 1, (1)

ãäå ∠o((z − 1)3) îçíà÷àåò áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé
(z − 1)3 ïðè z → 1 â ëþáîì óãëó Øòîëüöà ñ âåðøèíîé â 1, ëåæàùåì â

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 14-11-00022-Ï).
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êðóãå Uz. Ïóñòü r(D, z) � âíóòðåííèé ðàäèóñ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D
îòíîñèòåëüíî òî÷êè z ∈ D [1]. Ìåòîäàìè òåîðèè ïîòåíöèàëà [2] óñòàíîâ-
ëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîäíîé Øâàðöà [1].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó B1, è ñïðàâåä-
ëèâî ðàçëîæåíèå (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè a1 è a2 òàêèìè, ÷òî a1 > 0,
a1 + 2 Re a2 = 0. Ïóñòü Φ � ïðåîáðàçîâàíèå îáëàñòè f(Uz) â îáëàñòü
Φf(Uz), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

r(f(Uz), t) ≤ r(Φf(Uz), t)

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t > 0. Ïóñòü H � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü, Ψ :
iΦf(Uz)→ H � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé

Ψ(w) = w + b2w
2 + b3w

3 + ∠o(w3), w → 0,

ãäå Im b2 = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Re
[
−Sf(1) + a2

1SΨ(0)
]
≥ 0.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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Î Cm�ÎÒÐÀÆÅÍÈÈ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÆÎÐÄÀÍÎÂÛÕ

ÊÐÈÂÛÕ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ1

Ï. Â. Ïàðàìîíîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
petr.paramonov@list.ru

Ïóñòü D � æîðäàíîâà îáëàñòü â R2 ñ ãðàíèöåé Γ, Ω � äîïîëíåíèå â
R2 ê çàìûêàíèþ D îáëàñòè D. Ïóñòü f ∈ C(D) � âåùåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â D, à g � ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â Ω ñ ãðàíè÷-
íîé ôóíêöèåé f |Γ. Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì îòðàæåíèåì
ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî êðèâîé Γ.

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ îáñóäèòü ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Ïðè çàäàííûõ m > 0 è k > 0, äëÿ êàêèõ Γ èç óñëîâèÿ f ∈ Cm(D)

ñëåäóåò, ÷òî g ∈ Ck(Ω) ?

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè (ïðîåêò 1.3843.2017/4.6).
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Èç òåîðåìû 1 (ñëåäñòâèå 3) ðàáîòû [1], íàïðèìåð, âûòåêàåò, ÷òî ïðè
0 < k < 1/2, k ≤ m îòâåò íà óêàçàííûé âîïðîñ óòâåðäèòåëåí äëÿ âñåõ Γ.

Èç òåîðåìû 1 ðàáîòû [2] ñëåäóåò

Òåîðåìà. Åñëè Γ � (ãëàäêàÿ) êðèâàÿ Äèíè �Ëÿïóíîâà, òî ðàññìàò-
ðèâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè m = k = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ f |Γ ∈ C1(Γ) íå ñëåäóåò, ÷òî f ∈
∈ C1(D) èëè g ∈ C1(Ω).

Áóäåò ïðèâåäåí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ è áîëåå êîíêðåòíûõ âîïðîñîâ
ïî óêàçàííîé òåìàòèêå.
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ÎÁ ÈÑÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÎÌ ÑËÓ×ÀÅ ÏÅÐÂÎÉ ÎÑÍÎÂÍÎÉ
ÒÐÅÕÝËÅÌÅÍÒÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÒÈÏÀ ÊÀÐËÅÌÀÍÀ ÄËß ÁÈÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ Â ÊÐÓÃÅ

Í. Ð. Ïåðåëüìàí (Ñìîëåíñê, ÐÔ)
perelmannr@gmail.com

Ïóñòü T+ � åäèíè÷íûé êðóã, îãðàíè÷åííûé îêðóæíîñòüþ L, íà ïëîñ-
êîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z = x + iy. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ôóíê-
öèè F (z), ïðèíàäëåæàùèå êëàññó A2(T

+) ∩ H(1)(L) áèàíàëèòè÷åñêèõ â
T+ è íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìûõ â ñìûñëå Ãåëüäåðà âìåñòå ñî ñâîèìè
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íà êîíòóð L, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå íà L ñëåäóþùèì äâóì êðàåâûì óñëîâèÿì:

∂F+[α(t)]

∂x2−k∂yk−1
= Gk1(t)

∂F+(t)

∂x2−k∂yk−1
+ (−1)k−1Gk2(t)

∂F+(t)

∂x2−k∂yk−1
+ ik−1gk(t),

k = 1, 2; t = x+ iy ∈ L,
ãäå Gkj(t), gk(t) (k = 1, 2; j = 1, 2) � çàäàííûå íà L ôóíêöèè êëàññà
H(1)(L), α(t) � ôóíêöèÿ ñäâèãà êîíòóðà L, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
Êàðëåìàíà α[α(t)] ≡ t, ïðè÷åì α′(t) ∈ H(L), α′(t) 6= 0.

Ñëåäóÿ ìîíîãðàôèè [1], ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó íàçîâåì ïåðâîé
îñíîâíîé òðåõýëåìåíòíîé êðàåâîé çàäà÷åé òèïà Êàðëåìàíà äëÿ áèàíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (êðàòêî, çàäà÷åé K1,2).
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Ïóñòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è K1,2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåâû-
ðîæäåííîñòè, êîòîðûå â ñëó÷àå L = {t : |t| = 1} ïðèìóò âèä:

Gk1(t)Gk1[α(t)] +Gk2(t)Gk2[α(t)] ≡ 1,

Gk1[α(t)]Gk2(t) +Gk1(t)Gk2[α(t)] ≡ 0,

Gk1[α(t)]gk(t) +Gk2[α(t)]gk(t) + gk[α(t)] ≡ 0

.
Â ñòàòüå [2] áûë ïîäðîáíî èññëåäîâàí íåâûðîæäåííûé íîðìàëüíûé

ñëó÷àé çàäà÷è K1,2, êîãäà êîýôôèöèåíòû çàäà÷è íå ìîãëè îáðàùàòüñÿ â
íóëü íà êîíòóðå.

Òåïåðü æå ðàññìîòðèì èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé çàäà÷è K1,2, êîãäà
Gk1(t) ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà êîíòóðå, åñëè ñäâèã êîíòóðà
α(t) � ïðÿìîé, èëè Gk2(t) ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà êîíòóðå,
åñëè ñäâèã êîíòóðà α(t) îáðàòíûé.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîãäà çàäà÷à K1,2 ñâîäèòñÿ ê äâóì òðåõýëåìåíò-
íûì êðàåâûì çàäà÷àì òèïà Êàðëåìàíà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â
èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå, ïîäðîáíî èññëåäîâàííûì, íàïðèìåð, â [3, 4].
Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è K1,2 â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå,
äîêàçàíà íåòåðåâîñòü.
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ÊÐÀÒÊÈÉ ÎÁÇÎÐ ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ
ÁÅÐÍØÒÅÉÍÀ ÍÀ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÌ ÎÒÐÅÇÊÅ

Ì. À. Ïåòðîñîâà (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
petrosova05@mail.ru

Êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ïîäðîáíî èçó÷åíû íà ñòàíäàðò-
íîì îòðåçêå [0, 1] (ñì. [1�5]). Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ ïî-
ëèíîìîâ íà [0, 1] îòìå÷åíû â [6�9]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàìåòèëñÿ îñî-
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áûé èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà íà ñèììåòðè÷íîì îòðåç-
êå [−1, 1] (ñì. [10�17]). Ïðè ïåðåõîäå ê [−1, 1] ðÿä èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ñòàí-
äàðòíûõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ïåðåíîñèòñÿ áåç èçìåíåíèé, äðóãèå, àë-
ãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà, íàîáîðîò, çíà÷èòåëüíî âèäîèç-
ìåíÿþòñÿ. Ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî îòðåçêà [−1, 1] âàæåí ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó çäåñü ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ñîõðàíÿþò ñâîé-
ñòâà ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè èñõîäíîé ôóíêöèè f ∈ C[−1, 1]. Äëÿ ñè-
ñòåìàòè÷åñêîé ðàáîòû ñ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà íà [−1, 1] óäîáíî èìåòü
íàáîð ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë, àíàëîãè÷íûõ èçâåñòíûì ðàíåå äëÿ [0, 1]. Â
íàñòîÿùåé çàìåòêå äàí êðàòêèé ñâîä êëþ÷åâûõ ñîîòíîøåíèé è ðåçóëü-
òàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ∈ C[−1, 1] ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà
ââîäÿò ôîðìóëîé

Bn(f, x) =
1

2n

n∑
k=0

f

(
2k

n
− 1

)
Ck
n (1 + x)k (1− x)n−k, n ∈ N. (1)

Ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà óêëîíåíèé â äóõå òåîðåìû Ïîïîâè÷ó [6] âûãëÿäèò
òàê

|Bn(f, x)− f(x)| 6 2ω

(
f,

1√
n

)
, x ∈ [−1, 1], n ∈ N, (2)

ãäå ω(f, δ) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .
Äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà [−1, 1] ñòàíäàðòíîìó óñëîâèþ

Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0, îöåíêà (2) äîïîëíèòåëüíî óòî÷íÿåòñÿ:

|Bn(f, x)− f(x)| 6 L√
n
, x ∈ [−1, 1], n ∈ N. (3)

Ýëåìåíòàðíûé ïðèìåð ôóíêöèè f(x) = L |x| ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà (3)
òî÷íà ïî ïîðÿäêó è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèñóòñòâèÿ êîíñòàíòû L.

Äëÿ ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà äåé-
ñòâóåò àíàëîã ôîðìóëû Òåìïëà [7], à èìåííî, ïðè âñåõ n ∈ N èìååì

Bn+1(f, x)−Bn(f, x) =
1

2n+1

n∑
k=1

Qn,k(f) (1 + x)k (1− x)n−k+1 (4)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

Qn,k(f) = Ck
n+1 f

(
2k

n+ 1
− 1

)
−Ck

n f

(
2k

n
− 1

)
−Ck−1

n f

(
2(k − 1)

n
− 1

)
.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4) ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå ïðàâèëî ðåãóëÿð-
íîãî ïîïàðíîãî ñîâïàäåíèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C[−1, 1] êóñî÷íî ëèíåéíà íà [−1, 1] ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì òî÷åê èçëîìà, ïðè÷åì àáñöèññû âñåõ òî÷åê èçëîìà ðàöèîíàëüíû
è çàïèñàíû â âèäå íåñîêðàòèìûõ äðîáåé

xj =
pj
qj
, j = 1, . . . , r,

ãäå
pj ∈ Z, qj ∈ N, |pj| < qj, j = 1, . . . , r.

Ïóñòü q = HOK( q1, . . . , qr ). Òîãäà, åñëè âñå ÷èñëà

p1, q1, . . . , pr, qr (5)

ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè, òî ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ôóíêöèè f ïîä÷èíåíû
ïðàâèëó ïîïàðíîãî ñêëåèâàíèÿ

Bqm+1(f, x) = Bqm(f, x), m ∈ N. (6)

Åñëè æå ñðåäè ÷èñåë (5) åñòü õîòÿ áû îäíî ÷åòíîå ÷èñëî, òî ïðàâèëî
ñêëåèâàíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

B2qm+1(f, x) = B2qm(f, x), m ∈ N. (7)

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèë (6), (7) äàíî â ñòàòüå [12].
ßâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü ïîëèíîìîâ (1) ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåí-

íîé x èìååò âèä

Bn(f, x) =
n∑

m=0

an,m(f)xm, n ∈ N, (8)

ãäå

an,m(f) =
1

2n
Cm
n

n∑
k=0

Dk
n,m f

(
1− 2k

n

)
(9)

ñî çíà÷åíèÿìè
Dk
n,m =

∑
j

(−1)j Cj
mC

k−j
n−m. (10)

×èñëà Dk
n,m ïðè ôèêñèðîâàííîì m ∈ N ñ ïåðåìåííûìè n, k îáðàçóþò

ñâîåîáðàçíûå ¾òðàïåöèè¿, ïîñòðîåííûå ïî ïðàâèëó Ïàñêàëÿ äëÿ îïðåäå-
ëåííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé (ïîäðîáíåå ñì. [10, 16]).

Ýòè æå òðàïåöèè âîçíèêàþò ïðè ðàçëîæåíèè áèáèíîìà

(1− x)m (1 + x)n−m =
n∑
k=0

Dk
n,m x

k (11)

ñ ôèêñèðîâàííûì m ∈ N è ïåðåìåííûì n > m.
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Ôîðìóëû (8)�(11) ñëóæàò èñòî÷íèêîì ìíîãî÷èñëåííûõ êîìáèíàòîð-
íûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà íà [−1, 1]
(ñì. [16]).

Îòäåëüíî îáñóäèì âàæíûé ïðèìåð f(x) = |x| íà [−1, 1]. Îáîçíà÷èì
ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà òàêîé ôóíêöèè ÷åðåç Bn(x). Ïðèìåíÿÿ ôîðìó-
ëó (4), ïîëó÷àåì, ÷òî

B2m+1(x) = B2m(x), m ∈ N, (12)

B2m+2(x) = B2m+1(x)− 1

m+ 1
2−2m−1Cm

2m (1− x2)m+1, m ∈ N. (13)

Îòñþäà âûâîäèì ðàçëîæåíèå

B2m(x) = 1−
m∑
k=1

1

2k − 1
2−2k Ck

2k (1− x2)k, m ∈ N, (14)

óïîìÿíóòîå áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå Ïîïîâè÷ó [6]. Âçÿâ âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ, èìååì

B′′2m(x) = 2−2m+1Cm
2mm (1− x2)m−1, m ∈ N. (15)

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ áèíîìà è äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óñòàíàâëèâàåì
ÿâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ çàïèñü

B2m(x) = 2−2mCm
2m

[
1 +

m∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
Ck
m x

2k

]
, m ∈ N. (16)

Ïîëíîå îáîñíîâàíèå ôîðìóë (12)�(16) ñì. â [13]. Ðÿä ñïåöèàëüíûõ ñî-
îòíîøåíèé, ñëåäóþùèõ èç ñîïîñòàâëåíèÿ ôîðìóëû (16) ñ îáùèì ïîäõî-
äîì (8)�(10), îòìå÷åí â [17].

Îòäåëüíî îáñóäèì ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ â ôîðìóëå (16). Òðå-
áóåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì íîìåðå n = 2m íàéòè ìàêñèìàëüíûé (ïî
ìîäóëþ) êîýôôèöèåíò è îöåíèòü åãî ðîñò ïðè n = 2m → ∞. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèå

a2m,2k = 2−2mCm
2m (−1)k−1 βm(k), m ∈ N, k = 1, . . . , m,

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè

βm(k) =
1

2k − 1
Ck
m, m ∈ N, k = 1, . . . , m. (17)

Îáîçíà÷èì åùå

µ2m ≡ max
16k6m

|a2m,2k| = 2−2mCm
2m max

16k6m
βm(k), m ∈ N, (18)
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ñ ÷èñëàìè βm(k) èç ôîðìóëû (17). Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû (18)
âåðíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

µ2m ∼
√

2

π

2m

m2
, m→∞,

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
√

2

π

2m

m2
< µ2m < 1.2215 ·

√
2

π

2m

m2
,

äåéñòâóþùàÿ ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m > 8. Âàæíûå äåòàëè îòëè÷àþò
ýòîò ïðèìåð îò ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íîãî ìîäóëÿ íà ñòàíäàðòíîì îòðåç-
êå [0, 1] (ñð. [14] è [8]).

Îòìåòèì åùå ðàáîòó [11], ãäå óêàçàíû îñíîâíûå ôîðìóëû, ñâÿçàííûå
ñ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè fp(x) = xp ïðè p ∈ N
è x ∈ [−1, 1].

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü È. Â. Òèõîíîâó è Â. Á. Øåðñòþêîâó çà áîëü-
øóþ ïîìîùü â èññëåäîâàíèè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà íà ñèììåòðè÷íîì
îòðåçêå.
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ÔÓÍÊÖÈÉ ÌÅÄËÅÍÍÎÃÎ ÐÎÑÒÀ

ÍÀ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÀÁÅËÅÂÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ
Ñ. Ñ. Ïëàòîíîâ (Ïåòðîçàâîäñê, Ðîññèÿ)

platonov@psu.karelia.ru

Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà (LCA-ãðóïïà), è
ïóñòü F � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ÒÂÏ), ñîñòîÿùåå
èç êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà G. Áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâî F
òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûì, åñëè F èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèé (ñäâèãîâ) τy : f(x) 7→ f(x − y), f(x) ∈ F , y ∈ G, è âñå
îïåðàòîðû τy ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå F .

Çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîH ⊆ F íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè τy(H) ⊆ H äëÿ ëþáîãî y ∈ G.

Ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé èëè îáîáùåííûì õàðàêòåðîì íàçûâàåò-
ñÿ ïðîèçâîëüíûé íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû G â ìóëüòèïëè-
êàòèâíóþ ãðóïïó C∗ := C \ {0} íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. ×àñòíûì
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ñëó÷àåì ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðû � íåïðåðûâ-
íûå ãîìîìîðôèçìû ãðóïïû G â ãðóïïó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ
ðàâíûõ 1.

Ïóñòü F � òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íà ãðóïïå G, H � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F .

Îïðåäåëåíèå 1. Â ïðîñòðàíñòâå F ñïðàâåäëèâ ñïåêòðàëüíûé àíà-
ëèç, åñëè ëþáîå íåíóëåâîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F ñîäåð-
æèò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ.

Êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì î ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà
î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé LCA-ãðóïïû G ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñïðàâåäëèâ
â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå L∞(G), ñíàáæåííîì ñëàáîé òîïîëîãèåé
(ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. II, �3, ïðåäë. 3]).

Îäíèì èç åñòåñòâåííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ
ìîæíî èçó÷àòü ñïåêòðàëüíûé àíàëèç, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî C(G) âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà LCA-ãðóïïå G. Íàèáîëåå èçó÷åí çäåñü ñëó÷àé,
êîãäà G � äèñêðåòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî C(G) ñîñòî-
èò èç âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà G è ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé
ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ äèñêðåòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï â ðàáîòå [2]
ïîëó÷åí êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà â ïðîñòðàí-
ñòâå C(G). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ LCA-ãðóïï âîïðîñ îá îïèñàíèè ãðóïï, äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç â ïðîñòðàíñòâå C(G) îñòàåòñÿ
îòêðûòûì.

Äðóãèì åñòåñòâåííûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâî S ′(G) âñåõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà íà LCA-
ãðóïïå G. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà S ′(G) äëÿ ïðîèçâîëüíîé LCA-
ãðóïïû G äàíî â ðàáîòå Ô. Áðþà [3].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà G � äèñêðåòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Â ýòîì
ñëó÷àå îáîáùåííûå ôóíêöèè èç S ′(G) ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ôóíêöèÿ-
ìè, ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ïðîñòðàíñòâîì ôóíêöèé
ìåäëåííîãî ðîñòà íà G. Ïðèâåäåì óäîáíîå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèå
ïðîñòðàíñòâà S ′(G) íà äèñêðåòíîé àáåëåâîé ãðóïïåG. Îòäåëüíî ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé, êîãäà G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà, è îáùèé
ñëó÷àé, êîãäà G � ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ áåñêîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà,
v1, . . . , vn � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû G. Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ G ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = t1v1 + · · · + tnvn, ãäå tj ∈ Z (òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì). Äëÿ x ∈ G îïðåäåëèì ÷èñëî
|x| ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . . } ðàâåíñòâîì

|x| := min{|t1|+ · · ·+ |tn| : x = t1v1 + · · ·+ tnvn, tj ∈ Z, j = 1, . . . , n}.

Äëÿ ôóíêöèè x 7→ |x| ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: 1) |x| ≥ 0 è
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|x| = 0⇔ x = 0; 2) |−x| = |x|; 3) |x+y| ≤ |x|+ |y|, x, y ∈ G. Ôóíêöèÿ |x|
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êâàçèíîðìû íà ãðóïïå G. Áóäåì íàçûâàòü åå
êâàçèíîðìîé, ïîðîæäåííîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ v1, . . . , vn.

Äëÿ ëþáîãî k > 0 ÷åðåç S ′k(G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé f(x) íà G, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|f(x)|(1 + |x|)−k → 0 ïðè |x| → ∞. (1)

Îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖f‖k := sup
x∈G
|f(x)|(1 + |x|)−k

ìíîæåñòâî S ′(G) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Î÷åâèäíî, ÷òî
S ′k1

(G) ⊆ S ′k2
(G) ïðè k1 < k2, ïðè÷åì âëîæåíèå íåïðåðûâíî.

Ïóñòü

S ′(G) :=
⋃
k>0

S ′k(G).

Ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ñíàáäèì òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ S ′k(G) (ñì., íàïðèìåð, [4]). Òîãäà S ′(G) ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî âûïóêëûì ïðîñòðàíñòâîì. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà êâàçèíîðìû ëåãêî
äîêàçàòü, ÷òî ÒÂÏ S ′(G) áóäåò òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà G � ïðîèçâîëüíàÿ áåñêî-
íå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà P ⊂ G
îáîçíà÷èì ÷åðåç GP ïîäãðóïïó â G, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì P . Òàê
êàê ãðóïïà GP êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ, òî óæå îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñò-
âî S ′(GP ). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f íà ãðóïïå G ïóñòü σP (f) = f |GP �
îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà ïîäãðóïïó GP .

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé f
íà ãðóïïå G, òàêèõ, ÷òî σP (f) ∈ S ′(GP ) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîä-
ìíîæåñòâà P ⊂ G. Ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé ïðî-
åêòèâíîãî ïðåäåëà ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ S ′(GP ), ò. å. ñëà-
áåéøåé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèåé, äëÿ êîòîðîé âñå îòîáðàæåíèÿ
σP : S ′(G) 7→ S ′(Gp) íåïðåðûâíû (îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ïðîåêòèâíûõ
ïðåäåëîâ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ ñì., íàïðèìåð, â [4]). Òîãäà
ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé äèñêðåòíîé àáåëåâîé ãðóïïû G â ïðîñòðàí-
ñòâå S ′(G) ñïðàâåäëèâ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç.

Ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä êîëüöîì Z öåëûõ ÷è-
ñåë. Ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé íàä Z ñèñòåìû ýëå-
ìåíòîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ðàíãîì áåç êðó÷åíèÿ
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ãðóïïû G. Ïóñòü r0(G) � ðàíã áåç êðó÷åíèÿ ãðóïïû G. Îòìåòèì, ÷òî
â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé àíàëèç â ïðîñòðàíñòâå C(G)
ñïðàâåäëèâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîùíîñòü r0(G) ìåíüøå, ÷åì
êîíòèíóóì. Â îòëè÷èå îò ýòîãî ðåçóëüòàòà, ïî òåîðåìå 1, ñïåêòðàëüíûé
àíàëèç â ïðîñòðàíñòâå S ′(G) ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîé äèñêðåòíîé àáåëåâîé
ãðóïïû G.
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Îáîçíà÷èì X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖, E � âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X. Çàäà÷åé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
ïîèñê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

E(x)→ min
x∈X

. (1)

Ìíîæåñòâî D ⊂ X íàçûâàþò ñëîâàðåì â X (ñì., íàïðèìåð, [1]), åñ-
ëè êàæäûé ýëåìåíò èç D èìååò íîðìó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ åäèíèöó è
spanD = X. Ñëîâàðü D íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ êàæäîãî
g ∈ D òàêæå −g ∈ D. Íàñ èíòåðåñóåò ïðèáëèæåííîå ðàçðåæåííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (1):

E(x)→ inf
x∈Σm(D)

, (2)

ãäå Σm(D) � ìíîæåñòâî m-÷ëåííûõ ïîëèíîìîâ èç ñëîâàðÿ D.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øèõ m-÷ëåííûõ ïðèáëèæåíèé ìîãóò áûòü

ïðèìåíåíû æàäíûå àëãîðèòìû. Àëãîðèòì Ôðàíêà �Âóëüôà [2], êîòîðûé
òàêæå èçâåñòåí êàê ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà [3], ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñà-
ìûõ èçâåñòíûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøå-
íèé óñëîâíûõ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Îáîáùèëè ýòîãî àëãîðèòìà
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íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ Áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷åíî Â. Ô. Äåìüÿ-
íîâûì è À. Ì. Ðóáèíîâûì â [4]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûëè ïîëó÷åíû íîâûå
ðåçóëüòàòû ïî ñõîäèìîñòè æàäíûõ àëãîðèòìîâ [1�10].

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûé ñëàáûé ÷åáûøåâñêèé æàäíûé àëãîðèòì
AWCGA (Approximate Weak Chebyshev Greedy Algorithm) ðåøåíèÿ çà-
äà÷è àïïðîêñèìàöèè â ðàâíîìåðíî ãëàäêèõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
ïðåäëîæåííûé â ñòàòüå [11], ôîðìóëèðóåòñÿ àíàëîã ñëàáîãî æàäíîãî àë-
ãîðèòìà ñî ñâîáîäíîé ðåëàêñàöèåé (Weak Greedy Algorithm with Free
Relaxation (co)) äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âûïóêëîé îïòèìè-
çàöèè.

Îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {tn}∞n=1 òàêèõ, ÷òî 0 ≤ tn ≤ 1, n ≥ 1. Âîçìóùàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δn}∞n=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë òàêèõ, ÷òî 0 ≤ δn ≤ 1, n ≥ 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îøèáîê {ηn}∞n=1

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî ηn ≥ 0, n ≥ 1.
Ïîëîæèì G0 := 0. Äëÿ n ≥ 1 ñôîðìóëèðóåì èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå
àëãîðèòìà AWGAFR(co).

(1) Fn−1 � ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó

〈F ′n−1(Gn−1), ϕn〉 ≥ (1− δn−1)〈−E ′(Gn−1), ϕn〉,

ãäå ϕn ∈ D � ëþáîé ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

〈F ′n−1(Gn−1), ϕn〉 ≥ tn sup
g∈D
〈F ′n−1(Gn−1), g〉.

(2) Èùåì wn è λn òàêèå, ÷òî

Fn−1((1− wn)Gn−1 + λnϕn) ≤ (1 + ηn) inf
λ,w

Fn−1((1− w)Gn−1 + λϕn)

è îïðåäåëèì Gn := (1− wn)Gn−1 + λnϕn.

Tåîðåìà. Ïóñòü E � ðàâíîìåðíî ãëàäêàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìî-
äóëåì ãëàäêîñòè ρ(E, u) ≤ γuq, 1 < q ≤ 2, {tn}∞n=1 � îñëàáëÿþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ àëãîðèòìà AWGAFR(co) ñ âîçìóùà-
þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {δn}∞n=0 è îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ îøèáîê {ηn}∞n=1 òàêèìè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {nk}∞k=1, δnk = O(tpnk+1), ηnk = O(tpnk+1), ãäå p = q/(q − 1), ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

E(Gn)− inf
g∈D

E(g) ≤ C

(
1 +

N∑
k=1

tpnk

)−1/p

,

ãäå C = C(q, γ, η0), N = N(n) = max{k ∈ N : nk ≤ n}.
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Ïóñòü {fn}� ñèñòåìà ôóíêöèé, çàäàííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâåX.
Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè (èíà÷å, U-
ìíîæåñòâîì) äëÿ ðÿäîâ

∑
n
anfn(x), åñëè ëþáîé òàêîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ

ê íóëþ íà X \ A, ñîäåðæèò ëèøü íóëåâûå êîýôôèöèåíòû.
Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿ-

ìîóãîëüíèêàì êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [1�4] è ðÿäå
äðóãèõ. Íàèáîëåå øèðîêèå èçâåñòíûå êëàññû U -ìíîæåñòâ äëÿ òàêèõ ðÿ-
äîâ ïîñòðîåíû â [3, 4]. Â [5�8] ñòðîèëèñü U -ìíîæåñòâà äëÿ ñõîäÿùèõñÿ
ïî êóáàì è λ-ñõîäÿùèõñÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà íà ìíîãîìåðíîé äâîè÷-
íîé ãðóïïå Gd. Îòìåòèì [9], ÷òî êëàññû U -ìíîæåñòâ ïðè òàêèõ òèïàõ
ñõîäèìîñòè è ïðè ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì íå ñîâïàäàþò.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6] áûëè îáîáùåíû [10, 11] íà ñëó÷àé êðàòíûõ
ðÿäîâ ïî ñèñòåìàì õàðàêòåðîâ íóëüìåðíûõ êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

240



Â ÷àñòíîñòè, â [11] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà
åäèíñòâåííîñòè äëÿ òàêèõ ðÿäîâ ïðè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì.

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì P-è÷íûå ãðóïïû Âèëåíêèíà GP , ãäå P =
{pk}∞k=0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë. GP åñòü
ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

t = (t0, t1, . . .), tk = 0, . . . , pk − 1,

à ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ � ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëÿì pk. GP
ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíîé êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïîé. Ñèñòåìîé õàðàêòå-
ðîâ ýòîé ãðóïïû ñëóæèò ñèñòåìà Âèëåíêèíà {Vn}∞n=0. Ïîëîæèì m0 = 1
è mk = p0p1 . . . pk−1 ïðè k = 1, 2, . . .. Â íóìåðàöèè Ïýëè ôóíêöèè Vn
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

Vn(t) =
∞∏
k=0

(Rk(t))
nk , Rk(t)

def
= exp

(
2πitk
pk

)
,

n =
∞∑
k=0

nkmk (nk = 0, . . . , pk − 1), t = (t0, t1, . . .) ∈ G.

Ôóíêöèè Rk(t) íàçûâàþò ôóíêöèÿìè Ðàäåìàõåðà íà GP .
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè çà-

äàííîãî ìíîæåñòâà ñåìåéñòâó êîíòèíóàëüíûõ U -ìíîæåñòâ äëÿ êðàòíûõ
ðÿäîâ ïî ñèñòåìå {Vn}. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàþò ìíî-
æåñòâîì Äèðèõëå äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé {gn}∞n=0, çàäàííîé íà X, åñëè

lim
n→∞

sup
x∈A
|1− gn(x)| = 0.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû λ > 1 è âîçðàñòàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {sk} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü A ⊂ (GP)d � ïðî-
èçâîëüíîå ìíîæåñòâî Äèðèõëå äëÿ ñèñòåìû {gk}, ãäå

gk
def
= Rsk

(
t1
)
· . . . ·Rsk

(
td
)
,
(
t1, . . . , td

)
∈ (GP)d .

Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ d-êðàòíûõ ðÿäîâ
ïî ñèñòåìå {Vn} ïðè λ-ñõîäèìîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî A èç òåîðåìû 1 ìîæíî âëîæèòü â
íåêîòîðîå ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî Äèðèõëå äëÿ ñèñòåìû {gk}.

Òåîðåìó 1 ìîæíî óñèëèòü, çàìåíèâ ñõîäèìîñòü ê íóëþ ñõîäèìîñòüþ
ê ñóììèðóåìîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî d-
êðàòíûé ðÿä ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà λ-ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîé ñóììå f(t)
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äëÿ âñåõ t ∈ (GP)d \ A. Åñëè ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà, òî äàííûé ðÿä
ÿâëÿåòñÿ åå ðÿäîì Ôóðüå �Âèëåíêèíà.

Â [7] äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðÿäîâ, ñõîäÿ-
ùèõñÿ âíå ìíîæåñòâ Äèðèõëå äëÿ ñèñòåì {gk}, áûëà ðåøåíà äëÿ ñõîäè-
ìîñòè ê ïðîèçâîëüíûì ôóíêöèÿì f . Äëÿ ýòîãî áûë ïîñòðîåí ïðîöåññ
èíòåãðèðîâàíèÿ, îïðåäåëåííûé íà êëàññå, âêëþ÷àþùåì âñå ïîäîáíûå
ôóíêöèè.
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Ïðè ìàêðîñêîïè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ÷àñòî
èñïîëüçóþò êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå äîðîæíîãî äâèæåíèÿ

∂ρ

∂t
+
∂Q(ρ)

∂x
= 0, x ∈ R, t > 0. (1)
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Çäåñü ρ = ρ(x, t) � ïëîòíîñòü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà â òî÷êå x â ìîìåíò
âðåìåíè t. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî 0 6 ρ(x, t) 6 ρmax ñ ïîñòîÿííûì
çíà÷åíèåì ρmax > 0. Ôóíêöèÿ q = Q(ρ) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
äèàãðàììîé äîðîæíîãî äâèæåíèÿ (ñì. [1]). Îíà âûðàæàåò çàâèñèìîñòü
èíòåíñèâíîñòè äâèæåíèÿ ïîòîêà îò åãî ïëîòíîñòè. Êàê ïðàâèëî, ôóíê-
öèÿ Q(ρ) âûïóêëà ââåðõ íà ïðîìåæóòêå [0, ρmax ] è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
åãî êîíöàõ: Q(0) = Q(ρmax) = 0. Çàäàäèì òàêæå íà÷àëüíîå óñëîâèå

ρ(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R, (2)

ãäå 0 6 ϕ(x) 6 ρmax ïðè x ∈ R.
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé óêàçûâàåò íà ðÿä îñîáûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ íà-
ëè÷èåì ðàçðûâíûõ ðåøåíèé (ñì. [1�5]). Ýòî îñëîæíÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå ïëîòíîñòè ρ(x, t) ïðè t > 0. Êðàòêèé îáçîð ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñì. â [6]. Îáñóäèì îòäåëüíî
ïðåäëîæåííûé íåäàâíî ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ, ýôôåêòèâíî ðàáîòà-
þùèé ïðè ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Âûäåëèì êëàññ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèàãðàìì

Q(ρ) = kjρ+ bj, ρj−1 6 ρ 6 ρj, j = 1, . . . , n, (3)

ãäå n > 2 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ëèíåéíûõ êóñêîâ (òðàíñïîðòíûõ ôàç)
ñ ãðàíèöàìè

0 ≡ ρ0 < ρ1 < . . . < ρn−1 < ρn ≡ ρmax.

Âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû k1, b1, . . . , kn, bn âûáðàíû òàê, ÷òîáû
ôóíêöèÿ Q(ρ), çàäàííàÿ â (3), ÿâëÿëàñü íåïðåðûâíîé è âûïóêëîé ââåðõ
íà [0, ρmax ]. Íà÷àëüíîå óñëîâèå (2) áóäåì çàäàâàòü â êëàññå êóñî÷íî ïî-
ñòîÿííûõ ôóíêöèé.

Èòàê, âîçüìåì êóñî÷íî ëèíåéíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ äèàãðàììó Q(ρ)
è êóñî÷íî ïîñòîÿííîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ϕ(x). Òîãäà îáîáùåííîå ðåøå-
íèå ρ(x, t) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè (1), (2) áóäåò îïðåäåëåíî â êëàññå
êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, è ýòî ðåøåíèå ìîæíî êîíñòðóêòèâíî ïî-
ñòðîèòü, óêàçàâ àëãîðèòì äâèæåíèÿ èìåþùèõñÿ ðàçðûâîâ.

Âûäåëèì îäèí ðàçðûâ x = ξ(t) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè
ïëîòíîñòè

ρ+ = ρ(ξ(t) + 0, t), ρ− = ρ(ξ(t)− 0, t) (4)

ñïðàâà è ñëåâà îò íåãî. Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè (ñì. [4]) äâèæåíèå ðàç-
ðûâà îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûì óñëîâèåì Ãþãîíèî

ξ′(t) =
Q(ρ+)−Q(ρ−)

ρ+ − ρ−
. (5)
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Äëÿ ñîçäàíèÿ ïðàâèëüíûõ ¾ýíòðîïèéíûõ¿ ðàçðûâîâ ââåä¼ì äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå Îëåéíèê [5]. Íóæíî, ÷òîáû âåëè÷èíû (4) ïîä÷èíÿëèñü
íåðàâåíñòâó

(Q(ρ)− l(ρ))(ρ+ − ρ−) > 0 (6)

ïðè âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ρ, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó ρ+ è ρ−.
Çäåñü

l(ρ) ≡ Q(ρ+)−Q(ρ−)

ρ+ − ρ−
(ρ− ρ−) +Q(ρ−).

Óñëîâèå Îëåéíèê (6) îáåñïå÷èâàåò îäíîçíà÷íîå ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî
ðåøåíèÿ, èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïðèìåðû, ðàçîáðàííûå â [7].

Ïåðå÷èñëåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ôîðìàëèçîâàòü àëãîðèòì
äëÿ ýâîëþöèè ðàçðûâîâ ðåøåíèÿ ρ(x, t) ïðè t > 0. Óñëîâèå Ãþãîíèî (5)
â ñëó÷àå êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ρ(x, t) çàäàåò ïîñòîÿííóþ ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ êàæäîãî ðàçðûâà ξ(t) äëÿ òåõ âðåìåí t, ïîêà ýòî ðàç-
ðûâ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ðàçðûâîâ îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí
ðåçóëüòèðóþùèé ðàçðûâ, ó êîòîðîãî çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ñëåâà ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ñëåâà äëÿ ñàìîãî ëåâîãî èç ïåðåñåêàþùèõñÿ
ðàçðûâîâ, à çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ñïðàâà � çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ñïðàâà
äëÿ ñàìîãî ïðàâîãî èç ïåðåñåêàþùèõñÿ ðàçðûâîâ.

Åñëè ðàçðûâ ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t0 > 0 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Îëåéíèê (6), òî òàêîé ðàçðûâ çàìåíÿåòñÿ íà íåñêîëüêî íîâûõ ¾ïðîìå-
æóòî÷íûõ¿ ðàçðûâîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ óæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Îëåéíèê (ïîäðîáíåå ñì. â [6]). Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âååð ðàçðûâîâ
íà ïëîñêîñòè (x, t), èñõîäÿùèé èç òî÷êè (ξ(t0), t0).

Ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ â ñâîåé èçíà÷àëüíîé ôîðìå ïðèìåíèì
ëèøü äëÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2) è êóñî÷íî ëè-
íåéíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèàãðàìì âèäà (3). Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîáðàæåíèÿ àïïðîêñèìàöèè, çàìåíÿÿ ïðîèçâîëü-
íóþ êóñî÷íî ãëàäêóþ äèàãðàììó Q(ρ) íà áëèçêóþ ê íåé êóñî÷íî ëè-

íåéíóþ äèàãðàììó Q̃(ρ), à êóñî÷íî ãëàäêîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ϕ(x) íà
ñîîòâåòñòâóþùåå êóñî÷íî ïîñòîÿííîå óñëîâèå ϕ̃(x).

Äàííûé ïîäõîä ñî÷åòàåòñÿ òàêæå ñ ðÿäîì äðóãèõ êâàçèëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îòëè÷íûõ îò óðàâíåíèÿ äîðîæíîãî äâè-
æåíèÿ. Ïðîâåäåííûå òåñòû äàëè, íàïðèìåð, õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè àï-
ïðîêñèìàöèè èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ Õîïôà

vt + vvx = 0, x ∈ R, t > 0, (7)

äåéñòâóþùåãî äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé v = v(x, t) â ìîäåëè èíåðöèîííîãî
äâèæåíèÿ ¾íåéòðàëüíûõ¿ ÷àñòèö (ñì. [2]). Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëå-
íû ïðèìåðû è èëëþñòðàöèè ðàáîòû êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, ðåàëèçó-
þùåé ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ, â òîì ÷èñëå è äëÿ óðàâíåíèÿ (7).
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Î ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÂÀÐÈÀÖÈßÕ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ
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Å. Ñ. Ïîëîâèíêèí (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïî-
ëó÷åíèåì íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â ðàáîòàõ [1�4]. Äîêà-
çàíî ñâîéñòâî íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî âêëþ÷åíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííîé èçìåðèìî-ïñåâäîëèïøèöåâîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ îò íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ñâîé-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ÷àñòüþ ïðÿìîãî ìåòîäà [3�4] ïîëó÷åíèÿ íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å Ìàéåðà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â
âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, äèôôåðåíöèàëüíîå
âêëþ÷åíèå, óñëîâèå èçìåðèìî-ïñåâäîëèïøèöåâîñòè ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ.

1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T := [0, 1] îòðåçîê ïðÿìîé ñ ìåðîé Ëåáå-
ãà íà íåì è σ-àëãåáðîé L èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ. ×åðåç E

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00259a).
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îáîçíà÷àåì ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî c σ-àëãåáðîé áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ B, à ÷åðåç E∗ - åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç
Br(a) := {x ∈ E | ‖x − a‖ < r} (Br(a) := {x ∈ E | ‖x − a‖ ≤ r}) îáî-
çíà÷àåì îòêðûòûé (çàìêíóòûé) øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå a ðàäèóñà r > 0
â ïðîñòðàíñòâå E. Îáîçíà÷àåì ÷åðåç %(x,A) := inf{‖x − y‖ | y ∈ A} �
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ E äî ìíîæåñòâà A ⊂ E. ×åðåç P(E) îáîçíà÷àåì
ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E, ÷åðåç F(E) �
ìíîæåñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ èç ïðîñòðàíñòâà E.

×åðåç AC(T,E) îáîçíà÷àåì ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñò-
âî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ò.å. òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíê-
öèè f : T → E èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ ïî Áîõ-
íåðó ôóíêöèÿ v : T → E òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ T ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

f(t) = f(0) +

t�

0

v(τ)dτ,

ò.å. ôóíêöèÿ v : T → E èãðàåò ðîëü ïðîèçâîäíîé (â êîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå ñ íåé ñîâïàäàåò) è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê f ′ := v.

Ïóñòü äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F : T ×E → P(E) îïðåäåëåíî
äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå âèäà

dx

dt
∈ F (t, x), t ∈ T. (1)

×åðåç RT (F,C0) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî â AC(T,E) âñåõ òðà-
åêòîðèé x(·, x0) äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1) íà îòðåçêå T ïðè
óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0 ∈ C0.

Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðîå ìíîæåñòâî C0 ∈ F(E) è íåêîòîðàÿ òðà-
åêòîðèÿ x̂(·) ∈ RT (F,C0) äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1), êî-
òîðóþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå òåñòîâîé ôóíêöèè. Îáîáùàÿ
îïðåäåëåíèÿ ðàáîò [2�4], ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå ñòðîãîé èçìåðèìî �
ïñåâäîëèïøèöåâîñòè îòîáðàæåíèÿ F äëÿ ñëó÷àÿ òàêîé òåñòîâîé ôóíê-
öèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî F : T × E → F(E) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ ñòðîãîé èçìåðèìî � ïñåâäîëèïøèöåâîñòè îêîëî òðàåêòî-
ðèè x̂(·), åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëî ε > 0 è ôóíêöèè l(·) ∈ L1(T,R1

+) òàêèå,
÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè ãèïîòåçû:
Ãèïîòåçà 1 (ïñåâäîëèïøèöåâîñòü). Ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
R : T → R1

+ ∪ (+∞) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà

G(t, x) := F (t, x) ∩ (x̂′(t) +R(t)B1(0)), ∀t ∈ T, x ∈ Bε(x̂(t)) (2)

âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
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2.1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(·) ∈ C(T,E), ó êîòîðîé v(t) ∈ Bε(x̂(t))
ïðè âñåõ t ∈ T , îòîáðàæåíèå t→ G(t, v(t)) èçìåðèìî íà îòðåçêå T ;

2.2) äëÿ ï.â. t ∈ T è ëþáûõ x1, x2 ∈ Bε(x̂(t)) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

G(t, x1) ⊂ F (t, x2) + l(t)‖x1 − x2‖B1(0).

Ãèïîòåçà 2 (óìåðåííûé ðîñò). Ñóùåñòâóþò ÷èñëî γ ∈ (0, 1) è ôóíê-
öèÿ η(·) ∈ L1(T,R1

+) òàêèå, ÷òî ïðè ï.â. t ∈ T âåðíà îöåíêà 0 < η(t) ≤
γR(t) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

F (t, x) ∩ (x̂′(t) + η(t)B1(0)) 6= ∅, ∀x ∈ Bε(x̂(t)).

Ãèïîòåçà 3 (íåâûðîæäåííîñòü). Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ε
l(t)

m(1) + 1
≤ η(t) ï.â. t ∈ T.

Çäåñü è äàëåå m(t) :=
� t

0 l(τ)dτ, t ∈ T , γ̃ := min
{

1−γ
γ ; 1

2e
−m(1)

}
.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî F : T × E → F(E) óäîâëåòâîðÿåò
îïðåäåëåíèþ 1.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (òåîðåìû 1) ïðèâåäåì íåêîòî-
ðûå îïðåäåëåíèÿ è ëåììû.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ρ0(·) ∈ L1(T,R1
+) îïðå-

äåëèì ìíîæåñòâî

D0(F, ρ0(·)) :=
{
x(·) ∈ AC(T,E) | ‖x(·)− x̂(·)‖AC <

ε

4
; (3)

%(x′(t), F (t, x(t))) ≤ ρ0(t); η(t) + ‖x′(t)− x̂′(t)‖ ≤ 1

γ
η(t) ï.â. t ∈ T

}
.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ ρ0(·) ∈ L1(T,R1
+), óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ íåðàâåíñòâó 0 ≤ ρ0(t) ≤ γ̃ η(t) ïðè ï.â. t ∈ T . Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x0 ∈ E òàêîãî, ÷òî ‖x0 − x̂(0)‖ < δ0, ãäå δ0 := γ̃ ε

(m(1)+1) e
−m(1)−1, ñóùå-

ñòâóåò ôóíêöèÿ x(·) ∈ D0(F, ρ0(·)) òàêàÿ, ÷òî x(0) = x0.
Çàìå÷àíèå. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, êîãäà ρ0(t) = 0, èç ëåììû 1 ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x0 ∈ C ∩ Bδ0(x̂(0)) ãèïîòåçà î íåâûðîæäåííîñòè
(ãèïîòåçà 3) ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå òðàåêòîðèè x(·) ∈ RT (F, x0) òà-
êîé, ÷òî ‖x(·)− x̂(·)‖AC < ε

4 .
Âûáåðåì ïàðàìåòð a ∈ (0, ε). Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ρ0(·) ∈ L1(T,R1

+)
îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ρk(·)}k∈N ⊂ L1(T,R1

+) ïî ôîð-
ìóëå

ρk(t) := l(t)

(
ϑk +

� t

0

ρk−1(τ)dτ

)
, k ∈ N, (4)
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ãäå

ϑk :=
b

2k
e−2m(1), k ∈ N, b :=

a

4(m(1) + 1)
. (5)

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ρ0(·) ∈ L1(T,R1
+) ðÿä

+∞∑
k=1

ρk(t), ïî-

ðîæäåííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (4), (5), ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ, è ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

+∞∑
k=1

ρk(t) ≤ l(t)

(
b+

� t

0

em(t)−m(τ)ρ0(τ)dτ

)
ïðè ï.â. t ∈ T.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ ρ0(·) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ρ0(t) ≤ γ̃ ε
l(t)

m(1) + 1
, ï.â. t ∈ T, (6)

òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

+∞∑
k=0

ρk(t) ≤
3

4
η(t),

+∞∑
k=0

(ρk(t) + ϑk/4) < η(t), ï.â. t ∈ T.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ôóíêöèè ρk(·) è ÷èñëà ϑk îïðåäåëåíû ñîîò-
íîøåíèÿìè (4), (5), (6). Ïðè êàæäîì k ∈ N îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Dk(F, ρk(·)) :=
{
x(·) ∈ AC(T,E) | ‖x(·)− x̂′(·)‖AC <

ε

4
+

+
k−1∑
l=0

(
ϑl+1 +

� 1

0

ρl(τ)dτ

)
; %(x′(t), F (t, x(t))) ≤ ρk(t); (7)

+∞∑
l=k

(
1

4
ϑl+1 + ρl(t)

)
+ ‖x′(t)− x̂′(t)‖ ≤ 1

γ
η(t), ï.â. t ∈ T

}
Ëåììà 3. Ïðè ëþáîì k ∈ N∪{0} ìíîæåñòâî Dk(F, ρk(·)) íå ïóñòî,

äëÿ ëþáîãî x(·) ∈ Dk(F, ρk(·)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖x(·)−x̂(·)‖AC <
ε è ïðè ï.â. t ∈ T ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

%(x′(t), F (t, x(t))) = %(x′(t), G(t, x(t)));

F (t, x(t)) ∩ (x′(t) + r(t)B1(0)) = G(t, x(t)) ∩ (x′(t) + r(t)B1(0)),

ãäå r(t) := %(x′(t), F (t, x(t))) + 1
4ϑk+1.
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Ëåììà 4. Çàôèêñèðóåì íîìåð k ∈ N, ìíîæåñòâî S :=
Dk−1(F, ρk−1(·)) èç (7) è ÷èñëî ϑ = ϑk èç (5). Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå f : Dk−1(F, ρk−1(·)) → Dk(F, ρk(·)) òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x(·) ∈ S ïðè âñåõ t ∈ T ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

� t

0

‖f ′(x(·))(τ)− x′(τ)‖dτ ≤ 3

4
ϑ+

� t

0

%(x′(τ), F (τ, x(τ)))dτ,

� t

0

%(f ′(x(·))(τ), F (τ, f(x(·))(τ)))dτ ≤ 1

2
ϑ+

� t

0

l(τ)‖f(x(·))(τ)− x(τ)‖dτ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ρ0(·) ∈ L1(T,R1
+), óäîâëå-

òâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó (6), çàäàíî ìíîæåñòâî S0 := D0(F, ρ0(·)) (ñì.
(3)). Ïóñòü çàäàíû ÷èñëî a ∈ (0, ε], ÷èñëî δ1 > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó

δ1 ≤
a

64(m(1) + 1)
e−2m(1),

è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ d : Bε/4(x̂(0))→ E òàêàÿ, ÷òî ‖d(x)− x‖ < δ1

ïðè âñåõ x ∈ Bε/4(x̂(0)). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
r: S0 → RT (F, d(Bε/4(x̂(0)))∩C0), óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ ëþáîãî x(·) ∈ S0

ñîîòíîøåíèÿì:
r(x(·))(0) = d(x(0)),

‖r(x(·))(t)− x(t)‖ ≤
� t

0

em(t)−m(τ)ρ0(τ)dτ +
a

2(m(1) + 1)
, ∀t ∈ T.
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Äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêå ñíèçó íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ìèíèìóìà
ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòÿõ, ðàäèóñû êîòîðûõ ïðî-

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-6222.2018.1).
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áåãàþò îòðåçîê ñ ôèêñèðîâàííûì îòíîøåíèåì êîíöîâ. Îöåíêà äàåòñÿ
÷åðåç îòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü èíòåãðàëüíîé íîðìû íà áîëüøåé îêðóæ-
íîñòè.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà q ∈ (0, 1) è d > 0. Ïîëîæèì

s = s(q) =
1 + q

1− q
,

A+(q, d) =
1− q

4

((
s+

√
s2 − 1

)d+1
d

+
(
s−

√
s2 − 1

)d+1
d

)
+

1 + q

2
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñåãäà âåðíî íåðàâåíñòâî A+(q, d) > 1.
×åðåç H1(R) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
íîðìà

‖f‖R = sup
0<x<R

1

2π

2π�

0

∣∣f(xeiϕ)
∣∣ dϕ.

Ïîëîæèì òàêæå m(f, r) = min|z|=r |f(z)|.
Òåîðåìà 1. Äàíû òðè ÷èñëà q ∈ (0, 1), d > 0, R > 0 è ïðîèçâîëüíàÿ

ôóíêöèÿ f(z) =
∑∞

k=ν bkz
k ∈ H1(R), bν 6= 0, ν ∈ N0, ãäå R > A+(q, d)R.

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî r ∈ (qR,R), ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó

m(f, r) > c‖f‖−dR , c = 4−d−1qγ+1|bν|1+dAνd
+ (q, d)Rν(1+d).

Âåðíà ëè ïîäîáíàÿ îöåíêà, åñëè R < A+(q, d)R? Ïîêà äîêàçàíî, ÷òî
åñëè R 6 A−(q, d)R, ãäå A−(q, d) = A+(q, d) − q − 1, òî íàèáîëüøèé
èç ìèíèìóìîâ ìîäóëÿ íà îêðóæíîñòÿõ ðàäèóñîâ r ∈ [qR,R] íåëüçÿ îöå-
íèòü ñíèçó ÷åðåç ‖f‖−dR . Ïîñòàâèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó î íàõîæäåíèè
â ïðîñòðàíñòâå H1 = H1(1) òî÷íîé íèæíåé ãðàíè

inf{‖f‖d1 max
qR6r6R

m(f, r) | f ∈ H1, f(0) = 1}. (1)

Òåîðåìà 2. Åñëè ïàðà ÷èñåë q, d òàêîâà, ÷òî A−(q, d) > 1, òî ïðè
1/A−(q, d) 6 R < 1 òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü (1) ðàâíà íóëþ. Åñëè æå
0 < R 6 1/A+(q < d), òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü (1) ïîëîæèòåëüíà.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì d > 0 âåëè÷èíà A−(q, d) âîç-
ðàñòàåò ïî q ∈ (0, 1) è limq→1−A−(q, d) = +∞. Â ÷àñòíîñòè, èìååì

A−(q, 1) =
q2 + 3q

1− q
, A+(q, 1) =

1 + 3q

1− q
.

Â òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé äîêàçàí ðÿä òåîðåì (ñì. [1]) î òîì, ÷òî íà
íåêîòîðîì ¾äîñòàòî÷íî îáøèðíîì¿ èëè õîòÿ áû èìåþùåì ïðåäåëüíóþ
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òî÷êó ∞ ìíîæåñòâå çíà÷åíèé r ∈ R+ (ñâîåì äëÿ êàæäîé öåëîé ôóíê-
öèè f) ìèíèìóì ìîäóëÿ m(f, r) äîïóñêàåò îöåíêó ñíèçó ÷åðåç êàêóþ-
ëèáî ñòåïåíü M(f, r) = max|z|=r |f(z)|. Â èçâåñòíûõ àâòîðó ðàáîòàõ ïî
ýòîé òåìàòèêå ìàêñèìóì ìîäóëÿ, ÷åðåç ñòåïåíü êîòîðîãî îöåíèâàëñÿ ìè-
íèìóì, áðàëñÿ íà òîé æå îêðóæíîñòè, ÷òî è ìèíèìóì. Âûÿñíèëîñü, ÷òî
îöåíêè m(f, r) ÷åðåç ïîñòîÿííóþ ñòåïåíü M(f, r) âîçìîæíû, âîîáùå ãî-
âîðÿ, äëÿ öåëûõ ôóíêöèé f êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (èëè, áîëåå îáùî, êîíå÷-
íîãî íèæíåãî ïîðÿäêà). Õýéìàí [2] ïîñòðîèë öåëóþ ôóíêöèþ F áåñêî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîé

lim
r→+∞

lnm(F, r)

lnM(F, r)
= −∞.

Âîïðîñ î çíà÷åíèè òî÷íîé íèæíåé ãðàíè

lim
r→+∞

lnm(f, r)

lnM(f, r)
,

âçÿòîé ïî âñåì öåëûì ôóíêöèÿì f 6= 0 ïîðÿäêà íå âûøå ρ, ðåøåí äî-
ñòàòî÷íî äàâíî ïðè ρ ∈ [0, 1] (cos πρ), íî ïðè ρ > 1 äî ñèõ ïîð îòêðûò.
Õýéìàí [2] íàøåë ïîðÿäîê (− ln ρ) ýòîé âåëè÷èíû ïðè ρ → +∞. Òåî-
ðåìà 1 äàåò âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíî îöåíèâàòü ñíèçó íàèáîëüøåå ïî
r ∈ [qR,R] çíà÷åíèå m(f, r) ÷åðåç ëþáóþ (íàïðèìåð, ìèíóñ ïåðâóþ) ñòå-
ïåíü ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà îêðóæíîñòè íåêîòîðîãî ðàäèóñà, áîëüøåãî R.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè f 6≡ 0 ñóùåñòâóåò ïîñòî-
ÿííàÿ c = c(f) > 0 òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ ëþáîãî R > 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà r ∈ (R/3, R), ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

m(f, r) >
c

M(f, 3R)
.

Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë rn, ÷òî

1) lim
n→∞

rn = +∞, 2) rn < rn+1 < 3rn + 3, 3) m(f, rn) >
c

M(f, 9rn)
.

Òåîðåìà 3. Åñëè q ∈ (0, 1), d > 0, a < A−(q, d) òî ñóùåñòâóþò
öåëàÿ ôóíêöèÿ F è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë Rn →
+∞ òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

(
Md(F, aRn) max

qRn6r6Rn

(
m(F, r)

))
= 0.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îöåíêè ñíèçó íàèáîëüøåãî èç ìèíèìóìîâ
ìîäóëÿ öåëîé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòÿõ, ðàäèóñû êîòîðûõ ïðîáåãàþò îò-
ðåçîê ñ ïîñòîÿííûì îòíîøåíèåì, âñòðå÷àëèñü âåñüìà ðåäêî. Àâòîðó èç-
âåñòíû òðè òàêèå ðàáîòû [3�5]. Â [3] è [4] ðàññìàòðèâàëèñü âåñüìà óçêèå
ïîäêëàññû öåëûõ ôóíêöèé. Â [5] â ðàññóæäåíèÿõ èìåþòñÿ íåèñïðàâèìûå
îøèáêè, ïîâëåêøèå çà ñîáîé íåâåðíûé ðåçóëüòàò (ñëåäñòâèå 3 íà ñ. 236).
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Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè x → 0+ ñóìì
ðÿäîâ ïî ñèíóñàì

g(b, x) =
∞∑
k=1

bk sin kx, b = {bk}k∈N , (1)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ íå òîëüêî ìîíîòîííî ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ, ò. å.

b1 > 0, bk+1 6 bk (∀k ∈ N), lim
k→∞

bk = 0, (2)

íî è ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèì äâóì ñïåöèàëüíûì êëàññàì.
Îäèí êëàññ � îáîçíà÷èì åãî B ↓� ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé b = {bk}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2) è, êðîìå ýòîãî, óñëîâèþ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-6222.2018.1).
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(k + 1)bk+1 6 kbk ∀k ∈ N. Äðóãîé êëàññ � îáîçíà÷èì åãî B ↑� ñîñòî-
èò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðîòèâîïîëîæíîìó
óñëîâèþ kbk 6 (k + 1)bk+1 ∀k ∈ N, è, êðîìå ýòîãî, óñëîâèþ (2).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóñòîðîííåé îöåíêè ñóììû ðÿäà (1) Ð. Ñàëåì [1]
îïðåäåëèë ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

v(b, x) = x

m(x)∑
k=1

kbk, m(x) = [π/x] .

Îí äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b âè-
äà (2) òàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2, ÷òî âåðíû îöåíêè

g(b, x) 6 C1v(b, x) ∀x ∈ (0, π], (3)

g(b, x) > C2v(b, x), 0 < x 6 x0. (4)

Îöåíêà ñíèçó (4) âûâåäåíà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ: ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü b âûïóêëà è b ∈ B ↑.

Ñ.À. Òåëÿêîâñêèé [2] óëó÷øèë ýòè ðåçóëüòàòû, âûâåäÿ îöåíêè (3) è
(4) ñ àáñîëþòíûìè ïîñòîÿííûìè C1 è C2, x0 = π/2 è ñíÿâ òðåáîâàíèå
b ∈ B ↑. À.Þ. Ïîïîâ [3] äîêàçàë, ÷òî â (3) ìîæíî âçÿòü C1 = 1, óëó÷øèòü
êîòîðóþ â îáùåì ñëó÷àå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ. Â [3] òàêæå íàéäåíî
àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìîå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé C2 =
2π−2.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îöåíêè ñíèçó âèäà (4), åñëè íå òðåáî-
âàòü îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b íè÷åãî êðîìå ìîíîòîííîãî ñòðåìëåíèÿ ê
íóëþ, ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

Íàìè íàéäåíû îöåíêà ñíèçó âèäà (4) ñ àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìîé
íà êëàññå B ↓ êîíñòàíòîé C2 è óñèëåíèå îöåíêè (3) ñ àñèìïòîòè÷åñêè
íåóëó÷øàåìîé êîíñòàíòîé C1 < 1 íà êëàññå B ↑.

Òåîðåìà 1. Åñëè b ∈ B ↓, òî ïðè ëþáîì x ∈ (0, π/3] âåðíà
îöåíêà ñíèçó g(b, x) >

(
I − 1/m(x)

)
v(b, x) − 1, 5bm(x)+1 sin (x/2), ãäå

I = (1/π)
� 2π

0 (sin t/t) dt = 0, 451 . . .
Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b ∈ B ↓

è {xn}n∈N, ÷òî xn > 0 (∀n ∈ N), limn→∞ xn = 0, g(b, xn) ∼ I v(b, xn),
n→∞.

Òåîðåìà 2. Åñëè b ∈ B ↑, òî ïðè ëþáîì x ∈ (0, π) âåðíà îöåí-
êà ñâåðõó g(b, x) 6 I

(
1 + 1/m(x)

)
v(b, x) + 0, 5bm(x)+1 tg (x/4), ãäå I =

= (1/π)
� π

0 (sin t/t) dt = 0, 589 . . .

Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b ∈ B ↑
è {xn}n∈N, ÷òî xn > 0 (∀n ∈ N), limn→∞ xn = 0, g(b, xn) ∼ I v(b, xn),
n→∞.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë ‖ · ‖p, 0 ≤ p ≤ +∞. Äëÿ 0 < p < +∞
ñ÷èòàåì, ÷òî îí îïðåäåë¼í ôîðìóëîé

‖f‖p =

(
1

2π

� 2π

0

|f(t)|p dt
)1/p

.

Äëÿ êðàéíèõ p ïîëàãàåì

‖f‖∞ = lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖C = max
x∈T
|f(t)|,

‖f‖0 = lim
p→0+

‖f‖p = exp

(
1

2π

� 2π

0

ln |f(t)| dt
)
.

Èññëåäóåòñÿ íàèëó÷øàÿ êîíñòàíòà κ(α, n, p) â íåðàâåíñòâå

‖Dαtn‖p ≤ κ(α, n, p) ‖tn‖p, p ∈ [0,∞],

ãäå tn � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå n è Dα � îïå-
ðàòîð äðîáíî-ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî Âåéëþ. Òî åñòü áóäåì
èññëåäîâàòü âåëè÷èíó

κ(α, n, p) = sup
tn∈τn,tn 6≡0

‖Dαtn‖p
‖tn‖p

.

Èññëåäîâàíèþ äàííîé âåëè÷èíû ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò. Îòìåòèì ñðåäè
íèõ [1�4].

Òåîðåìà. Cïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî κ(α, 1, p) = 1 äëÿ α ∈
∈ R, p ∈ [0; +∞]. Ïðè n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ñïðàâåäëèâî κ(α, n, p) = nα

ïðè ëþáîì α ∈ {1, 2, . . . , 2n− 3} ∪ [2n− 2,∞), p ∈ [0; +∞].

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé n = 2 ïîëó÷åí äðóãèì ñïîñîáîì â ðàáîòå [5],
ïðè÷¼ì â ðàáîòå [5] äîêàçàíî, ÷òî κ(α, 2, p) > 2α ïðè âñåõ α ∈ [0; 1) ∪
∪ (1; 2).
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Àâòîðîì ðàíåå àíîíñèðîâàëñÿ ðåçóëüòàò ïðè n = 1, 2, 3, 4, 5 â ðàáî-
òå [6].
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ÓÄÊ 517.5

ÓÑÈËÅÍÍÛÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÓËÜßÍÎÂÀ1

Ì. Ê. Ïîòàïîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
Á. Â. Ñèìîíîâ (Âîëãîãðàä, Ðîññèÿ)

mkpotapov@mail.ru, simonov-b2002@yandex.ru

I. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
• Lp, 1 ≤ p <∞,− ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

f(x) îäíîãî ïåðåìåííîãî x òàêèõ, ÷òî ‖f‖p <∞, ãäå

‖f‖p =
( 2π�

0

|f(x)|pdx
)1/p

;

• L0
p � ìíîæåñòâî ôóíêöèé f ∈ Lp òàêèõ, ÷òî

2π�
0

f(x)dx = 0;

• ωα(f, δ)p � äðîáíûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîðÿäêà α > 0 ôóíêöèè
f ∈ Lp, ò.å.

ωα(f, δ)p = sup
|h|≤δ
||
∞∑
ν=0

(−1)ν
(
α

ν

)
f(x+ (α− ν)h)||p,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò N 16-01-00350).

255



ãäå
(
α
ν

)
= 1 äëÿ ν = 0,

(
α
ν

)
= α äëÿ ν = 1,

(
α
ν

)
= α(α−1)···(α−ν+1)

ν! äëÿ ν ≥ 2.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè α = k, ãäå k ∈ N, òî ωα(f, δ)p åñòü îáû÷íûé ìîäóëü

ãëàäêîñòè k−ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x).
Õîðîøî èçâåñòíî íåðàâåíñòâî Óëüÿíîâà [1]:
åñëè f ∈ Lp, 1 ≤ p < q <∞, θ = 1

p −
1
q , k ∈ N, δ ∈ (0, 1), òî

ωk(f, δ)q ≤ C1

( δ�

0

[
t−θωk(f, t)p

]qdt
t

)1/q

. (1)

Ïðèìåíåíèå äðîáíûõ ìîäóëåé ãëàäêîñòè ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ñëåäó-
þùèå óñèëåííûå íåðàâåíñòâà Óëüÿíîâà ([2�5]):

à) åñëè f ∈ L0
p, 1 < p < q <∞, α > 0, θ = 1

p −
1
q , δ ∈ (0, 1), òî

ωα(f, δ)q ≤ C2

( δ�

0

[
t−θωα+θ(f, t)p

]qdt
t

)1/q

, (2)

íåðàâåíñòâî (2) ïðè p = 1 íåñïðàâåäëèâî,
á) åñëè f ∈ L0

1, 1 = p < q < ∞, θ = 1 − 1
q , α > γ > 0, γ + θ > α,

δ ∈ (0, 1), òî

ωα(f, δ)q ≤ C3

( δ�

0

[
t−θωγ+θ(f, t)1

]qdt
t

)1/q

, (3)

â) åñëè f ∈ L0
1, 1 = p < q <∞, θ = 1− 1

q , β > α > 0, δ ∈ (0, 1), òî

ωα(f, δ)q ≤ C4

( δ�

0

[
t−θωα+θ(f, t)1

]qdt
t

)1/q

+

+δα
( 1�

δ

[
t−α−θωβ+θ(f, t)1

]qdt
t

) 1
q

. (4)

Îòìåòèì, ÷òî â íåðàâåíñòâàõ (1)�(4) ïîñòîÿííûå C1 − C4 íå çàâèñÿò
îò f è δ.

II. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
• Lp, 1 ≤ p < ∞, � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(x1, x2) äâóõ

ïåðåìåííûõ x1 è x2, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæäîìó ïåðåìåííîìó, äëÿ
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êîòîðûõ ‖f‖p <∞, ãäå

‖f‖p =

 2π�

0

2π�

0

|f(x1, x2)|pdx1dx2


1
p

;

• L0
p � ìíîæåñòâî ôóíêöèé f ∈ Lp òàêèõ, ÷òî

2π�
0

f(x1, x2)dx1 = 0 äëÿ

ïî÷òè âñåõ x2 è
2π�
0

f(x1, x2)dx2 = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x1;

• ∆α1

h1
(f)− ðàçíîñòü ñ øàãîì h1 ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà α1 ïî ïåðå-

ìåííîé x1 ôóíêöèè f ∈ Lp, òî åñòü

∆α1

h1
(f) =

∞∑
ν1=0

(−1)ν1

(
α1

ν1

)
f(x1 + (α1 − ν1)h1, x2),

• ∆α2

h2
(f)− ðàçíîñòü ñ øàãîì h2 ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà α2 ïî ïåðå-

ìåííîé x2 ôóíêöèè f ∈ Lp, ò. å.

∆α2

h2
(f) =

∞∑
ν2=0

(−1)ν2

(
α2

ν2

)
f(x1, x2 + (α2 − ν2)h2),

• ωα1,α2
(f, δ1, δ2)p− ñìåøàííûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ïî-

ðÿäêîâ α1 è α2 ñîîòâåòñòâåííî ïî ïåðåìåííûì x1 è x2 ôóíêöèè f ∈ Lp,
ò. å.

ωα1,α2
(f, δ1, δ2)p = sup

|hi|≤δi,i=1,2

||∆α1

h1

(
∆α2

h2
(f)
)
||p;

• ωα(f, δ)p � ïîëíûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà α
ôóíêöèè f(x1, x2) ∈ Lp, ò. å.

ωα(f, δ)p = sup
|h1|≤δ,|h2|≤δ

||
∞∑
ν=0

(−1)ν
(
α

ν

)
f(x1 + (α− ν)h1, x2 + (α− ν)h2)||p.

Äëÿ ñìåøàííûõ ìîäóëåé ãëàäêîñòè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñèëåí-
íûå íåðàâåíñòâà Óëüÿíîâà ([5�8]):

à) åñëè f ∈ L0
1, 1 < p < q <∞, θ = 1

p −
1
q , αi > 0, δi ∈ (0, 1), i = 1, 2, òî

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≤ C5

( δ1�

0

δ2�

0

[
(t1t2)

−θωα1+θ,α2+θ(f, t1, t2)p
]qdt1
t1

dt2
t2

) 1
q

, (5)
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íåðàâåíñòâî (5) ïðè p = 1 íåñïðàâåäëèâî,
á) åñëè f ∈ L0

1, 1 = p < q <∞, θ = 1− 1
q , αi > γi > 0, γi + θ > αi,

δi ∈ (0, 1), i = 1, 2, òî

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
≤ C6

( δ1�

0

δ2�

0

[
(t1t2)

−θωγ1+θ,γ2+θ(f, t1, t2)1

]qdt1
t1

dt2
t2

) 1
q

, (6)

â) åñëè f ∈ L0
1, 1 = p < q <∞, θ = 1− 1

q , βi > αi > 0, δi ∈ (0, 1),
i = 1, 2, òî

ωα1,α2

(
f, δ1, δ2

)
q
� C7

{( δ1�

0

δ2�

0

[
(t1t2)

−θωα1+θ,α2+θ(f, t1, t2)1

]qdt1
t1

dt2
t2

) 1
q

+

+δα1
1

( 1�

δ1

δ2�

0

[
t−α1−θ
1 t−θ2 ωβ1+θ,α2+θ(f, t1, t2)1

]qdt1
t1

dt2
t2

) 1
q

+

+δα2
2

( δ1�

0

1�

δ2

[
t−θ1 t−α2−θ

2 ωα1+θ,β2+θ(f, t1, t2)1

]qdt1
t1

dt2
t2

) 1
q

+

+δα1
1 δ

α2
2

( 1�

δ1

1�

δ2

[
t−α1−θ
1 t−α2−θ

2 ωβ1+θ,β2+θ(f, t1, t2)1

]qdt1
t1

dt2
t2

) 1
q
}
. (7)

Îòìåòèì, ÷òî â íåðàâåíñòâàõ (5)�(7) ïîñòîÿííûå C5 − C7 íå çàâèñÿò
îò f, δ1 è δ2.

Äëÿ ïîëíûõ ìîäóëåé ãëàäêîñòè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñèëåííûå
íåðàâåíñòâà Óëüÿíîâà ([5, 9, 10]):

à) åñëè f ∈ L0
p, 1 < p < q <∞, θ = 1

p −
1
q , α > 0, δ ∈ (0, 1), òî

ωα(f, δ)q ≤ C8

( δ�

0

[
t−2θωα+2θ(f, t)p

]qdt
t

) 1
q

, (8)

á) åñëè f ∈ L0
1, 1 = p < q <∞, θ = 1− 1

q , 0 < γ < α, γ + 2θ > α,

δ ∈ (0, 1), òî

ωα(f, δ)q ≤ C9

( δ�

0

[
t−2θωγ+2θ(f, t)1

]qdt
t

) 1
q

, (9)
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â) åñëè f ∈ L0
1, 1 = p < q <∞, θ = 1− 1

q , β > α > 0, δ ∈ (0, 1), òî

ωα(f, δ)q ≤ C10

{( δ�

0

[
t−2θωα+2θ(f, t)1

]qdt
t

) 1
q

+

+δα
( 1�

δ

[
t−α−2θωβ+2θ(f, t)1

]qdt
t

) 1
q
}
. (10)

Îòìåòèì, ÷òî â íåðàâåíñòâàõ (8)�(10) ïîñòîÿííûå C8−C10 íå çàâèñÿò
îò f è δ.
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ÓÄÊ 517.54

ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ
ÊÀÑÀÒÅËÜÍÛÕ ÐÀÇÐÅÇÎÂ Â ÝÂÎËÞÖÈÈ ËÅÂÍÅÐÀ1

Ä. Â. Ïðîõîðîâ (Ñàðàòîâ è Ïåòðîçàâîäñê, Ðîññèÿ)
ProkhorovDV@info.sgu.ru

Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ f âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H íà îäíîñâÿç-
íóþ îáëàñòü G ñ ëîêàëüíî ñâÿçíîé ãðàíèöåé íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ
âïëîòü äî ãðàíèöû R ïîëóïëîñêîñòè H. Ãðàíèöà ∂G îáëàñòè G èìååò
óãîë ðàñòâîðà απ, 0 ≤ α ≤ 2, â ïðîñòîì êîíöå, ñîîòâåòñòâóþùåì x0 ∈ R,
f(x0) 6=∞, åñëè

lim
x→x0−

arg(f(x)− f(x0)) = ψ, lim
x→x0+

arg(f(x)− f(x0)) = ψ+απ, x ∈ R,

ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 51].
Ïðè α = 0 ïîÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé êàñï ñ âåðøèíîé â òî÷êå f(x0).

Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå H íà G âåäåò ñåáÿ ëîêàëüíî êàê (w − x0)
α,

0 < α ≤ 2, â ïåðåñå÷åíèè H ñ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0, åñëè óãîë ëîêàëü-
íî îãðàíè÷åí ïðÿìîëèíåéíûìè ñåãìåíòàìè. Äëÿ óãëà ñ Äèíè ãëàäêèìè
ãðàíèöàìè Ïîììåðåíêå [1, òåîðåìà 3.11] îïèñàë àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè f , ñîäåðæàùåå ñòåïåíè w − x0 è ëîãàðèôìè÷åñêèå
÷ëåíû. Áîëåå ñëîæíîå îïèñàíèå áûëî ïðåäëîæåíî â ñëó÷àå α = 0, êî-
ãäà ãðàíè÷íûå êðèâûå êàñïà èìåþò âçàèìíîå êàñàíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
[1, ñ.266]. Âàðøàâñêèé â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ ðàçâèë ïîäõîä ê èçó÷åíèþ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé áåñêîíå÷íûõ ïî-
ëîñ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êàñïó, ñì., íàïðèìåð, [2]. Îí ïîëó÷èë ãåîìåòðè÷å-
ñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ f(w) ∼ (w−w0)

α â óãëå ðàñòâî-
ðà απ [3]. Ëåâàé ðàññìîòðåë àíàëèòè÷åñêèå óãëû, îãðàíè÷åííûå äâóìÿ
àíàëèòè÷åñêèìè êðèâûìè ïðè α = 1 [4], à Ëåìàí [5] ðàñïðîñòðàíèë ýòè
ðåçóëüòàòû íà ïðîèçâîëüíûå α, 0 < α ≤ 2.

Óðàâíåíèå Ëåâíåðà äåìîíñòðèðóåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè, â òîì ÷èñ-
ëå â èññëåäîâàíèè ïîäîáíûõ çàäà÷. Ïóñòü Γ : [0, T ] → C ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòîé êðèâîé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, Γ(0) = 0, Γ(0, T ] ⊂ H. Äëÿ
çàäàííîãî t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
g(·, t) : H \ Γ(0, T ]→ H, èìåþùåå ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ íîðìèðîâêó

g(z, t) = z +
2t

z
+O

(
1

z2

)
, z →∞.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 17-11-01229).
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Ïàðàìåòð t íàçûâàåòñÿ åìêîñòüþ Γ[0, t] îòíîñèòåëüíî ïîëóïëîñêîñòè.
Ýâîëþöèÿ g(z, ·) îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ëåâíåðà

∂g(z, t)

∂t
=

2

g(z, t)− λ(t)
, g(z, 0) = z, z ∈ H, (1)

ñ íåïðåðûâíîé âåùåñòâåííîé óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé λ(t) = g(Γ(t), t).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî g è Γ ãåíåðèðóþòñÿ ôóíêöèåé λ. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
f(w, t) = g−1(w, t) : H → H \ Γ[0, t] èìååò ñâîþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ
íîðìèðîâêó

f(w, t) = w − 2t

w
+O

(
1

w2

)
, w →∞.

Äâà îòðåçêà [α(t), λ(t)] ⊂ R è [λ(t), β(t)] ⊂ R îòîáðàæàþòñÿ ôóíê-
öèåé f íà ¾ëåâóþ¿ è ¾ïðàâóþ¿ ñòîðîíû ðàçðåçà Γ[0, t], ñîîòâåòñòâåííî.
Îáå ôóíêöèè α(t) è β(t) ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
(1). Â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå Ëåâàé â [4] è Ëåìàí â [5] óñòàíîâèëè àñèìï-
òîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f â óãëå ðàñòâîðà π, ñîãëàñíî êîòîðîìó

f(w, t) ∼
∞∑
n=0

n∑
m=0

qnm(w − α(t))n+1 logm(w − α(t)), q00 6= 0,

ãäå w ñòðåìèòñÿ ê α(t) âäîëü ïðîèçâîëüíûõ ïóòåé âíóòðè âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè, âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íûå îòðåçêè. Ïðèìåíåííîå îáîçíà÷åíèå
h(z) ∼

∑∞
n=1Anχn(z) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ≥ 1,

h(z) =
N∑
n=1

Anχn(z) + o(χn(z)),
χn+1(z)

χn(z)
→ 0,

ïðè z ñòðåìÿùåìñÿ ê 0 ïðîèçâîëüíî â çàìûêàíèè H ïîëóïëîñêîñòè H.

Ñâîéñòâî 1. Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ

λ(t) =
∞∑
n=1

lnt
n/3, l1 > 0, 0 ≤ t ≤ T, (2)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì 1, åñëè îíà ãåíåðèðóåò îòîáðàæåíèÿ f(w, t) òà-
êèå, ÷òî

f(λ(t), t) = q00(λ(t)− α(t)) + q11(λ(t)− α(t))2 log(λ(t)− α(t))+

+O((λ(t)− α(t))2), t→ 0 + .

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îòîáðàæåíèÿ
â îêðåñòíîñòè äðóãîé ñèíãóëÿðíîé òî÷êè β(t). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(w, t)
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îòîáðàæàåò β(t) íà âåðøèíó àíàëèòè÷åñêîãî êàñïà ñ ãðàíè÷íûìè ëèíè-
ÿìè [0, ε] ⊂ R, ε > 0, è Γ[0, t], êîòîðàÿ èìååò êàñàíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
R â íóëå. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ Ïîììåðåíêå [1, ñ. 266] ïîêàçàë, ÷òî

f(w, t) = −
(πa + o(1))

log(w − β(t))
, a > 0, w → β(t), w ∈ H.

Ïîäîáíàÿ àñèìïòîòèêà óñòàíîâëåíà â [6] ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ.
Ñâîéñòâî 2. Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ (2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì 2, åñëè

îíà ãåíåðèðóåò îòîáðàæåíèÿ f(w, t) òàêèå, ÷òî

1

f(λ(t), t)
=

1

q00(λ(t)− α(t))
− q11

q2
00

log(λ(t)− α(t))− a log(λ(t)− β(t))

π
+

o(log(λ(t)− α(t))) + o(log(λ(t)− β(t))), t→ 0 + .

Îïðåäåëåíèå 1. Óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ (2) áóäåì íàçûâàòü äîïó-
ñòèìîé, åñëè îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1 è 2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè Ëåâíåðà (1) äî-
ïóñòèìàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ (2) ãåíåðèðóåò àíàëèòè÷åñêèé ðàçðåç
Γ(0, T ] ⊂ H ∪ {0}, êîòîðûé èìååò êàñàíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ R â íóëå.
Òîãäà ñóùåñòâóåò p1 > 0 òàêîå, ÷òî

Γ(t) = p1l1
3
√
t+

κ

2π
(p1l1

3
√
t)2(log

3
√
t+ iπ) + o(

3
√
t2), t→ 0+,

ãäå κ îáîçíà÷àåò êðèâèçíó êðèâîé Γ â òî÷êå 0.
Òåîðåìà 1 äàåò ÷àñòè÷íûé îòâåò íà íåêîòîðûå îòêðûòûå çàäà÷è [7].
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ÓÄÊ 517.9

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÍÅÊÎÒÎÐÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÐßÄÀÌÈ
ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ

À. È. Ðàôèêîâ (Óôà, Ðîññèÿ)
azat@ra�kov.me

Ïóñòü äàíû êðàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Λ =
= {λk, νk} ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé ∞ è îãðàíè÷åííàÿ âûïóê-
ëàÿ îáëàñòü D ⊂ C. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì H(D) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,
àíàëèòè÷åñêèõ â çàìûêàíèè îáëàñòè D, ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè íà êîìïàêòàõ.

Öåëü ðàáîòû � ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìî-
ùüþ ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîêàçàòåëÿìè λn. Èçâåñòåí
ðåçóëüòàò À. Ô. Ëåîíòüåâà [3, ãë. IV, � 6, ï. 4, òåîðåìà 4.6.8] î ðàçëîæåíèè
ôóíêöèè f(z), àíàëèòè÷åñêîé â D̄, â ðÿä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êàíîíè÷åñêîå
ïðîèçâåäåíèå L(λ), ïîñòðîåííîå ïî òî÷êàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, èìååò
õîðîøèå îöåíêè ñíèçó, â ÷àñòíîñòè, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå
ðåãóëÿðíîãî ðîñòà:

f(z) = lim
k→+∞

1

2πi

�

|µ|=ρk

ωL(µ, α, f)eµz

L(µ)
dµ,

ãäå α ∈ C � ïàðàìåòð, à 0 < ρ1 < ρ2 < ρ3 < . . . � íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàäèóñîâ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ρk+1/ρk −→ 1
ïðè k → +∞ è ïðè ëþáîì ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð K(ε), íà÷èíàÿ ñ êî-
òîðîãî íà îêðóæíîñòÿõ ∂B(0, ρk) âûïîëíÿåòñÿ ïîäõîäÿùàÿ îöåíêà ñíèçó
íà L(λ); ωL(µ, α, f) � èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ Ëåîíòüåâà:

ωL(µ, α, f) = e−αµ
1

2πi

�

C

γ(t)

 t�

0

f(t− ξ + α)eµξdξ

dt.
Çäåñü C � çàìêíóòûé êîíòóð, îõâàòûâàþùèé D̄, íà êîòîðîì (è âíóòðè
êîòîðîãî) ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà, γ(t) � ôóíêöèÿ, àññîöèèðîâàííàÿ
ïî Áîðåëþ ñ L(λ).

Âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðèìåíåíèå òåõíèê, îïèñàííûõ â ðàáîòàõ [1] è [2],
ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ýòîò ðåçóëüòàò. Âî-ïåðâûõ, ïåðåéòè îò êîëåö ê ¾îò-
íîñèòåëüíî ìàëûì¿ ãðóïïàì, òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî óìåíüøèâ ðàçáðîñ
òî÷åê Λ âíóòðè ãðóïï. Âî-âòîðûõ, ïîäîáðàòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëå-
ìåíòîâ ñèñòåìû {zkeλnz}+∞,νn−1

n=1,k=0 òàê, ÷òî ðàçëîæåíèÿ ïî íèì èìåþò áîëåå
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ïðîñòîé âèä. Íàêîíåö, çàïèñàòü óñëîâèå òåîðåìû â òåðìèíàõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ââåä¼ì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ U = {Um}+∞

m=1 íàçîâ¼ì ðàçáèåíèåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, åñëè âñå ìíîæåñòâà Um ñîñòîÿò èç òî÷åê Λ, ïîïàðíî

íå ïåðåñåêàþòñÿ è
+∞⋃
m=1

Um = Λ. Â òàêîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ââåñòè åù¼

îäíó íóìåðàöèþ òî÷åê Λ, çàâèñÿùóþ îò U : òî÷êè ãðóïïû Um ïðîíóìå-
ðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì êàê {λm,k}Nmk=1 (Nm � êîëè÷åñòâî òî÷åê λk,
ëåæàùèõ â Um), êðàòíîñòü λm,k îáîçíà÷èì êàê νm,k. Ðàçáèåíèå U íàçîâ¼ì
îòíîñèòåëüíî ìàëûì, åñëè

lim
m→+∞

max
1≤k,l≤Nm

∣∣∣∣λm,k − λm,lλm,k

∣∣∣∣ = 0.

Íàêîíåö, çàWD(ϕ, ψ) îáîçíà÷èì äëèíó äóãè ýòîé îáëàñòè ìåæäó òî÷-
êàìè êàñàíèÿ îïîðíûõ ïðÿìûõ, ïðîâåä¼ííûõ â íàïðàâëåíèÿõ arg t = ϕ
è arg t = ψ; çà WΛ(ϕ, ψ) � ôóíêöèþ óãëîâîé ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ. Îáå ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ 0 ≤ ϕ ≤ ψ ≤ 2π, êðîìå
íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî íàáîðà çíà÷åíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíà îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü D ⊂ C è
ïðàâèëüíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïðè ïîðÿäêå 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C,
äëÿ êîòîðîé WΛ(ϕ, ψ) = 1

2πWD(ϕ, ψ).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà {em,k}+∞,Nm
m=1,k=1 ýêñïîíåíöèàëüíûõ

ìíîãî÷ëåíîâ, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(z) ∈ H(D) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä
âèäà

f(z) =

+∞,Nm∑
m=1,k=1

dm,kem,k(z),

ñõîäÿùèéñÿ â H(D).
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ÔÐÅÉÌÎÂ ÏÀÐÑÅÂÀËß Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ
ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ
Ì. Ã. Ðîáàêèäçå, Þ. À. Ôàðêîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)

irubak@gmail.com, farkov@list.ru

Ïóñòü N = 2n, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî ZN =
= {0, 1, . . . , N − 1} ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ñ îïåðàöèåé ïîêîîðäè-
íàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2:

a⊕ b :=
n−1∑
ν=0

|aν − bν| 2ν, a, b ∈ ZN ,

ãäå ÷èñëà aν, bν áåðóòñÿ èç äâîè÷íûõ ðàçëîæåíèé

a =
n−1∑
ν=0

aν2
ν, b =

n−1∑
ν=0

bν2
ν, aν, bν ∈ {0, 1}.

Ïðîñòðàíñòâî CN ñîñòîèò èç êîìïëåêñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x = (. . . , x(−1), x(0), x(1), x(2), . . . ),

òàêèõ, ÷òî x(j + N) = x(j) äëÿ âñåõ j ∈ Z. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x èç CN ìîæåò áûòü çàäàíà âåêòî-
ðîì (x(0), x(1), . . . , x(N − 1)). Ëèíåéíûå îïåðàöèè â ïðîñòðàíñòâå CN

îïðåäåëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â CN

ââîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

〈x, y〉 :=
N−1∑
j=0

x(j)y(j), ‖x‖ := 〈x, x〉1/2.

Âåêòîðû f0, f1, . . . , fm îáðàçóþò ôðåéì Ïàðñåâàëÿ äëÿ CN , åñëè äëÿ
êàæäîãî x ∈ CN âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

‖x‖2 =
m∑
k=0

|〈x, fk〉|2

(ñì., íàïðèìåð, [1]). Îá îðòîãîíàëüíûõ áàçèñàõ â CN è íåêîòîðûõ
èõ ïðèìåíåíèÿõ äëÿ öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ñì., íàïðèìåð, â [2,
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ãë. 11] è [3]. Îðòîãîíàëüíûå âñïëåñêè â CN , àññîöèèðîâàííûå ñ äèñêðåò-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà, ïîñòðîåíû â [4]. Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè
êîíñòðóêöèÿ âñïëåñêîâûõ áàçèñîâ èç [4] îáîáùàåòñÿ íà ôðåéìû Ïàðñå-
âàëÿ.

Äëÿ ëþáûõ k, j ∈ ZN ïîëîæèì {k, j}2 :=
n−1∑
ν=0

kn−ν−1jν, ãäå

k =
n−1∑
ν=0

kν2
ν, j =

n−1∑
ν=0

jν2
ν, kν, jν ∈ {0, 1}.

Ôóíêöèè Óîëøà äëÿ ïðîñòðàíñòâà CN îáîçíà÷àþòñÿ

w
(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1

è îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

w
(N)
k (j) = (−1){k,j}2, w

(N)
k (l) = w

(N)
k (l +N),

ãäå k, j ∈ ZN , l ∈ Z.
Ôóíêöèè w

(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1 îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â CN ,

ïðè÷åì ‖w(N)
k ‖2 = N äëÿ âñåõ k ∈ ZN . Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîë-

øà ñîïîñòàâëÿåò ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó x èç CN ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̂

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âåêòîðà x ïî ñèñòåìå w
(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1 :

x(j) =
N−1∑
k=0

x̂(k)w
(N)
k (j), x̂(k) :=

1

N

N−1∑
j=0

x(j)w
(N)
k (j), k ∈ ZN .

Äëÿ êàæäîãî k ∈ ZN îïåðàòîð äâîè÷íîãî ñäâèãà Tk : CN → CN

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(Tkx)(j) := x(j ⊕ k), x ∈ CN , j ∈ ZN .

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ CN , k, l ∈ ZN , èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

〈x, y〉 = N〈 x̂, ŷ 〉, (̂Tkx)(l) = w
(N)
k (l) x̂(l).

Ïóñòü u0, u1, . . . , ur ∈ CN è N1 = 2n−1. Åñëè ñèñòåìà

B(u0, u1, . . . , ur) = {T2 ku0}N1−1
k=0 ∪ {T2 ku1}N1−1

k=0 ∪ · · · ∪ {T2 kur}N1−1
k=0

ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ â CN , òî B(u0, u1, . . . , ur) íàçûâàåòñÿ
ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ ïåðâîãî ýòàïà â CN , ïîðîæäåííûì íàáîðîì âåê-
òîðîâ u0, u1, . . . , ur.
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Òåîðåìà. Ïóñòü âåêòîðû u0, u1, . . . , ur ∈ CN , r ≥ 1, òàêîâû, ÷òî
äëÿ ìàòðèöû

M(l) :=
N√

2

(
û0(l) û1(l) . . . ûr(l)

û0(l +N1) û1(l +N1) . . . ûr(l +N1)

)
(1)

ïðè êàæäîì l = 0, 1, . . . , N1 − 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

M(l)M ∗(l) =

(
1 0

0 1

)
. (2)

Òîãäà ñèñòåìà B(u0, u1, . . . , ur) ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ ïåðâîãî
ýòàïà â CN , ïîðîæäåííûì íàáîðîì âåêòîðîâ u0, u1, . . . , ur.

Ïðè óñëîâèè (2) ìàòðèöó M(l) ìîæíî äîïîëíèòü äî óíèòàðíîé ìàò-
ðèöû ïîðÿäêà r + 1. Ïîýòîìó èç (1) è (2) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

|ûs(l)|2 + |ûs(l +N1)|2 ≤
2

N 2
äëÿ s = 0, 1, . . . , r, l = 0, 1, . . . , N1 − 1.

Èç ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû âèäíî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôðåéìà
Ïàðñåâàëÿ ïåðâîãî ýòàïà â CN äîñòàòî÷íî âûáðàòü âåêòîð u0 ∈ CN ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

|û0(l)|2 + |û0(l +N1)|2 ≤
2

N 2
, l = 0, 1, . . . , N1 − 1,

à çàòåì íàéòè âåêòîðû u1, . . . , ur ∈ CN òàêèå, ÷òî äëÿ ìàòðèöû M(l) âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî (2). Äàëåå ïî àíàëîãèè ñ [4] äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
m, m ≤ n îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàäè÷åñêèõ ôðåéìîâ Ïàð-
ñåâàëÿ m-ãî ýòàïà äëÿ CN . Ïîäîáíûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ñ
ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Âèëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà (ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ îðòîãîíàëüíûõ âñïëåñêîâûõ áàçèñîâ ïðèâåäåíà
â [5]).
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ÓÄÊ 517.988

ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÛÅ ÐÀÂÍÎÓÃÎËÜÍÛÅ ÔÐÅÉÌÛ
Ñ ÏÎËÍÛÌ È ÍÅÏÎËÍÛÌ ÑÏÀÐÊÎÌ

Ä. À. Ðîãà÷ (Ñàìàðà, Ðîññèÿ)
ida@ssau.ru

Ôðåéìû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíà-
ëîâ. Âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ôðåéìîâ äëÿ ðå-
øåíèÿ äèñêðåòíîé ôàçîâîé ïðîáëåìû.

Ïóñòü HN = RN (HN = CN) � åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) êîíå÷íîìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî cî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈x, y〉 =
N∑
n=1

xnyn (〈x, y〉 =
N∑
n=1

xnyn).

Îïðåäåëåíèå 1. Íàáîð ýëåìåíòîâ F = {fm, m = 1, ...,M} ⊂ HN

íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà HN , åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà A è B òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ HN

A‖x‖2 ≤
M∑
m=1

|〈x, fm〉|2 ≤ B‖x‖2. (1)

Îïðåäåëåíèå 2. Ôðåéì {fm}Mm=1 áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíûì, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî β òàêîå, ÷òî ‖fm‖ = β äëÿ ëþáîãî m = 1, ...,M .

Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ {fm}Mm=1 ∈ HN , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1) ‖fm‖ = 1, äëÿ m = 1, . . . ,M ;
2) ñóùåñòâóåò c 6= 0 òàêîå, ÷òî |〈fi, fj〉| = c, äëÿ i 6= j = 1, . . . ,M ,

òîãäà äàííóþ ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü æåñòêèì ðàâíîóãîëüíûì ôðåé-
ìîì.

Â ïðîñòðàíñòâå HN ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñèíòåçà V ∗, ïðåäñòàâèìûé
â âèäå ìàòðèöû, â êîòîðîé ñòîëáöû-âåêòîðû èç ôðåéìà F .

Ââåäåì ïîíÿòèå ñïàðêà.
Îïðåäåëåíèå 2.

spark (F ) = min{‖x‖0 : V ∗x = 0, x 6= 0}, (2)

ãäå ‖x‖0 � îáîçíà÷åíèå êîëè÷åñòâà íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà x.
Èíûìè ñëîâàìè, ñïàðê � ýòî ðàçìåð ìèíèìàëüíîé ëèíåéíî çàâèñèìîé

ñèñòåìû â ìàòðèöå V ∗ ðàçìåðíîñòè N ×M .
Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èì:
� spark ({en}Nn=1) = 0, ãäå {en}Nn=1 � áàçèñ â HN ;
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� åñëè â ìàòðèöå V ∗ ñîäåðæèòñÿ íîëü-ñòîëáåö, òî spark (F ) ≥ 1;
� äëÿ ëþáîé M ×N ìàòðèöû F 0 ≤ spark (F ) ≤M + 1.
� åñëè spark(F ) = N + 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà {fm}Mm=1 èìååò

ïîëíûé ñïàðê.
Èç ðàáîòû [3] íàì èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Âñÿêèé ôðåéì F = {fm}Mm=1 ñ ïîëíûì ñïàðêîì â RN ,

ãäå M ≥ 2N − 1, óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó àëüòåðíàòèâíîé ïîëíîòû.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ôðåéì ñ ïîëíûì ñïàðêîì, ñîäåð-

æàùèé, ïî êðàéíåé ìåðå, 2N − 1 âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó àëü-
òåðíàòèâíîé ïîíîòû.

Åñòåñòâåííî âîçíèêëî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàâíîìåðíûå ðàâíîóãîëü-
íûå ôðåéìû èìåþò ïîëíûé ñïàðê.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü íàì äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ G. Íåïîñðåäñòâåííî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóãîëüíûì è ðàâíîìåðíûì ôðåéìîì.

G =
1√

1 + φ2

 0 0 1 1 φ −φ
1 1 φ −φ 0 0

φ −φ 0 0 1 1

 , ãäå φ =
1 +
√

5

2
(3)

Äîêàæåì, ÷òî äàííûé ôðåéì èìååò ïîëíûé ñïàðê.
Ðàññìîòðèì ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà.

A1,2,3 = A1,2,4 = −A1,3,6 = −A1,4,5 = A1,5,6 = −A2,3,5 = −A2,4,6 =

= A2,5,6 = A3,4,5 = A3,4,6 = −2φ = −1−
√

5;

A1,2,5 = −A1,2,6 = A1,3, = A1,3,5 = −A1,3,6 = −A1,4,5 = A1,4,6 = −A2,3,4 =

= A2,3,6 = A2,4,5 = A3,5,6 = −A4,5,6 = −φ3 − 1 = −3−
√

5.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáûå òðè âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû, spark(G) = 4.
Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî âûäâèíóòîå âûøå ïðåäïîëîæå-

íèå íå îïðàâäûâàåòñÿ. Ïîñòðîåí ðàâíîìåðíûé ðàâíîóãîëüíûé ôðåéì ñ
íåïîëíûì ñïàðêîì.

Ïðèìåð 2: Âîçüìåì ñèñòåìó D â C3, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì
è ðàâíîóãîëüíûì ôðåéìîì.

Íàéäåì ÷åìó ðàâåí ñïàðê äàííîé ñèñòåìû.

D =


√

1
5

√
1
5

√
1
5

√
1
5

√
1
5 1√

2
5

√
2
5e
−2πi

5

√
2
5e
−2πi2

5

√
2
5e
−2πi3

5

√
2
5e
−2πi4

5 0√
2
5

√
2
5e
−2πi4

5

√
2
5e
−2πi3

5

√
2
5e
−2πi2

5

√
2
5e
−2πi

5 0

 (4)
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìèíîðîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà Ai,j,k, ãäå i, j, k �
ñòîëáöû èç ñèñòåìû D, ìîæíî ïðèâåñòè ê òàêîìó âèäó:

A1,2,3 = A1,4,5 = −A1,3,5 = −6
√

5

25
, A1,2,4 =

8
√

5

25
,

A1,3,4 =
3
√

5

25
(
√

3i+ 1), A1,3,6 = −A1,4,6 =
1

5
(3 +

√
3i),

A2,3,4 = A3,4,5 =

√
5

25
(3
√

3i− 7),

A2,3,6 = A3,4,6 = A4,5,6 = −A2,4,6 = −A3,5,6 =
1

5
(−3 +

√
3i).

Ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà:

A1,2,5 = A1,2,6 = A1,5,6 = A2,3,5 = A2,4,5 = A2,5,6 = 0.

Çíà÷èò spark(D) ≤ 3. Ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâîëüíûå ïàðû âåêòîðîâ
íà ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü, ïîëó÷èì, ÷òî ëþáûå äâà âåêòîðà â äàííîé
ñèñòåìå áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

spark(D) = 3
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ÓÄÊ 517.53

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÎÖÅÍÊÀÕ
Â ÊËÀÑÑÅ È. È. ÏÐÈÂÀËÎÂÀ Â ÊÐÓÃÅ

Å. Ã. Ðîäèêîâà (Áðÿíñê, Ðîññèÿ)
evheny@yandex.ru

Ïóñòü C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, D � åäèíè÷íûé êðóã íà C,
H(D) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D. Ïðè âñåõ 0 <
< q < +∞ îïðåäåëèì êëàññ È. È. Ïðèâàëîâà:

Πq =

{
f ∈ H(D) : sup

0<r<1

1

2π

� π

−π

(
ln+ |f(reiθ)|

)q
dθ < +∞

}
.
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Îòìåòèì, ÷òî êëàññû Πq âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû È. È. Ïðèâà-
ëîâûì â [1]. Ïðè q = 1 îíè ñîâïàäàþò ñ õîðîøî èçâåñòíûì êëàññîì
Ð. Íåâàíëèííû (ñì. [2]). Èññëåäîâàíèþ ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà â ñëó÷àå
q > 1 ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [3]. Ñëó÷àé 0 < q < 1 â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå
ìàëî èçó÷åí.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ Πq (0 < q < 1), òî

ln+M(r, f) = o((1− r)−1/q), r → 1− 0, (1)

ãäå M(r, f) = max
|z|=r
|f(z)|.

Òåîðåìà 2. Åñëè f(z) =
+∞∑
k=0

akz
k � ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f(z), f ∈

∈ Πq (0 < q < 1), òî

ln+ |ak| = o
(
k

1
1+q

)
, k → +∞. (2)

Ïóñòü X � íåêîòîðûé êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D
ôóíêöèé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk}+∞

k=1 ⊂ C íàçûâàåòñÿ êîýôôèöè-
åíòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì èç êëàññà Πq (0 < q < +∞) â êëàññ X,

åñëè ∀ f ∈ Πq, f(z) =
+∞∑
k=0

akz
k, ôóíêöèÿ Λ(f)(z) =

+∞∑
k=0

λkakz
k ∈ X.

Îáîçíà÷àåòñÿ CM(Πq, X).
Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 0 < q < 1, 0 < p ≤ +∞, α > −1, Λ = {λk}+∞
k=1 ⊂

⊂ C, Hp � êëàññ Õàðäè, H∞ � êëàññ îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé â D, Ap

α � êëàññ Áåðãìàíà:

Hp =

f ∈ H(D) : sup
0<r<1

1

2π

2π�

0

|f(reiθ)|p dθ < +∞

 ,

Ap
α :=

f ∈ H(D) :

1�

0

2π�

0

(1− r)α|f(reiθ)|p dθrdr < +∞

 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû Λ = CM(Πq, X), ãäå X = Hp (0 < p ≤ +∞) èëè
X = Ap

α (p > 0, α > −1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

|λk| = O
(

exp
(
−c · k

1
q+1

))
, c > 0, k → +∞.

Ñëåäñòâèå. Îöåíêè (1) è (2) íåóëó÷øàåìû.
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Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû â êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ â êðó-
ãå ôóíêöèé òèïà Ð. Íåâàíëèííû áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì â [4] è [5]. Ìóëü-
òèïëèêàòîðû èç ïðîñòðàíñòâ Πq (q > 1) â êëàññû Õàðäè Hp (p > 0)
îïèñàíû â [3].
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Ñèñòåìà {ϕk(x)} îïðåäåëåííûõ íà [0, 1] ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ñëàáî
ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ 1 6 k1 < k2 < . . . < ks,
s > 2 � 1

0

ϕk1
(x)ϕk2

(x) . . . ϕks(x) dx = 0 (1)

(ñì. ðàáîòó Â. Ô. Ãàïîøêèíà [1]). Ïðè s = 2 èç (1) ñëåäóåò îðòîãîíàëü-
íîñòü ñèñòåìû {ϕk(x)}. Áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè ϕk(x) íîðìèðîâàííûìè
â L2(0, 1).

Â [1] äëÿ îðòîíîðìàëüíûõ ñëàáî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì äîêàçàíî
íåðàâåíñòâî Õèí÷èíà: ïðè ëþáîì 2 < p <∞( � 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckϕk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx

)1/p

6 Ap

(
n∑
k=1

c2
k

)1/2

. (2)

ÎÍÑ, óäîâëåòâîðÿþùèå (2) ïðè ëþáîì 2 < p < ∞ è íàçûâàþòñÿ S∞
ñèñòåìàìè.

À. ß. Õèí÷èí óñòàíîâèë (2) äëÿ ïåðâîé S∞ ñèñòåìû � ñèñòåìû Ðà-
äåìàõåðà

rk(x) = sgn sin(2kπx), k = 1, 2, . . . .
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Êàê óñòàíîâëåíî, S∞ ñèñòåìû îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ

ñâîéñòâ: ïðè {cn} ∈ l2 ðÿäû
∞∑
k=1

ckϕk(x) áåçóñëîâíî ñõîäÿòñÿ âî âñåõ

Lp(0, 1), 1 6 p <∞, áåçóñëîâíî ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó íà (0, 1), èç ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

ckϕk(x) íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ñëåäóåò ïðè-

íàäëåæíîñòü {ck} ïðîñòðàíñòâó l2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

� 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckϕk(x)

∣∣∣∣∣ dx > C

(
n∑
k=1

c2
k

)1/2

({ϕk(x)} � ñèñòåìà Áàíàõà).
Äëÿ ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû (÷àñòè÷íî) óñòàíîâ-

ëåíû Ðàäåìàõåðîì, Õèí÷èíûì è Êîëìîãîðîâûì.
Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîãàòîå ìíîæåñòâî

S∞ ñèñòåì.
Ïóñòü Φ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ íà (0, 1/4)

ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì ñ åå ïîìîùüþ äâå ôóíêöèè

Ψ(1)(x) =


Φ(x) 0 < x < 1

4
,

Φ
(
1
2
− x
)

1
4
< x < 1

2
,

−Φ
(
x− 1

2

)
1
2
< x < 3

4
,

−Φ(1− x) 3
4
< x < 1;

Ψ(2)(x) =


Φ(x) 0 < x < 1

4
,

−Φ
(
1
2
− x
)

1
4
< x < 1

2
,

−Φ
(
x− 1

2

)
1
2
< x < 3

4
,

Φ(1− x) 3
4
< x < 1.

Â òî÷êàõ 0, 1/4, 1/2, 3/4 ôóíêöèè Ψ(1;2)(x) ïðîèçâîëüíû. Ïóñòü äàëåå

ϕ
(1;2)
1 (x) =

∥∥∥Ψ(1;2)(x)
∥∥∥−1

2
·Ψ(1;2)(x), 0 6 x < 1,

ϕ
(1;2)
1 (x+ 1) = ϕ

(1;2)
1 (x).


Îïðåäåëèì äâå ÎÍÑ

ϕ
(1)
k (x) = ϕ

(1)
1 (2k−1x), ϕ

(2)
k (x) = ϕ

(2)
1 (2k−1x), k = 1, 2, . . . .

Ïðè Φ(x) = 1 ñèñòåìà {ϕ(1)
k (x)} åñòü ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà, ïðè

Φ(x) = 4x ñèñòåìà {|ϕ(1)
k (x)|} � ïîäñèñòåìà ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà,

ïðè Φ(x) = sin 2πx ñèñòåìà {ϕ(1)
k (x) = sin 2kπx}. Ïðè Φ(x) = 1 ñè-

ñòåìà {ϕ(2)
k (x)} � ïîäñèñòåìà Óîëøà �Ïýëè, ñîñòîÿùàÿ èç ïðîèçâåäå-

íèé äâóõ ñîñåäíèõ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà, ïðè Φ(x) = 1− 4x ñèñòåìà

{ϕ(2)
k (x)} � ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà Ôàáåðà �Øàóäåðà, ïðè

Φ(x) = cos 2πx � {ϕ(2)
k (x) = cos 2kπx}.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ñèñòåìû {ϕ(1)
k (x)}, {ϕ(2)

k (x)} � ñëàáî ìóëüòèïëè-
êàòèâíûå ñèñòåìû è, åñòåñòâåííî, S∞ � ñèñòåìû.

Óòâåðæäåíèå 2. Ðÿäû

∞∑
k=1

ckϕ
(1)
k (x), {ck} ∈ l2

íàèëó÷øå ñõîäÿòñÿ âî âñåõ Lp(0, 1), 1 6 p <∞, òî åñòü

inf
{am}

∥∥∥∥∥∑
k>ν

ckϕ
(1)
k (x) +

ν−1∑
m=1

amϕ
(1)
m (x)

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥∑
k>ν

ckϕ
(1)
k (x)

∥∥∥∥∥
p

,

ãäå 1 6 p <∞, ν = 1, 2, . . . . Ïîíÿòèå íàèëó÷øå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà äëÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû è C(0, 2π) ââåäåíî â 1937 ã. Ñ. Í. Áåðí-
øòåéíîì [2].

Ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç [3] ìîæíî óñòàíî-
âèòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω(δ) òàêîãî,

÷òî lim
δ→+0

ω(δ)
δ = +∞ ñóùåñòâóþò ôóíêöèè

fω(x) =
∞∑
k=1

akϕ
(1;2)
nk

(x),

ãäå ϕ
(1;2)
k (x) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå, òàêèå, ÷òî

|fω(x+ h)− fω(x)| 6 C1ω(h)

lim
|h|→0

|fω(x+ h)− fω(x)|
ω(|h|)

> C2 > 0 ïðè 0 6 x 6 1.

Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ g(t) � íå÷åòíîé ñèñòåìû {g(ϕ
(1;2)
k (x))} òàêæå

ñëàáî ìóëüòèïëèêàòèâíû è {
�
ϕ

(1;2)
k (x) dx, ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïî (0, 1)}

òîæå ñëàáî ìóëüòèïëèêàòèâíû.
ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ãàïîøêèí Â. Ô. Î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïî ñëàáî ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñèñòåìàì
ôóíêöèé // Ìàòåì. ñá. 1972. Ò. 89, � 3. Ñ. 355�365.

2. Áåðíøòåéí Ñ. Í. Î ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, äëÿ êîòîðûõ íàèëó÷øå ñõî-
äÿùèìñÿ ðÿäîì ÿâëÿåòñÿ ðÿä Ôóðüå // Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé. Ò. 2. Êîíñòðóêòèâíàÿ
òåîðèÿ ôóíêöèé [1905�1930]. Ì. : ÀÍ ÑÑÑÐ, 1952. Ñ. 178�183.

3. Ðóáèíøòåéí À. È. Îá ω-ëàêóíàðíûõ ðÿäàõ è î ôóíêöèÿõ êëàññîâ Hω // Ìà-
òåì. ñá. 1964. Ò. 65, � 2. Ñ. 239�271.

274



ÓÄÊ 517.927.25

Î ÊÐÀÒÍÎÉ ÏÎËÍÎÒÅ ÊÎÐÍÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÏÓ×ÊÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ
È ÐÀÑÏÀÄÀÞÙÈÌÈÑß ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Â. Ñ. Ðûõëîâ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
RykhlovVS@yandex.ru

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ L(λ), ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì n-ãî ïîðÿäêà

`(y, λ) :=
∑
j+s=n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0, p0n 6= 0, (1)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè äâóõòî÷å÷íûìè ðàñïàäàþùèìèñÿ íîðìèðîâàí-
íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè∑

j+s=κi

λsαijsy
(j)(0) = 0, i = 1, l, (2)

∑
j+s=κi

λsβijsy
(j)(1) = 0, i = l + 1, n, (3)

ãäå λ, αijs, βijs ∈ C, κi,∈ N ∪ {0}, 1 ≤ l ≤ n− 1.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà L(λ),

ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî m-êðàòíàÿ (1 ≤ m ≤ n) ïîëíîòà ñèñòåìû ñîá-
ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ èëè, ïî-äðóãîìó, êîðíåâûõ ôóíêöèé (ê.ô.)
ýòîãî ïó÷êà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]. Èñòîðèþ âîïðîñà ìîæíî ïîñìîòðåòü,
íàïðèìåð, â [1, 2].

Â [2] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà ïó÷êà ðàñïîëîæåíû íà äâóõ ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà. Â òåîðåìå 1
èç [2] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ê.ô. äëÿ
âðîäå áû áîëåå îáùåãî êëàññà ïó÷êîâ âèäà (1)�(3) â ñëó÷àå ïîëóðàñïà-
äàþùèõñÿ â øèðîêîì ñìûñëå êðàåâûõ óñëîâèé (òî åñòü, êîãäà íå òîëüêî
2l ≥ n, íî è 2l < n â ñëó÷àå 1 ≤ l ≤ n − 1). Íî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
êðàåâûå óñëîâèÿ (2)�(3) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëóðàñïàäàþùèõ-
ñÿ â øèðîêîì ñìûñëå êðàåâûõ óñëîâèé èç [2], òåì íå ìåíåå, òåîðåìà 1 î
ïîëíîòå èç [2] íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåíà ê ñëó÷àþ ðàñ-
ïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëèòåëè â
ýòîé òåîðåìå îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Âèäîèçìåíèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èç [2], óäàëîñü ïîëó÷èòü äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû è â ñëó÷àå ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ
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óñëîâèé. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ââåäåì íåîá-
õîäèìûå ïðåäïîëîæåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè ω1, ω2, . . . , ωn õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ

∑
j+s=n

pjsω
j = 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà

äâóõ èëè îäíîì ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà â êîëè÷åñòâàõ k è n − k
(0 ≤ k ≤ n).

Îáîçíà÷èì [q]+ = max{0, q}, [p, q]− = min{p, q}, [p, q]+ = max{p, q} è
ïîëîæèì ïðè j = 1, n

aij =
∑

ν+s=κi

αiνsω
ν
j , i = 1, l; bij =

∑
ν+s=κi

βiνsω
ν
j , i = l + 1, n.

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåì óñëîâèÿ:

det(aij)
j=1,k+l−n;k+1,n

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=k+l−n+1,k

i=l+1,n
6= 0 â ñëó÷àå n− k ≤ l; (4)

det(aij)
j=n−l+1,n

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=1,n−l
i=l+1,n

6= 0 â ñëó÷àå n− k > l; (5)

det(aij)
j=1,l

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=l+1,n

i=l+1,n
6= 0, â ñëó÷àå k ≤ l; (6)

det(aij)
j=k−l+1,k

i=1,l
6= 0, det(bij)

j=1,k−l;k+1,n

i=l+1,n
6= 0 â ñëó÷àå k > l. (7)

Òåîðåìà 1. Åñëè [k, n−k]+ ≤ l è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4) è (6), òî
ïðè m ≤ 2(n− l) ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà (1)�(3) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1]

ñ âîçìîæíûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà
n∑

i=l+1

[m − 1 − κi]+ â

ñëó÷àå m < n èëè â ñëó÷àå m = n, åñëè ïî-êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî
i = 1, n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî κi > n− 1, è ñ íóëåâûì äåôåêòîì â
ñëó÷àå m = n ïðè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ κi ≤ n− 1 äëÿ âñåõ i = 1, n.

Òåîðåìà 2. Åñëè l < [k, n − k]− è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5) è (7),
òî ïðè m ≤ 2l ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà (1)�(3) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ

âîçìîæíûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà
l∑

i=1

[m− 1− κi]+.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñõåìå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1
èç [2]. Äîêàçàòåëüñòâî æå òåîðåìû 2 ïðîâîäèòñÿ ïî äðóãîé ñõåìå, òàê
êàê òàêîãî ñëó÷àÿ â òåîðåìå 1 èç [2] íå áûëî âûäåëåíî.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ðûõëîâ È. Ñ. Î êðàòíîé ïîëíîòå êîðíåâûõ ôóíêöèé îáûêíîâåííîãî äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ïó÷êà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè // ÑÌÔÍ.
2017. Ò. 63, âûï. 2. Ñ. 340�361.

2. Rykhlov V. S. Multiple Completeness of the Root Functions for a Certain Class
of Pencils of Ordinary Di�erential Operators // Results in Math. 2017. Vol. 72, iss. 1�2.
P. 281�301.
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Èçâåñòíî, ÷òî îáîáùåííàÿ ÿêîáèåâà ìàòðèöà J , âîçíèêàþùàÿ ïðè
ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî ñèì-
ìåòðè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(R), èìååò ðÿä ñïåöèôè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ (ïîäðîáíåå ñì. [1]). Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î äåôåêòíûõ ÷èñëàõ è äðóãèõ ñïåêòðàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèêàõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ ìàòðèöàìè J â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l2, è, áëàãîäàðÿ óêàçàííîé âûøå
ñâÿçè, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ
îáîáùåííûìè ÿêîáèåâûìè ìàòðèöàìè J ñ èçâåñòíûìè ñïåêòðàëüíûìè
ñâîéñòâàìè, è óñòàíàâëèâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ øåñòîãî ïîðÿäêà ñ ïîëè-
íîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

I. Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ÿêîáèåâó ìàòðèöó J ñ ýëåìåíòàìè cjk òà-
êèìè, ÷òî

cn,n = h4 + h3n+ h2(n− 1)n+ h1(n− 2)(n− 1)n, n = 0, 1, . . .

ãäå hk 6= 0 (k = 1, 2, 3, 4) � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è cjk = 0 ïðè j 6= k.
Ïîýòîìó, äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà J , î÷åâèäíî, ïîðîæäàåò â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå l2 ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ñ ÷èñòî äèñêðåòíûì ñïåê-
òðîì è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λn = cnn (n = 0, 1, . . .).

Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ìèíèìàëüíîãî
ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî âûðàæåíèåì

l06[y] =
1

8
{−h1y

(6) + ((2h2 − 9h1 + 3h1x
2)y′′)′′+

+((−4h3 + 8h2 − 15h1 + 2(−2h2 + 9h1)x
2 − 3h1x

4)y′)′+

+(8h4 − 4h3 + 2h2 + 3h1 + (4h3 − 8h2 + 9h1)x
2 + (2h2 − 9h1)x

4 + h1x
6)y}.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé ñèììåòðè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð, ïîðîæäåííûé âûðàæåíèåì l06[y] â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
L2(R), íàñëåäóåò ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà, ïîðîæäåí-
íîãî ìàòðèöåé J .
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II. Ïóñòü ýëåìåíòû cjk ìàòðèöû J òàêîâû, ÷òî ckj = cjk è

cn,n+2 =
√

(n+ 1)(n+ 2)(h3 + h2n+ h1(n− 1)n), n = 0, 1, . . .

ãäå hk = αk + iβk è αk 6= 0 (k = 1, 2, 3), à cjk = 0 ïðè k 6= j + 2. Òîãäà

l26[y] =
1

4
{α1y

(6) + ((−2α2 + 8α1 − α1x
2)y′′)′′+

+((4α3 − 6α2 + 11α1 − α1x
4)y′)′+

+(4α3 − 6α2 + 9α1 + 2(α2 − 4α1)x
2 + α1x

4)x2y}+

+
i

4
{−β1((xy

′′′)′′ + (xy′′)′′′)+

+2((β2 − 4β1 + β1x
2)xy′′)′ + 2((β2 − 4β1 + β1x

2)xy′)′′+

+(−4β3 + 6β2 − 9β1 + 2(−β2 + 4β1)x
2 − β1x

4)xy′+

+((−4β3 + 6β2 − 9β1 + 2(−β2 + 4β1)x
2 − β1x

4)xy)′}.
III. Ïóñòü ýëåìåíòû cjk ìàòðèöû J òàêîâû, ÷òî ckj = cjk è

cn,n+4 =
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)(h2 + h1n), n = 0, 1, . . .

ãäå hk = αk + iβk è αk 6= 0 (k = 1, 2), à cjk = 0 ïðè k 6= j + 4. Òîãäà

l46[y] =
1

4
{−α1y

(6) + ((2α2 − 5α1 − 5α1x
2)y′′)′′+

+((−5α1 + 6(2α2 − 5α1)x
2 + 5α1x

4)y′)′+

+(6α2 − 15α1 + 15α1x
2 + (2α2 − 5α1)x

4 + α1x
6)y}+

+
i

2
{β1((xy

′′′)′′ + (xy′′)′′′) + (−2β2 + 5β1)((xy
′′)′ + (xy′)′′)+

+(−2β2 + 5β1 − β1x
2)x3y′ + ((2β2 + 5β1 − β1x

2)x3y)′}.
IV. Ïóñòü ýëåìåíòû cjk ìàòðèöû J òàêîâû, ÷òî ckj = cjk è

cn,n+6 =
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)(n+ 5)(n+ 6)h, n = 0, 1, . . .

ãäå h = α− iβ è α 6= 0, à cjk = 0 ïðè k 6= j + 6. Òîãäà

l66[y] =
α

4
{y(6) + 15(x2y′′)′′ + 15(1 + x4)y′)′ + (45 + x4)x2y}+

+
iβ

4
{3((xy′′′)′′ + (xy′′)′′′) + 10((x3y′′)′ + (x3y′)′′)+
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+3(((5 + x4)xy)′ + (5 + x4)xy′)}.
Ïîðÿäîê âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé ðà-

âåí 6, äåôåêòíûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì n+ = n− = 2 â ñëó÷àå II, n+ = n− = 4 â ñëó÷àå III è
n+ = n− = 6 â ñëó÷àå IV, à ñïåêòðû èõ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàñøèðåíèé
ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ê. À. Ìèðçîåâó
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Kostyuchenko A. G., Mirzoev K. A. Generalized Jacobi matrices and de�ciency

numbers of ordinary di�erential operators with polynomial coe�cients // Func. Anal.
and Its Appl. 1999. Vol. 33, � 1. P. 25�37.
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Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà èíòåãðèðóåìûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé âïåð-
âûå áûëî íàéäåíî äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (ÊäÔ). Ïóñòü
u = u(x, t) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ.
Óðàâíåíèå ÊäÔ ut = u3 + 6uu1 ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ ïîìîùüþ îïåðà-
òîðíîãî óðàâíåíèÿ ∂L/∂t = [A,L] := AL− LA ñ ïàðîé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ2 L = ∂2 +u è A = 4∂3 + 6u∂+ 3u1. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, ïî ñóòè, âîçíèêëî â ðàìêàõ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà-
÷è ðàññåÿíèÿ [2], êîòîðûé ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ñïåêòðàëüíóþ òåîðèþ
îïðàòîðà L [4]. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà âïåðâûå áûëè íàéäåíû ìíî-
ãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ. Â äàëüíåéøåì áûëè íàéäåíû äðóãèå àñïåêòû
èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì è äàæå áè-ãàìèëüòîíîâûì è îáëàäàåò áåñêî-
íå÷íûì íàáîðîì îáîáùåííûõ ñèììåòðèé, êîòîðûå òàêæå âûðàæàþòñÿ
óðàâíåíèåì Ëàêñà

∂L

∂t2s+1
= [A2s+1, L], ∀s ≥ 1,

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ãîñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêà âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(ÍØ-8081.2016.9).

2Çäåñü îáîçíà÷àåòñÿ uk := u(k)(x).
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ãäå A2s+1 � ñîîòâåòñòâóþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà
2s+1, à (t1, t3, . . .) � áåñêîíå÷íûé íàáîð ýâîëþöèîííûõ ïàðàìåòðîâ. Ñïî-
ñîá ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ A2s+1 áûë íàéäåí â ðàáîòå [3]. Åñëè ýâîëþöè-
îííîå óðàâíåíèå îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì íàáîðîì îáîáùåííûõ ñèììåòðèé,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âêëþ÷àåòñÿ â èíòåãðèðóåìóþ èåðàðõèþ. Â
÷àñòíîñòè, ñàìî óðàâíåíèå ÊäÔ ñîîòâåòñòâóåò ýâîëþöèîííîìó ïàðàìåò-
ðó t3.

Ðàññìîòðèì èñêîìóþ ôóíêöèþ T = T (i, t) îò i ∈ Z è t ∈ R è óðàâíå-
íèå

Ṫ (i) = T (i) (T (i+ 1)− T (i− 1))

èçâåñòíîå êàê öåïî÷êà Âîëüòåððà èëè äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-
äå Ôðèçà. Ýòî óðàâíåíèå, ïî âñåé âèäèìîñòè, áûëî ïåðâûì äèñêðåò-
íûì óðàâíåíèåì ïðîèíòåãðèðîâàííûì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà-
÷è, êîòîðûé èñïîëüçóåò ñïåêòðàëüíóþ òåîðèþ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ.
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé öåïî÷êè Âîëüòåððà, êàê è óðàâíåíèÿ ÊäÔ,
ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî íàáîðà îáîáùåííûõ ñèììåòðèé. Ïóñòü
(t1, t2, . . .) � áåñêîíå÷íûé íàáîð ýâîëþöèîííûõ ïàðàìåòðîâ. Â ðàáîòå [5]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èåðàðõèþ âûñøèõ ñèììåòðèé äëÿ öåïî÷êè Âîëüòåððà
ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå

∂sT (i) = T (i) (Sss(i− s+ 2)− Sss(i− s)) , ∀ s ≥ 1,

ãäå ∂s := ∂/∂ts. Çäåñü â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé âõîäÿò äèñêðåòíûå
ìíîãî÷ëåíû, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå1

Srs(i) =
∑

0≤λ1≤···≤λr≤s−1

T (i+ λ1 + r − 1) · · ·T (i+ λr−1 + 1)T (i+ λr). (1)

Ó öåïî÷êè Âîëüòåððà è åå èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè, êàê èçâåñòíî ñó-
ùåñòâóåò èíòåãðèðóåìîå îáîáùåíèå [1], à èìåííî, ñ÷åòíûé êëàññ óðàâíå-
íèé âèäà

Ṫ (i) = T (i)

(
n∑
j=1

T (i+ j)−
n∑
j=1

T (i− j)

)
. (2)

Î. È. Áîãîÿâëåíñêèì â ðàáîòå [1], áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (2), ïðè
ëþáîì n ≥ 1 äîïóñêàåò íåïðåðûâíûé ïðåäåë ê óðàâíåíèþ ÊäÔ. Â ðàáî-
òå àâòîðà [5], áûë íàéäåí ÿâíûé âèä èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè îáîáùåí-
íûõ ñèììåòðèé ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (2). Â ðàáîòå [6], ÿâëÿþùåéñÿ
åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì [5], àâòîðîì áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîç-
âîëÿþùèé ïðåäñòàâèòü ìíîãèå èçâåñòíûå èíòåãðèðóåìûå ýâîëþöèîííûå

1Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëàãàåì S0
s (i) := 1.
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äèôôåðåíèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (ñèñòåìû óðàâíåíèé) äîïóñêàþ-
ùèå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà â ÿâíîé ôîðìå. Îïðåäåëèì êëàññ äèñêðåòíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

Srs(i) =
∑

0≤λ1≤···≤λr≤s−1

T (i+ λ1 + (r − 1)n) · · ·T (i+ λr−1 + n)T (i+ λr),

êîòîðûå î÷åâèäíî îáîáùàþò (1).

Òåîðåìà 1. Èíòåãðèðóåìàÿ èåðàðõèÿ îáîáùåííûõ ñèììåòðèé öå-

ïî÷êè Áîãîÿâëåíñêîãî (1) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∂sT (i) = T (i) (Sssn(i− sn+ n+ 1)− Sssn(i− sn)) , s ≥ 1. (3)

Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè (2) äîïóñêàþò

ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ∂sL = [As, L] ñ äèñêðåòíûìè îïåðàòîðàìè

L = Λ−1 + T (i− 1)Λ−1−n, As = Λsn +
s∑
q=1

Sqsn(i− (q − 1)n)Λ(s−q)n,

ãäå Λ � ýëåìåíòàðíûé îïåðàòîð ñäâèãà äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó
Λ(f(i)) = f(i+ 1) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà.

Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [7], èñïîëüçóÿ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå (2) ýâîëþ-
öèîííûõ óðàâíåíèé èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè öåïî÷êè Áîãîÿâëåíñêîãî,
áûëà íàéäåíà èõ áè-ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà.

ßâíîå ïðåäñòàâëåíèå (3) èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà, íàïðèìåð ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè íåïðåðûâíîãî ïðåäåëà. Ðàçîáüåì ÷èñëîâóþ îñü R íà ìàëûå
èíòåðâàëû îäèíàêîâîé äëèíû ε. Ïóñòü ui := u(x)|x=iε, ãäå u(x) � èñ-
êîìàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî
ïðåäåëà èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè (3), ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó âèäà

T (i) = 1 +
κ

2
ui, κ := n(n+ 1) (4)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà õîðîøî èçâåñòíà [1]. Âîçüìåì ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ïîòîêîâ Ṫ (i) =

∑
cq∂qT (i). Êàê ðåçóëüòàò, ïîäñòàíîâêà (4)

äàåò

u̇ =
∑
j≥0

ε2j+1F2j+1, (5)

ãäå F2j+1 � íåêîòîðûå äèôôåðåíöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Â ÷àñòíîñòè,

F1 =
κ2

2

(∑
k≥1

gkck

)
u1, F3 =

κ3

24

(∑
k≥1

kgkck

)
(u3 + 6uu1) ,
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F5 =
κ4

960

(∑
k≥1

P (k)gkck

)
u5 +

κ4

48

(∑
k≥1

k2gkck

)
uu3

+
κ4

24

(∑
k≥1

k(k − 1)gkck

)
u1u2 +

κ4

16

(∑
k≥1

k(k − 1)gkck

)
u2u1,

ãäå

P (k) := k

(
2k − 2(κ+ 1)

3κ

)
, gk :=

k

(k − 1)!

k−1∏
q=1

(kn+ q) .

Ðàçóìååòñÿ, ÷òî ìû ìîæåì áðàòü òîëüêî êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè ïîòîêîâ. Ïîäõîäÿùèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò òèïà Ãàëèëåÿ ìû
ìîæåì èñêëþ÷èòü F1, òàê ÷òîáû ñóììà (5) íà÷èíàëàñü ñ u3 +6uu1. Òîãäà
â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ïðè ε → 0, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ÊäÔ. Åñëè
ìû íàëîæèì óñëîâèå

∑
k≥1 kgk(n)ck = 0, òàê ÷òîáû F3 = 0, òî

F5 =
κ4

480

(∑
j≥1

k(k − 1)gk(n)ck

)
(u5 + 10uu3 + 20u1u2 + 30u2u1)

è â ýòîì ñëó÷àå, òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ
àðãóìåíòîâ, â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ìû ïîëó÷àåì ¾âûñøåå¿ óðàâíåíèå
ÊäÔ .

u̇ = u5 + 10uu3 + 20u1u2 + 30u2u1.
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ÓÄÊ 517.9

Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÈ ÎÄÍÎÃÎ
ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÄËß ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÉ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÉ

ÑÈÑÒÅÌÛ ÈÍÄÅÊÑÀ (K, 0) ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÑÏËÀÉÍÎÂÎÉ
ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ1

Ñ. Â. Ñâèíèíà (Èðêóòñê, Ðîññèÿ)
gaidamak@icc.ru

Ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû (ãàç, æèäêîñòü, òâåðäîå
òåëî) âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ìîäåëè, êîòîðûå ïðèâîäÿò êàê ïðàâèëî ê
íåëèíåéíûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ê èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èëè ê íåëè-
íåéíûì äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèì ñèñòåìàì óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ [1, 2]. Ïîä íåëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñ-
êîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè ïîíèìàþò ñèñòåìó âèäà

Fs
(
x, t, u1, u2, . . . , un, p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qn

)
= 0, (1)

ps = ∂tu
s, qs = ∂xu

s, s = 1, 2, . . . , n,

â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû ßêîáè

∂pF =

(
∂Fs1

∂ps2

)
, ∂qF =

(
∂Fs1

∂qs2

)
, s1 = 1, 2, . . . , n, s2 = 1, 2, . . . , n,

òîæäåñòâåííî âûðîæäåíû â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ U . Åñëè â êàæäîé òî÷-
êå îáëàñòè U ïó÷îê ìàòðèö ∂pF + λ∂qF ïðè ëþáîì çíà÷åíèè u ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì, òî åãî èíäåêñ èëè èíäåêñ ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé
÷èñåë (k, 0), ãäå k � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé
ïó÷êà ∂pF+λ∂qF , ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûì è áåñêîíå÷íûì êîðíÿì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà det (∂pF + λ∂qF) âî âñåé îáëàñòè U . Âòî-
ðîé ïàðàìåòð èíäåêñà ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó ïó÷îê ∂pF + λ∂qF íå ñî-
äåðæèò ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
îïðåäåëåííîãî âèäà êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè, âîçíèêàþò ¾ïîãðàíè÷íûå
ñëîè îøèáîê¿ [3, 4], à ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì îáùåãî âèäà èëè áî-
ëåå òîãî êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ âîâñå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ è ÷èñëåííûé àíàëèç
äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ïðîåêò � 0348-216-0009).

283



íåâîçìîæíî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì, êîòîðûé
îñíîâàí íà ðàñùåïëåíèè ìàòðè÷íîãî ïó÷êà ñèñòåìû è ðåøàåò ïðîáëåìó
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èíäåêñà (k, 0) [5]. Ïðåäëàãàåìûé àë-
ãîðèòì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âûïîëíÿåòñÿ ðàñùåïëåíèå ìàòðè÷íîãî
ïó÷êà, ïîñòðîåííîãî ïî êîýôôèöèåíòàì äèôôðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñ-
êîé ñèñòåìû, íà äâà ïó÷êà: îäèí èç íèõ èìååò òîëüêî ïðîñòûå ýëåìåí-
òàðíûå äåëèòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì è áåñêîíå÷íûì êîðíÿì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, à äðóãîé íå èìååò ðåãóëÿðíîãî ÿäðà. Â
ñîîòâåòñòâóþùåé ðàñùåïëåííîé ñèñòåìå ïðîèçâîäíûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ðå-
ãóëÿðíîìó ïó÷êó àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñïëàéíîì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà,
à ïðîèçâîäíûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ñèíãóëÿðíîìó ïó÷êó àïïðîêñèìèðóþòñÿ
ñïëàéíîì ìåíüøåãî ïîðÿäêà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Â ðåçóëüòàòå ñòðî-
èòñÿ íåëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Òàêàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íàçûâàåò-
ñÿ ñïëàéí-êîëëîêàöèîííîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé ñ ðàñùåïëåííûì ïó÷êîì.
Îíà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîé è äàåò âûñîêóþ òî÷íîñòü âî âñåé
îáëàñòè ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåì äîêëàäå îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì íåëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à èìåííî êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìîé âèäà

A(x, t, u)∂tu+B(x, t, u)∂xu+ F (x, t, u) = 0, (2)

â êîòîðîé A(x, t, u) è B(x, t, u) � çàäàííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïî-
ðÿäêà n, òîæäåñòâåííî-âûðîæäåííûå â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, F (x, t, u)
� èçâåñòíàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, u ≡ u(x, t) � èñêîìàÿ n-
ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ýëåìåíòû ìàòðèö A(x, t, u), B(x, t, u) è âåê-
òîðà F (x, t, u) èç ïðîñòðàíñòâà C1(U), ãäå U = {(x, t, u)| (x, t) ∈
∈ U, ‖u(x, t)‖C(U) < Q}, Q � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, U =
= {(x, t)| x ∈ [x0;X], t ∈ [t0;T ]}.

Çàäàäèì äëÿ ñèñòåìû (2) íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ

u(x0, t) = ψ(t), u(x, t0) = φ(x), (3)

ãäå ψ(t) è φ(x) � èçâåñòíûå n-ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè, ñîãëàñîâàííûå â
òî÷êå (x0, t0) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
äëÿ ïó÷êà P(λ, x, t, u) = A(x, t, u) + λB(x, t, u) ñèñòåìû (2) âûïîëíåíû
âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðå èç [6]. Â ýòîì ñëó÷àå
íàéäóòñÿ íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû P (x, t, u) è Q(x, t, u), êîòîðûå ïðåîá-
ðàçóþò åãî ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

diag{Ed,M(x, t, u), Ep}+ λdiag{J(x, t, u), El, N(x, t, u)},

ãäå Ed � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d;M(x) èN(x) � âåðõíèå (ïðàâûå)
òðåóãîëüíûå áëîêè ñ íóëåâîé äèàãîíàëüþ ïîðÿäêà l è p, ñîîòâåòñòâåí-
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íî; Ol � êâàäðàòíàÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà l; J(x, t, u) � íåâûðîæ-
äåííàÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d. Ìàòðèöû M(x, t, u) è
N(x, t, u) ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè â U . Ïóñòü ind M(x, t, u) = k1 è
ind N(x, t, u) = k2 â U , ò. å. k1 = min{k̄ : M(x, t, u)k̄ = 0 ∀ (x, t, u) ∈ U}.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ k2. Òîãäà ind P(λ, x, t, u) = (k, 0), ãäå k =
= max{k1, k2} è, ñîîòâåòñòâåííî, èíäåêñ ñèñòåìû (2) òàêæå ðàâåí (k, 0).
Ïîñòðîèì â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè U ðàâíîìåðíóþ ñåòêó U∆ ñ øàãàìè
h è τ ñîîòâåòñòâåííî ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì

U∆ = {xi = x0 + ih, tj = t0 + jτ, i = 0, 1, . . . , n1, j = 0, 1, . . . , n2},

òîãäà â îáëàñòè U áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâóþùåå ñåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî

U∆ = {xi = x0+ih, tj = t0+jτ, ui,j = u(xi, tj), i = 0, . . . , n1, j = 0, . . . , n2}.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (2), (3) â âèäå ñïëàéíà δm1,m2(x, t) ∈
∈ C1(U) ñî ñòàðøèìè ñòåïåíÿìè ðàâíûìè m1 è m2 ïî êàæäîé íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçäåëÿÿ ïó÷îê P(λ, x, t, u) íà ðå-
ãóëÿðíóþ è ñèíãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùèå è âûïîëíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ
àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó (1), ìû ïîëó÷èì ðàç-
íîñòíóþ ñõåìó

A1,i+l1,j+l2

1

τ

m2∑
l3=0

γl2,l3ui+l1,j+l3 +B1,i+l1,j+l2

1

h

m1∑
l3=0

γ̄l1,l3ui+l3,j+l2 = Fi+l1,j+l2−

−A2,i+l1,j+l2

1

τ

m2−1∑
l3=0

βl2−1,l3ui+l1,j+l3+1 −B2,i+l1,j+l2

1

h

m1−1∑
l3=0

β̄l1−1,l3ui+l3+1,j+l2,

u0,j = ψj, ui,0 = φi, i = 0, 1, . . . , n1 − 1, j = 0, 1, . . . , n2 − 1, (4)

ãäå γl2,l3, γ̄l1,l3, βl2,l3 � èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû. Ðàçíîñòíóþ ñõåìó (4)
íàçîâåì íåëèíåéíîé ñïëàéí-êîëëîêàöèîííîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé ñ ðàñ-
ùåïëåíèåì. Ñèñòåìà (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëûé íàáîð íåëèíåéíûõ
ðàçíîñòíûõ ñõåì, ïîðÿäêè àïïðîêñèìàöèè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïîðÿä-
êàìè ñïëàéíîâ è ñîñòàâëÿþò âåëè÷èíó, ðàâíóþ O(hm1−1) + O(τm2−1). Ñ
ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé wi,j = Q−1

i,j vi,j, ãäå Qi,j = Q(xi, tj, ui,j) �
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà èç [5], ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿêîáèàí

∂[w1, w2, . . . , wn]

∂[v1, v2, . . . , vn]
6= 0 ∀ (x, t) ∈ U

ðàçíîñòíóþ ñõåìó (4) ìîæíî çàïèñàòü â íîðìàëüíîé ôîðìå ðàçíîñòíîãî
îïðåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

V = Π(V), (5)
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ãäå Π(V) = L−1(V)
[
τ ḡ −H(V)w0 −Q(V)w0

]
+ δ(V , h, τ) è δ(V , h, τ) �

âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî ‖δ(V , h, τ)‖C(U∆) = O(h) + O(τ). Â (5) V = (V1,V2,

V3)> è Vs = (w̄s
1,1, w̄

s
2,1, . . . , w̄

s
n1,1

, w̄s
1,2, w̄

s
2,2, . . . , w̄

s
n1,2

, . . . , w̄s
1,n2

, w̄s
2,n2

, . . . ,

w̄s
n1,n2

)> � èñêîìûé âåêòîð. Ìàòðèöà L(V) = diag{L1(V), L2(V), L3(V)}
íåâûðîæäåííàÿ, êàæäûé åå áëîê ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äâóõäèàãîíàëüíîé
ìàòðèöåé Ls(V) =

(
Lsi,j(V)

)
, ãäå i, j = 1, 2, . . . , n1. Áëîêè Lsi,i(V), ðàñ-

ïîëîæåííûå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè èìåþò âèä

Lsi,i(V) =



Eνs Oνs Oνs . . . Oνs Oνs
Kk2,i Eνs Oνs . . . Oνs Oνs
Oνs Kk3,i Eνs . . . Oνs Oνs
...

...
... . . . ...

...

Oνs Oνs Oνs . . . Eνs Oνs
Oνs Oνs Oνs . . . Kkn1,i

Eνs


,

ãäå νs ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ: m1m2d, m1m2l è m1m2p, ñîîòâåòñòâåííî s =
= 1, 2, 3. Áëîêè Lsi,j(V), ðàñïîëîæåííûå ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ èìåþò
âèä Lsi,j(V) = diag{F s

1,i, F s
2,i, . . . ,F s

n1,i
}, ãäå i = 2, 3, . . . , n1, j = i − 1.

Â (5) ḡ = (ḡ1, ḡ2, ḡ3) � èçâåñòíûé âåêòîð ðàçìåðà n̄ = ñn, ñ = n1n2m1m2,
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî âåêòîðó F (x, t, u). Áëîêè ḡs èìåþò ðàçìåðû ñd,
ñl è ñp, ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿì s = 1, 2, 3,

ḡs = (gs1,1, g
s
2,1, . . . , g

s
n1,1

, gs1,2, g
s
2,2, . . . , g

s
n1,2

, . . . , gs1,n2
, gs2,n2

, . . . , gsn1,n2
)>.

Ìàòðèöà H(V) = diag{H1, H2, H3} èìååò áëîêè Hs = diag{Hs
1,1,Os},

ãäå Hs
1,1 = diag{F s

1,1,F s
2,1, . . . ,F s

n1,1
}, Oνs � íóëåâîé êâàäðàòíûé áëîê

ïîðÿäêà νs = (n2 − 1)n1m1m2ν, ãäå ν ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ d, l è p, ñî-
îòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿì s = 1, 2, 3. Ìàòðèöà Q(V) = diag{Q1, Q2, Q3}
ñ áëîêàìè Qs = diag{Qs

1,1, Q
s
1,2, . . . , Q

s
1,n2
}, ãäå Qs

1,j = diag{Ks1,j,Oνs},
νs = (n1−1)m1m2ν. Âåêòîðû w0 = (w1

0, w
2
0, w

3
0)> è w0 = (w0,1, w0,2, w0,3)>

èìåþò áëîêè: ws
0 = en2

⊗ (w̄s
1,0, w̄

s
2,0, . . . w̄

s
n1,0

)> è w0,s = (en1
⊗ ws

0,1, en1
⊗

⊗ ws
0,2, . . . , en1

⊗ ws
0,n2

)>, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî íà÷àëüíî-êðàåâûì
óñëîâèÿì (3).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ξs1

γ̄m1
, ξs2

γm2
è ξs3

Ji,j
ìàòðèö γ̄m1

, γm2
è Ji,j,

ñîîòâåòñòâåííî, â êàæäîì óçëå ðàçíîñòíîé ñåòêè U∆ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ

rξs1
γ̄m1
· ξs3

Ji,j
6= −ξs2

γm2
∀s1, s2, s3,

ãäå s1 = 1, 2, . . . ,m1, s2 = 1, 2, . . . ,m2, s3 = 1, 2, . . . , k;
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2) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ξsJi,j ïîëîæèòåëüíûå â ñåòî÷íîì ïðîñòðàí-
ñòâå U∆;

3) îòíîøåíèå øàãîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè τ/h ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé
âåëè÷èíîé.
Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (5) â ñåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå U∆ èìååò ðåøå-
íèå ðàâíîìåðíî-îãðàíè÷åííîå ïî íà÷àëüíî-êðàåâûì óñëîâèÿì è ïî ïðà-
âîé ÷àñòè, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖V‖C(U∆) ≤M1‖F̃i,j‖C(U∆) +M2‖φi‖C(U∆) +M3‖ψj‖C(U∆),

ãäåMν � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2.

Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ìåòîä ïîçâîëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, êîòî-
ðàÿ íà åäèíèöó ìåíüøå ïîðÿäêà ñïëàéíà, ÷èñëåííî ðåøàòü ðàññìîòðåí-
íûå êâàçèëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû èíäåêñà
(k, 0). Îñîáåííîñòü ýòîãî ìåòîäà íîñèò àíàëèòè÷åñêèé õàðàêòåð è çàê-
ëþ÷àåòñÿ â ïðåäâàðèòåëüíîì ðàñùåïëåíèè ìàòðè÷íîãî ïó÷êà ñèñòåìû
P(λ, x, t, u). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ñèñòåìà (2) ïîëóëèíåéíàÿ, ò. å. êî-
ýôôèöèåíòû A(x, t) è B(x, t) íå çàâèñÿò îò èñêîìîé ôóíêöèè v(x, t), òî
ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé w(x, t) = Q−1(x, t)v(x, t) âñåãäà ìîæíî
ïðèâåñòè ðàçíîñòíóþ ñõåìó (4) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (5). Äëÿ êâàçèëè-
íåéíîé ñèñòåìû (2) ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî âûïîëíèòü íå âñåãäà.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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Î ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÌ È ÐÈÌÀÍÎÂÑÊÎÌ ÏÎÄÕÎÄÀÕ
Ê ÍÅÊÎÒÎÐÛÌ ÈÍÒÅÃÐÀËÀÌ ËÓÇÈÍÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ1

Ï. À. Ñâîðîâñêèé (Áûäãîù, Ïîëüøà)
piotrus@ukw.edu.pl

Âñêîðå ïîñëå îòêðûòèÿ ñâîåãî çíàìåíèòîãî èíòåãðàëà (ýêâèâàëåíòíî-
ãî óçêîìó èíòåãðàëó Äàíæóà, òàêæå èçâåñòíîãî êàê èíòåãðàë Äàíæóà �
Ïåððîíà), Ðàëüô Õåíñòîê îòìåòèë â ñâîåé êíèãå (ñì. [1]), ÷òî ïîõîæèé
ïîäõîä â ñòèëå Ðèìàíà ìîæåò ïðèâåñòè ê äðóãîìó èíòåãðàëó Äàíæóà,
ñåé÷àñ èçâåñòíîìó ïîä èìåíåì øèðîêèé èíòåãðàë Äàíæóà (à òàêæå èí-
òåãðàë Äàíæóà �Õèí÷èíà). Ïîñêîëüêó îí íå ïðèâåë ïîäðîáíîãî äîêàçà-
òåëüñòâà, ýòî çàìå÷àíèå ïîðîäèëî â ïîñëåäñòâèè ðÿä ðàáîò íà ýòó òå-
ìó (ñì. [2�4]). Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé, ÷åì ïðåä-
ëîæèë Õåíñòîê, îáû÷íàÿ íåïðåðûâíîñòü (ïåðâîîáðàçíûõ â îïðåäåëåíèè
øèðîêîãî èíòåãðàëà Äàíæóà) áûëà çàìåíåíà íà îáîáùåííóþ íåïðåðûâ-
íîñòü.

Â íàøåé ïðåäûäóùåé ðàáîòå íà äàííóþ òåìó (ñì. [5]) ìû èçó÷àëè,
êàê ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå â [2�4], ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷íûìè èíòåãðàëàìè ëó-
çèíñêîãî òèïà, â ÷àñòíîñòè ñ èíòåãðàëîì Äàíæóà �Õèí÷èíà.

Íåäàâíî ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ Òîìñîíà (ñì. [6]) î òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-
íûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ACG è VBG ñâîéñòâ. Îòòàëêèâàÿñü îò ýòîé ðàáî-
òû, áëàãîäàðÿ íåïðåðûâíîñòè ñëàáûõ è q-ñëàáûõ ìåð Òîìñîíà, ó íàñ ïî-
ÿâèëàñü èäåÿ èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè îáîáùåííûé øèðîêèõ
èíòåãðàëîâ Äàíæóà. Îäíîâðåìåííî íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü óïðîùåííûå
îïðåäåëåíèÿ â ñòèëå Ðèìàíà äëÿ èíòåãðàëîâ, ââåäåííûõ â [2�4].
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4. Soedijono B., Lee P.-Y. The Kubota integral // Mathematica Japonica. 1991.
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5. Sworowski P. Riemann-type de�nition for the wide Denjoy integral // Rendiconti

del Seminario Matematico della Universit�a di Padova. 2011. Vol. 126. P. 175�200.
6. Thomson B.S. On VBG functions and the Denjoy �Khintchine integral // Real

Analysis Exchange. 2015/16. Vol. 41, iss. 1. P. 173�226.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòà Êàçèìèðà
Âåëèêîãî, Áûäãîù.
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ÓÄÊ 517.5

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÛ È ÅÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ

Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ Lp È C
À. Ì. Ñåäëåöêèé (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)

sedlet@mail.ru

Ïóñòü B = B[−π, π] � êàêîå-íèáóäü èç ïðîñòðàíñòâ Lp(−π, π), 1 ≤
≤ p <∞, p 6= 2, C[−π, π], ïóñòüBa = B[−a+π, a+π], a ∈ R. Ïîëó÷åí ðÿä
óñëîâèé (êàê íåîáõîäèìûõ, òàê è äîñòàòî÷íûõ) äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾âîçìó-
ù¼ííàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà¿ ei(n+αn)t, n ∈ Z áûëà ýêâèâàëåíòíà
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå eint, n ∈ Z â Ba ïðè ëþáîì a ∈ R. Âîò îäèí
èç ðåçóëüòàòîâ. Åñëè (αn) ∈ ls, ãäå 1/s = |1/p − 1/2|, òî óêàçàííàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü èìååò ìåñòî, ïðè÷¼ì ïîêàçàòåëü s ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì (â òîì ÷èñëå) åãî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå â Lp(−π, π),
1 < p < 2 áàçèñîâ èç ýêñïîíåíò, íå ÿâëÿþùèõñÿ ýêâèâàëåíòíûìè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîìó áàçèñó.

Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ Ôóðüå.

ÓÄÊ 517.5

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÂÎÉÍÛÕ ÐßÄÎÂ
ÏÎ ÑÈÍÓÑÀÌ È ÊÎÑÈÍÓÑÀÌ1

Á. Â. Ñèìîíîâ, È. Ý. Ñèìîíîâà (Âîëãîãðàä, Ðîññèÿ)
simonov-b2002@yandex.ru, simonova-vstu@mail.ru

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû ñóììû äâîéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ ïî ñèíóñàì è êîñèíóñàì ñ êðàòíî ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâîéíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû âèäà

1

2

∞∑
n1=1

an1,0 sinn1x1 +
∞∑

n2=1

∞∑
n1=1

an1n2
sinn1x1 cosn2x2. (1)

Ïóñòü r1 ∈ N , r2 ∈ N , j1 = 1, 2, j2 = 1, 2, [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a,
k1 = 0, 1, ..., [r1

2 ], k2 = 0, 1, ..., [r2

2 ]. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆
(r1,0)
10 (an1n2

) = an1n2
− an1+r1n2

,

∆
(0,r2)
01 (an1n2

) = an1n2
− an1n2+r2

,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò N 16-01-00350).
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∆
(r1,0)
20 (an1n2

) = ∆
(r1,0)
10 (∆

(r1,0)
10 (an1n2

)),

∆
(0,r2)
02 (an1n2

) = ∆
(0,r2)
01 (∆

(0,r2)
01 (an1n2

)),

∆
(r1,r2)
i1i2

(an1n2
) = ∆

(r1,0)
i10 (∆

(0,r2)
0i2

(an1n2
)),

δ
(j1,0)
(r1,k1;0)(an1,n2

) = ar1n1,r2n2
+ (−1)j1+1ar1n1+(r1−k1)signk1,r2n2

,

δ
(0,j2)
(0;r2,k2)(an1,n2

) = ar1n1,r2n2+k2
+ (−1)j2+1ar1n1,r2n2+(r2−k2)signk2

,

δ
(j1,j2)
(r1,k1;r2,k2)(an1,n2

) = δ
(j1,0)
(r1,k1;0)(δ

(0,j2)
(0;r2,k2)(an1,n2

)),∑
(r1, r2, p, {an1n2

}) =

=
( [

r2
2 ]∑

k2=0

[
r1
2 ]∑

k1=0

2∑
j2=1

2∑
j1=1

∞∑
n2=0

∞∑
n1=1−signk1

|∆(r1,r2)
j1−1,2−j2(δ

(j1,j2)
(r1,k1;r2,k2)(an1,n2

))|p×

×(n1 + 1)j1p−2(n2 + 1)(3−j2)p−2
) 1
p

=

=
( [

r2
2 ]∑

k2=0

[
r1
2 ]∑

k1=0

2∑
j2=1

2∑
j1=1

∞∑
n2=0

∞∑
n1=1−signk1

A(k1, k2, j1, j2, r1, r2)
) 1
p

.

Òåîðåìà. Ïóñòü 0 < p < ∞, r1 ∈ N , r2 ∈ N , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{an1n2

} òàêîâà, ÷òî an1n2
→ 0 ïðè n1 + n2 → ∞ è äëÿ êàæäîãî k1 =

= 0, 1, ..., [r1

2 ], êàæäîãî k2 = 0, 1, ..., [r2

2 ], êàæäîãî j1 = 1, 2, êàæäîãî j2 =
1, 2 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

∆
(r1,r2)
j1,3−j2(δ

(j1,j2)
(r1,k1;r2,k2)(an1,n2

)) ≥ 0 äëÿ âñåõ n1, n2 èëè

∆
(r1,r2)
j1,3−j2(δ(r1,k1;r2,k2)(a

(i1,i2)
n1,n2 )) ≤ 0 äëÿ âñåõ n1, n2.

Òîãäà

C1 ·
∑

(r1, r2, p, {an1n2
}) ≤ ‖

∞∑
n1=1

an1,0 sinn1x1+

+
∞∑

n2=1

∞∑
n1=1

an1n2
sinn1x1 cosn2x2‖p ≤ C2 ·

∑
(r1, r2, p, {an1n2

}), (2)

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1, C2 íå çàâèñÿò îò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {an1n2

}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ r1 = r2 = 1 îöåíêà (2) äîêàçàíà â ðàáîòå [1].
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áóäóò èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ:

B0
0(x) = 1

2 , B
0
n(x) = cosnx, n ∈ N. Ïóñòü l ∈ N ∪ {0}, B1

l (x) =
l∑

m=0
B0
m(x),

B2
l (x) =

l∑
m=0

B1
m(x), BC0

l (x) = cos((2l + 1)x), BC1
l (x) =

l∑
m=0

BC0
m(x),
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BC2
l (x) =

l∑
m=0

BC1
m(x), BC

0
l (x) = sin((2l + 1)x), BC

1
l (x) =

l∑
m=0

BC
0
m(x).

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà r1 = 2, r2 = 3, à êîýôôè-
öèåíòû an1n2

ðÿäà (1) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: äëÿ êàæäîãî
k1 = 0, 1, êàæäîãî k2 = 0, 1, êàæäîãî j1 = 1, 2, êàæäîãî j2 = 1, 2 ñïðàâåä-

ëèâû íåðàâåíñòâà ∆
(2,3)
j1,3−j2(δ

(j1,j2)
(2,k1;3,k2)(an1,n2

)) ≥ 0 äëÿ âñåõ n1, n2. Àíàëîãè÷-

íî äîêàçàòåëüñòâó èç [1] ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ïî Ïðèíãñõåéìó,
ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(x1, x2)− ñóììà ðÿäà (1). Ðàññìîòðèì

π�

−π

π�

−π

|f(x1, x2)|p dx1dx2 =

π/3�

0

π/2�

0

|f(x1, x2)|pdx1dx2+

+

π/3�

0

π/2�

0

|f(x1, x2 + 2π/3)|pdx1dx2 +

π/3�

0

π/2�

0

|f(x1, x2 − 2π/3)|pdx1dx2+

+

π/3�

0

π/2�

0

|f(x1 − π, x2 − 2π/3)|pdx1dx2 +

π/3�

0

π/2�

0

|f(x1 − π, x2)|pdx1dx2+

+

π/3�

0

π/2�

0

|f(x1 − π, x2 + 2π/3)|pdx1dx2 = I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6,

ò.å. ‖f‖pp åñòü ñóììà øåñòè èíòåãðàëîâ I1, I2, I3, I4, I5, I6.
Îöåíèì I1. Ïî÷òè âñþäó ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

f(x1, x2) =
∞∑

n2=0

∞∑
n1=1

∆
(2,3)
12 (a2n1,3n2

)B
1
n1

(2x1)B
2
n2

(3x2)+

+
∞∑

n2=0

∞∑
n1=0

∆
(2,3)
12 (a2n1+1,3n2

)BC
1
n1

(x1)B
2
n2

(x2)+

+
∞∑

n2=0

∞∑
n1=1

(cos(x2/2)∆
(2,3)
12 (a2n1,3n2+1 + a2n1,3n2+2)B

1
n1

(2x1)BC
2
n2

(3x2/2)−

− sin(x2/2)∆
(2,3)
11 (a2n1,3n2+1 − a2n1,3n2+2)B

1
n1

(2x1)BC
1
n2

(3x2/2))+

+
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

(cos(x2/2)∆
(2,3)
12 (a2n1+1,3n2+1 + a2n1+1,3n2+2)BC

1
n1

(2x1)×

×BC2
n2

(3x2/2)− sin(x2/2)∆
(2,3)
11 (a2n1+1,3n2+1 − a2n1+1,3n2+2)×

×BC1
n1

(x1)BC
1
n2

(3x2/2))).
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Òîãäà

I1 ≤ C3

( π/3�

0

π/2�

0

|
∞∑

n2=0

∞∑
n1=1

∆
(2,3)
12 (a2n1,3n2

)B
1
n1

(2x1)B
2
n2

(3x2)|pdx1dx2+

+

π/3�

0

π/2�

0

|
∞∑

n2=0

∞∑
n1=0

∆
(2,3)
12 (a2n1+1,3n2

)BC
1
n1

(x1)B
2
n2

(x2)|pdx1dx2+

+

π/3�

0

π/2�

0

|
∞∑

n2=0

∞∑
n1=1

∆
(2,3)
12 (a2n1,3n2+1 + a2n1,3n2+2)B

1
n1

(2x1)×

×BC2
n2

(3x2/2)|pdx1dx2 +

π/3�

0

π/2�

0

|
∞∑

n2=0

∞∑
n1=1

∆
(2,3)
11 (a2n1,3n2+1 − a2n1,3n2+2)×

×B1
n1

(2x1)BC
1
n2

(3x2/2)|pdx1dx2 +

π/3�

0

π/2�

0

|
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

∆
(2,3)
12 (a2n1+1,3n2+1+

+a2n1+1,3n2+2)BC
1
n1

(2x1)BC
2
n2

(3x2/2)|pdx1dx2+

+

π/3�

0

π/2�

0

|
∞∑

n2=0

∞∑
n1=1

∆
(2,3)
11 (a2n1+1,3n2+1 − a2n1+1,3n2+2)BC

1
n1

(x1)×

×BC1
n2

(3x2/2)|pdx1dx2

)
= C3(I11 + I12 + I13 + I14 + I15 + I16),

ãäå ïîñòîÿííàÿ C3 íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an1n2
}.

Îöåíèì ñâåðõó êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ øåñòè èíòåãðàëîâ.
Îöåíèì I11. Ïðîâîäÿ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû À èç [1], áóäåì èìåòü I11 ≤ C4(
∑

(2, 3, p, {an1n2
}))p. Àíàëîãè÷íî îöå-

íèâàþòñÿ I12, ..., I16. Íàêîíåö, îáúåäèíÿÿ îöåíêè äëÿ I11, .., I16, ïîëó÷àåì,
÷òî I1 ≤ C5(

∑
(2, 3, p, {an1n2

}))p. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ , ÷òî êàæäûé
èç èíòåãðàëîâ I2, I3, I4, I5, I6 íå ïðåâîñõîäèò C6(

∑
(2, 3, p, {an1n2

}))p. Òî-
ãäà èõ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò C7(

∑
(2, 3, p, {an1n2

}))p, òî åñòü îöåíêà (2)
ñâåðõó âåðíà. Ýòà æå ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèìà è äëÿ îñòàëü-
íûõ çíà÷åíèé r1, r2 ∈ N. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñíèçó ñòðîÿòñÿ ñïåöèàëü-
íûå ôóíêöèè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêöèè f(x1, x2).
Ñóììà (

∑
(2, 3, p, {an1n2

}))p ïðè r1 = 2, r2 = 3 áóäåò èìåòü øåñòü
ñëåäóþùèõ ñëàãàåìûõ: A(0, 0, 1, 1, 2, 3), A(0, 1, 1, 1, 2, 3), A(0, 1, 1, 2, 2, 3),
A(1, 0, 1, 1, 2, 3), A(1, 1, 1, 1, 2, 3), A(1, 1, 1, 2, 2, 3).

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ‖f‖pp ≥ C8 · A(0, 0, 1, 1, 2, 3). Ðàññìîòðèì
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ôóíêöèþ

f1(x1, x2) = f(x1, x2) +
1

2

2∑
m2=1

(f(x1, x2 +m2
2π

3
)+

+f(x1, x2 −m2
2π

3
)) + f(x1 + π, x2) +

1

2

2∑
m2=1

(f(x1 + π, x2 +m2
2π

3
)+

+f(x1 + π, x2 −m2
2π

3
)) = 6

∞∑
n2=0

∞∑
n1=1

2signn2−1a2n1,3n2
sin(2n1x1) cos(3n2x2).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî C9‖f‖p ≥ ‖f1‖p. Òàê êàê

2π�

0

2π�

0

|f1(x1, x2)|pdx1dx2 =

=

6π�

0

4π�

0

∣∣∣∣∣
∞∑

n2=0

∞∑
n1=1

2signn2−1a2n1,3n2
sin(n1x1) cos(n2x2)

∣∣∣∣∣
p

dx1dx2,

òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó À èç [1], èìååì: ‖f1‖pp ≥ C10·A(0, 0, 1, 1, 2, 3), ãäå ïî-
ëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C10 íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an1n2

}.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ îñòàëüíûå ñëó÷àè.

Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâà ñóìì äâîéíûõ ðÿäîâ ïî ñèíóñàì, à òàêæå äâîé-
íûõ ðÿäîâ ïî êîñèíóñàì ñ êðàòíî ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [2] è [3] ñîîòâåòñòâåííî.

Ñâîéñòâà ñóìì îäíîìåðíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ ìîíîòîííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ðàññìàòðèâàëèñü â [4].

Ñâîéñòâà ñóìì îäíîìåðíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ êîýôôè-
öèåíòàìè, ìîíîòîííûìè ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ðàññìàòðèâàëèñü
â [5].
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ÎÁ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÏÅÐÈÎÄÀÕ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ
ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ
Ã. Ê. Ñîêîëîâà, Ñ. Ñ. Îðëîâ (Èðêóòñê, Ðîññèÿ)

98gal@mail.ru, orlov_sergey@inbox.ru

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñàìîïîäîáíûõ îáúåêòîâ è èõ ñâîéñòâ,
à òàêæå ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, ïîâòîðÿþùèõñÿ âî âðåìåíè è
ïðîñòðàíñòâå, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Â ÷àñòíîñòè, îíî âîçíèêàåò â çîííîé
òåîðèè òâåðäîãî òåëà [1], êîãäà íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ, îïèñûâàþùóþ
ñîñòîÿíèå êðèñòàëëà, íàêëàäûâàþò óñëîâèÿ Áîðíà �Êàðìàíà

ψ(r̄ +Niāi) = ψ(r̄), i = 1, . . . , d,

ãäå āi � ýëåìåíòàðíûå òðàíñëÿöèîííûå âåêòîðû ðåø¼òêè Áðàâ�å, d � å¼
ðàçìåðíîñòü, Ni � öåëûå ÷èñëà. Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå ó ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ψ : R3 → R áàçèñíûõ ïåðèîäîâ
āi òàêèõ, ÷òî ëþáîé å¼ ïåðèîä ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííûì âåêòîðîì, ò. å.
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïåðèîäîâ āi. Äàííûå
óñëîâèÿ ïðîäèêòîâàíû ñïåöèôèêîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ñëåäóþò
èç ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì çàäàíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, íåæåëè
èç ñàìîãî íåëîêàëüíîãî ñâîéñòâà ïåðèîäè÷íîñòè.

Èçâåñòíî, ÷òî ó ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f : Rn → R íå
âñåãäà ñóùåñòâóåò îñíîâíîé ïåðèîä. Ýòî èìååò ìåñòî äàæå â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå, ò. å. ïðè n = 1. Ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé ñëóæàò ïîñòîÿííàÿ
ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïåðèîäîì ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, èíäèêàòîð
ìíîæåñòâà Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èëè ôóíêöèÿ Äèðèõëå ñ ìíîæåñòâîì
ïåðèîäîâ Q è ìíîãèå äðóãèå. Êðèòåðèåâ ñóùåñòâîâàíèÿ ó ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè f : R → R îñíîâíîãî ïåðèîäà àâòîðàì ðàáîòû íåèçâåñòíî.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äîñòàâëÿåò òåîðåìà, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà â êíèãàõ
[2, ñ. 8] è [3, ñ. 450].

Òåîðåìà 1. Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f : R → R íåïðåðûâíà è
îòëè÷íà îò ïîñòîÿííîé, òî îíà èìååò îñíîâíîé ïåðèîä.

Äðóãîé áîëåå èçâåñòíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî, åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ f : R → R èìååò îñíîâíîé ïåðèîä T0, òî ëþáîé å¼ ïåðèîä T
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îïðåäåëÿåòñÿ êàê T = kT0, ãäå k ∈ Z \ {0}. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëîã
òåîðåìû 1 äîêàçàí äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f : Rn → R, çàäàííûõ
âñþäó íà Rn. Ââåäåíî ïîíÿòèå îñíîâíîãî âåêòîðíîãî ïåðèîäà â äàííîì
íàïðàâëåíèè è èçó÷åíà åãî ðîëü â îïèñàíèè ìíîæåñòâà âñåõ âåêòîðíûõ
ïåðèîäîâ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : Rn → R íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ
ïåðèîäîì T̄ , åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð T̄ 6= 0̄, ÷òî äëÿ âñåõ r̄ ∈ Rn âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(r̄ + T̄ ) = f(r̄).

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè T̄1 è T̄2 � ïåðèîäû ôóíêöèè f ,
òî äëÿ ëþáûõ k, m ∈ Z òàêèõ, ÷òî k2 +m2 6= 0, âåêòîð kT̄1 +mT̄2 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýòîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì n-ìåðíûå ïðÿìûå `T̄ (ā) ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì T̄ ,
ãäå ā ∈ Rn � ðàäèóñ-âåêòîð íåêîòîðîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìîé
`T̄ (ā). Ýòó òî÷êó ìîæíî âûáèðàòü, íàïðèìåð, â ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè
〈r̄, T̄ 〉 = 0, òîãäà ñîîòâåòñòâèå ā → `T̄ (ā) áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé `T̄ (ā) èìååò âèä r̄ = ā+ tT̄ . Çäåñü è
âñþäó äàëåå t ∈ R � ïåðåìåííàÿ, T̄ = |T̄ | T̄ . Âäîëü êàæäîé òàêîé ïðÿìîé
ôóíêöèÿ f : Rn → R ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ f(r̄)

∣∣
r̄∈`T̄ (ā)

= f(ā + tT̄ ), ò. å.

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé gā(t) = f(ā+ tT̄ ) îäíîé ïåðåìåííîé.

Ëåììà. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T̄ ,
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì |T̄ | âäîëü êàæäîé ïðÿìîé `T̄ (ā) ñ
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì T̄ .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ïîêàçàòü ïåðèîäè÷íîñòü ñ ïåðèîäîì |T̄ |
ôóíêöèé gā : R→ R.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü f : Rn → R ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T̄ .
Ïåðèîä T̄0 íàèìåíüøåãî ìîäóëÿ, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì T̄ , íàçîâåì
îñíîâíûì ïåðèîäîì ôóíêöèè f â äàííîì íàïðàâëåíèè T̄ .

Òåîðåìà 2. Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T̄ ôóíêöèÿ f : Rn → R
íåïðåðûâíà è îòëè÷íà îò ïîñòîÿííîé âäîëü õîòÿ áû îäíîé ïðÿìîé
`T̄ (ā), òî îíà èìååò îñíîâíîé ïåðèîä â äàííîì íàïðàâëåíèè T̄ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f íåò îñíîâíîãî ïåðèîäà
â íàïðàâëåíèè T̄ , òîãäà ñóùåñòâóåò å¼ ïåðèîä S̄ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî
ìîäóëÿ, ñîíàïðàâëåííûé ñ T̄ . Ïî ëåììå |S̄| � ïåðèîä ôóíêöèé gā, ïðè
ýòîì õîòÿ áû îäíà èç íèõ, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, èìååò îñíîâíîé ïåðèîä,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàëîñòè |S̄|.

Òåîðåìà 3. Åñëè ó ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèÿ f : Rn → R ñóùåñòâóåò
îñíîâíîé ïåðèîä T̄0 â äàííîì íàïðàâëåíèè T̄ , òî ëþáîé å¼ ïåðèîä T̄ ,
êîëëèíåàðíûé T̄ , èìååò âèä T̄ = kT̄0, ãäå k ∈ Z \ {0}.

Ïóñòü T̄0 � îñíîâíîé ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f â íàïðàâ-
ëåíèè T̄ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîëëèíåàðíûé T̄ å¼ ïåðèîä
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S̄ = αT̄0, ãäå |α| > 1 è α /∈ Z, òîãäà âåêòîð S̄ − [α] T̄0, ñîíàïðàâ-
ëåííûé ñ T̄ , òàêæå áóäåò ïåðèîäîì ôóíêöèè f êàê íåòðèâèàëüíàÿ ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ å¼ ïåðèîäîâ S̄ è T̄0 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íî
|S̄ − [α]T̄0| = {α}|T̄0|, ò. å. åãî ìîäóëü ìåíüøå |T̄0|, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî T̄0 � îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè f â íàïðàâëåíèè T̄ . Çäåñü [α]
è {α} îáîçíà÷åíû öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà α ∈ R.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè
f : Rn → R ÿâëÿåòñÿ m-ìåðíîé ðåø¼òêîé, ïîðîæä¼ííîé ïåðèîäàìè
T̄1, T̄2, . . . , T̄m, òîãäà âñå ýòè ïåðèîäû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â äàííûõ
íàïðàâëåíèÿõ T̄1, T̄2, . . . , T̄m ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç [4, ñ. 13], m-ìåðíîé ðåø¼òêîé íàçûâàþò
ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ íåòðèâèàëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèåé ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ.
Ïóñòü T̄1, T̄2, . . . , T̄m ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäàìè ôóíêöèè f , íî ïåðèîä T̄i íå
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â íàïðàâëåíèÿõ T̄i è −T̄i, òîãäà ïî òåîðåìå 3 åãî âèä
T̄i = kiT̄0i, ãäå T̄0i � îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè f â íàïðàâëåíèè T̄i, à
ki ∈ Z \ {0} è ki 6= ±1. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ ôóíêöèè f
ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé, òî ïåðèîä T̄0i ïðåäñòàâèì íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé T̄0i = α1T̄1 + α2T̄2 + · · · + αmT̄m âåêòîðîâ T̄1, T̄2, . . . , T̄m ñ
êîýôôèöèåíòàìè αi ∈ Z, i = 1, . . . , m. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∑

j 6=i

kiαjT̄j + (kiαi − 1)T̄i = 0̄.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ T̄1, T̄2, . . . , T̄m, èç íåãî ñëåäóåò
kiαj = 0 ïðè âñåõ j 6= i, è kiαi = 1, ò. å. ki = −1 èëè ki = 1, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ î âåêòîðå T̄i. Òàêèì îáðàçîì,
âñå áàçèñíûå âåêòîðû ðåø¼òêè ïåðèîäîâ äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè
f : Rn → R ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â ñâîèõ íàïðàâëåíèÿõ.

Îáðàòíîå íåâåðíî, ò. å. íå âñÿêèé íàáîð èç m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
îñíîâíûõ ïåðèîäîâ äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f â ñîîòâåòñòâóþùèõ
íàïðàâëåíèÿõ áóäåò áàçèñîì m-ìåðíîé ðåø¼òêè å¼ ïåðèîäîâ. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ïðèâåäåì ôóíêöèþ f : R3 → R âèäà (x, y, z)→ sinx sin y+ z2,
êîòîðàÿ èìååò äâóìåðíóþ ðåø¼òêó ïåðèîäîâ, ïîðîæä¼ííóþ áàçèñíûìè
âåêòîðíûìè ïåðèîäàìè T̄1{π; π; 0} è T̄2{−π; π; 0}, îñíîâíûìè â íàïðàâ-
ëåíèÿõ T̄1{ 1√

2
; 1√

2
; 0} è T̄2{− 1√

2
; 1√

2
; 0}. Íî ïàðà âåêòîðîâ T̄1{2π; 0; 0} è

T̄2{0; 2π; 0}, îñíîâíûõ ïåðèîäîâ äàííîé ôóíêöèè â íàïðàâëåíèÿõ ī è j̄
ñîîòâåòñòâåííî, áàçèñíûìè âåêòîðàìè ðåø¼òêè ïåðèîäîâ íå ÿâëÿþòñÿ.
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Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ðàññìàòðè-
âàëàñü â ðàáîòàõ È. Â. Áîéêîâà, Á. Ã. Ãàáäóëõàåâà, È. Ê. Ëèôàíîâà,
À. Ì. Ëèíüêîâà è èõ ïîñëåäîâàòåëåé. Íåêîòîðûé îáçîð ðàáîò ïî ýòîé
òåìàòèêå ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [1]. Èç çàðóáåæíûõ ðàáîò îòìåòèì ðàáîòó
[2], ãäå ïîñòðîåíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû òèïà Ãàóññà äëÿ ãèïåðñèíãó-
ëÿðíîãî èíòåãðàëà ñ âåñîâîé ôóíêöèåé.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíîãî
èíòåãðàëà [3, 4]

Af = A(f ;x) =
1

π

+∞�

−∞

f(t)

(t− x)2
dt, x ∈ (−∞; +∞), (1)

ïîíèìàåìîãî â ñìûñëå êîíå÷íîé ÷àñòè ïî Êîøè�Àäàìàðó, ãäå f(x) �
ïëîòíîñòü èíòåãðàëà.

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé êëàññîâ ôóíêöèé êàê â ðàáîòàõ
[5�7].

Ïóñòü Lnf = Ln(f ;x) � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èíòåðïîëè-
ðóþùàÿ f(x) ïî óçëàì

xk = tg(kπ/N), k = −[(N − 1)/2], n, n = [N/2], (2)

ãäå [ξ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ξ.
Àïïðîêñèìèðóÿ ïëîòíîñòü èíòåãðàëà (1) âûðàæåíèåì Lnf ïîëó÷èì

êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

Af = A(Lnf ;x) +Rnf =
1

N

n∑
k=−[(N−1)/2]

a
(n)
k (x)f(xk) +Rnf, (3)
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ãäå

a
(n)
k (x) =


− 2
p(x)

n∑
v=1

v(Cv(x)Cv(xk) + Sv(x)Sv(xk)), N = 2n+ 1;

− 2
p(x)

n−1∑
v=1

v(Cv(x)Cv(xk) + Sv(x)Sv(xk))− n
p(x)

Cn(x)Cn(xk), N = 2n,

à Rnf = Rn(f ;x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí.

Òåîðåìà 1. Åñëè f(x) ∈ H
(r)
β,p(A), 0 < β ≤ 1, r ≥ 1, òî äëÿ îñòà-

òî÷íîãî ÷ëåíà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Rnf‖C = O(n−r−β+1 lnn), r + β > 1.

Åñëè æå f(x) ∈ W
(r)
p (M), r > 1, òî ‖Rnf‖C = O(n−r+1 lnn), r > 1.

Ïóñòü Pnf = Pn(f ;x) � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èíòåðïîëèðó-
þùàÿ f(x) ∈ Wm, p

(r) (M, δ,−∞,+∞), r > 1, ïî óçëàì (2).

Òåîðåìà 2. Åñëè f(x) ∈ W (r)
m,p (M, δ,−∞,+∞), r > 1, òî ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

‖Rnf‖C = ‖A(f − Pnf)‖C = O(n−r+1 lnn), r > 1.

Ïóñòü Hnf = Hn(f ;x) � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èíòåðïî-
ëèðóþùàÿ f(x) ïî óçëàì (2) â òîì ñìûñëå, ÷òî Hn(f ;xk) = f(xk),
H ′n(f ;xk) = f ′(xk).

Òåîðåìà 3. Åñëè f(x) ∈ H(r)
β,p(A), 0 < β ≤ 1, r ≥ 1, òî ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖Rnf‖C = ‖A(f −Hnf)‖C = O(n−r−β+2 lnn), r + β > 2.

Åñëè æå f(x) ∈ W
(r)
p (M), r > 1, òî ||Rnf ||C = ||A(f − Hnf)||C =

O(n−r+2 lnn), r > 2.
Ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå âèäû èíòåðïîëÿöèîííûõ è êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.
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Ïðîñòðàíñòâî Õàðäè H2 = H2(D) ñîñòîèò èç âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé f(z), z ∈ D = (|z| < 1), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖f‖ = sup
0<r<1

(
1

2π

2π�

0

|f(reit)|2 dt
)1/2

<∞.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H2 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ãèëüáåðòî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì è èìååò âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
ÿäðîì Ñåãå

f(ζ) = (f,Kζ), Kζ(z) =
1

1− ζ̄z
, ζ ∈ D.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ: âîçìîæíî ëè ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
f ∈ H2 â âèäå ðÿäà ïî ýëåìåíòàì ñèñòåìû {Kζn}∞n=1 ñ êîýôôèöèåíòàìè
{xn}∞n=1

f =
∞∑
n=1

xnKζn

ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê {ζn}∞n=1 ⊂ D.

Ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèå óñëîâèÿ Áëÿøêå, ò.å. óñëîâèå

∞∑
n=1

(1− |ζn|) =∞,

òàê êàê îíî ðàâíîñèëüíî ïîëíîòå â H2 ñèñòåìû {Kζn}∞n=1 (ñì., íàïð., [1]).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152).
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Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ζn}∞n=1 ⊂ D ñïåöèàëüíîãî âèäà,
à èìåííî, ðàçáèòóþ íà áëîêè

ζn = ζk,j = rke
2πij/Nk, j = 0, . . . , Nk − 1, k = 1, 2, . . . . (1)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾ðàäèóñîâ¿ {rk}∞k=1 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì

0 < r1 < . . . < rk < rk+1 < . . . , lim
k→∞

rk = 1 (2)

è {Nk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

a

Nk
≤ 1− rk ≤

b

Nk
, k = 1, 2, . . . , (3)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ 0 < a ≤ b <∞.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ζn}∞n=1 âèäà (1)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) è (3). Òîãäà ñèñòåìà {Kζn}∞n=1 îáðàçó-
åò ôðåéì â ïðîñòðàíñòâå H2 îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñ-
òâà `1,2, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xn}∞n=1 =
= {xk,j}∞ Nk−1

k=1,j=0 , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖x‖1,2 =
∞∑
k=1

(
1

Nk

Nk−1∑
j=0

|xk,j|2
)1/2

<∞.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ôðåéìà èç ðàáîòû [2].
Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X, ñîñòîÿùåå èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = {xn}∞n=1, íàçûâàåòñÿ ìîäåëüíûì, åñëè ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ îðòîâ
{en}∞n=1 îáðàçóåò áàçèñ â X. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗ ê ìîäåëü-
íîìó ïðîñòðàíñòâó X èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó
Y , ñîñòîÿùåìó èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y = {yn}∞n=1. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé èçîìîðôèçì äàåòñÿ ðàâåíñòâîì yn = (en, x

∗), n = 1, 2, . . . , ãäå
x∗ ∈ X∗, ïðè÷åì ‖y‖Y := ‖x∗‖X∗.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ áàíàõîâà ïðîñò-
ðàíñòâà F íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì â F îòíîñèòåëüíîãî ìîäåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X, åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå 0 < A ≤ B < ∞ òàêèå,
÷òî äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà g ∈ G = F ∗ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå {(fn, g)}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâàì

A‖g‖G ≤ ‖{(fn, g)}∞n=1‖Y ≤ B‖g‖G.
Âñÿêèé ôðåéì {fn}∞n=1 â F îòíîñèòåëüíî X ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ.
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Ñëåäñòâèå. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
∈ H2 ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ∈ `1,2 òàêàÿ,
÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå f =

∑∞
n=1 xnKζn.
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Î ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÈ ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÎÉ ÑÓÁÌÅÐÛ
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ïðîäîëæåíèè íåàääèòèâíîé ôóíêöèè ìíîæå-
ñòâà íàðÿäó ñ ïðèìåíåíèåì îáùåãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðèíöèïà ïðîäîë-
æåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]), èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóê-
òèâíûé ïîäõîä ([3, 4]).

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ êîìïîçèöèîííîé ñóáìåðû
èñïîëüçóåòñÿ ëåáåãîâñêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîäîëæåíèÿ ìåðû ([5], [6]).

Ïóñòü T � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, Σ � íåêîòîðûé íåïóñòîé êëàññ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà T , ∅ ∈ Σ, R(Σ) � êîëüöî ìíîæåñòâ, ïîðîæäåííîå
êëàññîì Σ.

Êëàññ ìíîæåñòâ, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îáðàçîâàíèÿ ðàçíîñòè, áó-
äåì íàçûâàòü m-êëàññîì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ϕ : Σ → R+, ϕ(∅) = 0, �
íåïðåðûâíà â íóëå (ñîîòâåòñòâåííî, íåïðåðûâíà ñâåðõó â íóëå) íà Σ,
åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ {En} ⊂ Σ, ñõîäÿùåéñÿ ê
ïóñòîìó ìíîæåñòâó (ñîîòâåòñòâåííî, En ↓ ∅) ñïðàâåäëèâî

lim
n→∞

ϕ(En) = 0. (1)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ϕ : Σ → R+, ϕ(∅) = 0, �
èñ÷åðïûâàþùàÿ íà Σ, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {En} ⊂ Σ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1).

Ïóñòü F = {f}, f : R+ → R+, f(0) = 0, � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ,
ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f(x) ≥ x,
x ∈ R+.
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Ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà ϕ : Σ→ R+, ϕ(∅) = 0, áóäåì íàçû-
âàòü êîìïîçèöèîííîé ñóáìåðîé ïåðâîãî ðîäà, åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
f1, f2 ∈ F òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A,B ∈ Σ,
ñ óñëîâèåì A ∪B ∈ Σ, ñïðàâåäëèâî

ϕ(A ∪B) ≤ f1ϕ(A) + f2ϕ(B);

è êîìïîçèöèîííîé ñóáìåðîé âòîðîãî ðîäà, åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
g, f1, f2 ∈ F òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A,B ∈
∈ Σ, ñ óñëîâèåì A ∪B ∈ Σ, ñïðàâåäëèâî

ϕ(A ∪B) ≤ g(f1ϕ(A) + f2ϕ(B)).

Åñëè f1(x) = g(x) = x, f2(x) = f(x), f ∈ F , òî ôóíêöèþ ϕ áóäåì
íàçûâàòü f -êîìïîçèöèîííîé ñóáìåðîé.

Ïóñòü ϕ : Σ → R+, ϕ(∅) = 0, ϕ′(E) = sup{ϕ(A), A ⊂ E,A ∈ Σ},
E ⊂ T , � ñóïðåìàöèÿ ôóíêöèè ϕ.

Ïóñòü Σσ � êëàññ ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé ìíîæåñòâ êëàññà Σ, H(Σσ) �
íàñëåäñòâåííîå σ-êîëüöî, ïîðîæäåííîå êëàññîì Σσ. Äëÿ êàæäîãî ìíî-
æåñòâà E ∈ H(Σσ) ïîëîæèì

ϕ∗(E) = inf{ϕ′(F ), E ⊂ F, F ∈ Σσ}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σϕ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ σ-êîëüöàH(Σσ), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

E ∈ Σϕ ⇔ ∀ε > 0 ∃e ∈ R(Σ) : ϕ∗(E4e) < ε.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ � êîìïîçèöèîííàÿ ñóáìåðà ïåðâîãî ðîäà, çà-
äàííàÿ íà m-êëàññå Σ. Ïóñòü ñóáìåðà ϕ íåïðåðûâíà ñâåðõó â íóëå è
èñ÷åðïûâàþùàÿ íà Σ. Òîãäà

1) Σ ⊂ Σϕ è ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ϕ∗ ñîâïàäàåò ñ ϕ íà Σ;
2) ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ Σϕ ÿâëÿåòñÿ σ-êîëüöîì, ïðè÷¼ì îãðà-

íè÷åíèå ϕ∗ íà Σϕ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèîííîé ñóáìåðîé âòîðîãî ðîäà,
íåïðåðûâíîé â íóëå íà Σϕ;

3) åñëè Σ � êîëüöî ìíîæåñòâ, à ϕ � f -êîìïîçèöèîííàÿ ñóáìåðà íà
Σ, òî ϕ∗ åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ â íóëå f -êîìïîçèöèîííàÿ ñóáìåðà,
ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîäîëæåíèåì ϕ íà σ-êîëüöî Σϕ.
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ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ ÝÐÌÈÒÀ�ÏÀÄÅ1

À. Ï. Ñòàðîâîéòîâ, Å. Ï. Êå÷êî, Ì. Â. Ñèäîðöîâ
(Ãîìåëü, Áåëàðóñü)

svoitov@gsu.by, ekechko@gmail.com, sidortsov@mail.ru

Ïóñòü 0 = λ0 < λ1 < λ2 � ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà, à n0 = n, n1 = αn, n2 = βn, ãäå n, α, β � íàòóðàëüíûå
÷èñëà (α, β � ôèêñèðîâàíû). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû Ap

np
(z),

deg Ap
np
6 np − 1, p = 0, 1, 2, õîòÿ áû îäèí èç êîòîðûõ òîæäåñòâåííî íå

ðàâåí íóëþ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

2∑
p=0

Ap
np

(z) eλpz = O
(
zn0+n1+n2−1

)
, z → 0 . (1)

Ìíîãî÷ëåíû {Ap
np

(z)}2
p=0 ââåäåíû Ýðìèòîì [1] â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì

àëãåáðàè÷åñêîé ïðèðîäû ÷èñëà e. Ñîãëàñíî ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè
(ñì. [2]) èõ íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíàìè Ýðìèòà �Ïàäå 1-ãî ðîäà (Latin type)
äëÿ ñèñòåìû ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé {eλpz}2

p=0. Äèàãîíàëüíîìó ñëó-
÷àþ ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðîì n = n0 = n1 = n2.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è àïïðîêñèìàöèé Ýðìèòà �
Ïàäå (îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìàöèé Ýðìèòà �Ïàäå 1-ãî è 2-ãî ðîäà ñì.
â [2, 3]) àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ è ñîñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíîå íàïðàâëåíèå
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà è òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Òðàäèöèîííî àïïðîêñèìà-
öèè Ýðìèòà �Ïàäå èìåþò ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæå-
íèé, ê çàäà÷àì ïðèáëèæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è àíàëèòè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ. Îíè îêàçàëèñü ïîëåçíûìè â òåîðèè íåñèììåòðè÷íûõ ðàç-
íîñòíûõ îïåðàòîðîâ è â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè â îñíîâíîì èçó÷àëèñü ñâîéñòâà äèàãîíàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ (ïîäðîáíåå ñì. [4]). Â [5] K. Äðàéâåð è Í. Òåììå èññëåäîâàëè
àñèìïòîòèêó íåäèàãîíàëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà �Ïàäå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Áåëà-
ðóñü.
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è ïîëó÷èëè ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò â ñëó÷àå, êîãäà λ1 = 1, λ2 = 2,
n0 = n, n1 = αn, n2 = n.

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà K. Äðàéâåð è Í. Òåì-
ìå. Íàìè èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåäèàãîíàëüíûõ êâàä-
ðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà �Ïàäå 1-ãî ðîäà äëÿ ñèñòåìû ýêñïîíåíò
{eλpz}2

p=0, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ (ñì. [1]) â ñëåäóþùåì âèäå

Ap
np

(z) =
e−λp z

2πi

�

Cp

e ξ z d ξ

[ϕ(ξ)]n
, 0 6 p 6 2 , (2)

ãäå ϕ(ξ) = ξ(ξ−λ1)
α(ξ−λ2)

β, à Cp � ãðàíèöà êðóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå λp
ñòîëü ìàëîãî ðàäèóñà, ÷òî âñå îñòàëüíûå λj ëåæàò âî âíåøíîñòè ýòîãî
êðóãà.

Ïóñòü xj, j = 1, 2 íóëè ôóíêöèè ϕ′(ξ), ò.å. ϕ′(xj) = 0, j = 1, 2. ßñíî,
÷òî xj � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è x1 ∈ (0, λ1), x2 ∈ (λ1, λ2). Ñ÷èòàåì,
÷òî G � òàêàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, ÷òî {xj}2

j=1 ⊂ G ⊂ C\{λp}2
p=0. Òîãäà

(ñì. [6]) ôóíêöèÿ (âåçäå äàëåå i � ìíèìàÿ åäèíèöà)

S(ξ) = − lnϕ(ξ),

ãäå
S(x1) = − ln |ϕ(x1)|, åñëè ϕ(x1) > 0,

S(x1) = − ln |ϕ(x1)| − iπ, åñëè ϕ(x1) < 0,

ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â G. Çíà÷åíèå ôóíêöèè
S(ξ) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

S(ξ) = − ln |ϕ(ξ)| − i[ImS(x1) + ∆γ argϕ(ξ)],

ãäå êðèâàÿ γ ëåæèò â G è ñîåäèíÿåò òî÷êè x1 è ξ, à ∆γ argϕ(ξ) � ïðèðà-
ùåíèå àðãóìåíòà ϕ(ξ) âäîëü êðèâîé γ.

Âûáèðàÿ ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå êîðíÿ, ïîëàãàåì

Bn(xj) =

√
1

2πnS ′′(xj)
enS(xj), j = 1, 2.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü n0 = n, n1 = αn, n2 = βn. Òîãäà äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà z ∈ C ïðè n→∞

A0
n0

(z) = Bn(x1)e
x1z (1 +O (1/n)) ,
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A1
n1

(z) = Bn(x2)e
(x2−λ1)z (1 +O (1/n))−Bn(x1)e

(x1−λ1)z (1 +O (1/n)) ,

A2
n2

(z) = −Bn(x2)e
(x2−λ2)z (1 +O (1/n)) .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ρ =

√
α

α + 2
,

Dn,α = ρ1−α(2n+ αn)(2n+ αn− 2) . . . (αn+ 2).

Èç òåîðåìû ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå ðàâíîñèëüíîå (c ó÷¼òîì íîðìèðîâêè
ìíîãî÷ëåíîâ) òåîðåìå 3.2 èç ðàáîòû [5].

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü λ1 = 1, λ2 = 2, n0 = n + 1, n1 = α(n + 1),
n2 = n+ 1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà z ∈ C ïðè n→∞

A0
n0

(z) =
(−1)n1+n2

2n+1n!
Dn,αe

(1−ρ)z (1 +O (1/n)) ,

A1
n1

(z) =
(−1)n2

2n+1n!
Dn,α

[
eρz + (−1)n1+1e−ρz

]
(1 +O (1/n)) ,

A2
n2

(z) =
(−1)n2+1

2n+1n!
Dn,αe

−(1−ρ)z (1 +O (1/n)) .
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ
Â ÂÛÏÓÊËÛÕ ÍÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÊÎÍÓÑÀÕ1

Ô. Ñ. Ñòîíÿêèí (Ñèìôåðîïîëü, Ðîññèÿ)
fedyor@mail.ru

Ìíîãèå çàäà÷è àíàëèçà ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè âìåñòî ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå àáñòðàêòíûå âûïóêëûå êî-
íóñû. Òåîðèÿ âûïóêëûõ êîíóñîâ ñ íîðìîé (äàëåå � íîðìèðîâàííûõ êîíó-
ñîâ) àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ, â ýòîé îáëàñòè èçâåñòíî íåìàëî ñîâðåìåííûõ
ðàáîò (ñì., íàïðèìåð [1�3]). Îòìåòèì, ÷òî êëàññ íîðìèðîâàííûõ êîíó-
ñîâ çíà÷èòåëüíî øèðå êëàññà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ: äàæå â äâóõìåðíîì
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíò-
íûå íîðìèðîâàííûå êîíóñû, íå äîïóñêàþùèå ëèíåéíîãî èíúåêòèâíîãî
èçîìåòðè÷íîãî âëîæåíèÿ íè â êàêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî X ÷èñëîâûõ ïàð (a, b), ãäå a > 0, b ∈ R,
ïðè÷¼ì b = 0 îçíà÷àåò a = 0. Íîðìà â X ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
‖(a, b)‖X = a+ b2/a ïðè a 6= 0 è ‖(0, 0)‖X = 0. Îòìåòèì, ÷òî åäèíè÷íûé
øàðBX(0) = {(a, b) ∈ X | ‖(a, b)‖X 6 1} åñòü êðóã ðàäèóñà 1/2 ñ öåíòðîì
â òî÷êå (0, 1/2).

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëîãó èçâåñòíîé òåîðåìû Áàíàõà-
Àëàîãëó î ∗-ñëàáîé êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà â ñîïðÿæ¼ííîì ïðî-
ñòðàíñòâå äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà íîðìèðîâàííûõ êîíóñîâ, à òàêæå
íåêîòîðûì ïðèëîæåíèÿì ê ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì.

Íåäàâíî íàìè (ñì. [4]) áûë âûäåëåí êëàññ îòäåëèìûõ íîðìèðîâàííûõ
êîíóñîâ X, òî÷êè êîòîðûõ ìîæíî ðàçäåëèòü ôóíêöèîíàëàìè âèäà

p`(x) = max{0, `(x)} ∀x ∈ X, (1)

ãäå ` : X → R � ëèíåéíû è îãðàíè÷åíû ïî íîðìå (`(x) 6 C||x|| ∀x ∈ X
ïðè íåêîòîðîì C > 0), ïðè÷åì `(x0) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 6= 0.

Íàáîð X̂∗sub ôóíêöèîíàëîâ âèäà (1) ìû íàçîâ¼ì ñóáñîïðÿæåííûì êî-
íóñîì. Íà ýòîì ìíîæåñòâå ìîæíî ââåñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ íà íåîòðèöàòåëüíûé ñêàëÿð ñëåäóþùèì îáðàçîì: p`1 ⊕ p`1 := p`1+`2,
λ · p` := pλ·` äëÿ ïðîèçâîëüíûõ `1, `2 è λ > 0. Îòíîñèòåëüíî ââåä¼ííûõ
îïåðàöèé X̂∗sub áóäåò íîðìèðîâàííûì êîíóñîì ñ íîðìîé

||p`||X̂∗sub := sup
x 6=0

p`(x)

||x||
.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ
ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷¼íûõ-êàíäèäàòîâ íàóê (ïðîåêò ÌÊ-176.2017.1).
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Îòìåòèì (ñì. [4]), ÷òî âñÿêèé îòäåëèìûé íîðìèðîâàííûé êîíóñ ìîæ-
íî ìåòðèçîâàòü. Òî÷íåå ãîâîðÿ, â îòäåëèìîì íîðìèðîâàííîì êîíóñå ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ îäíîðîäíàÿ ìåòðèêà dX : X×X → R, ÷òî dX(0, x) = ||x||
∀x ∈ X. Ïðè ýòîì â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ (E, ||·||) áóäóò âåðíû
íåðàâåíñòâà:

1

2
||x− y|| 6 dE(x, y) 6 ||x− y|| x, y ∈ E.

Åñòåñòâåííî ìîæíî ââåñòè ∗-ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â ñóáñîïðÿæåííîì êîíóñå X̂∗sub ê íîðìèðîâàííîìó êîíóñó X:

p` = ∗- lim
n→∞

p`n, åñëè p`(x) = lim
n→∞

p`n(x) ∀x ∈ X.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Áàíàõà-Àëàîãëó â êëàññå
íîðìèðîâàííûõ êîíóñîâ.

Òåîðåìà 1. Åñëè (X, dX) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñ-

òâî, òî B∗ = {p` ∈ X̂∗sub | ||p`||X̂∗sub 6 1} � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî äëÿ íåêîòîðîé ìåòðèêè.

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ìè-
íèìóìà ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà ∗-çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå êîíóñà
X = Ŷ ∗sub äëÿ íåêîòîðîãî îòäåëèìîãî dY -ñåïàðàáåëüíîãî íîðìèðîâàííîãî
êîíóñà Y .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X = Ŷ ∗sub, Y � îòäåëèìûé dY -ñåïàðàáåëüíûé
íîðìèðîâàííûé êîíóñ, f : A→ R � ñîáñòâåííûé ôóíêöèîíàë (f(x) >
> −∞ ∀x ∈ A), íåïðåðûâíûé íà çàìêíóòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå A â
ñòàíäàðòíîé êîíóñ-òîïîëîãèè, ïîðîæä¼ííîé ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé
Bε(x) = {x+h | ‖h‖ 6 ε, h ∈ X} òî÷åê x ∈ X, ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò a0 ∈ A, ÷òî f(a0) = min

x∈A
f(x), à òàêæå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {ak}∞k=1 ∈ A, äëÿ êîòîðîé f(a0) = lim
k→+∞

f(ak).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë f ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì â êîíóñå X,
íî íåñîáñòâåííûì âî âñÿêîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå EX ⊃ X. Ê
ïðèìåðó, ýòîò áóäåò âåðíî äëÿ ôóíêöèîíàëà f((a, b)) = −b2/a â íîðìè-
ðîâàííîì êîíóñå X èç ïðèìåðà 1.

Òåîðåìû 1 è 2 óäîáíî ïðèìåíÿòü â ñëó÷àå X = X̂∗sub. Áóäåì íàçûâàòü
òàêèå êîíóñû X ñàìîñîïðÿæ¼ííûìè. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûì áóäåò, íàïðè-
ìåð, íîðìèðîâàííûé êîíóñ èç ïðèìåðà 1.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 2 ìîæíî äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î
ñóùåñòâîâàíèè áëèæàéøåé ê x0 6∈ A òî÷êè ∗-ñëàáî êîìïàêòíîãî âûïóê-
ëîãî ìíîæåñòâà A, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íîðìèðîâàííîãî êîíóñà Y âåðíî
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X = Ŷ ∗sub. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå çàäà÷è â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ñ íåñèììåòðè÷íîé íîðìîé ðàññìîòðåíû Ã. Å. Èâàíîâûì, íàïðèìåð, â [5].

Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x0 ∈ A äî ìíîæåñòâà A áóäåì íàçûâàòü âåëè-
÷èíó

ρ(x0, A) := inf{ε > 0 | A ∩ x0 + εBX(0) 6= ∅},
ãäå BX(0) = {x ∈ X | ||x|| 6 1}.

Â îòëè÷èå îò ðàññòîÿíèé â íîðìèðîâàííûõ (è íåñèììåòðè÷íî íîð-
ìèðîâàííûõ [5]) ïðîñòðàíñòâàõ, â íîðìèðîâàííîì êîíóñå X âîçìîæíî
A ∩ {x0 + εBX(0)} = ∅ ∀ε > 0. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
ρ(x0, A) = +∞. Íàïðèìåð, òàê áóäåò â ñëó÷àå X = {(a, b) | a, b > 0}
ïðè ||(a, b)||X =

√
a2 + b2 äëÿ ìíîæåñòâà A = {(a, b) | max{a, b} 6 1} è

òî÷êè x0 = (2, 2).
Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ðàçðåøèìîñòè çà-

äà÷è íàõîæäåíèÿ ρ-áëèæàéøåé òî÷êè ìíîæåñòâà A ê òî÷êå x0 6∈ A.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � ∗-ñëàáî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî íîð-

ìèðîâàííîãî êîíóñà X = Ŷ ∗sub äëÿ íåêîòîðîãî íîðìèðîâàííîãî êîíó-
ñà Y , ãäå (Y, dY ) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè
ρ(x0, A) < +∞, òî ñóùåñòâóåò a0 ∈ A : a0 = x0 + h, ãäå h ∈ X è
||h|| = ρ(x0, A).

Â íîðìèðîâàííûõ êîíóñàõ ìîæíî ââåñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íóþ
îò ρ, ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x0 ∈ X äî ìíîæåñòâà A ⊂ X:

ρ̂(x0, A) := inf{ε > 0 | x0 ∈ A+ εBX(0)}.

Äëÿ çàäà÷è î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ρ̂ ñïðàâåäëèâ
àíàëîã òåîðåìû 3 äëÿ ∗-ñëàáî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X.
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Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî H ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X
íà [0, 1] íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âëîæåííûì â X, åñëè â H ñõîäèìîñòü ïî
X-íîðìå ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ïî ìåðå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûå ïðîñòðàíñòâà X, âñå ðåôëåêñèâíûå ïîäïðîñòðàíñòâà êîòîðûõ
ñèëüíî âëîæåíû â X. Ïðèâåäåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1 [1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî X
íà îòðåçêå [0, 1] îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè {xn}∞n=1 ⊂ X,

xn
w→ 0 â X è xn

µ→ 0, òî ‖xn‖X → 0. Òîãäà ëþáîå ðåôëåêñèâíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Y ⊂ X ñèëüíî âëîæåíî â X.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2], ãäå àíàëîãè÷-
íîå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à, â êîòîðûõ âû-
ïîëíåí àíàëîã êëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ Äàíôîðäà-Ïåòòèñà îòíîñèòåëü-
íî ñëàáî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà L1 (ñì., íàïðèìåð, [3,
òåîðåìà 5.2.9]). Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî [4] â êëàññå ñèììåòðè÷íûõ ïðîñò-
ðàíñòâ X ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

(1) èç {xn}∞n=1 ⊂ X, xn
w→ 0 â X è xn

µ→ 0 ñëåäóåò: ‖xn‖X → 0;
(2) âX èìååò ìåñòî àíàëîã îïèñàíèÿ Äàíôîðäà �Ïåòòèñà îòíîñèòåëü-

íî ñëàáî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà L1.
Â òî æå âðåìÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ îá-

ðàòíîå óòâåðæäåíèå ê òåîðåìå 1 íå èìååò ìåñòà. Åñëè ϕ(t) � âîãíóòàÿ
âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1], òî ïðîñòðàíñòâî M0(ϕ) ñîñòîèò èç âñåõ
èçìåðèìûõ íà [0, 1] ôóíêöèé x = x(s) òàêèõ, ÷òî

lim
t→0

� t
0 x
∗(s) ds

ϕ(t)
= 0,

ñ íîðìîé

||x||M0(ϕ) := sup
0<t≤1

� t
0 x
∗(s) ds

ϕ(t)
.

Òîãäà, åñëè ϕ(t) ≥ ct ln1/2(e/t) äëÿ íåêîòîðîãî c > 0 è âñåõ 0 < t ≤
≤ 1, òî ïðîñòðàíñòâî M0(ψ) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì (1) (è ýêâèâàëåíò-
íî (2)), îäíàêî ëþáîå åãî ðåôëåêñèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñèëáíî âëîæåíî
â M0(ϕ).

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ñ. Â. Àñòàøêèíûì.
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M. S. Sultanakhmedov (Makhachkala, Russia)

sultanakhmedov@gmail.com

We consider the Cauchy problem for the nonlinear di�erence equation

∆y(x) = hf(x, y), y(0) = y0, h > 0, (1)

in which the function f(x, y) we shall assume as given on the Cartesian
product ΩN × R, where ΩN = {0, 1, . . . , N − 1}. Here and below ∆y(x) =
= y(x+ 1)− y(x) is the �nite di�erence operator.

It is required to approximate with a speci�ed accuracy de�ned on ΩN+1

function y = y(x), which represents the solution of problem (1).

Let us consider the system of polynomials τα,β1,n (x,N), (n = 0, 1, . . . , N),
also de�ned on the net ΩN+1 and orthogonal in the Sobolev sense with respect
to the following scalar product

〈τα,β1,n , τ
α,β
1,m〉 = τα,β1,n (0)τα,β1,m(0) +

N−1∑
j=0

∆τα,β1,n (j)∆τα,β1,m(j)µ(j),

where α, β > −1, µ(x) � discrete weight function given by equality

µ(x) = µ(x;α, β,N) =
Γ(N)2α+β+1

Γ(N + α + β + 1)

Γ(x+ β + 1)Γ(N − x+ α)

Γ(x+ 1)Γ(N − x)
.

Polynomials τα,β1,n (x,N) are determined through the classical Chebyshev
polynomials of discrete variable by the following expressions:

τα,β1,0 (x,N) = 1, τα,β1,k+1(x,N) =
x−1∑
t=0

τα,βk (t, N).
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In current work we propose a new approach to the approximate solution
of (1), based on decomposition of the function y(x) on the grid ΩN+1 into a

�nite Fourier series by polynomials τα,β1,n (x,N):

y(x) = y(0) +
N−1∑
k=0

ŷ1,k+1τ
α,β
1,k+1(x,N), x ∈ ΩN+1.

where

ŷ1,k+1 =
N−1∑
t=0

∆y(j)τα,βk (j,N)µ(j), (k ≥ 0).

We note that the obtained results can be generalized to systems of
di�erence equations of the form ∆y(x) = hf(x, y), y(0) = y0, with
f = (f1, . . . , fm), y = (y1, . . . , ym).

Moreover, problem (1) is of interest in connection with the fact, that
the issue of the approximate solution of the Cauchy problem for ordinary
di�erential equation

y′(x) = hf(x, y), y(0) = y0, h > 0,

can be reduced to it.

ÓÄÊ 517.5

ÐÀÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÓÌÌ ÌÎÄÓËÅÉ ÁËÎÊÎÂ ÐßÄÎÂ
ÔÓÐÜÅ�ÓÎËØÀ ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ

ÂÀÐÈÀÖÈÈ
Ñ. À. Òåëÿêîâñêèé, Í. Í. Õîëùåâíèêîâà (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)

sergeyaltel@ya.ru, kholshchevnikova@gmail.com

Ïóñòü f � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà ïðîìåæóòêå [0, 1) è

∞∑
k=1

ckwk(x)

åå ðÿä Ôóðüå �Óîëøà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà Óîëøà â íóìåðàöèè Ïý-
ëè. Êàê èçâåñòíî, ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïî òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå âñþäó ñõîäÿòñÿ. Â ñëó÷àå ñèñòåìû Óîëøà òà-
êèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f (è äàæå
â òî÷êàõ, ãäå âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ñëàáîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè), íî ìî-
ãóò ðàñõîäèòüñÿ â òî÷êàõ ðàçðûâà, õîòÿ è îãðàíè÷åííî. Ïóñòü {nj} �
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ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ. Ðàññìîòðèì âîïðîñ
î ñõîäèìîñòè ðÿäà ïî ìîäóëÿì áëîêîâ

∞∑
j=1

|
nj+1−1∑
n=nj

cnwn(x)|,

â ìåòðèêå L∞[0, 1).
Â ðàáîòàõ [1�4] äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé îãðà-

íè÷åííîé âàðèàöèè èññëåäîâàëèñü óñëîâèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ
ðàçáèåíèÿ íà áëîêè, ïðè êîòîðûõ ðÿä ïî áëîêàì àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ
ê ñóììèðóåìîé ôóíêöèè, ê îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, ê ôóíêöèè ñóììè-
ðóåìîé ñ êâàäðàòîì. Íàïîìíèì ïåðâûé è âòîðîé ðåçóëüòàòû, òàê êàê
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âîïðîñîâ ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ è â ñëó÷àå ñèñòåìû
Óîëøà.

Ïóñòü {nj} � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ, f �
ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [−π, π] è

a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

åå ðÿä Ôóðüå.
Â ðàáîòå [1] óñòàíîâëåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {nj} äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè
åå ðÿä Ôóðüå àáñîëþòíî ñõîäèëñÿ ïî áëîêàì ê ñóììèðóåìîé ôóíêöèè, à
èìåííî,

a0

2
+
∞∑
j=1

|
nj+1−1∑
k=nj

(ak cos kx+ bk sin kx)| ∈ L[−π, π]. (1)

Ýòî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∞∑
j=1

log(min(nj, nj+1 − nj + 1))

nj
<∞.

Â ñòàòüå [2] ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì â äàí-
íîì âîïðîñå. Ïðè ýòîì ñàìî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé
ôîðìå:

∞∑
j=1

log(nj+1 − nj + 1)

nj+1
<∞.

Â ðàáîòå [5] ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ôóíê-
öèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïî ñèñòåìå Óîëøà �Ïýëè.
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Ïðèâåäåì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëåíèé. Âñÿêîå íåîòðèöà-
òåëüíîå öåëîå ÷èñëî n èìååò äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå âèäà n =

∑∞
k=0 εk2

k,
ãäå εk = 0 èëè 1. Âàðèàöèåé òàêîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

V (n) =
∞∑
k=1

|εk − εk−1|+ ε0.

Ïóñòü nj+1 è nj èìåþò äâîè÷íûå ðàçëîæåíèÿ nj+1 = 2l1 + 2l2 + . . . +
+ 2lν + 2lν+1 + . . .+ 2ls, nj = 2m1 + 2m2 + . . .+ 2mµ + 2lν+1 + . . .+ 2ls, ïðè÷åì
mµ < lν. Òîãäà ïîëîæèì ñj+1 = 2l1+2l2+. . .+2lν , ñj = 2m1+2m2+. . .+2mµ.

Â [5] äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü {nj}∞j=1 � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè îãðà-
íè÷åííîé âàðèàöèè ñóììà ðÿäà

∞∑
j=1

|
nj+1−1∑
n=nj

cnwn(x)|,

ãäå cn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Óîëøà ýòîé ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàëà
ïðîñòðàíñòâó L[0, 1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä

∞∑
j=1

max(V (ñj+1, V (ñj)

nj+1
.

Ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå íà {nj} ñëàáåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå
â òðèãîíîìåòè÷åñêîì ñëó÷àå.

Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ðÿäà (1) ê îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëó÷åíû â ðàáîòå [3].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü {nj}∞j=1 � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ôóíêöèè îãðà-
íè÷åííîé âàðèàöèè

a0

2
+
∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
nj+1−1∑
k=nj

(ak cos kx+ bk sin kx)

∣∣∣∣∣∣ ∈ L∞[−π, π],

ãäå ak, bk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:

∞∑
j=i

1

nj
min(ni, ni+1 − ni) ≤M, i = 1, 2, ...,

ãäå M � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Óîëøà â àíàëîãè÷íîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñîâñåì
äðóãîé ðåçóëüòàò, à èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü {nj}∞j=1 � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âà-
ðèàöèè, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü âåëè÷èíû

∞∑
j=1

|
nj+1−1∑
n=nj

cnwn(x)|

ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòà âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ íà
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íåêîòîðîãî îòðåçêà [0, ξ], çàâèñÿùåãî îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, α > −1
2 . ×åðåç Lp,α îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî, ñîñòî-

ÿùåå èç èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(x) íà [0,∞) äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖f‖p,α =

(� ∞
0

|f |px2α+1dx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L∞,α ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f(x), êîòîðûå ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû íà [0,∞).
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Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ

‖f‖∞,α = sup
x∈[0,∞)

|f |.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Lp,α(1 ≤ p ≤ ∞) îïåðàòîð îáîáùåííîãî
ñäâèãà [1] ôóíêöèè f(x)

T hf(x) =
Γ(α + 1)

Γ(1
2)

Γ(α +
1

2
)

� π

0

f(
√
x2 + h2 − 2xh cosϕ)(sinϕ)2αdϕ.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà T h : Lp,α → Lp,α (ñì.[2])

T hjα(λx) = jα(λx)jα(λh),

jα(u) =
2αΓ(α + 1)

uα
Jα(u),

ãäå Jα(u) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà α,∥∥T h(f)
∥∥
p,α
≤ C ‖f‖p,α , 1 ≤ p ≤ ∞

� ∞
0

T hf(x)g(x)x2α+1dx =

� ∞
0

f(x)T hg(x)x2α+1dx.

Èçâåñòíî [4] åñëè 4(α+1)
2(α+3) < p < 4(α+1)

2α+1 , òî

‖f − Snf‖p,α → 0, n→∞, f ∈ Lp,α.

Òåîðåìà 1. 1. Ïóñòü f ∈ Lp,α, 1 < p ≤ 2, α > −1
2 . Åñëè f̂(k) �

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå �Áåññåëÿ äëÿ f ïî ñèñòåìå (jα(λkx)), òî{ ∞∑
k=1

|f̂(k)|pkp−2

} 1
p

≤ CpM
2−p
p ‖f‖p,α .

2. Ïóñòü (ck) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êîòîðîé
(

4(α+1)
2α+1 > q ≥ 2

)
∞∑
k=1

|ck|qkq−2 <∞,
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òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ Lq,α èìåþùàÿ (ck)� ñâîèìè êîýôôèöè-
åíòàìè Ôóðüå�Áåññåëÿ ïî ñèñòåìå (jα(λkx)) òàêàÿ, ÷òî

‖f‖q,ν ≤ CqM
q−2
q

{ ∞∑
k=1

|Ck|qkq−2

} 1
q

ôóíêöèÿ f = limn→∞ Sn(f) â Lq,α, ãäå Sn(f) = Sn(f, x) = c1jα(λ1x) +
c2jα(λ2x) + · · ·+ cnjα(λnx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ν � ìåðà ðàâíàÿ 1
n2 äëÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿ-

ùåãîñÿ èç îòäåëüíîé òî÷êè n, n = 1, 2, . . . è ðàâíàÿ íóëüþ äëÿ ìíîæåñòâ
íå ñîäåðæàùèõ íè îäíîé èç ýòèõ òî÷åê.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð h = Tf = {nf̂(n)} íà âñþ Lp,α, 1 < p < 2,
α > −1

2 ñ íîðìîé

‖h‖p,ν =

{ ∞∑
n=1

|nf̂(n)|pn−2

} 1
p

Èç íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ

‖Tf‖2
2,ν = (

1

2αΓ(α + 1)
)2
∞∑
n=1

|f̂(n)|2 ≤
� ∞

0

|f(x)|2x2α+1dx

ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T èìååò ñèëüíûé òèï (2, 2), à çíà÷èòü èìååò ñëàáûé
òèï (2, 2).

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð T èìååò òèï (1, 1), à òî÷íåå ïîêàæåì, ÷òî

ν(Ey(h)) ≤ 2M

y
‖f‖1,α , ν(Ey(h)) =

∑
n:|nf̂(n)|>y

1

n2
.

Åñëè |nf̂(n)| > y, òî ó÷èòûâàÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî |jα(λnx)| ≤ 1
èìååì

y < |nf̂(n)| = n

� ∞
0

|f(x)jα(λnx)|x2α+1dx ≤

≤ n

� ∞
0

|f(x)|x2α+1dx = n ‖f‖1,α ,

îòêóäà n > y
‖f‖1,α . Ïîýòîìó

ν(Ey(h)) =
∑

n:|nf̂(n)|>y

1

n2
≤ 2y

‖f‖1,α

è íàì íóæíîå íåðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî.
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Ïðèìåíÿÿ èíòåðïîëÿöèîííóþ òåîðåìó òèïà Ìàðöèíêååâè÷à ñ ïàðà-
ìåòðîì γ = 2−p

p è c ó÷åòîì ðåçóëüòàòà S. Herz èç[4] ïîëó÷èì{ ∞∑
n=1

|f̂(n)|pnp−2

} 1
p

= ‖Tf‖p,ν ≤ ‖f‖p,α .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1 ïðè α = −1

2 ñâîäèòüñÿ ê òåîðåìå Õàðäè �
Ëèòòëâóäà [3].

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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ÓÌÍ. 1951. Ò. 6:2, âûï. 1. Ñ. 102�143.
2. Ïëàòîíîâ Ñ. Ñ. Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç Áåññåëÿ è ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé íà

ïîëóïðÿìîé // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 2007. Ò. 71, � 5. C. 149�196.
3. Çèãìóíä. À. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ì. : Ìèð, 1965. 569 ñ.
4. Carl S. Herz On the mean inversion of Fourier and Hankel transforms // Proc.

Nat. Acad. Sci USA. 1954. Vol. 40, � 10. P. 969�999.

ÓÄÊ 517.9

ÂÇÐÛÂÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß Â ËÈÍÅÉÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÄËß ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ1

È. Â. Òèõîíîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
ivtikh@mail.ru

Äàâíî èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè {

ut = uxx, x ∈ R, t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = 0,
(1)

èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ u(x, t) 6≡ 0 èç êëàññà C∞(R× [0, 1]). Ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
∞∑
k=0

γ(k)(t)
x2k

(2k)!
, x ∈ R, t ∈ [0, 1], (2)

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå íåêâàçèàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè γ(t) 6≡ 0 â ïðî-
ñòðàíñòâå C∞[0, 1]. Áîëåå òîãî, îáùàÿ òåîðèÿ (ñì. [2, ñ. 32]) ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå íóæíûõ ôóíêöèé ñî ñâîéñòâàìè

γ(k)(0) = γ(k)(1) = 0, |γ(k)(t)| 6Mqk (k!)p, 0 < t < 1, (3)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 18-01-00236).
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ïðè âñåõ k = N ∪ {0} ñî çíà÷åíèÿìè M > 0, q > 0 è p ∈ (1, 2). Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî (3) îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (2) è âûïîëíåíèå óñëîâèé{

ut = uxx, x ∈ R, t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0,
(4)

åùå áîëåå ñïåöèôè÷íûõ, ÷åì (1). Ñèñòåìà (4) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ
òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ (ñì. [3]). Äðóãèå ïðèìåíåíèÿ ïîõîæèõ êîíñòðóê-
öèé ê îáðàòíûì çàäà÷àì äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé óêàçàíû â [4, 5].

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè íàãëÿäíî ¾óâèäåòü¿ íåòðè-
âèàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà (1) è (4), èëè æå ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ
ðåøåíèé íàäî ïðèíÿòü ëèøü óìîçðèòåëüíî?

Òåîðåòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíê-
öèè u(x, t) äîëæíû îáëàäàòü èñêëþ÷èòåëüíûì ðîñòîì ïðè |x| → +∞
â ïîëîñå R× [0, 1] â òîì ñìûñëå, ÷òî íè îöåíêà ñâåðõó

u(x, t) 6 C exp
(
σ|x|2

)
, x ∈ R, t ∈ [0, 1], (5)

íè îöåíêà ñíèçó

u(x, t) > −C exp
(
σ|x|2

)
, x ∈ R, t ∈ [0, 1], (6)

íå ìîãóò áûòü âûïîëíåííûìè íè ñ êàêèìè êîíñòàíòàìè C > 0 è σ > 0.
Òî÷íåå, èç âûïîëíåíèÿ ëþáîé îöåíêè (5) èëè (6) äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1) ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) ≡ 0 âñþäó â ïîëîñå R× [0, 1].

Íåñìîòðÿ íà îòìå÷åííûé ôåíîìåíàëüíûé ðîñò, ñîâðåìåííûå ñèñòå-
ìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü (õîòÿ è äîñòàòî÷íî
óñëîâíîå) ïîñòðîåíèå èñêîìûõ ðåøåíèé. Òàê, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëü-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ γ(t) = exp(−1/t2),
îáåñïå÷èâàþùóþ äîëæíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (2). Ðåçóëüòàò óäàåòñÿ âû-
÷èñëèòü íà ìíîæåñòâå |x| 6 R, ε 6 t 6 1 ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ R > 0 è ñóùåñòâåííî îòäåëåííûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ ε ∈ (0, 1).
Âîçíèêàþùåå ðåøåíèå u(x, t) îáëàäàåò èíòåðåñíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè
îñîáåííîñòÿìè, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ åùå æäóò ñâîåãî òåîðåòè÷åñêîãî
îáúÿñíåíèÿ. Îñîáåííî òðóäíû äëÿ îáðàáîòêè ìàëûå çíà÷åíèÿ t0 > 0, êî-
ãäà ïðîÿâëÿåòñÿ èñòèííûé ¾âçðûâíîé¿ õàðàêòåð ðåøåíèÿ � âåäü â ïðî-
ñòîé ëèíåéíîé çàäà÷å (1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ u(x, 0) ≡ 0 âîçíèêàåò
íåíóëåâîå ñîñòîÿíèå u(x, t0) ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà.

Êîíñòðóêöèÿ ïîäîáíûõ ¾âçðûâíûõ¿ ðåøåíèé äîïóñêàåò ïåðåíîñ íà
îáùåå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå

du(t)

dt
= Au(t), 0 6 t 6 1, (7)
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âçÿòîå â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå. Íàäî òîëüêî, ÷òîáû ëèíåéíûé çàìêíó-
òûé îïåðàòîð A â óðàâíåíèè (7) îáëàäàë ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ = 0
ñ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êîé ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ. Ýòè ïðèñîåäèíåííûå
âåêòîðû äîëæíû äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïî ìåðå âîçðàñ-
òàíèÿ íîìåðà â öåïî÷êå.
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ÓÄÊ 517

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÊÀÇÀÕÑÒÀÍÑÊÎÉ ÏÎÄØÊÎËÛ
ÍÀÓ×ÍÎÉ ØÊÎËÛ Ï. Ë. ÓËÜßÍÎÂÀ1

Í. Òåìèðãàëèåâ (Àñòàíà, Êàçàõñòàí)
ntmath10@mail.ru

Êàçàõñòàíñêàÿ ïîäøêîëà íàó÷íîé øêîëû Ï. Ë. Óëüÿíîâà â ñîñòàâå
Ìèðáóëàò Ñèõîâ, Àëøûíáàåâà Åñåíòàé, Æàéíèáåêîâà Ìåõðèáàíó, Êó-
äàéáåðãåíîâ Ñàáèò, Àéäîñîâ Åðêàðà, Áàèëîâ Åäèë, Øåðíèÿçîâ Êàéðàò,
Àæãàëèåâ Îðûíáàñàð, Àæãàëèåâ Øàïåí, Óòåñîâ Àäèëæàí, Êîâàëåâà
Èðèíà, Øàíãåðååâ Åðæàí, Òàøàòîâ Íóðëàí, Àëüæàíîâà Íóðæàí, Ñàð-
ñåêååâ Àáäðàõìàí, Áåðèêõàíîâà Ìàðæàí, Íóðìîëäèí Åðèê, Àáèêåíîâà
Øîëïàí, Øîìàíîâà Àíàð, Èáàòóëëèí Èáðàãèì, Ñóëåéìåíîâ Êåíåñàðû,
Íàóðûçáàåâ Íóðëàí, Òàóãûíáàåâà Ãàëèÿ, Æóáàíûøåâà Àêñàóëå âåäåò
èññëåäîâàíèÿ ïî ñëåäóþùèì òåìàì è íàïðàâëåíèÿì:

1. Êîìïüþòåðíûé (âû÷èñëèòåëüíûé) ïîïåðå÷íèê (Ê(Â)Ï) êàê ñèíòåç
èçâåñòíîãî è íîâîãî â ÷èñëåííîì àíàëèçå, êîòîðûé, ñîãëàñíî Ê. Ôëåò÷å-
ðó, ¾âêëþ÷àåò â ñåáÿ â êà÷åñòâå ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è,
ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà è äîâåäåíèå êîìïüþòåð-
íîé ïðîãðàììû äî òîãî, ÷òîáû îíà äàâàëà ðåçóëüòàòû¿;

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 18-01-00236).
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2. Êëàññû (è ïðîñòðàíñòâà) ôóíêöèé, ÷òî, ïî ñëîâàì À. Í. Êîëìîãî-
ðîâà, ðåøàåò ïðîáëåìó ¾Íàñ ìíîãî¿, ò.å. ¾ìíîãèõ¿ îáåñïå÷èòü ïóáëèêà-
öèÿìè;

3. Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé ïðÿìîãî ïðèìåíåíèÿ: àëãåáðàè-
÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë â ñî÷åòàíèè ñ ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì â çàäà÷àõ
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è òåîðèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë;

4. Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé ïðÿìîãî ïðèìåíåíèÿ: òåíçîðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ â ñî÷åòàíèè ñ ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì â
çàäà÷àõ ÷èñëåííîãî àíàëèçà, âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è äèñêðåòèçàöèè
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ;

5. Èððåãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ìåòîä êâàçè-Ìîíòå Êàðëî êàê, ñî-
ãëàñíî Ê. Ðîòó, ïåðñïåêòèâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé â ìàòåìàòèêå-
èíôîðìàòèêå XXI âåêà ñ îáøèðíûìè ïðèìåíåíèÿìè;

6. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé â êîíòåêñòå Ê(Â)Ï;
7. ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé â êîíòåêñòå Ê(Â)Ï;
8. Äèñêðåòèçàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â êîí-

òåêñòå Ê(Â)Ï;
9. Òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê çàäà÷àì Àíàëèçà: êîíñòðóèðî-

âàíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà êëàññàõ ôóíêöèé;
10. Òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê çàäà÷àì Àíàëèçà: ïîãðåøíî-

ñòè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ¾â ñðåäíåì¿ îòíîñèòåëüíî âåðî-
ÿòíîñòíûõ ìåð íà êëàññàõ ôóíêöèé;

11. Òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê çàäà÷àì Àíàëèçà: ïîãðåøíî-
ñòè ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è äèñêðåòèçàöèè ðåøåíèé óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ¾â ñðåäíåì¿ îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð íà êëàññàõ ôóíêöèé;

12. Òåîðèÿ âëîæåíèé è ïðèáëèæåíèé � ðåøåííûå è íåðåøåííûå çà-
äà÷è (â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Â. È. Êîëÿäîé);

13. Ðÿäû Ôóðüå: ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ è ñóììèðîâàíèå;
14. Ïðåäïîïåðå÷íèê Êîëìîãîðîâà ïî Ñèõîâó Ìèðáóëàòó;
15. Òåîðèÿ ¾Ìîððè¿ íå êàê ¾òðèâèàëüíûå îáîáùåíèÿ çàìåíîé íîðìû

Ëåáåãà íà íîðìó Ìîððè¿;
16. Äèñêðåòíûå è áûñòðûå ¾àëãåáðàè÷åñêèå¿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå;
17. Ãåíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë â êîíòåêñòå íîâûõ ôîðìóë äèñêðåò-

íûõ ¾àëãåáðàè÷åñêèõ¿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå;
18. ¾Ãåîìåòðèÿ ÷èñåë¿ â êîíòåêñòå àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë;
19. Ìåòîä Ãàëåðêèíà è íîâûå òåîðåòè÷åñêèå ðàçðàáîòêè ñ ïîñëåäóþ-

ùèìè ïðèìåíåíèÿìè â êîíòåêñòå âñåãäà ñîïðîâîæäàþùåé åãî óÿçâèìî-
ñòè;

20. Ãåíåðèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ÷èñåë Ëåõìåðà ñ ìàêñèìàëüíûì ïåðè-
îäîì ïî òðåáîâàíèÿì Êîâåþ-Ìàêôåðñîíà è îáøèðíûå èõ ïðèìåíåíèÿ
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è åùå íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ ïî øêîëüíîé è âóçîâñêîé ìàòå-
ìàòèêå.

Âîò íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ 2016 ãîäà ïîëó÷åíèÿ:
1. Ïîëíîå ñïåêòðàëüíîå òåñòèðîâàíèå ïî ìåòîäó Êîâýþ�Ìàêôåðñîíà

ãåíåðàòîðîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë Ëåõìåðà ñ ìàêñèìàëüíûì ïåðèîäîì;
2. Íîâàÿ êîíöåïöèÿ ÁÏÔ íà îñíîâå êóììåðîâñêîé âåðñèè òåîðåìû

Ýéëåðà �Ôåðìà;
3. Ìåòîä Ãàëåðêèíà â óñëîâèÿõ âû÷èñëèòåëüíîé óÿçâèìîñòè;
4. ¾Ãåîìåòðèÿ ÷èñåë¿ â êîíòåêñòå àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë;
5. Ñðàâíèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ÿâíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è àë-

ãîðèòìîâ ïåðåáîðà.
Òûñÿ÷è ñòóäåíòîâ è ñîòíè ïðåïîäîâàòåëåé âóçîâ Êàçàõñòàíà ïîëó÷è-

ëè ìàòåìàòè÷åñêîå è îáùå÷åëîâå÷åñêîå âîñïèòàíèå â ëó÷øèõ òðàäèöèÿõ
Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû è ïåðñîíàëüíî â ëèöå Ï. Ë. Óëüÿ-
íîâà.

ÓÄÊ 517.518.85, 517.518.68

ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ
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À. Þ. Òðûíèí (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
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Ã. È. Íàòàíñîí â [1] ïîëó÷èë ïðèçíàê Äèíè-Ëèïøèöà ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè âíóòðè èíòåðâàëà (0, π) ïðîöåññîâ Ëàãðàíæà �Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ âèäà

LSLn (f, x) =
n∑
k=1

f(xk,n)
Un(x)

U ′n(xk,n)(x− xk,n)
=

n∑
k=1

f(xk,n)l
SL
k,n(x), (1)

ãäå Un åñòü n-ÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíîé çàäà÷è Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ U ′′ + [λ − q]U = 0, U ′(0) − hU(0) = 0, U ′(π) + HU(π) = 0
ñ íåïðåðûâíûì ïîòåíöèàëîì q îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, π] è ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè h 6= ±∞, H 6= ±∞. Çäåñü ÷åðåç 0 < x1,n < x2,n <
· · · < xn,n < π îáîçíà÷åíû íóëè ôóíêöèè Un. Èçó÷åíèþ àïïðîêñèìàòèâ-
íûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ Ëàãðàíæà �Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ (1) ïîñâÿùåíû
òàêæå ðàáîòû [2�6]. Ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèé
(1), òåñíî ñâÿçàííû ñ ïîâåäåíèåì ñèíê-ïðèáëèæåíèé

Ln(f, x) =
n∑
k=0

sin (nx− kπ)

nx− kπ
f

(
kπ

n

)
=

n∑
k=0

(−1)k sinnx

nx− kπ
f

(
kπ

n

)
.

321



Äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîò [7�22] ïðèáëèæåíèå òàêèìè îïåðàòîðàìè íà îòðåç-
êå, èëè îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå îñóùåñòâëÿëîñü òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñâåäåíèåì ê ñëó÷àþ îñè ñ ïîìîùüþ
êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ. Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
êîíöåïöèé ðàáîò [23�30] äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé âíóòðè èí-
òåðâàëà (0, π) ñõîäèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ (1) â òåðìèíàõ
îäíîñòîðîííèõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè è èçìåíåíèÿ.

Îáîçíà÷èì Ω ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ, íåóáûâàþùèõ,
âûïóêëûõ ââåðõ íà [0, b − a], èñ÷åçàþùèõ â íóëå ôóíêöèé ω. Ïóñòü
C(ωl, [a, b]) è C(ωr, [a, b]) åñòü ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà C[a, b]
òàêèõ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x è x + h (a ≤ x < x + h ≤ b) èìåþò
ìåñòî íåðàâåíñòâà f(x + h) − f(x) ≥ −Kfω(h) èëè f(x + h) − f(x) ≤
Kfω(h), ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ω ∈ Ω. Íàçîâ¼ì ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöà-
òåëüíûì) ìîäóëåì èçìåíåíèÿ ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b], ñîîòâåòñòâåí-

íî, ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà v+(n, f) = sup
Tn

n−1∑
k=0

(
f(tk+1)−f(tk)

)
+

è v−(n, f) = inf
Tn

n−1∑
k=0

(
f(tk+1) − f(tk)

)
−, ãäå z+ = z+|z|

2 è z− = z−|z|
2 è

Tn = {a ≤ t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn ≤ b}, n ∈ N. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî f ïðèíàäëåæèò êëàññó V +(v) èëè V −(v), åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàí-
òà Mf , òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
v+(n, f) ≤Mfv(n) èëè v−(n, f) ≥ −Mfv(n) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 0 ≤ a < b ≤ π, 0 < ε < (b − a)/2. Åñëè íåóáûâàþ-
ùàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà v(n) è ôóíêöèÿ ω ∈ Ω
òàêèå, ÷òî

lim
n→∞

min
1≤m≤k2−k1−1

{
ω
(π
n

) m∑
k=1

1

k
+

k2−k1−1∑
k=m+1

v(k)

k2

}
= 0,

ãäå k1 è k2 + 1 � íîìåðà íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî èç xk,n, ïî-
ïàäàþùèõ â îòðåçîê [a, b] ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê èõ ìíîæåñòâó òî÷åê
x0,n = 0 è xn+1,n = π, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C(ωl[a, b]) ∩ V −(v)
(f ∈ C(ωr[a, b]) ∩ V +(v)) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞
‖f − LSLn (f, ·)‖C[a+ε,b−ε] = 0.
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Î ×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÕ ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ Â C(Q)
Ã. Ì. Óñòèíîâ (Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ)

shevchenko@imm.uran.ru

Ïóñòü Q � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò, C(Q) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñò-
âî îïðåäåëåííûõ íà Q âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f , ‖f‖ =
= max

q∈Q
|f(Q)|. Äàâíî èçâåñòåí ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ñåïàðà-

áåëüíîå ïðîñòðàíñòâî C(Q), ñîäåðæàùåå ÷åáûøåâñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî
L, dimL = codimL = +∞. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ñëåä-
ñòâèè ê òåîðåìå.

Òåîðåìà. Ïóñòü T � ñ÷åòíûé ìåòðèçóåìûé êîìïàêò, T0 � ìíî-
æåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê T , åñëè L ⊂ C(T ) � ÷åáûøåâñêîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, dimL = codimL = +∞, f ∈ L, f 6= 0, òî èç f
∣∣∣
T0

= 0

ñëåäóåò, ÷òî f ≡ 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ìíîæåñòâî T0 ïðåäåëüíûõ òî÷åê T êîíå÷íî, òî
C(T ) íå ñîäåðæèò ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ L, dimL = codimL =
+∞.
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Î ÏÀÐÀÌÅÒÐÈÇÀÖÈÈ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ
ÂÑÏËÅÑÊÎÂÛÕ ÁÀÇÈÑÎÂ ÍÀ ÃÐÓÏÏÀÕ ÂÈËÅÍÊÈÍÀ

Þ. À. Ôàðêîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
farkov@list.ru

Ïóñòü p è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, p ≥ 2, N = pn, è ïóñòü wk(ω) �
ôóíêöèè Óîëøà äëÿ ãðóïïû Âèëåíêèíà Gp. Ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíå-
íèå ñ N êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ïðîñòðàíñòâà L2(Gp) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé
ìàñêîé, ò.å. ïîëèíîìîì âèäà

m(ω) =
N−1∑
k=0

ckwk(ω), ω ∈ Gp, (1)

ãäå ck � êîýôôèöèåíòû ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
mb ìàñêó âèäà (1), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé âû÷èñëåíû ïî âåêòîðó b =
= (b0, b1, . . . , bN−1) ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Âèëåíêèíà-
Êðåñòåíñîíà. Êîìïîíåíòû âåêòîðà b ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ìàñêè
mb, ïî êîòîðûì îíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Ïóñòü G(p, n) � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ b = (b0, b1, . . . , bN−1) èç CN òà-
êèõ, ÷òî

b0 = 1, |bl|2 + |bl+pn−1|2 + · · ·+ |bl+(p−1)pn−1|2 = 1, (2)

äëÿ âñåõ 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó
b ∈ G(p, n) îðòîãîíàëüíîãî âñïëåñêîâîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå N -ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçëîæåí â [2]. Èç ýòîé êîíñòðóêöèè â
ïðîñòðàíñòâàõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëó÷àþòñÿ äèñêðåò-
íûå ñèñòåìû òèïà Õààðà è àíàëîãè âñïëåñêîâ Ëåíãà (ñì. [2, ïðèìåðû 1,
2]). Â ìåòîäàõ ïàðàìåòðèçàöèè îðòîãîíàëüíûõ âñïëåñêîâ ñ êîìïàêòíûìè
íîñèòåëÿìè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ ñâÿçàíû
ñî ñâîéñòâîì îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû öåëûõ ñäâèãîâ ìàñøòàáè-
ðóþùåé ôóíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [3]). Ïðè îïðåäåëåíèè îðòîãîíàëüíûõ
âñïëåñêîâ â L2(Gp) ðîëü ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë èãðàåò äèñêðåòíàÿ ãðóï-
ïà H. Äëÿ òîãî ÷òîáû H-ñäâèãè ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè, àññîöèèðî-
âàííîé ñ ìàñêîé mb, áûëè îðòîíîðìèðîâàíû â L2(Gp), íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû âåêòîð b ïðèíàäëåæàë ìíîæåñòâó G(p, n) (ñì. [4, ïðåäëîæåíèå 3.1]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W 0(p, n) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ b = (b0, b1, . . . , bN−1) èç
G(p, n), ó êîòîðûõ bs 6= 0 äëÿ âñåõ 0 ≤ s ≤ pn−1 − 1, à ÷åðåç W (p, n) �
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ b èç G(p, n), äëÿ êîòîðûõ ìàñêè mb óäîâëåòâîðÿ-
þò äîêàçàííîìó â [1] êðèòåðèþ Êîýíà. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ïîñòðîå-
íèÿ îðòîãîíàëüíûõ âñïëåñêîâ íà ãðóïïå Gp ðåäóöèðóåòñÿ [5] ê ïðîâåðêå
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îðòîíîðìèðîâàííîñòè H-ñäâèãîâ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè, îïðåäåëÿ-
åìîé ïî ìàñêå mb (ò.å. ê ïðîâåðêå ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà b ìíîæå-
ñòâó W (p, n)). Òàêóþ ïðîâåðêó îñóùåñòâëÿþò òðåìÿ ñïîñîáàìè: 1) ïî
êðèòåðèþ Êîýíà, 2) ïî êðèòåðèþ îòñóòñòâèÿ ó ìàñêè áëîêèðóþùèõ ìíî-
æåñòâ, 3) ñ ïîìîùüþ N -âàëèäíûõ äåðåâüåâ (ñì. [6; 7, çàìå÷àíèå 3.11;
8]). Ìåòîä 3) èñïîëüçóåòñÿ [9] ïðè ïîñòðîåíèè ñòóïåí÷àòûõ âñïëåñêîâ íà
ëîêàëüíûõ ïîëÿõ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà
S(p, n) ⊂ G(p, n), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ñòóïåí÷àòûå ìàñøòàáèðóþ-
ùèå ôóíêöèè íà Gp, äàíî â [7, òåîðåìà 9].

Àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìàñêîé mb ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ïîðîæäàåò
ÊÌÀ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàñêàmb íå èìååò áëîêèðóþùèõ
ìíîæåñòâ (ïî òåîðåìå 2 èç [1] ýòî ðàâíîñèëüíî ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà
b ìíîæåñòâóW (p, n)). Ïðè óâåëè÷åíèè p è n âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
ïîèñêà áëîêèðóþùèõ ìíîæåñòâ áûñòðî ðàñòåò è äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîäõî-
äÿùèõ ìàñîê mb èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû 1) è 3). Íàïðèìåð, â [6] ñ ïîìî-
ùüþ êðèòåðèÿ Êîýíà äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 è ëþáîãî t ∈ [0, 1) íàéäåí âåêòîð
bt ∈ W (2, n) òàêîé, ÷òî àññîöèèðîâàííàÿ ñ ýòèì âåêòîðîì ìàñøòàáè-
ðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕt ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé è íà ñâîåì íîñèòåëå [0, 2n−1)
ïðåäñòàâèìà êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèé Óîëøà. Èç êðè-
òåðèÿ Êîýíà òàêæå ñëåäóåò, ÷òîW 0(p, n) ⊂W (p, n) (ñì. [1, ïðèìåð 5]).
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé âåêòîð b ∈W 0(p, n) çàäàåò ïî ôîðìóëå (1) ìàñêó,
ïðèâîäÿùóþ ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó âñïëåñêîâ â L2(Gp). Èçâåñò-
íî òàêæå, ÷òî ïî ëþáîìó âåêòîðó b ∈ G(p, n)\W (p, n) ìîæíî ïîñòðîèòü
ôðåéì Ïàðñåâàëÿ â L2(Gp). Áîëåå òîãî, ïðè ïîñòðîåíèè ôðåéìîâ âìåñòî

(2) äîñòàòî÷íî [10, 11] ïðåäïîëàãàòü, ÷òî b0 = 1 è
∑p−1

s=0 |bl+s pn−1|2 ≤ 1 (â
ïðîñòðàíñòâàõ N -ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [2] óñëîâèå b0 = 1
ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì). Â íåäàâíåé ðàáîòå [12] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðî-
åíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âñïëåñêîâ íà ãðóïïå Âèëåíêèíà, îïðåäåëÿåìîé ïî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {pj}∞j=1, pj ≥ 2.

Äèñêðåòíûå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, àññîöèèðîâàííûå ñ óêàçàííû-
ìè âûøå êîíñòðóêöèÿìè íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà, ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îáðà-
áîòêè èçîáðàæåíèé [13], ñæàòèÿ ôðàêòàëüíûõ ñèãíàëîâ [14, 15], àíàëèçà
ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ [15] è àíàëèçà ãåîôèçè÷åñêèõ äàííûõ [15,
16]. Êàæäîå èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñêðåòíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè Ôóðüå, Óîëøà, Õààðà è ðîäñòâåííûõ èì ïðåîáðàçîâàíèÿìè
îáëàäàåò áîëüøåé ýëàñòè÷íîñòüþ (âûáîð ïàðàìåòðà b ñ ïîìîùüþ ýíòðî-
ïèéíîãî, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî èëè èíîãî êðèòåðèÿ ïîçâîëÿåò àäàïòè-
ðîâàòü ïðèìåíÿåìîå ïðåîáðàçîâàíèå ê îáðàáàòûâàåìîìó ñèãíàëó). Êàê
ïîêàçàíî â [15], ïðè êîäèðîâàíèè çíà÷åíèé îáîáùåííîé ôóíêöèè Âåéåð-
øòðàññà ïîñòðîåííîå äëÿ p = 3 ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Óîëøà äèñêðåòíîå
âñïëåñêîâîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåîá-
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ðàçîâàíèåì Õààðà è ìåòîäîì çîííîãî êîäèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ÷èñëî p
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ÷èñëó âõîäíûõ êàíàëîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì,
÷òî ìíîãîêàíàëüíûå âñïëåñêîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ â ìíîãî-
ìåðíûõ ìíîãîñêîðîñòíûõ ñèñòåìàõ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.
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Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëåáåãà ãëàñèò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íåîïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà ñóììèðóåìîé íà îòðåçêå ôóíêöèè ïî÷òè âñþäó ñóùå-
ñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ôóíêöèåé. Â òåðìèíàõ òåîðèè ìåðû ýòó
òåîðåìó ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, à îïåðàòîð T äåéñòâóåò èç
L0(X,µ) â L0(X,µ). Íàçîâåì T âûïóêëûì, åñëè èç ñóùåñòâîâàíèÿ Tf1

è Tf2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå T (f1 + f2) è ïðè ýòîì |T (f1 + f2)(x)| ≤
≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïóêëûé îïåðàòîð T èìååò
ñëàáûé òèï (1, 1) ñ êîíñòàíòîé C, åñëè äëÿ ëþáîãî λ > 0 è äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ L1(X,µ) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

µ{x ∈ X : |Tf(x)| > λ} ≤ C

λ
||f ||L1(X,µ).

Ïóñòü {Tn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïåðåâî-
äÿùèõ L0(X,µ) â ñåáÿ. Ìàêñèìàëüíûì îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíîãî äàí-
íîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð T : f(x) 7→ sup

n∈N
|Tnf(x)|.

Îïåðàòîð T îêàçûâàåòñÿ âûïóêëûì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé ìåðû, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {Tn}n∈N òàêîâà,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð T èìååò ñëàáûé òèï
(1, 1), è ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ èç âñþäó ïëîòíîãî â L1(X,µ) ìíî-
æåñòâà âûïîëíåíî lim

n→∞
Tnφ(x) = φ(x) µ-ïî÷òè âñþäó . Òîãäà äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ L1(X,µ) âûïîëíÿåòñÿ lim
n→∞

Tnf(x) = f(x) µ-ïî÷òè âñþäó
.

Ïðè ýòîì, òåîðåìà Ëåáåãà îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè ðàññìàòðèâàòü ëî-
êàëüíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè íà âñåé ïðÿìîé. Òåîðåìà 1 òåïåðü îêàçû-
âàåòñÿ áåñïîëåçíîé � äåéñòâèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
êîíå÷íîé ìåðû, è ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò ïîíÿòèå ëîêàëüíîé èíòåãðèðó-
åìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Â ýòîé ñèòóàöèè,
îäíèì èç âàðèàíòîâ àäàïòàöèè òåîðåìû Ëåáåãà ìîæåò áûòü ñëåäóþùèé
ïîäõîä.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-6222.2018.1).
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Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (X,µ) íàçîâåì ðàçëîæèìûì ([1, 211E]), åñëè
X =

⊔
λ∈Λ

Xλ, µ(Xλ) < ∞. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî E ⊂ X èçìåðèìî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçìåðèìî êàæäîå E
⋂
Xλ, ìíîæåñòâî èìååò ìåðó

íîëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì Xλ èìååò ìå-
ðó íîëü, è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî µ(E) =

∑
λ

µ(E
⋂
Xλ). Ñàìî ðàçëîæåíèå

áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Λ̃. Åñëè λ1, . . . , λr � êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ Λ,

òî ÷åðåç Xλ1,...,λr áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî
r⊔
j=1

Xλj .

Èçìåðèìóþ ôóíêöèþ f íà ðàçëîæèìîì ïðîñòðàíñòâå X áóäåì íà-
çûâàòü ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ Λ̃, åñëè äëÿ
ëþáîãî λ ∈ Λ âûïîëíåíî ||f ||λ = ||f ||L1(Xλ) =

�
Xλ

|f(x)|dµ(x) < ∞. Ýòî

ïîíÿòèå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçëîæåíèÿ, òàê, â ñëó÷àå ôóíêöèè 1/x íà
èíòåðâàëå (0, 1) ñî ñòàíäàðòíîé ìåðîé Ëåáåãà ìîæíî âûáðàòü äâà ðàç-
ëîæåíèÿ òàê, ÷òî îòíîñèòåëüíî îäíîãî ýòà ôóíêöèÿ áóäåò ëîêàëüíî èí-
òåãðèðóåìîé, îòíîñèòåëüíî äðóãîãî � íåò. Ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî èíòå-
ãðèðóåìûõ îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ Λ̃ ôóíêöèé íà X áóäåì îáîçíà÷àòü
L1

Λ̃−loc(X,µ) èëè L1
Λ̃−loc(X). Ôóíêöèè || · ||λ çàäàþò íà ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñèñòåìó ïîëóíîðì, îïðåäåëÿþùèõ òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà. Ôóíê-
öèþ f ∈ L1

Λ̃−loc(X) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû f(x) =
∑
λ∈Λ

f(x)|Xλ
,

êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî x ∈ X êîíå÷íà. Îòñþäà, ïðîñòðàíñòâî L1
Λ̃−loc(X)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏
λ∈Λ

L1(Xλ), ïðè÷åì ââåäåí-

íàÿ òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé íà ïðîèçâåäåíèè.
Äëÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ñëåäóåò îáîáùèòü ïîíÿòèå

îïåðàòîðîâ ñëàáîãî òèïà, à èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïóêëûé îïå-
ðàòîð T : L0(X,µ)→ L0(X,µ) èìååò Λ̃-ëîêàëüíî ñëàáûé òèï (1, 1), åñëè
äëÿ ëþáûõ λ ∈ Λ, t > 0 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1

Λ̃−loc(X,µ) íàéäóòñÿ

òàêîå ÷èñëî Cλ è êîíå÷íûé íàáîð èíäåêñîâ λ1, . . . , λr(λ), ÷òî ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

µ{x ∈ Xλ : |Tf(x)| > t} ≤ Cλ
t
||f ||L1(Xλ1,...,λr(λ)

,µ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (X,µ) � ðàçëîæèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ âûáðàí-

íûì ðàçëîæåíèåì Λ̃, {Tn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç L1

Λ̃−loc(X,µ) â L1
Λ̃−loc(X,µ), òàêàÿ,

÷òî ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð T èìååò Λ̃-ëîêàëüíî ñëàáûé òèï (1, 1) è,
êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ èç âñþäó ïëîòíîãî â L1

Λ̃−loc(X,µ)

ìíîæåñòâà âûïîëíåíî lim
n→∞

Tnφ(x) = φ(x) µ−ïî÷òè âñþäó.
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Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ L1
Λ̃−loc(X) âûïîëíåíî lim

n→∞
Tnf(x) = f(x) µ−

ïî÷òè âñþäó.
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Ïóñòü f(x) � èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå [−π, π] ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ è èìååò ðÿäà Ôóðüå

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=−∞

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

ãäå

an =
1

π

� π

−π
f(x) cosntdt, bn =

1

π

� π

−π
f(x) sinntdt.

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) èìååò ïðîïóñêè, åñëè a2
n +

+ b2
n > 0 òîëüêî äëÿ n = nk (k = 1, 2, . . .), ãäå 1 < n1 < n2 < . . .

íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èëè ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì

èçìåíåíèåì íà îòðåçêå [−π, π], ãäå 0 < η < π, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk
(k = 0, 1, 2, . . .) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàëûõ ïðîïóñêîâ, ò.å.

nk+1 − nk ≥
4π

η
. (2)

Ì. Íîáëü [1] ïîêàçàë, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò îãðàíè÷åííîå
èçìåíåíèå è

∞∑
n=1

1

n

√
ω(

1

n
, f) <∞,

è, êðîìå òîãî, åñëè ïðè k →∞, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

nk+1 − nk
log nk

→∞,

330



òî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ï. Êåííåäè [2] äîêàçàë, ÷òî äëÿ àáñîëþò-
íîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà (1) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
nk+1 − nk →∞ ïðè k →∞.

Îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû Íîáëÿ è Êåííåäè äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ñ ìàëûìè
ïðîïóñêàìè âèäà (2), Ð. Áîÿíè÷ è Ì. Òîìè÷ [3] äîêàçàëè, ÷òî åñëè ýòîò
ðÿä íà îòðåçêå [−η, η] ⊂ [−π, π] (0 < η < π) èìååò ìîäóëü íåïðåðûâíî-
ñòè âèäà

ω(h, f) = sup
|x1−x2|≤h

|f(x1)− f(x2)| (x1, x2 ∈ [−η, η]),

òî óñëîâèÿ

� η

−η
|df(t)| <∞,

� 1

0

ω(
1

t
, f)

(∑
nk≤t

1

) 1
2
dt

t
<∞,

âëåêóò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

(|ank|+ |bnk|).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé ñõîäè-
ìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ìàëûìè ïðîïóñêàìè
âèäà (2) â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ãäå óñëîâèÿ íàêëàäûâàþòñÿ òîëüêî íà ãëàäêîñòè ôóíêöèé,
çäåñü ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ è íà ïîâåäåíèÿ ïîêàçàòåëåé
Ôóðüå (ñì. íàïð., [4] èëè [5]).

Ïóñòü f(x) � ðàâíîìåðíàÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. f(x) ∈
∈ B è åå ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
Anexp(iλnx), (3)

ãäå

An = lim
T→∞

1

2T

� T

−T
f(x)exp(−iλnx) dx

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé f(x) ∈ B, à {λn} (n = 0, 1, 2, . . .) �
ïîêàçàòåëè Ôóðüå, êîòîðûå èìåþò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó â
áåñêîíå÷íîñòè ò.å.

λ0 = 0, λ−n = −λn, λn ≤ λn+1, lim
n→∞

λn =∞. (4)

331



Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) ∈ B èìååò ðÿäà Ôóðüå (3) ñ ïîêàçàòåëÿìè,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèé (4). Åñëè ýòîò ðÿä äîïóñêàåò ìàëûõ ïðî-
ïóñêîâ âèäà nk+1 − nk ≥ 4π

T (T →∞) è

� ∞
1

ωk(f ;h)B
√
S(x)

dx

x
<∞,

ãäå ωk(f ;h)B � ìîäóëü ãëàäêîñòè ôóíêöèè, à

S(t) =
∑
nk≤t

1,

òî
∞∑
k=1

|Ank| <∞.

Ýòà òåîðåìà ñîäåðæèò ðåçóëüòàòîâ Íîáëÿ è Êåííåäè, ïîòîìó ÷òî èç
íåðàâåíñòâà

l = inf
k≥0

(nk+1 − nk) ≥
4π

T

âûòåêàåò, ÷òî nk ≥ lk (k = 1, 2, . . .), ïîýòîìó∑
nk≤x

1 ≤
∑
lk≤x

1 ≤ x

l
.
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Â ðàáîòå [2] íà òðåóãîëüíèêå áûë ïîñòðîåí ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòå-
ïåíè, ïðîèçâîäíûå êîòîðîãî èíòåðïîëèðóþò ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî

332



ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ôóíêöèè ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè. Îöåí-
êè îòêëîíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè îò ìíîãî÷ëåíà ïîëó÷åíû â òåð-
ìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Â [1] àíà-
ëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé â òåòðàýäðå.
Ìû áóäåì ñòðîèòü ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè íà ñèìïëåêñå ïðîèçâîëü-
íîé ðàçìåðíîñòè. Ïîëó÷èì îöåíêè îòêëîíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè îò
ïðîèçâîäíûõ ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûå áóäóò çàâèñåòü îò îäíîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé õàðàêòåðèñòèêè ñèìïëåêñà â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòåé 3 è 4 è îò äâóõ â
ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ïóñòü T = A0A1 ...An åñòü n-ñèìïëåêñ (n ≥ 3), d - äèàìåòð ýòîãî ñèì-
ïëåêñà (äëèíà íàèáîëüøåãî ðåáðà). Ïóñòü cn > 1. Íàçîâ¼ì ðåáðî äëèí-

íûì, åñëè îíî áîëüøå, ÷åì
d

cn
, è íåèçâåñòíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèìïëåêñ T âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî â í¼ì ìîæíî
íàéòè âåðøèíó, èç êîòîðîé âûõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå (n−1) äëèííîå ð¼á-
ðî è ïóñòü ýòî âåðøèíà An. Äëèííûå ð¼áðà îáîçíà÷èì [AnAm] è [AnAl],
íåèçâåñòíûå � [AnAs].

Ïóñòü

M4 = max
0≤ij≤4:

∑
ij=4

max
x∈T

∣∣∣∣∣ ∂4f(x)

∂ei11 ∂ei22 ∂ei33 ∂ei44

∣∣∣∣∣.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà x çàäàíà ñâîèìè áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîð-

äèíàòàìè (x1 , x2 , ..., xn).
Ïóñòü ìíîãî÷ëåí

Q(x) =
n∑
i=0

aix
3
i +

∑
0≤i,j≤n
i6=j

aijx
2
ixj +

∑
0≤i<j<k≤n

aijkxixjxk.

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì:

f (Ai) = Q(Ai), i = 0, n,

∂f (Ai)

∂eij
=
∂Q(Ai)

∂eij
, i, j = 0, n, i 6= j,

∂(Q− f)(Pnk)

∂enp
= 0, n > k > p ≥ 0,

∂(Q− f)(Pij)

∂enp
= 0, 0 ≤ i, j < p < n,

ãäå Pij åñòü ñåðåäèíà îòðåçêà [AiAj], eij =

−−→
AiAj

|AiAj|
.

333



Òåîðåìà. Ïóñòü f (x) ∈ C4(T ), òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ T∣∣∣∣∣ ∂r(Q− f)(x)

∂einm∂ejnl∂er−i−kns

∣∣∣∣∣ ≤ 16cnM4d
4−r, 1 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ i, j ≤ r, i+ j ≤ r.

(1)

Ïðåäëîæåíèå. 1. Â ëþáîì òåòðàýäðå ìîæíî íàéòè âåðøèíó, èç

êîòîðîé âûõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðåáðà, áîëüøèõ
d

2
, è â ëþáîì

4-ñèìïëåêñå åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé èñõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå òðè

ðåáðà, áîëüøèõ
d

2
.

2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 5 è äëÿ âñÿêîãî c > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîé n-ñèìïëåêñ, èç âñåõ âåðøèí êîòîðîãî âûõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå

äâà ðåáðà, äëèíà êîòîðûõ íå áîëüøå, ÷åì
d

c
.

Ñëåäñòâèå. Â ñëó÷àÿõ ðàçìåðíîñòåé n = 3 è n = 4 â íåðàâåíñòâàõ
(1) ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ïàðàìåòðà cn è ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå îöåíêè:

∣∣∣∣∣ ∂r(Q− f)(x)

∂einm∂ejnl∂er−i−kns

∣∣∣∣∣ ≤ 32M4d
4−r, 1 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ i, j ≤ r, i+ j ≤ r.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Au ≡
x�

0

[
(x− t)β−1

Γ(β)
− (x− t)β

Γ(1 + β)

]
u(t)dt = f(x), (1)

ãäå Γ(∗) � ãàììà-ôóíêöèÿ, 0 < β < 1, u(x) ∈ C[0, 1], à ôóíêöèÿ f(x)
çàäàíà åå δ-ïðèáëèæåíèåì fδ(x) : ‖fδ − f‖L2

≤ δ.
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ê u(x) ïî
çàäàííûì fδ(x) è δ.

Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè [1], â êîòîðîì ðåãóëÿðèçèðóþùèå
îïåðàòîðû Rα èìåþò âèä: Rα = TαA

−1, ãäå ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé çà-
äà÷å Tα � ëþáîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, äàþùåå ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæå-
íèÿ ê íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì, A−1 � îïåðàòîð, îáðàòíûé ê A. Â [2] ýòîò
ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí äëÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Àáåëÿ, ïðè ýòîì â
êà÷åñòâå îïåðàòîðîâ Tα èñïîëüçîâàëèñü ðàçðûâíûå îïåðàòîðû Ñòåêëîâà

Sαu =

{
Sα2u, x ∈ [0, 1/2],

Sα1u, x ∈ [1/2, 1],
(2)

ãäå Sα1u = 1
α

x�
x−α

u(t)dt, Sα2u = 1
α

x+α�
x

u(t)dt.

Â äàííîì ñîîáùåíèè ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ âèä îïåðàòîðà A−1, à çàòåì
ñòðîèòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ïî àíàëîãèè ñ [2]

Òåîðåìà 1. Îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 èìååò âèä:

A−1f =
d

dx

x�

0

(x− t)−β

Γ(1− β)
f(t) dt+

x�

0

(x− t)−β

Γ(1− β)
f(t) dt+

+
∞∑
n=1

Cn(β)

x�

0

(x− t)n−β

Γ(1− β)
f(t) dt,

ãäå Cn(β) = [(1− β)(2− β) . . . (n− β)]−1.

Ïîñòðîèì ðåãóëÿðèçèðóþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïî ôîðìóëå Rα = SαA

−1.

Ñîãëàñíî (2) îïåðàòîðû Rα èìåþò âèä

Rαf =

{
Rα2f = Sα2A

−1f, x ∈ [0, 1/2],

Rα1f = Sα1A
−1f, x ∈ [1/2, 1].

(3)

Òåîðåìà 2. Êàæäûé èç îïåðàòîðîâ Rα â (3) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëü-
íûì îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì, èìåþùèì âèä:

Rα(x, t) = (αΓ(1− β))−1

{
Rα2(x, t), x ∈ [0, 1/2],

Rα1(x, t), x ∈ [1/2, 1],
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ãäå

Rα2(x, t) =



(x− t+ α)−β − (x− t)−β +
∞∑
n=0

Cn+1(β)
[
(x− t+ α)n+1−β−

−(x− t)n+1−β], 0 ≤ t ≤ x,

(x− t+ α)−β +
∞∑
n=0

Cn+1(β)(x− t+ α)n+1−β, x ≤ t ≤ x+ α

0, x+ α < t ≤ 1

(4)

Rα1(x, t) ïîëó÷àåòñÿ èç (4) çàìåíîé x íà x− α.
Òåîðåìà 3. Ïðè 0 < β < 1

2 îïåðàòîðû Rα ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðèçè-
ðóþùèìè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) è äëÿ èõ íîðì âûïîëíÿåòñÿ äâóñòîðîííÿÿ
îöåíêà

C0
1α
−( 1

2+β) − ψ(α) ≤ ‖Rα‖L2→L∞ ≤
√

2C0
1α
−( 1

2+β) + ψ(α),

ãäå C0
1 = (1 − 2β)

1
2 [Γ(1 − β)]−1, ψ(α) = C0

1C1α
− 1

2+β + O(α
1
2−β), C1 =

= (1− β)−2[I0(2)− 1 + 2(e− 1)2], I0 � öèëèíäðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î ñõîäèìîñòè ‖Rαfδ − u‖L∞ → 0 ïðè α → 0,
δ → 0.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

∆(δ, Rα, u) = sup
{
‖Rαfδ − u‖L∞ : ‖fδ − f‖L2

≤ δ
}
.

Íà îñíîâàíèè àíàëîãà òåîðåìû 1 èç [3], òåîðåìû 3 è òîãî, ÷òî

‖Rαf − u‖L∞ = ‖Sαu− u‖L∞ ,

ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4. Äëÿ ñõîäèìîñòè ∆(δ, Rα, u) → 0 ïðè 0 < β < 1/2 è

α → 0, δ → 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñîãëàñîâàíèÿ α =
= α(δ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì: α(δ) → 0 è δ(α(δ))−(1/2+β) → 0
ïðè δ → 0.
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Â ñâÿçè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ è íåâûïóê-
ëûõ ïðèáëèæàþùèõ îáúåêòîâ â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ (íàïðèìåð, â Lp, C(Q), W r

p ) ñòàíîâÿòñÿ àêòóàëüíûìè çàäà÷è èçó-
÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè êàê íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé, òàê è ïî÷òè íàèëó÷-
øèõ. È â ýòîì ñëó÷àå òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðèîá-
ðåòàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâîãî àëãîðèòìà àïïðîêñèìàöèè. ×à-
ñòî êëàññè÷åñêèå îáúåêòû àïïðîêñèìàöèè íå ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè â
êàêîì-íèáóäü ñìûñëå (ñèëüíîì èëè ñëàáîì), è ïðè ïðèáëèæåíèè ýëåìåí-
òû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü èëè íå áûòü åäèí-
ñòâåííûìè, òåì íå ìåíåå äàæå â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ñòðîèòü óñòîé÷èâûå
âûáîðêè èç îïåðàòîðîâ ïî÷òè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ ñàìèõ æå
íàèëó÷øèõ ýëåìåíòîâ ïðèáëèæåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èõ õàðàêòåðè-
çàöèÿ ñðåäè äðóãèõ ýëåìåíòîâ ïðèáëèæàþùåãî ìíîæåñòâà (ò.å. èçó÷åíèå
èõ ñîëíå÷íûõ ñâîéñòâ). Àïïàðàò íåïðåðûâíûõ âûáîðîê èç îïåðàòîðîâ
ε-ïðîåêöèé ÷àñòî ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü äëÿ îòâåòà íà ýòè âîïðîñû.
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ýòîé òåìàòèêîé, ìîæíî ïîñìîòðåòü
â ðàáîòàõ [1�[9].

×åðåç B(x, r) è B̊(x, r) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî çàìêíóòûé è îò-
êðûòûé øàð â ëèíåéíîì ïîëóíîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X = (X, ‖·‖)
ñ öåíòðîì x ðàäèóñà r, ò.å. ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà {y ∈ X | ‖y−x‖ 6
6 r} è {y ∈ X | ‖y − x‖ < r}. ×åðåç S(x, r) îáîçíà÷èì ñôåðó ñ öåíòðîì
x ðàäèóñà r, ò.å. ìíîæåñòâî {y ∈ X | ‖y − x| = r}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M â íåêîòîðîì ïîëóíîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå X ÷åðåç %(y,M) (y ∈ X, M ⊂ X) îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå äî
ìíîæåñòâà M, ò.å. âåëè÷èíó inf

z∈M
‖z − y‖.

×åðåç PMx îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ áëèæàéøèõ òî÷åê èç M äëÿ
x ∈ X, ò.å. ìíîæåñòâî {y ∈ M | ‖y − x| = %(x,M)}. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

x ∈ X è δ > 0 ðàññìîòðèì òàêæå ìåòðè÷åñêèå δ-ïðîåêöèè P δ
Mx è P̊ δ

Mx
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà {y ∈ M | ‖y − x| 6
6 %(x,M) + δ} = M ∩ B(x, %(x,M) + δ) è {y ∈M | ‖y − x| < %(x,M) +

+δ} = M∩B̊(x, %(x,M)+δ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåñòâóþùèå
ïðîåêöèè è â ñëó÷àå, êîãäà δ = δ(·) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà X èëè
íà êàêîì-òî åãî ïîäìíîæåñòâå.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00295-a).
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ε > 0, M ⊂ X. Îòîáðàæåíèå ϕ : X →
→ M íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé (ìóëüòèïëèêàòèâíîé) ε-âûáîðêîé, åñëè
äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ϕ(x)− x‖ < %(x,M) + ε

(ñîîòâåòñòâåííî ‖ϕ(x)− x‖ 6 (1 + ε)%(x,M)). Â ñëó÷àå, êîãäà ýòè íåðà-
âåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ⊂ X áóäåì ãîâîðèòü î
ε-âûáîðêå íà E.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A â ïîëóìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(Y, ν) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ âñåõ n ∈ N è åäèíè÷íîãî
øàðà B ⊂ Rn è ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : ∂B → A
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ϕ̃ : B → A.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ B̊-áåñêîíå÷íî
ñâÿçíûì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà M ñ ëþáûì îòêðûòûì øàðîì
ëèáî ïóñòî, ëèáî áåñêîíå÷íî ñâÿçíî. Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåò-
ñÿ B̊-ñòÿãèâàåìûì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà M ñ ëþáûì îòêðûòûì
(çàìêíóòûì) øàðîì ëèáî ïóñòî, ëèáî ñòÿãèâàåìî.

Îïðåäåëåíèå 4. Êîìïàêò Y íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íîïîäîáíûì, åñëè
ñóùåñòâóåò àáñîëþòíûé îêðåñòíîñòíûé ðåòðàêò Z è âëîæåíèå i : Y →
→ Z òàêîå, ÷òî îáðàç i(Y ) ñòÿãèâàåì â ëþáîé ñâîåé îêðåñòíîñòè U ⊂ Z
(ñì. [10]).

Îòìåòèì, ÷òî ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå ñòÿãèâàåìûõ êîìïàêòîâ, îáðà-
çóþùèõ âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íîïîäîáíûì
(ñì. [10] ).

Îïðåäåëåíèå 5. ÏóñòüM � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî íîð-
ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ‖ · ‖). Òî÷êó x ∈ X íàçûâàþò òî÷êîé
àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{yn} ⊂ M : ‖x − yn‖ → %(x,M) (n → ∞) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ynk}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y0 ∈ M. Îáîçíà÷åíèå
x ∈ AC(M). Åñëè AC(M) = X, òî ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ àïïðîêñè-
ìàòèâíî êîìïàêòíûì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X àïïðîê-
ñèìàòèâíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-
ñèëüíû:

1) M îáëàäàåò íåïðåðûâíîé ε-âûáîðêîé äëÿ âñåõ ε > 0;
2) PMx ÿâëÿåòñÿ UV ∞-ìíîæåñòâîì äëÿ âñåõ x ∈ X;
3) PMx ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íîïîäîáíûì ìíîæåñòâîì äëÿ âñåõ x ∈ X;

4) M ÿâëÿåòñÿ B̊-áåñêîíå÷íî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì;

5) M ÿâëÿåòñÿ B̊-ñòÿãèâàåìûì ìíîæåñòâîì.
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ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÄËß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ
ÁÅÐÍØÒÅÉÍÀ ÎÒ ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÌÎÄÓËß

ÍÀ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÌ ÎÒÐÅÇÊÅ
Ä. Ã. Öâåòêîâè÷ Ä.Ã., È. Â. Òèõîíîâ È.Â, Â. Á. Øåðñòþêîâ

(Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
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Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C[0, 1] ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ââîäÿò ôîðìóëîé

Bn(f, x) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)
Ck
n x

k (1− x)n−k, n ∈ N, (1)

ãäå Ck
n � îáû÷íûå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ ïî

òåîðèè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ïðåäñòàâëåíû â [1�3].
Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ñèììåòðè÷íîãî ìîäóëÿ

f(x) = |2x− 1|, x ∈ [0, 1], (2)

ïîëèíîìû (1) óäîâëåòâîðÿþò ñïåöèàëüíîìó ïðàâèëó ñêëåèâàíèÿ

B2m+1(f, x) = B2m(f, x), m ∈ N, (3)

339



è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

B2m(f, x) = 1−
m∑
k=1

1

2k − 1
Ck

2k

(
x(1− x)

)k
, m ∈ N, (4)

âîñõîäÿùåå ê ðàáîòå Ïîïîâè÷ó [4] (ñì. òàêæå [5, 6]).
Çàìåíèì òåïåðü (2) íà ïðîèçâîëüíûé ðàöèîíàëüíûé ìîäóëü

f(x) = |qx− p|, x ∈ [0, 1], (5)

ñ èçëîìîì â òî÷êå c = p/q ∈ (0, 1), ÍÎÄ (p, q) = 1. Äëÿ ïîëèíîìîâ
Áåðíøòåéíà îò ôóíêöèè (5) ïðàâèëî ñêëåèâàíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

Bqm+1(f, x) = Bqm(f, x), m ∈ N, (6)

î÷åâèäíî îáîáùàþùèé ôîðìóëó (3). Ïîäðîáíåå ïðî ïðàâèëî ñêëåèâàíèÿ
ñì. [6]. Öåïî÷êó ïîëèíîìîâ Bqm(f, x) ïðè âûáîðå (5) öåëåñîîáðàçíî âû-
äåëÿòü èç îáùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ (1).

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà îò ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî
ìîäóëÿ ìîæíî óñòàíîâèòü àíàëîãè ðàçëîæåíèÿ Ïîïîâè÷ó (4). Èñïîëüçó-
åì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ bac è dae äëÿ ïîëà è ïîòîëêà ÷èñëà a ∈ R.
Äëÿ íåñîêðàòèìîé äðîáè c = p/q ∈ (0, 1) è ëþáîãî m ∈ N ââåäåì ñïåöè-
àëüíûå ïîëèíîìû

Q ν, d
p/q,m(x) =

m−1∑
k=0

1

qk + ν
Cpk+d
qk+ν

(
xp(1− x)q−p

)k
, ν ∈ N, d ∈ N ∪ {0},

è äâà ìíîæåñòâà

∆
(1)
p/q = { ν ∈ N : ν 6 q − 1, dcνe 6 c(ν + 1) },

∆
(2)
p/q = { ν ∈ N : ν 6 q − 1, dcνe > c(ν + 1) }.

Òîãäà ïðè âûáîðå ôóíêöèè

f(x) = |x− c|, x ∈ [0, 1], (7)

ñ èçëîìîì â òî÷êå c = p/q ∈ (0, 1), ÍÎÄ (p, q) = 1, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Bqm(f, x) = c+ (1− 2c)x− 2
(
P (1)
c,m(x) + P (2)

c,m(x)
)
, m ∈ N, (8)

ãäå

P (1)
c,m(x) =

∑
ν∈∆

(1)
c

(
dcνe − cν

)
xdcνe(1− x)ν−bcνcQ ν, dcνe

c,m (x),
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P (2)
c,m(x) =

∑
ν∈∆

(2)
c

(
cν − bcνc

)
xdcνe(1− x)ν−bcνcQ ν,bcνc

c,m (x).

Ïîëèíîìû Bqm+1(f, x) òîæå âûðàæàþòñÿ â âèäå (8) èç-çà íàëè÷èÿ ïðà-
âèëà (6). Îñòàëüíûå ïîëèíîìû

Bqm+r(f, x), r = 2, . . . , q − 1,

îò ðàöèîíàëüíîãî ìîäóëÿ (7) äîïóñêàþò ðàçëîæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (8),
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òåõíè÷åñêèìè ïîïðàâêàìè. Êîððåêöèÿ ôîðìóëû (8)
ïðè âîçâðàùåíèè ê ôóíêöèè (5) î÷åâèäíà.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè (2) èç îáùåé ôîðìóëû (8) ñëåäóåò ðàçëî-
æåíèå Ïîïîâè÷ó (4). Äëÿ ôóíêöèè f(x) = |3x− 1| íà [0, 1] ïîëó÷èì

B3m(f, x) = 1 + x− 2
m∑
k=1

1

3k − 1
Ck

3k−1

(
x(1− x)2

)k−
− 2x(1− x)

m−1∑
k=0

1

3k + 1
Ck

3k+1

(
x(1− x)2

)k
, m ∈ N.

Äëÿ ôóíêöèè f(x) = |5x− 3| íà [0, 1] ïîëó÷èì

B5m(f, x) = 3− x− 4x(1− x)
m−1∑
k=0

1

5k + 1
C3k+1

5k+1

(
x3(1− x)2

)k−
− 2x2(1− x)2

m−1∑
k=0

1

5k + 3
C3k+2

5k+3

(
x3(1− x)2

)k−
− 6

m∑
k=1

1

5k − 1
C3k

5k−1

(
x3(1− x)2

)k−
− 2x2(1− x)

m−1∑
k=0

1

5k + 2
C3k+1

5k+2

(
x3(1− x)2

)k
, m ∈ N,

è òàê äàëåå. Âîçíèêàþùèå ôîðìóëû îòíþäü íå î÷åâèäíû.
Ñ ïîìîùüþ ïîäîáíûõ ðàçëîæåíèé ìîæíî èññëåäîâàòü ñêîðîñòü ñõî-

äèìîñòè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ìîäóëÿ (5)
â îáëàñòè ñõîäèìîñòè, îãðàíè÷åííîé ëåìíèñêàòîé∣∣zp (1− z)q−p

∣∣ =
( p
q

)p (
1− p

q

)q−p
, z ∈ C. (9)

Ýòè æå ðàçëîæåíèÿ ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè íóëåé ïîëèíîìîâ
Áåðíøòåéíà ê ëåìíèñêàòå (9), êàê ê ñâîåìó àòòðàêòîðó (ñì. [7]).
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Èìåþòñÿ àíàëîãè÷íûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà â ñëó-
÷àå ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ (7) ñ ëþáûì (íå îáÿçàòåëüíî ðàöèîíàëüíûì)
çíà÷åíèåì c ∈ (0, 1).
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Ïóñòü If(x) =
x�
0

f(t) dt (x ∈ [0, 1]) � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ,

W2m−1(x) =
m−1∏
k=0

rk(x) � ôóíêöèè Óîëøà, m ∈ N,m ≥ 2.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ

ϕm(x) =

{
2
m2+3m−2

2 ImW2m−1(x), x ∈ [0, 1],

0, x /∈ [0, 1].

áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì m-é ñòåïåíè.
Äëÿ óäîáñòâà, ìû âûáðàëè ôóíêöèè ϕm íîðìèðîâàííûìè â C. Â [1]

áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè ϕm(x) ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå C0[0, 1] è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(x)− S2n+j(x)| ≤ ωf(
1

2n+2
) + ω2

f(
1

2n+2
).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 16-01-00152).
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ãäå S2n+j(x) � çíà÷åíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì â òî÷êå x, ωf , ω
2
f � ìîäóëè

íåïðåðûâíîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà.
Îáîçíà÷èì F (x) = ϕm( x

2m ). Îòìåòèì, ÷òî suppF = [0, 2m].
Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F (x) =
1

2m
F (2x− 0) +

2m−1∑
t=1

1

2m−1
F (2x− t) +

1

2m
F (2x− 2m)

Ïðè êàæäîì n ∈ Z îáðàçóåì ïîäïðîñòðàíñòâà

Vn = (2
n
2F (2nx+ k)k∈Z)

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (àêñèîìû)
A1) Vn ∈ Vn+1;
A2)

⋃
n∈Z Vn = L2(R);

A3)
⋂
n∈Z Vn = 0,

òî ñîâîêóïíîñòü (Vn)n∈Z íàçûâàþò îáîáùåííûì êðàòíîìàñøòàáíûì
àíàëèçîì. Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ F ïîðîæäàåò îáîáùåííûé
ÊÌÀ.

Òåîðåìà 2. Ñîâîêóïíîñòü (Vn)n∈Z îáðàçóåò îáîáøåííûé ÊÌÀ.
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Ðàññìîòðèì òðåòüþ ôóíêöèþ Óîëøà. Ïðîèíòåãðèðîâàâ äâàæäû ýòó
ôóíêöèþ, ïîëó÷èì ãëàäêóþ ôóíêöèþ

ψ(x) = (4I)2ω3(x),

1Ðàáîòà ×óìà÷åíêî Ñ. À. ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 16-01-00152à.
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ãäå If(x) =
x�
0

f(t)dt � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîæíî âûïèñàòü ÿâíîå

ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ψ(x):

ψ(x) =


8x2, x ∈

(
0, 1

4

]
,

−1 + 8x− 8x2, x ∈
(

1
4 ,

3
4

]
,

8(1− 2x+ x2), x ∈
(

3
4 , 1
]
,

0, x /∈ (0, 1).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ñïëàéíîì âòîðîé ñòåïåíè.
Ðàíåå ýòà ôóíêöèÿ áûëà ðàññìîòðåíà â [1], [2].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψ(x, y) = ψ

√(x− 1

2

)2

+

(
y − 1

2

)2
 ,

òî åñòü ôóíêöèþ, ïîëó÷åííóþ âðàùåíèåì ôóíêöèè ψ(x) âîêðóã îñè ñèì-
ìåòðèè.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îöåíêå òî÷íîñòè èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè f(x, y)
íàä òðåóãîëüíîé ñåòêîé, ïîðîæäåííîé ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè ñî
ñòîðîíîé d, ïñåâäîìíîãî÷ëåíîì

P (x, y) =
n∑
k=1

f(xk, yk) · ψ
(

2

d
(x− xk),

2

d
(y − yk)

)
,

ãäå (xk, yk) � óçëû òðåóãîëüíîé ñåòêè.
Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè èíòåðïîëÿöèè íà ðåáðå òðåóãîëüíîé ñåòêè âåðíà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îáëà-

ñòè D ⊂ R, (Mk) � ðàâíîìåðíàÿ òðåóãîëüíàÿ ñåòêà â D ñî ñòîðîíîé
d, P (x, y) � èíòåðïîëÿöèîííûé ïñåâäîìíîãî÷ëåí, ïîñòðîåííûé ïî ýòîé
ñåòêå. Òîãäà äëÿ òî÷åê (x, y), ëåæàùèõ íà ðåáðå [Mk1

,Mk2
], ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

|f(x, y)− P (x, y)| ≤ 2ωd(f) + 0.036|f(Mk3
)− f(Mk4

)|d2,

ãäå Mk3
è Mk4

âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé [Mk1
,Mk2

], ωd(f)
� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .
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ÊËÀÑÑÛ ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÃÎ ÂÈÄÀ

Â ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
Ô. À. Øàìîÿí (Áðÿíñê, Ðîññèÿ)

shamoyanfa@yandex.ru, shamoyanfa@yandex.ru

1. Ïóñòü Cn
+ = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : Im zj > 0, j = 1, . . . , n},

N(Cn
+) = {f : f(z) = h1(z)

h2(z) , hj(z) ∈ H∞(Cn
+), j = 1, 2, h2(z) 6= 0, z ∈ Cn

+}
� êëàññ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîãî âèäà âCn

+. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå êëàññ
N(Cn

+) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì P. Íåâàíëèííû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
C+ := C1

+ (cì. [1]), ïðè n ≥ 2 êëàññ Íåâàíëèííû, ò.å êëàññ ôóíêöèé
f , äëÿ êîòîðûõ ln|f | èìååò n � ãàðìîíè÷åñêóþ ìàæîðàíòó è N(Cn

+) ñî-
âåðøåííî ðàçíûå (ñì. [2, 3]).Èçâåñòíî, ÷òî åñëè f ïðèíàäëåæèò êëàññó
Â. È. Ñìèðíîâà N+(Cn

+) (ñì. [2, 4]) è åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íà Rn ïðè-
íàäëåæàò L1(Rn), òî f ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè H1(Cn

+) è òåì ñàìûì

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè ˆf(x) = (2π)−
n
2

�
Rn
f(t) exp−itx dt îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü íà Rn\Rn
+. Ïðîñòîé ïðèìåð ôóíêöèè

fa(z) =
n∏
j=1

e(−iajzj) 1

(i+ zj)2
, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn

+, (1)

a = (a1, . . . , an) ∈ Rn
+, ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî äëÿ

N(Cn
+). Ïðè n = 1 â ðàáîòå [5] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ˆf(x)→ 0, ïðè

x→ −∞, äîñòàòî÷íî ñèëüíî, òî ôóíêöèÿ ˆf(x) ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî
íà R−. Ïðè ýòîì íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ñêîðîñòü
ýòîãî óáûâàíèÿ ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óïîìÿíóòîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííîãî ðåçóëüòàòà ñóùåñòâåííóþ ðîëü ñûãðàëî ôàê-
òîðèçàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè èç êëàññà N(C+) (ñì. [1]).

Ïðè n ≥ 2 õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îòñóòñòâóþò
(ñì. [2, 3]). Çäåñü ìû ïðåäëîæèì äðóãîé ïîäõîä äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òà-
êèõ ðåçóëüòàòîâ ïðè n ≥ 2. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåì, íà íàø âçãëÿä, ðÿä
èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé â òåîðèè êâàçèàíàëèòè÷åñêèõ êëàññîâ ôóíêöèé.

2.Ïóñòü M(r) = M(r1, . . . , rj−1, rn) ∈ Rn
+ ïîëîæèòåëüíàÿ, ìîíî-

òîííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé rj ∈ R+, 1 ≤ j ≤
≤ n, ïðè ôèêñèðîâàííûõ r

′
= (r1, . . . , rj−1, rj+1, rn) ∈ Rn−1

+ , òàêàÿ ÷òî
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lim
|r|→∞

ln(r2
1+···+r2

n)
lnM(r) = 0, |r| =

√
r2

1 + · · ·+ r2
n, ïîëîæèì

M (j)
m = sup

x∈R+

xm

M(r1, . . . , rj−1, x, rj+1, . . . , rn)
, m ∈ Z+, j = 1, . . . , n,

Tj(r) = sup
m≥1

rm

Mm(j)
. (2)

Ïóñòü äàëåå RP (Rn) � êëàññ ôóíêöèé f ∈ L1(Rn), äëÿ êîòîðûõ èíòå-
ãðàë òèïà Êîøè òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ íà ìíîæåñòâå Cn\{Cn

+

⋃
Cn
−}

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ N(Cn
+), ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ f

íà Rn
+ ïðèíàäëåæàò êëàññó RP (Rn),

lim
|y|→∞

ln|f(iy)|
|y|

≤ 0. (3)

Ïóñòü äàëåå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|f̂(−x)| ≤ 1

M(x)
, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

+. (4)

Òîãäà åñëè ∞�

1

Tj(r)

r
3
2

dr = +∞, 1 ≤ j ≤ n, (5)

òî f̂(x) = 0, ïðè âñåõ x ∈ Rn\Rn
+, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò

êëàññó Õàðäè H1(Cn
+).

Îáðàòíî, åñëèM(x1, . . . , xn) = e

(
n∑
j=1

Pj(xj)

)
,
P ′j(t)t

Pj(t)
↑ +∞(t→ +∞),

j = 1, . . . , n è õîòÿ áû îäèí èç èíòåãðàëîâ â (5) ñõîäèòñÿ, òî ìîæíî

ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f ∈ N(Cn
+)
⋂

RP (Rn) òàêóþ, ÷òî f̂ óäîâëåòâîðÿ-

åò îöåíêå (4) â òîæå âðåìÿ f̂ 6= 0, x ∈ Rn, f /∈ H1(Cn
+).

Ïðèìåð ôóíêöèè fa ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè g ∈
∈ C∞(Rn

⋂
N(Cn

+)
⋂
L1(Rn), lim

|x|→+∞
∂kg(x)
∂xk

= 0, ∀ k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+,

òàêèå ÷òî
�
Rn
|g(x+ iy)|dx ≥ c0 exp(a ·y), a = (a1, . . . ,n ), y = (y1, . . . , yn) ∈

∈ Rn, c0 > 0.
Òåì íå ìåíåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü M = {Mk}+∞

k=1 � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

C∞(M) = {g ∈ C∞(Rn) : |∂
|k|g(x1, . . . , xn)

∂xk1
1 . . . xknn

| ≤ A|k|M|k|, (6)
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x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn}, f ∈ N(Cn
+)
⋂

RP (Rn)
⋂
C∞(M). Òîãäà åñëè

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3) è (5), ãäå T � ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ Êàð-
ëåìàíà �Îñòðîâñêîãî ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M , òî f ∈ H1(Cn

+) è�
Rn
|f(x + iy)|dx ≤

�
Rn
|f(x)|dx ïðè âñåõ y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn

+. Îáðàòíî,

åñëè èíòåãðàë (5) ñõîäèòñÿ èëè íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), òî ìîæíî
ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (6), íî f /∈ H1(Cn

+)
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðè n = 1, óòî÷íÿåò êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó

Ð. Ñàëèíàñà (ñì. [6]).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü g ∈ C∞(M),ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ôóíê-

öèÿ f ∈ N(Cn
+)
⋂
RP (Rn) óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3), òàêàÿ ÷òî

lim
|y|→0

f(x + iy) = g(x) ïî÷òè âñþäó íà Rn. Ïóñòü äàëåå T (r) = sup
k≥1

rk
Mk
,

r ∈ R+, åñëè
∞�

1

T (r)

r
3
2

dr = +∞, (7)

è ïðè íåêîòîðîì x0 ∈ Rn,

∂|k|g(x0)

∂xk
= 0, k ∈ Zn+, (8)

òîãäà g(x) = 0, ïðè âñåõ x ∈ Rn.
Îáðàòíî, åñëè èíòåãðàë (7) ñõîäèòñÿ, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíê-

öèþ g ∈ C∞A (M) = C∞(Cn
+

⋃
Cn
−)
⋂
H(Cn

+) òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (8), íî g òîæäåñòâåííî îòëè÷íà îò íóëÿ íà Rn, ãäå H(Cn

+) �
ìíîæåñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â Cn

+.

Çàìå÷àíèå. Ïðèìåð ôóíêöèè f(z1, z2) =
ϕ(z1)

(i+ z1)2(i+ z2)2S(z)
, z =

= (z1, z2) ∈ C2
+, ãäå ϕ ∈ H∞(C+), S � ïðîèçâîëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ôóíê-

öèÿ â C+, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè f êëàññó RP (Rn) â èçâåñòíîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ
ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèé òåîðåì 1�3.
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ÑÌÅØÀÍÍÛÅ ÐßÄÛ ÏÎ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÌ
ÔÓÍÊÖÈßÌ È ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÎÄÓ1

È. È. Øàðàïóäèíîâ (Ìàõà÷êàëà, Ðîññèÿ)
sharapud@mail.ru

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì ðàññìîòðåíèå ñèñòåì ôóíêöèé,
îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, â êîòîðûõ ïðè-
ñóòñòâóþò îäíà èëè íåñêîëüêî òî÷åê ñ äèñêðåòíûìè ìàññàìè. Èíòåðåñ ê
òàêèì ñèñòåìàì â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàñòåò (ñì. [1�11] è öèòè-
ðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Ýòî íîâîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü
ñëîâàìè: ¾Ôóíêöèè, îðòîãîíàëüíûå ïî Ñîáîëåâó¿. Âîçðîñøåå âíèìàíèå
ñïåöèàëèñòîâ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ìîæ-
íî îáúÿñíèòü â òîì ÷èñëå è òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ðÿäû Ôóðüå ïî
ïîëèíîìàì (è ôóíêöèÿì), îðòîãîíàëüíûì ïî Ñîáîëåâó, îêàçàëèñü åñòå-
ñòâåííûì è âåñüìà óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ (ðàçíîñòíûõ) óðàâíåíèé. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈f, g〉 =
r−1∑
ν=0

f (ν)(a)g(ν)(a) +

� b

a

f (r)(t)g(r)(x)ρ(x) dx (1)

îáëàäàåò óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå
ôàêòû, óñòàíîâëåííûå â [2]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕk(x)}
îðòîíîðìèðîâàíà íà (a, b) c âåñîì ρ(x), ò.å.

� b

a

ϕk(x)ϕl(x)ρ(x)dx = δkl, (2)

ãäå δkl � ñèìâîë Êðîíåêåðà. ×åðåç Lpρ(a, b) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé f(x), èçìåðèìûõ íà (a, b), äëÿ êîòîðûõ
� b
a |f(x)|pρ(x)dx < ∞.

Åñëè ρ(x) ≡ 1, òî áóäåì ïèñàòü Lpρ(a, b) = Lp(a, b) è L(a, b) = L1(a, b).
Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ϕk(x) ∈ L2

ρ(a, b) (k = 0, 1, . . .). Ìû äîáàâèì ê ýòî-
ìó óñëîâèþ åùå îäíî, ñ÷èòàÿ, ÷òî ϕk(x) ∈ L(a, b) (k = 0, 1, . . .). Òî-
ãäà, ñëåäóÿ [2], ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå ïîðîæäåííûå ñèñòåìîé
{ϕk(x)} ôóíêöèè

ϕr,r+k(x) =
1

(r − 1)!

� x

a

(x− t)r−1ϕk(t)dt, k = 0, 1, . . . , (3)

ϕr,k(x) =
(x− a)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1. (4)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00486a).
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Èç (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ï.â. x ∈ (a, b)

(ϕr,k(x))(ν) =


ϕr−ν,k−ν(x), åñëè 0 ≤ ν ≤ r − 1, r ≤ k,

ϕk−r(x), åñëè ν = r ≤ k,

ϕr−ν,k−ν(x), åñëè ν ≤ k < r,

0, åñëè k < ν ≤ r − 1.

(5)

×åðåçW r
Lpρ(a,b)

îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ñîñòîÿùåå èç ôóíê-

öèé f(x), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a, b] r − 1 ðàç, ïðè÷åì
f (r−1)(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [a, b] è f (r)(x) ∈ Lpρ(a, b). Ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå W r

L2
ρ(a,b)

îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ðàâåí-

ñòâà (1). Òîãäà, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ôóíêöèé ϕr,k(x) (ñì. (3) è (4))
è ðàâåíñòâîì (5), íåòðóäíî óâèäåòü (ñì. [2]), ÷òî ñèñòåìà {ϕr,k(x)}∞k=0

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå W r
L2
ρ(a,b)

. Ñëåäóÿ [2], ìû áó-

äåì íàçûâàòü ñèñòåìó {ϕr,k(x)}∞k=0 îðòîíîðìèðîâàííîé ïî Ñîáîëåâó îò-
íîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1) è ïîðîæäåííîé îðòîíîðìèðî-
âàííîé ñèñòåìîé {ϕk(x)}∞k=0. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè
f(x) ∈ W r

L2
ρ(a,b)

ïî ñèñòåìå {ϕr,k(x)}∞k=0 èìååò ñìåøàííûé õàðàêòåð, à
èìåííî:

f(x) ∼
r−1∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+
∞∑
k=r

f̂r,kϕr,k(x), (6)

ãäå

f̂r,k =

� b

a

f (r)(t)ϕ
(r)
r,k(t)ρ(t)dt =

� b

a

f (r)(t)ϕk−r(t)ρ(t)dt,

ïîýòîìó ðÿä âèäà (6) áóäåì íàçûâàòü ñìåøàííûì ðÿäîì ïî ñèñòåìå
{ϕk(x)}∞k=0, ñ÷èòàÿ ýòî íàçâàíèå óñëîâíûì è ñîêðàùåííûì îáîçíà÷åíè-
åì ïîëíîãî íàçâàíèÿ: ¾ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå {ϕr,k(x)}∞k=0, îðòîíîð-
ìèðîâàííîé ïî Ñîáîëåâó, ïîðîæäåííîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé
{ϕk(x)}∞k=0¿.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îáùåãî õàðàêòåðà

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñâîéñòâî ñìåøàííîãî ðÿäà (6), êîòîðîå çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åãî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà âèäà

Yr,N(f, x) =
r−1∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

N∑
k=r

f̂r,kϕr,k(x) (7)

ïðè r ≤ N ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ôóíêöèåé f(x) â òî÷êå x = a r-êðàòíî,
ò.å.

(Yr,N(f, x))(ν)
x=a = f (ν)(a) (0 ≤ ν ≤ r − 1).
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèñòåìû
{ϕr,k(x)}∞k=0, ñîñòîÿùåé èç ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè (3) è
(4), óñòàíîâëåííûå â ðàáîòå [2].

Òåîðåìà A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ϕk(x) (k = 0, 1, . . .) îáðà-
çóþò ïîëíóþ â L2

ρ(a, b) îðòîíîðìèðîâàííóþ c âåñîì ρ(x) ñèñòåìó íà
(a, b). Òîãäà ñèñòåìà {ϕr,k(x)}∞k=0, ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé {ϕk(x)}∞k=0

ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ (3) è (4), ïîëíà â W r
L2
ρ(a,b)

è îðòîíîðìèðîâàíà

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1).
Òåîðåìà B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1

ρ(x) ∈ L(a, b), à ôóíêöèè ϕk(x)

(k = 0, 1, . . .) îáðàçóþò ïîëíóþ â L2
ρ(a, b) îðòîíîðìèðîâàííóþ c âå-

ñîì ρ(x) ñèñòåìó íà (a, b), {ϕr,k(x)}∞k=0 � ñèñòåìà, îðòîíîðìèðîâàí-
íàÿ â W r

L2
ρ(a,b)

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (6), ïîðîæäåí-

íàÿ ñèñòåìîé {ϕk(x)}∞k=0 ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ (3) è (4). Òîãäà åñëè
f(x) ∈ W r

L2
ρ(a,b)

, òî ðÿä Ôóðüå (ñìåøàííûé ðÿä) (6) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

f(x) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ [a, b].

Î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ
ðÿäîì Ôóðüå ïî ôóíêöèÿì ϕr,n(x)

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèáëèæåíèè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ ñóììàìè Ôóðüå ïî ñèñòåìå {ϕr,n(x)}∞n=0, îðòîãî-
íàëüíîé ïî Ñîáîëåâó è ïîðîæäåííîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ôóíê-
öèé {ϕn(x)}∞n=0 ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ (3) è (4) ñ a = 0, b = 1. Ïîëó÷åííûå
íèæå (òåîðåìà 1) ðåçóëüòàòû ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âèäà y′(x) = f(x, y), y(0) = y0, ãäå f = (f1, . . . , fm),
y = (y1, . . . , ym). Íî äëÿ ïðîñòîòû âûêëàäîê ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì çàäà÷è Êîøè âèäà

y′(x) = f(x, y), y(0) = y0, (8)

â êîòîðîé ôóíêöèþ f(x, y) áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé â íåêîòîðîé çà-
ìêíóòîé îáëàñòè Ḡ ïåðåìåííûõ (x, y), ñîäåðæàùåé òî÷êó (0, y0). Êðîìå
òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî [0, 1] × R ⊂ Ḡ. Ýòî òðåáîâàíèå íå ñóæàåò
äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ, òàê êàê, íå îãðàíè÷èâàÿ â îáùíîñòè, ìû ìî-
æåì, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ f(x, y) ïî ïåðåìåí-
íîé y íà âñ¼ R, ñîõðàíÿÿ ñâîéñòâî åå ïîä÷èíåííîñòè íèæåñëåäóþùåìó
óñëîâèþ Ëèïøèöà (10). Íàïðèìåð, åñëè îáëàñòü Ḡ òàêîâà, ÷òî ïðÿìàÿ
â R2 âèäà (x, ty) (t ∈ R) äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1] è y ∈ R ïåðåñåêàåò-
ñÿ ñ ãðàíèöåé îáëàñòè Ḡ íå áîëåå, ÷åì â äâóõ (ãðàíè÷íûõ äëÿ Ḡ) òî÷-
êàõ (x, y′) è (x, y′′), òî ôóíêöèþ f(x, y) ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü
íà [0, 1]×R, ñ÷èòàÿ åå ïîñòîÿííîé íà ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê (x, y′)
è (x, y′′) â ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ âäîëü ïðÿìîé (x, ty) (t ∈ R).
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Òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ôóíêöèþ y =
= y(x), îïðåäåëåííóþ íà [0, 1], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êî-
øè (8). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) èíòåãðèðóåìà íà (0, 1),
à ñèñòåìà {ϕn(x)}∞n=0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìûB, à ïîðîæäåííàÿ
ñèñòåìà {ϕ1,n(x)}∞n=0 � óñëîâèÿì (0 ≤ x ≤ 1)

δϕ(x) =
∞∑
k=1

(ϕ1,k(x))2 <∞, κϕ =

(� 1

0

∞∑
k=1

(ϕ1,k(t))
2ρ(t)dt

) 1
2

<∞. (9)

Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî ïåðåìåííîé y ôóíêöèÿ f(x, y) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|f(x, y′)− f(x, y′′)| ≤ λ|y′ − y′′|, 0 ≤ x ≤ 1. (10)

×åðåç m îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî
hλκϕ < 1, ãäå h = 1/m. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, λκϕ < 1, òî m = 1. Ïî-
ëàãàÿ x = t/m, îòîáðàçèì ëèíåéíî îòðåçîê [0,m] íà [0, 1]. Îòíîñèòåëüíî
íîâîé ïåðåìåííîé t ∈ [0,m] óðàâíåíèå (8) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

η′(t) = hf(ht, η(t)), η(0) = y0, 0 ≤ t ≤ m, (11)

ãäå h = 1/m, η(t) = y(ht). Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü îòðåçîê [0,m] â âèäå
îáúåäèíåíèÿ îòðåçêîâ [l, l+1] (l = 0, 1, . . .m−1) è ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ
çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (11) ñíà÷àëà íà [0, 1], à çàòåì, èñïîëüçóÿ
íàéäåííîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå η(1), ðåøàòü å¼ íà [1, 2] è òàê äàëåå. Ìû
îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ýòîé çàäà÷è äëÿ îòðåçêà [0, 1]. Ïîñêîëüêó,
ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè Ḡ, òî èç (11)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ η′(t) íåïðåðûâíà íà [0, 1] è, ñëåäîâàòåëüíî, η ∈
∈ W 1

L2
ρ(0,1), ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû B ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ

η(t) â âèäå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà [0, 1] ðÿäà Ôóðüå ïî ïîðîæäåííîé
ñèñòåìå {ϕ1,n(t)}∞n=0:

η(t) = η(0) +
∞∑
k=1

η̂1,kϕ1,k(t),

ãäå

η̂1,k =

� 1

0

η′(t)ϕk−1(t)ρ(t)dt (k ≥ 1). (12)

Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñêîíñòðóèðîâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ck = mη̂1,k+1
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(k = 0, 1, . . .). Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì (5) è (7), êîòîðûå
âìåñòå ñ (12) äàþò

η′(t) =
∞∑
k=0

η̂1,k+1ϕk(t), (13)

ãäå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà (13) ñõîäèòñÿ ê η′ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2

ρ(0, 1). Ïîëîæèì
q(t) = f(ht, η(t)) = mη′(t) è çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (12) (ñì. òàêæå (13))
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè q = q(t) ïî ñèñòåìå {ϕn(t)}∞n=0 èìåþò
âèä

ck(q) =

� 1

0

q(t)ϕk(t)ρ(t)dt = mη̂1,k+1 (k ≥ 0). (14)

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ðàâåíñòâ ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (12) â ñëåäóþùåì âèäå

η(t) = η(0) + h
∞∑
k=0

ck(q)ϕ1,k+1(t). (15)

Èç (14) è (15), â ñâîþ î÷åðåäü, âûâîäèì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ck(q) =

� 1

0

f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

cj(q)ϕ1,j+1(t)

]
ϕk(t)ρ(t)dt, k = 0, 1, . . . .

(16)
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2, ñîñòîÿùåå èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé C = (c0, c1, . . .), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà íîðìà

‖C‖ =
(∑∞

j=0 c
2
j

) 1
2

. Â ïðîñòðàíñòâå l2 ðàññìîòðèì îïåðàòîð A, ñîïîñòàâ-

ëÿþùèé òî÷êå C ∈ l2 òî÷êó C ′ ∈ l2 ïî ïðàâèëó

c′k =

� 1

0

f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

cjϕ1,j+1(t)

]
ϕk(t)ρ(t)dt, k = 0, 1, . . . .

Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà C(q) = (c0(q), c1(q), . . .) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé îïåðàòîðà A : l2 → l2. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè òî÷êó C(q) ìåòîäîì
ïðîñòûõ èòåðàöèé, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A : l2 → l2 ÿâëÿåò-
ñÿ ñæèìàþùèì â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà l2. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì äâå
òî÷êè P,Q ∈ l2, ãäå P = (p0, . . .), Q = (q0, . . .), è ïîëîæèì P ′ = A(P ),
Q′ = A(Q). Èìååì

p′k − q′k =

� 1

0

FP,Q(t)ϕk(t)ρ(t)dt, k = 0, 1, . . . (17)
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ãäå

FP,Q(t) = f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

pjϕ1,j+1(t)

]
−

−f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

qjϕ1,j+1(t)

]
. (18)

Èç (17), ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Áåññåëÿ, íàõîäèì

∞∑
k=0

(p′k − q′k)2 ≤
� 1

0

(FP,Q(t))2ρ(t)dt. (19)

Èç (18) è (10) èìååì

(FP,Q(t))2 ≤ (hλ)2

( ∞∑
j=0

(pj − qj)ϕ1,j+1(t)

)2

, (20)

îòêóäà, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, âûâîäèì

(FP,Q(t))2 ≤ (hλ)2
∞∑
j=0

(pj − qj)2
∞∑
j=0

(ϕ1,j+1(t))
2.

Ñîïîñòàâëÿÿ (20) ñ (19), íàõîäèì

∞∑
k=1

(p′k − q′k)2 ≤ (hλ)2
∞∑
k=0

(pk − qk)2

� 1

0

∞∑
j=0

(ϕ1,j+1(t))
2ρ(t)dt. (21)

Èç (21) è (9) èìååì( ∞∑
k=0

(p′k − q′k)2

) 1
2

≤ hκϕλ

( ∞∑
k=0

(pk − qk)2

) 1
2

. (22)

Íåðàâåíñòâî (22) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè hκϕλ < 1, òî îïåðàòîð A :
l2 → l2 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì è, êàê ñëåäñòâèå, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
Cν+1 = A(Cν) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå C(q) ïðè ν → ∞. Îäíàêî ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïðèëîæåíèé âàæíî ðàññìîòðåòü êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã îïåðàòîðà
A. Ìû ðàññìîòðèì îïåðàòîð AN : RN → RN , cîïîñòàâëÿþùèé òî÷êå
CN = (c0, . . . , cN−1) ∈ RN òî÷êó C ′N = (c′0, . . . , c

′
N−1) ∈ RN ïî ïðàâèëó

c′k =

1�

0

f

[
ht, η(0) + h

N−1∑
j=0

cjϕ1,j+1(t)

]
ϕk(t)ρ(t)dt, k = 0, 1, . . . , N − 1.

(23)
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Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè PN , QN ∈ RN , ãäå PN = (p0, p1, . . . , pN−1),
QN = (q0, q1, . . . , pN−1) è ïîëîæèì P ′N = AN(PN), Q′N = AN(QN). Äî-
ñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðèâåëè íàñ ê íåðàâåíñòâó (22),
ìû ïîëó÷èì (

N−1∑
k=0

(p′k − q′k)2

) 1
2

≤ hκϕλ

(
N−1∑
k=0

(pk − qk)2

) 1
2

. (24)

Íåðàâåíñòâî (24) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè hκϕλ < 1, òî îïåðàòîð AN :
RN → RN ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì è, êàê ñëåäñòâèå, èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ Cν+1

N = AN(Cν
N) ïðè ν → ∞ ñõîäèòñÿ ê åãî íåïîäâèæíîé òî÷-

êå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C̄N(q) = (c̄0(q), . . . , c̄N−1(q)). Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì òî÷êó CN(q) = (c0(q), . . . , cN−1(q)), ñîñòàâëåí-
íóþ èç èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè q ïî ñèñòåìå ϕ. Íàì
îñòàåòñÿ îöåíèòü ïîãðåøíîñòü, ïðîèñòåêàþùóþ â ðåçóëüòàòå çàìåíû òî÷-
êè CN(q) òî÷êîé C̄N(q). Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåëè÷èíó

‖CN(q)− C̄N(q)‖N =
(∑N−1

j=0 (cj(q)− c̄j(q))2
) 1

2

. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì

òî÷êó C ′N(q) = AN(CN(q)) = (c′0(q), . . . , c
′
N−1(q)) è çàïèøåì

‖CN(q)− C̄N(q)‖N ≤ ‖CN(q)− C ′N(q)‖N + ‖C ′N(q)− C̄N(q)‖N .

Äàëåå, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (24), èìååì

‖C ′N(q)− C̄N(q)‖N = ‖AN(CN(q))− AN(C̄N(q))‖ ≤

≤ hκϕλ‖CN(q)− C̄N(q)‖N . (26)

Èç (25) è (26) âûâîäèì

‖CN(q)− C̄N(q)‖N ≤
1

1− hκϕλ
‖CN(q)− C ′N(q)‖N . (27)

×òîáû îöåíèòü íîðìó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (27), çàìåòèì, ÷òî â
ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ

‖CN(q)− C ′N(q)‖2
N ≤

� 1

0

(FC(q),CN (q)(t))
2ρ(t)dt, (28)

ãäå

FC(q),CN (q)(t) = f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

cj(q)ϕ1,j+1(t)

]
−

−f

[
ht, η(0) + h

N−1∑
j=0

cj(q)ϕ1,j+1(t)

]
. (29)
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Èç (29) è (10) ñëåäóåò, ÷òî

(FC(q),CN (q)(t))
2 ≤ λ2

 ∞∑
j=N

hcj(q)ϕ1,j+1(t)

2

,

îòñþäà ñ ó÷åòîì (13) èìååì

(FC(q),CN (q)(t))
2 ≤ λ2

 ∞∑
j=N

η̂1,j+1ϕ1,j(t)

2

. (30)

Ñîïîñòàâëÿÿ (30) ñ (28), ïîëó÷àåì

‖CN(q)− C ′N(q)‖2
N ≤ λ2

� 1

0

 ∞∑
j=N

η̂1,j+1ϕ1,j+1(t)

2

ρ(t)dt, (31)

ãäå ñîãëàñíî (12)

η̂1,j+1 =

� 1

0

η′(t)ϕj(t)ρ(t)dt (j = 0, 1, . . .)

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè η′(t) = hf(ht, η(t)).
Ïîäâîäÿ èòîãè, èç (27) è (31) ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îáëàñòü Ḡ òàêîâà, ÷òî [0, 1] × R ⊂ Ḡ, ôóíê-
öèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè Ḡ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà (10), à h è λ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó hλκϕ < 1, ãäå âåëè÷è-
íà κϕ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (9). Äàëåå, ïóñòü l2 ãèëüáåðòîâî ïðîñò-
ðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé C = (c0, . . .), äëÿ êîòî-

ðûõ ââåäåíà íîðìà ‖C‖ =

(
∞∑
j=0

c2
j

) 1
2

, îïåðàòîð A : l2 → l2 ñîïîñòàâ-

ëÿò òî÷êå C ∈ l2 òî÷êó C ′ ∈ l2 ïî ïðàâèëó (15). Êðîìå òîãî, ïóñòü
AN : RN → RN � êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã îïåðàòîðà A, cîïîñòàâëÿþùèé
òî÷êå CN = (c0, . . . , cN) ∈ RN òî÷êó C ′N = (c′0, . . . , c

′
N) ∈ RN ïî ïðàâè-

ëó (23). Òîãäà îïåðàòîðû A : l2 → l2 è AN : RN → RN ÿâëÿþòñÿ ñæèìà-
þùèìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò èõ íåïîäâèæíûå òî÷êè C(q) =
= (c0(q), c1(q), . . .) = A(C(q)) ∈ l2 è C̄N(q) = (c̄0(q), c̄0(q), . . . , c̄N(q)) =
= AN(C̄N(q)) ∈ RN , äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖CN(q)− C̄N(q)‖N ≤
λσϕN(η)

1− hκϕλ
,
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ãäå

σϕN(η) =

� 1

0

 ∞∑
j=N+1

η̂1,jϕ1,j(t)

2

ρ(t)dt


1
2

,

a CN(q) = (c0(q), . . . , cN−1(q)) � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâ-
ëåííàÿ èç ïåðâûõ N êîìïîíåíò òî÷êè C(q), ïðè ýòîì â ñèëó (13) ñïðà-
âåäëèâî òàêæå ðàâåíñòâî hCN(q) = (η̂1,1, η̂1,2, . . . , η̂1,N).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Øàðàïóäèíîâ È. È. Ñèñòåìû ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûå ïî Ñîáîëåâó, ïîðîæ-

äåííûå îðòîãîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è
èõ ïðèëîæåíèÿ : ìàòåðèàëû 18-é ìåæäóíàð. Ñàðàò. çèìíåé øê. Ñàðàòîâ : ÎÎÎ ¾Íà-
ó÷íàÿ êíèãà¿, 2016. Ñ. 329�332.

2. Øàðàïóäèíîâ È. È. Îðòîãîíàëüíûå ïî Ñîáîëåâó ñèñòåìû, ïîðîæäåííûå îðòî-
ãîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì 82. Ò. 82. (Ïðèíÿòà ê ïå÷àòè)

3. A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Norsett and J. M. Sanz-Serna On polynomials
orthogonal with respect to certain Sobolev inner products // J. Approx. Theory. 1991.
Vol. 65. P. 151�175.

4. F. Marcellan, M. Alfaro and M. L. Rezola Orthogonal polynomials on Sobolev
spaces: old and new directions // J. Comput. and Appl. Math. North-Holland. 1993.
Vol. 48. P. 113�131.

5. H. G. Meijer Laguerre polynomials generalized to a certain discrete Sobolev inner
product space // J. Approx. Theory. 1993. Vol. 73. P. 1�16.

6. K. H. Kwon and L. L. Littlejohn The orthogonality of the Laguerre polynomials
{L(−k)

n (x)} for positive integers k // Ann. Numer. Anal. 1995. � 2 P. 289�303.
7. Lopez G. Marcellan F. Vanassche W. Relative Asymptotics for Polynomials

Orthogonal with Respect to a Discrete Sobolev Inner-Product // Constr. Approx. 1995.
Vol. 11, � 1. P. 107�137.

8. K. H. Kwon and L. L. Littlejohn Sobolev orthogonal polynomials and second-order
di�erential equations // Rocky Mountain J. Math. 1998. Vol. 28. P. 547�594.

9. F. Marcellan and Yuan Xu On Sobolev orthogonal polynomials // Expositiones
Mathematicae. 2015. Vol. 33, � 3. P. 308�352.

10.Øàðàïóäèíîâ È. È. Ñìåøàííûå ðÿäû ïî óëüòðàñôåðè÷åñêèì ïîëèíîìàì è èõ
àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà // Ìàòåì. ñá. 2003. Ò. 194, âûï. 3. Ñ. 115�148.

11. Øàðàïóäèíîâ È. È. Ñìåøàííûå ðÿäû ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì. Ìàõà÷-
êàëà : Èçäàòåëüñòâî Äàãåñòàíñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà. 2004. 176 ñ.

12. Êàøèí Á. Ñ., Ñààêÿí À. À. Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû. Ì. : ÀÔÖ. 1999.
13. Øàðàïóäèíîâ È. È., Ìóðàòîâà Ã. Í. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà r-êðàòíî èíòåãðè-

ðîâàííûõ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Õààðà // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà.
Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2009. Ò. 9, âûï. 1. Ñ. 68�76.

14. G. Faber Ober die Orthogonalfunktionen des Herrn Haar // Jahresber. Deutsch.
Math. Verein. 1910. Vol. 19. P. 104�112.

356



ÓÄÊ 517.538

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÐßÄÎÂ ÔÓÐÜÅ ÏÎ ÏÎËÈÍÎÌÀÌ
ßÊÎÁÈ Â ÂÅÑÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ËÅÁÅÃÀ

Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÌ
È. È. Øàðàïóäèíîâ,Ò. Í. Øàõ-Ýìèðîâ (Ìàõà÷êàëà, Ðîññèÿ)
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Ïóñòü E ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà ìåðà Ëåáå-
ãà m, p = p(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ m � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, çàäàí-

íàÿ íà E. ×åðåç L
p(x)
m (E) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî m-èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé f = f(x), çàäàííûõ íà E, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷åí èíòåãðàë Ëåáåãà�
E |f(x)|p(x)m(dx). Åñëè p = p(x) ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíà íà E, òî, êàê

ïîêàçàíî â [1], L
p(x)
m (E) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì, â êîòîðîì ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè 1 ≤ p(x) ≤ p <∞ ìîæíî
ââåñòè íîðìó

‖f‖p(·)(E) = inf{α > 0 :

�
E

∣∣∣∣f(x)

α

∣∣∣∣p(x)

m(dx) ≤ 1},

êîòîðàÿ ïðåâðàùàåò L
p(x)
m (E) â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Åñëè E ∈ Rn,

m(dx) = w(x)dx, ìû áóäåì ïèñàòü L
p(x)
w (E) âìåñòî L

p(x)
m (E) è íàçû-

âàòü L
p(x)
w (E) âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì

p(x) è âåñîì w = w(x).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î áàçèñíîñòè ñèñòåìû ïîëè-

íîìîâ ßêîáè P α,β
n (x) â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà L

p(x)
µ ([−1, 1]) ñ ïåðå-

ìåííûì ïîêàçàòåëåì p(x) è âåñîì µ = µ(x) = (1− x)α(1 + x)β. Â ñëó÷àå
α, β > −1/2 ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïåðåìåííûé ïîêàçàòåëü p = p(x) ïîä÷è-
íåí íà [−1, 1] íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì, òî îðòîíîðìèðîâàííàÿ

ñèñòåìà ïîëèíîìîâ ßêîáè pα,βn (x) = (hα,βn )−
1
2P α,β

n (x) (n=0,1,. . . ) ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì â L
p(x)
µ ([−1, 1]), åñëè 4 α+1

2α+3 < p(1) < 4 α+1
2α+1 , 4 β+1

2β+3 < p(−1) <

< 4 β+1
2β+1 .
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ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
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È ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÌÈ
ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ ×ÅÁÛØÅÂÀ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ

ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ
Ò. È. Øàðàïóäèíîâ (Ìàõà÷êàëà, Ðîññèÿ)

sharapudinov@gmail.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

r∑
l=0

al(j)∆
ly(j) = f(j), j ∈ ΩN = {0, 1, . . . , N − 1}, (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ∆ly(0) = yl, l = 0, 1, . . . , r− 1, ãäå ôóíêöèè al,
l = 0, 1, . . . , r − 1, çàäàíû íà ìíîæåñòâå ΩN , à ∆ly � îïåðàòîð êîíå÷íîé
ðàçíîñòè ïîðÿäêà l.

Òàêàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íå òîëüêî ñàìà ïî ñåáå, íî è â
ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ê íåé ìîæåò áûòü ñâåäåíà ïðîáëåìà î ïðèáëèæåííîì
ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ âèäà

r∑
l=0

al(t)y
(l)(t) = f(t) (2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(l)(0) = yl, l = 0, 1, . . . , r − 1.
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì ðåêóð-

ðåíòíîì âèäå

ar(j)y(j + r) =
r−1∑
l=0

bl(j)y(j + l) + f(j), j ∈ ΩN , (3)

â êîòîðîì bl(j), l = 0, 1, . . . , r − 1, � çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå
íà ñåòêå ΩN . Åñëè ôóíêöèÿ |ar(j)| ≥ c > 0, j ∈ ΩN , òî òî÷íîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (3). Åñëè
æå äëÿ íåêîòîðûõ j ∈ ΩN áóäåò ar(j) = 0, òî îäíîçíà÷íî íàéòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y(j+r) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3) íåâîçìîæíî. Êðîìå
òîãî, îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè çíà÷åíèÿ f(j) ôóíêöèè f , ôèãóðèðóþùåé
â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1), ñîäåðæàò ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé, à èõ
÷èñëî N âåëèêî, òî èñïîëüçîâàíèå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (3) äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è y = y(j) ìîæåò äàòü íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå
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ðåçóëüòàòû äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà |ar(j)| ≥ c > 0, j ∈ ΩN . Òàêèì
îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à î ïîèñêå àëüòåðíàòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1).

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), îñ-
íîâàííûé íà ðàçëîæåíèè èñêîìîãî ðåøåíèÿ y(j) íà ñåòêå ΩN+r =
{0, 1, . . . , N − 1 + r} â êîíå÷íûé ðÿä Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì τα,βr,n (x,N),
(n = 0, 1, . . . , N − 1 + r), îðòîãîíàëüíûì ïî Ñîáîëåâó â ñìûñëå ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

〈τα,βr,n , τ
α,β
r,m 〉 =

r−1∑
k=0

∆kτα,βr,n (0)∆kτα,βr,m (0) +
N−1∑
j=0

∆rτα,βr,n (j)∆rτα,βr,m (j)µ(j),

ãäå α, β > −1, µ(x) � äèñêðåòíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ðàâåí-
ñòâîì

µ(x) = µ(x;α, β,N) =
Γ(N)2α+β+1

Γ(N + α + β + 1)

Γ(x+ β + 1)Γ(N − x+ α)

Γ(x+ 1)Γ(N − x)
.

Ïîëèíîìû τα,βr,n (x,N) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìû ×å-
áûøåâà äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

τα,βr,k (x,N) =
x[k]

k!
(k = 0, 1, . . . , r − 1),

τα,βr,k+r(x,N) =
1

(r − 1)!

x−r∑
t=0

(x− 1− t)[r−1]τα,βk (t, N).

ÓÄÊ 517.518.23

ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÎÐÛ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
ÁÅÑÑÅËÅÂÛÕ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÂ

È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ
Ñ ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

À. À. Øêàëèêîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
shkalikov@mi.ras.ru

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû îá îïèñàíèè
ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ äåéñòâóþùèõ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà
áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hs

p(Rn) â äðóãîå ïðîñòðàíñòâî H−tq (Rn). Îñ-
íîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî ñëó÷àþ, êîãäà èíäåêñû ãëàäêîñòè ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ ðàçíîãî çíàêà, ò.å. s, t > 0. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñò-
âî ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñîñòîèò èç ðàñïðåäåëåíèé u, òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ
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ϕ ∈ Hs
p(Rn) ïðîèçâåäåíèå ϕ · u êîððåêòíî îïðåäåëåíî è ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó H−tq (Rn). Â ñëó÷àå, êîãäà p 6 q è âûïîëíåíî îäíî èç óñëî-
âèé

s > t > 0, s > n/p, èëè t > s > 0, t > n/q′,

ãäå 1/q + 1/q′ = 1, ðàññìàòðèâàåìûå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ
óäàåòñÿ îïèñàòü ÿâíî, à èìåííî

M [Hs
p(Rn)→ H−tq (Rn)] = H−tq, unif(R

n) ∩H−sp′, unif(R
n),

ãäå Hγ
r, unif(Rn) � ïðîñòðàíñòâà ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ áåññåëåâûõ

ïîòåíöèàëîâ.
Äëÿ âàæíîãî ñëó÷àÿ s = t < n/max(p, q′) äîêàçàíû äâóñòîðîííèå

âëîæåíèÿ

H−sr1, unif
(Rn) ⊂M [Hs

p(Rn)→ H−sq′ (Rn)] ⊂ H−sr2, unif
(Rn),

ãäå ÷èñëà r1 > r2 > 1 óêàçûâàþòñÿ ÿâíî.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè (îáûêíî-
âåííûõ è ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè), î ÷åì áóäåò ðàññêàçàíî â äîêëàäå.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Ì. È. Íåéìàí-çàäå è
À. À. Áåëÿåâûì.

ÓÄÊ 517.9

Î ÐÅØÅÍÈßÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÏÎÄÃÐÓÏÏÀÕ1

Þ. Í. Øòåéíèêîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)
yuriisht@gmail.com

Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîäãðóïïà ïðîñòîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ
èç p ýëåìåíòîâ. Îïðåäåëèì âåëè÷èíû Tk(G):

Tk(G) = |{(x1, ..., xk, y1, ..., yk) ∈ G2k : x1 + ...+ xk = y1 + ...+ yk}|.

Â ñâîåì äîêëàäå ÿ ðàññêàæó î íîâîé îöåíêå äëÿ Tk(G) è ñâÿçàííûõ ñ
íåé çàäà÷àõ.

Òåîðåìà. Ïðè |G| < p1/2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

T3(G) = O(|G|4 log |G|.)
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1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-50-00005).
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ÓÄÊ 519.652

Ê ÇÀÄÀ×Å ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÉ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÈ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÛÌÈ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ

ÝÐÌÈÒÀ ÎÒ N ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ
Â. Â. Øóñòîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)

vshustov@gosniias.ru

Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ÷àñòî âîç-
íèêàåò â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè ïðè îáðàáîòêå öèôðîâûõ
èçîáðàæåíèé èëè ñîçäàíèè ìîäåëåé ïîëåé ñêîðîñòåé â ïîòîêå æèäêîñòè
èëè ãàçà, à òàêæå â ýëåêòðîííîé êàðòîãðàôèè ñ èñïîëüçîâàíèåì öèôðî-
âîé ìîäåëè ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïåðåìåííîé ðàçðàáîòàíû ìíîæåñòâî ìåòîäîâ
èíòåðïîëÿöèè, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà,
ñïëàéí-ôóíêöèé, êðèâûõ Áåçüå, B-ñïëàéíîâ è äð. Çàäà÷à ìíîãîìåðíîé,
â ÷àñòíîñòè, äâóìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ðàññìàòðèâàëèñü â ðÿäå ðàáîò,
òàì æå îòìå÷åíû òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è [1,
ñ. 181; 2, ñ. 47]. Ìåòîä, ñâîäÿùèé ìíîãîìåðíóþ èíòåðïîëÿöèþ ê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè îäíîìåðíûõ, âîçìîæåí, íî òðóäîåìêîñòü åãî ðåàëèçàöèè
ðåçêî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïåðåìåííûõ n = 2, 3, 4 è ò.ä.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ìíîãîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ñåòî÷íîé ôóíê-
öèè, çàäàííîé íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå óçëîâ, îòíîñèòñÿ ê ëîêàëüíûì ìåòî-
äàì: çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå, ïîïàäàþùåé â ÿ÷åéêó ñåòêè, îïðåäåëÿåò-
ñÿ çíà÷åíèÿìè ñåòî÷íîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ òîëüêî â âåðøèíàõ
ýòîé ÿ÷åéêè. Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äâóõòî÷å÷íûõ èíòåðïî-
ëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà, ðàññìîòðåííûõ â [3], ïðèìåíèòåëüíî ê
ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷å ìíîãîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè òðåáóåòñÿ îáîáùåíèå
ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõòî÷å÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà ñî ñëó÷àÿ îäíîé ïå-
ðåìåííîé äî îáùåãî ñëó÷àÿ n ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà. Ïóñòü â n-ìåðíîé îáëàñòè Dn ⊂ En çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ
ñåòêà óçëîâ C

C =
{
x1
i1

}1

i1=0
× ...× {xnin}

1
in=0 ,

ÿâëÿþùàÿñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì îäíîìåðíûõ ñåòîê âèäà Cs =
[xs0, x

s
1], s = 1, 2...n. Èíäåêñ ââåðõó s îçíà÷àåò íîìåð êîîðäèíàòû, èíäåêñ
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âíèçó i îçíà÷àåò íîìåð óçëà. Ïóñòü â óçëàõ ñåòêè çàäàíû çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè è âñåõ åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî

∇(j)fi1,...,in =

(
∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

)(j)

fi1,...,in, j = 0, 1...m.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí H(x) îò n ïåðåìåííûõ, x = (x1, ...xn),
îïðåäåëåííûé â îáëàñòè Dn, ñòåïåíè íå âûøå 2m+1 ïî êàæäîé ïåðåìåí-
íîé, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì, íàëîæåííûì íà çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà
è åãî ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ ñåòêè

∇(j)H(x1
i1, ...x

n
in) = ∇(j)fi1,...in, is = {0, 1}, s = 1, 2...n

è êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

H(x) =
1∑

i1=0

...
1∑

in=0

m∑
j=0

ϕmj (ξ1
i1)...ϕ

m
j (ξnin)

j!
(∆x ∗ ∇)(j)fi1,...,in,

ãäå ôóíêöèè âëèÿíèÿ ϕmj (ξsis) îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì

ϕmj (ξsis) = (ξs1−is)
m+1

m−j∑
k=0

ckm+kξ
k
is,

âûðàæåíèå (∆x∗∇)(j)fi1,...,in åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà Òåé-
ëîðà äëÿ ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ [4, ñ. 10], êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

(∆x ∗ ∇)(j)fi1,,...,in =

(
(x1 − x1

i1)
∂

∂x1
+ ...+ (xn − xnin)

∂

∂xn

)(j)

fi1,...,in,

îòíîñèòåëüíûå ïåðåìåííûå ξs0 è ξ
s
1ñâÿçàíû ñ èñõîäíûìè ïåðåìåííûìè xs,

ñîîòíîøåíèÿìè

ξs0 =
xs − xs0
xs1 − xs0

, ξs1 = 1− ξs0, s = 1, 2..., n.

Ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíîãî äâóõòî-
÷å÷íîãî ìíîãî÷ëåíà.

1. Ïóñòü m = 0. Äâóõòî÷å÷íûé ìíîãî÷ëåí H(x) èìååò âèä:

H(x) =
1∑

i1=0

...

1∑
in=0

ξ1
1−i1...ξ

n
1−infi1,...,in,
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ n-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè.

2. Ïóñòü m = 1. Äâóõòî÷å÷íûé ìíîãî÷ëåí H(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå:

H(x) =
1∑

i1=0

...
1∑

in=0

(ξ1
1−i1)

2...(ξn1−in)
2[(1 + 2ξ1

i1)...(1 + 2ξnin)fi1,...,in+

+(∆x ∗ ∇)fi1,...,in],

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ n-ãëàäêîé èíòåðïîëÿöèè.

Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü, â êîòîðîé çàäàíà ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, ñîñòîèò
èç ìíîæåñòâà ÿ÷ååê, íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íîìåð i0

ÿ÷åéêè, â êîòîðóþ ïîïàäàåò òî÷êà x â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè

xsis0 ≤ xs < xsis0+1, s = 1, 2, ...n,

à çàòåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè H(x) ïî çàäàí-
íûì çíà÷åíèÿì ñåòî÷íîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ â âåðøèíàõ ýòîé
ÿ÷åéêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûå íà ñåòêå 3 × 3 ñ èñïîëüçîâàíèåì
êóñî÷íî-ëèíåéíîé (m = 0) è ãëàäêîé (m = 1) äâóìåðíîé èíòåðïîëÿöèè
(n = 2), ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 1
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Ðèñ. 2

Èç ðèñ. 1, 2 âèäíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë ãëàäêîé èíòåðïî-
ëÿöèè íàêëîí ïîâåðõíîñòè ìåíÿåòñÿ ïëàâíî, ÷òî âàæíî âî ìíîãèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ.

Ìíîãîìåðíûå äâóõòî÷å÷íûå ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà íàðÿäó ñ çàäà÷àìè
èíòåðïîëÿöèè ñåòî÷íûõ ôóíêöèé ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àïïðîêñè-
ìàöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, îáëàäàäàþùèõ òðåáóåìûì óðîâíåì
ãëàäêîñòè, îïðåäåëÿåìîé íåïðåðûâíîñòüþ ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïîðÿäêà.
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ÏÎ ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÌ ÑÈÑÒÅÌÀÌ ÕÀÀÐÀ È ÓÎËØÀ

Â. È. Ùåðáàêîâ (Æóêîâñêèé, Ðîññèÿ)
kafmathan@mail.ru

Ïóñòü p0 = 1, {pn}∞n=1 � öåëî÷èñëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ pn ≥ 2;

mn =
n∏
k=0

pk, n = 0, 1, 2, . . . . Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå

n =
s∑

k=0

akmk = asms + n′, (1)
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ãäå ak, s è n
′ � öåëûå ñ 0 ≤ ak < pk+1, 1 ≤ as < ps+1, 0 ≤ n′ < ms.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó öåëî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé G =
= {{xn}∞n=1|xn = 0, 1, . . . pn − 1} ñ îïåðàöèåé +. è îáðàòíîé îïåðàöèåé
−. . Îêðåñòíîñòÿìè íóëÿ â G ÿâëÿåòñÿ âëîæåííàÿ ñèñòåìà ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . .

c Gn = {{xk}∞k=1 ∈ G|x1 = x2 = . . . = xn = 0};
ôàêòîð-ãðóïïà Gn−1 \ Gn èìååò ïîðÿäîê pn (n = 1, 2, . . .). Ïóñòü en =
= {0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1 ðàç

, 1, 0, 0, . . .} � áàçèñíûå ýëåìåíòû â Gn \ Gn−1 ∈ G. Òîãäà

èìååò ìåñòî ôîðìóëà

{xn}∞n=1 = x1e1
+. x2e2

+. . . . +. xnen +. . . . ( äëÿ x ∈ G è öåëîãî n ≥ 0 :

nx = x +. . . . +. x︸ ︷︷ ︸
n ðàç

è 0x = 0). (2)

Ðàññìîòðèè ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå (åãî èíîãäà íàçûâàþò îòîáðàæå-
íèåì Ìîííà [1, 2]:

G 3 x = {xn}∞n=1 7→ 〈x〉 =
∞∑
n=1

xn
mn
∈ [0, 1]. (3)

{pn} � èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà îòðåçêà [0, 1], à òàêæå íîëü è åäèíè-
öà èìåþò åäèíñòâåííûå ïðîîáðàçû â G ïî îòîáðàæåíèþ (3); ÷èñëà
l
mn

(l = 1, 2, . . . , pn−1; n = 1, 2, . . .) â G èìåþò äâà ïðîîáðàçà, îäèí èç êî-

òîðûõ êîíå÷åí (òî åñòü ñ íóëÿìè â êîíöå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ( l
mn

)k = 0

äëÿ k > n; åãî ìû îáîçíà÷èì çà l
mn
, a äðóãîé � áåñêîíå÷åí, êîòîðûé

áóäåì îáîçíà÷àòü êàê l
mn
− (( l

mn
−)k = pk − 1 ïðè k > n). Ñ ó÷¼òîì

âûøåïðèâåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ãðóïïà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé G ïåðåøëà
â ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1], ãäå {pn} � ðàöèîíàëüíûå òî÷êè
¾ðàçäâîèëèñü¿.

Îáîçíà÷èì çà Gl,n = len +. Gn (íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1]
ñìåæíûé êëàññ Gl,n ñîîòâåòñòâóåò îòðåçêó [ l

mn
; l+1
mn
−], l = 0, 1, . . . pn − 1,

n = 1, 2, . . ..
Ïîëîæèâ µ(x +. Gn) = 1

mn
, ïî ñõåìå Ëåáåãà îïðåäåëÿåì ìåðó (íà áî-

ðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ îíà ñîâïàäàåò ñ ìåðîé Õààðà) è àáñîëþòíî ñõî-
äÿùèéñÿ èíòåãðàë íà G. Çà L(G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èí-
òåãðàë îò êîòîðûõ ïî ãðóïïå G àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Àíàëîãè÷íî äåé-
ñòâèòåëüíîé ïðÿìîé îïðåäåëÿåì îðòîãîíàëüíûå è îðòîíîðìèðîâàííûå
ñèñòåìû ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû
ôóíêöèé:
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1) Ψ = {ψn(x)}∞n=0 : ψ0(x) ≡ 1, ψmk
(x) = exp 2iπxk+1

pk+1
è ψn(x) =

=
s∏

k=0

(ψmk
(x))ak , à òàêæå

2) Γ = {γn(x)}∞n=0 : γ0(x) ≡ 1;

γmk
(x) =

{ √
mk exp(2iπxk+1

pk+1
), åñëè x ∈ Gk,

0 äëÿ x ∈ G \Gk

(k = 0, 1, 2, . . .) è

γn(x) = γasms+n′(x) =
(
γms

(
x −.

(
n′

ms

)))as
, ãäå ÷èñëà s, as è n′− îïðå-

äåëåíû ðàâåíñòâîì (1), è x = {xn}∞n=1 ∈ G.
Äëÿ pn ≡ 2 ñèñòåìà Ψ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Óîëøà [3] â íóìåðàöèè Ïý-

ëè [4], äëÿ pn ≡ p � ñèñòåìîé Êðåñòåíñîíà [5] (ëèáî Êðåñòåíñîíà �Ëåâè);
â îáùåì ñëó÷àå � ñèñòåìîé Ïðàéñà [6] ëèáî (äëÿ ïðîñòûõ pn) � ñèñòåìîé
Âèëåíêèíà íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1] (Í. ß. Âèëåíêèí [7] ñè-
ñòåìó Ψ ðàññìàòðèâàë êàê ñèñòåìó õàðàêòåðîâ íóëüìåðíîé êîìïàêòíîé
àáåëåâîé ãðóïïû).

Ïðè pn ≡ 2 ñèñòåìà Γ (íà îòðåçêå [0, 1]) ïåðåõîäèò â ñèñòåìó Õààðà [8];
äëÿ sup

n
pn < ∞ îíà ðàññìàòðèâàëàñü (íà îòðåçêå [0, 1]) Í. ß. Âèëåíêè-

íûì [9], Á. È. Ãîëóáîâûì è À. È. Ðóáèíøòåéíîì [10]; äëÿ ëþáûõ pn (òàê-
æå íà îòðåçêå [0, 1]) � Á. È. Ãîëóáoâûì [11]; íà íóëüìåðíûõ êîìïàêòíûõ
àáåëåâûõ ãðóïïàõ îíà èññëåäîâàëàñü Ñ. Ô. Ëóêîìñêèì [12].

Ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ (â [13] îíà îáîçíà÷åíà êàê q(x))

S(x) =
mn

sin πxn+1

pn+1

äëÿ x = {xk}∞k=1 ∈ Gn \Gn+1, n = 0, 1, 2, . . . ,

ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé ÿäåð Äèðèõëå êàê äëÿ ñèñòåì Ψ (ñì. [13]), òàê è
äëÿ Γ (cì. [14]).

Â [13] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà S. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå�

G\Gn

|f(x +. t)− f(x)|S(t) dt <∞, (4)

òî ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Ψ îò ôóíêöèè f(t) ∈ L(G) ñõîäèòñÿ ê íåé â
òî÷êå x ∈ G.

Äëÿ ñèñòåì Γ óñëîâèå (4) ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå (ñì., íàïð.
[14])

lim
n→∞

�

Gn\Gn+1

|f(x +. t)− f(x)|S(t) dt = 0 (5)

(îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ sup
n
pn < ∞ Γ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ñõîäèìîñòè).
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Íà îäíîì èç ñåìèíàðîâ ïî òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ðÿäîâ Ï. Ë. Óëüÿíîâûì áûë çàäàí âîïðîñ: ñêîëü ìèíèìàëüíà
ôóíêöèÿ S(t). Òî åñòü åñëè q(t) ≥ 0 òàêîâà, ÷òî

lim
t→0

q(t)

S(t)
= 0, (6)

òî ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f(t) ∈ L(G) òàêàÿ, ÷òî
�

G\Gn

|f(x +. t)− f(x)|q(t) dt <∞, (7)

îäíàêî å¼ ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Ψ ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ G. Îòâåò äà¼ò
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè q(t) ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ (6), íàéä¼òñÿ f(t) ∈ L(G) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî (7), îäíàêî å¼
ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Γ, à òàêæå ïî ñèñòåìå Ψ, ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå
x ∈ G.

Îäíàêî ÿ íåñêîëüêî èçìåíèë óñëîâèå (6) (äëÿ ñèñòåì Ψ), òî åñòü ïî-
êàçàë, ÷òî âåðíà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q(t) ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ Gl,n (l =
= 1, 2, . . . , pn − 1; n = 1, 2, . . .) è

lim inf
t→0

q(t)

S(t)
= 0. (8)

Òîãäà íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f(t) ∈ L(G òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî (7), îäíàêî
å¼ ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Ψ ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ G.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
1) óñëîâèå

�
G\Gn

|f(x +. t) − f(x)|〈1t 〉 dt < ∞ (êëàññè÷åñêèé ïðèçíàê

Äèíè) íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå îò ôóíêöèè
f(t) ∈ L(G) ïî ñèñòåìå Ψ;

2) íà ãðóïïàõ Í. ß. Âèëåíêèíà (íóëüìåðíûõ êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ
ãðóïïàõ) ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìàì Í. ß. Âèëåíêèíà (S-ïðèç-
íàê Äèíè (4)) çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ {en}∞n=1(en ∈ Gn \
Gn+1).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû Γ òåîðåìà 2 óæå íå èìååò ìåñòà (òî åñòü
(äàæå ïðè sup

n
pn =∞) ìîãóò áûòü ôóíêöèè q(t), óäîâëåòâîðÿþùèå (8),

îäíàêî èç óñëîâèÿ (7) áóäåò ñëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f(t) ∈ L(G) â òî÷êå x ∈ G. Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåíèå Ï. Ë. Óëüÿíîâà (6)
(òåîðåìà 1) îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ñèñòåì Γ.
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îáðàòíîé çàäà÷è äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè è ïîëó÷åíà êîíñòðóê-
òèâíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ðàçâèòèå
èäåé ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [1]. Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû äëÿ êëàññè÷åñêèõ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà èíòåðâàëå ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèÿõ [1�
5]. Îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ
íà ãðàôàõ èçó÷àëèñü â [6�8] è äðóãèõ ðàáîòàõ.

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ñâÿçíûé ãðàô G â R` ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð
E = {e1, . . . , es}, ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, . . . , vm} è ñ îòîáðàæåíèåì
σ, êîòîðîå êàæäîìó ðåáðó ej ∈ E ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó (âîçìîæíî ðàâíûõ) âåðøèí: σ(ej) := [u2j−1, u2j], uj ∈ V . Âåðøèíû
u2j−1 =: σ−(ej) è u2j =: σ+(ej) íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íûìè âåð-
øèíàìè ej, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî ej íà÷èíàåòñÿ â
òî÷êå u2j−1 è çàêàí÷èâàåòñÿ â u2j. Òî÷êè U := {uj}j=1,2s íàçûâàþòñÿ
êîíöåâûìè äëÿ E . Êàæäàÿ âåðøèíà v ∈ V ïîðîæäàåò êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè (êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì v): v = {uj1, . . . , ujν} òàê,
÷òî v = uj1 = . . . = ujν . Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî U ðàçäåëÿåòñÿ íà
m êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè v1, . . . , vm. ×èñëî êîíöåâûõ òî÷åê â êëàññå vk
íàçûâàåòñÿ âàëåíòíîñòüþ âåðøèíû vk è îáîçíà÷àåòñÿ val (vk). Âåðøè-
íà vk ∈ V íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé, åñëè val (vk) = 1. Îñòàëüíûå âåðøèíû
íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Ïóñòü V0 = {v1, . . . , vp} � ãðàíè÷íûå âåðøè-
íû, à V1 = {vp+1, . . . , vm} � âíóòðåííèå âåðøèíû. Ðåáðî ej íàçûâàåòñÿ
ãðàíè÷íûì, åñëè îäíà èç åãî êîíöåâûõ òî÷åê ëåæèò â V0. Îñòàëüíûå
ðåáðà íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Ïóñòü E0 = {e1, . . . , ep} � ãðàíè÷íûå
ðåáðà è vk ∈ ek ïðè k = 1, p. Ðåáðî ek ∈ E íàçûâàåòñÿ ïðèìûêàþùèì
ê v ∈ V , åñëè v ∈ ek. ×åðåç R(v,G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà
G, ïðèìûêàþùèõ ê v. Ïóñòü lj � äëèíà ðåáðà ej. Êàæäîå ðåáðî ej ∈ E
ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì xj ∈ [0, lj] òàê, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà u2j−1

ñîîòâåòñòâóåò xj = 0, à êîíå÷íàÿ òî÷êà u2j ñîîòâåòñòâóåò xj = lj.

Öåïî÷êà ðåáåð {eν1
, . . . , ek,νη} íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñëè îíà îáðàçóåò

çàìêíóòóþ êðèâóþ. Ðåáðî ej ∈ E íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî íå ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòüþ öèêëà. Â ÷àñòíîñòè, âñå ãðàíè÷íûå ðåáðà e1, . . . , ep ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîñòûìè. Çàíóìåðóåì ðåáðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: E1 = {e1, . . . , er} �
ïðîñòûå ðåáðà, E2 = {er+1, . . . , es} � ðåáðà, êîòîðûå îáðàçóþò ìíîæåñòâî
öèêëîâ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè p > 1 (ñëó÷àè p = 0 è p = 1 òðåáó-
þò íåáîëüøèõ èçìåíåíèé; ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ñòàòüè). Âîçüìåì ãðà-
íè÷íóþ âåðøèíó vp â êà÷åñòâå êîðíÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî ep áóäåì
íàçûâàòü êîðíåâûì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè ej ∈ E1 �
ïðîñòîå ðåáðî, òî u2j ðàñïîëîæåíà áëèæå ê êîðíþ, ÷åì u2j−1. Ñòÿãèâàÿ
êàæäûé öèêë â òî÷êó, ïîëó÷èì íîâûé ãðàô G∗ ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð E1.
ßñíî, ÷òî G∗ � äåðåâî (ò.å. ãðàô áåç öèêëîâ). Çàôèêñèðóåì ek ∈ G∗.
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Íàèìåíüøåå ÷èñëî ωk ðåáåð G
∗ ìåæäó êîðíåâûì ðåáðîì è ek (âêëþ÷àÿ

ek) íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ðåáðà ek. Ïîðÿäîê êîðíåâîãî ðåáðà ðàâåí íóëþ.
×èñëî ω := max

ek∈G∗
ωk íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì G∗. Ïóñòü E (µ), µ = 0, ω �

ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ðåáåð ïîðÿäêà µ.

Èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Y íà G èìååò âèä Y = {yj}j=1,s, ãäå ôóíê-
öèÿ yj(xj), xj ∈ [0, lj] îïðåäåëåíà íà ðåáðå ej. Îáîçíà÷èì

Y|u2j−1
:= yj(0), Y|u2j

:= yj(lj), ∂Y|u2j−1
:= y′j(0), ∂Y|u2j

:= −y′j(lj).

Åñëè v ∈ V , òî Y|v = 0 îçíà÷àåò, ÷òî Y|uj = 0 äëÿ âñåõ uj ∈ v. Ïóñòü
Q = {qj}j=1,s è P = {pj}j=1,s � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè íà G; îíè
íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî qj(xj) ∈ L(0, lj), pj(xj) ∈
AC[0, lj]. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà G:

y′′j (xj) + (ρ2 + ρpj(xj) + qj(xj))yj(xj) = 0, xj ∈ [0, lj], (1)

ãäå j = 1, s, ρ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ôóíêöèè yj, y
′
j, j = 1, s, àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [0, lj] è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
ñêëåéêè (ÓÑ) â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå vξ ∈ V1:

Y|ui = Y|uj for all ui, uj ∈ vξ,
∑
ui∈vξ

∂Y|ui = 0. (2)

ÓÑ (2) íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ÓÑ. Çàôèêñèðóåì ek ∈ E2 è εk = 0∨1.
Ïîëîæèì wk := u2k−εk . Åñëè (2) âåðíî äëÿ ìíîæåñòâà U \{wk}, òî áóäåì
íàçûâàòü ýòè óñëîâèÿ wk-ÓÑ.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L0(G) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ÓÑ (2) âî
âíóòðåííèõ âåðøèíàõ V1 è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå â ãðàíè÷-
íûõ âåðøèíàõ V0:

Y|vj = 0, j = 1, p. (3)

Ðàññìîòðèì òàêæå êðàåâûå çàäà÷è Lk(G), k = 1, p− 1 äëÿ óðàâíåíèÿ (1)
ñ ÓÑ (2) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

∂Y|vk = 0, Y|vj = 0, j = 1, p \ k.

Òàêèì îáðàçîì, Lk(G) ïîëó÷àåòñÿ èç L0(G) çàìåíîé êðàåâîãî óñëîâèÿ
Äèðèõëå â vk = σ−(ek) íà óñëîâèå Íåéìàíà â vk. Îáîçíà÷èì Λk =
{ρkn}n≥1, k = 0, p− 1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé)
çàäà÷è Lk(G).

Ïóñòü Lξν(G), ξ = r + 1, s, ν = 0, 1, � êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) ñ wξ � ÓÑ è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

∂νY|wξ = 0, Y|vj = 0, j = 1, p,
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ãäå ∂0Y := Y , ∂1Y := ∂Y. ×åðåç Λξ
ν = {ρξνn}n≥1 îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) çàäà÷è Lξν(G). Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Äàíû ñïåêòðû Λk, k = 0, p− 1, è Λξ
ν, ξ =

= r + 1, s, ν = 0, 1, ïîñòðîèòü ïîòåíöèàëû P è Q íà G.

Ýòà îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ îáðàòíûõ
çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå è íà äåðåâüÿõ.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.
Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ (P,Q) ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëû (P̃ , Q̃). Âåçäå â äàëü-
íåéøåì, åñëè íåêîòîðûé ñèìâîë α îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê
(P,Q), òî α̃ áóäåò îáîçíà÷àòü àíàëîãè÷íûé îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê (P̃ , Q̃).

Òåîðåìà 1. Åñëè Λk = Λ̃k, k = 0, p− 1, Λξ
ν = Λ̃ξ

ν, ξ = r + 1, s,
ν = 0, 1, òî P = P̃ è Q = Q̃.

Ïîëó÷åíà òàêæå êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è 1.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü p ≤ 1 (ò.å. p = 0 èëè p = 1). Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à
ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíû ñïåêòðû Λξ

ν, ξ = r + 1, s, ν = 0, 1,
ïîñòðîèòü ïîòåíöèàëû P è Q íà G. Äëÿ p = 1 âñå âûøåïðèâåäåííûå
ðàññóæäåíèÿ è ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè; â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ïîòåíöèàëîâ P è Q íà G ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí àëãîðèòì 1 áåç
øàãà 3. Åñëè p = 0, r > 0, òî äåðåâî G∗ íåïóñòî. Òîãäà âûáèðàåì îäíó èç
ãðàíè÷íûõ âåðøèí G∗ â êà÷åñòâå êîðíÿ è ïîâòîðÿåì âûøåïðèâåäåííûå
ðàññóæäåíèÿ. Åñëè r = 0, òî G∗ ïóñòî, è ìû îïóñêàåì øàã 3 â àëãîðèò-
ìå 1.
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