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Podoroga A. V. Numerical study of a quasilinear conservation law with a
piecewise linear flux function. The basic concepts related to the quasi-linear scalar conservation
law are presented. The main idea of a shocks movement method is given. This method allows
us to accurately calculate the solutions of the considered quasi-linear equation. We particularly
emphasize a special case of a nonconvex flux function, which presents difficulties in the theory. We
use the computer program implementing the shocks movement method to perform a large number
of numerical experiments with different data.

Keywords: quasi-linear equation, scalar conservation law, numerical methods, Oleinik
condition.

Изложены основные понятия, связанные с квазилинейным скалярным законом сохра-
нения. Представлена основная идея метода движения разрывов, c помощью которого можно
точно вычислять решения рассматриваемого квазилинейного уравнения. Специально огово-
рен особый случай невыпуклой функции потока, представляющей значительные трудности
при теоретическом исследовании. Компьютерная программа, реализующая метод движения
разрывов, позволяет проводить большое количество численных экспериментов с различными
исходными данными.
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Во многих областях математической физики и естествознания возникает
квазилинейное дифференциальное уравнение вида

∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
= 0, u = u(x, t), (1)

с аргументами x ∈ R и t ⩾ 0. Общая теория подобных уравнений изложена
в [1]–[3]. Запись (1) часто называют законом сохранения, а заданную нелиней-
ность f(u) трактуют как функцию потока.

При конкретном выборе f(u) возникает то или иное уравнение. Напри-
мер, если f(u) = u2/2, получаем уравнение Хопфа

ut + uux = 0, u = u(x, t). (2)

Если же f(u) = u(1−u), получаем простейшее уравнение дорожного движения

ut + (1− 2u)ux = 0, u = u(x, t). (3)

1



В отмеченных примерах функция потока является выпуклой: для уравнения (2)
она будет выпуклой вниз, а для уравнения (3) — выпуклой вверх. Предполо-
жение о выпуклости функции потока существенно облегчает теоретическое и
численное исследование уравнения (1).

Типичной для уравнения (1) является задача Коши с поставленным на-
чальным условием

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R. (4)

При работе с задачей (1), (4) встречаются две основные трудности.
1) Классическое решение часто отсутствует. Возникают обобщенные ре-

шения с сильными разрывами (ударными волнами).
2) Нет принципа единственности решения. Одному условию (4) может

отвечать бесконечно много разных обобщенных решений.
Для учета первого обстоятельства уравнение (1) обычно заменяют инте-

гральным тождеством

d

dt

β∫
α

u(x, t)dx = f(u(α, t))− f(u(β, t)), (5)

выполненным при почти всех α, β ∈ R и почти всех t ⩾ 0. Возможно, что
обобщенное решение u = u(x, t) имеет сильный разрыв x = ξ(t) со значениями

u+ = u+(t) = u(ξ(t) + 0, t), u− = u−(t) = u(ξ(t)− 0, t) (6)

справа и слева от него. Тогда из (5) следует известное условие Гюгонио

ξ′(t) =
f(u+)− f(u−)

u+ − u− , (7)

характеризующее скорость движения разрыва x = ξ(t) (см. [3, с. 221]).
Для отбора единственного “наиболее правильного” обобщенного решения

вводят специальное неравенство (условие) Олейник [4], связывающее “допусти-
мые” разрывы решения с заданной функцией потока f(u). Так, для выбранного
разрыва x = ξ(t) со значениями (6) справа и слева от него, неравенство Олейник
требует, чтобы

(f(u)− l(u))(u+ − u−) ⩾ 0 (8)

при всех промежуточных значениях u между u+ и u−. Здесь линейная функция

l(u) =
f(u+)− f(u−)

u+ − u− (u− u−) + f(u−)

определяет секущую, соединяющую точки (u−, f(u−)) и (u+, f(u+)) на графике
функции f(u).

Учет перечисленных соображений при численном решении задачи Ко-
ши (1), (4) весьма непрост. Требуются специальные модификации численных
методов (см. [5]–[7]). Короткий обзор возможных подходов, связанных с квази-
линейными уравнениями дорожного движения см. в работе [8].
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На наш взгляд особого внимания заслуживает простой и эффективный
метод движения разрывов, также упомянутый в [8]. Сфера применения этого
метода весьма широка. Действуем в общей ситуации. Рассматриваем квазили-
нейное дифференциальное уравнение (1) с произвольным кусочно гладким за-
коном сохранения f(u). Выберем начальное условие (4) с кусочно непрерывной
на R функцией φ(x).

Аппроксимируем f(u) близкой кусочно линейной функцией f0(u). Ап-
проксимируем φ(x) близкой кусочно постоянной функцией φ0(x). Считаем, что

|f(u)− f0(u)| ⩽ δ, |φ(x)− φ0(x)| ⩽ δ (9)

для всех допустимых значений u ∈ R и x ∈ R с достаточно малым δ > 0.
Составим “близкую” к (1), (4) задачу Коши

∂u

∂t
+

∂f0(u)

∂x
= 0, x ∈ R, t ⩾ 0,

u(x, 0) = φ0(x).
(10)

Используя специфику выбора f0(u) и φ0(x), для задачи (10) можно указать
конструктивный алгоритм построения точного решения u = u(x, t), основан-
ный только на условии Гюгонио (7) и неравенстве Олейник (8) с заменой там
функции f(u) на функцию f0(u) из задачи (10).

Опишем основную идею алгоритма. Кусочно постоянная функция φ0(x)
интерпретируется как набор разрывов с заданными координатами xi и соответ-
ствующими значениями u+

i = φ+
i , u−

i = φ−
i справа и слева на разрывах. За-

тем происходит эволюция разрывов при t > 0. Действуем следующим образом.
Условие Гюгонио (7) задает скорость движения выбранного разрыва с коорди-
натой xi = ξi(t). Так как решение u(x, t) оказывается кусочно постоянным, то
скорость ξ′i(t) не зависит от времени. Это позволяет без особых затрат вычис-
лять моменты времени, в которых разрывы пересекаются. Каждая итерация по
времени t происходит от одного момента пересечения разрывов до другого —
следующего момента пересечения разрывов. Если разрывы пересекаются, они
объединяются в один результирующий разрыв, у которого значение плотности
справа соответствует значению плотности справа для самого правого из пересе-
кающихся разрывов, а значение плотности слева — значению плотности слева
для самого левого из пересекающихся разрывов.

Кроме условия Гюгонио (7), все разрывы должны удовлетворять нера-
венству Олейник (8). Если разрыв x = ξ(t) в момент времени t0 ⩾ 0 не удо-
влетворяет неравенству (8), то такой разрыв заменяется на несколько новых
“промежуточных” разрывов, каждый из которых уже удовлетворяет неравен-
ству Олейник. Новые разрывы начинают эволюционировать из точки (ξ(t0), t0)
по условию Гюгонио (7), образуя веер разрывов на плоскости (x, t). Благодаря
кусочно линейной структуре функции потока f0(u) число новых построенных
разрывов всегда конечно. Подробнее про построение веера разрывов для вы-
пуклой вверх функции потока см. [8]. В случае выпуклой вниз функции потока
алгоритм изменяется mutatis mutandis. Если же функция потока f0(u) кусочно
линейна, но не выпукла ни вверх, ни вниз, то исходный алгоритм требует спе-
циальных поправок, связанных с построением вспомогательной функции f ∗

0 (u),
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позволяющей строить “правильные” разрывы. Поясним этот момент чуть по-
дробнее.

Итак, рассматриваем кусочно линейную функцию потока f0(u) без вся-
ких требований выпуклости. Допустим, что в момент времени t0 ⩾ 0 имеется
разрыв с координатой x0 = ξ(t0) и значениями u+, u−, не удовлетворяющими
неравенству Олейник (8). Для построения веера “правильных” разрывов, удо-

Рис. 1: Пунктиром показана типичная не выпуклая (ни вниз, ни вверх) функция
потока f0(u). Жирной сплошной обозначена вспомогательная функция f ∗

0 (u).
Случай а) соответствует u− < u+, когда f ∗

0 (u) является выпуклой вниз огиба-
ющей функции потока на [u−, u+]. Здесь “плохой” разрыв заменяется на два
новых разрыва. Случай б) соответствует u+ < u−, когда f ∗

0 (u) является вы-
пуклой вверх огибающей функции потока на [u+, u−]. Здесь “плохой” разрыв
заменяется на три новых разрыва.

влетворяющих неравенству (8), используем вспомогательную функцию f ∗
0 (u).

Эта кусочно линейная функция определяется для всех значений u на промежут-
ке между u+ и u−. Если u− < u+, то функция f ∗

0 (u) строится как выпуклая вниз
огибающая функции f0(u) на отрезке [u−, u+]; если же u− > u+, то f ∗

0 (u) строит-
ся как выпуклая вверх огибающая функции f0(u) на отрезке [u+, u−] (примеры
см. на рис. 1). В зависимости от количества линейных участков построенной
вспомогательной функции f ∗

0 (u) исходный “неправильный” разрыв заменяется
на несколько “правильных” разрывов. Например, в случае а) на рис. 1 “пло-
хой” разрыв распадается на два новых разрыва, а в случае б) — на три новых
разрыва. Несложно проверить, что для построенных новых разрывов, опреде-
ленных абсциссами точек излома функции f ∗

0 (u), неравенство Олейник будет
выполняться.

Численные расчеты показывают, что при подходящей аппроксимации (9)
с достаточно малым δ > 0 точное решение задачи (10), получаемое по методу
движения разрывов, будет весьма близким к решению исходной задачи Ко-
ши (1), (4) на протяжении длительного промежутка времени 0 ⩽ t ⩽ T = T (δ).
Для L-периодических решений по x (в так называемой задаче “на кольце”)
близость решений сохраняется неограниченно долго по t ∈ (0,+∞), поскольку
действует специальный принцип стабилизации решений (см. [8]–[10]).
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Представленный алгоритм позволяет с компьютерной точностью кон-
струировать решения задачи (10), опираясь лишь на аналитические свойства
этих решений. Метод движения разрывов дает возможность проводить боль-
шое число экспериментов, выбирая произвольные кусочно гладкие функции
потока f(u) и аппроксимируя их с допустимой погрешностью. В докладе будет
продемонстрирована работа компьютерной программы, основанной на методе
движения разрывов, для различных функций потока и при разных начальных
условиях.
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