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1.1. Ðàññòîÿíèå â ïðîñòðàíñòâå Rm 1.1.3. Ñâîéñòâà ðàññòîÿíèÿ

|II
Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

II-1. Òî÷êè è ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå

1.1. Ðàññòîÿíèå â ïðîñòðàíñòâå Rm

1.1.1. Ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ

Òî÷êè: x = (x1, x2, ..., xm), M = (x1, x2, ..., xm), M0 = (x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ).

D.1.1�1. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x = (x1, x2, ..., xm) è y =

(y1, y2, ..., ym)

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + ...+ (xm − ym)2.

D.1.1�2. Äëèíîé âåêòîðà x = (x1, x2, ..., xm) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρ(x, 0) =
√

(x1)2 + ...+ (xm)2.

1.1.2. Íåðàâåíñòâî Êîøè

T.1.1�1 (Íåðàâåíñòâî Êîøè). ∀x, y âåðíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣
m∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣∣ ≤
( m∑

k=1

x2k

) 1
2

·
( m∑

k=1

y2k

) 1
2

. (1)

� Ïóñòü x = (x1, x2, ..., xm), y = (y1, y2, ..., ym) è

(x, y) =
m∑
k=1

xkyk.

Òîãäà

∀t âåðíî (x− ty, x− ty) ≥ 0,

t2(y, y) − 2t(x, y) + (x, x) ≥ 0, (x, y)2 − (x, x)(y, y) ≤ 0, (x, y)2 ≤
(x, x)(y, y), |(x, y)| ≤

√
(x, x) ·

√
(y, y). �

1.1.3. Ñâîéñòâà ðàññòîÿíèÿ
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1.2. Ìíîæåñòâà òî÷åê 1.2.2. Âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå òî÷êè

(1) Âñåãäà ρ(x, y) > 0, ïðè÷åì ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y (ïîëîæèòåëüíàÿ

îïðåäåëåííîñòü),

(2) ρ(x, y) = ρ(y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü),

(3) ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

1.2. Ìíîæåñòâà òî÷åê

1.2.1. Îêðåñòíîñòè

D.1.2�1. Ìíîæåñòâî òî÷åê K̄(M0, r) = {M : ρ(M,M0) ≤ r}, r > 0,

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì M0.

D.1.2�2. Ìíîæåñòâî òî÷åê K(M0, r) = {M : ρ(M,M0) < r} íàçû-

âàåòñÿ îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì M0.

D.1.2�3. Îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå M0

áóäåì íàçûâàòü øàðîâîé ε�îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M0, Ωε(M0) =

{M : ρ(M,M0) < ε}.
D.1.2�4. Ìíîæåñòâî òî÷åê {M : ρ(M,M0) = r} íàçûâàåòñÿ ñôå-

ðîé ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì M0.

Ïóñòü òî÷êà M0 èìååò êîîðäèíàòû (x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ), è dk > 0, k =

1, 2, ...,m.

D.1.2�5. Ìíîæåñòâî òî÷åê
{
M :

∣∣∣xk − x
(0)
k

∣∣∣ < dk, 1 ≤ k ≤ m
}
íà-

çûâàåòñÿ îòêðûòûì ïàðàëëåëåïèïåäîì ñ öåíòðîì M0.

1.2.2. Âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå òî÷êè

D.1.2�6. Òî÷êà M íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà

G, åñëè ∃Ωε(M) ⊂ G, ε > 0.

D.1.2�7. Òî÷êà M íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà G,

åñëè â ëþáîé ε�îêðåñòíîñòè òî÷êè M ñîäåðæàòñÿ òî÷êè êàê ïðè-
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1.2. Ìíîæåñòâà òî÷åê 1.2.3. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

íàäëåæàùèå G, òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå G, òî åñòü ∀ε > 0

∃M1 ∈ Ωε(M) :M1 ∈ G, ∃M2 ∈ Ωε(M) :M2 /∈ G.

⋆ Âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà âñåãäà ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæå-

ñòâó. Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ìîæåò ïðèíàäëåæàòü, à ìîæåò íå

ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó.

1.2.3. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

D.1.2�8.Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷-

êè � âíóòðåííèå.

D.1.2�9. Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåð-

æèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè.

D.1.2�10. Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà G íàçû-

âàåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà G.

D.1.2�11. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà G íà-

çûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà G.

S.1.2�1. ñôåðà Sr(M0) = {M : ρ(M,M0) = r} â R3 ÿâëÿåòñÿ

ãðàíèöåé çàìêíóòîãî øàðà K̄r(M0) = {M : ρ(M,M0) ≤ r}.

S.1.2�2. òà æå ñôåðà Sr(M0) = {M : ρ(M,M0) = r} â R3 ÿâëÿ-

åòñÿ ãðàíèöåé îòêðûòîãî øàðà Ωr(M0) = {M : ρ(M,M0) < r}.

S.1.2�3. ñôåðà Sr(M0) = {M : ρ(M,M0) = r} â R3 ÿâëÿåòñÿ

ãðàíèöåé ñàìîé ñåáÿ.

S.1.2�4. ñôåðà Sr(M0) = {M : ρ(M,M0) = r} â R3 åñòü çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî.
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1.2. Ìíîæåñòâà òî÷åê 1.2.4. Ïðåäåëüíûå òî÷êè

S.1.2�5. Øàð K̄(M0, r) = {M : ρ(M,M0) ≤ r} â R3 åñòü çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî.

S.1.2�6. Øàð K(M0, r) = {M : ρ(M,M0) < r} â R3 åñòü îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî.

D.1.2�12 (èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà). Òî÷êà M íàçûâàåòñÿ èçîëèðî-

âàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà G, åñëèM ∈ G è îäíîâðåìåííî ∃Ωε(M),

â êîòîðîé íåò äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà G, êðîìå ñàìîé òî÷êè M .

Òî÷êà M íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà G, åñëè è

òîëüêî åñëèM /∈ G èëèM ∈ G, íî ∀ε > 0 ∃N ∈ G : 0 < ρ(N,M) < ε.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êèM íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé

ìåðå îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà G, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè M .

1.2.4. Ïðåäåëüíûå òî÷êè

D.1.2�13 (ïðåäåëüíàÿ òî÷êà). Òî÷êà M íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé

òî÷êîé ìíîæåñòâà G, åñëè â ëþáîé ϵ � îêðåñòíîñòè òî÷êè M

ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà G, îòëè÷íàÿ

îò òî÷êè M .

T.1.2�1 (î ïðåäåëüíîé òî÷êå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Òî÷êà M

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà G, åñëè è òîëüêî åñëè

∃Mk →M, Mk ∈ G, Mk ̸=M .

⋆ Ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäåëüíîé

òî÷êîé.

⋆ Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü èëè ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà,

èëè èçîëèðîâàííîé.

⋆ Èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà íå ìîæåò áûòü ïðåäåëüíîé òî÷-

êîé ýòîãî ìíîæåñòâà.
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1.2. Ìíîæåñòâà òî÷åê 1.2.5. Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

⋆ Èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà íå ìîæåò áûòü âíóòðåííåé òî÷-

êîé ýòîãî ìíîæåñòâà.

1.2.5. Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

D.1.2�14 (îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî). Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ

îãðàíè÷åííûì, åñëè âñå åãî òî÷êè ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì øàðå.

T.1.2�2 (îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è öåíòðàëüíûé øàð). Ìíîæå-

ñòâî G ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ∃R > 0 : ∀M ∈ G âåðíî

ρ(M,O) < R.

D.1.2�15 (íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî). Ìíîæåñòâî G íàçûâàåò-

ñÿ íåîãðàíè÷åííûì, åñëè ∀R > 0 ∃M ∈ G : ρ(M,O) ≥ R.

1. Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ

D.1.2�16 (íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ). Ìíîæåñòâî L = {M(x1, ..., x1)}:
x1 = ϕ1(t),. . . ,xm = ϕm(t), α ≤ t ≤ β, ïðè÷åì ôóíêöèè

ϕ1(t), ..., ϕm(t) íåïðåðûâíû íà [α, β], íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé êðè-

âîé R⃗(t) = (ϕ1(t), ..., ϕm(t)).

Òî÷êè A = R⃗(α) = (ϕ1(α), ..., ϕm(α)) è B = R⃗(β) = (ϕ1(β), ..., ϕm(β)),

åñëè îíè íå ñîâïàäàþò, íàçûâàþò êîíöàìè êðèâîé. Ãîâîðÿò, ÷òî êðè-

âàÿ L ñîåäèíÿåò òî÷êè A è B.

2) Åñëè òî÷êè A(φ1(α),. . . ,φm(α)) è B(φ1(β),. . . ,φm(β)) ñîâïàäàþò,

òî êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.

D.1.2�17 (ïðÿìàÿ). Ìíîæåñòâî l = {M(x1, ..., xm): x1 = x
(0)
1 +

λ1t,. . . ,xm = x
(0)
m + λmt, t ∈ (−∞,+∞)}, ïðè÷åì íå âñå êîýôôèöèåí-

òû λk ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé.

Ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM0(x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ). Âåê-

òîð l⃗ = (λ1, ..., λm) íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì.

12 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�1. Òî÷êè è ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå 13
1.2. Ìíîæåñòâà òî÷åê 1.2.5. Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

2. Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà

D.1.2�18 (ñâÿçíîå ìíîæåñòâî). Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ ñâÿç-

íûì, åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé

êðèâîé, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó ìíîæåñòâó.

3. Îêðåñòíîñòè

D.1.2�19 (îêðåñòíîñòü). Ëþáîå îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ñî-

äåðæàùåå òî÷êó M , áóäåì íàçûâàòü îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷-

êè.

T.1.2�3 (îêðåñòíîñòü è øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü). Â ëþáîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êèM ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðàÿ åå ϵ � øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü.

4. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà

D.1.2�20 (âûïóêëîå ìíîæåñòâî). Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ âû-

ïóêëûì: åñëè ∀M,N ∈ X, ∀t ∈ [0; 1] âåðíî

K(t) =M(1− t) +Nt ∈ X,

ãäå M,N,K âåêòîðû.

Íà ïëîñêîñòè M(x1, y1), N(x2, y2), K(x, y), x = (1 − t)x1 + tx2, y =

(1− t)y1 + ty2.

T.1.2�4 (î ïåðåñå÷åíèè äâóõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ). Ïåðåñå÷åíèå

äâóõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ñàìîñòîÿ-

òåëüíî.

T.1.2�5 (î ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ). Ïåðå-

ñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ åñòü âûïóêëîå ìíîæå-

ñòâî. Ñàìîñòîÿòåëüíî.

13 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�1. Òî÷êè è ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå 14
1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå 1.3.2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

D.1.2�21 (âûïóêëàÿ îáîëî÷êà). Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà

X íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ Y : X ⊂ Y .

T.1.2�6 (î âûïóêëîé îáîëî÷êå). Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà

X ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Y , ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê K òàêèõ, ÷òî

∃M ∈ X, ∃N ∈ X, ∃t ∈ [0; 1]: K(t) =M(1− t) +Nt ∈ X.

Íà ïëîñêîñòè M(x1, y1), N(x2, y2), K(x, y), x = (1 − t)x1 + tx2, y =

(1− t)y1 + ty2.

1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå

1.3.1. Ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

D.1.3�1 (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê). Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíî-

ìó ÷èñëó n ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà Mn ∈ Rm, òî ãî-

âîðÿò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

{Mn} =M1,M2, ...

⋆ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {Mn} = M1,M2, ... åñòü âåêòîðíàÿ

m�ìåðíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

⋆ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî îáîçíà÷àòü òàêæå Mn, ïðåäïîëàãàÿ,

÷òî n åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

1.3.2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

D.1.3�2 (Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê). Òî÷êà N íàçû-

âàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Mn ïðè n→+∞, åñëè

limn→∞ ρ(Mn, N) = 0.

Ìîæíî çàïèñàòü N = limn→∞Mn èëè Mn → N ïðè n→+∞.

T.1.3�1 (ñõîäèìîñòü è ïîêîîðäèíàòíàÿ ñõîäèìîñòü). Åñëè Mn →
N ïðè n→ +∞, Mn = (x

(1)
n , ..., x

(m)
n ), N = (y(1), ..., y(m)),
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1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå 1.3.4. Êðèòåðèé Êîøè äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òî äëÿ âñåõ k ∈ {1, ...,m} âåðíî x(k)n → y(k) ïðè n→ +∞.

Ïóñòü Rn = max
k∈{1;2;...;m}

∣∣∣x(k)n − y(k)
∣∣∣. Òîãäà

1) ρ(Mn, N) ≤
√
mRn, 2) Rn ≤ ρ(Mn, N).

T.1.3�2 (ïîêîîðäèíàòíàÿ ñõîäèìîñòü è ñõîäèìîñòü). Åñëè äëÿ

âñåõ k ∈ {1, ...,m} âåðíî x
(k)
n → y(k) ïðè n → +∞, òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Mn = (x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) ñõîäèòñÿ, Mn → N ïðè n→ +∞, ê

òî÷êå N = (y(1), ..., y(m)),

Ïóñòü Rn = max
k∈{1;2;...;m}

∣∣∣x(k)n − y(k)
∣∣∣. Òîãäà

1) ρ(Mn, N) ≤
√
mRn, 2) Rn ≤ ρ(Mn, N).

1.3.3. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

D.1.3�3 (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü). Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê Mn íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè ∀ε >

0 ∃N : ∀n > N, ∀k > n âåðíî ρ(Mn,Mk) < ε.

Èíîãäà ïèøóò ðàâíîñèëüíóþ ôîðìóëó,

∀ε > 0 ∃N : ∀n > N, ∀p ≥ 1ρ(Mn,Mn+p) < ε.

T.1.3�3 (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê è ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü êîîðäèíàò). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn =

(x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) ôóíäàìåíòàëüíàÿ, òî ∀k ∈ {1, ...,m} ÷èñëîâàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü x
(k)
n òàêæå ôóíäàìåíòàëüíàÿ.

T.1.3�4 (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîîðäèíàò è ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê). Åñëè ∀k ∈ {1, ...,m} ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü x

(k)
n ôóíäàìåíòàëüíàÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn =

(x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) ôóíäàìåíòàëüíàÿ.

1.3.4. Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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1.4. Òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà. 1.4.0. Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

T.1.3�5 (êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Mn = (x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) ñõî-

äèëàñü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóíäàìåíòàëü-

íîé.

1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn =

(x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Òîãäà ∀k ∈ {1, ...,m} ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè x
(k)
n òàêæå ôóíäàìåíòàëüíûå. Îòñþäà â ñèëó

êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëåäóåò, ÷òî

ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òî÷åê Mn = (x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) ñõîäèòñÿ.

2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn =

(x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) ñõîäèòñÿ. Òîãäà ∀k ∈ {1, ...,m} ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè x
(k)
n òàêæå ñõîäÿòñÿ. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Mn = (x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) ñõîäèòñÿ.

1.4. Òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà.

de�nmîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Mn = (x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè âñå åå ÷ëåíû

ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì øàðå.

Îòìåòèì, ÷òî Mn îãðàíè÷åíà, åñëè è òîëüêî åñëè ∃R : ∀n âåðíî

ρ(Mn, O) ≤ R.

T.1.4�1 (Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà). Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè Mn ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü.

� Ïóñòü Mn = (x
(1)
n , ..., x

(m)
n ) îãðàíè÷åíà. Òîãäà ∃R : ∀n âåðíî

ρ(Mn, O) =

√
(x

(1)
n )2 + ...+ (x

(m)
n )2 ≤ R.
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2.1. Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 2.1.1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∣∣∣x(1)n

∣∣∣ ≤ R,. . . ,
∣∣∣x(m)

n

∣∣∣ ≤ R,

òî åñòü ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x
(1)
n , . . .x

(m)
n îãðàíè÷åíû. Ïî

òåîðåìå Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x
(1)
n ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x
(1)
n1 → a1.

Âûäåëèì èç x
(1)
n1 ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x

(2)
n2 → a2. Îò-

ìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì x
(1)
n2 → a1, òàê êàê n2 åñòü ïîä ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü n1.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè x
(k)
nk →

ak. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {Mnm} → A(a1, . . . , am).

�

II-2. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

2.1. Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

2.1.1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü X íåïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê M(x1, ..., xm) â m�ìåðíîì åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rm.

D.2.1�1 (ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ). Åñëè êàæäîé òî÷-

êå M ∈ X ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî f , òî ãî-

âîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ m ïåðåìåííûõ

f(M), èëè f(x1, ..., xm).

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

Ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷èì z = f(x, y).

D.2.1�2 (ãðàôèê ôóíêöèè). Ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f(x, y), (x, y) ∈
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2.2. Ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå 2.2.0. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ

X, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê z = f(x, y), (x, y) ∈ X, â òðåõ-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, y, z).

Ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷àåì u = f(x, y, z).

D.2.1�3 (ãðàôèê ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ). Ãðàôèêîì ôóíêöèè

u = f(x, y, z), (x, y, z) ∈ D, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê u =

f(x, y, z), (x, y, z) ∈ D, â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, y, z, u).

2.2. Ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(M) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X, è M0 � ïðå-

äåëüíàÿ òî÷êà X.

D.2.2�1 (ïðåäåë ïî Êîøè). ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè

f(M) â òî÷êå M0 (ïðè M → M0), åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀M ∈ X :

0 < ρ(M,M0) < δ âåðíî |f(M)− b| < ε.

D.2.2�2 (ïðåäåë ïî Ãåéíå). ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíê-

öèè f(M) â òî÷êå M0 (ïðè M → M0), åñëè ∀Mn → M0 : Mn ∈ X,

Mn ̸= M0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíê-

öèè f(Mn) → b.

Îáîçíà÷åíèå: limM→M0 f(M) = b.

T.2.2�1 (òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè). Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè
è ïî Ãåéíå è ýêâèâàëåíòíû

Äîêàçàòåëüñòâî àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâó-

þùåé òåîðåìû äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

S.2.2�1. Ïóñòü

u(x, y) = (x+ y) sin 1
x sin

1
y ïðè x ̸= 0

∩
y ̸= 0,

u(x, 0) = 0, u(0, y) = 0.

Äîêàæåì, ÷òî lim(x,y)→(0;0) u(x, y) = 0.

18 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�2. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 19
2.3. Ïðåäåë ïî ãëàäêîé êðèâîé 2.3.0. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

1) Òàê êàê

(1) x = o(1) ïðè (x, y) → (0; 0),

(2) y = o(1) ïðè (x, y) → (0; 0),

(3) sin 1
x = O(1) â Ω̂(0; 0),

(4) sin 1
y = O(1) â Ω̂(0; 0),

O(1) ·O(1) = O(1), (1)

o(1) ·O(1) = o(1), (2)

òî u(x, y) = o(1) ïðè (x, y) → (0; 0).

2) Ïóñòü ε > 0 è δ = ε
2 . Òîãäà, åñëè ρ(M (x,y),O(0,0))<δ= ε

2 , òî |x |< ε
2 ,

|y |< ε
2 . Ïîýòîìó |u(x, y)− 0| ≤ |x| + |y| ≤ ε

2 + ε
2 . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

lim(x,y)→(0,0) u(x, y) = 0.

2.3. Ïðåäåë ïî ãëàäêîé êðèâîé

D.2.3�1. Ïóñòü x = ϕ(t), y = ψ(t), x0 = ϕ(t0), y0 = ψ(t0), ϕ(t) ∈ C1,

ψ(t) ∈ C1, è limt→t0 u(x(t), y(t)) = b. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷-

êå M0 = (x(t0), y(t0)) ôóíêöèÿ u(x, y) èìååò ïðåäåë âäîëü ãëàäêîé

êðèâîé C = {x = ϕ(t), y = ψ(t)}.
T.2.3�1. Åñëè lim(x,y)→(x0,y0) u(x, y) = b, òî ∀C (ãëàäêîé êðèâîé)

âåðíî limt→t0 u(x(t), y(t)) = b.

⋆ Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð

̸ ∃ lim(x,y)→(0,0) u(x, y), íî ∀k âåðíî limx→0 u(x, kx) = b.

S.2.3�1. Ïóñòü u(x, y) =
2xy

x2 + y2
, x2 + y2 > 0, u(0, 0) = 0.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ y = kx (ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êî-

îðäèíàò). Ïóñòü M(x, y) → O(0; 0) âäîëü ýòîé ïðÿìîé. Òîãäà
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2.4. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè 2.4.0. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

lim
y = kx,
y → 0

u(x, y)=limx→0
2kx2

x2+k2x2 = 2k
1+k2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ðàçíûì ïðÿìûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç íà÷àëî êîîð-

äèíàò, ïîëó÷èì ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå O(0, 0) íå ñóùåñòâóåò.

S.2.3�2. Ïóñòü f(x, y) =
2x2y

x4 + y2
, x2 + y2 > 0, f(0, 0) = 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðàáîëó y = kx2 ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç êî-

îðäèíàò). Ïóñòü M(x, y) → O(0; 0) âäîëü ýòîé ïàðàáîëû. Òîãäà

lim
y = kx2

x→ 0

f(x, y) = lim
x→0

2x2kx2

x4+k2x4 = 2k
1+k2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ðàçíûì ëèíèÿì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç íà÷àëî êîîð-

äèíàò, ïîëó÷èì ðàçëè÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå O(0; 0) íå ñóùåñòâóåò.

S.2.3�3. Ïóñòü f(x, y) =
2x2y

x4 + y2
, x2 + y2 > 0, f(0, 0) = 0. Åñëè

y = kx, òî

lim
y = kx
y → 0

f(x, y) = lim
x→0

2x2kx

x4 + k2x2
= lim

x→0

2kx

x2 + k2
= 0.

Èç ýòîãî íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà â òî÷êå (0, 0).

2.4. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

D.2.4�1 (áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå). Åñëè

limM→M0 f(M) = 0, òî f(M) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â

òî÷êå M0.

D.2.4�2 (îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ). Ïóñòü α(M) è

β(M) � áåñêîíå÷íî ìàëûå â òî÷êå M0. Åñëè
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2.4. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè 2.4.0. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

∃C > 0,∃Ω̂(M0) : |α(M)| 6 C|β(M)| â Ω̂(M0), òî α íàçûâàåòñÿ

îãðàíè÷åííîé îòíîñèòåëüíî β. Ïèøóò α = O(β) â Ω̂(M0).

D.2.4�3 (áåñêîíå÷íî ìàëûå îäíîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü α(M) è β(M)

� áåñêîíå÷íî ìàëûå â òî÷êå M0. Åñëè lim
M→M0

α(M)

β(M)
= C ̸= 0, òî α

è β íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îäíîãî ïîðÿäêà â òî÷êå M0.

D.2.4�4. ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèèÅñëè

lim
M→M0

α(M)

β(M)
= 1, òî α è β íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè áåñêî-

íå÷íî ìàëûìè ïðè M →M0, α ∼ β.

D.2.4�5 (áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà). Åñëè

lim
M→M0

α(M)

β(M)
= 0, òî α íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñî-

êîãî ïîðÿäêà, ÷åì β, ïðè M → M0. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò α(M) =

o(β(M)).

T.2.4�1 (àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè). Åñ-

ëè ôóíêöèè f(M) è g(M) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X, äëÿ êîòî-

ðîãî òî÷êà M0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé, limM→M0 f(M) = b,

limM→M0 g(M) = c, òî

1) limM→M0(f(M)± g(M)) = b± c,

2) limM→M0(f(M) · g(M)) = bc,

3) åñëè ̸= 0, òî lim
M→M0

f(M)

g(M)
=
b

c
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû äëÿ îäíîé ïå-

ðåìåííîé.

D.2.4�6 (ïðåäåë â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ïî Êîøè). ×èñ-

ëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè ïðè M → ∞ ïî Êîøè,

limM→∞ f(M) = b, åñëè ∀ε > 0 ∃R : ∀M : ρ(M,O) > R âåðíî

|f(M)− b| < ε.
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2.5. Ïîâòîðíûå ïðåäåëû 2.5.1. Ïîíÿòèå ïîâòîðíîãî ïðåäåëà

D.2.4�7 (ïðåäåë â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ïî Ãåéíå). ×èñ-

ëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè ïðè M → ∞ ïî Ãåéíå,

limM→∞ f(M) = b, åñëè ∀Mn : |Mn| → +∞, Mn ∈ X, âåðíî

f(Mn) → b.

S.2.4�1. lim
(x,y)→∞

x2 + y2

x4 + y4
= 0.

S.2.4�2. lim
(x,y)→∞

x4 − y4

x4 + y4
íå ñóùåñòâóåò.

2.5. Ïîâòîðíûå ïðåäåëû

2.5.1. Ïîíÿòèå ïîâòîðíîãî ïðåäåëà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà â Ω̂(M0), M0(x0, y0), ñóùåñòâóåò

lim x → x0,
y = y1

f(x, y) = φ(y1) ïðè âñåõ y1 ∈ Ω̂(y0),

è ñóùåñòâóåò lim
y→y0

φ(y) = b. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñóùåñòâóåò

ïîâòîðíûé ïðåäåë ôóíêöèè f(x, y) (ñíà÷àëà ïî x, çàòåì ïî y) â òî÷êå

(x0, y0),

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = b1.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äðóãîé ïîâòîðíûé ïðåäåë,

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = b2.

Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà áîëüøå äâóõ, êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ

áóäåò áîëüøå, íàïðèìåð,

lim
x→x0

lim
y→y0

lim
z→z0

f(x, y, z).

♠ Çàäàíèå: Ñêîëüêî ðàçíûõ âàðèàíòîâ çàïèñè ïîâòîðíîãî ïðåäåëà

ñóùåñòâóåò äëÿ ôóíêöèè f(M), M ∈ D, D ⊂ Rm?

S.2.5�1. Ïóñòü f(x, y) =
2xy

x2 + y2
ïðè x2 + y2 ≠ 0. Òîãäà
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2.5. Ïîâòîðíûå ïðåäåëû 2.5.1. Ïîíÿòèå ïîâòîðíîãî ïðåäåëà

lim
x→0

lim
y→0

u(x, y) = lim
x→0

lim
y → 0,
x = const.
x ̸= 0

2xy

x2 + y2
= lim

x→0
0 = 0,

lim
y→0

lim
x→0

u(x, y) = lim
y→0

lim
x → 0
y = const.
y ̸= 0

2xy

x2 + y2
= lim

y→0
0 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ïîâòîðíûå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è

ðàâíû äðóã äðóãó. Îäíàêî, íå ñóùåñòâóåò lim(x,y)→(0,0) f(x, y).

S.2.5�2. Ïóñòü f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
ïðè x2 + y2 ≠ 0. Òîãäà

lim
x→0

lim
y→0

u(x, y) = lim
x→0

lim
y → 0,
x = const.
x ̸= 0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

x→0
1 = 1,

lim
y→0

lim
x→0

u(x, y) = lim
y→0

lim
x → 0
y = const.
y ̸= 0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

y→0
(−1) = −1.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ïîâòîðíûå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è

íå ðàâíû äðóã äðóãó. Äîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò lim x → 0,
y → 0

u(x, y).

Ïóñòü y = kx. Òîãäà

lim
x → 0,
y = kx

u(x, y) = lim
x→0

x2 − k2x2

x2 + k2x2
=

1− k2

1 + k2
.

Ïîäõîäÿ ïî ðàçíûì ïðÿìûì y = kx ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ïîëó÷à-

åì ðàçíûå çíà÷åíèÿ ïðåäåëà, ñëåäîâàòåëüíî, lim(x,y)→(0,0) u(x, y) íå

ñóùåñòâóåò.

S.2.5�3. Ïóñòü f(x, y) = (x+ y) sin
1

x
sin

1

y
ïðè xy ̸= 0. Òîãäà

(1) ∃ lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0,
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3.0. Ïðåäåë â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå 3.0.0. Ïîíÿòèå ïîâòîðíîãî ïðåäåëà

òàê êàê f(x, y) = o(1) ·O(1) ïðè (x, y) → (0, 0).

(2) ∃ lim
x→0

x sin
1

x
sin

1

y
ïðè 1

y ̸= πn, n ∈ Z,

íå ñóùåñòâóåò lim
x→0

y sin
1

x
sin

1

y
ïðè

1

y
̸= πn, n ∈ Z, y ̸= 0,

ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò limy→0 limx→0 f(x, y).

2.6. Ïðåäåë â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå

Ïóñòü f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
ïðè x2 + y2 > 0. Òîãäà

lim
x = r cosφ,
y = r sinφ,
r → +∞

x2 − y2

x2 + y2
= lim

ρ→+∞

ρ2(cos2 φ− sin2 φ)

ρ2
= cos 2φ,

ïðåäåëû ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå ïðè ñòðåìëåíèè ê (x, y) → ∞ ïî ðàç-

íûì ëó÷àì, ïîýòîìó lim
(x,y)→∞

x2 − y2

x2 + y2
íå ñóùåñòâóåò.

S.2.6�1. (ïðåäåë â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå). Ïóñòü

f(x, y) =
x3 + y3

x4 + y4
ïðè x2 + y2 > 0. Íàéäåì lim(x,y)→∞ f(x, y).

À) x4 + y4 = (x2 + y2)2 − 2x2y2,

x2y2 = (xy)2 = (
√
x2y2)2 ≤ (12(x

2 + y2))2 = 1
4(x

2 + y2)2,

x4 + y4 ≥ (x2 + y2)2 − 1
2(x

2 + y2)2,

x4 + y4 ≥ 1
2(x

2 + y2)2,

Á) x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2),

|xy| ≤ 1
2(x

2 + y2),

|x+ y| ≤ 2
√
x2 + y2,∣∣x3 + y3

∣∣ ≤ 2
√
x2 + y2 · 3

2(x
2 + y2),∣∣x3 + y3

∣∣ ≤ 3(x2 + y2)
3
2 ,

|u(x, y)| =
∣∣∣∣x3 + y3

x4 + y4

∣∣∣∣ ≤ 3(x2 + y2)
3
2

1
2(x

2 + y2)2
≤ 6

1

(x2 + y2)
1
2

,
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3.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 3.1.0. Ïîíÿòèå ïîâòîðíîãî
ïðåäåëà

lim
(x,y)→∞

f(x, y) = 0.

II-3. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

3.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-

ìåííûõ

D.3.1�1 (íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå). (1) Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(M) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X, è ïóñòü M ∈ X � ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà X. Ôóíêöèÿ f(M) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå M ∈ X,

åñëè limN→M f(N) = f(M).

D.3.1�2 (íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå). Ôóíêöèÿ f(M)

íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X, åñëè îíà íåïðåðûâíà

â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.

D.3.1�3 (òî÷êè ðàçðûâà). Ïðåäåëüíûå òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, íàçûâàþò-

ñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè.

⋆ Òî÷êà íåïðåðûâíîñòè M îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò X, M ∈ X.

⋆ Â îïðåäåëåíèè òî÷êè ðàçðûâà íåò òðåáîâàíèÿ M ∈ X.

♠ Çàäàíèå: Ñôîðìóëèðóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî îïðåäåëåíèå òî÷êè

óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

D.3.1�4 (ïðèðàùåíèå ôóíêöèè). Ïðèðàùåíèåì (òî÷íåå, ïîëíûì

ïðèðàùåíèåì) ôóíêöèè u = f(M) â òî÷êå M0 ∈ X íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ ∆u = f(M)− f(M0), îïðåäåëåííàÿ íà X.

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êåM0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

lim
M→M0

∆u = lim
M→M0

(u(M)− u(M0)) = 0.
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3.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 3.1.1. Íåïðåðûâíîñòü ïî
îòäåëüíûì ïåðåìåííûì

Ïóñòü òî÷êà M èìååò êîîðäèíàòû (x1, ..., xm), à òî÷êà M0 � êîîðäè-

íàòû (x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

x1 − x
(0)
1 = ∆x1,. . . ,xm − x

(0)
m = ∆xm.

Òîãäà

∆f
def
=== f(x

(0)
1 +∆x1, ..., x

(0)
m +∆xm)− f(x

(0)
1 , ..., x(0)m ),

óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ðàâíîñèëüíî lim ∆x1 → 0
...

∆xn → 0

∆f = 0.

3.1.1. Íåïðåðûâíîñòü ïî îòäåëüíûì ïåðåìåííûì

D.3.1�5. Åñëè ∃ limx→x0 f(x, y0) = f(x0, y0) òî ôóíêöèÿ f(x, y) íà-

çûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå M0(x0, y0) ïî ïåðåìåííîé x.

Àíàëîãè÷íî, åñëè limy→y0 f(x0, y) = f(x0, y0), òî ôóíêöèÿ f(x, y)

íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå M0(x0, y0) ïî ïåðåìåííîé y.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ∆xu = f(x0 +∆x)− f(x0, y0).

Âåëè÷èíà ∆xu íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè â òî÷êå

M 0, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèðàùåíèþ ∆x àðãóìåíòà x.

Åñëè lim∆x→0∆xu=0, òî ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â

òî÷êå M0(x0, y0) ïî ïåðåìåííîé x.

T.3.1�1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x1, ..., xm) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è íåïðåðûâíà â òî÷êå M0(x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ). Òî-

ãäà f(x1, ..., xm) íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå ïî êàæäîé èç ïåðåìåí-

íûõ.

� Ñàìîñòîÿòåëüíî. �
⋆ Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

26 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�3. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 27
3.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 3.1.2. Îñíîâíûå òåîðåìû î
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ

S.3.1�1. f(x, y) =

{
2xy

x2+y2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0.

Òîãäà f(x, 0) = 0. Ïîýòîìó limx→0 f(x, 0) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå O(0, 0) ïî ïåðåìåííîé x. Òî÷íî òàê æå,

f(x, y) íåïðåðûâíà â òî÷êå O(0, 0) ïî ïåðåìåííîé y. Âìåñòå ñ òåì,

ôóíêöèÿ f(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå O(0, 0), ïîñêîëüêó

lim(x,y)→∞ f(x, y) íå ñóùåñòâóåò.

⋆Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíà â òî÷êåM0(x0, y0) âäîëü ëþáîé ïðÿìîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî íåïðåðûâíîñòü â

òî÷êå M0(x0, y0) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ?

Îòâåò îòðèöàòåëüíûé.

S.3.1�2. f(x, y) =

{
x2y

x4+y2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 ̸= 0.
.

S.3.1�3. f(x, y) =

{
(x+ y) sin 1

x sin
1
y , xy ̸= 0,

0, xy = 0.
.

Òàê êàê lim x → 0
y → 0

f(x, y) = 0, òî ôóíêöèÿ u(x,y) íåïðåðûâíà â òî÷êå

O(0, 0).

3.1.2. Îñíîâíûå òåîðåìû î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ

T.3.1�2 (àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíûìè ôóíê-

öèÿìè). Ïóñòü ôóíêöèè f(M) è g(M) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è íåïðåðûâíû â òî÷êå M0. Òîãäà ôóíêöèè

f(M)± g(M), f(M) · g(M), f(M)
g(M) (ïîñëåäíåå ïðè óñëîâèè g(M0) ̸= 0)

íåïðåðûâíû â òî÷êå M0.

⋆ Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé îïðåäåëå-

íèÿ èìåëî ïðåäåëüíóþ òî÷êó M0 ∈ X
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3.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 3.1.2. Îñíîâíûå òåîðåìû î
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ

T.3.1�3 (î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèè

ϕ1(t1, ..., tk),. . . ,ϕm(t1, ..., tk) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè P0(t
(0)
1 , ..., t

(0)
k ) è íåïðåðûâíû â òî÷êå P0,

ϕ1(t
(0)
1 , ..., t

(0)
k ) = x

(0)
1 ,. . . ,ϕm(t

(0)
1 , ..., t

(0)
k ) = x

(0)
m .

Ïóñòü f(x1, ..., xm) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

M0(x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ) è íåïðåðûâíà â òî÷êå M0. Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

f(ϕ1(t1, ..., tk), ..., ϕm(t1, ..., tk)) íåïðåðûâíà â òî÷êå P0(t
(0)
1 , ..., t

(0)
k ).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðå-

ìû äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ñàìîñòîÿòåëüíî.

T.3.1�4 (îá óñòîé÷èâîñòè çíàêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü

f(M) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ),

íåïðåðûâíà â òî÷êå M0 è f(M0) > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñò-

íîñòü òî÷êè M0, â êîòîðîé f(M) > 0.

T.3.1�5 (î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÷åðåç ëþáîå ïðî-
ìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(M) íåïðåðûâíà íà ñâÿç-

íîì ìíîæåñòâå X, è ïóñòü M1 è M2 � ëþáûå äâå òî÷êè èç ýòîãî

ìíîæåñòâà, ïðè÷åì f(M1) = u1 è f(M2) = u2. Ïóñòü v ∈ [u1, u2].

Òîãäà íà ëþáîé íåïðåðûâíîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè M1 è M2

è öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåé X, ∃N: f(N) = v.

Ïóñòü L = M(x1, . . . , xm) : x1 = φ1(t), . . . , xm = φm(t), α 6 t 6 β,

φ1(t), . . . , φm(t) íåïðåðûâíû íà [α, β] � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, ñîåäè-

íÿþùàÿ òî÷êèM1 èM2 è öåëèêîì ïðèíàäëåæàùàÿ X. Â ÷àñòíîñòè,

M1 =M1(φ1(α), . . . φm(α)), M2 =M2(φ1(β), . . . φm(β)).

Íà êðèâîé L èìååì u = f(φ1(t), . . . , φm(t)) ≡ F (t).

Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ F (t) íåïðåðûâíà íà [α, β],

28 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�3. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 29
3.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 3.1.3. Òåîðåìû
Âåéåðøòðàññà

F (α) = f(φ1(α), . . . φm(α)) = f(M1) = u1,

F (β) = f(φ1(β), . . . φm(β)) = f(M2) = u2.

Ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìå äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé,

∀v ∈ [u1, u2]∃γ ∈ [α, β] : F (γ) = v.

Íî F (γ) = f(φ1(γ), . . . φn(γ)) = f(N), ãäå N = N(φ1(γ), . . . φn(γ)) ∈
L.

Èòàê, ∀v ∈ [u1, u2]∃N ∈ L : f(N) = v.

3.1.3. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

1. Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà

T.3.1�6 (î ïðåäåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê çàìêíóòîãî ìíîæå-
ñòâà). Ïðåäåë ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó X, òàêæå ïðè-

íàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó X.

Ïóñòü Mn → A. Òîãäà â ëþáîé ϵ�îêðåñòíîñòè òî÷êè A ñîäåðæèòñÿ

áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñîäåðæàòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê èç X. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî

òî÷êà A - âíóòðåííÿÿ òî÷êà X, è òîãäà îíà ïðèíàäëåæèò ýòîìó

ìíîæåñòâó, êàê ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Ëèáî A�ãðàíè÷íàÿ òî÷êà

X, è òîãäà îíà ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî

X çàìêíóòîå. Â ëþáîì ñëó÷àå, A∈X, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

T.3.1�7 (Âåéåðøòðàññà ïåðâàÿ). Íåïðåðûâíàÿ íà çàìêíóòîì îãðà-

íè÷åííîì ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ïóñòü f(M) íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå X.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(M) íå îãðàíè÷åíà íà X. Òîãäà

∀n ∃Mn ∈ X : |f(Mn)| > n.
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3.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 3.1.3. Òåîðåìû
Âåéåðøòðàññà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(Mn) áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, ëþáàÿ åå ïîä�

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüMn îãðàíè÷åíà, òàê êàê âñå åå ÷ëåíû ïðèíàäëåæàò îãðàíè÷åí-

íîìó ìíîæåñòâó X. Ñëåäîâàòåëüíî, èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿ-

ùóþñÿ ïîä�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mkn → M0, ïðè÷åì M0 ∈ X, ñëåäî-

âàòåëüíî, f(M) íåïðåðûâíà â òî÷êå M0. Ïîýòîìó f(Mkn) → f(M0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(Mkn) áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. Ïðîòèâîðå÷èå äî-

êàçûâàåò, ÷òî f(M) îãðàíè÷åíà íà X.

S.3.1�4. . Ôóíêöèÿ f(x, y) = 1
xy íà X{0<x<1, 0<y<1} íåïðåðûâ-

íà â ëþáîé òî÷êå X, íî íå îãðàíè÷åíà íà X.

2. Òî÷íûå ãðàíè ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(M) îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà X, òî åñòü ∃A : ∀M ∈ X

âåðíî f(M) ≤ A. Ëþáîå òàêîå ÷èñëî A íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ

ôóíêöèè f(M) íà X.

D.3.1�6. Íàèìåíüøàÿ èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé îãðàíè÷åííîé ñâåðõó

íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèè f(M) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðà-

íüþ f(M) íà ýòîì ìíîæåñòâå è îáîçíà÷àåòñÿ supX f(M).

T.3.1�8 (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òî÷íîé ãðàíè). ×èñ-
ëî F ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ôóíêöèè f(M) íà X, åñëè è

òîëüêî åñëè

1) ∀M ∈ X âåðíî f(M) 6 F,

2) ∀G < F∃N ∈ X : f(N) > G.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè.

T.3.1�9 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîé âåðõíåé

ãðàíè). Îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íåïóñòîì
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3.2. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 3.2.0. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

ìíîæåñòâå, èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü.

Ñàìîñòîÿòåëüíî, èñïîëüçóéòå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíê-

öèè f(M) íà X.

3. Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà

T.3.1�10 (âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Íåïðåðûâíàÿ íà çà-

ìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ äîñòèãàåò íà ýòîì

ìíîæåñòâå ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíåé, âåðõíåé è íèæíåé.

Ïóñòü f(M) íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå îãðàíè÷åííîì

ìíîæåñòâå X.

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè. Ïóñòü U =

sup
X
f(M). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(M) íå ðàâíà U íè â îäíîé òî÷êå

ìíîæåñòâà X. Òîãäà ∀M∈X âåðíî f(M) < U . Ïóñòü

F (M) =
1

U − f(M)
.

Òîãäà F (M) > 0è íåïðåðûâíà íà X.

Ïî 1-é òåîðåìà Âåéåðøòðàññà, F (M) îãðàíè÷åíà íà X, òî åñòü

∃V, ∃W : V ≤ 1
U−f(M) ≤ W , ïðè÷åì V ≥ 0, òàê ÷òî 1

W ≤ U − f(M),

f(M) ≤ U − 1
W . Èòàê, ∀M∈X âåðíî F (M) < U1 = U − 1

W < U . Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ÷èñëî U � íàèìåíüøàÿ èç âåðõíèõ ãðàíåé

ôóíêöèè F (M) íà X.

S.3.1�5. f(x, y) = xy(3− x− y), X =

(x, y) :


x ≥ 0,
y ≥ 0,

x+ y ≤ 3.


∀(x, y) ∈ X âåðíî f(x, y) ≥ 0, U = sup

X
f(M) > 0, ýòî åäèíñòâåííàÿ â

îáëàñòè X òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, ìàêñèìóì.

3.2. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
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4.1. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè 4.1.1. Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

D.3.2�1 (ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ). Ôóíêöèÿ F (M) íà-

çûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà X, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀M1 ∈ X, ∀M2 ∈ X : ρ(M1,M2) < δ âåðíî

|f(M2)− f(M1)| < ε.

D.3.2�2 (ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îòðèöàíèå). Ôóíê-

öèÿ F (M) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà X, åñëè

∃ε > 0 : ∀δ > 0∃M1 ∈ X, ∃M2 ∈ X : ρ(M1,M2) < δ
∩

|f(M2)− f(M1)| ≥ ε.

T.3.2�1 (Êàíòîðà). Íåïðåðûâíàÿ íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíî-

æåñòâå ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

⋆ Åñëè ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì èëè íå ÿâëÿåòñÿ çà-

ìêíóòûì, òî íåïðåðûâíàÿ íà òàêîì ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ ìîæåò íå

äîñòèãàòü ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíåé è íå áûòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé

íà ýòîì ìíîæåñòâå.

S.3.2�1. f(x, y) = x2 + y2 íà ìíîæåñòâå

D =
{
(x, y) : 0 < x2 + y2 < 1

}
.

S.3.2�2. f(x, y) =
(
x2 + y2

)−1
íà ìíîæåñòâå

D =
{
(x, y) : x2 + y2 < 1

}
.

II-4. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

4.1. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

4.1.1. Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

D.4.1�1 (äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ). Ôóíê-
öèÿ f(x, y), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé Ω(M0),M0(x0, y0), íàçûâàåò-
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4.1. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè 4.1.2. Ïîíÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

ñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå M0, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà A,

B, ÷òî ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

∆f = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆f = A∆x+B∆y + o(ρ) (1)

ïðè ρ→ 0, ãäå ρ =
√
(∆x)2 + (∆y)2.

⋆ Òàê êàê ρ · o(1) = o(ρ), òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ðàâíîñèëüíîå

(4.1-1) óñëîâèå:

∃A,B : ∆f = A∆x+B∆y + ρ · α(x, y), (2)

D.4.1�2 (äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ). Ôóíêöèÿ f(M), M = (x1, ..., xm), íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìîé â òî÷êå M0 = (x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ), åñëè ∃A1, ..., Am:

∆f = A1∆x1 + ...+Am∆xm + o(ρ),

ãäå

∆f = f(x
(0)
1 +∆x1, ..., x

(0)
m +∆xm)− f(x

(0)
1 , ..., x(0)m ).

α(x, y) = o(1) ïðè ρ→ 0.

4.1.2. Ïîíÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

D.4.1�3 (÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëå-

íà íà ìíîæåñòâå D = {x ∈ Ω(x0), y = y0}. ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f(x, y) ïî ïåðåìåííîé x â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

lim
∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
. (3)

⋆ ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáîçíà÷àåòñÿ

∂f

∂x
= fx = lim

∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
.
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4.1. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè 4.1.4. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ

⋆ ×àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

∂f

∂x
= fx = lim

∆x→0

∆xf

∆x
.

⋆ Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû f(x, y) áûëà îïðåäåëåíà íà ìíî-

æåñòâå D = {x ∈ X, y = y0}, ïðè÷åì x0 ∈ X è x0 åñòü ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà X.

⋆ Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ fy(x, y).

⋆ Ìîæíî òàêæå óñèëèòü òðåáîâàíèÿ íà f(x, y). Â äàëüíåéøåì ìû

âñåãäà òðåáóåì, ÷òîáû f(x, y) áûëà îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D =

Ω(M0).

S.4.1�1. Åñëè f(x, y) = x3 + y3 − 3xy, òî fx = 3x2 − 3y, fy =

3y2 − 3x, df =
(
3x2 − 3y

)
dx+

(
3y2 − 3x

)
dy.

S.4.1�2. Åñëè f(x, y) = xy, x > 0, òî

(1) fx = y · xy−1, êàê ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè,

(2) fy = xy lnx, êàê ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.

4.1.3. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè

T.4.1�1 (ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíîé

ïðîèçâîäíîé). Åñëè f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0, y0),

òî ∃fx(M0), ∃fy(M0), A = fx(M0), B = fy(M0).

� Ñàìîñòîÿòåëüíî. �
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. ßâëÿåòñÿ ëè ñóùåñòâîâàíèå fx(M0) è fy(M0)

íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè èëè äîñòàòî÷íûì

óñëîâèåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå M0(x0, y0) ôóíêöèè f(x, y),

îïðåäåëåííîé â Ω(M0)?

4.1.4. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ
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D.4.1�4 (ïåðâûé äèôôåðåíöèàë). Ïåðâûì äèôôåðåíöèàëîì äèô-

ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x, y) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïîëíî-

ãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè,

df = fx(M0)∆x+ fy(M0)∆y.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ dx = ∆x è dy = ∆y,

df = fx(M0)dx+ fy(M0)dy.

⋆ Äëÿ ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùåéñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå

M0(x0, y0), âåëè÷èíà fx(M0)dx+fy(M0)dy íå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåí-

öèàëîì (òàêæå è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò fx(M0) è fy(M0)).

⋆ Äèôôåðåíöèàë åñòü ôóíêöèÿ óäâîåííîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ,

df(dx, dy|x, y) = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy.

4.1.5. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöè-

ðóåìîé ôóíêöèè

T.4.1�2 (î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè äèôôåðåíöèðóå-

ìîé ôóíêöèè). Ôóíêöèÿ f(M) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷-

êå M0, åñëè è òîëüêî åñëè ∃A1, ..., Am:

∆f = A1∆x1 + ...+Am∆xm + α1∆x1 + ...+ αm∆xm,

ïðè÷åì α1 → 0, ..., αm → 0 ïðè ∆x1 → 0, ...,∆xm → 0.

� 1. Ïóñòü

∆f = A1∆x1 + ...+Am∆xm +R2,

ãäå R2 = α1∆x1 + ... + αm∆xm, ïðè÷åì α1 → 0, ..., αm → 0 ïðè

∆x1 → 0, ...,∆xm → 0.
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äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

Îáîçíà÷èì ρ =
√
∆x21 + ...+∆x2m. Òîãäà

R2 = ρ ·
[
α1 · (

∆x1
ρ

) + ...+ αm · (∆xm
ρ

)

]
.

Çàìåòèì, ÷òî
∆xi
ρ

=
∆xi√

∆x21 + ...+∆x2m
, ïîýòîìó

∣∣∣∆x1
ρ

∣∣∣ ≤ 1.

Ïîýòîìó

R2 = ρ · [α1 ·O(1) + ...+ αm ·O(1)] =

= ρ · [o(1) ·O(1) + ...+ o(1) ·O(1)] =

= ρ · [o(1) + ...+ o(1)] = ρ · o(1) = o(ρ).

Ïîýòîìó

∆f = A1∆x1 + ...+Am∆xm + ρ · o(1).
�
� 2. Ïóñòü

∆f = A1∆x1 + ...+Am∆xm + ρ · o(1).
Òîãäà

R2 = ρ · o(1) = ρ2

ρ
· o(1) = ∆x21 + ...+∆x2m√

∆x21 + ...+∆x2m
· o(1)

= ∆x1 ·
∆x1√

∆x21 + ...+∆x2m
· o(1) + ... = ∆x1 ·O(1) · o(1) + ... = ∆x1 ·

o(1) + ... = α1(M) ·∆x1 + ...+ αm(M) ·∆xm,
ãäå α1 → 0, ..., αm → 0 ïðè ∆x1 → 0, ...,∆xm → 0.

Ïîýòîìó

∆f = A1∆x1 + ...+Am∆xm + α1∆x1 + ...+ αm∆xm

�

S.4.1�3. Ôóíêöèÿ f(x, y) =
√
x2 + y2 íåïðåðûâíà, íî íå ÿâëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå (0; 0).

1.
√
x2 + y2 = Ax+By + ρo(1),

36 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�4. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè 37
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äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

√
x2 = Ax + |x| o(1), |x| = Ax + |x| o(1), |x|

|x| = A x
|x| +

|x|
|x|o(1), 1 =

A x
|x| + o(1),

{
1 = A+ o(1),
1 = −A+ o(1),

ïðîòèâîðå÷èå.

2. f(x, y) =
√
x2 + y2 íå èìååò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå (0; 0),

òàê êàê f(x, 0) =
√
x2 = |x|, f(0, y) =

√
y2 = |y|.

S.4.1�4. Ôóíêöèÿ f(x, y) = 3
√
x3 + y3 èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå, íî íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå M0(0; 0).

⋆ Ïðè x + y ̸= 0 èìååì ux = x2

3
√

(x3+y3)2
, \/∃ lim x→ x0,

y → y0

ux,

\/∃ lim x→ x0,
y → y0

x2

3
√

(x3+y3)2
.

a) ux(0; 0) = lim∆x→0
u(0+∆x,0)−u(0,0)

∆x = lim∆x→0
3√∆x3+03− 3√03+03

∆x =

lim∆x→0
∆x
∆x = 1.

Àíàëîãè÷íî uy(0; 0) = 1,

b) Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

f(M) = fx(M0)∆x+ fy(M0)∆y + o(ρ),

3
√
x3 + y3 = x+ y + o(

√
x2 + y2) = x+ y +

√
x2 + y2o(1),

3
√
x3 + y3 − x− y√

x2 + y2
= o(1),

y = kx,
3
√
x3 + k3x3 − x− kx√

x2 + k2x2
= o(1),

3
√
1 + k3 − 1− k√

1 + k2
̸= o(1).

ñ)
3
√

x3+y3−x−y√
x2+y2

= o(1), x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,
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3
√

ρ3 cos3 ϕ+ρ3 sin3 ϕ−ρ cosϕ−ρ sinϕ√
ρ2 cos2 ϕ+ρ2 sin2 ϕ

= o(1),

3
√
cos3 ϕ+ sin3 ϕ− cosϕ− sinϕ√

cos2 ϕ+ sin2 ϕ
̸= o(1).

S.4.1�5. Ôóíêöèÿ f(x, y) = 3
√
x2y èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,

íî íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå M0(0; 0).

Â ñàìîì äåëå, ïðè xy ̸= 0 èìååì ux = 2xy

3 3
√

(x2y)2
,

\/∃ lim x→ x0,
y → y0

ux, \/∃ lim x→ x0,
y → y0

2xy

3 3
√

(x2y)2
.

S.4.1�6. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u(x, y) = x3+y3−3xy.

Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà êàê êîìïîçèöèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé, du = uxdx + uydy, ux = 3x2 − 3y, uy = 3y2 − 3x,

du = (3x2 − 3y)dx+ (3y2 − 3x)dy.

S.4.1�7. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u(x, y) = x3+y3−3xy

â òî÷êå M0 = (2; 3).

du = (3x2 − 3y)dx+ (3y2 − 3x)dy,

du = (3 · 22 − 3 · 3)dx+ (3 · 32 − 3 · 2)dy,

du = 3dx+ 21dy.

S.4.1�8. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u(x, y) = x3+y3−3xy

â òî÷êå M0 = (1; 1).

du = (3x2 − 3y)dx+ (3y2 − 3x)dy,

du = 0dx+ 0dy = 0.
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S.4.1�9. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u(x, y, z) = xy
2z.

du = uxdx + uydy + uzdz, ux = y2zxy
2z−1, uy = xy

2z lnx · 2yz, uz =

xy
2z lnx · y2, du = y2zxy

2z−1dx+ 2xy
2zyz lnxdy + y2xy

2z lnxdz.

S.4.1�10. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x, y) = y
x2−y2

. Çà-

ìåòèì, ÷òî ∂f
∂x = −2yx

(x2−y2)2
, ∂f

∂y = x2+y2

(x2−y2)2
,

df = − 2xy
(x2−y2)

dx+ x2+y2

(x2−y2)2
dy ïðè x2 − y2 ̸= 0.

4.1.6. Íåïðåðûâíîñòü äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

T.4.1�3 (î íåïðåðûâíîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè). Åñëè

f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0, y0), òî f(x, y) íåïðåðûâíà

â M0(x0, y0).

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîëíîå ïðèðàùåíèå ∆f → 0 ïðè ∆x→ 0,

∆y → 0. Èìååì ∆f = fx∆x+ fy∆y + ρo(1) → 0, ïîñêîëüêó A è B �

÷èñëà, ρ→ 0 ïðè ∆x→ 0, ∆y → 0.

4.1.7. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè

T.4.1�4 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè). Åñëè fx è

fy îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0), fx è fy

íåïðåðûâíû â M0, òî f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â M0.

� ∆f = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) − f(x0, y0) = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) −
f(x0, y0 +∆y) + f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0).

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé,

∆f = fx(x0 + θ∆x, y0 +∆y) ·∆x+ fy(x0, y0 + λ∆y) ·∆y,

0 < θ < 1, 0 < λ < 1.

Èñïîëüçóåì íåïðåðûâíîñòü fx è fy â M0,

∆f = (fx(x0, y0) + o(1)) ·∆x+ (fy(x0, y0) + o(1)) ·∆y
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∆f = fx(x0, y0) ·∆x+ α(x, y) ·∆x+ fy(x0, y0) ·∆y + β(x, y) ·∆y.

�

S.4.1�11. (ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå íå âëå-

÷åò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y) =

{ xy
x2+y2

, x2 + y2 ̸= 0,

0, x = y = 0.
è òî÷êó

M0(0, 0). Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûå ïðèðàùåíèÿ △x f , △y f ðàâíû íóëþ

â òî÷êå M0(0, 0), íàïðèìåð,

△x f =
(x+∆x)y

(x+∆x)2 + y2
− xy

x2 + y2

∣∣∣∣ x = y = 0
= 0 .

Ïîýòîìó fx = 0, fy = 0 â òî÷êå M(0, 0).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â òî÷êå M(0, 0).

Ñ÷èòàÿ x = y ̸= 0, ïîëó÷èì f(x, x) = 1
2 è ïðè lim(x,y)→(0;0) f(x, x) =

1
2 à åñëè áû ôóíêöèÿ áûëà íåïðåðûâíà, òîlim(x,y)→(0;0) f(x, x) =

f(0, 0) = 0.

4.2. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

4.2.1. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè

T.4.2�1 (äèôôåðåíöèàë ñóììû, ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñò-

íîãî). Ïóñòü ôóíêöèè f(M) è g(M) îïðåäåëåíû â Ω(M0) è äèôôå-

ðåíöèðóåìû â òî÷êå M0. Òîãäà

1. d(cf) = c df, åñëè c = const,

2. d(f ± g) = df ± dg,

3. d(fg) = df · g + f · dg,
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4. d
f

g
=
df · g − f · dg

g2
ïðè g ̸= 0.

4.2.2. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

1. Ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè

D.4.2�1 (ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x1, . . . xm)

îïðåäåëåíà â Ω(M0), M0(x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ), ôóíêöèè

x1 = φ1(t1, ..., tk), . . . , xm = φm(t1, ..., tk)

îïðåäåëåíû â Ω(P0), P0(t
(0)
1 , ..., t

(0)
k ), è x

(0)
j = φj(t

(0)
1 , ..., t0k) äëÿ âñåõ

j ∈ {1, 2, ..., k}. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè P0(t
(0)
1 , ..., t

(0)
k ) îïðåäå-

ëåíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

F (t1, ..., tk) = f
(
φ1(t1, ..., tk), . . . , φm(t1, ..., tk)

)
.

⋆ Òðåáîâàíèÿ ìîæíî îñëàáèòü.

S.4.2�1. Ïóñòü u(r, ϕ) = r cosϕ, r =
√
x2 + y2, ϕ = arctg y

x , x > 0,

ϕ ∈ (−π
2 ,

π
2 ),

f(x, y) = u(r(x, y), ϕ(x, y)) =
√
x2 + y2 cos(arctg

y

x
).

f =
√
x2 + y2

1√
1 + tg2 arctg y

x

=
√
x2 + y2

1√
1 + ( yx)

2
= x,

Òîãäà fx = 1, fy = 0.

S.4.2�2. Ïóñòü u(x, y) =
√
x2 + y2,

x(t) = tV0 cosϕ, y(t) = tV0 sinϕ− g
t2

2
,

R(t) = u(x(t), y(t)),

dR

dt
=

1

R
(x
dx

dt
+ y

dy

dt
),
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B = x
dx

dt
+ y

dy

dt
= tV0 cosϕ · V0 cosϕ+ (tV0 sinϕ− g

t2

2
)(V0 sinϕ− gt)

= tV 2
0 cos2 ϕ+ tV 2

0 sin2 ϕ− t2gV0 sinϕ− g
t2

2
V0 sinϕ+ g2

t3

2

= tV 2
0 − 3

2
t2gV0 sinϕ+ g2

t3

2
=
t

2
(2V 2

0 − 3tgV0 sinϕ+ g2t2), (4)

D = (3gV0 sinϕ)
2 − 8V 2

0 g
2 = g2V 2

0 (9 sin
2 ϕ− 8),

Òî÷êà ýêñòðåìóìà èìååòñÿ ïðè óñëîâèè sinϕ >
√

8
9 .

2. Ôóíêöèè ìàëîé ðàçìåðíîñòè

T.4.2�2 (î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè òèïà 1 → 2 →

1). Ïóñòü f(x, y) îïðåäåëåíà â Ω(M0) è äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

M0(x0, y0). Ïóñòü ôóíêöèè x(t) è y(t) îïðåäåëåíû â Ω(t0) è äèô-

ôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t0, ïðè÷åì M0

(
x0, y0

)
=

(
x(t0), y(t0)

)
. Òîãäà

ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ U(t) = f(x(t), y(t)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0,

ïðè÷åì

Ut = fxxt + fyyt, dU = (fxxt + fyyt)dt.

⋆ Óñëîâèå ¾f(x, y) îïðåäåëåíà â Ω(M0)¿ ìîæíî ñíÿòü, òàê êàê îíî

çàëîæåíî â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. Â äàëüíåé-

øåì âñåãäà ñ÷èòàåì ýòî óñëîâèå âûïîëíåííûì äëÿ êàæäîé äèôôå-

ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

T.4.2�3 (î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè òèïà 2 → 2 →

1). Ïóñòü f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0, y0), x è y ÿâëÿ-

þòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ t è s â òî÷êå

T0(t0, s0), M0(x0, y0) = (x(t0, s0), y(t0, s0)). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
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4.2. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 4.2.2. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

U(t, s) = f(x(t, s), y(t, s)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå T0(t0, s0), ïðè-

÷åì

Ut = fxxt + fyyt, Us = fxxs + fyys,

èëè

dU = (fxxt + fyyt)dt+ (fxxs + fyys)ds.

3. Ãëàâíàÿ òåîðåìà î ñëîæíîé ôóíêöèè

Ïóñòü U(t1, ..., tk) = f(x1, . . . , xm),

ãäå

x1 = φ1(t1, . . . , tk) ,..., xm = φm(t1, . . . , tk).

T.4.2�4 (î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè îáùåãî âè-

äà). Ïóñòü

(1) ôóíêöèÿ u = f(x1, . . . xm) äèôôåðåíöèðóåìà â M0(x
0
1, . . . , x

0
m),

(2) ôóíêöèè

x1 = φ1(t1, ..., tk), ..., xm = φm(t1, ..., tk)

äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå P0(t
0
1, . . . , t

0
k),

(3) ïðè÷åì

x01 = φ1(t
0
1, . . . t

0
k), . . . , x

0
m = φm(t01, . . . t

0
k).

Òîãäà ôóíêöèÿ

U(t1, ..., tk) = f(x1, ..., xm)
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4.2. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 4.2.2. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå P0(t
0
1, . . . , t

0
k), è

∂U

∂t1
=

∂f

∂x1
· ∂x1
∂t1

+
∂f

∂x2
· ∂x2
∂t1

+ · · ·+ ∂f

∂xm
· ∂xm
∂t1

,

∂U

∂t2
=

∂f

∂x1
· ∂x1
∂t2

+
∂f

∂x2
· ∂x2
∂t2

+ · · ·+ ∂f

∂xm
· ∂xm
∂t2

,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
∂U

∂tk
=

∂f

∂x1
· ∂x1
∂tk

+
∂f

∂x2
· ∂x2
∂tk

+ · · ·+ ∂f

∂xm
· ∂xm
∂tk

.

� Òàê êàê f(x1, . . . , xm) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0, òî

∆U =
∂U

∂x1
∆x1 + · · ·+ ∂U

∂xm
∆xm + α1 ·∆x1 + · · ·+ αm ·∆xm,

ïðè÷åì α1(M), . . . , αm(M) → 0 ïðè ∆x1 → 0, . . . ,∆xm → 0.

Òàê êàê xj = φj(t
0
1, . . . t

0
k) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå P0, òî

∆x1 =
∂x1
∂t1

∆t1 + · · ·+ ∂x1
∂tk

∆tk + ρ · β1(N),

· · ·

∆xm =
∂xm
∂t1

∆t1 + · · ·+ ∂xm
∂tk

∆tk + ρ · βm(N),

(5)

ãäå ρ =
√
∆t21 + . . .+∆t2k è βj(N) → 0 ïðè ρ→ 0.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (4.2-5) äëÿ ∆x1, . . . ,∆xm, ïîëó÷èì

∆U = A1∆t1 + · · ·+Ak∆tk + ρ · γ(N), (6)

ãäå

A1 =
∂U

∂x1
· ∂x1
∂t1

+ · · ·+ ∂U

∂xm
· ∂xm
∂t1

,

. . . ,

Ak =
∂U

∂x1
· ∂x1
∂tk

+ · · ·+ ∂U

∂xm
· ∂xm
∂tk

, (7)
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ,
ãðàäèåíò.

γ(N) =
1

ρ

∂U

∂x1
· (ρ · β1(N))+

+
1

ρ
α1(M) · (∂x1

∂t1
∆t1 + · · ·+ ∂x1

∂tk
∆tk + ρ · β1(N)) + . . .

+
1

ρ

∂U

∂xm
·
(
ρ · βm(N)

)
+

+
1

ρ
αm(M) ·

(∂xm
∂t1

∆t1 + · · ·+ ∂xm
∂tk

∆tk + ρ · βm(N)
)
, (8)

Ïîýòîìó γ(ρ) → 0 ïðè ρ → 0. Òàêèì îáðàçîì, U(t1, . . . , tk) äèôôå-

ðåíöèðóåìà â òî÷êå P0 è Ai =
∂U

∂ti
, i = 1, k �

4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

4.3.1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ãðàäèåíò.

1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü l⃗ = (lx, ly) � åäèíè÷íûé âåêòîð,
∣∣∣⃗l∣∣∣ = √

l2x + l2y = 1.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

M0(x0, y0).

D.4.3�1 (ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ). Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

f(x, y) â òî÷êå M0(x0, y0) ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà l⃗ íàçûâàåòñÿ

÷èñëî
∂f

∂l⃗
=
dg

dt

∣∣∣∣
t=0

,

ãäå

g(t) = f(x0 + t · lx, y0 + t · ly).
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ,
ãðàäèåíò.

⋆ Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êåM0(x0, y0) ïî íàïðàâëåíèþ

âåêòîðà l⃗ ðàâíà

∂f

∂l⃗
= lim

t→0

f(x0 + t · lx, y0 + t · ly)− f(x0, y0)

t
.

⋆ Òðåáîâàíèÿ íà f(x, y) ìîæíî îñëàáèòü.

T.4.3�1 (î ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ). Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y)

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0, y0), òî

∂f

∂l⃗
= fx(M0) · lx + fy(M0) · ly,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

∂f

∂l⃗
= fx cosα+ fy cosβ,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

∂f

∂l⃗
=

(
▽f, l⃗

)∣∣∣
M0

,

ãäå ▽f = (fx, fy), l⃗ = (cosα, cosβ)T .

2. Ãðàäèåíò

D.4.3�2 (ãðàäèåíò). Ãðàäèåíòîì äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

f(x, y) â òî÷êå M0(x0, y0) íàçûâàåòñÿ âåêòîð grad f = (fx, fy)
T .

⋆ Åñëè f(x, y) â òî÷êåM0(x0, y0) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íî íå

ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, òî ïîíÿòèå ãðàäèåíòà â äàííîé òî÷êå

íå ïðèìåíÿåòñÿ.

3. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò

T.4.3�2 (ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò). (1) Åñëè

ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0, òî
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ,
ãðàäèåíò.

∂f

∂l⃗
= (grad f(M0), l⃗),

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ âåêòîðîâ, ïðè÷åì âåêòîð íàïðàâëåíèÿ � åäèíè÷íûé.

(2) Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî

çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî ||grad f || =
√

(fx)2 + (fy)2 , ïðè óñëîâèè ÷òî

l⃗ ∥ grad f (è âåêòîðû ñîíàïðàâëåíû).

(3) Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî

çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî −||grad f || = −
√
(fx)2 + (fy)2 , ïðè óñëîâèè ÷òî

l⃗ ↑↓ grad f (è âåêòîðû ïðîòèâîíàïðàâëåíû).

(4) Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ðàâíà íóëþ ïðè óñëîâèè l⃗⊥grad f .

� Òåîðåìà âûòåêàåò èç òåîðåìû 2à,

g(t) = f(x0 + t · lx, y0 + t · ly),

gt = fx(x0 + t · lx, y0 + t · ly)(x0 + t · lx)t+

+ fy(x0 + t · lx, y0 + t · ly)(y0 + t · ly)t (9)

ïðè t = 0, x = x0 è y = y0. �

4. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå

D.4.3�3 (ãðàäèåíò ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ). Åñëè f(x, y, z)

îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé Ω(M0) è äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0, òî

ãðàäèåíòîì íàçûâàåì âåêòîð grad f = (fx, fy, fz) â òî÷êå M0.

Áîëåå ïîäðîáíî, ãðàäèåíòîì äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x, y, z)

â òî÷êå M íàçûâàåòñÿ âåêòîð

grad f(M) =
∂f

∂x
(M)

−→
i +

∂f

∂y
(M)

−→
j +

∂f

∂z
(M)

−→
k ,
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.2. Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

grad f(M) = (
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
).

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé âåêòîð −→a = {cosα, cosβ, cos γ}, ãäå α, β, γ -
óãëû îáðàçîâàííûå âåêòîðîì −→a ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè äåêàðòîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïóñòü

x = x0 + t cosα, y = y0 + t cosβ, z = z0 + t cos γ.

Ïóñòü f(x, y, z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé Ω(M0) è äèôôåðåíöèðóåìà

â òî÷êå M0. Ôóíêöèÿ

U(t) = f(x0 + t cosα, y0 + t cosβ, z0 + t cos γ)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ ôóíêöèþ ïàðàìåòðà t. Ïî òåîðåìå î

äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè,

dU

dt
=
∂f

∂x
cosα+

∂f

∂y
cosβ +

∂f

∂z
cos γ.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ðàâíà

∂U

∂a⃗
= (gradU,−→a ) = | gradU(M)| · |−→a | · cosφ,

ãäå φ åñòü óãîë, îáðàçîâàííûé âåêòîðîì ãðàäèåíòà è âåêòîðîì −→a .

4.3.2. Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè

D.4.3�4 (êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ÷åðåç óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ è

õîðäîé). Ïóñòü f(x, y) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D ïðîñòðàíñòâà

R2 è òî÷êà M0(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé D. Ïóñòü

G = {x, y, z} : z = f(x, y), (x, y) ∈ D.
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.3. Òåîðåìû î êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè

Ïëîñêîñòü Φ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P0(x0, y0, z0), íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé

ïëîñêîñòüþ ê ìíîæåñòâó G, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀P ∈ G : 0 < ρ(P, P0) < δ âåðíî
∣∣∣∠(Φ,−−→P0P )

∣∣∣ < ε.

T.4.3�3 (ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ÷å-

ðåç íîðìàëü). Åñëè N⃗ = (A,B,C) � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè

Φ â òî÷êå P0, òî

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀P ∈ G : 0 < ρ(P, P0) < δ âåðíî

∣∣∣∣∣∣ (N⃗ ,
−−→
PP0)∣∣∣N⃗ ∣∣∣ ∣∣∣−−→PP0

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ < ε,

ãäå N⃗ = (A,B,C) � âåêòîð íîðìàëè ê Φ.

4.3.3. Òåîðåìû î êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè

T.4.3�4 (î åäèíñòâåííîñòè êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè). Åñëè êàñà-

òåëüíàÿ ïëîñêîñòü ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííàÿ.

T.4.3�5 (îá óðàâíåíèè êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè). Åñëè ôóíêöèÿ

f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êåM0(x0, y0), òî â ýòîé òî÷êå ñóùå-

ñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè z = f(x, y), êîòîðàÿ

çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

z − f(M0) = (x− x0)fx(M0) + (y − y0)fy(M0).
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.5. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé, çàäàííîé
íåÿâíûì îáðàçîì

� Íàéäåì
(N⃗ ,

−−−→
MM0)∣∣∣N⃗ ∣∣∣ ∣∣∣−−−→MM0

∣∣∣ . Çàïèøåì îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé

ôóíêöèè (Òåéëîðà-Ïåàíî-1):

f(x, y) = f(x0, y0) + (x− x0)fx(x0, y0) + (y − y0)fy(x0, y0) + ρ · α(M),

∆z = fx∆x+ fy∆y + ρ · α(M),
−→r −−→r 0 = (∆x, ∆y,∆z),

−→r −−→r 0 = (∆x,∆y, fx∆x+ fy∆y + ρ · α(M)),
⇀
N = (fx(M0), fy(M0), −1),

(
−→
N,−→r −−→r 0) = fx∆x+ fy∆y − fx∆x− fy∆y + ρ · α(M),

(
−→
N,−→r −−→r 0) = ρ · α(M),∣∣∣⇀N ∣∣∣ = √

f2x + f2y + 1,

|−→r −−→r0 | =
√
∆x2 +∆y2 + (fx∆x+ fy∆y + ρ · α(M))2,

|−→r −−→r0 | ≥
√

∆x2 +∆y2,

(
−→
N,−→r −−→r 0)∣∣∣−→N ∣∣∣ · |−→r −−→r 0|

≤ ρ · α(M)√
f2x + f2y + 1 ·

√
∆x2 +∆y2

=
α(M)√

f2x + f2y + 1
= β(M).

�

4.3.4. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé, çàäàííîé ÿâíûì îáðàçîì

Ïóñòü f(x)�äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê

êðèâîé y = f(x) â òî÷êå M0(x0, y0), y0 = f(x0), èìååò âèä

y = f(x0) + (x− x0)f
′(x0).

4.3.5. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé, çàäàííîé íåÿâíûì îáðàçîì

Ïóñòü F (x, y)�äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè F 2
x + F 2

y > 0,

òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ëèíèè óðîâíÿ F (x, y) = C â òî÷êå
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.8. Êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè,
çàäàííîé íåÿâíî

M0(x0, y0) èìååò âèä

Fx(M0)(x− x0) + Fy(M0)(y − y0) = 0.

4.3.6. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé x = x(t), y = y(t) â òî÷êåM0(x0, y0)

èìååò âèä

(N⃗ , r⃗ − r⃗0) = 0,

ãäå r⃗ = (x, y), r⃗0 = (x0, y0), N⃗ = (yt;−xt).
Ðàâíîñèëüíîå óñëîâèå:

(x− x0)yt(M0)− (y − y0)xt(M0) = 0,
y − y0
x− x0

=
yt(M0)

xt(M0)
,

x− x0 = s · xt(M0), y − y0 = s · yt(M0).

4.3.7. Êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ÿâíûì îáðà-

çîì

Ïóñòü f(x, y)�äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé

ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè z = f(x, ) â òî÷êå M0(x0, y0, z0), ãäå z0 =

f(x0, y0), èìååò âèä

z = z0 + fx(x− x0) + fy(y − y0).

4.3.8. Êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé íåÿâíî

Ïóñòü F (x, y, z)�äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè F (x, y, z) = C â òî÷êå M0(x0, y0, z0),

ãäå F (x0, y0, z0) = C, èìååò âèä

Fx(x− x0) + Fy(y − y0) + Fz(z − z0) = 0
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.9. Êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè,
çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

ïðè óñëîâèè

F 2
x + F 2

y + F 2
z > 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì z = f(x, y),

òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå

M0(x0, y0, z0) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè

F (x, y, z) = z − f(x, y) = 0,

èìååò âèä

fx(x− x0) + fy(y − y0)− (z − z0) = 0,

èëè

z = z0 + fx(x− x0) + fy(y − y0).

4.3.9. Êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ïàðàìåòðè-

÷åñêè

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè

x = x(t, s), y = y(t, s), z = z(t, s)

â òî÷êå M0(x0, y0, z0) èìååò âèä

(N⃗ , r⃗ − r⃗0) = 0,

ãäå r⃗ = (x, y, z), r⃗0 = (x0, y0, z0), N⃗ = [r⃗t, r⃗s], r⃗t = (xt, yt, zt), r⃗s =

(xs, ys, zs), ïðè óñëîâèè

[r⃗t, r⃗s] ̸= 0.

Âñå ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè.

S.4.3�1. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè z = xy â òî÷êå M0(2; 3; 6).
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.9. Êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè,
çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

� Çàìåòèì, ÷òî zx = y, zy = x, à â çàäàííîé òî÷êå M0 èìååì

zx|M0
= 3, zy|M0

= 2.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè èìååò âèä

z − 6 = 3(x− 2) + 2(y − 3), z = 3x+ 2y − 6.

Óðàâíåíèå íîðìàëè ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â äàííîé òî÷êå èìååò

âèä
x− 2

3
=
y − 3

2
=
z − 6

−1
,

èëè

x = 2 + 3t, y = 3 + 2t, z = 6− t.

�

S.4.3�2. Íàéäèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè ê

ïîâåðõíîñòè z = x3 + y3 − 3xy â òî÷êå M0(1; 1; −1).

� Çàìåòèì, ÷òî zx = 3x2 − 3y, zy = 3y2 − 3x,

â çàäàííîé òî÷êå M0(1; 1;−1) zx|M0
= 0, zy|M0

= 0.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè èìååò âèä z+1 = 0. Óðàâ-

íåíèå íîðìàëè ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â äàííîé òî÷êå èìååò âèä
x− 1

0
=
y − 1

0
=
z + 1

−1
,

èëè x = 1, y = 1, z = −1 + t. �

S.4.3�3. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè z = x2 + y2 − 2xy − x+ 2y â òî÷êå M0(1; 1; 1).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

zx = 2x− 2y − 1, zy = −2x+ 2y + 2,

â çàäàííîé òî÷êå M0(1; 1; 1) zx|M0
= −1, zy|M0

= 2. Ïîýòîìó óðàâ-

íåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè èìååò âèä z − 1 = −(x− 1) + 2(y − 1),
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.10. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ
ïîìîùüþ ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

èëè

x− 2y + z = 0.

Óðàâíåíèå íîðìàëè ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â äàííîé òî÷êå

x− 1

−1
=
y − 1

2
=
z − 1

−1
.

S.4.3�4. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè x3 + y3 + z3 = 4xyz − 1 â òî÷êå M0(1; 1; 1).

� Í�àéäåì äèôôåðåíöèàëû ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé:

d(x3 + y3 + z3 − 4xyz + 1) = 0,

dx(3x2 − 4yz) + dy(3y2 − 4xz) + dz(3z2 − 4xy) = 0,

(x− x0)(3x
2
0 − 4y0z0) + (y − y0)(3y

2
0 − 4x0z0) = 0,

â óêàçàííîé òî÷êå

(x− 1)(−1) + (y − 1)(−1) + (z − 1)(−1) = 0,

x+ y + z = 3.

S.4.3�5. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

f(x, y, z) = y2z − 2xyz + z2

â òî÷êå M0(3; 1; 1) â íàïðàâëåíèè ëó÷à l⃗, êîòîðûé îáðàçóåò ñ êîîð-

äèíàòíûìè îñÿìè îñòðûå óãëû α, β, γ, ïðè÷åì α = π/3, β = π/4.

4.3.10. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî

äèôôåðåíöèàëà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M(x, y). Çàïèøåì

ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â âèäå f(x+∆x, y +∆y) = P1 +R2, ãäå

P1(x+∆x, y +∆y|x, y) = f + df = f(x, y) + fx(x, y) △ x+ fy(x, y) △ y,
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4.3. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 4.3.10. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ
ïîìîùüþ ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

Îöåíêîé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ f(x + ∆x, y + ∆y) íàçûâàåòñÿ âûðà-

æåíèå

P1(x+∆x, y +∆y|x, y).
Èíà÷å,

f(x+∆x, y +∆y) ≈ f(x, y) + fx∆x+ fy∆y.

Âïîñëåäñòâèè ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ôîðìóë Òåéëîðà,

f(x+∆x, y +∆y) = Pn +Rn+1,

ãäå

P0 = f(x, y) â òî÷êå M(x, y),

P1 = f + df,

P2 = f + df +
1

2
d2f,

P3 = f + df +
1

2
d2f +

1

6
d3f,

Pn = f + df +
1

2
d2f +

1

6
d3f + ...+

1

n!
dnf,

P1 = f(x, y) + fx(x, y) △ x+ fy(x, y) △ y,

P2 = f(x, y) + fx △ x+ fy △ y +
1

2
(fxx △ x2 + 2fxy △ x △ y + fyy △ y2).

Ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà äëÿ f(x+∆x, y +∆y):

f(x+∆x, y +∆y) ≈ Pn(x+∆x, y +∆y|x, y).

Îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ìû çàéìåìñÿ ïîçäíåå.

S.4.3�6. Âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî äèôôå-

ðåíöèàëà çíà÷åíèå A =
√
1,041,99 + ln 1,02.

Ïóñòü f(x, y, z) =
√
xy + ln z,

x = 1, y = 2, z = 1,

△ x = 0, 04,△ y = −0, 01,△ z = 0, 02,
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5.1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ 5.1.1. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ ñòàðøèõ
ïîðÿäêîâ

x+ △ x = 1, 04, y+ △ y = 1, 99, z+ △ z = 1, 02,

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â öåíòðàëüíîé òî÷êå, f(x, y, z) =
√
12 + ln 1 = 1,

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:
∂u

∂x
=

y · xy−1

2
√
xy + ln z

=
2 · 1
2
√
1
= 1,

∂u

∂y
=

xy lnx

2
√
xy + ln z

= 0,

∂u

∂z
=

1
z

2
√
xy + ln z

=
1

2
,

du = 0,04 · ∂u
∂x

− 0,01 · ∂u
∂y

+ 0,02 · ∂u
∂z

= 1 · 0,04− 0 · 0,01 + 1

2
· 0,02 = 0,05,√

1,041,99 + ln 1,02 ≈ u(1; 2; 1) + du = 1 + 0,05 = 1,05.

Òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ: 1,049275 . . . .

II-5. Äèôôåðåíöèàëû ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ

5.1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ

5.1.1. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ

D.5.1�1 (ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y)

îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D1 = {x ∈ Ω(x0), y = y0} è èìååò íà

ìíîæåñòâå D1 ïðîèçâîäíóþ fx(x, y). Åñëè ôóíêöèÿ fx(x, y0) â òî÷-

êå M0(x0, y0) èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé x, òî ýòà ïðîèç-

âîäíàÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x äâà

ðàçà.

Îáîçíà÷åíèå: ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x äâà ðàçà

îáîçíà÷àåòñÿ fxx(M0).
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5.1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ 5.1.2. Î íåçàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

D.5.1�2 (ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðå-

äåëåíà íà ìíîæåñòâå G2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ êàæ-

äîé òî÷êè ìíîæåñòâà D2 = {x = x0, y ∈ Ω(y0)} , è èìååò ïðîèç-

âîäíóþ fx(x, y) íà ìíîæåñòâå D2. Åñëè ôóíêöèÿ fx(x0, y) â òî÷êå

M0(x0, y0) èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé y, òî ýòà ïðîèçâîä-

íàÿ íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà

ïî x è ïî y.

Îáîçíà÷åíèå: Cìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x è ïî

y îáîçíà÷àåòñÿ fxy(M0).

D.5.1�3 (÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî y). Ïóñòü

ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D3 = {x = x0, y ∈ Ω(y0)}
è èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ fy(x, y) íà ìíîæåñòâå D3. Åñëè

ôóíêöèÿ fy(x, y) â òî÷êå M0(x0, y0) èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðå-

ìåííîé y, òî ýòà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðî-

èçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî y äâà ðàçà.

Îáîçíà÷åíèå: ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî y äâà ðàçà

îáîçíà÷àåòñÿ fyy(M0).

Îáîçíà÷åíèå: Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè fx(x, y) ïî ïåðåìåííîé y îáî-

çíà÷àåòñÿ

fxy(x, y) =
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

∂f

∂x
.

⋆ Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî è äðóãèõ ïî-

ðÿäêîâ.

D.5.1�4. Ïðîèçâîäíûå fxy, fyx, fxyx, fxyz è ò.ä. íàçûâàþò ñìåøàí-

íûìè.

⋆ Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) îïðå-
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5.1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ 5.1.2. Î íåçàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

äåëåíà íà ìíîæåñòâå D = Ω(M0), M0(x0, y0).

5.1.2. Î íåçàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

T.5.1�1 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîä-

íûõ). Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå fx, fy, fxy, fyx

îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0, ïðè÷åì fxy è fyx

íåïðåðûâíû â òî÷êå M0, òî

fxy(M0) = fyx(M0),

ò.å. ðåçóëüòàò ïîâòîðíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

� Ïóñòü

Φ(h) = f(x0 + h, y0 + h)− f(x0 + h, y0)−

− f(x0, y0 + h) + f(x0, y0), (1)

φ(x) = f(x, y0 + h)− f(x, y0).

Òîãäà

Φ(h) = φ(x0 + h)− φ(x0) = φ′
x(x0 + θh) · h =

= [f ′x(x0 + θh, y0 + h)− f ′x(x0 + θh, y0)] · h, (2)

ãäå 0 < θ < 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

Φ(h) = h2 [(fx)y(x0 + θh, y0 + µh)] = h2 [(fx)y(x0, y0) + o(1)] .

Àíàëîãè÷íî äîêàæåì, ÷òî

Φ = [(fy)x(x0, y0) + o(1)] · h2,
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5.2. Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà 5.2.1. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ

Ñëåäîâàòåëüíî,

(fx)y(x0, y0) + o(1) = (fy)x(x0, y0) + o(1),

ïîýòîìó fxy(M0) = fyx(M0). �

5.2. Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà

5.2.1. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

1. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Íàïîìíèì ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü

ôóíêöèè f(M) è g(M) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå D = Ω(M0) è äèô-

ôåðåíöèðóåìû â òî÷êå M0

(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
m

)
. Òîãäà ôóíêöèè

(1) f(M)± g(M),

(2) f(M) · g(M),

(3) f(M)
g(M) ïðè óñëîâèè g(M0) ̸= 0

òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû â óêàçàííîé òî÷êå, ïðè÷åì

d(f ± g) = df ± dg,

d(fg) = f · dg + g · df,

d
f

g
=
g · df − f · dg

g2
ïðè óñëîâèè g(M) ̸= 0.

Ïðè î÷åâèäíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âåðíû òàêæå ôîðìóëû

d(fg) = g · fg−1df + fg · ln f · dg,

d(ln f) =
df

f
, d(logg f) =

df

f

1

ln g
− dg

g

ln f

ln2 g
,

d(fgh) = fg · dh+ fh · dg + gh · df.
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5.2. Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà 5.2.1. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ

2. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

D.5.2�1 (âòîðîé äèôôåðåíöèàë). Åñëè ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

df(x, y|dx, dy)
ôóíêöèè f(x, y) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé â äàííîé

òî÷êå M0, òî ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðó-

åìîé â òî÷êå M0. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì íàçûâà-

åòñÿ äèôôåðåíöèàë îò ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà,

d2f = d(df) = d(fxdx+ fydy).

Íàéäåì çíà÷åíèå âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-

íûõ,

d2f = d(df) = d(fxdx+ fydy) =

= d(fx)dx+ d(fy)dy + fxd(dx) + fyd(dy), (3)

d(fx) = fxxdx+ fxydy, d(fy) = fyxdx+ fyydy,

d(dx) = d2x, dx · dx = dx2,

d2f = fxxdx
2 + 2fxydxdy + fyydy

2 + fxd
2x+ fyd

2y.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì âñå ôóíêöèè îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå

D = Ω(M0), ãäå M0(x0, y0), è äèôôåðåíöèðóåìûìè íóæíîå ÷èñëî

ðàç â òî÷êå M0.

Äëÿ ñëó÷àÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è y ïî îïðåäåëåíèþ

d2x = 0, d2y = 0,
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5.2. Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà 5.2.2. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ïîýòîìó äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x, y)

d2f = fxxdx
2 + 2fxydxdy + fyydy

2.

T.5.2�1 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîä-

íûõ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(x, y) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé òî÷êåM0(x0, y0). Òî-

ãäà
∂

∂y
(
∂f

∂x
) =

∂

∂x
(
∂f

∂y
)

â M0.

S.5.2�1. Ïóñòü f(x, y) = arctan
y

x
. Òîãäà

fx =
1

1 + ( yx)
2
· −y
x2

=
−y

x2 + y2
,

fy =
1

1 + ( yx)
2
· 1
x
=

x

x2 + y2
,

fxx =
2xy

(x2 + y2)2
,

fyx =
−x2 − y2 + 2y2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
= fxy,

fyy =
−2xy

(x2 + y2)2
,

d2f =
2xy

(x2 + y2)2
dx2 + 2

y2 − x2

(x2 + y2)2
dxdy +

−2xy

(x2 + y2)2
dy2.

5.2.2. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

1. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
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5.2. Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà 5.2.3. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
äèôôåðåíöèàëà

Îáîçíà÷èì

d = dx
∂

∂x
+ dy

∂

∂y
.

Èìåòñÿ â âèäó, ÷òî îïåðàòîð d äåéñòâóåò íà äèôôåðåíöèðóåìóþ

ôóíêöèþ f(x, y) ïî ïðàâèëó

df = dx
∂f

∂x
+ dy

∂f

∂y
=

(
dx

∂

∂x
+ dy

∂

∂y

)
f.

2. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Îïåðàòîð d2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìå-

íåíèÿ îïåðàòîðà d äâà ðàçà:

d2 =
(
dx

∂

∂x
+ dy

∂

∂y

)2
,

d2 = dx2
∂2

∂x2
+ 2dxdy

∂2

∂x∂y
+ dy2

∂2

∂y2
.

Îïåðàòîð d2 äåéñòâóåò íà äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ

f(x, y) ïî ïðàâèëó

d2f =
(
dx

∂

∂x
+ dy

∂

∂y

)2
f,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

d2f =
(
dx2

∂2

∂x2
+ 2dxdy

∂2

∂x∂y
+ dy2

∂2

∂y2

)
f,

ýòó ôîðìóëó îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå

d2f =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2.

5.2.3. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëà
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5.2. Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà 5.2.3. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
äèôôåðåíöèàëà

1. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëà ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y). Ïóñòü X =( x
y

)
� âåêòîð�ñòîëáåö, dX =

( dx
dy

)
. Ïóñòü fX =

( fx
fy

)
. Òîãäà

âûðàæåíèå ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà df = fxdx + fydy ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå

df = ( fx fy )
( dx
dy

)
= fTXdX.

2. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëà âòîðî-

ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè îáùåãî âèäà

Ïî îïðåäåëåíèþ,

d2f = d(df) = d(fTXdX) = d(fTX)dX + fTXd(dX).

Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå âòîðîé äèôôåðåíöèàë ðàâåí

d2f = d( fx fy )
( dx
dy

)
+ ( fx fy )d

( dx
dy

)
.

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äåéñòâóåò íà âåêòîðíóþ èëè ìàòðè÷-

íóþ ôóíêöèþ ïîýëåìåíòíî, ñîõðàíÿÿ ñòðóêòóðó âåêòîðà èëè ìàòðè-

öû:

d2f = ( d(fx) d(fy) )
( dx
dy

)
+ ( fx fy )

( d2x
d2y

)
,

d2f = ( dx dy )
( fxx fxy
fyx fyy

)
(
dx
dy

) + ( fx fy )
( d2x
d2y

)
.

Â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà

ôóíêöèè îáùåãî âèäà ðàâåí

d2f = dXT fXXT dX + fTXd
2. (4)
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5.3. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè 5.3.0. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
äèôôåðåíöèàëà

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè fXXT =

fXTX .

3. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëà âòîðî-

ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ

d2f = dXT fXXT dX.

4. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ

d2f =
(
dx dy dz

) fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

( dx
dy
dz

)
+

+
(
fx fy fz

) d2x
d2y
d2z

 , (5)

äëÿ ñëó÷àÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ

d2f =
(
dx dy dz

) fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

 dx
dy
dz

 .

5. Òðåòèé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ

d3f = fxxxdx
3 + 3fxxydx

2dy + 3fxyydxdy
2 + fyyydy

3,

6. Äèôôåðåíöèàë n�ãî ïîðÿäêà

Ïî îïðåäåëåíèþ,

dnf =
(
dx

∂

∂x
+ dy

∂

∂y

)n
f,
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5.3. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè 5.3.1. Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

ãäå ( ∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
=

n∑
k=0

Ck
n

∂k

∂xk
dxk

∂n−k

∂yn−k
dyn−k.

5.3. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

5.3.1. Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

1. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

T.5.3�1 (î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè äâóõ ïåðå-

ìåííûõ). Ïóñòü ôóíêöèè x1(t1, t2) è x2(t1, t2) äèôôåðåíöèðóåìû â

òî÷êå T0(t
(0)
1 , t

(0)
2 ), x

(0)
1 = x1(t

(0)
1 , t

(0)
2 ), x

(0)
2 = x2(t

(0)
1 , t

(0)
2 ), ôóíêöèÿ

f(x1, x2) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå X0(x
(0)
1 , x

(0)
2 ), ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

u(t1, t2) = f
(
x1(t1, t2), x2(t1, t2)

)
.

Òîãäà ôóíêöèÿ u(t1, t2) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå T0(t
(0)
1 , t

(0)
2 ) è âåð-

íû ðàâåíñòâà

du =
(
fx1(x1)t1 + fx2(x2)t1

)
dt1 +

(
fx1(x1)t2 + fx2(x2)t2

)
dt2,

du = fx1dx1 + fx2dx2,

ãäå

dx1 = (x1)t1dt1 + (x1)t2dt2, dx2 = (x2)t1dt1 + (x2)t2dt2,

du = ut1dt1 + ut2dt2,
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6.0. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè 6.0.0. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

ãäå

ut1 = fx1(x1)t1 + fx2(x2)t1 , ut2 = fx1(x1)t2 + fx2(x2)t2 ,

2. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ïåðâîãî äèôåðåíöèàëà

ñëîæíîé ôóíêöèè

df = ( fx1 fx2 )(
dx1
dx2

), df = ( fx1 fx2 )(
(x1)t1 (x1)t2
(x2)t1 (x2)t2

)(
dt1
dt2

),

du = fTXXTT dT.

3. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ îò îäíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü u(t) = f
(
x(t), y(t)

)
. Òîãäà

du = fxdx+ fydy = fx(xtdt) + fy(ytdt),

du = (fxxt + fyyt)dt = utdt, ut = fxxt + fyyt.

5.3.2. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

1. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ â àáñòðàêòíîé ôîðìå

u = f(x, y), d2u = d(du),

d2u = d(fxdx+ fydy),

d2u = d(fx)dx+ fxd
2x+ d(fy)dy + fyd

2y,

d2u = (fxxdx+ fxydy)dx+ (fyxdx+ fyydy)dy + fxd
2x+ fyd

2y,

66 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�6. Ôîðìóëà Òåéëîðà 67
6.1. Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà è îñòàòî÷íûé ÷ëåí 6.1.0. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé
ôóíêöèè

d2u = fxxdx
2 + 2fxydxdy + fyydy

2 + fxd
2x+ fyd

2y,

d2f = ( dx dy )
( fxx fxy
fyx fyy

)( dx
dy

)
+
(
fx fy

)( d2x
d2y

)
,

II-6. Ôîðìóëà Òåéëîðà

6.1. Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà è îñòàòî÷íûé ÷ëåí

Çàïèøåì ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà â îáëàñòè D = Ω(M0), è äèôôå-

ðåíöèðóåìà íóæíîå ÷èñëî ðàç â òî÷êå M0(x0, y0). Ôîðìóëàìè Òåé-

ëîðà íàçûâàþò ðàâåíñòâà

f(x0 + dx, y0 + dy) = P0(x0, y0|dx, dy) +R1(x0, y0|dx, dy),

ãäå

P0(x0, y0|dx, dy) = f(x0, y0),

f(x0 + dx, y0 + dy) = P1(x0, y0|dx, dy) +R2(x0, y0|dx, dy),

ãäå

P1(x0, y0|dx, dy) = P0(x0, y0|dx, dy) + df(x0, y0|dx, dy),

f(x0 + dx, y0 + dy) = P2(x0, y0|dx, dy) +R3(x0, y0|dx, dy),

ãäå

P2(x0, y0|dx, dy) = P1(x0, y0|dx, dy) +
1

2
d2f(x0, y0|dx, dy),

. . . ,

f(x0 + dx, y0 + dy) = Pn(x0, y0|dx, dy) +Rn+1(x0, y0|dx, dy).
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6.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà 6.2.1. Ôîðìóëà Òåéëîðà�Ïåàíî ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ôóíêöèÿ

Pn(x0, y0|dx, dy) = f(x0, y0) +

n∑
k=1

1

k!
dkf(x0, y0|dx, dy)

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà n�ãî ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè,

P0(x0, y0|dx, dy) = f(x0, y0),

P1(x0, y0|dx, dy) = f(x0, y0) + df(x0, y0|dx, dy),

P2(x0, y0|dx, dy) = f(x0, y0) + df(x0, y0|dx, dy)+

+
1

2
d2f(x0, y0|dx, dy) (1)

Êàæäàÿ ôîðìóëà Òåéëîðà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé

ôóíêöèè Rn+1(x0, y0|dx, dy),

Rn+1(x0, y0|dx, dy) = f(x0 + dx, y0 + dy)−

−
(
f(x0, y0) +

n∑
k=1

1

k!
dkf(x0, y0|dx, dy

)
. (2)

Òåîðåìû Òåéëîðà óñòàíàâëèâàþò âûðàæåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðè

íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè f.

6.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà

6.2.1. Ôîðìóëà Òåéëîðà�Ïåàíî ïåðâîãî ïîðÿäêà

T.6.2�1 (Òåéëîðà�Ïåàíî ïåðâîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(x, y) îïðåäåëåíà â îáëàñòè D = Ω(M0), è äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-

êåM0(x0, y0). Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êèM0 âåðíà ôîð-

ìóëà Òåéëîðà�Ïåàíî,
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6.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà 6.2.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà�Ëàãðàíæà ïåðâîãî
ïîðÿäêà

f(x0 + dx, y0 + dy) = f(x0, y0) + df(x0, y0|dx, dy)+

+R2(x0, y0|dx, dy), (3)

ïðè÷åì R2(x0, y0|dx, dy) = o(ρ), ãäå ρ =
√
dx2 + dy2.

⋆ Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (6.2-3) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

íåêîòîðîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïðè ρ→ 0,

f(x0 + dx, y0 + dy)− f(x0, y0)− df(x0, y0|dx, dy) = o(ρ), (4)

f(x0 + dx, y0 + dy)− f(x0, y0)− df(x0, y0|dx, dy)
ρ

= o(1), (5)

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x0 + dx, y0 + dy)− f(x0, y0)− df(x0, y0|dx, dy)
ρ

= 0,

(6)

lim
M→M0

f(M0 + dM)− f(M0)− df(M0|dM)

ρ(M0 + dM,M0)
= 0, (7)

lim−→r →−→r 0

f(−→r 0 + d−→r )− f(−→r 0)− df(−→r 0|d−→r )
|d−→r |

= 0, (8)

lim−→r →−→r 0

f(−→r 0 + d−→r )− P1(
−→r 0|d−→r )

|d−→r |
= 0, (9)

lim−→r →−→r 0

R2(
−→r 0|d−→r )
|d−→r |

= 0, (10)

⋆ Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëà o() ñëåäóåò, ÷òî ôóíê-

öèÿ R2(x0, y0|dx, dy) îïðåäåëåíà â ïåðåñå÷åíèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèÿ f è íåêîòîðîé Ω(M0).

⋆ Òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèè f ìîæíî îñëàáèòü. Â ÷àñòíîñòè, äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû òî÷êà M0 áûëà ïðåäåëüíîé òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ ôóíêöèè f(x, y).
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6.3. Ôîðìóëà Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà 6.3.1. Ôîðìóëà Òåéëîðà-Ïåàíî âòîðîãî ïîðÿäêà

6.2.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà�Ëàãðàíæà ïåðâîãî ïîðÿäêà

T.6.2�2 (Òåéëîðà�Ëàãðàíæà ïåðâîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(x, y) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé âûïóêëîé îêðåñòíî-

ñòè D = Ω(M0) òî÷êèM0(x0, y0). Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

M0 âåðíà ôîðìóëà Òåéëîðà�Ëàãðàíæà,

f(x0 + dx, y0 + dy) = f(x0, y0) + df(x0, y0|dx, dy)+

+R2(x0, y0|dx, dy), (11)

ïðè÷åì ∀M ∈ Ω(M0)∃N(x1, y1) :

R2(x0, y0|dx, dy) =
1

2!
d2f(x1, y1|dx, dy), (12)

ïðè÷åì N(x1, y1) ëåæèò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè

M0(x0, y0) è M(x, y), x = x0 + dx, y = y0 + dy.

⋆ Òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèè f ìîæíî îñëàáèòü. Â ÷àñòíîñòè, äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x, y) áûëà îïðåäåëåíà â òàê íàçûâàåìîé

çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè M0 îáëàñòè D0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀M ∈ D0, ∀t ∈ (0; 1) âåðíî óñëîâèå N(x1, y1) ∈ D0, ãäå x1 = x0+ tdx,

y1 = y0 + tdy.

6.3. Ôîðìóëà Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà

6.3.1. Ôîðìóëà Òåéëîðà-Ïåàíî âòîðîãî ïîðÿäêà

T.6.3�1 (Òåéëîðà-Ïåàíî âòîðîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y)
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0, y0). Òîãäà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè M0
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6.4. Ìàòðèöà Ãåññå 6.4.1. Ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

f(x0 + dx, y0 + dy) = f(x0, y0) + df(x0, y0|dx, dy)+

+
1

2
d2f(x0, y0|dx, dy) +R3(x0, y0|dx, dy), (13)

ïðè÷åì R3(x0, y0|dx, dy) = o(ρ2).

⋆ (6.3-13) ðàâíîñèëüíî

lim−→r →−→r 0

f(−→r 0 + d−→r )− P2(
−→r 0|d−→r )

|d−→r |2
= 0, (14)

lim−→r →−→r 0

R3(
−→r 0|d−→r )
|d−→r |2

= 0, (15)

6.3.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà

T.6.3�2. Òåéëîðà�Ëàãðàíæà âòîðîãî ïîðÿäêàÏóñòü ôóíêöèÿ f(x, y)

òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé âûïóêëîé îêðåñòíîñòè

Ω(M0) òî÷êè M0(x0, y0). Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 âåðíà

ôîðìóëà Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå

Ëàãðàíæà, ∀M(x, y) ∈ Ω(M0) ∃N(x1, y1) : N ∈ (M0,M) (îòðåçêó áåç

êîíöîâ) è

R3(x0, y0|dx, dy) =
1

3!
d3f(x1, y1|dx, dy).

6.4. Ìàòðèöà Ãåññå

6.4.1. Ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ
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6.4. Ìàòðèöà Ãåññå 6.4.2. Ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ

Çàïèøåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ â âåêòîðíî�ìàòðè÷íîé ôîðìå,

d2f =
(
dx dy

)( fxx fxy
fyx fyy

)(
dx
dy

)
,

è íàçîâåì ìàòðèöåé Ãåññå ôóíêöèîíàëüíóþ ìàòðèöó

H =

(
fxx fxy
fyx fyy

)
.

Îáîçíà÷èìX =

(
x
y

)
. Äèôôåðåíöèàë âåêòîðíîé âåëè÷èíûX îáî-

çíà÷èì dX. Îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ïðèìåíåííàÿ ê dX, äàåò

âåêòîð-ñòðîêó dXT =
(
dx dy

)
. Ïîýòîìó âûðàæåíèå âòîðîãî äèô-

ôåðåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

d2f = dXTHdX.

6.4.2. Ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè òðåõ íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ

Äëÿ ôóíêöèè òðåõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìàòðèöà Ãåññå èìååò

âèä

H =

 fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

 .

Äèôôåðåíöèàë n�ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ n ðàç äèô-

ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèèè, ïîýòîìó ìàòðèöà Ãåññå âñåãäà ñèììåòðè-

÷åñêàÿ.

S.6.4�1. Ïóñòü f(x, y) = xy(3− x− y). Òîãäà

fx = 3y − 2xy − y2, fy = 3x− 2xy − x2,
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6.4. Ìàòðèöà Ãåññå 6.4.3. Ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû

fxx = −2y, fxy = 3− 2x− 2y, fyy = −2x, fyx = 3− 2y − 2x,

H =

(
−2y 3− 2x− 2y

3− 2x− 2y −2x

)
.

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x, y) ðàâåí

d2f =
(
dx dy

)( −2y 3− 2x− 2y
3− 2x− 2y −2x

)(
dx
dy

)
.

Â êàæäîé çàäàííîé òî÷êå ìàòðèöà Ãåññå åñòü ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà,

íàïðèìåð,

H(1; 1) =

(
−2 −1
−1 −2

)
.

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå (1; 1) ðàâåí

d2f =
(
dx dy

)( −2 −1
−1 −2

)(
dx
dy

)
.

6.4.3. Ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ãåññå ôóíêöèè òðåõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ,

H =

 fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

 .

Íàçîâåì ãëàâíûìè óãëîâûìè ìèíîðàìè îïðåäåëèòåëè êâàäðàòíûõ

ìàòðèö,

A1 = fxx, A2 =

∣∣∣∣ fxx fxy
fyx fyy

∣∣∣∣ , A3 =

∣∣∣∣∣∣
fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

∣∣∣∣∣∣ .
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû äëÿ ôóíêöèè n

ïåðåìåííûõ.
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6.4. Ìàòðèöà Ãåññå 6.4.4. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

S.6.4�2. Íàïðèìåð, åñëè f(x, y) = xy(3− x− y), òî

H(x, y) =

(
−2y 3− 2x− 2y

3− 2x− 2y −2x

)
,

H(1; 1) =

(
−2 −1
−1 −2

)
,

â ýòîé òî÷êå A1 = −2, A2 = 3.

S.6.4�3. Ïóñòü

f(x, y, z) = xyz(4− x− y − z),

òîãäà

fx = yz(4− x− y − z)− xyz, (16)

fy = xz(4− x− y − z)− xyz, (17)

fz = xy(4− x− y − z)− xyz, (18)

fxx = −2yz, fyy = −2xz, fzz = −2xy, (19)

fxy = z(4− x− y − z)− yz − xz, (20)

fxz = y(4− x− y − z)− yz − xy, (21)

fyz = x(4− x− y − z)− xy − xz, (22)

H =

 fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

 ,

H(1; 1; 1) =

 −2 −1 −1
−1 −2 −1
−1 −1 −2

 ,
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6.4. Ìàòðèöà Ãåññå 6.4.4. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

A1 = −2, A2 = 3, A3 = −4.

6.4.4. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

S.6.4�4. Ïóñòü f(x, y) = xy(3 − x − y), x0 = 1, y0 = 1, x = 1,1,

y = 0,9. Òîãäà

df = (3y − 2xy − y2)dx+ (3x− 2xy − x2)dy,

df(1; 1) = (3− 2− 1)dx+ (3− 2− 1)dy = 0,

d2f = (−2y)dx2 + 2(3− 2x− 2y)dxdy + (−2x)dy2,

d2f(1; 1|dx, dy) = (−2)dx2 + 2(−1)dxdy + (−2)dy2,

d2f(1; 1|0,1;−0,1) = (−2)0,01 + 2(−1)(−0,01) + (−2)0,01 = −0,02 +

0,02− 0,02 = −0,02.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f(x, y) = xy(3 − x − y), òî f(1; 1) = 1,

f(1,1; 0,9) = 1,1 · 0,9 · (3− 1,1− 0,9) = 0,99,

f(1,1; 0,9) ≈ f(1; 1) + df + 1
2d

2f = 1 + 0 + 1
2(−0, 02).

S.6.4�5. Ïóñòü f(x, y) = xy, x0 = 2, y0 = 3, x = 2,01, y = 3,02.

Òîãäà dx = 0,01, dy = 0,02,

df = yxy−1dx+ xy lnxdy,

df(2; 3) = 3 · 22dx+ 23 ln 2dy,

df(2; 3|0,01; 0,02) = 3 · 22 · 0,01 + 23 ln 2 · 0,02 =

= 3 · 22 · 0,01 + 23 ln 2 · 0,02 ≈ 0,12 + 0,111 = 0,231, (23)

f(2,01; 3,02) ≈ f(2; 3) + df ≈ 8 + 0,231 = 8,231.

f(x, y) = 8,234 782, (24)
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6.5. Òåîðåìà Òåéëîðà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà 6.5.1. Òåîðåìà Òåéëîðà�Ëàãðàíæà

f(x0, y0) + df = 8,230904, (25)

f(x0, y0) + df +
1

2
d2f = 8,234 736. (26)

6.5. Òåîðåìà Òåéëîðà äëÿ ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà ïðîèç-

âîëüíîãî ïîðÿäêà

6.5.1. Òåîðåìà Òåéëîðà�Ëàãðàíæà

T.6.5�1 (Òåéëîðà�Ëàãðàíæà n�ãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(x1, . . . , xm) äèôôåðåíöèðóåìà (n+1) ðàç â âûïóêëîé îêðåñòíîñòè

Ω(M0) òî÷êè M0(x
0
1, . . . , x

0
m). Òîãäà ∀M ∈ Ω(M0)∃N ∈ (M0,M) :

f(M) = Pn(M,M0) +Rn+1(M,M0),

ãäå

Pn(M,M0) = f(M0) + df |M0
+

1

2!
d2f

∣∣∣∣
M0

+ · · ·+ 1

n!
dnf

∣∣∣∣
M0

,

Rn+1(M,M0) =
1

(n+ 1)!
dn+1f

∣∣∣∣
N

.

Èìååòñÿ â âèäó N ∈ (M0,M) (èíòåðâàë).

Èíà÷å, ∃ϑ ∈ (0; 1) :

f(x1, . . . , xm) = f(x01, . . . , x
0
m)+

+
n∑

k=1

1

k!

[
(x1 − x01)

∂

∂x1
+ · · ·+ (xm − x0m)

∂

∂xm

]k
f

∣∣∣∣∣
M0

+

+
1

(n+ 1)!

[
(x1 − x01)

∂

∂x1
+ · · ·+ (xm − x0m)

∂

∂xm

]n+1

f

∣∣∣∣∣
N

, (27)
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6.5. Òåîðåìà Òåéëîðà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà 6.5.1. Òåîðåìà Òåéëîðà�Ëàãðàíæà

ãäå N =
(
x1 + θ(x1 − x01), . . . , xm + θ(xm − x0m)

)
.

⋆ Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà è åãî ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà îò 1

äî n âêëþ÷èòåëüíî â òî÷êå M0 ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè

f(M0) è åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå M0.

� Äîêàæåì, ÷òî

f(x, y) = f(x0, y0) +

n∑
k=1

1

k!

[
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

]k
f

∣∣∣∣∣
M0

+

+
1

(n+ 1)!

[
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

]n+1

f

∣∣∣∣∣
N

. (28)

Ïóñòü g(t) = f(x0 + t∆x, y0 + t∆y), t ∈ [0; 1],

g(1) = g(0) +
n∑

k=1

1

k!
dkg

∣∣∣
M0

+
1

(n+ 1)!
dn+1g

∣∣
t=θ

,

g(0) = f(x0, y0), g(1) = f(x0 +∆x, y0 +∆y),

dg = fx(x0, y0)xt + fy(x0, y0)yt = fx(M0)∆x+ fy(M0)∆y,

d2g = (dt · d
dt
)2g = (t · d

dt
)2g,

g(t) = f(x0 + t∆x, y0 + t∆y) d2g
∣∣
t=0,dt=1

=

= (∆x
∂

∂x
+∆y

∂

∂y
)2f(x, y)

∣∣∣∣
(x0,y0)

, (29)
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6.5. Òåîðåìà Òåéëîðà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà 6.5.3. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

d2g
∣∣
t=0,dt=1

= d2f
∣∣
(x0,y0,∆x,∆y)

,. . . ,

dkg
∣∣∣
t=0,dt=1

= dkf
∣∣∣
(x0,y0,∆x,∆y)

,

dn+1g
∣∣
t=ϑ,dt=1

= dn+1f
∣∣
(x0+ϑ∆x,y0+ϑ∆y,∆x,∆y)

.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû Òåéëîðà-

Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè g(t) íà îòðåçêå t ∈ [0; 1]. �

6.5.2. Òåîðåìà Òåéëîðà-Ïåàíî

T.6.5�2 (Òåéëîðà�Ïåàíî n�ãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(x1, . . . , xm) äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç â òî÷êå M0(x
0
1, . . . , x

0
m).

Òîãäà ôóíêöèþ f(x1, . . . , xm) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(M) = Pn(M,M0) +Rn+1(M,M0),

ãäå

Pn(M,M0) = f(M0) + df |M0
+

1

2!
d2f

∣∣∣∣
M0

+ · · ·+ 1

n!
dnf

∣∣∣∣
M0

,

Rn+1(M,M0) = o(ρn),

ρ =

√
(x1 − x

(0)
1 )2 + ...+ (xm − x

(0)
m )2.

Èíûìè ñëîâàìè,

f(x1, . . . , xm) = f(x01, . . . , x
0
m)+

+
n∑

k=1

1

k!

[
(x1 − x01)

∂

∂x1
+ · · ·+ (xm − x0m)

∂

∂xm

]k
f

∣∣∣∣∣
M0

+
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6.5. Òåîðåìà Òåéëîðà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà 6.5.3. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

+ o(ρn). (30)

6.5.3. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïðè n = 1 ôîðìóëà Òåéëîðà-Ïåàíî èìååò âèä

f(x0 + dx, y0 + dy) =

= f(x0, y0) + fx(x0, y0)dx+ fy(x0, y0)dy + o(ρ2). (31)

Òàê êàê ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì äèôôåðåíöèðóåìîé

ôóíêöèè, òî îíà âåðíà (â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0).

Ïðè n = 2 ôîðìóëà Òåéëîðà-Ïåàíî èìååò âèä

f(x0 + dx, y0 + dy) = f(x0, y0)+

+ fx(x0, y0)dx+ fy(x0, y0)dy+

+
1

2
(fxxdx

2 + 2fxydxdy + fyydy
2) + o(ρ2), (32)

ãäå ρ =
√
dx2 + dy2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíà ôîðìóëà Òåéëîðà-Ïåàíî ïîðÿäêà (n− 1).

Äîêàæåì, ÷òî

f(x, y) = f(x0, y0)+

+
n∑

k=1

1

k!

{[
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

]k
f

}∣∣∣∣∣
M0

+ o(ρn). (33)

Îáîçíà÷èì dx = ∆x = x− x0, dy = ∆y = y − y0,

f(x, y) = f(x0, y0)+
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6.5. Òåîðåìà Òåéëîðà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà 6.5.3. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

+

n∑
k=1

1

k!

k∑
q=0

Cq
k(dx)

q(dy)k−q ∂
q

∂xq
∂k−q

∂yk−q
f

∣∣∣∣∣∣
M0

+ o(ρn), (34)

Îáîçíà÷èì

P = Q0 +

n∑
k=1

Qk,

Q0 = f(x0, y0),

Qk =
1

k!

k∑
q=0

Cq
k(dx)

q(dy)k−q ∂
q

∂xq
∂k−q

∂yk−q
f

∣∣∣∣∣∣
M0

.

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

P (x0, y0) = f(x0, y0),

Px(x0, y0) = fx(x0, y0), Py(x0, y0) = fy(x0, y0),

Äîêàæåì, ÷òî ïðè s < k âåðíî ðàâåíñòâî

(Qk)xjys−j

∣∣
M0

= 0.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè s = k âåðíî ðàâåíñòâî (Qk)xjyk−j

∣∣
M0

=

(f(x, y))xjyk−j

∣∣
M0

.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè s > k âåðíî ðàâåíñòâî

(Qk)xjys−j

∣∣
M0

= 0.

Ïîýòîìó

(P (x, y))xjyk−j

∣∣
M0

= (f(x, y))xjyk−j

∣∣
M0

ïðè âñåõ k ∈ {0, ..., n}, j ∈ {0, ..., k}.

R(x, y) = f(x, y)− P (x, y),
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6.5. Òåîðåìà Òåéëîðà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà 6.5.4. Îáîçíà÷åíèÿ ïðè çàïèñè ôîðìóëû
Òåéëîðà

R(M0) = f(M0)− P (M0) = 0,

Rx(M0) = fx(M0)− Px(M0) = 0,

Ry(M0) = fy(M0)− Py(M0) = 0,

Rxjyk−j

∣∣
M0

= (f − P )xjyk−j

∣∣
M0

= 0

ïðè âñåõ k ∈ {0, ..., n}, j ∈ {0, ..., k}.

R(x, y) = R(x0, y0) +Rx(x0 + ϑdx, y0 + ϑdy)dx+

+Ry(x0 + ϑdx, y0 + ϑdy)dy, (35)

Íî

(Rx)xjyk−j

∣∣
M0

= (fx − Px)xjyk−j

∣∣
M0

= 0,

(Ry)xjyk−j

∣∣
M0

= (fy − Py)xjyk−j

∣∣
M0

= 0

ïðè âñåõ k ∈ {0, ..., n− 1}, j ∈ {0, ..., k}, ïîýòîìó

Rx(x0 + ϑdx, y0 + ϑdy) = o(ρn−1),

Ry(x0 + ϑdx, y0 + ϑdy) = o(ρn−1),

Íî ê òîìó æå |dx| ≤ ρ, |dy| ≤ ρ,

R(x, y) = o(ρn−1)dx+ o(ρn−1)dy = o(ρn)

6.5.4. Ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ïðè çàïèñè ôîðìóëû

Òåéëîðà

f(x+ dx, y + dy) = f(x, y) + fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy+
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7.1. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà 7.1.1. Ïîíÿòèå: ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì

+
1

2
(fxxdx

2 + 2fxydxdy + fyydy
2) + o(ρ2), (36)

f(x0 + dx, y0 + dy, z0 + dz) = f(x0, y0, z0)+

+ fx(x0, y0, z0)dx+ fy(x0, y0, z0)dy + fz(x0, y0, z0)dz+

+
1

2
(fxxdx

2 + fyydy
2 + fzzdz

2)+

+
1

2
{2fxydxdy + 2fxzdxdz + 2fyzdydz}+ o(ρ2), (37)

f(x+ dx, y + dy) = f(x, y) + ( fx fy )(
dx
dy

)+

+
1

2
( dx dy )(

fxx fxy
fyx fyy

)(
dx
dy

) + o(ρ2), (38)

II-7. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì

7.1. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà

7.1.1. Ïîíÿòèå: ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(M) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êèM0 (ýòî óñëî-

âèå äàëåå íå áóäåò îãîâàðèâàòüñÿ).

D.7.1�1 (òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà). Òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ

òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(M), åñëè

∃Ω(M0) : ∀M ∈ Ω(M0) :M ̸=M0 âåðíî f(M) > f(M0).

Òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè

f(M), åñëè

∃Ω(M0) : ∀M ∈ Ω(M0) :M ̸=M0 âåðíî f(M) < f(M0).
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7.1. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà 7.1.2. Òåîðåìà Ôåðìà

D.7.1�2 (îòðèöàíèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà). Òî÷êà M0 íå ÿâëÿåò-

ñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f(M), åñëè

∀Ω(M0) ∃M ∈ Ω(M0) :M ̸=M0 è f(M) ≤ f(M0)

èëè ñîîòâåòñòâåííî

∀Ω(M0) ∃M ∈ Ω(M0) :M ̸=M0 è f(M) ≥ f(M0).

D.7.1�3 (òî÷êîé íåñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà). Òî÷êàM0 íà-

çûâàåòñÿ òî÷êîé íåñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(M),

åñëè

∃Ω(M0) : ∀M ∈ Ω(M0) :M ̸=M0 è f(M) ≥ f(M0).

7.1.2. Òåîðåìà Ôåðìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(M) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

M0.

T.7.1�1 (Ôåðìà, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè).

1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êåM0(x0, y0, z0)

è èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì (ìèíèìóì èëè ìàê-

ñèìóì, ñòðîãèé èëè íå ñòðîãèé). Òîãäà df(M0) = 0, èëè, ÷òî òî

æå ñàìîå,

∀dx, dy, dz
(
fx(M0) fy(M0) fz(M0)

)( dx
dy
dz

)
= 0,
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7.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà 7.2.1. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

fx(M0) = 0 ∧ fy(M0) = 0 ∧ fz(M0) = 0.

2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ fx â òî÷-

êå M0(x0, y0, z0) è èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì (ìè-

íèìóì èëè ìàêñèìóì, ñòðîãèé èëè íå ñòðîãèé). Òîãäà fx(M0) = 0.

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ âåðíû äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

3) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) â òî÷êåM0(x0, y0, z0) èìååò ïðîèçâîäíóþ

ïî íàïðàâëåíèþ l⃗ è èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì (ìè-

íèìóì èëè ìàêñèìóì, ñòðîãèé èëè íå ñòðîãèé). Òîãäà
∂f

∂l⃗
(M0) = 0.

⋆ ∂f

∂x
(M0) =

∂f

∂l⃗
(M0) äëÿ l⃗ = (1; 0; 0) (èìååòñÿ â âèäó ôóíêöèÿ òðåõ

ïåðåìåííûõ).

T.7.1�2. Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå íàïðàâëåíèå l⃗, ÷òî ∂f
∂l⃗

(M0) ̸= 0, òî

f(x, y, z) â M0(x0, y0, z0) íå èìååò ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

7.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà

7.2.1. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

1. Îïðåäåëåíèå: êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

D.7.2�1 (êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà). Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ

Q(x1, x2, . . . , xm) =

m∑
i,j=1

aijxixj .

Âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî aij = aji.

Âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ çàïèñü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàçìåðíîñòè 3:
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7.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà 7.2.2. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà

Q =
(
x1 x2 x3

)( a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)( x1
x2
x3

)
.

D.7.2�2 (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-

ìà). Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íîé, åñëè Q(x1, x2, . . . , xm) > 0 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x1, . . . , xm, êðîìå

ñëó÷àÿ îäíîâðåìåííîãî ðàâåíñòâà x1 = 0, . . . , xm = 0.

⋆ Ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â òî÷êå O(0, 0, . . . , 0) ðàâíà íóëþ.

D.7.2�3 (îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ). Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà-

çûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè Q(x1, x2, . . . , xm) < 0

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x1, . . . , xm, êðîìå îäíîâðåìåííîãî ðàâåíñòâà

x1 = 0, . . . , xm = 0.

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé

èëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ çíàêîîïðåäåëåí-

íîé.

D.7.2�4 (çíàêîïåðåìåííàÿ). Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ

çíàêîïåðåìåííîé, åñëè

∃ {x1, x2, . . . , xm} : Q(x1, x2, . . . , xm) < 0, (1)

∃ {y1, y2, . . . , ym} : Q(y1, y2, . . . , ym) > 0. (2)

7.2.2. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Q(x1, x2, . . . , xm) = a11x
2
1 + a12x1x2 + . . .+ a1mx1xm+
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7.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà 7.2.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

+ a21x2x1 + a22x
2
2 + . . .+ a2mx2xm + . . .+ ammxmxm (3)

ðàâíà

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 . . . amm

 .

Óãëîâûìè ìèíîðàìè íàçûâàþòñÿ îïðåäåëèòåëè âèäà:

A1 = a11, A2 =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣, A3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a12
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ è ò.ä.,

Am = detA.

T.7.2�1 (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). 1) Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷-

íàÿ ôîðìà Q áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè îäíîâðåìåííî âåðíû ðàâåíñòâà

A1 > 0, A2 > 0, . . . , An > 0.

2) Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q áûëà îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çíàêè óãëîâûõ ìè-

íîðîâ ÷åðåäîâàëèñü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

A1 < 0, A2 > 0, A3 < 0, . . . .

T.7.2�2 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ çíàêîïåðåìåííîé ôîðìû). Äëÿ

òîãî, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q áûëà çíàêîïåðåìåííîé, äîñòà-

òî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

A2 < 0.

⋆Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð çíàêîïåðåìåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû,

äëÿ êîòîðîé A2 = 0, èëè A2 > 0. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî òàê
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7.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà 7.2.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ïåðåèìåíîâàòü êîîðäèíàòû, ÷òî ïîñëå ïåðåèìåíîâàíèÿ áóäåò âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî A2 < 0.

7.2.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

T.7.2�3 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà âòîðîãî

ïîðÿäêà ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ).

1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

M0(x0, y0, z0), âåðíî ðàâåíñòâî df(M0) = 0, è â ýòîé òî÷êå âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

d2f =
(
dx dy dz

) fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

 dx
dy
dz


(óñëîâèÿ Ñèëüâåñòðà), à èìåííî,

A1 > 0, A2 >, A3 > 0,

ãäå

A1 = fxx, A2 =

∣∣∣∣ fxx fxy
fyx fyy

∣∣∣∣ , A3 =

∣∣∣∣∣∣
fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

∣∣∣∣∣∣ .
Òîãäà ôóíêöèÿ f(x, y, z) â òî÷êåM0(x0, y0, z0) èìååò ëîêàëüíûé ìè-

íèìóì.

2) Åñëè â òî÷êå M0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåí-

íîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû d2f , à èìåííî,

A1 < 0, A2 > 0, A3 < 0,

òî f(x, y, z) â òî÷êå M0(x0, y0, z0) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì.
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7.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà 7.2.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

⋆ Â äàííîì ñëó÷àå óêàçàííûå óñëîâèÿ çíàêîîïðåäåäåííîñòè êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

T.7.2�4 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-

ìà ôóíêöèè ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(M)

îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0.

(1) Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè

f(M) â òî÷êå M0 ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé, òî ôóíêöèÿ f(M)

â òî÷êå M0 íå èìååò ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

(2) Åñëè A2 < 0 â òî÷êå M0(x0, y0, z0), òî â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà íåò.

� Äîêàæåì òåîðåìó î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿ ìèíèìóìà äëÿ ôóíê-

öèè òðåõ ïåðåìåííûõ. Çàïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî:

f(M) = f(M0) + df(M0, dM) +
1

2
d2f(M0, dM) + ρ2o(1),

ãäå ρ2 = dx2 + dy2 + dz2. Ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f ðàâíî

∆f(M0,M) = df(M0, dM) +
1

2
d2f(M0, dM) + o(ρ2).

Òàê êàê ïåðâûé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå M0 ðàâåí íóëþ, òî

∆f(M0,M) =
1

2
d2f(M0, dM) + o(ρ2) =

=
1

2
ρ2(

d2f(M0, dM)

ρ2
+ o(1)) =

=
1

2
ρ2
(Q(dx, dy, dz)

ρ2
+ α(x, y, z)

)
, (4)
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7.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà 7.2.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ãäå α(x, y, z) = o(1) ïðè ρ→ +0, ïðè÷åì Q åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Q(dx, dy, dz) =
(
dx dy dz

) fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

 dx
dy
dz

 ,

ìàòðèöà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Ãåññå, íàéäåííîé â òî÷êåM0.

Çàìåòèì, ÷òî

Q

ρ2
= ( h1 h2 h3 )

 fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

 h1
h2
h3

 ,

ãäå h1 =
dx√

dx2 + dy2 + dz2
, h2 =

dy√
dx2 + dy2 + dz2

, h3 =

dz√
dx2 + dy2 + dz2

, ïðè÷åì h21 + h22 + h23 = 1. Îáîçíà÷èì K ñôåðó

h21+h
2
2+h

2
3 = 1 â ïðîñòðàíñòâå (h1, h2, h3). Òîãäà K çàìêíóòîå îãðà-

íè÷åííîå ìíîæåñòâî. Íà ìíîæåñòâå K ôóíêöèÿ

Q(dx, dy, dz)

ρ2
= P (h1, h2, h3)

íåïðåðûâíà, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâîé òåîðåìîé Âåéåðøòðàñ-

ñà ôóíêöèÿ P (h1, h2, h3) îãðàíè÷åíà íà Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃m1, m2 :

P (h1, h2, h3)|K ∈ [m1,m2] .

Èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè Q ñëåäóåò, ÷òî íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ P ïðèíèìàåò íà K òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ. Òåïåðü èç âòîðîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò, ÷òî m1 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, íà K âåðíî íåðàâåíñòâî

P (h1, h2, h3)|K ≥ m1 > 0.
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7.3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ 7.3.1. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà

Ïîëîæèì ε =
m1

2
. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî òàê êàê α åñòü áåñêîíå÷íî

ìàëàÿ ôóíêöèÿ, òî ∃δ > 0 : ∀dx, dy, dz :
√
dx2 + dy2 + dz2 < δ âåðíî

íåðàâåíñòâî

|α(x, y, z)| < m1

2
,

m1

2
<
Q(dx, dy, dz)

ρ2
+ α(x, y, z) < m2 +

m1

2
.

�
� Äîêàæåì òåîðåìó î äîñòàòî÷íûõ îòñóòñòâèÿõ ýêñòðåìóìà.

∃h′ : P (h′1, h′2, h′3)
∣∣
K

= −m3 < 0,

∃h′′ : P (h′′1, h′′2, h′′3)
∣∣
K

= m4 > 0.

Ïóñòü ε =
min(m3,m4)

2
. Òîãäà

∃δ > 0 : ∀dx, dy, dz :
√
dx2 + dy2 + dz2 < δ

âåðíî íåðàâåíñòâî

|α(x, y, z)| < ε,

Q(dx′, dy′, dz′)

ρ2
+ α(x, y, z) < −m3

2
< 0,

0 <
m4

2
<
Q(dx′′, dy′′, dz′′)

ρ2
+ α(x, y, z),

�

7.3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ

7.3.1. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
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7.3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ 7.3.3. Ñðàâíåíèå ñ ôóíêöèÿìè îäíîé
ïåðåìåííîé

T.7.3�1 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà âòîðî-

ãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà

â òî÷êå M0(x0, y0, z0) è èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Òîãäà df(M0) = 0, è â ýòîé òî÷êå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f ÿâëÿåò-

ñÿ èëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, èëè ïîëóîïðåäåëåííîé (íåîò-

ðèöàòåëüíîé). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ ãëàâíûõ óãëîâûõ ìèíîðîâ

ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà âåðíû íåðàâåíñòâà A1 ≥ 0, A2 ≥ 0.

7.3.2. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà

T.7.3�2 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà òðåòüåãî

ïîðÿäêà). 1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå M0(x0, y0, z0) è â ýòîé òî÷êå èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì.

Åñëè ê òîìó æå d2f(M0) = 0, òî âåðíî íåðàâåíñòâî d3f(M0) = 0.

2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

M0(x0, y0, z0), df(M0) = 0, d2f(M0) = 0, d3f(M0) ̸= 0. Òîãäà ôóíêöèÿ

f(x, y, z) â ýòîé òî÷êå íå èìååò ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

7.3.3. Ñðàâíåíèå ñ ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé

1. Îïðåäåëåíèå

Íàïîìíèì D.7.3�1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî

ìèíèìóìà (ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f(x), åñëè

∃Ω(x0) : ∀x ∈ Ω(M0) : x ̸= x0 âåðíî íåðàâåíñòâî

f(x) ≥ f(x0)

èëè ñîîòâåòñòâåííî
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7.3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ 7.3.3. Ñðàâíåíèå ñ ôóíêöèÿìè îäíîé
ïåðåìåííîé

∃Ω(x0) : ∀x ∈ Ω(x0) : x ̸= x0 âåðíî

f(x) ≤ f(x0).

2. Òåîðåìà Ôåðìà

T.7.3�3 (Ôåðìà, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè). 1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèô-

ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0) è èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé

ýêñòðåìóì (ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì, ñòðîãèé èëè íå ñòðîãèé).

Òîãäà df(x0) = 0, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ∀dx âåðíî f ′(x0)dx = 0,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, f ′(x0) = 0.

3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

T.7.3�4 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà âòîðîãî

ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

x = x0, âåðíî ðàâåíñòâî fx(x0) = 0, è â ýòîé òî÷êå fxx > 0, òî

f(x) â òî÷êå M0(x0) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Åñëè fxx(x0) < 0,

òî f(x) â òî÷êå x = x0 èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

4. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

T.7.3�5 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà âòîðîãî

ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

x = x0 è èìååò â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Òîãäà

fx(x0) = 0 è fxx(x0) ≥ 0.

Íàðóøåíèå ëþáîãî èç ýòèõ óñëîâèé âëå÷åò îòñóòñòâèå ëîêàëüíîãî

ìèíèìóìà. Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàêñèìóìà.
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7.3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ 7.3.4. Ïðèìåðû

5. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà

T.7.3�6 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà òðåòüåãî

ïîðÿäêà). (1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå x = x0, f(x) â ýòîé òî÷êå èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, è

d2f(M0) = 0. Òîãäà d3f(M0) = 0.

(2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

M0(x0, y0, z0), df(M0) = 0, d2f(M0) = 0, d3f(M0) ̸= 0. Òîãäà ôóíêöèÿ

f(x) â òî÷êå x0 íå èìååò ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

7.3.4. Ïðèìåðû

S.7.3�1. Íàéäèòå âñå òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

f(x, y) = x3 + y3 − 3(x+ y)2.

Ðåøåíèå. J Çàäàííàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà R2, ïîýòîìó

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äàþòñÿ òåîðåìîé Ôåðìà è èìåþò

âèä

{
fx = 0,
fy = 0.

Çàïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà (óñëîâèÿ

Ôåðìà):

{
3x2 − 6(x+ y) = 0,
3y2 − 6(x+ y) = 0,

èç ýòîãî ñëåäóåò x2 = y2, ðàâíîñèëü-

íî x = ±y. Åñëè x + y = 0, òî x = y = 0. Åñëè x = y, òî èëè

x = y = 0, èëè x = y = 4. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ðîâíî äâå òî÷-

êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x, y)

ðàâåí d2f = (6x− 6)dx2 − 12dxdy + (6y − 6)dy2, ìàòðèöà Ãåññå

H(x, y) =

(
6x− 6 −6

−6 6y − 6

)
.

Èññëåäóåì ñíà÷àëà íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà

â òî÷êå x = y = 0. Â ýòîé òî÷êå

H(0, 0) =

(
−6 −6
−6 −6

)
,
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7.3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ 7.3.4. Ïðèìåðû

êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà íå äàåò îòâåòà î çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà. Çàìåòèì, ÷òî

f(x, y) = (x+ y)(x2 − xy + y2 − 3x− 3y).

Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ëèíèé íóëåâîãî óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y) â îêðå-

ñòåîñòè òî÷êè (0; 0). Óðàâíåíèå f(x, y) = f(0, 0) ðàâíîñèëüíî óðàâ-

íåíèþ f(x, y) = 0 è ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé{
x+ y = 0,
x2 − xy + y2 − 3x− 3y = 0,

ïåðâîå èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ x + y = 0, à âòîðîå îïðå-

äåëÿåò êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñòàíäàðòíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò,

÷òî ýòà êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà åñòü ýëëèïñ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ýë-

ëèïñ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0; 0). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ

ê ýòîìó ýëëèïñó â òî÷êå (0; 0) ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé x+ y = 0. Ïîýòî-

ìó â íåêîòîðîé øàðîâîé îêðåñòíîñòè K
(
(0; 0), ρ

)
òî÷êè (0; 0) ëèíèè

íóëåâîãî óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y) ðàçáèâàþò ýòó øàðîâóþ îêðåñò-

íîñòü íà ÷åòûðå îáëàñòè, â äâóõ èç êîòîðûõ f(x, y) > 0, â îñòàëüíûõ

äâóõ f(x, y) < 0. Ïóñòü ρ > ε > 0. Ïåðåñå÷åíèå êàæäîé èç ÷åòûðåõ

óêàçàííûõ îáëàñòåé è êðóãà K
(
(0; 0), ε

)
íåïóñòî. Ïîýòîìó â ëþáîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè (0; 0) íàéäóòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ f(x, y) > f(0, 0)

è íàéäóòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ f(x, y) < f(0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà

(0; 0) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x, y).

Ìîæíî ïðèììåíèòü äðóãîé ìåòîä. Ðàññìîòðèì f(x, y) êàê ôóíêöèþ

îò x è îò ïàðàìåòðà y. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ ïðè âñåõ y èìååò êîðåíü

x1 = −y, è åùå äâà êîðíÿ

x2,3 =
1
2

(
y+3±

√
9 + 18y − 4y2

)
= 1

2

(
y+3±

(
3+3y− 13

6 y
2+ o(y2)

))
.

îäèí èç êîðíåé
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8.1. Ïîíÿòèå íåÿâíîé ôóíêöèè 8.1.1. Îäíî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè

x2 =
1
2

(
y−3

(
3+3y− 13

6 y
2+o(y2)

))
= 1

2

(
y+3−3−3y+ 13

6 y
2+o(y2)

)
=

= 1
2

(
−2y + 13

6 y
2 + o(y2)

)
= −y + 13

12y
2 + o(y2).

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x = y = 0, â êîòîðîé

ïðè âñåõ y ̸= 0 óðàâíåíèå f(x, y) = 0 èìååò äâà êîðíÿ, à ôóíêöèÿ

f(x, y) èìååò äâå òî÷êè ïåðåìåíû çíàêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñêîëü

óãîäíî ìàëîé øàðîâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = y = 0 íàéäóòñÿ òî÷êè,

â êîòîðûõ f(x, y) > 0 è íàéäóòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ f(x, y) < 0.

Ýêñòðåìóìà íåò.

Çàäàíèå 1. Èññëåäóéòå íàëè÷èå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà óêàçàííîé

ôóíêöèè â òî÷êå x = y = 4.

I
Çàäàíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðîé îêåñòíîñòè òî÷êè (0; 0)

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2−xy+y2−3x−3y = 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå y = −x+Cx2+o(x2), ãäå C ̸= 0. Èç ýòîãî òàêæå áóäåò ñëåäîâàòü

îòñóòñòâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â òî÷êå (0; 0).

II-8. Íåÿâíûå ôóíêöèè

8.1. Ïîíÿòèå íåÿâíîé ôóíêöèè

8.1.1. Îäíî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè

Îäíî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè u(x, y) = 0 îïðåäåëÿåò, âîîá-

ùå ãîâîðÿ, îäíó èëè íåñêîëüêî ôóíêöèé âèäà y = f(x).

S.8.1�1. Óðàâíåíèå x2 + y2 − 1 = 0 îïðåäåëÿåò îêðóæíîñòü íà

ïëîñêîñòè, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå ãðàôè-

êîâ ôóíêöèé y =
√
1− x2, −1 6 x 6 1, è y = −

√
1− x2, −1 6 x 6 1.
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8.2. Îïðåäåëåíèå íåÿâíîé ôóíêöèè 8.2.0. Äâà óðàâíåíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ ïåðåìåííûìè

S.8.1�2. Óðàâíåíèå x3 + y3 − 3xy = 0 îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè

êðèâóþ, êîòîðóþ íàçûâàþò äåêàðòîâ ëèñò. Ýòî óðàâíåíèå, ðàññìàò-

ðèâàåìîå êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y ñ ïàðàìåòðîì x, èìååò îäíî,

äâà èëè òðè ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ x ∈ (−∞,+∞).

S.8.1�3. Óðàâíåíèå xy = 1 îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëó, êîòîðóþ ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå ãðàôèêîâ äâóõ ôóíêöèé, y = 1
x ,

−∞ < x < 0, è y = 1
x , 0 < x < +∞.

8.1.2. Îäíî óðàâíåíèå ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè

Íåÿâíóþ ôóíêöèþ z = f(x, y) ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì âèäà

u(x, y, z) = 0.

S.8.1�4. Óðàâíåíèå x2+y2+z2 = 1 îïðåäåëÿåò ñôåðó â ïðîñòðàí-

ñòâå (x, y, z). Ñôåðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå ãðàôè-

êîâ äâóõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëåíà

íà êðóãå x2 + y2 6 1 íà ïëîñêîñòè (x, y).

S.8.1�5. Óðàâíåíèå (x2 + y2 + z2)2 − 8
√
2xyz = 0 â ïðîñòðàíñòâå

(x, y, z) îïðåäåëÿåò ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

îáúåäèíåíèå ãðàôèêîâ íåñêîëüêèõ ôóíêöèé âèäà z = fj(x, y). Áîëåå

äåòàëüíî ýòî óðàâíåíèå ðàññìîòðèì ïîçäíåå.

8.1.3. Äâà óðàâíåíèÿ ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè

Íåÿâíóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàäàòü ñèñòåìîé âèäà{
F (x, y, z) = 0,
G(x, y, z) = 0.

S.8.1�6. Ñèñòåìà

{
x2 + y2 + z2 = 6,
x+ y + z = 1,

îïðåäåëÿåò îêðóæíîñòü â

ïðîñòðàíñòâå (x, y, z).
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8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) = 0 8.3.1. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

8.1.4. Äâà óðàâíåíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ ïåðåìåííûìè{
x2 + y2 = ρ2,
y

x
= tgϕ,

ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò.

8.2. Îïðåäåëåíèå íåÿâíîé ôóíêöèè

D.8.2�1 (íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ F (x, y) = 0). Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y)

îïðåäåëåíà â îáëàñòè D = {x ∈ (a, b)
∩
y ∈ (c, d)} è ∀x ∈ (a, b) óðàâ-

íåíèå

F (x, y) = 0 (1)

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü y ∈ (c, d). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî óðàâ-

íåíèå (8.2-1) îïðåäåëÿåò â îáëàñòè D íåÿâíóþ ôóíêöèþ y = f(x),

êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå x ∈ (a, b).

S.8.2�1.
{
x2 + y2 = 1,

y ≥ 0,
ïîëóîêðóæíîñòü y =

√
1− x2, x ∈ [0; 1].

D.8.2�2 (íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ F (x, y, z) = 0). Ïóñòü D îáëàñòü

íà ïëîñêîñòè, ôóíêöèÿ F (x, y, z) îïðåäåëåíà â îáëàñòè G =

{(x, y) ∈ D
∩
z ∈ Z} , Z ïðîìåæóòîê âåùåñòâåííîé îñè, è ∀(x, y) ∈

D óðàâíåíèå

F (x, y, z) = 0 (2)

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü z ∈ Z. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå
(8.2-2) îïðåäåëÿåò â îáëàñòè G íåÿâíóþ ôóíêöèþ z = f(x, y), ïðè-

÷åì ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå (x, y) ∈ D.

S.8.2�2. Ñèñòåìà

{
x2 + y2 + z2 = 1,

z ≥ 0,
, îïðåäåëÿåò ïîëóñôåðó

z =
√

1− x2 − y2, (x, y) ∈ D =
{
x2 + y2 ≤ 1

}
.

8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) = 0
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8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) = 0 8.3.1. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

8.3.1. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

T.8.3�1 (î ñóùåñòâîâàíèè è íåïðåðûâíîñòè íåÿâíîé ôóíêöèè,

îïðåäåëÿåìîé îäíèì óðàâíåíèåì ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè). Ïóñòü

ôóíêöèÿ F (x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè G = Ω(M0)

òî÷êè M0(x0, y0), è

(1) F (M0) = 0,

(2) F (x, y) íåïðåðûâíà â G,

(3) Fy ñóùåñòâóåò â G è íåïðåðûâíà â M0,

(4) Fy(M0) ̸= 0.

Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êèM0, â êîòîðîé îïðåäåëåíà åäèí-

ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ y = f(x), äëÿ êîòîðîé F (x, f(x)) = 0. Ôóíêöèÿ

f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå M0.

� Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü Fy(M0) > 0 è Fy íåïðåðûâíà â

òî÷êå M0. Òîãäà

(1) ∃Ω0(M0) = {|x− x0| < δ0
∩
|y − y0| < δ0},

âíóòðè êîòîðîé Fy(x, y) > 0.

(2) F (x0, y) âîçðàñòàåò (êàê ôóíêöèÿ y) íà ìíîæåñòâå y ∈ (y0 −
δ0, y0 + δ0).

(3) Íàéäåòñÿ y1 = y0 − δ3, δ3 > 0, M1(x0, y1) : F (M1) < 0,

(4) Íàéäåòñÿ y2 = y0 + δ3, M2(x0, y2) : F (M2) > 0,

(5) Íàéäåòñÿ Ω1(M1) = {|x− x0| < δ1
∩
|y − y1| < δ1}: F (M) < 0 äëÿ

âñåõ M ∈ Ω1(M1),

(6) Íàéäåòñÿ Ω2(M2) = {|x− x0| < δ2
∩
|y − y2| < δ2} : F (M) > 0

äëÿ âñåõ M ∈ Ω2(M2),

(7) Íàéäåòñÿ δ4 > 0: íà ìíîæåñòâå
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8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) = 0 8.3.1. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

P0(M0) = {|x− x0| ≤ δ
∩
|y − x0| ≤ δ4} èìååì

∀M ∈ P0(M0) âåðíî Fy(M) > 0, äëÿ âñåõ x ∈ {|x0 − x| ≤ δ} âåðíî
F (x, y) íà ìíîæåñòâå y ∈ (y0 − δ4, y0 + δ4),

F (x, y0 − δ4) < 0, F (x, y0 + δ4) > 0, ïîýòîìó

∃y ∈ (y0 − δ4, y0 + δ4) : F (x, y) = 0. Òåì ñàìûì ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ,

çàäàþùàÿ åäèíñòâåííîå y äëÿ êàæäîãî x â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 �
� Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü. �
T.8.3�2 (î äèôôåðåíöèðîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿå-

ìîé îäíèì óðàâíåíèåì ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè). Ïóñòü âûïîëíåíû

óñëîâèÿ òåîðåìû (8.3�1) è

5) F (x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â M0.

Òîãäà ôóíêöèÿ f(x, y), îïðåäåëåííàÿ óðàâíåíèåì u(x, y) = 0,, äèô-

ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0, ïðè÷åì

yx = −Fx(M0)

Fy(M0)
, dy = −Fx(M0)

Fy(M0)
dx.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Fxdx+ Fydy = 0, èëè dF = 0.

� Äîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü.

F (x0+∆x, y0+∆y) = F (x0, y0)+Fx∆x+Fy∆y+α(M)∆x+β(M)∆y,

F (x0 +∆x, y0 +∆y)− F (x0, y0) = 0,

Fx∆x+ Fy∆y + α(M)∆x+ β(M)∆y = 0,

(Fx + α)∆x+ (Fy + β)∆y = 0.
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8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) = 0 8.3.3. Âû÷èñëåíèå âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà

Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ îêðåñòíîñòü

Ω0(M0) =
{
|x− x0| < δ0

∩
|y − x0| < δ0

}
òî÷êè M0, ÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè

Fy(M0) + β(M) > 0,

ïîýòîìó â ýòîé îêðåñòíîñòè

∆y = −Fx(M0) + α(M)

Fy(M0) + β(M)
∆x.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû î ïðåäåëàõ ñóììû è ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ äâóõ

ôóíêöèé, ïðèâåäåì ýòî âûðàæåíèå ê âèäó

∆y =
(
−Fx(M0)

Fy(M0)
+ γ(M)

)
∆x,

ãäå γ(M) åñòü á.ì. ôóíêöèÿ ïðèM →M0. Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî

äèôôåðåíöèðóåìîñòè y = f(x) â òî÷êå x0. �

8.3.2. Âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëà

Ðàññìîòðèì íåÿâíóþ ôóíêöèþ y = f(x), îïðåäåëåííóþ óðàâíåíèåì

F (x, y) = 0. Òàê êàê íà ìíîæåñòâå {a < x < b, y = f(x)} âåðíî

ðàâåíñòâî F (x, y) = 0, òî íà ýòîì ìíîæåñòâå Fxdx+uydy = 0, Fydy =

−Fxdx, ïîýòîìó

dy = −Fx

Fy
dx,

dy

dx
= −Fx

Fy
.

8.3.3. Âû÷èñëåíèå âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà

Òàê êàê íà ìíîæåñòâå {a < x < b, y = f(x)} âåðíî ðåâåíñòâî Fxdx+

Fydy = 0, òî íà ýòîì ìíîæåñòâå d(Fxdx + Fydy) = 0, d(Fxdx) +

d(Fydy) = 0,

d(Fx)dx+ Fxd(dx) + d(Fy)dy + Fyd(dy) = 0,
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8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) = 0 8.3.4. Ñëó÷àé òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà

d(Fx)dx+ Fxd
2x+ d(Fy)dy + Fyd

2y = 0,

d(Fx) = Fxxdx+ Fxydy, d(Fy) = Fyxdx+ Fyydy,

(Fxxdx+ Fxydy)dx+ Fxd
2x+ (Fyxdx+ Fyydy)dy + Fyd

2y = 0.

Åñëè x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, òî d2x = 0, è òîãäà

Fxxdx
2 + 2Fxydxdy + Fyydy

2 + Fyd
2y = 0,

d2y = −Fxxdx
2 + 2Fxydxdy + Fyydy

2

Fy
,

ïðè÷åì dy = −Fx

Fy
dx.

d2y = −
Fxxdx

2 − 2Fxydx · Fx
Fy
dx+ Fyy(−Fx

Fy
dx)2

Fy
,

d2y = −
FxxF

2
y − 2FxyFxFy + FyyF

2
x

(Fy)3
dx2,

d2y

dx2
= −

FxxF
2
y − 2FxyFxFy + FyyF

2
x

(Fy)3
.

8.3.4. Ñëó÷àé òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà

Ïóñòü M0 åñòü òî÷êà âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé

íåÿâíîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû 1, òàê ÷òî

dy = 0, ò.å. −Fx

Fy
dx = 0, ò.å. Fx = 0. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

íåÿâíîé ôóíêöèè èìååò âèä: Fx = 0.

Òîãäà d(Fxdx+ Fydy) = 0,

(Fxxdx+ Fxydy)dx+ Fxd
2x+ (Fyxdx+ Fyydy)dy + Fyd

2y = 0,

d2x = 0, dy = 0,

101 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�8. Íåÿâíûå ôóíêöèè 102
8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) = 0 8.3.5. Ïðèìåðû íåÿâíûõ ôóíêöèé

ïîýòîìó â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà

Fxxdx
2 + Fyd

2y = 0, d2y = −uxx
uy

dx2,

ïîýòîìó äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà èìååò âèä

dy = 0, −uxx
uy

dx2 > 0 (ìèíèìóì),

dy = 0, −uxx
uy

dx2 < 0 (ìàêñèìóì).

8.3.5. Ïðèìåðû íåÿâíûõ ôóíêöèé

1. Ïðèìåðû íåÿâíîé ôóíêöèè u(x, y) = 0.

S.8.3�1. x2 + y2 = 1, y > 0, 2xdx + 2ydy = 0, xdx + ydy = 0,

dy = −x
ydx,

dy
dx = −x

y .

d(xdx+ ydy) = 0, d(xdx) + d(ydy) = 0

dxdx+ xd2x+ dydy + yd2y = 0,

dx2 + dy2 + yd2y = 0,

dx2 + (−x
y
dx)2 + yd2y = 0,

d2y = −
1 + (−x

y )
2

y
dx2 = −y

2 + x2

y3
dx2,

Òî÷êà âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà: x = 0, y = 1 (åñòü åùå îäíà), d2y =

−dx2, ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

S.8.3�2. xy = 1,

ydx+ xdy = 0, dy = −y
x
dx,

dy

dx
= −y

x
.

d(ydx+ xdy) = 0, dydx+ yd2x+ dxdy + xd2y = 0,

2dxdy + xd2y = 0, 2dx(−y
x
dx) + xd2y = 0,
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8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) = 0 8.3.5. Ïðèìåðû íåÿâíûõ ôóíêöèé

d2y = 2 y
x2dx

2, ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íåò.

S.8.3�3. x3 + y3 − 3xy = 0, x > 0
∩
y > 0,

1) Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë.

3x2dx+ 3y2dy − 3ydx− 3xdy = 0,

x2dx+ y2dy − ydx− xdy = 0,

(x2 − y)dx+ (y2 − x)dy = 0,

dy = −(x2 − y)

(y2 − x)
dx,

dy

dx
= −(x2 − y)

(y2 − x)
,

2) Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

dy

dx
= 0, x2 − y = 0, y = x2{

x3 + y3 − 3xy = 0,
y = x2,

x3 + x6 − 3x3 = 0,

x3(x3 − 2) = 0, x = 2
1
3 , y = 2

2
3 .

3) Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà,

(x2 − y)dx+ (y2 − x)dy = 0,

d((x2 − y)dx+ (y2 − x)dy) = 0,

d(x2 − y)dx+ (x2 − y)d2x+ d(y2 − x)dy + (y2 − x)d2y = 0,

Òàê êàê x2 − y = 0 è d2x = 0, òî

d(x2 − y)dx+ (y2 − x)d2y = 0,

(2xdx− dy)dx+ (y2 − x)d2y = 0,
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8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) = 0 8.3.5. Ïðèìåðû íåÿâíûõ ôóíêöèé

(2xdx)dx+ (y2 − x)d2y = 0,

2xdx2 + (y2 − x)d2y = 0,

d2y = − 2xdx2

(y2 − x)
= − 2x

y2 − x
dx2,

d2y = − 2 · 2
1
3

2
4
3 − 2

1
3

dx2 = − 2

2− 1
dx2 = −2dx2 < 0,

ýòî ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

S.8.3�4. Èññëåäóéòå òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

(x2 + y2)2 − 4x2y = 0.

(1) Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë,

(x2 + y2)2 − bx2y = 0,

u(x, y) = 0,

uxdx+ uydy = 0,

ux = 4x(x2 + y2)− 2bxy, uy = 4y(x2 + y2)− bx2,

2(x2 + y2)2xdx+ 2(x2 + y2)2ydy − 2bxydx− bx2dy = 0,

dx(2(x2 + y2)2x− 2bxy) + dy(2(x2 + y2)2y − bx2) = 0,

dx(2x(2x2 + 2y2 − by)) + dy(4y(x2 + y2)− bx2) = 0,
dy

dx
= −2x(2x2 + 2y2 − by)

4y(x2 + y2)− bx2
.

(2) Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà,

4x(x2 + y2)− 2bxy = 0,{
2(x2 + y2)− by = 0,
(x2 + y2)2 − bx2y = 0,

,{
2(x2 + y2)− by = 0,

b2y2

4 − bx2y = 0,

104 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�8. Íåÿâíûå ôóíêöèè 105
8.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0 8.4.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0{

2(x2 + y2)− by = 0,
by − 4x2 = 0,{

2(x2 + y2)− by = 0,
by − 4x2 = 0,

2(x2 + y2)− 4x2 = 0, 2x2 + 2y2 − 4x2 = 0,

y2 − x2 = 0, y = x, 4x2 − bx3 = 0,

4x4 − 4x3 = 0, 4x− 4 = 0, y = x = 1,

À òåïåðü ïîÿñíèì òåõíèêó ïðîâåðêè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðå-

ìóìà,

uxdx+ uydy = 0, d(uxdx+ uydy) = 0,

d(ux)dx+ d(uy)dy + uyd
2y = 0,

Òîëüêî â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà

d(ux)dx+ uyd
2y = 0,

(uxxdx+ uxydy)dx+ uyd
2y = 0,

uxxdx
2 + uyd

2y = 0, d2y = −uxx
uy

dx2

ux = 4x(x2 + y2)− 2bxy,

uxx = 12x2 + 4y2 − 2by = 8, uy = 4y(x2 + y2)− bx2 = 4,

d2y = −2dx2, d2y < 0, ìàêñèìóì

8.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0

8.4.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0

T.8.4�1 (î íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé óðàâíåíèåì

F (x, y, z) = 0). Ïóñòü ôóíêöèÿ F (M), M = (x, y, z), îïðåäåëå-

íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè D = Ω(M0) òî÷êè M0(x0, y0, z0),
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8.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0 8.4.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0

(1) F (M0) = 0,

(2) F (M) íåïðåðûâíà â D,

(3) Fz ñóùåñòâóåò â D è íåïðåðûâíà â M0,

(4) Fz(M0) ̸= 0.

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0, z0) îïðåäåëåíà

åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ z = f(x, y), äëÿ êîòîðîé F
(
x, y, f(x, y)

)
= 0.

Åñëè ê òîìó æå

(5) F äèôôåðåíöèðóåìà â M0,

òî f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â N0 = (x0, y0), ïðè÷åì

dz = −Fx

Fz
dx− Fy

Fz
dy, zx = −Fx

Fz
, zy = −Fy

Fz
.

⋆ Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

Fxdx+ Fydy + Fzdz = 0,

èëè dF = 0.

� 1. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü Fz(M0) > 0 è íåïðåðûâíà â

òî÷êå M0. Òîãäà

1) ∃Ω0(M0) = {|x− x0| < δ0
∩
|y − y0| < δ0

∩
|z − z0| < δ0},

âíóòðè êîòîðîé Fz(x, y, z) > 0.

2) F (x0, y0, z) âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ îò z íà ìíîæåñòâå z ∈ (z0 −
δ0, z0 + δ0) ïðè âñåõ (x, y) : |x− x0| < δ0

∩
|y − y0| < δ0.

3à) Íàéäåòñÿ δ3 > 0, δ3 < δ0 òàêîå, ÷òî F (M1) < 0, ãäåM1(x0, y0, z1),

z1 = z0 − δ3,

3á) Íàéäåòñÿ δ4 > 0, δ4 < δ0, òàêîå, ÷òî F (M2) > 0, ãäåM2(x0, y0, z2),

z2 = z0 + δ4,
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8.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0 8.4.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0

4à) Íàéäåòñÿ δ1 > 0: Ω1(M1) = =

{|x− x0| < δ1
∩

|y − y0| < δ1
∩

|z − z1| < δ1}
òàêîå, ÷òî F (M) < 0, M ∈ Ω1(M1),

4á) F (M) > 0, M ∈ Ω2(M2),

Ω2(M2) = {|x− x0| < δ2}
∩∩

{|y − y0| < δ2}
∩

{|z − z2| < δ2} .

5) Íà ìíîæåñòâå

P0(M0) = {|x− x0| ≤ δ
∩
|y − y0| ≤ δ

∩
|z − z0| ≤ δ4} èìååì

∀M ∈ P0(M0) âåðíî Fz(M) > 0,

(x, y) ∈ {|x− x| ≤ δ
∩

|y − y| ≤ δ} áóäåò âåðíî
F (x, y, z) íà ìíîæåñòâå z ∈ (z0 − δ4, z0 + δ4),

F (x, y, z0 − δ4) < 0, F (x, y, z0 + δ4) > 0,

∃z ∈ (z0 − δ4; z0 + δ4) : F (x, y, z) = 0.

�
� 2. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü. �
T.8.4�2 (î äèôôåðåíöèðîâàíèè). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåî-

ðåìû 1à è

5) F (M) äèôôåðåíöèðóåìà â M0.

Òîãäà ôóíêöèÿ z = f(x, y), îïðåäåëåííàÿ òåîðåìîé 2à, äèôôåðåíöè-

ðóåìà â N0(x0, y0), ïðè÷åì

dz = −Fx

Fz
dx− Fy

Fz
dy, zx = −Fx

Fz
, zy = −Fy

Fz
.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Fxdx+ Fydy + Fzdz = 0, èëè äàæå â âèäå dF = 0.
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8.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0 8.4.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0

� Äîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü.

F (x0 +∆x, y0 +∆y, z0 +∆z) =

= F (x0, y0, z0) + Fx∆x+ Fy∆y + Fz∆z+

+ α(M)∆x+ β(M)∆y + γ(M)∆z, (3)

F (x0 +∆x, y0 +∆y, z0 +∆z)− F (x0, y0, z0) = 0,

Fx∆x+ Fy∆y + Fz∆z + α(M)∆x+ β(M)∆y + γ(M)∆z = 0,

(Fx + α)∆x+ (Fy + β)∆y + (Fz + γ)∆z = 0,

Ω0(M0) = {|x− x0| < δ0
∩

|y − x0| < δ0
∩
|z − z0| < δ0} :

Fz + γ(M) > 0,

∆z = −Fx(M0) + α(M)

Fz(M0) + γ(M)
∆x− Fy(M0) + β(M)

Fz(M0) + γ(M)
∆y,

∆z = (−Fx(M0)
Fz(M0)

+ α̃(M))∆x+(−Fy(M0)
Fz(M0)

+ β̃(M))∆y, ãäå α̃(M) è β̃(M)

åñòü á.ì. ôóíêöèè ïðè M →M0.

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè z = f(x, y)

â òî÷êå N0 = (x0, y0). �

1. Âû÷èñëåíèå ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

F (x, y, z) = 0, uxdx+ uydy + uzdz = 0,

ïóñòü uz ̸= 0,

dz = −ux
uz
dx− uy

uz
dy, zx = −ux

uz
, zy = −uy

uz
.

2. Âû÷èñëåíèå âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà
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8.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0 8.4.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0

uxdx+ uydy + uzdz = 0, d(uxdx+ uydy + uzdz) = 0,

(uxxdx + uxydy + uxzdz)dx + (uyxdx + uyydy + uyzdz)dy + (uzxdx +

uzydy + uzzdz)dz + ... = 0,

Òàê êàê

z = f(x, y), òî d2x = 0, d2y = 0, d2z ̸= 0,

(uxxdx+ uxydy + uxzdz)dx+ (uyxdx+ uyydy + uyzdz)dy+

+ (uzxdx+ uzydy + uzzdz)dz + uzd
2z = 0, (4)

ïðè÷åì dz = −ux
uz
dx− uy

uz
dy.

Îòñþäà ïîëó÷èì ïîñëå ïîäñòàíîâêè

d2z = ( dx dy )(
H11 H12

H21 H22
)(
dx
dy

).

3. Ïðèìåðû F (x, y, z) = 0.

S.8.4�1. x2 + y2 + z2 = 1, z > 0.

1) 2xdx+ 2ydy + 2zdz = 0, xdx+ ydy + zdz = 0,

dz = −xdx+ ydy

z
, zx = −x

z
, zy = −y

z
,

2) d(xdx+ydy+zdz) = 0, dx2+xd2x+dy2+yd2y+dz2+zd2z = 0, dx2+

dy2+dz2+zd2z = 0, d2z = −dx2+dy2+dz2

z , d2z = −dx2+dy2+(−x
z
dx− y

z
dy)2

z ,

d2z = −(x2 + z2)dx2 + (y2 + z2)dy2 + 2xydxdy

z3
.

3) Â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà dz = 0,

x = y = 0, z = ±1, íàïðèìåð, z = 1,

dx2 + dy2 + zd2z = 0, d2z = −dx
2 + dy2

z
,

d2z = −dx2 − dy2 ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.
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8.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0 8.4.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0

S.8.4�2. Äîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 =

(1; 1; 1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ z = f(x, y), îïðåäåëåííàÿ

íåÿâíî óðàâíåíèåì

x5 + y5 + z5 = 3xyz.

Íàéäèòå dz è d2z.

1) u(x, y, z) = x5 + y5 + z5 − 3xyz,

1à) u(x, y, z) íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà â R3.

1á) uz = 5z4 − 3xy íåïðåðûâíà â R3.

1â) Ò.ê. uz = 5z4 − 3xy, òî uz(M0) = 2 > 0.

Ïî òåîðåìå*, â íåêîòîðîé Ω(M0) íàéäåòñÿ åäèíñòâ. z = f(x, y), îïð.

íåÿâíî óðàâíåíèåì (). Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â Ω(M0) è äèôôå-

ðåíöèðóåìà â M0,

2à) dx(5x4 − 3yz) + dy(5y4 − 3xz) +dz(5z4 − 3xy) = 0,

dz = −5x4−3yz
5z4−3xy

dx− 5y4−3xz
5z4−3xy

dy, ()

zx = −5x4 − 3yz

5z4 − 3xy
, zy = −5y4 − 3xz

5z4 − 3xy
,

2á)

dxd(5x4 − 3yz) + d2x(5x4 − 3yz) + dyd(5y4 − 3xz) + d2y(5y4 − 3xz) +

dzd(5z4 − 3xy) + d2z(5z4 − 3xy) = 0,

dx(20x3dx− 3ydz − 3zdy) + dy(20y3dy − 3xdz − 3zdx) + dz(20z3dz −
3xdy − 3ydx) + d2z(5z4 − 3xy) = 0,

d2z = −1
5z4−3xy

{dx(20x3dx−3ydz−3zdy)+dy(20y3dy−3xdz−3zdx)+

dz(20z3dz − 3xdy − 3ydx)},
Îòâåò:
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8.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0 8.4.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0

d2z = −1
5z4−3xy

{dx2 · 20x3 + dxdy · (−3z) + dydz(−3y) + dydx · (−3z) +

dy2 · (20y3) + dydz(−3x) + dzdx · (−3y) + dzdy · (−3x) + dz2(20z3)},
ïðè÷åì dz ñëåäóåò ïîäñòàâèòü èç ().

S.8.4�3. (x2 + y2 + z2)2 − 8
√
2 · xyz = 0,

(x2 + y2 + z2)2 − bxyz = 0, ãäå b = 8
√
2, è ïóñòü R2 = x2 + y2 + z2.

1) Âû÷èñëèì ïåðâûé äèôôåðåíöèàë,

2(x2 + y2 + z2)(2xdx+ 2ydy + 2zdz)− bxydz − bxzdy − byzdx = 0,

(R2)2 − b · xyz = 0,

dx(4xR2 − byz) + dy(4yR2 − bxz) + dz(4zR2 − bxy) = 0,

(x − x0)(4x0R
2 − by0z0) +(y − y0)(4y0R

2 − bx0z0) +(z − z0)(4z0R
2 −

bx0y0) = 0,

dz = −dx(4xR
2 − byz) + dy(4yR2 − bxz)

4zR2 − bxy
,

zx = −4xR2 − byz

4zR2 − bxy
, zy = −4yR2 − bxz

4zR2 − bxy
.

2) Èùåì ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì òîëüêî â îáëàñòè x > 0
∩
y > 0

∩
z >

0. Ïîëîæèì dz = 0, R4 = bxyz,
R4 − bxyz = 0,
4xR2 = byz,
4yR2 = bxz,

x = y > 0, 
R4 − bx2z = 0,

4R2 = bz,
y = x,

b2z2

16 − bx2z = 0, bz
16 − x2 = 0, 8

√
2z

16 − x2 = 0, z = x2
√
2,

(x2 + x2 + 2x4)2 − 8
√
2x4

√
2 = 0,

4(x2 + x4)2 − 8
√
2x4

√
2 = 0,
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8.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0 8.4.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0

(1 + x2)2 − 4 = 0, (1 + x2) = 2, x2 = 1

3) Ðåøåíèå: x = y = 1, z =
√
2.

4) Âòîðîé äèôôåðåíöèàë,

dx(4xR2 − byz) + dy(4yR2 − bxz) + dz(4zR2 − bxy) = 0,

(x− x0)(4x0R
2 − by0z0) + (y − y0)(4y0R

2 − bx0z0) + (z − z0)(4z0R
2 −

bx0y0) = 0,

d[dx(4xR2 − byz) + dy(4yR2 − bxz)

+dz(4zR2 − bxy)] = 0,

dx · d(4xR2 − byz) + dy · d(4yR2 − bxz)

+dz · d(4zR2 − bxy) + (4zR2 − bxy)d2z = 0,

Íî â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà dz = 0, ïîýòîìó

dx · d(4xR2 − byz) + dy · d(4yR2 − bxz) + (4zR2 − bxy)d2z = 0,

dx(4R2dx+ 4x(2xdx+ 2ydy)− bzdy)

+ dy · (4R2dy + 4y(2xdx+ 2ydy)− bzdx)

+ (4zR2 − bxy)d2z = 0, (5)

d2z = −(4R2 + 8x2)dx2

4zR2 − bxy
− (−2bz + 16xy)dxdy

4zR2 − bxy
− (4R2 + 8y2)dy2

4zR2 − bxy
.

R2 = 1 + 1 + 2 = 4,

4zR2 − bxy = 4
√
2 · 4− 8

√
2 · 1 = 8

√
2,
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9.0. Íåÿâíûå ôóíêöèè âèäà F (x, y, z) = 0 9.0.0. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y, z) = 0

H =
−1

8
√
2

(
4R2 + 8x2 −bz + 8xy
−bz + 8xy 4R2 + 8y2

)
,

H =
−1

8
√
2

(
24 −8
−8 24

)
=

1

8
√
2

(
−24 8
8 −24

)
,

Ýòî ìàêñèìóì.

II-9. Âåêòîðíûå íåÿâíûå ôóíêöèè

Íàïîìíèì, ÷òî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæ-

äîìó óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó ïåðåìåííûõ x1, ..., xm, ïðèíàäëåæà-

ùåìó íåêîòîðîìó äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ïåðåìåííûõ y1, ..., yn, çàäàííûé åäèíñòâåí-

íûì îáðàçîì, òàêîé, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

F1(x1, ..., xm, y1, ..., yn) = 0,

F2(x1, ..., xm, y1, ..., yn) = 0,

...

Fn′(x1, ..., xm, y1, ..., yn) = 0.

Ïåðåìåííûå x1, ..., xm ìû íàçûâàåì íåçàâèñèìûìè, ïåðåìåííûå

y1, ..., yn ìû íàçûâàåì çàâèñÿùèìè. Êàê ïðàâèëî, âûáîð íàáîðà íåçà-

âèñèìûõ è çàâèñÿùèõ ïåðåìåííûõ åñòü âûðàæåíèå íàøåé âîëè (ñ

îïðåäåëåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè).

Ïåðåìåííûå x1, ..., xm ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíóþ ïåðå-

ìåííóþ, X =
(
x1, ..., xm

)T
. Ïåðåìåííûå y1, ..., yn òàêæå ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê âåêòîðíóþ ïåðåìåííóþ, Y =
(
y1, ..., yn

)T
.

Â íàøåì êóðñå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òàêèå íåÿâíûå ôóíêöèè,

äëÿ êîòîðûõ Y (X) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì
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9.1. Ïðîñòåéøèå âåêòîðíûå íåÿâíûå ôóíêöèè 9.1.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè

òîëüêî ñëó÷àé ãëàâíîãî ïîëîæåíèÿ, êîòîðûé ìîæíî îõàðàêòåðèçî-

âàòü ðàâåíñòâîì n′ = n.

Ñêàëÿðíàÿ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ�ýòî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé

n = 1. Âåêòîðíàÿ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ�ýòî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êî-

òîðîé n > 2.

9.1. Íåÿâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé äâóõ

óðàâíåíèé ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè

Ìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåò âåêòîðíóþ íåÿâíóþ ôóíêöèþ. Óñëîâèå n > 2 âûïîëíåíî

äëÿ m = 1, m = 2 è ìåíüøèå çíà÷åíèÿ m è n âûáðàòü íåâîçìîæíî.

Èìåííî ýòîò ñëó÷àé ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïîäðîáíî.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè:{
F (x, y, z) = 0,
G(x, y, z) = 0.

Â äàííîé çàïèñè ñèñòåìà íå ïðåäïîëàãàåò âûáîðà êàêîé-òî ïàðû

çàâèñÿùèõ ïåðåìåííûõ è ñîîòâåòñòâåííî îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé. Ïîýòîìó ñäåëàåì ýòîò âûáîð, áóäåì ñ÷èòàòü x íåçàâèñèìîé,

y è z çàâèñÿùèìè ïåðåìåííûìè.

9.1.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ñèñòå-

ìîé äâóõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè

T.9.1�1 (î íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé F (x, y, z) =

0, G(x, y, z) = 0)).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {
F (x, y, z) = 0,
G(x, y, z) = 0.

(1)
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9.1. Ïðîñòåéøèå âåêòîðíûå íåÿâíûå ôóíêöèè 9.1.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè

Ïóñòü

(1) ôóíêöèè F (x, y, z) è G(x, y, z) îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì ìíî-

æåñòâå G, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M0(x0, y0, z0),

(2) F (M0) = 0, G(M0) = 0,

(3) F (x, y, z) è G(x, y, z) íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå G,

(4) F (x, y, z) è G(x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå M0,

(5) Fy, Fz, Gy, Gz ñóùåñòâóþò íà ìíîæåñòâå G è íåïðåðûâíû â

òî÷êå M0,

(6)

∣∣∣∣ Fy Fz

Gy Gz

∣∣∣∣ ̸= 0 â òî÷êå M0.

Òîãäà

(1) Íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü D0 òî÷êè x0, íàéäåòñÿ òàêàÿ

îêðåñòíîñòü G0 ∈ G òî÷êè M0, ÷òî ∀x ∈ D0 íàéäåòñÿ åäèíñòâåí-

íàÿ ïàðà ÷èñåë (y, z), òàêàÿ, ÷òî (x, y, z) ∈ G0 è îäíîâðåìåííî âåðíû

ðàâåíñòâà {
F
(
x, f(x), g(x)

)
= 0,

G
(
x, f(x), g(x)

)
= 0.

(2)

Èíà÷å ãîâîðÿ, íà ìíîæåñòâå G0 îïðåäåëåíû ôóíêöèè y = f(x), z =

g(x), òàêèå, ÷òî (x, f(x), g(x)) ∈ G0 è âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (9.1-2).

(á) Ýòè ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå M0, ïðè÷åì{
Fydy + Fzdz = −Fxdx,
Gydy +Gzdz = −Gxdx,

(3)

îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ, è äèôôåðåíöèàëû

çàâèñÿùèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî íàéòè èç ðàâåíñòâ

dy =

∣∣∣∣ −Fxdx Fz

−Gxdx Gz

∣∣∣∣∣∣∣∣ Fy Fz

Gy Gz

∣∣∣∣ = −FxGz − FzGx

FyGz − FzGy
dx,
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9.1. Ïðîñòåéøèå âåêòîðíûå íåÿâíûå ôóíêöèè 9.1.1. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè

dz =

∣∣∣∣ Fy −Fxdx
Gy −Gxdx

∣∣∣∣∣∣∣∣ Fy Fz

Gy Gz

∣∣∣∣ = −FyGx − FxGy

FyGz − FzGy
dx.

⋆ Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó äëÿ dy, dz ìîæíî çàïèñàòü â âèäå{
Fxdx+ Fydy + Fzdz = 0,
Gxdx+Gydy +Gzdz = 0.

(4)

Äîêàçàòåëüñòâî. � 1. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå.

(1) Òàê êàê

∣∣∣∣ Fy Fz

Gy Gz

∣∣∣∣ ̸= 0 â M0, òî èëè Fy(M0) ̸= 0, èëè Fz(M0) ̸=
0.

(2) Ïóñòü Fy(M0) ̸= 0. Òîãäà âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2,

òàê ÷òî óðàâíåíèå F (x, y, z) = 0 ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî

y, è íàéòè y = h(x, z) òàêóþ, ÷òî F (x, h(x, z), z) = 0 â íåêîòîðîé

ïðÿìîóãîëüíîé îêðåñòíîñòè D òî÷êè (x0, z0).

(3) Íàø ïëàí: ðåøèì óðàâíåíèå G(x, h(x, z), z) = 0 è íàéäåì z =

g(x). Òîãäà y = h(x, g(x)) = f(x).

(4) Óñëîâèÿ 1�4 òåîðåìû 1 äëÿ óðàâíåíèÿ G(x, h(x, z), z) = 0 âûïîë-

íåíû. Ïðîâåðèì, ÷òî

A =
d

dz
G(x, h(x, z), z) ̸= 0

â òî÷êå (x0, z0). Íàéäåì

A =
d

dz
G(x, h(x, z), z) = Gyhz +Gz.

Òàê êàê F (x, h(x, z), z) = 0, òî

Fyhz + Fz = 0, hz = −Fz

Fy
.
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9.1. Ïðîñòåéøèå âåêòîðíûå íåÿâíûå ôóíêöèè 9.1.3. Ïðèìåðû

Òåïåðü íàéäåì

d

dz
G(x, h(x, z), z) = −Gy

Fz

Fy
+Gz =

=
−GyFz +GzFy

Fy
=

∣∣∣∣ Fy Fz

Gy Gz

∣∣∣∣
Fy

̸= 0. (5)

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2 äëÿ óðàâíåíèÿ

G(x, h(x, z), z) = 0 âûïîëíåíû. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü

òî÷êè x0, â êîòîðîé âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

9.1.2. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âòîðîé äèôôåðåíöèàë íåÿâíîé ôóíêöèè,

ñëåäóåò ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äâà ðàçà. Åñëè

ñèñòåìà èìååò âèä

{
F (x, y, z) = 0,
G(x, y, z) = 0,

òî ðåçóëüòàò îäíîêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ{
Fydy + Fzdz = −Fxdx,
Gydy +Gzdz = −Gxdx,
dy = −FxGz − FzGx

FyGz − FzGy
dx,

dz = −FyGx − FxGy

FyGz − FzGy
dx,

ðåçóëüòàò äâóêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ{
Fyd

2y + Fzd
2z + dydFy + dzdFz = −dxdFx,

Gyd
2y +Gzd

2z + dydGy + dzdGz = −dxdGx,
ñîáåðåì ñëåâà ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå âòîðûå äèôôåðåíöèàëû:{

Fyd
2y + Fzd

2z = −dydFy − dzdFz − dxdFx,
Gyd

2y +Gzd
2z = −dydGy − dzdGz − dxdGx,

Äàëåå íàéäåì dFy = Fyxdx + Fyydy + Fyzdz, ïðè÷åì äëÿ dy è dz

èñïîëüçóåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ.

9.1.3. Ïðèìåðû
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9.1. Ïðîñòåéøèå âåêòîðíûå íåÿâíûå ôóíêöèè 9.1.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå
ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ ïåðåìåííûìè

1. F (x, y, z) = 0 è G(x, y, z) = 0.

S.9.1�1. Ïóñòü ôóíêöèè z = f1(x), y = f2(x) îïðåäåëåíû ñèñòå-

ìîé óðàâíåíèé

{
x+ y + z = 4,
x2 + y2 + z2 = 6,

Íàéäèòå dz, d2z, dy, d2y.

Ðåøåíèå. J (1) Íàéäåì ïåðâûå äèôôåðåíöèàëû,{
dx+ dy + dz = 0,

xdx+ ydy + zdz = 0,
dy = −dx− dz,

xdx− y(dx+ dz) + zdz = 0,

dz(z − y) = dx(y − x), dz = y−x
z−y dx,

dz
dx = y−x

z−y , ïðè÷åì z − y ̸= 0.

(2) Íàéäåì âòîðûå äèôôåðåíöèàëû,{
d2x+ d2y + d2z = 0,

xd2x+ yd2y + zd2z + dx2 + dy2 + dz2 = 0,{
d2y + d2z = 0,

yd2y + zd2z + dx2 + dy2 + dz2 = 0,

{
d2y + d2z = 0,

yd2y + zd2z = −dx2 − dy2 − dz2,{
yd2y + yd2z = 0,

yd2y + zd2z = −dx2 − dy2 − dz2,

(z − y)dz2 = −dx2 − dy2 − dz2,
d2z =

−dx2 − dy2 − dz2

z − y
,

dz =
y − x

z − y
dx, dy =

x− z

z − y
dx,

d2z = −
1 + (x−z

z−y )
2 + (y−x

z−y )
2

z − y
dx2 =

−(z − y)2 + (x− z)2 + (y − x)2

(z − y)3
dx2,

dz = 0,
y − x

z − y
= 0, y = x,

{
2x+ z = 4,
2x2 + z2 = 6,

a) y = x = 1, z = 2, d2z < 0, ìàêñèìóì

b) y = x = 5
3 , z =

2
3 , d

2z > 0, ìèíèìóì I
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9.1. Ïðîñòåéøèå âåêòîðíûå íåÿâíûå ôóíêöèè 9.1.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå
ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ ïåðåìåííûìè

9.1.4. Íåÿâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé äâóõ

óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ ïåðåìåííûìè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ ïåðåìåííûìè:{
f(x, y, u, v) = 0,
g(x, y, u, v) = 0.

(6)

S.9.1�2. Ïóñòü {
x = uv,

2y = u2 + v2,
(7)

è u = u(x, y), v = v(x, y). Íàéäèòå du, dv, d2u, d2v.

Ðåøåíèå. J Èç 9.1-6 ñëåäóåò:{
dx = vdu+ udv,
dy = udu+ vdv,

{
vdu+ udv = dx,
udu+ vdv = dy,{

uvdu+ u2dv = udx,
uvdu+ v2dv = vdy,

(u2−v2)dv = udx−vdy, dv =
u

u2 − v2
dx+

−v
u2 − v2

dy,

{
v2du+ uvdv = vdx,
u2du+ uvdv = udy,

(u2 − v2)du = udy − vdx, du = −v
u2−v2

dx +

u
u2−v2

dy,

ux =
−v

u2 − v2
, ensuy =

u

u2 − v2
, vx =

u

u2 − v2
, vy =

−v
u2 − v2

,

{
vd2u+ dudv + ud2v + dudv = d2x = 0,
ud2u+ du2 + vd2v + dv2 = d2y = 0,

{
vd2u+ ud2v = −2dudv,
ud2u+ vd2v = −du2 − dv2,

(u2 − v2)d2u = −udu2 + 2vdudv − udv2,
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9.3. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ 9.3.1. Îäíà ïåðåìåííàÿ

d2u = −udu2+2vdudv−udv2

(u2−v2)
,

du = −v
u2−v2

dx+ u
u2−v2

dy,

dv = u
u2−v2

dx+ −v
u2−v2

dy,

I

9.2. Áîëüøàÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì

X = (x1, ..., xm), Y = (y1, ..., yn),

X0(x
(0)
1 , ..., x

(0)
m ), Y0(y

(0)
1 , ..., y

(0)
n ),

è ðàññìîòðèì ñèñòåìó

F1(X,Y ) = 0, F2(X,Y ) = 0, . . .Fn(X,Y ) = 0,

êîòîðóþ çàïèøåì â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå, F (X,Y ) = 0, ãäå

F (X,Y ) = (F1(X,Y ), ..., Fn(X,Y ))T .

T.9.2�1 (î âåêòîðíîé íåÿâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü

1) ôóíêöèÿ F (X,Y ) íåïðåðûâíà â Ω(X0, Y0),

2) F (X0, Y0) = 0,

3) F (X,Y ) äèôôåðåíöèðóåìà â M0,

4) FY ñóùåñòâóåò â Ω(X0, Y0) è íåïðåðûâíà â (X0, Y0),

5) |FY | ̸= 0 â (X0, Y0).

Òîãäà â íåêîòîðîé Ω(X0, Y0) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ Y = f(X), äëÿ

êîòîðîé F (X, f(X)) = 0. Ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-

êå (X0, Y0), ïðè÷åì FY dY = −Fxdx, îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû

îòëè÷åí îò íóëÿ.

⋆ Ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå FY dY +

Fxdx = 0.

9.3. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ
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9.3. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ 9.3.2. Òðè ïåðåìåííûõ

9.3.1. Îäíà ïåðåìåííàÿ

T.9.3�1. Ïóñòü (1) ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0,

(2) f(x0) = 0, (3)
df

dx

∣∣∣∣
x=x0

̸= 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü

òî÷êè x0, â êîòîðîé óðàâíåíèå

f(x) = 0

íå èìååò äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå x = x0.

9.3.2. Òðè ïåðåìåííûõ

T.9.3�2. Ïóñòü (1) ôóíêöèÿ F (x, y, z) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0, z0), (2) F (M0) = 0,

(3) ìàòðèöà
(
Fx, Fy, Fz

)
â òî÷êå M0 èìååò ðàíã ðàâíûé 1, (äëÿ

îïðåäåëåííîñòè, Fz(M0) ̸= 0). Òîãäà (1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè M0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(x, y), äëÿ êîòî-

ðîé F
(
x, y, f(x, y)

)
= 0, (2) f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè N0 = (x0, y0), ïðè÷åì

Fxdx+ Fydy + Fzdz = 0,

ýòî óðàâíåíèå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî dz.

⋆ Ðàíã ìàòðèöû
(
Fx, Fy, Fz

)
â òî÷êå M0 ðàâåí 1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ▽F (M0) ̸=
−→
0 .

T.9.3�3. Ïóñòü (1) ôóíêöèè F (x, y, z) è G(x, y, z) íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0, z0),

(2) F (M0) = 0, G(M0) = 0, (3) Ìàòðèöà(
Fx Fy Fz

Gx Gy Gz

)
â òî÷êå M0 èìååò ðàíã ðàâíûé 2, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
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10.0. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ 10.0.0. Òðè ïåðåìåííûõ∣∣∣∣ Fy Fz

Gy Gz

∣∣∣∣∣∣∣∣
M0

̸= 0.

Òîãäà (1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ
(
f(x), g(x)

)T
, äëÿ êîòîðîé{

F
(
x, f(x), g(x)

)
= 0,

G
(
x, f(x), g(x)

)
= 0,

(2) Ôóíêöèè y = f(x) è z = g(x) äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ïðè÷åì{
Fxdx+ Fydy + Fzdz = 0,
Gxdx+Gydy +Gzdz = 0,

ýòà ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî dy, dz.

⋆ Ðàíã ìàòðèöû

(
Fx Fy Fz

Gx Gy Gz

)
ðàâåí 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âåêòîð ▽F (M0) íåêîëëèíåàðåí âåêòîðó ▽G(M0).

T.9.3�4. Ïóñòü (1) ôóíêöèè F (x, y, z), G(x, y, z), è H(x, y, z) äèô-

ôåðåíöèðóåìû â òî÷êå M0(x0, y0, z0), (2) F (M0) = 0, G(M0) = 0,

H(M0) = 0, (3) Ìàòðèöà Fx Fy Fz

Gx Gy Gz

Hx Hy Hz


â òî÷êå M0 èìååò ðàíã ðàâíûé 3, ò.å. íåâûðîæäåíà. Òîãäà íàéäåò-

ñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè M0 â êîòîðîé ñèñòåìà óðàâíåíèé
F
(
x, y, z

)
= 0,

G
(
x, y, z

)
= 0,

H
(
x, y, z

)
= 0,

íå èìååò äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå M0.

⋆ Ðàíã ìàòðèöû  Fx Fy Fz

Gx Gy Gz

Hx Hy Hz


122 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�11. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì 123
11.1. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ 11.1.0. Òðè ïåðåìåííûõ

â òî÷êå M0 ðàâåí 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû ▽F (M0),

▽G(M0), ▽H(M0) íåêîìïëàíàðíû.

II-10. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì

T.10.0�1 (î çàâèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðå-

ìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà). Ïóñòü òî÷êà

M0(x0, y0, p0),

1) ux(M0) = 0, uy(M0) = 0,

2) ôóíêöèè ux(x, y, p) è uy(x, y, p) íåïðåðûâíû â Ω(M0),

2) ux(x, y, p) è uy(x, y, p) äèôôåðåíöèðóåìû â M0,

3) uxx, uxy, uyx, uyy ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè M0 è íåïðåðûâíû â

M0,

4)

∣∣∣∣ uxx uxy
uyx uyy

∣∣∣∣ ̸= 0 â M0.

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè p0 îïðåäåëåíû ôóíêöèè x = f(p),

y = g(p) äëÿ êîòîðûõ ux(f(p), g(p), p) = 0, uy(f(p), g(p), p) = 0.

Ýòè ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû â M0, ïðè÷åì{
uxxdx+ uxydy = −uxpdp,
uyxdx+ uyydy = −uypdp,

îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû îòëè÷åí

îò íóëÿ, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

dx =

∣∣∣∣ −uxp uxx
−uyp uyx

∣∣∣∣∣∣∣∣ uxx uxy
uyx uyy

∣∣∣∣ dp, dy =

∣∣∣∣ uxx −uxp
uyx −uyp

∣∣∣∣∣∣∣∣ uxx uxy
uyx uyy

∣∣∣∣ dp.
Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå{
uxxdx+ uxydy + uxpdp = 0,
uyxdx+ uyydy + uypdp = 0,

.

II-11. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì
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11.1. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ 11.1.2. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ

11.1. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ

11.1.1. Ïîíÿòèå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u(x, y) ïðè óñëîâèè

v(x, y) = 0.

D.11.1�1. Ïóñòü ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) îïðåäåëåíû â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êèM0(x0, y0), ïðè÷åì v(x, y) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì

òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè â òî÷êåM0. Â ÷àñòíîñòè, v(x0, y0) = 0

è vy(x0, y0) ̸= 0. Òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíê-

öèè u(x, y) ïðè óñëîâèè v(x, y) = 0 (óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà), åñëè

íàéäåòñÿ òàêàÿ Ω̂(M0), â êîòîðîé ∀M ∈ Ω̂(M0) : v(x, y) = 0 âåðíî

óñëîâèå u(M) < u(M0) (ìàêñèìóì), èëè u(M) > u(M0) (ìèíèìóì).

11.1.2. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ

T.11.1�1 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x, y) ñ

óñëîâèåì g(x, y) = 0). Ïóñòü â òî÷êå (x0, y0) ôóíêöèÿ f(x, y) ñ

óñëîâèåì g(x, y) = 0 ïðèíèìàåò ýêñòåìàëüíîå çíà÷åíèå. Òîãäà â

ýòîé òî÷êå
fxgy − fygx

gy
= 0. (1)

� Òàê êàê â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0) óðàâíåíèå g(x, y) = 0

ìîæíî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî y, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ y = η(x), äëÿ êîòîðîé g(x, η(x)) = 0.

Ïîýòîìó â íåêîòîðîé Ω(x0)

f(x, y) = f(x, η(x)) = F (x),

ïðè÷åì

F ′(x) = (f(x, η(x)))x = fx + fyηx.
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11.1. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ 11.1.2. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ

â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà fx + fyηx = 0 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåî-

ðåìîé Ôåðìà. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óñëîâèÿ ñâÿçè,

gxdx+ gydy = 0,
dy

dx
= −gx

gy
, ηx = −gx

gy
.

Â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè F (x) âåðíî

fx + fy

(
−gx
gy

)
= 0,

fxgy − fygx
gy

= 0.

�
T.11.1�2 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x, y) ñ

óñëîâèåì g(x, y) = 0). Ïóñòü â òî÷êå (x0, y0) âûïîëíåíû íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x, y) ñ óñëîâèåì g(x, y) = 0,

è

fxxg
2
y − 2fxygxgy + fyyg

2
x

g2y
− fy
gy

gxxg
2
y − 2gxygxgy + gyyg

2
x

g2y
̸= 0. (2)

Òîãäà â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ f(x, y) ñ óñëîâèåì g(x, y) = 0 ïðèíè-

ìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.

� Íàéäåì

d2f = d(fxdx+ fydy) = fxxdx
2 + 2fxydxdy + fyydy

2 + fyd
2y. (3)

Ïðè óñëîâèè dy = −gx
gy
dx íàéäåì

d2f =
fxxg

2
y − 2fxygxgy + fyyg

2
x

g2y
dx2 + fyd

2y. (4)

Íî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñâÿçè dg = gxdx+ gydy = 0, ïîýòîìó

d2g = gxxdx
2 + 2gxydxdy + gyydy

2 + gyd
2y = 0, (5)
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11.1. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ 11.1.2. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ

d2y = − 1

gy

gxxg
2
y − 2gxygxgy + gyyg

2
x

g2y
dx2, (6)

òàê ÷òî

d2f =
fxxg

2
y − 2fxygxgy + fyyg

2
x

g2y
dx2−

− fy
gy

gxxg
2
y − 2gxygxgy + gyyg

2
x

g2y
dx2. (7)

�

S.11.1�1. Íàéäèòå âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u(x, y) = xy

ïðè óñëîâèè v(x, y) = 0, ãäå v(x, y) = x+ y − 2.

(1) Èñïîëüçóåì ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ. Òàê êàê èç óñëîâèÿ ñâÿçè x+y =

2 ñëåäóåò y = 2− x, òî íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå

u(x, y) = u
(
x, y(x)

)
= f(x), f(x) = x(2− x) = 2x− x2,

f ′ = 2− 2x, 2− 2x = 0,

x = 1, y = 1 (îäíà òî÷êà âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà).

(2) f ′′ = −2, ýòî òî÷êà ìàêñèìóìà.

S.11.1�2. Íàéäèòå âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u(x, y) = x2+

y2 ïðè óñëîâèè xy = 1.

(1) Ïóñòü v(x, y) = xy − 1. Òàê êàê èç óñëîâèÿ ñâÿçè v(x, y) = 0

ñëåäóåò y = 1
x , f(x) = u

(
x, y(x)

)
= x2+ 1

x2 , f
′ = 2x− 2

x3 = 2x4−1
x3 = 0,

x4 = 1,

(x, y) ∈ {(1; 1), (−1,−1)},

äâå òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà.
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11.1. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ 11.1.3. Ìåòîä Ëàãðàíæà

(2) f ′′ = 2 + 6
x4 , ýòî òî÷êà ìèíèìóìà.

S.11.1�3. Íàéäèòå âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u(x, y) = xy

ïðè óñëîâèè x2 + y2 = 2.

(1) Ïóñòü v(x, y) = x2+ y2− 2. Òîãäà óñëîâèå ñâÿçè ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå v(x, y) = 0. Èç óñëîâèÿ ñâÿçè ñëåäóåò, ÷òî y = ±
√
2− x2 =

m ·
√
2− x2, ãäå m = ±1, f(x) = u

(
x, y(x)

)
= mx

√
2− x2,

f ′ = m
√
2− x2 − mx2√

2− x2
=
m(2− x2)−mx2√

2− x2
= 2m

1− x2√
2− x2

,

x2 = 1,

(x, y) ∈ {(1; 1), (1,−1), (−1; 1), (−1,−1)},

èìååòñÿ ÷åòûðå òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà.

(2)

f ′′ = 2m
−2x

√
2− x2 + (1− x2) x√

2−x2√
2− x2

=

= 2m
−2x(2− x2) + x(1− x2)

2− x2
= 2m

−3x+ x3

2− x2
, (8)

òî÷êè ìèíèìóìà (x, y) ∈ {1,−1), (−1; 1)} è ìàêñèìóìà (x, y) ∈
{(1; 1), (−1,−1)}.

11.1.3. Ìåòîä Ëàãðàíæà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ýêñòðåìóìà öåëåâîé ôóíêöèè f(x, y) ïðè

óñëîâèè g(x, y) = 0.

1. L(x, y) = f(x, y) + λg(x, y),

2. dL = (fx + λgx)dx+ (fy + λgy)dy,
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3. dL = 0, èëè


fx + λgx = 0,
fy + λgy = 0,
g(x, y) = 0,

4. Íàéäåì d2L ïðè óñëîâèè gxdx+ gydy = 0. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôè-

öèåíòû ïðè d2x, à ïðè d2y ðàâíû íóëþ.

11.1.4. Òåîðåìà Ëàãðàíæà, 1

T.11.1�3 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàí-

æà). Ïóñòü (1) ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) îïðåäåëåíû â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè M0(x0, y0), (2) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå M0, (3) ôóíê-

öèÿ g(x, y) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 8.3�1 î íåÿâíîé

ôóíêöèè âèäà y = f(x), â ÷àñòíîñòè, gy ̸= 0 â òî÷êåM0. (4) Ïóñòü

â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ f(x, y) ñ óñëîâèåì g(x, y) = 0 èìååò òî÷êó

ýêñòðåìóìà. Òîãäà íàéäåòñÿ çíà÷åíèå λ, ïðè êîòîðîì âûïîëíåíû

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàíæà, ò.å. îäíîâðå-

ìåííî 
fx + λgx = 0,
fy + λgy = 0,
g(x, y) = 0.

(9)

⋆ Ýòè òðè óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíû âûïîëíåíèþ óñëîâèé ñâÿçè è

óñëîâèÿ dL = 0.

� Ìû äîêàçàëè, ÷òî â òî÷êå ýêñòðåìóà ôóíêöèè f(x, y) ñ óñëîâèåì

g(x, y) = 0 âåðíî óñëîâèå

fx + fy

(
−gx
gy

)
= 0,

fx
gx

=
fy
gy

= −λ,
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ýòî è åñòü òðåáóåìîå çíà÷åíèå λ. Ñëåäîâàòåëüíî,{
fx + λgx = 0,
fy + λgy = 0,

,

à åñëè gx = 0, òî fx = 0. �

11.1.5. Òåîðåìà Ëàãðàíæà, 2

T.11.1�4 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàí-

æà). Ïóñòü

(1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 11.1�3,

(2) ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå

M0(x0, y0),

(3) â òî÷êå M0(x0, y0) âåðíî óñëîâèå dL = 0, ãäå

L = f(x, y) + λg(x, y),

(4) d2L > 0 ïðè óñëîâèè gxdx+ gydy = 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ f(x, y) ñ óñëîâèåì g(x, y) = 0 â òî÷êå M0(x0, y0)

èìååò òî÷êó ìèíèìóìà.

� Ìû äîêàçàëè, ÷òî

d2F =
fxxg

2
y − 2fxygxgy + fyyg

2
x

g2y
dx2−

− fy
gy

gxxg
2
y − 2gxygxgy + gyyg

2
x

g2y
dx2. (10)

Òåïåðü çàéìåìñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Åñëè âûïîëåííû íåîáõîäè-

ìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàíæà, òî

dL = fxdx+ fydy + λgxdx+ λgydy =

129 À.À.Áûêîâ, abkov@yandex.ru, abkov.ru



II�11. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì 130
11.1. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ11.1.6. Ïðèìåðû (ìåòîä Ëàãðàíæà)

= dx(fx + λgx) + dy(fy + λgy), (11)

d2L = dx · d(fx + λgx) + dy · d(fy + λgy)+

+ d2x · (fx + λgx) + d2y · (fy + λgy). (12)

Â òî÷êå M0(x0, y0)

dx(fx + λgx) + dy(fy + λgy) = 0, (13)
fx + λgx = 0,
fy + λgy = 0,
g(x, y) = 0,

ïîýòîìó â òî÷êå M0(x0, y0)

d2L = dx · d(fx + λgx) + dy · d(fy + λgy) =

= dx · d(fx) + dyd(fy) + λ · dx · d(gx) + λ · dy · d(gy), (14)

ïðè÷åì gxdx+ gydy = 0 è d(gxdx+ gydy) = 0.

d2L = fxxdx
2 + 2fxydxdy + fyydy

2 + λ(gxxdx
2 + 2gxydxdy + gyydy

2) =

=
fxxg

2
y − 2fxygxgy + fyyg

2
x

g2y
dx2 + λ

gxxg
2
y − 2gxygxgy + gyyg

2
x

g2y
dx2 =

=
fxxg

2
y − 2fxygxgy + fyyg

2
x

g2y
dx2 − fy

gy

gxxg
2
y − 2gxygxgy + gyyg

2
x

g2y
dx2,

(15)

d2L = d2f.

Ïðèìåíèì òåïåðü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. �

11.1.6. Ïðèìåðû (ìåòîä Ëàãðàíæà)
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Ïðèìåð 11.1�4. Íàéòè xy → extr ïðè óñëîâèè x+ y = 2.

J 1) L = xy + λ(x+ y − 2),

2) dL = dx(y + λ) + dy(x+ λ),

3)


y + λ = 0,
x+ λ = 0,
x+ y = 2,

x = y = 1, ò.â.ý.

4) d2L = d(dL), d2L = d(dx(y + λ) + dy(x+ λ)),

ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòû ïðè d2x è d2y ðàâíû íóëþ, d2L =

2dxdy,

! íå èññëåäîâàòü ìåòîäîì Ñèëüâåñòðà!

x+ y − 2 = 0,

dx+ dy = 0, ïîýòîìó dy = −dx,
d2L = −2dx2 < 0, Ìàêñèìóì. I
Ïðèìåð 11.1�5. Íàéäèòå y

x → extr ïðè óñëîâèè (x−3)2+(y−1)2 =

2.

J L =
y

x
+ λ

[
(x− 3)2 + (y − 1)2 − 2

]
,

dL = dx

[
−y
x2

+ 2λ(x− 3)

]
+ dy

[
1

x
+ 2λ(y − 1)

]
,

−y
x2 + 2λ(x− 3) = 0,
1
x + 2λ(y − 1) = 0,

(x− 3)2 + (y − 1)2 = 2,

x = y = 2, λ = −1

4
.

Ïðè âû÷èñëåíèè d2L êîýôôèöèåíòû ïðè d2x è d2y ðàâíû íóëþ,

d2L = dx · d
[
−y
x2

+ 2λ(x− 3)

]
+ dy · d

[
1

x
+ 2λ(y − 1)

]
,

d2L = dx

[
2
y

x3
dx− dy

x2
+ 2λdx

]
+ dy

[
− 1

x2
dx+ 2λdy

]
,
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+d2x

[
−y
x2

+ 2λ(x− 3)

]
+ d2y

[
1

x
+ 2λ(y − 1)

]
d2L = dx2

[
2y

x3
+ 2λ

]
− 2

x2
dxdy + dy2 [2λ] ,

! íå èññëåäîâàòü ìåòîäîì Ñèëüâåñòðà!

(x− 3)2 + (y − 1)2 = 2,

2(x− 3)dx+ 2(y − 1)dy = 0, ïîýòîìó dy = dx,

d2L = dx2
[
2y

x3
+ 2λ− 2

x2
+ 2λ < 0

]
,

Ìàêñèìóì. I

11.1.7. Òðè ïåðåìåííûõ + óñëîâèå ñâÿçè

1. Ìåòîä Ëàãðàíæà

Ïðèìåð 11.1�6. Íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u(x, y, z) ïðè

óñëîâèè v(x, y, z) = 0.

J Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, y, z, λ) = u(x, y, z) + λv(x, y, z),

dL = dx(ux + λvx) + dy(uy + λvy) + dz(uz + λvz),
ux + λvx = 0,
uy + λvy = 0,
uz + λvz = 0,
v(x, y, z) = 0.

d2L = dx · d(ux + λvx) + d(dx) · (ux + λvx) + . . . ,
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11.1. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ 11.1.7. Òðè ïåðåìåííûõ + óñëîâèå
ñâÿçè

Òîëüêî â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà

d2L = dx · d(ux + λvx) + ...,{
d2L = dx · d(ux + λvx) + ...,

dv = 0,{
d2L = dx(uxxdx+ uxydy + uxzdz + λvx) + ...,

dv = 0,

d2L = dx(uxxdx+ uxydy + uxzdz) +λdx(vxxdx+ vxydy + vxzdz) + ...

ïðè óñëîâèè vxdx+ vydy + vzdz = 0. I

2. Ïðèìåðû

Ïðèìåð 11.1�7. Íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x, y, z) =

xyz ïðè óñëîâèè x+ y + z = 3.

J (1) L = xyz + λ(x+ y + z − 3),

(2) dL = dx(yz + λ) + dy(xz + λ) +dz(xy + λ),

(3)


x+ y + z = 3,
yz + λ = 0,
xz + λ = 0,
xy + λ = 0,

x = y = z = 1, λ = −1,

(4) d2L = 2zdxdy + 2ydxdz + 2xdydz,

! íå èññëåäîâàòü ìåòîäîì Ñèëüâåñòðà!

(5) dx+ dy + dz = 0, ïîýòîìó dz = −dx− dy,

d2L = 2zdxdy + 2ydx(−dx− dy) + 2xdy(−dx− dy),

d2L = 2dxdy − 2dx2 − 2dxdy − 2dydx− 2dy2,

d2L = −2dx2 − 2dydx− 2dy2, H =
( −2 −1

−1 −2

)
, ýòî ìàêñèìóì. I
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Ïðèìåð 11.1�8. x2y3z4 → extr ïðè óñëîâèè 2x+3y+4z = 9, êîòîðîå

çàïèøåì â âèäå. 2x+ 3y + 4z − 9 = 0.

J
(1) L = x2y3z4 + λ(2x+ 3y + 4z − 9),

(2) dL = dx(2xy3z4 + 2λ) + dy(3x2y2z4 + 3λ) + dz(4x2y3z3 + 4λ),

(3)


2x+ 3y + 4z = 9,
xy3z4 + λ = 0,
x2y2z4 + λ = 0,
x2y3z3 + λ = 0,

x = y = z = 1, λ = −1,

(4) d2L = d(dL) = d(dx(2xy3z4 + 2λ)) +d(dy(3x2y2z4 + 3λ))

+d(dz(4x2y3z3 + 4λ))

= 2y3z4dx2 + 6xy2z4dxdy + 8xy3z3dxdz

+6xy2z4dxdy + 6x2yz4dy2 + 12x2y2z3dydz

+8xy3z3dxdz + 12x2y2z3dydz + 12x2y3z2dz2,

Â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà

d2L = 2dx2+6dxdy+8dxdz +6dxdy+6dy2+12dydz +8dxdz+12dydz+

12dz2,

! íå èññëåäîâàòü ìåòîäîì Ñèëüâåñòðà!

2x+ 3y + 4z = 9, 2dx+ 3dy + 4dz = 0, dz = −1
2dx− 3

4dy,

d2L = 2dx2 + 6dxdy + 8dx(−1

2
dx− 3

4
dy) + 6dxdy + 6dy2+

+ 12dy(−1

2
dx− 3

4
dy) + (8dx+ 12dy)(−1

2
dx− 3

4
dy)+

+ 12(−1

2
dx− 3

4
dy)2 (16)
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d2L = 2dx2 + 6dxdy − 4dx2 − 6dxdy + 6dxdy + 6dy2 − 6dxdy−

− 9dy2 − 4dx2 − 6dxdy − 6dxdy − 9dy2+

+ 3dx2 + 9dxdy +
27

4
dy2, (17)

d2L= −3dx2 − 3dxdy − 19
4 dy

2 < 0, ýòî ìàêñèìóì. I

S.11.1�9. Íàéòè x3y5z7 → extr ïðè óñëîâèè 3x+ 5y + 7z = 15.

11.2. Áîëüøàÿ òåîðåìà îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå

11.2.1. Ìåòîä Ëàãðàíæà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà âñåõ òî÷åê ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

f(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yn) (18)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
g1(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yn) = 0,
g2(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yn) = 0,

...
gn(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yn) = 0.

Èñïîëüçóÿ âåêòîðíî ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ, çàïèøåì çàäà÷ó â âèäå{
f(X,Y ) → extremum,
G(X,Y ) = 0,

ãäå

X =
(
x1 x2 . . . xm

)T
, (19)

Y =
(
y1 y2 . . . yn

)T
, (20)

G(X,Y ) =
(
g1(X,Y ) g2(X,Y ) . . . gn(X,Y )

)T
. (21)
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11.2. Áîëüøàÿ òåîðåìà îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå 11.2.1. Ìåòîä Ëàãðàíæà

Óñëîâèå G(X,Y ) = 0 ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â ðàçâåðíóòîì âèäå,
g1(X,Y ) = 0,
g2(X,Y ) = 0,

...
gn(X,Y ) = 0.

(22)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè,

îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (11.2-22). Ïåðå÷èñëÿòü âñå óñëî-

âèÿ, âêëþ÷àþùèå òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé è ïðîèçâîä-

íûõ, íå áóäåì. Íàïîèíðì òîëüêî, ÷òî â ÷èñëî óñëîâèé òåîðåìû î

íåÿâíîé ôóíêöèè âõîäèò óñëîâèå∣∣∣∣ DGDY T

∣∣∣∣ ̸= 0, (23)

ãäå ∣∣∣∣ DGDY T

∣∣∣∣ def
===

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂g1
∂y1

∂g1
∂y2

... ∂g1
∂yn

∂g2
∂y1

∂g2
∂y2

... ∂g2
∂yn

... ... ... ...
∂gn
∂y1

∂gn
∂y2

... ∂gn
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (24)

â òî÷êå M0. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(X,Y,Λ) = f(X,Y ) + λ1g1(X,Y ) + ...+ λngn(X,Y ). (25)

Ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

L(X,Y,Λ) = f(X,Y ) + ΛTG(X,Y ), (26)

ãäå

Λ = (λ1, . . . , λn)
T .
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Ìåòîä Ëàãðàíæà ñîñòîèò â ïîèñêå âñåõ òî÷åê âîçìîæíîãî ýêñòðåìó-

ìà ñ ïîìîùüþ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé â ôîðìå Ëàãðàíæà, è çàòåì â

ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Áóäåì îáîçíà÷àòü

X0 =
(
x10 x20 . . . xm0

)T
,

Y0 =
(
y10 y20 . . . yn0

)T
.

11.2.2. Òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà â

ôîðìå Ëàãðàíæà

T.11.2�1 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàí-

æà). Ïóñòü óðàâíåíèå G(X,Y ) = 0 óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì

òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè,∣∣∣∣ dGdY T

∣∣∣∣ ̸= 0

â òî÷êåM0(X0, Y0). Ïóñòü â òî÷êåM0 ôóíêöèÿ f(X,Y ) ñ óñëîâèåì

G(X,Y ) = 0 èìååò òî÷êó ýêñòðåìóìà. Ïóñòü

L(X,Y ) = f(X,Y ) + ΛTG(X,Y ),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

L(X,Y,Λ) = f(X,Y ) + λ1g1(X,Y ) + ...+ λngn(X,Y ).

Òîãäà íàéäåòñÿ çíà÷åíèå Λ, ïðè êîòîðîì îäíîâðåìåííî{
fXT + ΛTGXT = 0[1][m],

fY T + ΛTGY T = 0[1][n].
(27)

⋆ Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå,

(
fx1 fx2 . . . fxm

)
+
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+
(
λ1 λ2 . . . λn

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

...
∂g1
∂xm

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

...
∂g2
∂xm

... ... ... ...
∂gn
∂x1

∂gn
∂x2

...
∂gn
∂xm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (28)

(
fy1 fy2 . . . fyn

)
+

+
(
λ1 λ2 . . . λn

)


∂g1
∂y1

∂g1
∂y2

...
∂g1
∂yn

∂g2
∂y1

∂g2
∂y2

...
∂g2
∂yn

... ... ... ...
∂gn
∂y1

∂gn
∂y2

...
∂gn
∂yn


, (29)

(
dx1 dx2 ... dxm

)


∂g1
∂x1

∂g2
∂x1

...
∂gn
∂x1

∂g1
∂x2

∂g2
∂x2

...
∂gn
∂x2

... ... ... ...
∂g1
∂xm

∂g2
∂xm

...
∂gn
∂xm


+

+
(
dy1 dy2 ... dyn

)


∂g1
∂y1

∂g2
∂y1

...
∂gn
∂y1

∂g1
∂y2

∂g2
∂y2

...
∂gn
∂y2

... ... ... ...
∂g1
∂yn

∂g2
∂yn

...
∂gn
∂yn


= 0, (30)

⋆ 
fXT +

(
GT

)
X
Λ = 0[m][1],

uY +
(
GT

)
Y
Λ = 0[n][1],

GXT dX +GY T dY = 0[n][1].

(31)
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∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

...
∂g1
∂xm

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

...
∂g2
∂xm

... ... ... ...
∂gn
∂x1

∂gn
∂x2

...
∂gn
∂xm




dx1
dx2
...
dxm

+

+



∂g1
∂y1

∂g1
∂y2

...
∂g1
∂yn

∂g2
∂y1

∂g2
∂y2

...
∂g2
∂yn

... ... ... ...
∂gn
∂y1

∂gn
∂y2

...
∂gn
∂yn




dy1
dy2
...
dyn

 = 0, (32)

� Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî G(X,Y ) = 0, ïîëó÷èì GXT dX +

GY T dY = 0, îòêóäà

dY = −(GY T )−1GXT dX,

ïðè÷åì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû GY T îòëè÷åí îò íóëÿ âñëåäñòâèå

óñëîâèÿ (11.2-23). Ïîýòîìó

df = fXT dX + fY T dY =

= fXT dX + fY T

(
−(GY T )−1GXT dX

)
=

=
(
fXT − fY T (GY T )−1GXT

)
dX. (33)

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà èìååò âèä

du =
(
fXT − fY T (GY T )−1GXT )dX = 0, (34)

ïîýòîìó â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà

fXT − fY T (GY T )−1GXT = 0. (35)
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Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (11.2-27) íàéäåì

ΛT = −fY T (GY T )−1.

Òåïåðü ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (11.2-27):

fXT + ΛTGXT = fXT − fY T (GY T )−1GXT = 0,

òàê êàê âåðíî ðàâåíñòâî (11.2-35). �

11.2.3. Òåîðåìà î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà â

ôîðìå Ëàãðàíæà

T.11.2�2 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ôîðìå Ëàãðàí-

æà). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû (11.2�1), (1) ôóíêöèÿ

Ëàãðàíæà îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

L = f(X,Y ) + ΛTG(X,Y ),

(2) â òî÷êå M0(X0, Y0) âåðíî ðàâåíñòâî dL = 0 è

(3) d2L > 0 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñâÿçè â äèôôåðåíöèàëüíîé

ôîðìå,

GXT dX +GY T dY = 0. (36)

Òîãäà â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ f(X,Y ) ñ óñëîâèÿìè G(X,Y ) = 0 èìååò

òî÷êó ìèíèìóìà.

� 1.

df = fXT
dX + fYT

dY,

dg = gXT
dX + gYT

dY, dg = 0,

dY = −g−1
YT
gXT

dX,

d2g = dgXT
dX + dgYT

dY + gYT
d2Y, d2g = 0,
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d2Y = −g−1
YT
dgXT

dX − g−1
YT
dgYT

dY,

d2Y = −g−1
YT
dgXT

dX + g−1
YT
dgYT

g−1
YT
gXT

dX,

d2f = dfXT
dX + dfYT

dY + fYT
d2Y,

d2f = dfXT
dX − dfYT

g−1
YT
gXT

dX − fYT
g−1
YT
dgXT

dX

+ fYT
g−1
YT
dgYT

g−1
YT
gXT

dX, (37)

dfXT
− dfYT

g−1
YT
gXT

− fYT
g−1
YT
dgXT

+ fYT
g−1
YT
dgYT

g−1
YT
gXT

̸= 0,

�
� 2. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî

L(X,Y ) = f(X,Y ) + ΛTG(X,Y )

è ïðèðàâíÿåì íóëþ ïåðâûé äèôôåðåíöèàë,

dL = (fXT + ΛTGXT )dX + (fY T + ΛTGY T )dY = 0,{
fXT + ΛTGXT = 0,
fY T + ΛTGY T = 0.

(38)

Îòñþäà

ΛT = −fY TG−1
YT
.

Íàéäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà,

d2L = d(fXT + ΛTGXT )dX + d(fY T + ΛTGY T )dY+

+ (fXT + ΛTGXT )d2X + (fY T + ΛTGY T )d2Y. (39)

Â òî÷êå âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.2-38), ïî-

ýòîìó

d2L(M0) = d(fXT + ΛTGXT )dX + d(fY T + ΛTGY T )dY,
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d2L = d(fXT + ΛTGXT )dX + d(fY T + ΛTGY T )
(
GY T

)−1
GXT dX =

=
[
d(fXT + ΛTGXT ) + d(fY T + ΛTGY T )

(
GY T

)−1
GXT

]
dX, (40)

ïîýòîìó d2f = d2L ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñâÿçè â äèôôåðåíöè-

àëüíîé ôîðìå, ÷òî ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå òî÷êè ýêñòðåìóìà. �

11.2.4. Ïðèìåðû

Ïðèìåð 11.2�1. Íàéäèòå ýêñòðåìóì ôóíêöèè u(x, y, z) = xyz, ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé {
x+ y + z = 5,

xy + xz + yz = 8.

J (1) L = xyz + λ(x+ y + z − 5) + µ(xy + xz + yz − 8),

(2) Íàéäåì

dL = dx(yz + λ+ µy + µz) + dy(xz + λ+ µx+ µz)+

+ dz(xy + λ+ µx+ µy), (41)

(3) Ñîñòàâèì ñèñòåìó{
x+ y + z = 5,

xy + xz + yz = 8,


yz + λ+ µy + µz = 0,
xz + λ+ µx+ µz = 0,
xy + λ+ µx+ µy = 0,

ðåøèì ìåòîäîì èñ-

êëþ÷åíèÿ: z(y − x) + µ(y − x) = 0, (z + µ)(y − x) = 0,

À) x = y,

{
2x+ z = 5,
x2 + 2xz = 8,

x2 + 2x(5− 2x)− 8 = 0,

3x2 − 10x+ 8 = 0, x =
5± 1

3
∈
{
4

3
; 2

}
.

Òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà
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À1) x = 2, y = 2, z = 1.

À2) x = 4
3 , y = 4

3 , z =
7
3 .

Äèôôåðåíöèðîâàíèå óñëîâèé ñâÿçè{
x+ y + z = 5,

xy + xz + yz = 8,

äàåò {
dx+ dy + dz = 0,

(y + z)dx+ (x+ y)dz + (x+ z)dy = 0,{
dz + dy = −dx,

(x+ y)dz + (x+ z)dy = −(y + z)dx,{
(x+ y)dz + (x+ y)dy = −(x+ y)dx,
(x+ y)dz + (x+ z)dy = −(y + z)dx,

(z − y)dy = (x− z)dx, dy =
x− z

z − y
dx,{

(x+ z)dz + (x+ z)dy = −(x+ z)dx,
(x+ y)dz + (x+ z)dy = −(y + z)dx,

(z − y)dz = (y − x)dx, dz =
x− y

z − y
dx,

òåïåðü ñ ó÷åòîì (11.2-41)

d2L = dx(ydz + zdy + µdy + µdz)+

+ dy(xdz + zdx+ µdx+ µdz)+

+ dz(xdy + ydx+ µdx+ µdy), (42)

À1) x = 2, y = 2, z = 1, λ = 4.

dy = dx, dz = 0,
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d2L = dx(zdx+ µdx) + dx(zdx+ µdx),

d2L = (2z + 2µ)dx2 = −2dx2,
2 + λ+ 2µ+ µ = 0,
2 + λ+ 2µ+ µ = 0,
4 + λ+ 2µ+ 2µ = 0,

µ = −2, λ = 4,

I
Ïðèìåð 11.2�2. Íàéäèòå ýêñòðåìóì ôóíêöèè

u(x, y, t, s) = (x− t)2 + (y − s)2

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

{
x2 + y2 = 2,
2t+ 2s = 8.

J Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L = (x− t)2 + (y − s)2 + λ(x2 + y2 − 2) + µ(2t+ 2s− 8),

dL = 2(x− t)(dx−dt)+2(y−s)(dy−ds)+2λ(xdx+ydy)+2µ(dt+ds),

dL = dx(x− t+ λ) + dy(y − s+ λ) + dt(t− x+ µ) + ds(s− y + µ),

x = y = 1, t = s = 2, λ = 1, µ = −1.

Ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ïðèìåì âî âíèìàíèå óñëî-

âèÿ ñâÿçè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå,{
xdx+ ydy = 0,
dt+ ds = 0,

{
dy = −dx,
ds = −dt,

d2x = d2y = 0, d2t = d2s = 0,

1

2
dL = (x− t)(dx− dt) + (y− s)(dy− ds) + λ(xdx+ ydy) + µ(dt+ ds),

1

2
d2L = (dx− dt)(dx− dt) + (dy − ds)(dy − ds) + λ(dx2 + dy2),
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1

2
d2L = (dx− dt)(dx− dt) + (−dx+ dt)(−dx+ dt) + λ(dx2 + dx2),

1

2
d2L = 2(dx− dt)2 + 2dx2.

I
Ïðèìåð 11.2�3. Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ãàíòåëè íà äâóõ ëèíåéíûõ

îïîðàõ. Ïóñòü

u(x, y, t, s) = y + s,
y = x,
s = t,

(x+ t)2 + (y − s)2 = 22,

J Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L = y + s+ p(y − x) + q(s− t) +
r

2

[
(x+ t)2 + (y − s)2 − 4

]
,

íàéäåì äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

dL = dy + ds+ p(dy − dx) + q(ds− dt)+

+ r
[
(x+ t)(dx+ dt) + (y − s)(dy − ds)

]
=

= dy(1 + p+ ry − rs) + ds(1 + q − ry + rs)+

+ dx(−p+ rx+ rt) + dt(−q + rx+ rt). (43)

Çàïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ â ôîðìå Ëàãðàíæà:
1 + p+ ry − rs = 0,
1 + q − ry + rs = 0,
−p+ rx+ rt = 0,
−q + rx+ rt = 0,

p = q, p = rx+ rt,
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dL = +dy(1 + rx+ rt+ ry − rs) + ds(1 + rx+ rt− ry + rs),

dL = dy(1 + 2rx) + ds(1 + 2rt),

x = t, 2x2 = 22, x = ±1.

Òåïåðü ïðîâåðèì âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé â ôîðìå Ëàãðàí-

æà � Ñàìîñòîÿòåëüíî. �
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