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Â 1967 ã. îäíèì èç àâòîðîâ áûëà ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü òå÷åíèÿ ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ ÿâèëàñü îñíîâîé äëÿ
ðàçðàáîòêè òåîðèè âîëíîâûõ äâèæåíèé â ñòåêàþùèõ ïëåíêàõ.
Èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ, ïðîäîëæàþùèåñÿ ïî÷òè 40 ëåò, ê
íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí, â
çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâåðøåííîé, ïðèãîäíîé ê èñòîëêîâàíèþ è
ïðîãíîçèðîâàíèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé. Óñïåõó ýòîé òåîðèè
ñïîñîáñòâîâàëî, ïðåæäå âñåãî, îáîñíîâàííîå óïðîùåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñî ñëîæíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ
èçâåñòíîãî êàê â Ðîññèè, òàê è çà ðóáåæîì ìåòîäà Êàïèöû�Øêàäîâà.
Âûâåäåííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîõðàíÿåò âñå
îñíîâíûå êîëè÷åñòâåííûå ñâîéñòâà èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è è ïîçâîëÿåò
ïðèìåíèòü  ê èññëåäîâàíèþ âîëí ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
òåîðèè áèôóðêàöèé, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðåìû
Øèëüíèêîâà î âåòâëåíèè ïåòåëü ñåïàðàòðèñ, òåîðèè Ôåéãåíáàóìà î
êàñêàäå áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òîáû ñîáðàòü â îäíîì ìåñòå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è î÷åðòèòü
êîíòóðû ïîñòðîåííîé òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ âàæíîñòü ýòîé òåîðèè îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
áàçîâîé äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà øèðîêèé êëàññ ïëåíî÷íûõ òå÷åíèé ñ
ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà è ñâÿçàííûõ ñ íèìè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èíòåíñèâíîå èçó÷åíèå òå÷åíèé òîíêèõ ñëîåâ âÿçêîé æèäêîñòè
ñâÿçàíî ñ øèðîêèì ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåíåíèåì ïëåíîê æèäêîñòè â òåõ-
íèêå è òåõíîëîãèè. Îãðîìíàÿ ïîâåðõíîñòü òàêèõ ïëåíîê, èìåþùèõ òîë-
ùèíó äîëè ìèëëèìåòðà, à çà÷àñòóþ è âñåãî íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ìèêðîí,
ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ôèçèêî-õèìè÷åñêèå ïðîöåññû íà ïîâåðõíîñòè ðàçäå-
ëà ãàç�æèäêîñòü.
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Â õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè æèäêàÿ ôàçà ãåíåðèðóåòñÿ â âèäå òîí-
êîãî ñëîÿ è, äâèãàÿñü, âçàèìîäåéñòâóåò ñ ãàçîâûì ïîòîêîì. ×àñòèöû
æèäêîñòè â ñëîÿõ èíòåíñèâíî ïåðåìåøèâàþòñÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, óâåëè-
÷èâàåò ìåæôàçíûé òåïëîìàññîîáìåí. Ïëåíêè ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñ-
òüþ òåïëîïåðåäà÷è â îðîñèòåëüíûõ õîëîäèëüíèêàõ è ãðàäèðíÿõ, ñêðóááå-
ðàõ è ðåêòèôèêàöèîííûõ êîëîííàõ ïðè äâèæåíèè äâóõôàçíûõ ïàðî-
æèäêîñòíûõ ñìåñåé â òðóáêàõ ïàðîâûõ êîòëîâ, âûïàðíûõ àïïàðàòàõ è
íåôòåïåðåãîííûõ ïå÷àõ. Ðàñïëàâëåííûé ìåòàëë ìîæåò îáðàçîâàòü âîë-
íîâóþ ïëåíêó íà ïîâåðõíîñòè òåëà (êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ èëè ìåòåîðè-
òà), îáòåêàåìîãî ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëü-
øîé èíòåðåñ ïðîÿâèëñÿ ê âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåì
ñ òðàíñïèðàöèîííûì îõëàæäåíèåì äëÿ ñîõðàíåíèÿ íåèçìåííîé ãåîìåò-
ðèè ñïóñêàåìûõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ è èõ ñòðóêòóðíîé öåëîñòíîñòè â
óñëîâèÿõ àýðîäèíàìè÷åñêîãî íàãðåâà. Ñóùíîñòü òàêîé çàùèòû ñîñòîèò â
èíæåêòèðîâàíèè æèäêîãî îõëàäèòåëÿ â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè òåëà, ÷òî
ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ çàùèòíîãî æèäêîãî ñëîÿ.

Ïëåíêà êîíäåíñàòà ïðèñóòñòâóåò â ÿâëåíèÿõ, ïðîèñõîäÿùèõ â ìà-
øèíàõ è îáîðóäîâàíèè, îáñëóæèâàþùèõ ãàçîêîíäåíñàòíûå ìåñòîðîæäå-
íèÿ, íàïðèìåð, â ãàçîâûõ òóðáîäåòàíäåðàõ è ñåïàðàòîðàõ äëÿ îòäåëåíèÿ
ãàçà îò êîíäåíñàòà.

Ïëåíî÷íûå òå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ íà êîñìè÷åñêèõ ñòàíöèÿõ, òàêèõ êàê âûðàùèâàíèå êðèñòàëëîâ,
äëèòåëüíîå õðàíåíèå êðèîãåííûõ æèäêîñòåé è ò.ä.

Ïëåíêè ïðè íàëè÷èè òåðìîêàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè íàøëè ñâîå
ïðèìåíåíèå äëÿ ðàçðàáîòêè îäíîãî èç ñïîñîáîâ áåññåðåáðÿíîé
ôîòîãðàôèè � òåðìîãðàôèè.

Ñ ðàçâèòèåì ïðèëîæåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ àòîìíîé
ýíåðãåòèêè, ÌÃÄ-ãåíåðàòîðîâ, ìåòàëëóðãè÷åñêîé è ñòàëåëèòåéíîé ïðî-
ìûøëåííîñòè ñóùåñòâåííî ïîâûñèëñÿ èíòåðåñ ê òå÷åíèþ ñëîåâ æèäêîñòè,
óïðàâëÿåìûõ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïëåíî÷íûõ òå-
÷åíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîâåðõíîñòü ñëîÿ, êàê ïðàâèëî, ïîêðûòà
ñëîæíîé ñèñòåìîé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ âîëí, êàê äâóìåðíûõ, òàê è
òðåõìåðíûõ.

Èçó÷åíèå âîëíîâûõ ðåæèìîâ ñòåêàþùèõ ïëåíîê æèäêîñòè èìååò
êðîìå ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè îáùåòåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ êàê ïðèìåð
íåëèíåéíûõ âîëí â ñðåäå ñ äèññèïàöèåé è ïîäêà÷êîé ýíåðãèè. Âîëíû
â ïëåíêàõ çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî â òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí. Îòíîñÿñü
ê ïðîöåññàì â íåêîíñåðâàòèâíûõ ñðåäàõ, îíè ðåçêî îòëè÷àþòñÿ ïî
ñâîéñòâàì îò âîëí Ñòîêñà, ìîðñêèõ âîëí, âîëí íà ìåëêîé âîäå è áëèæå
ê âîëíàì Òîëëìèíà�Øëèõòèíãà. Íåñìîòðÿ íà ñëîæíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ
íàëè÷èåì ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, ðàçâèòèå íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè â
òîíêèõ ïëåíêàõ ìîæåò áûòü èññëåäîâàíî ïðîùå ïðîöåññîâ, âîçíèêàþ-
ùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé, êàê òå÷åíèÿ
Ïóàçåéëÿ, Êóýòòà, Áëàçèóñà. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå â èçó÷åíèè òîíêèõ
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âÿçêèõ ñëîåâ ìîæíî èäòè âïåðåäè â îïèñàíèè íåëèíåéíûõ âîëí è
òóðáóëåíòíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîôàçíûìè ñäâèãîâûìè òå÷åíèÿ-
ìè. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ òîíêîãî ñëîÿ, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåç-
íûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè, ðîæäåíèÿ è ýâîëþöèè
íåëèíåéíûõ ñòðóêòóð, ðîëè ëîêàëèçîâàííûõ ñèãíàëîâ è ò.ä. â äðóãèõ
ñëó÷àÿõ àêòèâíûõ ñðåä. Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ
èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè íåëèíåéíîé òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè, òåîðèè áèôóðêàöèé, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðèìå-
íåíèå ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ýòèõ îáëàñòÿõ, ïîçâîëèëî
ñîçäàòü çàìêíóòóþ òåîðèþ âîëíîâûõ äâèæåíèé æèäêèõ ïëåíîê íà
òâåðäûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Îñîáåííî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ñâîáîäíîãî âåðòèêàëüíîãî ñòå-
êàíèÿ æèäêîñòè, òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå êîòîðîãî
íà÷àëîñü ñ ðàáîò Ï.Ë. Êàïèöû è Ñ.Ï. Êàïèöû [1, 2].

1. ÎÁÇÎÐ  ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

Òåîðåòè÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ âîëí â ïëåíêàõ, ïðåäëîæåí-
íûé â [1], áûë èñïîëüçîâàí â [3] äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäà êîððåêòíîãî
óïðîùåíèÿ ïîëíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è è ñâåäåíèÿ åå ê ñîäåðæàòåëüíûì
ìîäåëüíûì óðàâíåíèÿì. Ýòèì ìåòîäîì â [3] âûâåäåíà ñèñòåìà ýâîëþ-
öèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàíèìàþùàÿ öåíòðàëüíîå ìåñòî
â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ âîëí â ïëåíêàõ êîíå÷íîé òîëùèíû. Ðàáî-
òà [3] ïîëîæèëà íà÷àëî òåîðèè, ðàçâèòèå êîòîðîé ïðîäîëæàåòñÿ áîëåå
òðèäöàòè ëåò. Ïîñòðîåíèå íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ðåøåíèé äëÿ èñòîëêî-
âàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [2] áûëî îäíèì èç ñòèìóëîâ ïðè
ðàçðàáîòêå òåîðèè. Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû âûäåëåíû â îòäåëüíûå ãðóïïû
ðàáîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå îòäåëüíûì ýòàïàì èññëåäîâàíèé ïðè ñîõðàíå-
íèè ñêâîçíîé íóìåðàöèè îòäåëüíûõ ññûëîê.

1.1. Îñíîâû òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí â ïëåíêàõ

Îñíîâû òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí â ñòåêàþùèõ êàïèëëÿðíûõ ïëåíêàõ
ñîçäàíû â ðàáîòàõ [3�8]. Â [3] ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ
ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí êîíå÷íîé àìïëèòóäû (ïåðâîå ñå-
ìåéñòâî), â [7] îòêðûòû óåäèíåííûå âîëíû, çàòóõàþùèå ïðè x ® ±¥.
Ðåãóëÿðíûå ïåðèîäè÷åñêèå è óåäèíåííûå âîëíû ïîñòðîåíû êàê ðåøåíèÿ
îñíîâíîé ñèñòåìû [3], çàâèñÿùèå îò îäíîé ïåðåìåííîé x - ct (x �
ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, t � âðåìÿ). Âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî ñî-
ãëàñîâàíèå ðåøåíèé [3] è ýêñïåðèìåíòîâ [2] ïî ôàçîâûì ñêîðîñòÿì,
àìïëèòóäàì è äëèíàì âîëí ïåðâîãî ñåìåéñòâà (ðèñ. 1.1). Â [4] èññëåäî-
âàíà çàäà÷à î íåñòàöèîíàðíûõ âîëíàõ, ïîðîæäàåìûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòüþ, êîãäà ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèå  âîë-
íû ïîëó÷àþòñÿ êàê ïðåäåëüíûå ðåøåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè t, ðàçâèâàþ-
ùèåñÿ èç ìàëûõ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé áåçâîëíîâîé ïëåíêè.
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Â [4] ïîñòàâëåíà òàêæå çàäà÷à î íåóñòîé÷èâîñòè ðåãóëÿðíûõ âîëí è
ïîêàçàíî, ÷òî ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò äëèíû
âîëíû è òèïà âîçìóùåíèé.

Â [5, 6] èññëåäîâàíà ñâÿçü îñíîâíîé ñèñòåìû [3] ñî ñëàáîíåëè-
íåéíûìè  ìîäåëüíûìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ïîëíîé ïî-
ñòàíîâêè ðàçëîæåíèåì ðåøåíèé ïî ìàëîìó âîëíîâîìó ÷èñëó. Ïîêàçàíî,
÷òî ñëàáîíåëèíåéíûå ìîäåëè âûâîäÿòñÿ èç ñèñòåìû [3] ïðè óñëîâèè, ÷òî
ðàñõîä æèäêîñòè â ïëåíêå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Â [7] óñòàíîâëåíî, ÷òî îñíîâíàÿ ñèñòåìà [3] ìîæåò áûòü ïðèâå-
äåíà ê ôîðìå, ñîäåðæàùåé åäèíñòâåííûé âíåøíèé ïàðàìåòð ïîäîáèÿ d,
îòðàæàþùèé âëèÿíèå ñèë òÿæåñòè, êàïèëëÿðíîñòè, âÿçêîñòè, è âíóòðåííèé
ïàðàìåòð s � íîðìèðîâàííîå âîëíîâîå ÷èñëî 0 < s � 1. Ýòîò ðåçóëüòàò
ñïîñîáñòâîâàë óñïåøíîìó ïîñòðîåíèþ ðåãóëÿðíûõ âîëíîâûõ ðåøåíèé è
èçó÷åíèþ èõ ñâîéñòâ. Îðèåíòèðóÿñü ïî çíà÷åíèÿì d, ìîæíî âûäåëèòü
òðè êëàññà âîëí: 1) ìàòåìàòè÷åñêèå âîëíû ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ðàñõî-
äàõ æèäêîñòè (ïðè d ® 0); 2) ðåãóëÿðíûå âîëíû, íàáëþäàåìûå â
ýêñïåðèìåíòàõ ïðè óìåðåííûõ ðàñõîäàõ â ïëåíêàõ êîíå÷íîé òîëùèíû;
3) íåóñòîé÷èâûå ñòîõàñòè÷åñêèå âîëíîâûå ðåæèìû ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ ðàñõîäàõ. Âîëíû âòîðîãî òèïà íàáëþäàëèñü â [2] ïðè 0,04 < d < 0,4,
â ðÿäå äðóãèõ ýêñïåðèìåíòîâ � ïðè 0,1 < d < 0,5. Èìåííî òàêèå âîëíû
ïðåäñòàâëÿþò îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè.

Ðèñ. 1.1. Ôàçîâûå ñêîðîñòè, äëèíû âîëí è ñðåäíèå òîëùèíû ïëåíêè.
Îïòèìàëüíûå ðåæèìû ïåðâîãî ñåìåéñòâà [3]
¡ � âîäà, l � ñïèðò (ýêñïåðèìåíòû [2])
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1.2. Ïåðâîå ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí

Â [9�13] ðàññìàòðèâàëèñü âîëíû ïåðâîãî ñåìåéñòâà. Èññëåäîâà-
íà ïðîáëåìà ñîõðàíåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ â öåïî÷êå ïåðåõîäîâ: ïîëíàÿ
ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà � ïðèáëèæå-
íèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ ñàìîèíäóöèðîâàííûì äàâëåíèåì âñëåäñòâèå
äåéñòâèÿ êàïèëëÿðíûõ ñèë � ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-
íèé äëÿ òîëùèíû ñëîÿ è ðàñõîäà æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà [3]
ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ âîñïðîèçâîäèò ðåçóëüòàòû, ñëåäóþùèå èç ïðèáëè-
æåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà
Êàïèöû [9]. Ïîñòàâëåíà çàäà÷à î äèôôóçèè â ïëåíêó, âîëíîâàÿ ïîâåð-
õíîñòü êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû [3] äëÿ ðåãóëÿðíûõ
âîëí è ïðîâåäåíû ñèñòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû. Äàíî îáîáùåíèå îñíîâíîé
ìîäåëè íà ïëåíî÷íûå òå÷åíèÿ âäîëü íàêëîííîé ê ãîðèçîíòó óäåðæèâàþ-
ùåé ïîâåðõíîñòè, à òàêæå íà òå÷åíèÿ ïëåíêè ïîä âîçäåéñòâèåì ãðàíè÷íî-
ãî ïîòîêà [10, 12].

1.3. Âòîðîå ñåìåéñòâî è óåäèíåííûå âîëíû

Ñëåäóþùèé ýòàï ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèÿìè áîëåå ñëîæíûõ âîëíî-
âûõ ðåøåíèé ñèñòåìû [3]: ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí âòîðîãî ñåìåéñòâà, ñå-
ìåéñòâ áûñòðûõ è ìåäëåííûõ óåäèíåííûõ âîëí, à òàêæå óåäèíåííûõ
âîëí � ñêà÷êîâ òîëùèíû ñëîÿ [14�31].

Îñíîâíûå ïðèíöèïèàëüíûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ âîëí ïðè êîíå÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ d ñôîðìóëèðîâàíû â [15, 16] è ïîäðîáíî èçëîæåíû â
[17�20]. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðâîå ñåìåéñòâî, îòâåòâëÿþùååñÿ ïðè s = 1 â
ñòîðîíó ìåíüøèõ çíà÷åíèé s, ïåðåõîäèò â ìåäëåííûé ñîëèòîí ïðè s ® 0.
Âòîðîå ñåìåéñòâî îòâåòâëÿåòñÿ îò ïåðâîãî ñåìåéñòâà âáëèçè òî÷êè s = 0,5
è èìååò ïðåäåëîì áûñòðûé ñîëèòîí. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè d ñóùåñòâóåò
ñïåêòð ðåøåíèé â âèäå óåäèíåííûõ âîëí (ñîëèòîíîâ), à èìåííî, èìååòñÿ
äèñêðåòíûé íàáîð ôàçîâûõ ñêîðîñòåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ
ðåøåíèé. Êîëè÷åñòâî áûñòðûõ (c > 3) è ìåäëåííûõ (c < 3) ñîëèòîíîâ
íàêàïëèâàåòñÿ ê òî÷êå c = 3 ïðè s = 0. Ýòè ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ
âîëíîâûõ ðåøåíèé ïîäòâåðæäåíû ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè â
[19, 31] è ñîïîñòàâëåíèÿìè ñ ýêñïåðèìåíòàìè [2] (ðèñ. 1.2). Â [20, 21, 28]
îñíîâíàÿ ñèñòåìà [3] îáîáùåíà íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé è ïîêàçàíî, ÷òî
òðåõìåðíûå âîëíû ñóùåñòâóþò êàê íåëèíåéíûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû.

1.4. Áèôóðêàöèè ðåãóëÿðíûõ âîëí è àòòðàêòîðû

Â öèêëå ðàáîò [32�40] èññëåäîâàëàñü íàèáîëåå ïîëíàÿ êàðòèíà
áèôóðêàöèé ñåìåéñòâ ðåãóëÿðíûõ âîëí äëÿ ñèñòåìû [3], à òàêæå ïðèòÿ-
ãèâàþùèå ñâîéñòâà ýòèõ ðåøåíèé è ñàìîôîðìèðîâàíèå èõ èç ïðîèçâîëü-
íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ñëîæíîñòü êàðòèíû áèôóðêàöèé âîçðàñòàåò ñ
ðîñòîì d. Äîïîëíèòåëüíî ê îñíîâíîìó ïåðâîìó è âòîðîìó ñåìåéñòâàì
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îáíàðóæåíû òàêæå ïðîìåæóòî÷íûå ñâîéñòâà, òî÷êè îòâåòâëåíèÿ êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíû íà îñè s ïðàâåå òî÷êè áèôóðêàöèè âòîðîãî ñåìåéñòâà sb.
Êàæäîå èç ýòèõ ñåìåéñòâ ïðîäîëæàåòñÿ ïî ïàðàìåòðó s è ïðè s ® 0
ïåðåõîäèò â ìåäëåííûé ñîëèòîí. Ëåâåå òî÷êè sb èìååòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê
âåòâëåíèÿ äðóãèõ ñåìåéñòâ ðàçíûõ òèïîâ; ýòî ìíîæåñòâî íàêàïëèâàåòñÿ
ïðè óìåíüøåíèè s è ïðè s ® 0 êàæäîå èç ñåìåéñòâ ïåðåõîäèò â
áûñòðûé (c > 3) èëè ìåäëåííûé (c < 3) ñîëèòîí. Ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè
ðàñ÷åòàìè çàäà÷è Êîøè ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äîìèíèðó-
þùèõ âîëí [32, 33], ñîñòàâëÿþùåå â öåëîì ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð ñèñòå-
ìû [3]. Ïðè êàæäîì d ¹ 0 ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð ñîñòàâëåí èç êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ ïîäìíîæåñòâ ðåãóëÿðíûõ âîëí, óïîðÿäî÷åííûõ íà îòðåç-
êå 0 < s � 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ s: ïåðâîå
ñåìåéñòâî � n ñåìåéñòâ ïðîìåæóòî÷íûõ áèôóðêàöèé � âòîðîå ñåìåé-
ñòâî. Çíà÷åíèå n çàâèñèò îò âåëè÷èíû d: n = 1 ïðè d < d1, n = 2 ïðè
d1 < d < d2 è ò.ä. Ñàìîðàçâèòèå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïðè ôèêñèðî-
âàííîì s ñ òå÷åíèåì âðåìåíè çàêàí÷èâàåòñÿ ôîðìèðîâàíèåì âîëíîâîãî
ðåæèìà, ïðèíàäëåæàùåãî ãëîáàëüíîìó àòòðàêòîðó. Ýòî ñâîéñòâî ðåøå-
íèé îñíîâíîé ñèñòåìû [3] ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ôèçè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò
÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî äîìèíèðóþùèõ âîëí
ïðè êàæäîì èññëåäóåìîì çíà÷åíèè d èçâåñòíî. Òàáëèöà ðåøåíèé äëÿ
äîìèíèðóþùèõ âîëí â çàâèñèìîñòè îò s ïîçâîëÿåò âîñïðîèçâåñòè çàâè-
ñèìîñòè  ìåæäó ëþáûìè âîëíîâûìè ïàðàìåòðàìè, ôèêñèðóåìûå â ýêñ-
ïåðèìåíòàõ. Â [32�40] â ðàçâèòèå [4] ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå ìåòî-
äû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ èç
Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèé ïðîñòðàíñòâåíî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû [3].
Ñèñòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ ðå-

Ðèñ 1.2. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå [2] è ðàñ÷åòíûå [31] ïðîôèëè âîëí
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ãóëÿðíûõ âîëí èç ìàëûõ âîçìóùåíèé è âûäåëèòü çîíû ïðèòÿæåíèÿ â
ïëîñêîñòè îñíîâíûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ s, d. Àíàëèç íåñòàöèîíàð-
íûõ ðåøåíèé ìîäåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîçâîëèë òàêæå êëàññè-
ôèöèðîâàòü ðåãóëÿðíûå âîëíû ïî ñâîéñòâàì èõ óñòîé÷èâîñòè è íåóñ-
òîé÷èâîñòè ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì âî âñåé îáëàñòè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ
0 < s � 1, d > 0.

1.5. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçâèòèå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîëèòîíîâ

Â öèêëå ðàáîò [41�48] ïðîäîëæåíî óãëóáëåííîå èçó÷åíèå ñâîéñòâ
íåëèíåéíûõ ðåæèìîâ ïåðèîäè÷åñêèõ è óåäèíåííûõ âîëí êàê ðåøåíèé
ñèñòåìû [3] è íåêîòîðûõ åå îáîáùåíèé. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ d èññëå-
äîâàíèÿ êàñàþòñÿ äâóõ ãëàâíûõ ïðîáëåì: 1) âçàèìîäåéñòâèÿ óåäèíåííûõ
âîëí, ñîñòàâëÿþùèõ ðàçâèâàþùèåñÿ ïî ïðîñòðàíñòâó âîëíîâûå öåïî÷êè;
2) íåóñòîé÷èâîñòü äâóìåðíûõ íåëèíåéíûõ âîëí, ïåðåõîä ê òðåõìåðíûì
âîëíîâûì ñòðóêòóðàì è ôîðìèðîâàíèå òðåõìåðíîé âîëíû-ñîëèòîíà. Òåî-
ðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïðèáëèæåíû ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì óñëîâèÿì ïóòåì
ïåðåõîäà ê èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâåííîé ýâîëþöèè âîëíû. Ñ âû÷èñëèòåëü-
íîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò ïåðåõîä îò çàäà÷è Êîøè ê êðàåâîé äâóõ-
òî÷å÷íîé çàäà÷å äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ Ôóðüå-êîýôôèöèåíòîâ.

1.6. Ñîãëàñîâàíèå ýêñïåðèìåíòîâ è ðàñ÷åòîâ

Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ âîëí íà âñåõ ýòàïàõ ðåãóëÿðíî ñîïî-
ñòàâëÿëèñü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè [49, 61]. Ïðàêòè÷åñêè ëþáîé îòäåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò îêàçàëîñü âîçìîæíûì âîñïðîèçâåñòè ðåøåíèåì ñèñòå-
ìû [3] ïðè ïîäõîäÿùåì ïîäáîðå îñíîâíûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ d, s.
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé, äëèí è àìïëèòóä âîëí
óñïåøíî ñîïîñòàâëÿëèñü ñ òåîðåòè÷åñêèìè [55] âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
êîëè÷åñòâî èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ áûëî äîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî
âûäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âîëíîâîãî ðåæèìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåî-
ðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ ïàðàìåòðîâ âîëí îêàçûâàëèñü ïîëåçíûìè
äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ èçìåðåíèé â ýêñïåðèìåíòàõ. Â ìîíîãðàôèè [55]
�ïîëíîñòüþ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Øêàäîâà�
ñèñòåìàòè÷åñêè ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîëí è ñîïî-
ñòàâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðàñ÷åòàìè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
â äèàïàçîíå óìåðåííûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà �ýòîò èíòåãðàëüíûé ïîäõîä
äàåò çàìå÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû�. Íà ðèñ. 1.3 äàåòñÿ ïðèìåð ñîïîñ-
òàâëåíèÿ òåîðèè è ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ïðîôèëåé âîëí.

1.7. Òå÷åíèÿ ïëåíîê â óñëîæíåííûõ óñëîâèÿõ

Â ðàáîòàõ [62�75] ðàçâèòû îáîáùåíèÿ ìîäåëè [3] íà òå÷åíèÿ
ïëåíîê â óñëîæíåííûõ óñëîâèÿõ. Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò îòìåòèòü çàäà÷è,
ñâÿçàííûå ñ íàíåñåíèåì æèäêèõ ïëåíîê íà òâåðäûå ïîâåðõíîñòè è âû-
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òåñíåíèåì âÿçêîé æèäêîñòè èç êàïèëëÿðîâ [62, 63, 66, 67]. Ïîëó÷àåìûå â
ðàñ÷åòàõ ïàðàìåòðû ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé âïîëíå ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëü-
òàòàìè èçìåðåíèé. Îáíàðóæåíû òàêæå áîëåå ñëîæíûå òå÷åíèÿ ñ ïðî-
ñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîôèëÿìè ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, âîçíèêà-
þùèìè ïðè óâåëè÷åíèè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè. Ïðèíöèïèàëüíî íîâîå
îáîáùåíèå ìîäåëè [3] äàíî â ñòàòüÿõ [65, 69, 73], ãäå â ðàññìîòðåíèå
âêëþ÷åíû òàíãåíöèàëüíûå ñèëû íà ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, ïîðîæäàåìûå
ýôôåêòîì Ìàðàíãîíè îò âîçäåéñòâèÿ èñïàðÿþùèõñÿ ïîâåðõíîñòíî-àê-
òèâíûõ âåùåñòâ. Ñõåìà òå÷åíèÿ âêëþ÷àåò ïåðåíîñ ðàñòâîðåííîãî ÏÀÂ
â ïðåäåëàõ äèôôóçèîííîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè ñâîáîäíîé ïîâåð-
õíîñòè. Ïîäðîáíûé àíàëèç âîçìîæíîñòåé îáîáùåíèÿ ìîäåëè [3] íà
òåðìîêàïèëëÿðíûå òå÷åíèÿ ïîäîãðåâàåìîé ïëåíêè æèäêîñòè äàí â
[64]. Â [70] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñèëû Ìàðàíãîíè ïîðîæäà-
þòñÿ íàãðåâîì ñòåêàþùåé ïëåíêè. Â [71, 72] â ðàçâèòèå ðàáîòû [5]
èññëåäóþòñÿ âîëíîâûå òå÷åíèÿ îñåñèììåòðè÷íîé ïëåíêè íà âðàùàþùåì-
ñÿ äèñêå. Â [75] ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ íåîäíîðîäíîñòü òå÷å-
íèÿ ïëåíêè ìîæåò ñîñòàâëÿòü ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü ìåõàíèçìà îòáîðà
íåóñòîé÷èâûõ âîçìóùåíèé, ñàìîïðîèçâîëüíî ðàçâèâàþùèõñÿ â ðåãóëÿð-
íûå íåëèíåéíûå âîëíû. Â [74] ïî àíàëîãèè ñ [3] âûâåäåíà ñèñòåìà
óðàâíåíèé äëÿ äâóõñëîéíîé ñòåêàþùåé ïëåíêè è èññëåäîâàíû ìîäû
íåóñòîé÷èâîñòè.

1.8. Ïðèëîæåíèÿ è ðàçâèòèå ìîäåëè [3]

Ãðóïïà ïóáëèêàöèé [76�100] âêëþ÷àåò èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðûõ
àâòîðû àêòèâíî ïðèìåíÿþò ðàçðàáîòàííûå â [3�8] ìàòåìàòè÷åñêèå
ïîäõîäû ê äèíàìèêå âîëí â ïëåíêàõ, ïðåæäå âñåãî, îñíîâíóþ ìîäåëü [3]
è ñëàáîíåëèíåéíûå àñèìïòîòè÷åñêèå âàðèàíòû ýòîé ìîäåëè. Èññëåäóþò-
ñÿ ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè âîëíîâûõ ðåæèìîâ è, êàê ïðàâèëî, ðåçóëü-
òàòû èõ äîïîëíÿþò ñâåäåíèÿ î ñâîéñòâàõ âîëí, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ
[9�75]. Â òî æå âðåìÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðÿìûå ðàñ÷åòû òå÷åíèé âîëíî-
âûõ ïëåíîê ïî ìîäåëè [3] ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ
íåêîòîðûõ áîëåå ñëîæíûõ áèôóðêàöèé íàðÿäó ñ ìÿãêîé áèôóðêàöèåé

à

á

â

à

á

â

Ðèñ. 1.3. Ñðàâíåíèå ïðîôèëåé óñòàíîâèâøèõñÿ âîëí ïðè Re = 8,05;
n = 7,2 · 10 - 6 ì2/ñ; s/r = 57,6 · 10 - 6 ì3/ñ2. Ñëåâà ýêñïåðèìåíòàëüíûå

ðåçóëüòàòû [51], ñïðàâà � òåîðåòè÷åñêèå [27]
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ïåðâîãî ñåìåéñòâà îò ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ è æåñòêèìè áèôóðêàöèÿìè
âòîðîãî è ïðîìåæóòî÷íûõ ñåìåéñòâ îò ïåðâîãî ñåìåéñòâà. Ïóáëèêàöèè
[64, 76�100] ïðèíàäëåæàò èññëåäîâàòåëÿì èç ðÿäà ñòðàí, â íèõ îáñóæ-
äàþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå âîïðîñû ãèäðîäèíàìèêè âîëíîâûõ ïëåíîê, ñâÿ-
çàííûå êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí, òàê
è ñ ïðàêòèêîé íàáëþäåíèÿ âîëíîâûõ ïëåíîê â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è
òåõíîëîãè÷åñêèõ óñòàíîâêàõ. Îáúåäèíÿåò ýòè ïóáëèêàöèè òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî â êà÷åñòâå îñíîâíîé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ èññëåäîâàíèé
ïðèíÿòà ñèñòåìà óðàâíåíèé [3]. Èñòîðèÿ òàêèõ ïóáëèêàöèé íà÷èíàåòñÿ
â 1972 ã. ñ ðàáîòû [86], â êîòîðîé àíàëèç íåëèíåéíûõ âîëí è ðàçëè÷íûõ
èçâåñòíûõ ê òîìó âðåìåíè ïîäõîäîâ çàêàí÷èâàþòñÿ âûâîäîì: �ìåòîä
Øêàäîâà ïðåäñòàâëÿåò åäèíñòâåííîå ñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå çàäà÷è
î ñòåêàþùèõ ïëåíêàõ, èñïîëüçóþùåå ïîäõîä Êàïèöû�. Îäíàêî â òå÷å-
íèå ðÿäà ïîñëåäóþùèõ ëåò â çàïàäíûõ æóðíàëàõ ïóáëèêîâàëèñü, â îñíîâ-
íîì, ðàáîòû, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äëèííîâîë-
íîâûõ ñëàáîíåëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé, âûâîäèìûõ èç òî÷íîé ïîñòàíîâêè
äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ðàçëîæåíèÿìè ïî ìàëîìó âîëíîâîìó ÷èñ-
ëó. Îáùèé íåäîñòàòîê òàêèõ ïîäõîäîâ � ïðàêòè÷åñêè ïîëíàÿ íåïðèãîä-
íîñòü ê îïèñàíèþ âîëí â ðåàëüíûõ ïëåíêàõ ìàëîé, íî êîíå÷íîé òîëùèíû.
Ýòè òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïî ñâîåìó óðîâíþ îòñòàâàëè îò ïóáëèêó-
åìûõ â îòå÷åñòâåííûõ æóðíàëàõ ðàáîò ïî òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí â
ïëåíêàõ. Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ, êîãäà ïîÿâèëèñü
ðåçóëüòàòû êîëëåêòèâîâ ñ ó÷àñòèåì ðîññèéñêèõ èññëåäîâàòåëåé ïî ýòîé
ïðîáëåìå, îñâîèâøèõ îïûò ðàáîòû ñ îñíîâíîé ìîäåëüþ [3]. Â ñâÿçè ñ
ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì  ìîæíî îòìåòèòü íåñêîëüêî ãðóïï ðàáîò, ê ïðèìåðó
[8, 41�47, 71�73, 85, 90]. Â ìîíîãðàôèè [47] �ìîäåëü Øêàäîâà�
ñèñòåìàòè÷åñêè ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ î ñëîæíûõ âçàèìî-
äåéñòâèÿõ âîëí, ðàçâèâàþùèõñÿ ïî ïðîñòðàíñòâó. Â ðÿäå ñîâðåìåííûõ
ïóáëèêàöèé ýòà îñíîâíàÿ ìîäåëü ïîñòàâëåíà â öåíòð èññëåäîâàíèé èí-
òåíñèâíûõ ïëåíî÷íûõ òå÷åíèé ñ ïîâûøåííîé âÿçêîñòüþ [91, 95, 99], ñ
ïðîÿâëåíèÿìè êîíöåíòðàöèîííîãî è òåðìîêàïèëëÿðíîãî ýôôåêòà Ìà-
ðàíãîíè ïðè íàãðåâå ñòåíêè [64, 70, 73]; òå÷åíèé âäîëü ïðîôèëèðîâàí-
íûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèìè ðåëüåôàìè [100],
òå÷åíèé ïëåíêè íà âðàùàþùåìñÿ äèñêå ïðè íåïðåðûâíîé ïîäà÷å ìàññû
â öåíòðå [71, 72, 75]. Ðàñ÷åòû âîëí ïî ìîäåëè [3] èñïîëüçóþòñÿ ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ î äèôôóçèè â ïëåíêàõ è âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà
ìàññîîáìåíà. Èññëåäîâàíèå èíòåíñèâíûõ ïëåíî÷íûõ òå÷åíèé ïîòðåáîâà-
ëî äàëüíåéøèõ ðàçðàáîòîê ïî óñîâåðøåíñòâîâàíèþ è îáîáùåíèÿì ìîäå-
ëè [3], êàê ýòî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â [93�98].

1.9. Ê èñòîðèè èññëåäîâàíèé âîëí â ïëåíêàõ

Ñòàòüè [101�113] íå ñâÿçàíû íåïîñðåäñòâåííî ñ îñíîâíîé ìîäå-
ëüþ èçëàãàåìîé çäåñü òåîðèè, îäíàêî îíè íåðàçðûâíî ñâÿçàíû ñ ìíîãî-
ëåòíåé èñòîðèåé èçó÷åíèÿ âîëíîâûõ ïëåíî÷íûõ òå÷åíèé. Â íèõ îòðàæå-
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Âîëíîâûå äâèæåíèÿ ïëåíîê æèäêîñòè íà âåðòèêàëüíîé ïîâåðõíîñòè

íû ìíîãî÷èñëåííûå èäåè è ïîäõîäû, è õîòÿ íè îäíà èç íèõ íå ïîëó÷èëà
ðàçâèòèÿ â çàêîí÷åííóþ òåîðèþ, îíè îêàçàëè ñòèìóëèðóþùåå âîçäåé-
ñòâèå íà ðàçðàáîò÷èêîâ òåîðèè [3�48, 65, 73]. Ñîïîñòàâëåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿëî íå òîëüêî îòêðûâàòü ïðåèìóùåñòâà
ðàçâèâàåìîé ìîäåëè [3], íî è ôîðìóëèðîâàòü âîïðîñû äëÿ íîâûõ èññëå-
äîâàíèé. Â ýòèõ ñòàòüÿõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó è àíàëèç ðåøåíèé ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ýòîì ñëàáîíåëèíåéíûõ
ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé. Îòìåòèì â ÷èñëå èõ îáçîðû [106, 112].

1.10. Äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà

Â òåîðåòè÷åñêèõ ïóáëèêàöèÿõ [114�124] ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû,
êîòîðûå ïðè èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ âîëí â ïëåíêàõ áûëè íåîáõîäè-
ìû íà âñåõ ýòàïàõ ðàáîòû äëÿ îöåíêè è êëàññèôèêàöèè ðåçóëüòàòîâ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâðåìåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãèäðîäèíàìèêè è ìàòå-
ìàòèêè î äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è î íåëèíåéíûõ âîëíàõ â ñðåäàõ ñ
äèññèïàöèåé è äèñïåðñèåé. Ñóùåñòâåííî âëèÿíèå ðåçóëüòàòîâ Ã.È. Ïåòðîâà
[114, 115] â îáëàñòè ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ àýðîãèäðîäèíàìèêè,
â ÷àñòíîñòè òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ñûãðàëè
âàæíóþ ðîëü â âûáîðå ïîäõîäîâ ê àíàëèçó âîëíîâûõ ïëåíîê è çàâåðøè-
ëèñü ñîçäàíèåì ìåòîäà Êàïèöû�Øêàäîâà è îáîáùåíèé ýòîãî ìåòîäà
[47, 64, 86, 88, 106].

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ  ÇÀÄÀ×È
È  ÈÅÐÀÐÕÈß  ÌÎÄÅËÅÉ

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå âÿçêîãî ñëîÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïî
âåðòèêàëüíîé ïîâåðõíîñòè, y = 0, ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè [3�6].
Ñëîé èìååò ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà f(x, t ) = 0. Íîðìàëüíûå
íàïðÿæåíèÿ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñî ñòîðîíû ãàçîâîé ôàçû ñâîäÿòñÿ ê
àòìîñôåðíîìó äàâëåíèþ, p0 = const, äåéñòâóþùåìó ïî íîðìàëè n ê ïîâåð-
õíîñòè. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà ôàç, èìåþùóþ êðèâèçíó
K(f), íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ èñïûòûâàþò ñêà÷îê, îáóñëîâëåííûé äåé-
ñòâèåì êàïèëëÿðíûõ ñèë. Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàç-
äåëà ðàâíû íóëþ. Ïðèâåäåì âåëè÷èíû ê áåçðàçìåðìîìó âèäó, âçÿâ â
êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåëè÷èí áåçâîëíîâóþ òîëùèíó ñëîÿ l0, ñðåäíþþ ïî
ñå÷åíèþ ñêîðîñòü, áuñ = gl0/(3n), ïëîòíîñòü æèäêîñòè r. Çäåñü n �
êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ. Óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè çàïèøåì â
áåçðàçìåðíîì âèäå

21 3( )

div 0 .
R Rt

¶ + Ñ = -Ñ + Ñ +¶
=

u u u u G

u

p

(2.1)
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Çäåñü u = (u, v, w), R = áuñ l0/n � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, G = (1, 0, 0) �
âåêòîð ìàññîâûõ ñèë. Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

( , ) ( , , ) 0 : 0 ,ff t y h x z t ft
¶= - = + Ñ =¶x u

0[ ( )] 0 , , 1, 2, 3 ,i ij i
WK h n n i jt- - - = =p p (2.2)

0 : 0 .y = =u

Çäåñü

1 ,ji
ij

j i

uu
R x xt

¶æ ö¶
= +ç ÷¶ ¶è ø

W = s/rá uñ 2 l0 � áåçðàçìåðíîå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, ni � êîìïî-
íåíòû âåêòîðà íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.

Ñèñòåìà (2.1)�(2.2) îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: R è W.
Èíîãäà áûâàåò óäîáíî â êà÷åñòâå ýòèõ ïàðàìåòðîâ âçÿòü R è g, ãäå
g = sr-1n -4/3g-1/3 � ÷èñëî Êàïèöû, áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðè-
çóþùèé ñâîéñòâà æèäêîñòè [1, 2, 102]. Òîãäà, ñîãëàñíî [5],

1/3 5/ 33 .W R-g= (2.3)

Ñóùåñòâóþùèå òåîðåòè÷åñêèå ïîäõîäû ê íåëèíåéíûì âîëíîâûì
ïðîöåññàì â ïëåíêàõ æèäêîñòè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà íàïðàâëåíèÿ.
Â ïåðâîì, èñõîäÿ èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé, âûâîäÿòñÿ è èññëåäóþòñÿ
óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ. Óñïåõ èññëåäîâàíèÿ ïðè òàêîì ïîäõîäå â çíà-
÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò âûáðàííîãî óðàâíåíèÿ, è ðåçóëüòàòû åãî
ðåøåíèÿ äîëæíû òùàòåëüíî ïðîâåðÿòüñÿ ñðàâíåíèåì ñ îïûòíûìè äàí-
íûìè èëè ðåøåíèåì â íåóïðîùåííîé ïîñòàíîâêå. Â ðàáîòàõ äðóãîãî
íàïðàâëåíèÿ ðåøàþò ïîëíóþ ñèñòåìó (2.1)�(2.2). Òàêàÿ ïîñòàíîâêà
èìååò ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ïåðâîé â ñòðîãîñòè ïîäõîäà, íî åå ðåøåíèå �
òåõíè÷åñêè âåñüìà òðóäíàÿ çàäà÷à, òðåáóþùàÿ, êðîìå òîãî, áîëüøîãî ðàñ-
õîäà ìàøèííîãî âðåìåíè. Õîòÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ïëåíî÷íûõ òå÷åíèé,
êàê ïðàâèëî, íåâåëèêè, ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç çàðàíåå íåèçâåñòíà è íà ýòîé
ãðàíèöå ñòàâÿòñÿ ñëîæíûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Ïîýòîìó ïî ñòåïåíè ñëîæ-
íîñòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ñîïîñòàâèìî ñ èññëåäîâàíèåì íåëèíåé-
íîé íåóñòîé÷èâîñòè â òå÷åíèÿõ òèïà Ïóàçåéëÿ èëè Êóýòòà. Îäíàêî ïðè
óìåðåííûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü, ó÷èòûâàÿ ñïåöè-
ôèêó çàäà÷è, ñóùåñòâåííî åå óïðîñòèòü. Ñóòü ýòîãî óïðîùåíèÿ ñâîäèòñÿ
ê òîìó, ÷òî â áîëüøèíñòâå âñòðå÷àþùèõñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ñëó÷àåâ âîëíû
äëèííûå, ò.å.

, .x z y
¶ ¶ ¶<<¶ ¶ ¶
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Äëÿ âîäû ïðè ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà âïëîòü äî ñîòåí òîëùèíà ñëîÿ èìååò
ïîðÿäîê äîëåé ìèëëèìåòðà, â òî âðåìÿ êàê âîëíû íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà �
ïîðÿäêà ñàíòèìåòðîâ [55].

Ïðåîáðàçóåì ñêîðîñòü v è ïåðåìåííûå x, t , ðàññìîòðåâ äëÿ ïðîñòîòû
äâóìåðíûé ñëó÷àé [3, 7, 19]

/ , , ,v v x x t t® ® ®ù ù ù

ãäå ù ïîêà íå îïðåäåëåíî. Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.1)�(2.2) äëÿ äâóìåðíî-
ãî ñëó÷àÿ ïðèìóò âèä

2 2

2 2 2
13 ,u u u u uu v Rt x y x y x

¶¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ ö+ + = - + + +è ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
ù

ù

p

2 2

2 2 2 2
1 1 1 ,v v v v vu v Rt x y y y x

¶¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ öæ ö+ + = - + +è ø è ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ùù ù

p

0 ,u v
x y

¶ ¶+ =¶ ¶

( , ): ,t x
y h x t v h uh= = + (2.4)

2

2

2 3/2 2 02

22

12 ,
11

x

xx

xx

h
hW v

R y hh

+¶+ - =¶æ ö -+ç ÷è ø

ù

ùù

ù
ù

p p

2 2
2

2

41 0 ,
1

x

x

hu v v
y x yh

¶ ¶ ¶+ + =¶ ¶ ¶æ ö-ç ÷è ø
ù

ù

ù

0 : 0 .y u v= = =

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå÷åíèÿ, â êîòîðûõ êàïèëëÿðíûå, ãðàâèòàöè-
îííûå è âÿçêèå ñèëû èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê

2
3 1 .5

W
R d

= =ù

ù

Âìåñòî R è W óäîáíî ââåñòè ïàðàìåòðû d è e:

2
1, .15 15

Rd e= =
ù ù

(2.5)
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Ïóñòü e ® 0. Åñëè îñòàâèòü â (2.4) ÷ëåíû O(e) è ïðåîáðàçî-
âàòü p ® p/d, òî óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

2 2

2 2
1 3 ,15

u u u u uu vt x y x y x
d e

¶¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ öæ ö+ + + - + =è ø è ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
p

2

2 15 , 0 ,u v v u vu
y y t x yy

e d
¶ é ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ ö= - + + =ê úè ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶ë û

p

( , ) : ,t xy h x t v h uh= = + (2.6)

2
0

1 92 ,5 4xx xx x x
v uh h h hy ye

d
¶ ¶é ù+ - = + -ê ú¶ ¶ë û

p p

215 4 ,x x
u u v vh hy y x ye¶ ¶ ¶ ¶é ù= - -ê ú¶ ¶ ¶ ¶ë û

0 : 0 .y u v= = =

Ôîðìóëû (2.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü:
7/9 1 1/ 3 11 /93 5 ,R- - -d g= (2.7)

4/9 1 2/ 3 4 /93 15 ,R- -e g= (2.8)

2/9 1/3 2/93 .R- -g=ù (2.9)

Äëÿ áîëüøèíñòâà æèäêîñòåé ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ è ÷èñëàõ
Ðåéíîëüäñà îò íóëÿ äî ñîòåí e << 1 è ed << 1. Â íèæåïðèâåäåííîé
òàáëèöå äàíû çíà÷åíèÿ e è d â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ðåéíîëüäñà R äëÿ
ðòóòè g = 28000, âîäû g = 2850 è ãëèöåðèíà g = 0,18. Çíà÷åíèÿ e è ed
îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè: äëÿ ðòóòè âïëîòü äî R = 1000, äëÿ âîäû � âïëîòü
äî 200�300. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ãëèöåðèíà e âåëèêî óæå ïðè R = 1.
Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî äëÿ ìèíåðàëüíûõ ìàñåë, íå ïðèâåäåííûõ â
òàáë. 2.1. Îäíàêî, êàê âèäíî èç (2.8), e ® 0 ïðè R ® 0 äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî ôèêñèðîâàííîãî g.

Òàáëèöà 2.1
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Åñëè íîðìèðîâàííûå u, v, ¶/(¶x), ¶/(¶y) ñòàëè ïîðÿäêà åäèíèöû,
òî ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè (2.6) ïðè e ® 0 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà
ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä

3 2

3 2
1 1 1 , 0 ,5 3

u u u h u u vu vt x y x yx yd
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ ö+ + = + + + =è ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶

( , ) : 0 , 0 : 0 ,uy h x t y u vy
¶= = = = =¶

(2.10)

0 ,

h

o

h u dy
t x

¶ ¶+ =¶ ¶ ò (2.11)

ãäå êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå óäîáíî çàìåíèòü íà èíòåãðàëüíîå (2.11).
Ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, âûâåäåííîé â [3]
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðîâ R, W, èññëåäîâàëèñü â [9]. Ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïàðàìåòðà d [7] ñèñòåìà ïðèâåäåíà ê âèäó (2.10)�(2.11) â [17].

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ â
òðåõìåðíîì ñëó÷àå, z ® ùz. Óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

2

2
1 1 1 ,5 3

u u u u uu v w ht x y z x yd
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ ö+ + + = D + +è ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

2

2
1 1 ,5 3

w w w w wu v w ht x y z z yd
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ ö+ + + = D +è ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶       (2.12)

0 ,u v w
x y z

¶ ¶ ¶+ + =¶ ¶ ¶

( , , ) : 0 ,u wy h x y t y y
¶ ¶= = =¶ ¶

0 : 0 ,y u v w= = = =
(2.13)

0 0

0 .

h h

h u dy w dyt x z
¶ ¶ ¶+ + =¶ ¶ ¶ò ò (2.14)

Çäåñü d, ù, e îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.7)�(2.9) è W âûðàæàåòñÿ
÷åðåç g è R ïî ôîðìóëå (2.3). Ñèñòåìû (2.10)�(2.11) è (2.12)�(2.14)
ìîæíî íàçâàòü óðàâíåíèÿìè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ ñàìîèíäóöèðîâàííûì
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êàïèëëÿðíûìè ñèëàìè äàâëåíèåì. Êàê äâóìåðíàÿ, òàê è òðåõìåðíàÿ çà-
äà÷è î âåðòèêàëüíîì ñòåêàíèè îïèñûâàåòñÿ òîëüêî îäíèì ïàðàìåòðîì d,
÷òî ðåçêî óìåíüøàåò èññëåäîâàòåëüñêèå ñëîæíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðî-
âåñòè èññëåäîâàíèå äëÿ âñåõ æèäêîñòåé ñ áîëüøèì ÷èñëîì Êàïèöû g.

Óðàâíåíèå ïîãðàíñëîéíîãî òèïà ñ ñàìîèíäóöèðîâàííûì äàâëåíè-
åì ñóùåñòâåííî ïðîùå äëÿ èññëåäîâàíèÿ, ÷åì ïîëíàÿ ñèñòåìà. Òåì íå
ìåíåå, è èññëåäîâàíèå, è ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ äàæå äëÿ ñëó÷àÿ ñòàöèîíàð-
íîé áåãóùåé âîëíû äîâîëüíî ñëîæíî. Ââåäåì êðèâîëèíåéíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò, âûïðÿìëÿþùóþ ãðàíèöó ðàçäåëà:

, , , .( , , )
yt x zh x z tt x h z= = = =

Ðàçëîæèì u, v ïî ïîëíîé ñèñòåìå áàçèñíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.13):

(1)
(0) 0 , 0 ,k

k

y
y

h
¶

= =¶

2 2 3 1
1 2

1 2, , ... , .2 3 ( 1)
k k

k
k

k
+y h h y h h y h h= - = - = - +

Îãðàíè÷èìñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì áàçèñíûõ ôóíêöèé N, íàéäÿ âåð-
òèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè v èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè.

Ïðîåêòèðîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäåì íà ôóíêöèè y1 = 1,
y2 = h, ..., yN = hN - 1. Èìååì, òàêèì îáðàçîì, 2N + 1 íåèçâåñòíîå è 2N + 1
óðàâíåíèå.

Ïðè N = 1 ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, èçâåñòíóþ êàê ñèñòåìà
Øêàäîâà [20, 47, 55, 64]:

{
{

2

2
6 6 1 ,5 5 5

III IVIII

qq q qh h hh ht x z x hd

ì ü
ï ï¶ ¶ ¶ ¶æ ö æ ö+ + = D + -í ýè øè ø¶ ¶ ¶ ¶ï ïî þ
1424314444244443

p

{

2

2
6 6 1 ,5 5 5

IVIII

q h hh ht x z z hd

ì ü
ï ï¶ ¶ ¶ ¶æ öæ ö+ + = D -í ýè ø è ø¶ ¶ ¶ ¶ï ïî þ
1424314444244443

p p p p
     

(2.15)

0 .qh
t x z

¶¶¶ + + =¶ ¶ ¶
p (2.16)
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Çäåñü â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ áûëî óäîáíî âûáðàòü ðàñõîäû â
íàïðàâëåíèè x è z, q è p. Ïðè íàëè÷èè îäíîé áàçèñíîé ôóíêöèè
êîìïîíåíòû ñêîðîñòåé èìåþò àâòîìîäåëüíûé ïàðàáîëè÷åñêèé ïðîôèëü

( ) ( )2 233 1 1, .2 2
qu wh hh h h h= - = -p

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ââåñòè âåêòîð ðàñõîäà w = (q, p), òî (2.15)�
(2.16) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò âåê-
òîðíîì âèäå:

( ) ( ) 2
6 1 ( ) ,5 5 h h hh ht h

d¶ é ù é ù+ Ñ + Ñ = + Ñ D -ê úê ú¶ ë ûë û
fw w w ww w

0 .h
t

¶ + Ñ =¶ w

(2.17)

Çäåñü f = g/|g | � åäèíè÷íûé âåêòîð ñèëû òÿæåñòè,
Ñ = i(¶/(¶x)) + j(¶/(¶z)) � îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà,
D = ¶2/(¶x2) + ¶2/(¶z2) � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ñèñòåìà (2.17) íàïîìè-
íàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðàâëèêè è óðàâíåíèÿ äëÿ
ïëîñêîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ãàçîâîé äèíàìèêè, ãäå ðîëü ïëîòíîñòè
èãðàåò òîëùèíà ñëîÿ h. Îäíàêî íàëè÷èå ÷ëåíà hÑ(Dh), îòâåòñòâåííîãî
çà êàïèëëÿðíûå ñèëû, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñâîéñòâà (2.17) ðåçêî îòëè-
÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ ãàçîäèíàìè-
÷åñêèå çàäà÷è è çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðàâëèêè.

Ñèñòåìà (2.15)�(2.16) äîïóñêàåò äâóìåðíûå ðåøåíèÿ, p = 0,
¶/(¶z) = 0, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè

{ {
{

2

2
6 1 ,5 5 xxx

IIIII IVI

q q qhh hht x hd

æ ö
¶ ¶ æ ö ç ÷+ = + -è ø¶ ¶ ç ÷è ø14243

0 .qh
t x

¶¶ + =¶ ¶

(2.18)

Óðàâíåíèÿ (2.15)�(2.16) è (2.18) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñðåäíåí-
íûå ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå óðàâíåíèÿ áàëàíñà èìïóëüñà è ìàññû.
×ëåíû I îòâåòñòâåííû çà êîíâåêòèâíóþ ÷àñòü óñêîðåíèÿ, ÷ëåíû II è III
õàðàêòåðèçóþò ñîîòâåòñòâåííî êàïèëëÿðíûå ñèëû è ñèëû âåñà, IV �
âÿçêóþ äèññèïàöèþ â ñëîå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î íåëèíåéíûõ äâóìåð-
íûõ âîëíàõ â ïëåíêàõ, èçëàãàåìûå â äàííîé ðàáîòå, ïîëó÷åíû èç àíàëèçà
ðåøåíèé áàçîâîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû (2.18), âûâåäåííîé â [3].

Ïðåäïîëîæåíèå àâòîìîäåëüíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðîôèëÿ ñêîðî-
ñòåé, çàëîæåííîå â óðàâíåíèÿ ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, íå
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äîëæíî ñèëüíî âëèÿòü íà èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ
òîëùèíû ñëîÿ h(x, z), ñêîðîñòè âîëíû è ò.ä. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
âîëíîîáðàçîâàíèå â ïëåíêå æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ñëàáî çàâèñÿùèì îò ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé ÿâëåíèåì. Â ýòîì ñî-
ñòîèò îäíî èç îòëè÷èé íåóñòîé÷èâîñòè ïëåíîê îò òå÷åíèé òèïà Ïóàçåéëÿ,
Êóýòòà, Áëàçèóñà, òå÷åíèé â çàòîïëåííûõ ñòðóÿõ, ñëåäà çà òåëîì îò ñòåêà-
þùèõ æèäêèõ ñëîåâ.

Ïðè d ® 0 (ìàëûå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà) êàæäàÿ èç ñèñòåì (2.15)�
(2.16), (2.18) ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ [6, 7]. Ââåäåì çàìåíû
ïåðåìåííûõ

3
1 1 1, , , 1 , 15 .n n n n nt t x x z z h Ha a a a a d= = = = + º

Òîãäà ïðè an ® 0 èç (2.15) ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

3 6 4 6

1 1

( ) , 9 ( ) ,n n

q hq h o h ot xa a
¶ ¶= + = - +¶ ¶

3 3 3 6 9

11

( ) ,n n
hq h h h h ox xa a

é ù¶ ¶= + D + +ê ú¶ ¶ë û

3 3 9

1

( ) ,n n
h h o

za a¶= D +¶p

3 3 6 2 91 3 3 ( ).n n n
h H H oa a a= + + +

Ïîäñòàâëÿÿ q, p â óðàâíåíèå (2.16), ïîëó÷àåì ñ òî÷íîñòüþ o(a9
n)

óðàâíåíèå Áåííè [103]

3
3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1

0 .n
h h hh h h h ht x x x x z z

a
é ùæ ö æ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶+ + D + + D =ç ÷ ç ÷ê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø è øë û (2.19)

Ââåäåì ðàñòÿæåíèå ïåðåìåííûõ
3 3

2 1 2 1 1 1 2, (3 ) , .n nt t x x c t z za a= = - + =%

Òåïåðü èç (2.19) âûâîäèì ïðè an ® 0 ñëàáîíåëèíåéíîå óðàâíå-
íèå òåîðèè ïëåíî÷íûõ òå÷åíèé

2
2 2

2
2 2

2 2 2 2 2

3 0 .H H H HH cHt x x x z
æ öæ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶+ - + + + =ç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø

%     (2.20)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.20) ïðåäñòàâëÿåò ïðåäåëüíóþ àñèì-
ïòîòè÷åñêóþ ôîðìó ìîäåëüíîé ñèñòåìû [3] ïðè ñòðåìëåíèè ðàñõîäà ê
íóëþ. Âïåðâûå óðàâíåíèå (2.20) âûâåäåíî ýòèì ìåòîäîì â [6] äëÿ
äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ.
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Ñèñòåìû (2.15)�(2.16) è (2.18) ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ d ¹ 0
îïèñûâàþò ôèçè÷åñêèå âîëíû, êîòîðûå ìîæíî ñðàâíèòü ñ ýêñïåðèìåíòà-
ìè. Àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.20) îïèñûâàåò ìàòåìàòè÷åñêèå âîë-
íû áåñêîíå÷íîé äëèíû è áåñêîíå÷íî ìàëîé àìïëèòóäû è íå ñîäåðæèò
ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè óñëîâèÿìè. Ìàòåìàòè÷åñ-
êàÿ ìîäåëü íåëèíåéíûõ âîëí â ïëåíêàõ ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ
òîëüêî ïðè óñëîâèè d ® 0. Äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé d ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü âîëíîâûõ òå÷åíèé ïëåíîê ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé [3].

Â [5] ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî a2 âûâåäåíî óðàâíåíèå
2

0 1 2[ 3 ] 0 ,t Q Q Qx xxx xj j j j j+ + + + =

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ (2.20) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé. Òàì æå ïîñòðîåíî
ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (2.20) íà èíòåðâàëå íîðìèðîâàííûõ
âîëíîâûõ ÷èñåë 0,5 � s � 1, ÷òî ñîñòàâëÿåò ÷àñòü èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñ-
òè 0 � s � 1. Õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà ýòîãî ðåøåíèÿ: 0c =% , òî÷êà ìàêñè-
ìàëüíîé àìïëèòóäû s = 0,850, òî÷êà íàèáîëüøåãî èíêðåìåíòà íàðàñòàíèÿ
ëèíåéíûõ âîëí s = 0,707. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà
ïðè 0,577 � s � 1 ê âîçìóùåíèÿì òîé æå äëèíû âîëíû è ñäâèãîì ïî ôàçå.
Èññëåäîâàíèÿ [5, 6] ïî óðàâíåíèþ (2.20) ïðîäîëæåíû â [17�19, 24, 32, 76,
77] è â äðóãèõ ðàáîòàõ. Íàèáîëåå ïîëíàÿ êàðòèíà áèôóðêàöèé ñåìåéñòâ
âîëí è àòòðàêòîðîâ äàíà â [30]. Â öèêëàõ ðàáîò [14�40] óðàâíåíèå
(2.20) èñïîëüçîâàëîñü â êà÷åñòâå ïîëåçíîé ìîäåëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ íåëèíåéíûõ âîëí ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ d; îò ýòèõ äàííûõ ÷èñëåííûå
ðåøåíèÿ ñèñòåì (2.15)�(2.16), (2.18) ïðîäîëæàëèñü ê êîíå÷íûì çíà÷åíèÿì
d, õàðàêòåðíûì äëÿ ðåàëüíûõ ïëåíîê êîíå÷íîé òîëùèíû.

Ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà óäîáíî ââåñòè ðàñòÿæåíèå ïåðå-
ìåííûõ t 1 = 1/d t, x1 = 1/dx, òîãäà ñèñòåìà ïåðåõîäèò â

2 3

3 3 2
1 1 1

6 1 1 ,5 5
q q qhh hht x x hd

æ ö¶ ¶ ¶æ ö+ = + -ç ÷è ø¶ ¶ ¶è ø

1 1

0 .qh
t x

¶¶ + =¶ ¶

Ïðè d ® ¥ ïîâåðõíîñòíûå êàïèëëÿðíûå ñèëû ñòàíîâÿòñÿ ìàëû-
ìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîâûìè ñèëàìè ãðàâèòàöèè è èíåðöèè è èìè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñèñòåìà ïðè ýòîì ïåðåõîäèò â ñèñòåìó ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðàâëèêè òèïà ñèñòåìû Ñåí-Âåíàíà

( )
2

2
1 1

6 1 ,5 5
q q qhht x h

¶ ¶ æ ö+ = -è ø¶ ¶

1 1

0 .qh
t x

¶¶ + =¶ ¶
Ïðè ðåøåíèè ýòîé ñèñòåìû íóæíî ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü ðàçðûâîâ, è
ïîýòîìó îíà äîëæíà áûòü äîïîëíåíà óñëîâèÿìè íà ñêà÷êå.
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Ðèñ. 3.1. à) Êîýôôèöèåíò ðîñòà
êàê ôóíêöèÿ âîëíîâûõ ÷èñåë;
á) íåéòðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â

çàâèñèìîñòè îò ìîäèôèöèðîâàí-
íîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà

Â îáçîðå [8] ïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ ñèñòåì (2.15)�(2.16) è
(2.18) íà ñëó÷àè, êîãäà óäåðæèâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü íàêëîíåíà ê ãîðè-
çîíòó è íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè äåéñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ñèëà,
âûçûâàåìàÿ ãðàíè÷íûì ïîòîêîì ãàçà èëè ãðàäèåíòàìè ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ.

3. ÏÅÐÂÈ×ÍÀß  ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ

Ñèñòåìà (2.15)�(2.16) ïðè âñåõ d èìååò ïðîñòåéøåå òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå h = q = 1, p = 0, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîìó òå÷åíèþ ñ
ïîñòîÿííîé òîëùèíîé è ðàñõîäîì. Ïðè âûõîäå æèäêîñòè èç ðàñïðåäå-
ëèòåëÿ èìååò ìåñòî ýòî ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå, êîòîðîå, îäíàêî, òåðÿ-
åò óñòîé÷èâîñòü. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü, êîòîðóþ ìû óñëîâèìñÿ íàçûâàòü
ïåðâè÷íîé, âûçûâàåò êàñêàä äðóãèõ íåóñòîé÷èâîñòåé è ïåðåõîäîâ âíèç
ïî êàíàëó. Íàëîæåíèå íà ïëîñêîå òå÷åíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñèíóñîè-
äàëüíûõ âîçìóùåíèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè a è b ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì è êîì-
ïëåêñíîé ñêîðîñòè c ïðèâîäèò ê äèñ-
ïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ, ñâÿçûâàþ-
ùåìó âîëíîâûå ÷èñëà è êîìïëåêñíóþ
ñêîðîñòü,

2 2 2
2

2
( )5 12 6

(3 )

c c

i c

a b
a d

ad

+- + = +

+ -
(3.1)

è óñëîâèþ íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
2 2 15 .a b a d+ =

Òèïè÷íîå ïîâåäåíèå êîýôôè-
öèåíòà ðîñòà aci êàê ôóíêöèè a è b
ïðè ôèêñèðîâàííîì d ïîêàçàíî íà
ðèñ. 3.1, à.

Âîçìóùåíèÿ, èìåþùèå ìàêñè-
ìàëüíûé êîýôôèöèåíò ðîñòà ac i

m, ïî
òåîðåìå Ñêâàéðà ÿâëÿþòñÿ äâóìåð-
íûìè. Ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
íàèáîëåå îïàñíîì âîëíîâîì ÷èñëå
a = am, êîòîðîå ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü â
íàèáîëåå îïàñíóþ ÷àñòîòó w = amcm.
Âîçìóùåíèÿ ñ äàííûìè ïàðàìåòðàìè
a, w ðåàëèçóþòñÿ èç ñëó÷àéíîãî øóìà
âíèç ïî ïîòîêó. Ïîâåðõíîñòü íåéò-
ðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 3.1, á. Ñå÷åíèÿ ýòîé ïîâåð-

à

á



22 Óñïåõè ìåõàíèêè

Âîëíîâûå äâèæåíèÿ ïëåíîê æèäêîñòè íà âåðòèêàëüíîé ïîâåðõíîñòè

õíîñòè � îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ îñè d. Äâóìåðíûå íåéòðàëüíûå âîç-
ìóùåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì 0 15a d= . Èòàê, âåðòèêàëüíîå
ïëîñêîå òå÷åíèå íåóñòîé÷èâî óæå ïðè î÷åíü ìàëûõ (òåîðåòè÷åñêè íóëå-
âûõ) ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà d. Ïåðâè÷íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðèâîäèò ê âûäå-
ëåíèþ èç âñåãî ñïåêòðà ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà âõîäå óçêîé ïîëîñû
÷àñòîò îêîëî ÷àñòîòû ìàêñèìàëüíîãî ðîñòà wm. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâè÷-
íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðåãóëÿðèçóåò òðåõìåðíûé ñëó÷àéíûé øóì íà âõîäå,
ïðåâðàùàÿ åãî â ïî÷òè ðåãóëÿðíûå äâóìåðíûå âîëíû íà íåêîòîðîì
ðàññòîÿíèè îò âõîäà L. Ýòî ðàññòîÿíèå ìîæíî îöåíèòü ïî ëèíåéíîé
òåîðèè, ïðèíèìàÿ, ÷òî àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ ðàñòåò îò àìïëèòóäû øóìà
o(ò) äî o(1), ãäå íàñòóïàåò íåëèíåéíîå íàñûùåíèå âîëíû:

max
1ln .m

i

c
L

ca
=

ò

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â
ðàìêàõ ïîñòàíîâêè (2.1)�(2.2) ëè-
íåéíàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ïðè-
âîäèò ê èññëåäîâàíèþ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ Îððà�Çîììåðôåëüäà ñ ñî-
îòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè è íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ. Èññëåäîâàíèå æå ïåðâè÷íîé
íåóñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ ïîäõîäà
Êàïèöû�Øêàäîâà èñêëþ÷èòåëüíî
ïðîñòî. Âìåñòå ñ òåì, òåîðèÿ êîëè÷å-
ñòâåííî ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Òàê, íà
ðèñ. 3.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðå-
øåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ
(3.1) â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòîì,
ïîêàçûâàþùèå î÷åíü õîðîøåå ñîîò-
âåòñòâèå.

4. ÒÅÎÐÈß  ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ  ÂÎËÍ

Â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ ïåðâè÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè óñòàíàâëèâà-
þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå âîëíû êîíå÷íîé àìïëèòóäû, áëèçêèå ê ñòàöèîíàð-
íûì áåãóùèì âîëíàì. Òàêèå âîëíû óñòàíàâëèâàþòñÿ âñëåäñòâèå íåëè-
íåéíîãî íàñûùåíèÿ ðàçâèâàþùèõñÿ âíèç ïî ïîòîêó âîçìóùåíèé è ðàâíî-
âåñèÿ ìåæäó ýôôåêòàìè íåëèíåéíîñòè, íåóñòîé÷èâîñòè è äèñïåðñèè. Ñèñòåìà
(2.18) äëÿ ñòàöèîíàðíûõ áåãóùèõ âîëí ïðèâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ òðåòüåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî òîëùèíû
ñëîÿ h(x) [3, 7]

3 2 2 2 3
0 0[6( ) ] [ ( 1)] 0h h q c c h h h q c hd+ - - + - - - =¢¢¢ ¢     (4.1)

Ðèñ. 3.2. Ýêñïåðèìåíòàëüíûé [58] è
òåîðåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíòû ðîñòà

êàê ôóíêöèè âîëíîâîãî ÷èñëà
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ãäå q0 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû îçíà÷à-
þùàÿ ñðåäíèé ïî ïåðèîäó ðàñõîä â ñëîå.

Óðàâíåíèå (4.1) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå h(x) = 1, q0 = 1.
Â çàâèñèìîñòè îò êðàåâûõ óñëîâèé ñóùåñòâóþò òàêæå äðóãèå ðåøå-
íèÿ (4.1):

à) ïåðèîäè÷åñêèå âîëíû ñ äëèíîé âîëíû 2p/a

(0) (2 / ) , (0) (2 / ) , (0) (2 / ) ;h h h h h hp a p a p a= = =¢ ¢ ¢¢ ¢¢

á) óåäèíåííûå âîëíû

: 1 ; , 0 ;x h h h® ±¥ ® ®¢ ¢¢ (4.2)

â) ðåøåíèÿ òèïà ãèäðàâëè÷åñêèõ ïðûæêîâ ñ ðàçíîñòüþ óðîâíåé a

: 1 ; , 0 ,
: 1 ; , 0

x h h h

x h a h h

® +¥ ® ®¢ ¢¢
® -¥ ® + ®¢ ¢¢

a > 0 îïðåäåëÿåò âîëíó ñæàòèÿ, a < 0 � âîëíó ðàçðåæåíèÿ;

ã) ðåøåíèÿ òèïà äâóõïåðèîäè÷åñêèõ h(a1x, a2x) ñ ïåðèîäîì 2p ïî
ïåðåìåííûì

1 1 2 2, .x x x xa a= =
Åñëè âçÿòü áîëåå îáùåå óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè h, h¢, h¢¢ íà âñåé

÷èñëîâîé îñè x Î (- ¥, + ¥), òî óðàâíåíèå (4.1) èìååò åùå
ä) ïðîñòðàíñòâåííî-ñòîõàñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

4.1. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ðÿä ñóùåñòâåííûõ ñâîéñòâ ñòàöèîíàðíûõ áåãóùèõ âîëí ìîæíî ïî-
ëó÷èòü, íå ïðèáåãàÿ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ (4.1), èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé
î ïîâåäåíèè ôàçîâûõ êðèâûõ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû 3-ãî ïîðÿäêà [118].
Èíòåðåñ â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò íå ïðèòÿãèâàþùèå ìíîæåñòâà
(4.1), à ðåøåíèÿ, îãðàíè÷åííûå ïðè x Î (- ¥, + ¥). ßâëÿþòñÿ ëè îíè
àòòðàêòîðàìè èëè íåò � ýòîò âîïðîñ äîëæåí ðåøàòüñÿ â íåñòàöèîíàð-
íîé ïîñòàíîâêå (2.15)�(2.16). Îáû÷íî â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ èç ìàëîïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàçëîæå-
íèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó; òàêèì îáðàçîì, èõ ïîâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïî
ïðîñòðàíñòâó, íî ìîæåò áûòü ñëîæíûì âî âðåìåíè. Â äàííîì ñëó÷àå
ïîâåäåíèå âî âðåìåíè ïðîñòî: èùåòñÿ ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíû.
Ïîâåäåíèå æå â ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü ïðîôèëü âîëíû h(x), ìîæåò áûòü
âåñüìà ñëîæíûì. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.1) â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå óäîáíî ïåðåíîðìèðîâêîé ïîëîæèòü íåèçâåñòíóþ q0 = 1, êàê
ýòî ñäåëàíî â [22], è ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèÿìè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
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ñèñòåì, ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó êàê ýâîëþöèîííóþ, à íå êðàåâóþ, èíòåðïðåòè-
ðóÿ x êàê âðåìÿ [24]. Ââåäåì òðåõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

1 2 3, ,h h h h h h= = =¢ ¢¢ (4.3)

è çàïèøåì (4.1) â âèäå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

1
2 ,

dh
hdx =

2
3 ,

dh
hdx = (4.4)

322
3 1 1

3 32
1 1 1

1 ( 1)6(1 ) .
dh h c hcc hdx h h h

d
- + -é ù-= - +ê úë û

Ôàçîâûé ïîòîê, îïðåäåëÿåìûé ñèñòåìîé (4.4), ñîõðàíÿåò ôàçîâûé
îáúåì

1 2 3

1 2 3

0 .
h h h
h h h

¶ ¶ ¶¢ ¢ ¢
+ + =¶ ¶ ¶ (4.5)

Ýòà ñèñòåìà, íå ÿâëÿÿñü ãàìèëüòîíîâîé, äîëæíà èìåòü íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ãàìèëüòîíîâîñòè [118�120]. Ïðè ôèêñèðîâàííîì d ïàðàìåòð c
îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôàçîâûõ ïîòîêîâ â ïðîñòðàíñòâå
{h1, h2, h3}. Èùóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ c, ïðè êîòîðûõ â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå èìåþòñÿ îãðàíè÷åííûå èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Ïëîñêîïàðàëëåëüíî-
ìó ðåæèìó òå÷åíèÿ h = const, h¢ = h¢¢ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ
òî÷êà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøå-
íèþ ñîîòâåòñòâóåò öèêë; ñîëèòîíó � ïåòëÿ ñåïàðàòðèñû ñòàöèîíàðíîé
òî÷êè; ãèäðàâëè÷åñêîìó ïðûæêó � ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ êðèâàÿ, èäóùàÿ
èç îäíîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè â äðóãóþ; äâóõïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ
� îáìîòêà èíâàðèàíòíîãî òîðà â {h1, h2, h3}. Êðîìå òîãî, â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå èìåþòñÿ ñëîæíûå êðèâûå ñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäû.

Ïðè c > 3/4 ñèñòåìà (4.4) èìååò òðè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè O1, O2,
O3 ñ êîîðäèíàòàìè: (1, 0, 0), (-1/2 ± (c - 3/4)1/2, 0, 0). Òðåòüÿ ñòàöèîíàð-
íàÿ òî÷êà íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, òàê êàê äëÿ íåå h1 < 0. Çíà÷åíèå
c = 3 ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì äâå
ïåðâûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ñëèâàþòñÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïîâåäåíèå ìàëûõ ðå-
øåíèé âáëèçè O1, èìååò âèä

3 (3 ) 0 ,cs dws+ + - =
25 12 6 .c cw = - +

(4.6)
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Åñëè âåëè÷èíà e = (3 - c)2/4 + d3w3/27 > 0, òî (4.6) èìååò 1
äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü s1 = 2m. Ïðè c > 3 ýòîò êîðåíü ïîëîæèòåëåí, ïðè
c < 3 � îòðèöàòåëåí. Äâà äðóãèõ êîðíÿ s2, 3 = -m ± ib � êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûå, çíàê èõ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó s1.
Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå O1 ÿâëÿåòñÿ ñåäëîôîêóñîì ñ îäíîìåðíûì ïðè-
òÿãèâàþùèì ìíîãîîáðàçèåì W 1

s äëÿ c < 3 (äâóìåðíûì äëÿ c > 3) è
óñòîé÷èì ìíîãîîáðàçèåì W 1

u, äâóìåðíûì äëÿ c < 3 (îäíîìåðíûì äëÿ
c > 3). Åñëè e < 0, òî (4.6) èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, ïðè÷åì â
ñèëó ðàâåíñòâà s1 + s2 + s3 = 0 çíàêè âñåõ òðåõ êîðíåé íå ìîãóò áûòü
îäèíàêîâûìè. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ñåäëîóçëîì.

Çíà÷åíèå e = 0 ñëóæèò ãðàíèöåé, ðàçäåëÿþùåé ñëó÷àè ñåäëîóçëà
è ñåäëîôîêóñà. Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

1/3227(3 )1 .4
c

d w
-æ ö= - è ø (4.7)

Ïðè c > 3 ðàâåíñòâî (4.7) äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ d íå âûïîëíÿåòñÿ, è â
ýòîì ñëó÷àå O1 ìîæåò áûòü òîëüêî ñåäëîôîêóñîì. Ïðè c < 3 òî÷êà O1
ìîæåò áûòü êàê ñåäëîôîêóñîì, òàê è ñåäëîóçëîì. Â ñëó÷àå ñåäëîóçëà
s1 < 0, s2, 3 > 0 è O1 èìååò îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W 1

s è
äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå W 1

u.
Âòîðàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà O2 äëÿ c < 3 (c > 3) èìååò äâóìåðíîå

(îäíîìåðíîå) óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W 2
s è îäíîìåðíîå (äâóìåðíîå)

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W 2
u. Ïðè c < 3 òî÷êà O2 âñåãäà ñåäëîôîêóñ,

ïðè c > 3 O2 ìîæåò áûòü êàê ñåäëîôîêóñîì, òàê è ñåäëîóçëîì.

4.2. Ãîìîêëèíè÷åñêèå è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå îðáèòû

Ïåòëÿ ñåïàðàòðèñû c > 3, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà ôèçè÷åñêîé ïëîñêî-
ñòè ñîëèòîíó, ÿâëÿåòñÿ êðèâîé, äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêîé ê ñòàöèîíàðíîé
òî÷êå O1 ïðè x ® ± ¥. Êðèâàÿ G âûõîäèò èç O1 ïî íåóñòîé÷èâîìó
ìíîãîîáðàçèþ W 1

u è âõîäèò ïî óñòîé÷èâîìó W 1
s, îêàçûâàÿñü, òàêèì îáðà-

çîì, íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé, G = W 1
s Ç W 1

u, ñì. ðèñ. 4.1.
Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå äâóìåðíî, íåóñòîé÷èâîå � îäíîìåðíî, è èõ
ïåðåñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ñòðóêòóðíî íåóñ-
òîé÷èâî) è âîçìîæíî ëèøü ïðè äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé {ck}.

Êîãäà ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà O1 � ñåäëîôîêóñ, åå ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà
s1 + s2

R = m > 0, ãäå s2
R � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî êîðíÿ s2.

Òîãäà ïî òåîðåìå Øèëüíèêîâà [117] â îêðåñòíîñòè G ñóùåñòâóåò ñ÷åò-
íîå ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ öèêëîâ è êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ñòîõàñòè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé. Ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðà c öèêëû ìîãóò âëèïàòü â
ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó, îáðàçóÿ íîâûå ïåòëè ñåïàðàòðèñ, ñîîòâåòñòâóþùèå
íà ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè ìíîãîãîðáûì ñîëèòîíàì.

Â ñëó÷àå, êîãäà O1 � ñåäëîóçåë, ñóùåñòâóåò òàêàÿ äîñòàòî÷íî
ìàëàÿ îêðåñòíîñòü G, â êîòîðîé íåò íè îäíîãî öèêëà. Ñòîõàñòè÷åñêèå
òðàåêòîðèè â ýòîé îêðåñòíîñòè òîæå îòñóòñòâóþò.
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Ãèäðàâëè÷åñêîìó ïðûæêó ñîîòâåòñòâóåò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ êðèâàÿ L, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþùàÿñÿ ê òî÷êå
O2(O1) ïðè x ® -¥ è ê òî÷êå O1(O2) ïðè x ® +¥. Ýòà êðèâàÿ
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè
O2 (òî÷êè O1) è óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè O1(O2): L = W 2

u Ç W 1
s

(L = W 1
u Ç W 2

s). Ðàçíîñòü óðîâíåé ãèäðàâëè÷åñêîãî ïðûæêà a ñâÿçàíà
ñî ñêîðîñòüþ âûðàæåíèåì

1/2[ 3 /2 ( 3/ 4) ] .a c= - + -

Èìååì a > 0 ïðè c > 3 (ñêà÷îê ñæàòèÿ), a < 0 ïðè 1 < c < 3 (ñêà÷îê
ðàçðåæåíèÿ). Äëÿ ñêà÷êà ñæàòèÿ L = W 2

u Ç W 1
s. Ìíîãîîáðàçèÿ W 2

u è
W 1

s ïðè c > 3 âñåãäà äâóìåðíû, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïåðåñå÷åíèå ïî íåêîòî-
ðîé êðèâîé � ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, âîçìîæíûé íà íåïðåðûâíîì
ìíîæåñòâå çíà÷åíèé c. Ïåðåäíèé ôðîíò òàêîãî ñêà÷êà ïðè x ® + ¥
âñåãäà îñöèëëèðóåò, çàäíèé ôðîíò ïðè x ® -¥ ïðè ìàëûõ a òàêæå
îñöèëëèðóåò, à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a � ñïàäàåò ìîíîòîííî.

Äëÿ ñêà÷êà ðàçðåæåíèÿ L = W 2
u Ç W 1

s, ïðè÷åì ïðè c > 3
ìíîãîîáðàçèÿ W 2

u, W 1
s îäíîìåðíû. Ïåðåñå÷åíèå W 2

u è W 1
s ïî íåêîòîðîé

òðàåêòîðèè âîçìîæíî ëèøü ïðè îäíîâðåìåííîì âàðüèðîâàíèè c è d, òî
åñòü íà äèñêðåòíîì íàáîðå ïàð {ck, dk}. Îáà ôðîíòà ñêà÷êà ðàçðåæåíèÿ
ñïàäàþò ìîíîòîííî.

Ñëó÷àé ñêà÷êà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êðèâîé, èäó-
ùåé èç ñòàöèîíàðíîé òî÷êè O2 â òî÷êó O1, ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó
ñëó÷àþ ïðîñòîé ïåðåíîðìèðîâêîé óðîâíåé. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ âîë-
íû ðàçðåæåíèé èìååò ìåñòî ãîìîêëèíè÷åñêèé êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç äâóõ
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ: èäóùåé èç O1 â O2 è èç O2 â O1. Â íàøåì
ñëó÷àå ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà êîíòóðà ïîëîæèòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, â åãî
îêðåñòíîñòè èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé è êàí-
òîðîâî ìíîæåñòâî ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé [117].

Ðèñ. 4.1. Ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà G, ëåæàùàÿ íà ïåðåñå÷åíèè óñòîé÷èâîãî
è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé O1. Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ïîêàçûâàþò íàëè÷èå

ìíîãîâèòêîâûõ ñåïàðàòðèñ Gij, Gijk, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîãîðáûì ñîëèòîíàì
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4.3. Öèêëû è òåîðèÿ Ôëîêå

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Ïðè c > 3
ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà O1 èìååò äâóìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W 1

s.
Ïðè óìåíüøåíèè c è ïðîõîæäåíèè ÷åðåç c = 3 íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè
ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ Ëàíäàó�Õîïôà: ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåí-
íûõ êîðíåé s2, 3 = -m ± ib ìåíÿåò çíàê ñâîåé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè,
ïðîõîäÿ ÷åðåç íîëü: m|c = 3 = 0, b|c = 3 ¹ 0, è ïðè c < 3 â îêðåñòíîñòè
ñòàöèîíàðíîé òî÷êè O1 ðîæäàåòñÿ öèêë g, ñîîòâåòñòâóùèé íà ôèçè÷åñêîé
ïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîé ñòàöèîíàðíîé áåãóùåé âîëíå.
Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè c öèêë �ïóõíåò�, îòõîäÿ îò òî÷êè O1 , è ïðè
íåêîòîðîì c = c * Î (1, 3) öèêë óìèðàåò, âëèïàÿ â ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó O2
ñ îáðàçîâàíèåì ïåòëè ñåïàðàòðèñû (ñîëèòîíà).

Ïðè èçìåíåíèè öèêëà g îò òî÷êè ðîæäåíèÿ äî òî÷êè èñ÷åçíîâå-
íèÿ âîçìîæíû ðàçëè÷íûå áèôóðêàöèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èõ ïîíÿòü, íåîá-
õîäèìî ðàññìîòðåòü îêðåñòíîñòü öèêëà [18, 19]. Ïóñòü h(x) � ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì 2p/a. Íàëîæèì íà ýòî ðåøåíèå ìàëîå
âîçìóùåíèå h ® h + f. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî âûðàæåíèÿ â (4.1) è
ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ f

1 2 0 ,f a f a f+ + =¢¢¢ ¢ (4.8)

2 3 2 2 2 3
1 2[6(1 )/ / ] , 3 / 2 / 3/ / .a c h c h a h h c h h h c hd d= - - = - + -¢¢¢ ¢

Óðàâíåíèå (4.8) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
åì ñ 2p/a-ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
îòâåòâëåíèÿ îò èñõîäíîãî ðåøåíèÿ íîâîãî 2pm/a-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ (m = 1, 2, ...) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñ òàêèì ïåðèîäîì ó
óðàâíåíèÿ (4.8). Ïóñòü U(x) � íîðìèðîâàííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-
ðèöà ðåøåíèé (4.8), èëè ìàòðèöà ìîíîäðîìèè:

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 0 0
( ) , (0) 0 1 0 .

0 0 1

f f f

U x f f f U E

f f f

= = =¢ ¢ ¢
¢¢ ¢¢ ¢¢

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ rk ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ÿâëÿþòñÿ ìóëüòè-
ïëèêàòîðàìè (4.8), à

(ln arg )/2 , ( 1, 2, 3)k k ki kl r r p= + =

ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè; lk îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî
ñëàãàåìîãî ni, n = ± 1, ± 2, .... Òîãäà ïî òåîðåìå Ôëîêå èìååòñÿ îäíî
ðåøåíèå (4.8), òàêîå ÷òî

( 2 / ) ( ), ( ) ( ) exp( ) ,k kf x f x f x F x xp a r al+ = =
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ãäå F(x) � 2p/a-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóí-
êöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè r1 ¹ r2 ¹ r3
òàêèõ ðåøåíèé òðè: f1, f2, f3.

Çàìåòèì, ÷òî f3 = h¢(x) ÿâëÿåòñÿ
2p/a-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (4.1), òî åñòü r3 = 1 � ìóëüòè-
ïëèêàòîð (4.8). Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì àâòîíîìíîñòè óðàâíåíèÿ (4.1).
×èñëî ìóëüòèïëèêàòîðîâ, çíà÷èìûõ ñ
òî÷êè çðåíèÿ âåòâëåíèÿ, ðàâíî äâóì.
Òàê êàê â óðàâíåíèè (4.1) îòñóòñòâóåò
÷ëåí ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé, òî
r1r2r3 = 1 èëè r1r2 = 1.

Â ñèëó äåéñòâèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ (4.8) ëèáî ìóëüòèïëèêàòî-
ðû � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ÷èñëà, ëåæàùèå íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, r1, 2 = exp(± iq) (ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé), ëèáî r1 è
r2 = 1/r1 � ÷èñòî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, îáà ïîëîæèòåëüíûå èëè îáà
îòðèöàòåëüíûå (ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó÷àé). Â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå, ÷òî ñëå-
äóåò èç (4.5), öèêë îêàçûâàåòñÿ îêðóæåííûì ñèñòåìîé èíâàðèàíòíûõ òîðîâ.
Ïðèìåð ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå â îêðåñòíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî öèêëà ïîêàçàí íà
ðèñ. 4.2. Êðîìå òîãî, âîçìîæíî îòâåòâëåíèå íîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.
Â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå (4.8) íå èìååò îãðàíè÷åííûõ ïðè x ® ±¥
ðåøåíèé è âåòâëåíèÿ íå ïðîèñõîäèò. Îäíàêî â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå
ïåðåñå÷åíèå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ öèêëà g ñ óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðà-
çèåì äðóãîãî öèêëà g2 èëè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè O1 ìîæåò ïîðîäèòü ñëîæíûå
ñòàöèîíàðíûå âîëíû, ñîñòîÿùèå èç ôðàãìåíòîâ öèêëîâ g è g2 è ñîëèòîíîâ.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ ñëó÷àé r1, 2 = exp(± iq) ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì
è íå óñòðàíÿåòñÿ ñëàáûì øåâåëåíèåì ïàðàìåòðîâ c, d ñèñòåìû.

Ïåðåõîä îò ýëëèïòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó âîçìîæåí
òîëüêî ïðè äâóõ ïîëîæåíèÿõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ: ëèáî r1 = r2 = 1 (q = 0),
ëèáî r1 = r2 = -1 (q = p). Ïðè ýòîì ïàðà ìóëüòèïëèêàòîðîâ � íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè r1, 2 = exp(±iq) � ñëèâàåòñÿ, è çàòåì ìóëüòèïëè-
êàòîðû ðàñõîäÿòñÿ, óæå íàõîäÿñü íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè, â ïåðâîì
ñëó÷àå � ïîëîæèòåëüíîé, âî âòîðîì ñëó÷àå � îòðèöàòåëüíîé. Ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà c â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå âåëè÷èíà N = 2p/q
ìåíÿåòñÿ: îò N = 2 (r1, 2 = -1) äî N = ¥ (r1, 2 = 1), íåïðåðûâíî ïðîõîäÿ
âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ. Ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ N = 2, 3, ... âûïîë-
íÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ, óòðîåíèÿ, è ò.ä. ïå-
ðèîäà è âîçìîæíî îòâåòâëåíèå íîâûõ öèêëîâ îò g.

Â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå öèêë g ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâûì è ëåæèò íà
ïåðåñå÷åíèè äâóõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 2, óñòîé÷èâîãî W g

u,
íåóñòîé÷èâîãî W g

s. Ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâûõ öèêëîâ ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè
ñóùåñòâîâàíèÿ íîâûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïðè÷èíîé èõ âîçíèêíîâå-
íèÿ ìîæåò áûòü ïåðåñå÷åíèå èíâàðèàíòíûõ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé: à) îäíîãî öèêëà, á) äâóõ öèêëîâ, â) öèêëà è ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.

Ðèñ. 4.2. Òîðû ÊÀÌ â
îêðåñòíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî

ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
(â öåíòðå)
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4.4. Ìåäëåííîå è áûñòðîå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí

Ñåìåéñòâà ðåøåíèé òèïà ñòàöèîíàðíûõ áåãóùèõ âîëí ñóùåñòâóþò
ïðè a Î (0, a0), a0 = (15d)1/2. Â ÷àñòíîñòè, ïåðâîå ñåìåéñòâî òàêèõ
ðåøåíèé îòâåòâëÿåòñÿ îò òðèâèàëüíîãî íà âåðõíåé êðèâîé íåéòðàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè a = a0(1 - e), e ® 0:

2
3
0

7 11 2 cos cos 2 sin 2 ,5h x x xeb a eb a a
æ ö= + + - +ç ÷aè ø      

(4.9)
2 2 2 6 6

0 0 0
1233 , 1 6 , 2 /(3 621/ 50 ) .10c qeb eb b a a= - = + = +

Ïðè ôèêñèðîâàííîì d ðåøåíèå (4.9) ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî a,
ðàçëàãàÿ ðåøåíèå â ðÿä Ôóðüå è èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ýòî
ñåìåéñòâî óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ïåðâûì.

Íà ðèñ. 4.3�4.5 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè íåëèíåéíîãî èñêàæåíèÿ
ðàñõîäà Dq = q0 - 1, ôàçîâîé ñêîðîñòè c, àìïëèòóäû âîëíû a = hmax - hmin
îò íîðìèðîâàííîãî ê åäèíèöå âîëíîâîãî ÷èñëà s = a/a0 è îò d. Âîëíû
ïåðâîãî ñåìåéñòâà ïðè âñåõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ è ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà îòñòà-
þò îò íåéòðàëüíûõ ïî ëèíåéíîé òåîðèè âîëí, c < 3, ïîýòîìó ýòî ñåìåéñòâî

áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâîì ìåäëåí-
íûõ âîëí. Âîëíû, äëÿ êîòîðûõ q0 èìååò
ìàêñèìóì, áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëü-
íûìè ðåæèìàìè [3].

Ïðè óìåíüøåíèè âîëíîâîãî
÷èñëà a è óäàëåíèè îò òî÷êè âåòâëå-
íèÿ a = a0 ñèíóñîèäàëüíàÿ ôîðìà
âîëíû èñêàæàåòñÿ: âî âïàäèíàõ îíà
çàîñòðÿåòñÿ, à íà âåðøèíàõ óïëîùà-
åòñÿ; ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû óêðó÷à-
åòñÿ, çàäíèé ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîëî-
ãèì, ðèñ. 4.6. Ïðè íåêîòîðîì a ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ó÷àñòîê h = const, êîòîðûé ïðè

Ðèñ. 4.5. Àìïëèòóäà âîëí
ïåðâîãî ñåìåéñòâà

Ðèñ. 4.3. Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëí
ïåðâîãî ñåìåéñòâà

Ðèñ. 4.4. Íåëèíåéíîå èñêàæåíèå
ðàñõîäà âîëí ïåðâîãî ñåìåéñòâà
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óìåíüøåíèè d ðàñøèðÿåòñÿ. Ïðè
a = 0 ïåðèîäè÷åñêàÿ âîëíà ïåðå-
õîäèò â óåäèíåííóþ òèïà âïàäè-
íû. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè
a ® 0 ïðîèñõîäèò âëèïàíèå öèê-
ëà g â ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó O1 ñ
îáðàçîâàíèåì ïåòëè ñåïàðàòðèñû.
Ñêîðîñòü òàêîé óåäèíåííîé âîë-
íû c < 3, êàê è äëÿ âñåõ ðåøåíèé
ïåðâîãî ñåìåéñòâà.

Ðåøåíèÿ ñåìåéñòâà ìåäëåí-
íûõ âîëí, ìÿãêî îòâåòâëÿþùèåñÿ
íà êðèâîé íåéòðàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè îò òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ,
ÿâëÿþòñÿ íååäèíñòâåííûìè. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ íîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé íåîáõîäèìî ñíà÷àëà èñ-
ñëåäîâàòü ðåøåíèÿ (4.8) è íàéòè
îáëàñòè âîëíîâûõ ÷èñåë a, ïðè êî-
òîðûõ ìóëüòèïëèêàòîðû ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, r1, 2 = exp(± iq). Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå
çîíû âîëíîâûõ ÷èñåë, ãäå âîçìîæíî âåòâëåíèå íîâûõ ðåøåíèé. Ââåäåì
a = a0(1 - e), òîãäà e Î (0, e1) ïðè a Î (a 0, a 1) è e Î (e2, e 3) ïðè
a Î (a2, a 3) ìóëüòèïëèêàòîðû ñîîòâåòñòâóþò ýëëèïòè÷åñêîìó ñëó÷àþ
r1, 2 = exp(± iq). Çàâèñèìîñòè e1, e2 îò e3 ïðèâåäåíû â òàáë. 4.1. Â òî÷êàõ
a = a0(d), a = a3(d) ìóëüòèïëèêàòîðû r1 = r2 = 1, N = ¥. Â òî÷êàõ a

= a1(d), a = a2(d) ìóëüòèïëèêàòîðû r1 = r2 = -1, N = 2, ñëåäîâàòåëüíî, â
òî÷êàõ a = 2a1, a = 2a2 îò ðåøåíèÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ñ óäâîåííûì
ïåðèîäîì îòâåòâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âòîðîå è òðåòüå ñåìåéñòâà âîëí.

Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî èç òî÷åê s = 1/2, 1/3, ..., 1/m, ... îò òðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ îòâåòâëÿþòñÿ âîëíîâûå ðåøåíèÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ñ ïåðèîäàìè
ñîîòâåòñòâåííî p, 2p/3, ..., 2p/m. Â ÷àñòíîñòè, èç s = 1/2 âûõîäèò ðåøåíèå,
ïîëó÷àåìîå èç (4.9), çàìåíîé x ® 2x:

1 (1 ) ,2s e= -

2 3 2
01 2 sin 2 / sin 4 7/5 cos 4 .h x x xeb eb a eb= + - +

Ðèñ. 4.6. Ïðîôèëè âîëí ïåðâîãî
ñåìåéñòâà, d = 0,04

Òàáëèöà 4.1
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Òîãäà â òî÷êå s = 1/2(1 - e1)
îò ýòîãî ðåøåíèÿ îòâåòâëÿåòñÿ ðå-
øåíèå ñ ïåðèîäîì p � ïðîèñõîäèò
òàê íàçûâàåìàÿ áèôóðêàöèÿ óäâîå-
íèÿ ïåðèîäà. Òàêàÿ æå áèôóðêàöèÿ
ïðîèñõîäèò â òî÷êå s = 1/2(1 - e2).
Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ïîëó÷åííóþ âåòâü
ðåøåíèÿ âòîðûì ñåìåéñòâîì. Íà

ðèñ. 4.7 äàíû çàâèñèìîñòè ðàñòÿíóòûõ àìïëèòóäû âîëíû A = (hmax - hmin)/a 0
3,

ôàçîâîé ñêîðîñòè l = (c - 3)/a 0
3 îò âîëíîâîãî ÷èñëà s = a/a0 è îò d. Íà

ðèñ. 4.8�4.10 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè a, c, q0 îò a è d. Ðåøåíèÿ âòîðîãî
ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò ïðè s < sm (ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ d èìååì
sm ; 0,53�0,58).

Ðèñ. 4.7. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ïåðâîãî è âòîðîãî ñåìåéñòâ ïåðè-
îäè÷åñêèõ âîëí: 1 � d = 0,01; 2 � 0,02; 3 � 0,04; 4 � 0,05; 5 � 0,06

Ðèñ. 4.8. Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëí
âòîðîãî ñåìåéñòâà

Ðèñ. 4.9. Àìïëèòóäà âîëí
âòîðîãî ñåìåéñòâà
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Â íåáîëüøîé îêðåñòíîñ-
òè òî÷êè áèôóðêàöèè âòîðîãî ñå-
ìåéñòâà c < 3; ïðè óâåëè÷åíèè d
ýòà îêðåñòíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ; â
îñíîâíîì æå äëÿ âòîðîãî ñåìåé-
ñòâà c > 3, ò.å. âîëíû âòîðîãî
ñåìåéñòâà îïåðåæàþò íåéòðàëü-
íûå ïî ëèíåéíîé òåîðèè âîëíû.
Ïîýòîìó âîëíû âòîðîãî ñåìåé-
ñòâà áóäóò òàêæå íàçûâàòüñÿ áû-
ñòðûìè. Ïàðàìåòðû âîëí, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìàêñèìóìó q0, óñëî-
âèìñÿ íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè
ðåæèìàìè âòîðîãî ñåìåéñòâà.

Íà ðèñ. 4.11 ïîêàçàíî òè-
ïè÷íîå èçìåíåíèå ôîðìû âîëíû
ïðè èçìåíåíèè a. Êàê âèäíî èç
ðèñóíêà, âáëèçè òî÷êè âåòâëåíèÿ
âîëíà ïî ôîðìå áëèçêà ê äâóì
ïåðèîäàì ñèíóñîèäû. Ïðè îò-
õîäå îò òî÷êè áèôóðêàöèè îäèí
èç �ïåðèîäîâ� óâåëè÷èâàåòñÿ ïî
àìïëèòóäå, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé
óìåíüøàåòñÿ. Âîëíà î÷åíü áûñ-
òðî ïðèîáðåòàåò õàðàêòåðíóþ
ôîðìó ãîðáà ñ îäíîé, à çàòåì �
íåñêîëüêèìè îñöèëëÿöèÿìè ïå-
ðåä íèì. Âñå äàëüíåéøåå èçìå-
íåíèå ôîðìû âîëíû ñâîäèòñÿ ê
îáðàçîâàíèþ ìåæäó ãîðáàìè
ãëàäêîãî ó÷àñòêà è åãî ðàñøèðå-
íèþ. Ïðè s ® 0 âîëíû âòîðîãî
ñåìåéñòâà ïåðåõîäÿò â ñîëèòîí
òèïà ãîðáà ñ îñöèëëèðóþùèì ïå-
ðåäíèì ôðîíòîì è ýêñïîíåíöè-
àëüíî ñïàäàþùèì çàäíèì. Â ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå {h1, h2, h3} ïðîèçîøëî âëèïàíèå öèêëà â ñòàöèîíàð-
íóþ òî÷êó O1 ñ îáðàçîâàíèåì ïåòëè ñåïàðàòðèñû. Áóäåì íàçûâàòü äàëüøå
ñîëèòîí-âïàäèíó ïðè c < 3 îòðèöàòåëüíûì, à ñîëèòîí òèïà ãîðáà ïðè
c > 3 � ïîëîæèòåëüíûì.

4.5. Óåäèíåííûå âîëíû

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ c (4.1), (4.2).
Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé è ñïåêòðàõ ìåäëåííûõ è

Ðèñ. 4.11. Ïðîôèëè âîëí âòîðîãî
ñåìåéñòâà, d = 0,04

Ðèñ. 4.10. Íåëèíåéíîå èñêàæåíèå ðàñõîäà
âîëí âòîðîãî ñåìåéñòâà: 1 � d = 0,04;
2 � 0,06; 3 � 0,08; 4 � 0,1; 5 � 0,2;

6 � 0,3; 7 � 0,4
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áûñòðûõ ñîëèòîíîâ ïîëó÷åíû ìåòîäàìè àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé
è ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè â [7, 16, 17, 19, 23]. Ðàññìîòðèì çäåñü
êà÷åñòâåííûé àíàëèç çàäà÷è ìåòîäàìè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà [15, 18, 24].
Â ñèëó òîãî, ÷òî 1 0h h

Ù
= - ®  ïðè x ® ± ¥, óðàâíåíèå (4.1) ìîæíî

ëèíåàðèçîâàòü â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (1, 0, 0):

ˆ ˆ ˆdw w+ + - = = - +¢¢¢ ¢ 2(3 ) 0, 5 12 6.h h c h c c (4.10)

Ðåøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì (4.6), èìåþ-
ùèì òðè êîðíÿ s1, s2, s3. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîëîæèòåëüíûå ñîëèòîíû,
c > 3.  Ïðè  c > 3 s1 = 2m > 0, s2, 3 = -m + ib, ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ïåðâîé
ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ïîëîæèòåëüíà, ÷òî îáåùàåò ñëîæíîå ïîâåäåíèå ñîëè-
òîííûõ ðåøåíèé. Ðàñ÷åòû [19, 24] ïîäòâåðäèëè ïðåäñêàçàíèÿ òåîðåìû
Øèëüíèêîâà [117] è ïîêàçàëè, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì d èìå-
åòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåãìåíòîâ, âíå êîòîðûõ îãðàíè÷åííûõ ïðè
x Î (-¥, + ¥) ðåøåíèé, â òîì ÷èñëå è ñîëèòîíîâ, íåò. Êîíöû êàæäîãî
ñåãìåíòà [c1, c ¢1], [c2, c ¢2], ... �
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìíîãîãîðáûì ñîëèòî-
íàì. Ñåãìåíòû èìåþò òî÷êó ñãó-
ùåíèÿ c = 3 è îáðàçóþò íà ïëîñ-
êîñòè c-d ïîëîñû, èçîáðàæåííûå
íà ðèñ. 4.12. Çäåñü c1 ñîîòâåò-
ñòâóåò îäíîãîðáîìó ñîëèòîíó, c ¢1
è c2 � äâóãîðáûì ñîëèòîíàì, c ¢2
è c3 � òðåõãîðáûì, ..., c ¢k - 1 è ck

� k-ãîðáûì ñîëèòîíàì. Ïîëî-
ñû âûõîäÿò èç òî÷êè d = 0, c = 3
[22�24]. Ïðè óâåëè÷åíèè d àì-
ïëèòóäà è ñêîðîñòü ïîëîæèòåëü-
íûõ ñîëèòîíîâ âûõîäÿò íà ïî-

Ðèñ. 4.12. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ áûñòðûõ ñîîëèòîíîâ

Ðèñ. 4.13. Ôîðìà ïîëîæèòåëüíîãî
òðåõãîðáîãî ñîëèòîíà, C = C3, ðàçëè÷íûå d
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ñòîÿííóþ. Øèðèíà êàæäîé èç ïîëîñ
ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ, à çàòåì, ïðîé-
äÿ ÷åðåç ìàêñèìóì, íà÷èíàåò óìåíü-
øàòüñÿ. Ïðîôèëè îäíîãîðáûõ C1 è
òðåõãîðáûõ C3 ñîëèòîíîâ â çàâèñèìî-
ñòè îò d ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.13, 4.14.
Ïðè ðîñòå d îñöèëëÿöèè íà ïåðåäíåì
ôðîíòå ñòàíîâÿòñÿ áîëåå æåñòêèìè è
ñëàáåå çàòóõàþùèìè. Ïðè d ® ¥
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà:

3 0 , .2
cm b dw

wd
-= ® = ® ¥

Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü è îäíîãîð-
áîãî, è ìíîãîãîðáûõ ñîëèòîíîâ ïðè-
ìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå:
c - 3 » 1,8a. Ñåãìåíòû [ci, c¢i] èìåþò
ñëîæíóþ âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó, ÷èñ-
ëåííî íàéäåíî, ÷òî âíóòðè [ci, c¢i] èìå-
þòñÿ ïîäñåãìåíòû [c ij , c ¢ij], âíå êîòî-
ðûõ íåò îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé. Êîí-

öû ñåãìåíòà � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîãîðáûì
ñîëèòîíàì. Êàê ïîêàçûâàåò âûøåïðîâåäåííîå êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå,
îïèðàþùååñÿ íà ðåçóëüòàòû [117], âíóòðè êàæäîãî èç ïîäñåãìåíòîâ [c ij ,
c ¢ij] èìåþòñÿ íîâûå ïîäñåãìåíòû [c ijk, c ¢ijk], âíå êîòîðûõ íåò îãðàíè÷åííûõ
ðåøåíèé è ò.ä. Êîíöû ïîäñåãìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþò íîâûì ìíîãîãîðáûì
ñîëèòîíàì, ðèñ. 4.1. Êàæäîìó èç ñîëèòîíîâ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
íåêîòîðûé íîìåð, ò.å. îáùåå ÷èñëî ñîëèòîíîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì d ñ÷åòíî.
Âíóòðè ñåãìåíòîâ èìååòñÿ òàêæå ñ÷åòíîå ÷èñëî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
äâèæåíèé è êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ñòîõàñòè÷åñêèõ.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îòðèöàòåëüíûõ ñîëèòîíîâ. Ïðè c < 3 ïåðâàÿ
ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà O1 èìååò îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå è äâó-
ìåðíîå íåóñòîé÷èâîå. Åñëè ñäåëàòü çàìåíó x ® -x, òî íåóñòîé÷èâîå äâóìåð-
íîå ìíîãîîáðàçèå ñòàíåò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, à óñòîé÷èâîå îäíîìåðíîå �
íåóñòîé÷èâûì. Ïðè òàêîé çàìåíå ïðîöåäóðà áóäåò ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà
èìåþùåé ìåñòî ïðè c > 3, ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà.

Â ñëó÷àå ñåäëîóçëà ïîâåäåíèå ïåòëè ñåïàðàòðèñû G â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ðåçêî îòëè÷àåòñÿ. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå îòðèöàòåëü-
íûõ ñîëèòîíîâ. Â îáëàñòè II ñ ïîëîæèòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé, ðèñ. 4.15,
à, èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåãìåíòîâ, âíå êîòîðûõ ñîëèòîíîâ íåò: [c-1 , c¢-1],
[c-2 , c ¢-2], .... Òî÷êå ñãóùåíèÿ ñåãìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò c = 3. Îòðèöàòåëü-
íûå ñîëèòîíû ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå ñíèçó, c < 3, ïîëîæèòåëüíûå �
ñâåðõó, c > 3. Ïîëîñû, îáðàçîâàííûå ñåãìåíòàìè íà ïëîñêîñòè c�d, èçîá-
ðàæåíû íà ðèñ. 4.15, a. Ýòè ïîëîñû ÿâëÿþòñÿ ñòîëü óçêèìè, ÷òî íà
ðèñóíêå ñëèâàþòñÿ â îäíó ëèíèþ.

Ðèñ. 4.14. Ïðîôèëè îäíîãîðáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ñîëèòîíà:
1 � d = 0,036; 2 � 0,0392;

3 � 0,045; 4 � 0,05; 5 � 0,06;
6 � 0,07; 7 � 0,12
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Ïðîôèëè îòðèöàòåëüíûõ ñîëèòîíîâ c-1, c ¢-1, c-2 ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 4.15, á, â. Ïðè óâåëè÷åíèè d ãîðáû ñîëèòîíîâ ñòàíîâÿòñÿ óæå,
îñöèëëÿöèè íà çàäíåì ôðîíòå � ìåíåå æåñòêèìè. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
êðèâóþ, ðàçäåëÿþùóþ îáëàñòè I è II, îñöèëëÿöèè èñ÷åçàþò è îáà ôðîíòà
ñîëèòîíà òåïåðü ñïàäàþò íà áåñêîíå÷íîñòè ìîíîòîííî, êîðíè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïåðü äåéñòâèòåëüíû. Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ñîëèòî-
íîâ ïðè d ® ¥ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà:

1 2 1

3

, ,

3 0 .c

s wd s s

s dw

= - ® +¥ ® - ® -¥
-= ® -

Ñêîðîñòü îòðèöàòåëüíûõ ñîëèòîíîâ, êàê è â ñëó÷àå c > 3, ïðèìåðíî
ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå a = hmax - hmin: c - 3 ; 1,7a.

Ñåãìåíòû [c-k, c ¢-k] èìåþò òó æå âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó, ÷òî è
[ck, c ¢k], è çàïîëíåíû ìíîãîãîðáûìè ñîëèòîíàìè, ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíè-
ÿìè, ñòîõàñòè÷åñêèìè ñèãíàëàìè.

Êàê è äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñîëèòîíîâ, ñëîæíîñòü ýòîé ñòðóêòóðû
âûòåêàåò óæå èç òîãî, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà O1 ÿâëÿåòñÿ ñåäëîôîêóñîì
ñ ïîëîæèòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé. Ïðè ñìåíå ñåäëîôîêóñà ñåäëîóç-
ëîì ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà èñ÷åçàåò. Ðèñ. 4.15, ñ õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèÿ,
ïðîèñõîäÿùèå ñ ïðîôèëåì âîëíû h(x) ïðè óâåëè÷åíèè d. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó âåðøèíàìè äâóãîðáîãî ñîëèòîíà, ñîîòâåòñòâóþöåãî c = c ¢-1, ïðè
ïåðåõîäå ê ãðàíèöå ñåäëîôîêóñà è ñåäëîóçëà ðàñòåò äî áåñêîíå÷íîñòè.
Òàêîé æå ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ñ äðóãèìè ñîëèòîíàìè, çàïîëíÿþùèìè êàê
ñåãìåíò [c-1, c ¢-1], òàê è äðóãèå ñåãìåíòû. Òàêèì îáðàçîì, îò âñåé ñòðóêòóðû

Ðèñ. 4.15. Ìíîãîãîðáûå îòðèöàòåëüíûå ñîëèòîíû:
a) îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ; á, â, ã) òèïû ñîëèòîíîâ

à á

â ã
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ñåãìåíòà [c-1, c ¢-1] îñòàåòñÿ îäèí îäíîãîðáûé ñîëèòîí, îò ñòðóêòóðû ñåã-
ìåíòà [c-k , c ¢-k] � îäèí k-ãîðáûé ñîëèòîí. Íà ðèñ. 4.15, ã ïîêàçàíà
ýâîëþöèÿ ôîðìû äâóãîðáîãî ñîëèòîíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî c = c ¢-2 , ïðè
óâåëè÷åíèè d.

4.6. Ðàñøèðåííàÿ êàðòèíà áèôóðêàöèé ðåãóëÿðíûõ âîëí

Îáðàòèìñÿ ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ [32�40], â
êîòîðûõ ïðÿìûìè ðàñ÷åòàìè ñòðîèëèñü ðåãóëÿðíûå âîëíîâûå ðåøåíèÿ,
ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà d äî çíà÷åíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ðåàëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ. Èññëåäîâàíèå óñòàíîâèâøèõñÿ ðåãóëÿðíûõ âîëí ñâîäèò-
ñÿ ê íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (4.1), âûòåêàþùåé èç
(2.18). Ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîíå÷íûì Ôóðüå-ðàçëîæåíèåì

*
0exp , , 1 , 15 .

N

k k kk N
h h i k h h h s-=-

a x a d= S = = =

Â (4.1) d, s � çàäàííûå âíåøíèé è âíóòðåííèé, ñâÿçàííûé ñî
ñòðóêòóðîé  âîëíû,  ïàðàìåòðû, à c, q0 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ìåòîäîì
Ãàëåðêèíà èç (4.1) âûâîäèòñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé äëÿ hk, èç êîòîðîé íàõîäÿòñÿ hk, c, q0. Íàðÿäó ñ ðåøåíèåì äëÿ
îñíîâíîãî òå÷åíèÿ h = 1, à òàêæå äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ñåìåéñòâ ðåãóëÿð-
íûõ âîëí [3, 19, 23], ýòà çàäà÷à èìååò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî
äðóãèõ ðåøåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû â ôîðìå îòäåëüíûõ
ñåìåéñòâ â ñå÷åíèÿõ d = const [32, 35]. Ïðèìåðû òàêèõ ñåìåéñòâ ïðèâå-
äåíû íà ðèñ. 4.16, a, á, â. Âñå ñåìåéñòâà âîçíèêàþò ñ ìàëîé, íî êîíå÷íîé
àìïëèòóäîé â òî÷êàõ áèôóðêàöèè s, ðàñïîëîæåííûõ âáëèçè çíà÷åíèé
sn = 1/n, n = 1, 2, ..., êàê ïî÷òè ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû ñ ïåðèîäîì 2p/n, è
íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ äî s = 0. Ïðåäåëüíûå ïðè s ® 0 ïðîôèëè
òîëùèíû ïëåíêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óåäèíåííûå âîëíû ñ îäíèì  èëè
äâóìÿ ãëàâíûìè ãîðáàìè (ðèñ. 4.17). Âñå âîëíû îáúåäèíÿþòñÿ â äâå
ãðóïïû � áûñòðûå è ìåäëåííûå (c > 3 è c < 3 äëÿ ïðåäåëüíûõ ïðè
s ® 0 âîëí ñåìåéñòâà, ñîîòâåòñòâåííî).

Ïåðâîå ñåìåéñòâî íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå s = 1; âîëíû ýòîãî òèïà
èìåþò íàèìåíüøóþ ôàçîâóþ ñêîðîñòü ñðåäè  âñåõ äðóãèõ ðåøåíèé, ñóùå-
ñòâóþùèõ ïðè 0 < s � 1. Âòîðîå ñåìåéñòâî íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå áèôóð-
êàöèè sb, çàâèñÿùåé îò d; ýòè âîëíû èìåþò íàèáîëüøóþ ôàçîâóþ ñêî-
ðîñòü ïðè êàæäîì s â èíòåðâàëå 0 < s < sb. Ñóùåñòâóþò  ïðîìåæóòî÷íûå
ñåìåéñòâà ìåäëåííûõ âîëí, òî÷êè áèôóðêàöèé êîòîðûõ s* ðàñïîëîæåíû â
èíòåðâàëå sb < s* < 1.  Èìåþòñÿ òàêæå äðóãèå ñåìåéñòâà âîëí ñ òî÷êàìè
áèôóðêàöèè â èíòåðâàëå 0 < s < sb (ðèñ. 4.16). Â êàæäîé òî÷êå
áèôóðêàöèè, êàê ïðàâèëî,  âîçíèêàþò äâà ñåìåéñòâà, èç êîòîðûõ ëèáî
êàæäîå ïðèíàäëåæèò ê òèïó ìåäëåííûõ âîëí (SS-áèôóðêàöèÿ),  ëèáî
îäíî � ê ñåìåéñòâó ìåäëåííûõ, âòîðîå � ê ñåìåéñòâó áûñòðûõ âîëí
(SF-áèôóðêàöèÿ). Âòîðîå îñíîâíîå ñåìåéñòâî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé áè-
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Ðèñ. 4.16. Ñëåäû ñåìåéñòâ âîëí â ïëîñêîñòè (c, s): 1 � g-1,1; 2 � g+1,1; 3 � g-1,2;
4 � g+1,2; 5 � g-2,1; 6 � g+2,1; 7 � g-2,2; 8 � g+2,2; 9 � g-3,2; 10 � g-4,2;

a) � d = 0,001; á) � d = 0,04; â) � d = 0,15

Ðèñ. 4.17. Ïðîôèëè ðåãóëÿðíûõ âîëí ïåðâîãî ñåìåéñòâà ïðè d = 0,1:
a) � ïåðâîå ñåìåéñòâî: 1 � s = 0,4763; 2 � 0,4; 3 � 0,25; 4 � 0,05;
á) � âòîðîå ñåìåéñòâî: 1 � s = 0,3208; 2 � 0,26; 3 � 0,15; 4 � 0,08

à

á

â

à á
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ôóðêàöèè SF òèïà, âîçíèêàþùåé
ïðè óìåíüøåíèè s îò òî÷êè s = 1.
Ñåìåéñòâà ïðîìåæóòî÷íûõ áèôóð-
êàöèé  îòíîñÿòñÿ ê òèïó SS.

Äëÿ óêàçàíèÿ ñåìåéñòâà
âîëí â [35] ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
g n

± m, j. Çäåñü èíäåêñ +, - óêàçûâàåò
ïðèíàäëåæíîñòü ñåìåéñòâà ê ãðóï-
ïå áûñòðûõ èëè ìåäëåííûõ âîëí,
m � íîìåð ñåìåéñòâà â ãðóïïå, j
= 1, 2 äëÿ îäíîãîðáîé è äâóãîðáîé

ïðåäåëüíîé óåäèíåííîé âîëíû ñåìåéñòâà, ñîîòâåòñòâåííî. Âåðõíèé èí-
äåêñ n � íîìåð òî÷êè áèôóðêàöèè.

Ñ ðîñòîì d èìååì sb ® 0, è êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ áèôóðêà-
öèé m ïðè ýòîì âîçðàñòàåò: â ÷àñòíîñòè, m = 0, 1, 2, 5 ïðè d = 0,04, 0,1, 0,15,
0,247. Íà ðèñ. 4.18 ïîêàçàíû òî÷êè áèôóðêàöèè ïåðâîãî (s = 1),
âòîðîãî (s = sb) è ïðîìåæóòî÷íûõ (sb < s < 1) ñåìåéñòâ ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ d. Íèæíÿÿ òî÷êà áèôóðêàöèé íà ðèñ. 4.18 ïðè êàæäîì d
ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó ñåìåéñòâó.

Ðèñ. 4.16�4.18  îò÷åòëèâî ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷å-
íèè d è s � 0,5 ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðåøåíèé çàäà÷è (4.1) â âèäå
ðåãóëÿðíûõ âîëí.  Ñ óìåíüøåíèåì s ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé áûñòðî âîçðà-
ñòàåò. Ïðè d = 0,4 ïîêàçàíî âîñåìü âû÷èñëåííûõ áèôóðêàöèé, ïðè÷åì
âòîðîå îñíîâíîå ñåìåéñòâî ïîðîæäàåòñÿ áèôóðêàöèåé ñ åùå áîëåå âûñî-
êèì íîìåðîì.

Âîëíîâûå ðåæèìû, èìåþùèå ïðè ôèêñèðîâàííûõ d, s íàèáîëüøèå
çíà÷åíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè, ñðåäíåãî ðàñõîäà è àìïëèòóäû, íàçûâàþòñÿ
äîìèíèðóþùèìè [32]. Åñëè çàôèêñèðîâàòü d, òî ïîëó÷èì ìíîæåñòâî
äîìèíèðóþùèõ âîëí íà 0 � s � 1. Ýòî ìíîæåñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íîå ñ ðàçðûâàìè â òî÷êàõ s, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ñ îäíîãî
ñåìåéñòâà íà äðóãîå.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ìíîæåñòâî äîìèíèðóþùèõ âîëí ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè d âêëþ÷àåò ÷àñòü âîëí ïåðâîãî è âòîðîãî ñåìåéñòâà, à
òàêæå âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñåìåéñòâ, èìåþùèõñÿ ïðè äàííîì d.

Ïðè ìàëûõ d (d < 0,1, ðèñ. 4.7) èìåþòñÿ äâà èíòåðâàëà íåïðå-
ðûâíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðâîìó è âòîðîìó ñåìåéñòâàì. Ýòà ñèòóàöèÿ
èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [14�31] è ïîäðîáíî èçëîæåíà âûøå â ðàçäåëå
4. Èìåþòñÿ òðè èíòåðâàëà íåïðåðûâíîñòè ïðè d = 0,1 è ÷åòûðå ïðè
d = 0,15 (ðèñ. 4.16). Êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîìåæóòî÷-
íûì ñåìåéñòâàì, ðàñòåò ñ ðîñòîì d (ðèñ. 4.18). Ýòè áîëåå ñëîæíûå
ñëó÷àè èññëåäîâàëèñü â [32�40].

Ðèñ. 4.18. Òî÷êè áèôóðêàöèé
ñåìåéñòâ âîëí
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5. ÂÒÎÐÈ×ÍÀß  ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ
ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ  ÂÎËÍ

Êàê è ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå, ïåðèîäè÷åñêèå äâóìåðíûå âîë-
íû ìîãóò áûòü íåóñòîé÷èâû. Âòîðè÷íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðàçðóøàåò ðå-
æèì ïåðèîäè÷åñêèõ äâóìåðíûõ âîëí è ïðèâîäèò ê ñòîõàñòèçàöèè âîëíî-
âîé êàðòèíû, ëèáî ê ôîðìèðîâàíèþ áîëåå óñòîé÷èâûõ âîëí. Òàêîâûìè
ìîãóò áûòü, â ÷àñòíîñòè, ðåæèìû ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè
ñðåäíåãî ðàñõîäà [4, 32�40] èëè ñ ïðåäåëüíî ìàëûìè, íî êîíå÷íûìè
çíà÷åíèÿìè âîëíîâîãî ÷èñëà [38, 42�46]. Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèé òèïà ïåðèîäè÷åñêîé ñòàöèîíàðíîé áåãóùåé âîëíû ñ
âîëíîâûì ÷èñëîì a [29]. Íàëîæèì íà ýòî ðåøåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûå
âîçìóùåíèÿ âèäà

0( ) ( ) ( ) exp( ) ,h h H t
Ù

x x x l= +

0( ) ( ) ( ) exp( ) ,q q Q t
Ù

x x x l= +
(5.1)

ãäå x = x - ct.
Ïðè ïîäñòàíîâêå (5.1) â (2.18) ïîëó÷èì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ

1 2 3 4 5 0 ,Q a H a H a H a Q a Q
ÙÙ Ù Ù Ù Ù

l + + + + + =¢¢¢ ¢ ¢ (5.2)

0 ,H Q cH
Ù Ù Ù

l + - =¢ ¢

2
0 0

21 2
0

6
, ,5 5

h q
a a

hd
= - = -

2
0 0 0
2 33
0 0

26 1 1 ,5 5 5
q h q

a
h hd d

¢ ¢¢¢æ ö æ ö= - - - +ç ÷ ç ÷è ø è ø

0
24 5 0 0

0 0

12 12 1, ( / ) ,5 5 5
q

a c a q hh hd
= - + = +¢

psu , ,
R

H Q
zÎ

< ¥ (5.3)

ãäå R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè ó âñåõ l èç ñïåêòðà
ðåøåíèé (5.2)�(5.3) äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü lR = Re(l) < 0, òî ðåøåíèå
òèïà áåãóùåé ñòàöèîíàðíîé âîëíû óñòîé÷èâî; åñëè õîòÿ áû ó îäíîãî
ðåøåíèÿ lR > 0, òî ñòàöèîíàðíàÿ âîëíà íåóñòîé÷èâà.

Óðàâíåíèÿ (5.2)�(5.3) ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ëèíåéíûå óðàâíå-
íèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå Ôëîêå,
ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå: f = F(z)exp(iùz) + F*(z)exp(- iù z).
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Âîëíîâûå äâèæåíèÿ ïëåíîê æèäêîñòè íà âåðòèêàëüíîé ïîâåðõíîñòè

Çäåñü F(z) � êîìïëåêñíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òîãî æå ïåðèîäà, ÷òî
è h0(x); â ñèëó òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé âåëè÷èíà ù äåé-
ñòâèòåëüíà. Çíà÷åíèå àðãóìåíòà îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî ÷èñ-
ëà; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ù Î [0, 1/2].

Êàæäîìó ðåøåíèþ òîãî èëè èíîãî ñåìåéñòâà ïðè çàäàííûõ a è d
ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {l(k)(ù)}, k = 1, 2, ...; ù Î [0, 1/2].
Ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
èõ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè: l R

(1) > l R
(2) > l R

(3) > .... Ìàêñèìàëüíûì èíêðåìåí-
òîì íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèÿ áóäåò âåëè÷èíà

(1)

[0,1/2]
max ( ( )) .m R x
Î

l l=
ù

Íà ðèñ. 5.1 â êîîðäèíàòàõ a�d èçîáðàæåíû ãðàíèöû ñóùåñòâî-
âàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé. Îò êðèâîé 1 â ñòîðîíó
ìåíüøèõ a îòâåòâëÿþòñÿ âîëíîâûå ðåøåíèÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà; 2 �
êðèâàÿ a = am(d). Øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � êðèâàÿ, íà êîòîðîé
êîýôôèöèåíò íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ äî-
ñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Øòðèõîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò âîë-
íîâûì ÷èñëàì, ïðè êîòîðûõ ðàñõîä q0(a) èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì,
çàøòðèõîâàííûìè âíóòðè êðèâûìè èçîáðàæåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
ñòàöèîíàðíûõ áåãóùèõ âîëí. Âåðõíÿÿ îáëàñòü, îáîçíà÷åííàÿ 1, ñ ãðàíè-
öàìè a1(d) è a ¢1 (d), îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó ìåäëåííûõ âîëí, êàê è ëåæà-
ùàÿ íåñêîëüêî âûøå 1 øòðèõîâàÿ ëèíèÿ. Îñòàëüíûå ïÿòü îáëàñòåé

óñòîé÷èâîñòè (a2, a¢2), (a3, a¢3 ), ..., (a6,
a ¢6), îáîçíà÷åííûå íà ðèñóíêå öèô-
ðàìè 2, 3, ..., 6, îòíîñÿòñÿ ê ñåìåéñòâó
áûñòðûõ âîëí. Óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé
äðóãèõ ñåìåéñòâ íàéäåíî íå áûëî.

Èññëåäîâàíèå ïîäòâåðäèëî óñ-
òàíîâëåííûé â [4] ïðèíöèï óñòîé-
÷èâîñòè èëè ìèíèìàëüíîé íåóñòîé-
÷èâîñòè ðåæèìîâ ïåðâîãî ñåìåéñòâà,
áëèçêèõ ê îïòèìàëüíûì, ò.å. ïåðåíî-
ñÿùèõ ìàêñèìóì ðàñõîäà q0. Ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îáëàñòü óñòîé-
÷èâîñòè a Î (a 1, a ¢1 ), ëåæàùàÿ âáëè-
çè ìàêñèìóìà q0. Ýòà îáëàñòü
íà÷èíàåòñÿ ïðè d = 0 è çàêàí÷èâà-
åòñÿ ïðè d = 0,037. Ïðè d > 0,037
ïåðâîå ñåìåéñòâî òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü,
îäíàêî ëèíèÿ, ãäå ìåäëåííûå âîëíû
ìèíèìàëüíî íåóñòîé÷èâû, íàõîäèòñÿ
âáëèçè îïòèìàëüíûõ âîëíîâûõ ðå-
æèìîâ. Äëèíà âîëíû óñòîé÷èâûõ
ðåæèìîâ ïåðâîãî ñåìåéñòâà íåñêîëü-

Ðèñ. 5.1. 1 � îáëàñòü
óñòîé÷èâîñòè âîëí ïåðâîãî

ñåìåéñòâà; 2,3,4,5,6 � îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè âîëíîâûõ ðåøåíèé

âòîðîãî ñåìåéñòâà
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êî ìåíüøå äëèíû âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìàëüíîìó êîýôôèöèåíòó
ðîñòà ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ íóæä ìîæíî ïðèáëè-
æåííî îïðåäåëèòü äëèíó âîëí, ðåàëèçóþùèõñÿ íà ýêñïåðèìåíòå, èç óñëîâèÿ,
÷òî ïðè ýòîé äëèíå âîëíû ïåðåíîñèòñÿ ìàêñèìóì ðàñõîäà q0.

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè âòîðîãî ñåìåéñòâà èëè
ñåìåéñòâà áûñòðûõ âîëí. Ïðè a Î (ak, a ¢k), k = 2, ..., 6, ðåøåíèÿ ýòîãî
ñåìåéñòâà óñòîé÷èâû; âñå îáëàñòè íà÷èíàþòñÿ ñ êîíå÷íûõ d; âíóòðè
âòîðîé îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (a3, a ¢3) èìååòñÿ íåáîëüøàÿ ïîäîáëàñòü
íåóñòîé÷èâîñòè, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.1. Íåìíîãî âûøå êàæäîé èç
îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ëåæèò êðèâàÿ ìàêñèìàëüíûõ ðàñõîäîâ, êàê è äëÿ
ïåðâîãî ñåìåéñòâà.

Çàâèñèìîñòü q0(a) ïðè ôèêñèðîâàííîì d äëÿ âòîðîãî ñåìåéñòâà
èìååò îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð è, ñîîòâåòñòâåííî, íåñêîëüêî ìàêñèìóìîâ.
Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ d èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì q0(a). Âîë-
íîâûå ðåæèìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ìàêñèìóìó, áûëè íàçâàíû îïòè-
ìàëüíûìè ðåæèìàìè âòîðîãî âîëíîâîãî ñåìåéñòâà [19, 27]. Îáëàñòü
óñòîé÷èâîñòè (a6, a ¢6) èìååò êîíå÷íóþ äëèíó ïî d.

Ïðîàíàëèçèðóåì íåêîòîðûå îïûòíûå ôàêòû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåî-
ðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Â [1, 2] ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíî, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò äâà óñòîé÷èâûõ ðåæèìà ñòåêàíèÿ ñëîÿ: ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëü-
øèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà � âîëíû, áëèçêèå ê ñèíóñîèäàëüíûì; ïðè áîëü-
øèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà � âîëíû òèïà ãîðáîâ. Òàêîé âûâîä ñëåäóåò è
èç ðàññìîòðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè âîëíîâûõ ñåìåéñòâ.

Ñóùåñòâóåò äâà òèïà âîçáóæäåíèÿ âîëí â àêòèâíûõ ñðåäàõ: åñòå-
ñòâåííîå è âûíóæäåííîå. Ïðè åñòåñòâåííîì âîëíîîáðàçîâàíèè íà âõîäå
ðàáî÷åãî ó÷àñòêà èìååòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå, íà êîòîðîå íàëî-
æåíû ìàëûå ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ; ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñïåêòðå ýòèõ
âîçìóùåíèé èìåþòñÿ ñ òåì èëè èíûì âåñîì âñå âîëíîâûå ÷èñëà a Î (0, ¥)
ñî ñâîèì èíêðåìåíòîì íàðàñòàíèÿ acI(a). Ýâîëþöèÿ åñòåñòâåííûõ âîëí
íà÷èíàåòñÿ ñ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ ñ
äëèòåëüíûìè ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè è ïîñëåäóþùèì âûõîäîì íà ïðè-
òÿãèâàþùåå ðåøåíèå � óñòîé÷èâóþ áåãóùóþ âîëíó èëè áîëåå ñëîæíûé
àòòðàêòîð [27].

Ïðè âûíóæäåííîì âîëíîîáðàçîâàíèè íà âõîäå ðàáî÷åãî ó÷àñòêà
âîçáóæäàþòñÿ âîçìóùåíèÿ ñî ñòðîãî çàäàííûì âîëíîâûì ÷èñëîì a,
èìåþùèå äîñòàòî÷íî áîëüøóþ àìïëèòóäó, áëèçêóþ ê àìïëèòóäå ñòàöèî-
íàðíîé áåãóùåé âîëíû. Ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ïðè òàêîì âîçìóùåíèè ïðè
t = 0 çàäàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ âîëíà ñ íàëîæåííûìè íà íåå âîçìóùåíèÿ-
ìè. Òîãäà ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè âîçìóùåíèé,
íàëîæåííûõ íà ñòàöèîíàðíóþ áåãóùóþ âîëíó. Åñëè ñ÷èòàòü ýòè âîçìó-
ùåíèÿ ìàëûìè, òî èõ ýâîëþöèÿ â êîíå÷íîì èòîãå îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðîì
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé l R

(k) çàäà÷è (5.2)�(5.3). Ïðè l R
(k) < 0, k = 1, 2, ...,

âîçìóùåíèÿ çàòóõàþò è â ýêñïåðèìåíòå ðåàëèçóåòñÿ óñòîé÷èâàÿ áåãóùàÿ
âîëíà òîãî èëè èíîãî ñåìåéñòâà. Åñëè l R

(1) > 0 ïðè äàííîì âîëíîâîì
÷èñëå a, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: à) l R

(1) äîñòàòî÷íî ìàëî, á) íåóñòîé÷èâîå
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ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò äåé-
ñòâèòåëüíóþ ÷àñòü l R

(k) òîãî æå ïî-
ðÿäêà, ÷òî è óñòîé÷èâûå. Â ïåð-
âîì ñëó÷àå ÷àñòü âîçìóùåíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ óñòîé÷èâûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, áûñòðî çà-
òóõíåò, à íåóñòîé÷èâàÿ ÷àñòü çà ýòî
âðåìÿ íå óñïååò ðàçâèòüñÿ. Âîëíà
ïî ôîðìå è õàðàêòåðèñòèêàì áëèçêî
ïîäîéäåò ê ñîîòâåòñòâóþùåé áåãó-
ùåé ñòàöèîíàðíîé âîëíå, êîòîðàÿ
ìîæåò ïðîéòè äîâîëüíî áîëüøîå
ðàññòîÿíèå, ïîêà íåóñòîé÷èâàÿ ìîäà
óñïååò âûðàñòè è ðàçðóøèòü êâà-
çèñòàöèîíàðíóþ âîëíó. Âî âòîðîì
ñëó÷àå çàòóõàíèå è ðîñò ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷àñòåé âîçìóùåíèÿ èäóò
ñ ñîèçìåðèìûìè ñêîðîñòÿìè è ñòà-
öèîíàðíàÿ áåãóùàÿ âîëíà íå ðåà-
ëèçóåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ àíàëèçà âîçáóæäåí-
íûõ âîëí òðåáóåòñÿ çíàíèå íå òîëü-
êî îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, íî è çíà-
÷åíèé l(k) ïðè íåóñòîé÷èâîñòè.

Íà ðèñ. 5.2 ïðåäñòàâëåíû
çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî èíê-

ðåìåíòà íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé b îò a. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òåõ a, äëÿ
êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþò ñåìåéñòâà áûñòðûõ è ìåäëåííûõ âîëí,
äëÿ ïîñëåäíèõ èíêðåìåíò íàðàñòàíèÿ áîëüøå: áûñòðûå âîëíû â öåëîì
ìåíåå íåóñòîé÷èâû, ÷åì ìåäëåííûå. Ýòà ðàçíèöà ñãëàæèâàåòñÿ ïðè d ® 0
è óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ðîñòå d.

Ïðîàíàëèçèðóåì ãðàôèêè íà ðèñ. 5.2, äàííûå äëÿ d = 0,03,
äâèãàÿñü ïî a îò íåéòðàëüíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà a 0. Ïðè a Î (a0, a1)
ðåøåíèÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ñèëüíî íåóñòîé÷èâû, ïðè÷åì áîëåå íåóñòîé÷è-
âû, ÷åì ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå. Òî åñòü âîçìóùåíèÿ ðàçâàëèâàþò
íåëèíåéíóþ âîëíó áûñòðåå, ÷åì ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå. Ýòèì îáúÿñ-
íÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå (ñì., íàïðèìåð, [49, 55]) ïðè âûíóæ-
äåííîì âîëíîîáðàçîâàíèè âîëíû ïåðâîãî ñåìåéñòâà íå ðåàëèçóþòñÿ äëÿ
a Î (a 0, a1). Â îáëàñòè a Î (a1, a¢1 ) âîëíû ïåðâîãî ñåìåéñòâà óñòîé÷èâû,
îíè ðåàëèçóþòñÿ êàê ïðè åñòåñòâåííîì, òàê è ïðè âûíóæäåííîì âîëíîîá-
ðàçîâàíèè.

Ïðè a Î (a¢1 , a2 ) âîëíû ïåðâîãî ñåìåéñòâà íåóñòîé÷èâû. Îäíàêî
èíêðåìåíòû èõ íàðàñòàíèÿ îòíîñèòåëüíî ìàëû, è ïðè çàäàíèè íà âûõî-
äå âîçìóùåíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé àìïëèòóäû íà íåêîòîðîì ðàññòîÿ-
íèè îò âõîäà ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñòàöèîíàðíûå áåãóùèå âîëíû ñ âû-

Ðèñ. 5.2. Çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî
èíêðåìåíòà íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé:

I � äëÿ âîëí ïåðâîãî ñåìåéñòâà,
II � äëÿ âîëí âîòîðãî ñåìåéñòâà;
1, 2, ..., 6 � îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè

âîëíîâûõ ðåøåíèé
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øåóêàçàííûìè äëèíàìè âîëí. Òàêàÿ âîëíà äî ñâîåãî ðàçâàëà ïðîõîäèò
íåñêîëüêî ñâîèõ äëèí. Âîëíû âòîðîãî ñåìåéñòâà ïðè a Î (am, a2 ) èìååò
áîëüøîé èíêðåìåíò b è íå ðåàëèçóþòñÿ äàæå ïðè âûíóæäåííîì âîëíî-
îáðàçîâàíèè.

Ïðè a < a2 íà îïûòå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî âîëíû âòîðîãî
ñåìåéñòâà. Ïðè åñòåñòâåííîì èõ îáðàçîâàíèè îíè ñîîòâåòñòâóþò âîëíî-
âûì ÷èñëàì (a2, a¢2 ), ..., (a6, a¢6). Ïðè âûíóæäåííîì âîëíîîáðàçîâàíèè
âîëíû âòîðîãî ñåìåéñòâà ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ïðè âñåõ a Î (a2, a¢6).
Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàìè [49, 55]. Èíêðåìåíòû íàðàñòàíèÿ
â íåóñòîé÷èâûõ îáëàñòÿõ (a2, a¢6 ) îòíîñèòåëüíî ìàëû.

Ïðè a < a¢6 lm ðåçêî âîçðàñòàåò ïðè óìåíüøåíèè âîëíîâîãî
÷èñëà è ïðè s = 0,1 äîñòèãàåò çíà÷åíèé ïîðÿäêà 0,02 äëÿ áûñòðûõ âîëí
è ïîðÿäêà aci

max äëÿ ìåäëåííûõ. Ïðè a = a6 â ýêñïåðèìåíòå äàæå ïðè
âûíóæäåííîì âîëíîîáðàçîâàöèè íå ðåàëèçóþòñÿ íè âîëíû ïåðâîãî, íè
âîëíû âòîðîãî ñåìåéñòâà. Ãðàíèöà a = a¢6(d) áûëà íàçâàíà â [49]
íèæíåé ãðàíèöåé ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâûõ ðåæèìîâ.

Ïîíÿòü ïîâåäåíèå âîçìóùåíèé ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ ìîæ-
íî èç ïðîñòûõ êà÷åñòâåííûõ ðàññóæäåíèé. Ïðè a ® 0 ïåðèîäè÷åñêèå
âîëíû ñòðåìÿòñÿ ê ñîëèòîííûì. Äëÿ òàêîé ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû èìååòñÿ
äëèííûé ãëàäêèé ó÷àñòîê, ðàçäåëÿþùèé âîëíû; ïðè a ® 0 åãî äëèíà
íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå íåóñòîé÷èâî ñ ìàê-
ñèìàëüíûì êîýôôèöèåíòîì íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé aci

max. Ðàçóìíî îæè-
äàòü, ÷òî ïðè a ® 0 lm ® aci

max, òàê êàê âîëíà, áëèçêàÿ ê óåäèíåííîé,
áóäåò ðàçâàëèâàòüñÿ âîçìóùåíèÿìè íà ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ó÷àñòêàõ, à
âêëàä ýòèõ ó÷àñòêîâ â íåóñòîé÷èâîñòü âîëíû áóäåò ðàñòè ïðè a ® 0.
Â ýòîì ñîñòîèò îäíî èç îòëè÷èé ñîëèòîíîâ â àêòèâíûõ ñðåäàõ ñ ïîäêà÷-
êîé ýíåðãèè è äèññèïàöèåé îò ñîëèòîíîâ â êîíñåðâàòèâíûõ ñðåäàõ.
Â ïîñëåäíèõ ïëîñêîïàðàëëåëüíûé ó÷àñòîê ñîëèòîíà íåéòðàëüíî óñòîé÷èâ
ê âîçìóùåíèÿì, è ðàñïàä ñîëèòîíà ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî îò âíóòðåí-
ííåé íåóñòîé÷èâîñòè ãîðáà èëè âïàäèíû.

Íà ðèñ. 5.2 òàêæå èçîáðàæåíî ïîâåäåíèå lm ïðè d = 0,06 è
aci

max = 0,1376. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïåðâîãî ñåìåéñòâà èñ÷åçëà, îäíàêî
âáëèçè îïòèìàëüíîãî ðåæèìà lm èìååò ÿðêî âûðàæåííûé ìèíèìóì,
lm = 0,00151. Ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ a äëÿ ñåìåéñòâ ìåäëåííûõ âîëí
íàáëþäàåòñÿ áîëåå ðàâíîìåðíûé ðîñò lm(a), ÷åì ïðè d = 0,03; ïðè
s = 0,01 lm ñîâïàäàåò òðåìÿ çíà÷àùèìè öèôðàìè ñ aci

max, âûõîäÿ íà
àñèìïòîòó. Âòîðîå ñåìåéñòâî òåïåðü èìååò ÷åòûðå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
(ak, a¢k), k = 2, 3, 4, 5. Ïðè a < a4 lm ñèëüíî îñöèëëèðóåò è ïðè
íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ a ïîäõîäèò äîâîëüíî áëèçêî ê íóëþ. Ïðè äàëü-
íåéøåì óìåíüøåíèè a lm ðåçêî âîçðàñòàåò, è ïðè a ® 0 lm ® aci

max.
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6. ÄÂÓÌÅÐÍÛÅ  ÂÎËÍÛ:
ÒÅÎÐÈß  È  ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ

Ïðèìåíèìîñòü òåîðèè, îñíîâàííîé íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (2.18), ê
èñòîëêîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðåãóëÿðíûìè âîë-
íàìè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ îãðàíè÷åíèÿìè: d � 0,5; k2 << 1 (k = ù -1).
Ïåðâîå èç íèõ çàäàåò ãðàíèöó, âûøå êîòîðîé ðåãóëÿðíûå âîëíû íå
ñóùåñòâóþò êàê óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Âòîðîå óñëîâèå çà-
äàåò ïîðÿäîê ÷ëåíîâ, îòáðàñûâàåìûõ ïðè âûâîäå (2.18), êîòîðûå äîëæíû
îñòàâàòüñÿ ìàëûìè. Íà ðèñ. 6.1 a, á, ïðåäñòàâëåíû ëèíèè d = const â
ïëîñêîñòÿõ (Re, g), (k2, g). Íà ðèñ. 6.1, a ïðåäñòàâëåíû òàêæå èíòåðâàëû
÷èñåë Ðåéíîëüäñà è  çíà÷åíèÿ g äëÿ öåëîãî ðÿäà ýêñïåðèìåíòîâ [55].
Âèäíî, ÷òî óñëîâèå d < 0,5 âûïîëíÿåòñÿ íà áîëüøåé ÷àñòè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ ïî ÷èñëó Re. Óñëîâèå k 2 < 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ýòèõ
çíà÷åíèé d ïðè g � 500. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèìîñòü òåîðèè ïî
ñóùåñòâó îãðàíè÷åíà òîëüêî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ g.

Ðàçâèòèå íåëèíåéíûõ âîëí ïðè âûíóæäåííîì âîëíîîáðàçîâàíèè
ìîäåëèðóåòñÿ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïðè çàäàí-
íîì âîëíîâîì ÷èñëå s, îïðåäåëÿþùåì ïåðèîä ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðèîäè÷-
íîñòè. Ïðè ýòîì ÷èñëåííî èíòåãðèðóåòñÿ ïî âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþùàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Íà ðèñ. 1.3 è â òàáë. 6.1 ïîêàçàíî ñðàâíåíèé ôàçîâûõ ñêîðîñòåé c,
c¢ñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ ðåæèìîâ, âçÿòûõ èç ýêñïåðèìåíòà [55] è
ïîëó÷åííûõ èç ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (2.18) ìåòîäîì óñòà-
íîâëåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðûå ðàçëè÷èÿ, ñîîòâåòñòâèÿ íàëèöî.

Ðèñ. 6.1. Îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè [36]

Òàáëèöà 6.1

à á
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Êàê áûëî íàéäåíî òåîðåòè÷åñêè, ïðè åñòåñòâåííîì âîëíîîáðàçîâà-
íèè è äàëüíåéøåé íåëèíåéíîé êîíêóðåíöèè ìîæåò �âûæèòü� òîëüêî
îäèí èç äâóõ óñòîé÷èâûõ âîëíîâûõ ðåæèìîâ. Ýòî òå âîëíû, êîòîðûå ïðè
ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå Ðåéíîëüäñà ïåðåíîñÿò ìàêñèìóì ðàñõîäà. Óæå â
ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòàõ Êàïèöû [1, 2] íàáëþäàëèñü äâà òèïà ðåãóëÿðíûõ
âîëí: áëèçêèå ê ñèíóñîèäàëüíûì è êðóïíîàìïëèòóäíûå îáðàçîâàíèÿ ñ
êðóòûì ïåðåäíèì ôðîíòîì è êàïèëëÿðíîé ðÿáüþ ïåðåä íèìè. Äëÿ âîëí
ïåðâîãî òèïà òåîðèÿ ïîñòðîåíà â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå [3], ñîãëàñî-
âàíèå ñ ýêñïåðèìåíòàìè [2] ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.1. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ âòîðîãî òèïà. Íà÷íåì ñ óñëîâíîé íèæíåé ãðàíèöû èõ
ñóùåñòâîâàíèÿ, êîòîðóþ çàäàþò îïòèìàëüíûå ðåæèìû âòîðîãî ñåìåéñòâà.
Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû âîëí âòîðîãî ñåìåéñòâà ñ ìàêñèìàëüíûì ðàñ-
õîäîì ïðèâåäåíû ê ðàçìåðíûì â íèæåïðèâåäåííîé òàáë. 6.2.

Çäåñü <R> � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, ïîñòðîåííîå ïî ñðåäíåìó ðàñõîäó
ïðè âîëíîâîì òå÷åíèè, <R> = q0R. Äàëåå, <R> /g3 = 7,508d9/11q0,
a <R>/ù = 15 adq 0

4/3. Ïàðàìåòðû â ïåðâîé ñòðîêå õàðàêòåðèçóþò
ðàñõîä, âî âòîðîé è òðåòüåé � ýêñïåðèìåíòàëüíîå [55] è òåîðåòè÷åñêîå
âîëíîâîå ÷èñëî. Ìåæäó çíà÷åíèÿìè ýêñïåðèìåíòà è òåîðèè èìååòñÿ
õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñè-

Òàáëèöà 6.2

Ðèñ. 6.2. Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [52] è ðàñ÷åòíûõ ïðîôèëåé
ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí [21, 22]. Ïàðàìåòðû âîëí ñì. â òàáë. 6.3

à

á â

ã
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Ðèñ. 6.5. Ñðàâíåíèå
ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé
çàâèñèìîñòåé òîëùèíû îñòàòî÷íîãî

ñëîÿ hmin îò àïìëèòóäû:
n = 1,03 · 10-6 ì2/ñ,

s/r  = 72,9 · 10-6 ì3/ñ2, g = 3298;
1 � <R> = 49; 2 � 30; 3 � 19;

4 � 14; 5 � 9,8

ìîñòü ïîñòðîåíà óñðåäíåíèåì äàííûõ ïî íåñêîëüêèì æèäêîñòÿì è äî-
âîëüíî ïðèáëèæåííà. Ñðàâíåíèå ïðîôèëåé âîëí è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ
ïðèâåäåíî íà ðèñ. 6.2 è â òàáë. 6.3. Çàäíèé ôðîíò òåîðåòè÷åñêîé
âîëíû âòîðîãî ñåìåéñòâà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíîìó,
òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçûâàåìûå îñöèëëÿöèè íà çàäíåì ôðîíòå ÿâëÿþòñÿ
áîëåå æåñòêèìè, èõ àìïëèòóäà íåñêîëüêî áîëüøå ýêñïåðèìåíòàëüíîé, õîòÿ
çíà÷åíèÿ h áëèçêè. Ñîîòâåòñòâèå â öåëîì ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì Íà ðèñ. 6.3
ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè âîëíû îò åå äëèíû äëÿ âîëí âòîðîãî
ñåìåéñòâà. Èìååòñÿ ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì. Äàí-

íûå ïðåäñòàâëåíû äëÿ
n = 7,2 × 10 -6 ì2 × ñ -1 ,
s/r = 57,6 × 10-6 ì3 × ñ-2. Íà
ðèñ. 6.4 ïîêàçàíà ñêîðîñòü âîëíû
êàê ôóíêöèÿ àìïëèòóäû.

Òàáëèöà 6.3

Ðèñ. 6.3. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè
âîëíû îò åå äëèíû. Ýêñïåðèìåíòû

[52] è òåîðåòè÷åñêèå
äàííûå [22]

Ðèñ. 6.4. Òåîðåòè÷åñêèå è
ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàâèñèìîñòè

ñêîðîñòè ñîëèòîíà îò åãî
àìïëèòóäû: n = 2,12 · 10-6 ì2/ñ,
s/r = 28,5 · 10-6 ì3/ñ2, g = 491;
1 � <R> = 29; 2 � 19; 3 � 14;

4 � 9,7; 5 � 5,6
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Çíà÷åíèÿ òîëùèíû îñòàòî÷íîãî ñëîÿ è ìèíèìàëüíàÿ òîëùèíà
ïëåíêè âàæíû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà. Òåîðåòè÷åñêàÿ è
ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòè òîëùèíû îñòàòî÷íîãî ñëîÿ hk

* è ìèíè-
ìàëüíîé òîëùèíû h*

min îò àìïëèòóäû a* äàíû íà ðèñ. 6.5. Ïðè d ® 0
a ® 0,657(15d)3/2, íî òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó ïðè ìàëûõ a% :

1/13 2 11/39 2/131,0083 (3 /2 ) .k
h g ag n® %

Çàâèñèìîñòü îò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ êðàéíå ñëàáàÿ: èçìåíå-
íèå s â 104 ðàç âåäåò ê èçìåíåíèþ hk

* â äâà ðàçà. Ïðè ìàëûõ a%  èìååòñÿ
âåñüìà ðåçêàÿ çàâèñèìîñòü hk

* è h*
min îò àìïëèòóäû, ïðè áîëüøèõ æå a%

çàâèñèìîñòü ñëàáàÿ, êàê ýòî è íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå.
Âçÿâ íå îäíó, à íåñêîëüêî ãàëåðêèíñêèõ ôóíêöèé â ðàçëîæåíèè ïî

ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå y, ìîæíî ïîëó÷èòü òåîðåòè÷åñêèé ïðîôèëü ñêîðî-
ñòåé, à íå çàäàâàòü åãî, ñì. ðèñ. 6.6 [25].

6.1. Äîìèíèðóþùèå âîëíû êàê ãëîáàëüíûå àòòðàêòîðû

Íååäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíûõ âîëíîâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.18)
ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ d, s âûäâèãàåò ïðî-
áëåìó âûáîðà òîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ñëåäóåò ñðàâíèâàòü ñ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè äàííûìè. Â [3] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îïòèìàëüíûõ ðåæè-
ìîâ: íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ïåðâîãî ñåìåéñòâà âîëí òàêîé ðåæèì îáåñïå-
÷èâàåò íàèáîëüøèé, âîçìîæíûé ðàñõîä ïðè ôèêñèðîâàííîé ñðåäíåé òîëùèíå
ïëåíêè. Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûå ðåæèìû îáëàäàþò ïðåèìóùå-
ñòâîì â îòíîøåíèè óñòîé÷èâîñòè: îíè íàèìåíåå íåóñòîé÷èâû ê âîçìóùå-

Ðèñ. 6.6. Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòåé
ïàðàìåòðîâ ñîëèòîíà îò åãî àìïëèòóäû: n = 7,2 · 10-6 ì2/ñ;
s/r = 57,6 · 10-6 ì3/ñ2; g = 193,6; <R> = 3,064; d = 0,567:
à) ïðîôèëåé âîëíû; á) ñêîðîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà;

â) ìãíîâåííûõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè
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íèÿì îïðåäåëåííûõ òèïîâ. Èäåÿ, ñâÿçàííàÿ ñ âûäåëåíèåì ðåøåíèé ïî
ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâàì èõ ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ,
ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â [32, 33] è çàâåðøèëàñü ââåäåíèåì
ïîíÿòèÿ äîìèíèðóþùèõ âîëí (ðèñ. 4.16, 4.18). Ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè
ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè ïî âðåìåíè äëÿ ñèñòåìû (2.18) ïîêàçàíî, ÷òî
äîìèíèðóþùèå âîëíû óñòîé÷èâû è îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïðèòÿãèâàòü
íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ èç ìàëûõ  îêðåñòíîñòåé äðóãèõ ðåãóëÿðíûõ
âîëí, èíà÷å ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî èõ ñîñòàâëÿåò ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð äëÿ
ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.15), (2.16).

Äëÿ ëþáûõ  ìàëûõ ãàðìîíè÷åñêèõ  èëè ñòîõàñòè÷åñêèõ íà÷àëüíûõ
âîçìóùåíèé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ h = 1, q = 1 ïðåäåëüíûìè ïðè t ® ¥
ñîñòîÿíèÿìè   îêàçûâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, äîìèíèðóþùèå âîëíû. Äîïîëíè-
òåëüíî ê íèì îáíàðóæåíû òàêæå îñöèëëèðóþùèå ðåæèìû â îêðåñòíîñòè
òåõ ïàð çíà÷åíèé (d, s), äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî äîìèíèðóþùèõ âîëí
òåðïèò ðàçðûâû (ðèñ. 6.7, 6.8, a). Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ
ïðèíèìàòü ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ  (2.15), (2.16)  íå ïðèíàäëåæàùèå ê
ìíîæåñòâó äîìèíèðóþùèõ âîëí, òî ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå èõ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñâîéñòâîì íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ ðåøåíèé. Íåèçáåæíûå îøèáêè âû-
÷èñëåíèé  ïðè ðàñ÷åòå ðåãóëÿðíûõ âîëí ñîîòâåòñòâóþò ìàëûì ñëó÷àéíûì
âîçìóùåíèÿì â íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ðàçâèòèå èõ ïðèâîäèò ê ïåðåñòðîéêå
âûáðàííîé âîëíû â òó äîìèíèðóþùóþ âîëíó, êîòîðàÿ  ñóùåñòâóåò äëÿ
âûáðàííûõ d, s (ðèñ. 6.8, a). Ïðèòÿãèâàþùèå ñâîéñòâà äîìèíèðóþùèõ
âîëí îñëàáëÿþòñÿ ñ óìåíüøåíèåì s (ïðè s < 0,1) è ñ ðîñòîì d (ïðè
d > 0,5).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà ïðåäåëüíîé, ðåãóëÿðíîé âîëíû óñëîæ-
íÿåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå s = 0 ïî âåòâè âòîðîãî ñåìåéñòâà, è
âñå òðóäíåå ðåàëèçóåòñÿ âû÷èñëåíèå òàêèõ âîëí. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

Ðèñ. 6.7. Ðàçâèòèå íåëèíåéíûõ âîëí èç ìàëûõ âîçìóùåíèé
ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ïëåíêè (d = 0,15)
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âòîðîå  ñåìåéñòâî èìååò ìàêñèìóì
ñðåäíåãî ðàñõîäà ïðè çíà÷åíèÿõ
s < 0,1 (ðèñ. 4.10). È õîòÿ ôàçîâàÿ
ñêîðîñòü è àìïëèòóäà ñòàöèîíàðíîé
âîëíû ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè
s ïðîäîëæàþò ðàñòè, ñðåäíèé ðàñõîä
q óìåíüøàåòñÿ, è àòòðàêòîðû íà÷è-
íàþò òåðÿòü ñâîéñòâà äîìèíèðîâà-
íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè s = 0,05,
d = 0,4, òî â ðàñ÷åòàõ ðåàëèçóåòñÿ
ïðåäåëüíàÿ âîëíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
s = 0,1 [38]. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-
õîäó s ® 2s è, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðå-
õîäó ê öåïî÷êå áûñòðûõ âîëí ñ ìåíü-
øèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ãëàâíûìè
ãîðáàìè. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò
ýêñïåðèìåíòàëüíûì íàáëþäåíèÿì  [2,
55], ñîãëàñíî êîòîðûì èìååòñÿ ãðà-
íèöà, îïðåäåëÿþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ
äëèíó âîëíû, äîñòèæèìóþ â ïëåíêå

Ðèñ. 6.8. a) Ñåìåéñòâà íåëèíåéíûõ âîëí ïðè d = 0,1: 1 - g 1
-1,1, 2 - g 2

-2,1,
3 - g 3

+ 1,1 , 4 - g 4
-3,1, 5 - g 2

-1,2, 6 - g 3
-2,2, 7 - g 4

+1,2; á) Ðàçâèòèå âîëí g 1
-1,1 âî âðåìåíè

ïðè d = 0,1: 1 - s = 0,2; 2 - 0,25; 3 - 0,35; 4 - 0,38; 5 - 0,39; 6 - 0,5;
â) ïðîôèëè âîëí h: 1 - t = 0; 2 - 20; 3 - 28; 4 - 37; 5 - 48;

ã) ôàçîâûå ñêîðîñòè ãàðìîíèê ck: 1 - k = 2; 2 - 4

Ðèñ. 6.9. Ãðàíèöû âîëíîâûõ ðåæèìîâ:
ëèíèè 1�4 ýêñïåðèìåíòû [55],
5�8 � äîìèíèðóþùèå âîëíû,
d = 0,04; 0,1; 0,15; 0,2; [38].

vq = (45d)9/11q03
-1, va = (30pdq0

4/3)-1

á

â ã

à
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ïðè çàäàííîì ðàñõîäå óìåíüøåíèåì ÷àñòîòû ìàëûõ âîçìóùåíèé â íà-
÷àëüíîì ñå÷åíèè ïëåíêè. Íà ðèñ. 6.9 ïîêàçàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå è
ðàñ÷åòíûå ãðàíèöû âîëíîâûõ ðåæèìîâ. Ëèíèÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëü-
íî äëèííûì âîëíàì, òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò âû÷èñëåííûì îïòèìàëüíûì
äîìèíèðóþùèì ðåæèìàì, èíà÷å ãîâîðÿ, ðåøåíèÿì âòîðîãî ñåìåéñòâà ñ
íàèáîëüøèì ñðåäíèì ðàñõîäîì q0. Èìååòñÿ âïîëíå ÷åòêîå ñîîòâåòñòâèå
ýêñïåðèìåíòîâ è ðàñ÷åòîâ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñ ðîñòîì d áûñòðî âîçðàñ-
òàåò êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ áèôóðêàöèé, ïîýòîìó âîçíèêàþò íåñòàöè-
îíàðíûå âîëíû â óçêèõ èíòåðâàëàõ ïî s (ðèñ. 4.18). Â ñâÿçè ñ ðîñòîì
÷èñëà áèôóðöèðóþùèõ ñåìåéñòâ âëèÿíèå ôàêòîðà ñëó÷àéíîñòè â âîç-
áóæäåíèè ïðîìåæóòî÷íûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ òàêæå äîëæíî âîç-
ðàñòàòü. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ d > 0,5
ðåãóëÿðíûå âîëíîâûå ðåæèìû â ýêñïåðèìåíòàõ íå íàáëþäàþòñÿ. Ïåðå-
ñòðîéêà öåïî÷åê óåäèíåííûõ âîëí ïðè ìàëûõ s, âûçâàííàÿ èõ íåóñòîé÷è-
âîñòüþ, ðàññìàòðèâàåòñÿ â [43�46]. Äëÿ ñèñòåìû (2.18) ñòàâèëàñü íà-
÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à íà äîñòàòî÷íî ïðîòÿæåííîì èíòåðâàëå 0 � x � xk
ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñëåäóþùåãî âèäà:

01 : 1 , (1 ( )) ,x h q q F t= = = +
2

2: ( 1) , 0 .k
h h hx x hx xx

s s¶ ¶ ¶= = - - =¶ ¶¶
Â íà÷àëüíîì ñå÷åíèè x = 0 çàäàþòñÿ  ìàëûå ñëó÷àéíûå êîëåáàíèÿ

ðàñõîäà ñ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé F0. Â êîíå÷íîì ñå÷åíèè x = xk çàäàþòñÿ
òàê íàçûâàåìûå ìÿãêèå óñëîâèÿ,  êîòîðûå  èñêëþ÷àþò áûñòðûé ðîñò
ðåøåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè x. Â êà÷åñòâå s < 0 ïðèíèìàëîñü îäíî èç
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëèíåéíîé çàäà÷è î ïðîñòðàíñòâåííîé íåóñòîé÷èâîñòè
íåâîçìóùåííîé ïëåíêè.

×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è òðåáóåò áîëåå
çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé Êîøè
î ñàìîðàçâèòèè âî âðåìåíè ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí. Íà
ðèñ. 6.10 ïðåäñòàâëåíà ìãíîâåííàÿ êàðòèíà òîëùèíû ïëåíêè ïîñëå íåêî-
òîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âðåìåíè ðàçâèòèÿ ïîä âîçäåéñòâèåì F(t).
Íà íåé îò÷åòëèâî âèäíà ýâîëþöèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåëèíåéíûõ óåäèíåííûõ âîëí ñ óäàëåíèåì îò íà÷àëüíîãî ñå÷åíèÿ.

Ðèñ. 6.10. Ïîâåðõíîñòü âîëíîâîé ïëåíêè ïðè âîçáóæäåíèè ñëó÷àéíûõ
êîëåáàíèé ðàñõîäà â íà÷àëüíîì ñå÷åíèè [45]
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Íà ðèñ. 6.11 ïîêàçàíî, êàê èçìåíÿåò-
ñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðáàìè. Ïðå-
äåëüíàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà ðèñ. 6.11,
èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé A íà ðèñ. 6.9,
êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè òî÷íî ïîïàäàåò
íà ëèíèþ îïòèìàëüíûõ äîìèíèðóþ-
ùèõ ðåæèìîâ. Â [47] ÷èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû ñ âîëíàìè, ðàçâèâàþ-
ùèìèñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîð-
äèíàòå, ïðèâåäåíû òàêæå è äëÿ îáîá-
ùåííîé ñèñòåìû (2.18) ñ ó÷åòîì íå-
ñêîëüêèõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé
â ìåòîäå Ãàëåðêèíà. Îñíîâíîå âíè-
ìàíèå óäåëÿëîñü âçàèìîäåéñòâèÿì óåäèíåííûõ âîëí, âûçûâàåìûõ îòêëî-
íåíèÿìè âîëíîâîé öåïî÷êè îò ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû.

6.2. Òåîðèÿ äëÿ èñòîëêîâàíèÿ
è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ïðèòÿãèâàþùèå ñâîéñòâà äî-
ìèíèðóþùèõ âîëí âûäåëÿþò èõ èç
ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
(2.18) êàê íàèáîëåå ïîäõîäÿùèå
âîëíû äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ýêñïå-
ðèìåíòàìè ðèñ. 6.12. Åñëè èìåþò-
ñÿ ðàññ÷èòàííûå òàáëèöû ïàðàìåò-
ðîâ äîìèíèðóþùèõ âîëí êàê ôóíê-
öèé s ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ d,
òî ìîæíî ïîñòàâèòü âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò âìåñòî ôèçè÷åñ-
êèõ ýêñïåðèìåíòîâ [36]. Ïóñòü
âûáðàíà ðàáî÷àÿ æèäêîñòü, òîãäà
îïðåäåëåí ïàðàìåòð g. Çàäàâàÿ d,
ïî òàáëèöàì íàõîäèì ïðè ðàçëè÷-
íûõ s õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïàðàìåò-

Ðèñ. 6.11. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ãëàâíûìè ãîðáàìè íà ðèñ. 6.10

d = 0,216

Ðèñ. 6.13. Ñðàâíåíèå äîìèíèðóþùèõ âîëí ñ ýêñïåðèìåíòàìè [55]

Ðèñ. 6.12. Ñàìîðàçâèòèå
äîìèíèðóþùèõ âîëí (òî÷êè) èç
ìàëûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé
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ðû âîëí c, q0, hmax, a, l, à çàòåì âû-
÷èñëÿåì ðàñõîä è ÷èñëî Ðåéíîëüä-
ñà. Ïåðåáèðàÿ çíà÷åíèÿ d è ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ðàñõîäû, ïîëó÷èì
àíñàìáëü òî÷åê â ëþáîé ïëîñêîñòè,
ïðèíèìàåìîé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ïðèìåð  òàêîãî  ÷èñëåí-
íîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåí íà
ðèñ. 6.13, ãäå äàíû ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå [55] è ðàñ÷åòíûå [36]
òî÷êè. Èñïîëüçóåì òåïåðü ÷èñëåí-
íûå äàííûå î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïàðàìåòðàõ ðåãóëÿðíûõ âîëí äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ çà-
âèñèìîñòåé ìåæäó ýòèìè ïàðàìåò-
ðàìè. Íà ðèñ. 6.14, ãäå ïðåäñòàâ-
ëåíû äàííûå äëÿ äîìèíèðóþùèõ
âîëí â ïëîñêîñòè (c, a), âûäåëÿþò-

ñÿ òðè ãðóïïû ðåçóëüòàòîâ. Òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâûì ñåìåé-
ñòâàì ïðè ðàçíûõ d, ðàñïîëàãàþòñÿ âäîëü äóãè 1 è â åå áëèçêîé
îêðåñòíîñòè. Êàæäîå ñåìåéñòâî èìååò ÷åòêèé ìàêñèìóì çíà÷åíèÿ àìï-
ëèòóäû a (îïòèìàëüíûå ðåæèìû [3]). Òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ êî âòîðûì
ñåìåéñòâàì, ðàññëàèâàþòñÿ, ðàñïîëàãàÿñü âäîëü ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ 2
è â èõ ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ. Ðàçáðîñ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ âîç-
ðàñòàåò ñ ðîñòîì d, îäíàêî ïðè âñåõ d < 0,4 çàâèñèìîñòü ôàçîâîé
ñêîðîñòè îò àìïëèòóäû ïðèâîäèòñÿ  ê åäèíîé ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííûì
íàêëîíîì. Ýòî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì î äëèí-
íûõ âîëíàõ. Òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ ê ñåìåéñòâàì ïðîìåæóòî÷íûõ áèôóð-
êàöèé, çàïîëíÿþò â ïëîñêîñòè (c, a) îáëàñòü 3 è ê åäèíîé êðèâîé íå
ïðèâîäÿòñÿ.

Íà ðèñ. 6.15 òàêèå ðåæèìû çàïîëíÿþò ïîëîñó âìåñòå ñ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè òî÷êàìè. Òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå âîëíû ýòîãî
òèïà ðàçâèâàþòñÿ èç âîçìóùåíèé ñ ÷àñòîòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè îêðåñ-
òíîñòè ÷àñòîòû íàèáîëåå ðàñòóùèõ âîëí è â [55] íàçâàíû âîëíàìè â
îáëàñòè âîëíîîáðàçîâàíèÿ.

7. ÒÐÅÒÈ×ÍÀß  ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ
È  ÏÅÐÅÕÎÄ  Ê  ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÌÓ  ÐÅÆÈÌÓ
Ðåçóëüòàòîì ýâîëþöèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà âõîäå âíèç ïî

ïîòîêó ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûå ñîëèòîíû, îíè íàáëþäàþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ
[49, 50, 55, 59, 60, 105], îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëü-
äñà è äîñòàòî÷íîé äëèíå êàíàëà îíè ðàñïàäàþòñÿ íà òðåõìåðíûå ëîêà-
ëèçîâàííûå îáðàçîâàíèÿ [55, 57, 58].

Ðèñ. 6.14. Ñëåäû äîìèíèðóþùèõ
âîëí â ïëîñêîñòè (c, a)
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×òîáû èññëåäîâàòü ýòî ÿâëåíèå, íàëîæèì íà äâóìåðíîå ðåøåíèå
òèïà ñîëèòîíà ìàëûå âîçìóùåíèÿ âèäà

0( ) ( ) ,i z th h H e
Ù

b + lx x= +

0( ) ( ) ,i z tq q Q e
Ù

b +lx x= + (7.1)

( ) , .i z ti e x ct
Ù

b +lx x= = -p P

Ïîäñòàâëÿÿ (7.1) â (2.15)�(2.16) è ëèíåàðèçèðóÿ, ïîëó÷èì êðàå-
âóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ l [48]:

2
0 0 0

2
0 00

3
02

3 2 30 0 0
0 0

12 6 6
5 5 5

21 1 .5

q q qdQ Q H cQd h hh

qd H dH
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Ù Ù Ù Ù Ù
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l b
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b
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æ ö+ - - - =ç ÷è ø

ì üï ï= + - + - +¢¢¢í ý
ï ïî þ
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(7.2)2
0 3

2 20 0
0 0

6 1 1 ,5 5
q d Hd c h h Hd h d h

Ù
Ù Ù Ù Ù Ù

l b b
x d x

ì üï ïæ ö+ - = - -í ýç ÷è ø ï ïî þ
P P P P

0 ,dH Q cHd
Ù Ù Ù Ù

l b
x

æ ö+ - - =è ø P

, , 0 .H Q
Ù Ù Ù

x® ® ±¥P

Ðèñ. 6.15. Ôàçîâûå ñêîðîñòè äîìèíèðóþùèõ âîëí, ïðèíàäëåæàùèõ
ñåìåéñòâàì ïðîìåæóòî÷íûõ áèôóðêàöèé
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Ýòà ñèñòåìà ïðè b = 0 è 0H
Ù

=  ïåðåõîäèò â (5.2) è îïèñûâàåò óñòîé-
÷èâîñòü ê äâóìåðíûì âîçìóùåíèÿì. Ïðè x ® ±¥ (7.1) ñòðåìèòñÿ ê
ñèñòåìå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðàÿ èìååò ðåøåíèå âèäà
exp(sx), s îïðåäåëÿåòñÿ äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì

4 2 2 2

2 4

( ((5 12 6) 2 )

(3 10 12 ) 5 )
((6 5 ) 5 1) 0 ,

c c

c c

c

s d b s

l d ld s l d l b

ds ld

+ - + - +
+ - + - + + + ´

´ - + + =

òðè êîðíÿ êîòîðîãî, sk, Re{s k} > 0, ñîîòâåòñòâóþò çàòóõàþùèì ïðè x ® - ¥
ðåøåíèÿì, èìåþùèì âèä A1exp(s1x) + A2exp(s2x) + A3exp(s3x). Ðåøå-
íèå ïðè x ® + ¥ èìååò âèä B1exp(s4x) + B2exp(s5x).

Íà ýòîé îñíîâå ïîñòðîåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðåøå-
íèé. Íàéäåíî, ÷òî ïðè âñåõ d ñóùåñòâóåò îäíî íåóñòîé÷èâîå äåéñòâèòåëü-
íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, l(b). Â ìàëîé îêðåñòíîñòè b = 0 l = 0; ïðè
óâåëè÷åíèè b ðàñòåò l, ïðîõîäèò ÷åðåç ìàêñèìóì lm ïðè b = bm è çàòåì
ïåðåñåêàåò íîëü ïðè b = b0 è óõîäèò â óñòîé÷èâóþ çîíó l < 0.

Ïðè d ® 0 áûëî íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå
bm ® 0,3255(15d)1/2, lm ® 0,0545(15d)2, b0 ® 0,4758(15d)1/2. Ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d ðåøåíèå âûõîäèò íà äðóãóþ àñèìïòîòèêó,
bm ® 0,361, lm ® 0,2382, b0 ® 0,832.

Ïåðåñ÷åò bm íà ðàçìåðíóþ âåëè÷èíó äëÿ âîäû, g = 2850, äàåò
íàèáîëåå îïàñíóþ äëèíó âîëíû 1,42Re1/9, äëÿ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà îò 5 äî
80 îíà ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 2 ñì, ÷òî õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàì
[55, 57, 58].

Ðàñ÷åòû [48] ïîêàçàëè, ÷òî ïðè d < d* @ 0,05 ¸ 0,07 (äëÿ
âîäû Re* @ 6), íåñìîòðÿ íà ëèíåéíóþ íåóñòîé÷èâîñòü, íå ïðîèñõîäèëî
ïîëíîãî ðàçâàëà äâóìåðíîãî ñîëèòîíà, à ñèãíàë ïðèíèìàë ñòàöèîíàðíóþ
�êâàçèäâóìåðíóþ� ôîðìó, ñëàáî èñêðèâëåííóþ â íàïðàâëåíèè z. Ïðè
d > d* @ 0,05 íåóñòîé÷èâîñòü ïðèâîäèò ê ïîëíîìó ðàçâàëó äâóìåðíîãî
ñîëèòîíà è óñòàíîâëåíèþ òðåõìåðíûõ ëîêàëèçîâàííûõ îáðàçîâàíèé, ðèñ. 7.1.

8. ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÅ  ÑÎËÈÒÎÍÛ
È  ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÀß  ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÜ

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà (÷èñëî Ðåéíîëüäñà,
îñíîâàííîå íà ðàñõîäå ïîäàþùåãî óñòðîéñòâà, 40, ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, ïîä-
ñ÷èòàííîå ïî ïîäñëîþ ñîëèòîíà, áîëüøå 5) ïîâåðõíîñòü âåðòèêàëüíî
ñòåêàþùåé ïëåíêè æèäêîñòè ïîêðûòà ñèëüíî ñöåïëåííûìè òðåõìåðíûìè
ëîêàëèçîâàííûìè êîãåðåíòíûìè ñòðóêòóðàìè, èìåþùèìè ïîäêîâîîáðàç-
íóþ ôîðìó [55]. Ýòè ñòðóêòóðû ïîëó÷àþòñÿ êàê ðåçóëüòàò ðàçðóøåíèÿ
äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ. Ïîâåðõíîñòü ïëåíêè âèçóàëüíî âûãëÿäèò õàîòè÷-
íîé, õîòÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ñëèøêîì ìàëû äëÿ ïðîÿâëåíèÿ íåóñòîé÷èâî-
ñòè Òîëëìèíà�Øëèõòèíãà è îáû÷íîé òóðáóëåíòíîñòè. Ïîýòîìó ýòîò
ðåæèì èíîãäà íàçûâàþò ïîâåðõíîñòíîé òóðáóëåíòíîñòüþ.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ òèïà òðåõìåðíûõ ñîëèòîíîâ [48]. Äëÿ ëîêà-
ëèçîâàííûõ ðåøåíèé òèïà ñîëèòîíîâ ïðè x2 + z2 ® ¥, ò.å. äîñòàòî÷íî
äàëåêî îò ãîðáà, òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûì. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ðåøåíèÿ âáëèçè ïëîñêîãî òå÷åíèÿ, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèñòåìó (2.15)�
(2.16) ïðè x2 + z2 ® ¥ è, ëèíåàðèçîâàâ åå îêîëî òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ,
ñâåäåì åå ê îäíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî 1 0h h

Ù
= - ® . Êðîìå òîãî,

ó÷òåì, ÷òî äàëåêî îò ãîðáà äåòàëè ïîâåäåíèÿ ëîêàëèçîâàííîãî îáðàçîâà-
íèÿ íå âëèÿþò íà ðåøåíèå. Çàìåíèâ ýòî ëîêàëèçîâàííîå îáðàçîâàíèå íà
d-ôóíêöèþ, ïîëó÷èì

( )
2 22 2

2 2 25 ( 3) ( ) ( ) ,
h h

h c x z
xx z x

Ù Ù
Ù

dw d d
¶ ¶¶ ¶+ + - - =¶¶ ¶ ¶

2 12 / 5 6 /5 .c cw = - +
Ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòî-

ÿííîé, ìîæåò áûòü íàéäåíî äâîéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïî îáåèì
êîîðäèíàòàì, s = ia, n = ib,

2
1 ,( )4
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i i

e dh e d

+ ¥ + ¥
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s

- ¥ - ¥

ns
np

= Pò ò

Ðèñ. 7.1. Ðàçâàë äâóìåðíîãî ñîëèòîíà íà òðåõìåðíûå ëîêàëèçîâàííûå
îáðàçîâàíèÿ [48]
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í
ï + - - + =¢¢¢ ¢î

(8.1)
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Çàïèøåì ñèñòåìó (2.15), (2.16) â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
2 2r x z= + , q = arctg(x/z), è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà Ôóðüå

ïî óãëó q, 
0

( ) cos
N

kk
h H r k

=
q= S , àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ íåèçâåñòíûõ.

Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé áðàëèñü óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îñîáåí-
íîñòè ïðè r = 0 è óñëîâèå (8.1) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì r = R. Ñèñòåìà
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ Hk(r), Qk(r) è Pk(r)
ðåøàëàñü êîíå÷íîðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé, â õîäå êîòî-
ðûõ òàêæå íàõîäèëîñü c. Â êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèÿõ áðàëîñü N = 10 ̧  50,
Re = 20 ¸ 40.

Òèïè÷íûé âîëíîâîé ïðîôèëü [48] ïðè d = 0,05 ïðåäñòàâëåí
íà ðèñ. 8.1. Âîëíà èìååò áîëüøóþ èñêðèâëåííóþ ãîëîâêó ñ êàïèëëÿðíîé
ðÿáüþ ïåðåä íåé, ñ äâóìÿ íàêëîííûìè �óñàìè�. Èìååòñÿ ãëóáîêàÿ âïàäè-
íà çà ãîëîâêîé è ìåæäó �óñàìè�. Óêàæåì íà ÿâíîå ñõîäñòâî íàéäåííîãî
ðåøåíèÿ ñ L-ñòðóêòóðàìè òóðáóëåíòíîñòè. Ïðè d < 0,02 ðåøåíèå ñî-
âïàëî ñ íàéäåííûì â [107]. Ïðè óâåëè÷åíèè d âîëíà ñòàíîâèòñÿ áîëåå
âûòÿíóòîé, âïàäèíà � ãëóáæå, à ãîëîâêà � áîëåå çàîñòðåííîé, �óñû� �
áîëåå ïðîòÿæåííûìè. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d ñêîðîñòü òðåõìåðíîãî
ñîëèòîíà âûõîäèò íà ïîñòîÿííóþ c » 4,56, â òî âðåìÿ êàê äëÿ äâóìåðíûõ
ñîëèòîíîâ ýòà êîíñòàíòà ðàâíà c » 7,67. Ñêîðîñòü äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ
âñåãäà áîëüøå ñêîðîñòè òðåõìåðíûõ. Àìïëèòóäà hmax - 1 ïðèìåðíî
ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè: hmax - 1 = 0,95(c - 3).

Ðèñ. 8.1. Òèïè÷íûé ïðîôèëü òðåõìåðíîãî ñîëèòîíà [48]
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ÂÛÂÎÄÛ

Ðàññìàòðèâàåìàÿ òåîðèÿ íåëèíåéíûõ âîëí ñ ñàìîãî íà÷àëà îðèåí-
òèðîâàíà íà ïëåíêè ìàëîé, íî êîíå÷íîé òîëùèíû, è ýòî åå ñâîéñòâî
îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Áàçîâàÿ
ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà ýòîé òåîðèè ñîäåðæèò îäèí ïàðàìåòð ïîäîáèÿ, ïî
çíà÷åíèÿì êîòîðîãî ìîæíî âûäåëèòü êëàññ òå÷åíèé ñ óìåðåííûìè ðàñõî-
äàìè, â êîòîðûõ íàáëþäàþòñÿ ðåãóëÿðíûå íåëèíåéíûå âîëíû.

Òàêèì æå ñïîñîáîì âûäåëÿþòñÿ òå÷åíèÿ ñ ïðåäåëüíî ìàëûìè
ðàñõîäàìè (ìàòåìàòè÷åñêèå âîëíû) è ñ áîëüøèìè ðàñõîäàìè (íåóñòîé-
÷èâûå è ñòîõàñòè÷åñêèå âîëíû). Ïî çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ ìîæ-
íî ñäåëàòü òàêæå âûâîä î ïðèìåíèìîñòè áàçîâîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû ê
èññëåäîâàíèþ âîëíîâîé ïëåíêè êîíêðåòíîé æèäêîñòè. Åñëè óñëîâèÿ ïðè-
ìåíèìîñòè âûïîëíåíû, òî òåîðèÿ ïðàêòè÷åñêè èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì
îïèñûâàåò ñâîéñòâà âîëíîâûõ ðåæèìîâ è äàåò òåîðåòè÷åñêîå èñòîëêîâà-
íèå îñíîâíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ.

Îñíîâíûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû, ïðèãîäíûå äëÿ ñîïîñòàâëå-
íèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè âîëí, ïîëó÷àþòñÿ ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè. Ýòî ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïàêåòîâ
ïðîãðàìì, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû äèíàìèêè ðàçâèòèÿ
íåëèíåéíûõ âîëí íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè áåç ñóùåñòâåííîãî
íàêîïëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê. Èñïîëüçîâàëèñü àëãîðèòìû âû-
÷èñëåíèé îñíîâàííûå íà ìåòîäå Ãàëåðêèíà ñ ïðèìåíåíèåì òåõíèêè áû-
ñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, äîïóñêàþùèå òàêæå ïåðåõîä ê ðàñøèðåí-
íîé ñèñòåìå ïî ìåòîäó èíâàðèàíòíîãî ïîãðóæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà óñòàíî-
âèâøèõñÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è óåäèíåííûõ âîëí. Ìåòîäû ðåàëèçîâàíû íà
ìîäåëüíûõ óðàâíåíèÿõ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ îäíîé è íåñêîëüêèìè àïï-
ðîêñèìèðóþùèìè ôóíêöèÿìè ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå. Ïîäðîáíîå
îïèñàíèå èõ äàåòñÿ â öèòèðîâàííûõ âûøå ïóáëèêàöèÿõ.

Íîâûå çàäà÷è î òå÷åíèÿõ âîëíîâûõ ïëåíîê âûäâèãàþòñÿ â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ïðåæäå âñåãî ïðàêòèêîé èíòåíñèôèêàöèè ïðîöåññîâ
òåïëîìàññîïåðåíîñà è îðãàíèçàöèåé ñîîòâåñòâóþùèõ èíòåíñèâíûõ ïëå-
íî÷íûõ òå÷åíèé.  Ðàçâèòèå òåîðèè òðåáóåòñÿ äëÿ èñòîëêîâàíèÿ è
ïðîãíîçèðîâàíèÿ âîëíîâîé äèíàìèêè â ïëåíêàõ íà ïðîôèëèðîâàííûõ
(ðåëüåôíûõ) ïîäëîæêàõ, à òàêæå äëÿ òå÷åíèé, â êîòîðûõ òåïëî-ìàññî-
ïåðåíîñ è ãèäðîäèíàìèêà ñóùåñòâåííî ñâÿçàíû è îêàçûâàþò âçàèìíî-
îïðåäåëÿþùåå âëèÿíèå. Ýòî êàñàåòñÿ ñèëüíîâÿçêèõ æèäêîñòåé, â ÷àñò-
íîñòè,  ðàñòâîðîâ, âÿçêîñòü êîòîðûõ âîçðàñòàåò ïðè èíòåíñèâíîì  èñïà-
ðåíèè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷èòûâàòü ïåðåìåííîñòü
êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè ïî ïîëþ òå÷åíèÿ è äàæå ïåðåõîäèòü ê ìîäåëÿì
íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé. Ïåðåìåííîñòü âäîëü ïîâåðõíîñòè ïëåíêè
êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïðè èíòåíñèâíîì íàãðåâå
èëè ïåðåíîñå ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûõ âåùåñòâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
ýôôåêòà Ìàðàíãîíè è ñâÿçàííûõ ñ íèì íîâûõ òèïîâ íåóñòîé÷èâîñòè.
Âêëþ÷åíèå â ðàñ÷åòû âîçðàñòàþùèõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíûõ êðèòåðè-
åâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ðåàëüíûõ òå÷åíèé ïëåíîê êîíå÷íîé òîëùèíû, îáû÷íî
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ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èÿì ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè, ïðèíÿòûìè ïðè âûâîäå
èñïîëüçóåìîé ìîäåëè, è ýòî ñêàçûâàåòñÿ â íåêîòîðûõ ïàðàäîêñàõ òåî-
ðèè. Ýòè ïàðàäîêñû ïðåäñòàâëÿþò ñóùåñòâåííûé ñòèìóë ê ðàçâèòèþ
òåîðèè âîëíîâûõ ïëåíîê.

Ïðè âñåõ ðàçëè÷èÿõ êîíêðåòíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ îá èí-
òåíñèâíûõ ïëåíî÷íûõ òå÷åíèÿõ, îíè ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ïðèâåäåíè-
åì çàäà÷è ê ìîäåëüíûì ñèñòåìàì íà îñíîâå ìåòîäà Êàïèöû�Øêàäîâà.
Ýòî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ïîëó÷èëî â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî
øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå, îäíàêî èçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòà-
òîâ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî îáçîðà.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ã.Ì. Ñèñîåâó, Â.Ï. Øêàäî-
âîé, Ä.À. Òóøêàíîâó, Â.Ñ. Øåëèñòîâó, Å.È. Ìîãèëåâñêîìó çà ïîìîùü
ïðè ïîäãîòîâêå ìàòåðèàëîâ ê ïóáëèêàöèè.
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