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Рассматривается NP -трудная задача 1|rj |
∑

Tj теории рас-
писаний. Предлагается подход, основанный на введении метрики
для пространства параметров задачи, позволяющий за полино-
миальное время находить решение задачи с гарантированной аб-
солютной погрешностью. Рассматриваются возможности при-
менения аналогичного подхода для решения других задач теории
расписаний.

Ключевые слова: теория расписаний, приближенные алгоритмы,
NP -трудность, метрики.

1. Введение

Имеется множество N = {1, 2, . . . , n}, состоящее из n тре-
бований, которые необходимо обслужить на одном приборе. При-
бор готов начать обслуживание в момент времени t0 = 0 и
не может обслуживать более одного требования одновременно.
Прерывания при обслуживании запрещены. Для каждого тре-
бования j ∈ N заданы: момент поступления rj , продолжи-
тельность обслуживания pj и директивный срок dj . Расписание
π = {j1, j2, . . . , jn} определяет порядок в котором обслужива-
ются требования. Естественно рассматривать ранние расписания,
при которых

Cj1(π) = rj1 + pj1 ,

Cjk
(π) = max{rjk

, Cjk−1
(π)}+ pjk

, k = 2, 3, . . . , n,

где Cj(π) – момент окончания обслуживания требования j при
расписании π. Необходимо построить оптимальное расписание
π∗, минимизирующее целевую функцию – суммарное запаздыва-
ние

∑
j∈N

Tj(π), где Tj(π) = max{0, Cj(π) − dj} – запаздывание

требования j при расписании π. В дальнейшем, если из контек-
ста ясно о каком расписании идет речь, зависимость от π может
опускаться. Данная задача является NP -трудной [5] и обознача-
ется 1|rj |

∑
Tj [6].

Задача 1|rj |
∑

Tj полностью характеризуется 3n параметра-
ми – директивными сроками, продолжительностями обслужива-
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ния и моментами поступления каждого из n требований. Будем
говорить, что задан пример A задачи, если задано 3n параметров
{rA

j , pA
j , dA

j , j = 1, 2, . . . , n}, характеризующих задачу.
Для частного случая rj = 0, j ∈ N , задачи минимизации

суммарного запаздывания ранее был предложен полиномиальный
приближенный алгоритм сложности O(n7

ε ) операций [8], так-
же для этого случая известен псевдополиномиальный алгоритм
сложности O(n4

∑
pj) [7]. В случае, если

p1 > p2 > . . . > pn,

d1 6 d2 6 . . . 6 dn,

сложность псевдополиномиального алгоритма может быть
уменьшена до O(n2

∑
pj) операций [9]. Для случая 1|rj , pj =

p|
∑

Tj известен полиномиальный алгоритм сложности O(n7),
предложенный P. Baptiste [4].

Далее в статье предлагается подход нахождения приближен-
ного решения задачи 1|rj |

∑
Tj с гарантированной погрешно-

стью, основанный на введении метрики для пространства пара-
метров задачи, и рассматриваются возможности применения дан-
ного подхода к другим задачам теории расписаний. В последнем
разделе описываются численные эксперименты, проведенные для
проверки предложенного метода.

2. Метрика для пространства параметров

Задача 1|rj |
∑

Tj полностью характеризуется 3n пара-
метрами, что позволяет нам рассматривать примеры зада-
чи, как точки в 3n-мерном пространстве параметров Ω =
{r1, . . . , rn, p1, . . . , pn, d1, . . . , dn}.

Лемма 1. Пусть примеры A и B имеют одинаковые продол-
жительности обслуживания и директивные сроки:

pA
j = pB

j , dA
j = dB

j , j ∈ N.

Тогда для любого расписания π
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(1) |
∑
j∈N

TA
j (π)−

∑
j∈N

TB
j (π)| 6 n max

j∈N
|rA

j − rB
j |.

Доказательство леммы 1.
Используя определение запаздывания и известное неравен-

ство
(2) |max{a, b}−max{c, d}| 6 max{|a−c|, |b−d|},∀a, b, c, d ∈ R,

получим

(3)

|
∑
j∈N

TA
j −

∑
j∈N

TB
j | 6

∑
j∈N

|CA
j − CB

j + dB
j − dA

j | 6

6
∑
j∈N

|CA
j − CB

j |+
∑
j∈N

|dA
j − dB

j |.

Или, учитывая равенство директивных сроков,

(4) |
∑
j∈N

TA
j −

∑
j∈N

TB
j | 6

∑
j∈N

|CA
j − CB

j |.

Учитывая свойства раннего расписания, заметим, что

|CA
j1 − CB

j1 | = |rA
j1 − rB

j1 | 6 max
j∈N

|rA
j − rB

j |,

|CA
jk
− CB

jk
| 6 max{|rA

jk
− rB

jk
|, |CA

jk−1
− CB

jk−1
|} 6

6 max
j∈N

|rA
j − rB

j |, k = 2, . . . , n.

Отсюда и из неравенства (4) получаем утверждение леммы.
Лемма 2. Пусть примеры A и B имеют одинаковые момен-

ты поступления и директивные сроки:

rA
j = rB

j , dA
j = dB

j , j ∈ N.

Тогда для любого расписания π

(5) |
∑
j∈N

TA
j (π)−

∑
j∈N

TB
j (π)| 6 n

∑
j∈N

|pA
j − pB

j |.

Доказательство леммы 2.
При условиях леммы также выполняется неравенство (4):

|
∑
j∈N

TA
j −

∑
j∈N

TB
j | 6

∑
j∈N

|CA
j − CB

j |.
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Учитывая свойства раннего расписания и равенство моментов по-
ступления, получим

|CA
j1 − CB

j1 | = |pA
j1 − pB

j1 | 6
∑
j∈N

|pA
j − pB

j |,

|CA
jk
− CB

jk
| 6 |pA

jk
− pB

jk
|+ |CA

jk−1
− CB

jk−1
| 6

6
∑
j∈N

|pA
j − pB

j |, k = 2, . . . , n.

Отсюда и из неравенства (4) получаем утверждение леммы.
Лемма 3. Пусть примеры A и B имеют одинаковые момен-

ты поступления и продолжительности обслуживания:

rA
j = rB

j , pA
j = pB

j , j ∈ N.

Тогда для любого расписания π

(6) |
∑
j∈N

TA
j (π)−

∑
j∈N

TB
j (π)| 6

∑
j∈N

|dA
j − dB

j |.

Доказательство леммы 3.
При условиях леммы CA

jk
= CB

jk
, k ∈ N , и неравенство (3)

имеет вид

|
∑
j∈N

TA
j −

∑
j∈N

TB
j | 6

∑
j∈N

|dA
j − dB

j |.

То есть утверждение леммы выполняется.
Теорема 1. Определенная на пространстве примеров Ω×Ω

функция

(7) ρ(A,B) = n max
j∈N

|rA
j − B

j |+ n
∑
j∈N

|pA
j − pB

j |+
∑
j∈N

|dA
j − dB

j |

удовлетворяет аксиомам метрики.
Доказательство теоремы 1. Очевидно, что функция

ρ(A,B) симметрична и неотрицательна, причем ρ(A,B) = 0
тогда и только тогда, когда A = B. Неравенство треугольника
выполняется в силу свойств модуля суммы.
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Лемма 4. Для любых примеров A и B и любого расписания
π справедливо неравенство

(8) |
∑
j∈N

TA
j −

∑
j∈N

TB
j | 6 ρ(A,B).

Доказательство леммы 4. Пусть пример C имеет такие же
моменты поступления и продолжительности обслуживания, как
и пример A, а директивные сроки – как у примера B. Пусть да-
лее пример D имеет моменты поступления как у примера A, а
директивные сроки и продолжительности обслуживания – как у
примера B, тогда, используя леммы (1)–(3) получим

|
∑
j∈N

TA
j −

∑
j∈N

TB
j | 6 |

∑
j∈N

TB
j −

∑
j∈N

TD
j |+ |

∑
j∈N

TD
j −

∑
j∈N

TC
j |+

+|
∑
j∈N

TA
j −

∑
j∈N

TC
j | 6 n max

j∈N
|rA

j − rB
j |+ n

∑
j∈N

|pA
j − pB

j |+

+
∑
j∈N

|dA
j − dB

j | = ρ(A,B).

3. Метод изменения параметров

Теорема 2. Пусть πA и πB – оптимальные расписания для
примеров A и B, тогда

(9)
∑
j∈N

TA
j (πB)−

∑
j∈N

TA
j (πA) 6 2ρ(A,B).

Доказательство теоремы 2. Используя лемму 4, получим∑
j∈N

TA
j (πB)−

∑
j∈N

TA
j (πA) =

= (
∑
j∈N

TA
j (πB)−

∑
j∈N

TB
j (πB)) + (

∑
j∈N

TB
j (πB)−

∑
j∈N

TB
j (πA))+

+(
∑
j∈N

TB
j (πA)−

∑
j∈N

TA
j (πA)) 6 2ρ(A,B).

Доказанная теорема позволяет использовать метод решения за-
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дачи 1|rj |
∑

Tj , названный методом изменения параметров. Ме-
тод состоит в том, чтобы использовать оптимальное расписание
некоторого, (псевдо)полиномиального решаемого примера B в
качестве расписания для примера A. Теорема 2 позволяет оце-
нить сверху погрешность такого решения при помощи функции
ρ(A,B). Естественно конструировать пример B так, чтобы мини-
мизировать функцию ρ(A,B). Таким образом, задача 1|rj |

∑
Tj

заменяется задачей на минимизацию функции метрики.
Рассмотрим случай, когда искомый пример B должен при-

надлежать некоторому полиномиально или псевдополиномиаль-
но разрешимому классу примеров, задаваемому системой нера-
венств

A ·RB + B · PB + C ·DB 6 H,

где RB = (rB
1 , . . . , rB

n )>; PB = (pB
1 , . . . , pB

n )>; DB =
(dB

1 , . . . , dB
n )>; pB

j > 0, rB
j > 0, j ∈ N ; > – символ транспониро-

вания; A,B, C – матрицы m× n и H – столбец из m элементов.
В этом случае задача минимизации функции метрики может

быть поставлена как задача линейного программирования.

(10) min n · (yr − xr) + n ·
∑
j∈N

(yp
j − xp

j ) +
∑
j∈N

(yd
j − xd

j ),

при условиях

xr 6 rA
j − rB

j 6 yr, j ∈ N,

xp
j 6 pA

j − pB
j 6 yp

j , j ∈ N,

xd
j 6 dA

j − dB
j 6 yd

j , j ∈ N,

0 6 rB
j , 0 6 pB

j , j ∈ N,

A ·RB + B · PB + C ·DB 6 H.

Неизвестными в данной задаче являются 7n+2 переменных:
rB
j , pB

j , dB
j , xp

j , yp
j , xd

j , yd
j , xr, yr, j ∈ N .

Тем не менее, сепарабельность функции ρ(A,B) во многих
случаях позволяет находить её минимум гораздо проще, без ис-
пользования методов линейного программирования.
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3.1. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ИЗМЕНЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ
ДЛЯ ДРУГИХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ РАСПИСАНИЙ
Описанный метод не является жестко привязанным к виду

целевой функции, что позволяет использовать его для решения
других задач теории расписаний. Так, теорему 2 можно обобщить
на случай общего вида целевой функции F (π).

Теорема 3. Пусть F (π) – произвольная целевая функция, а
ρ(A,B) – функция метрики, для любых A,B, π удовлетворяющая
неравенству
(11) |FA(π)− FB(π)| 6 ρ(A,B).
Пусть далее πA и πB – оптимальные расписания для примеров
A и B, тогда
(12) FA(πB)− FA(πA) 6 2ρ(A,B).

Доказательство теоремы 3. Доказательство теоремы 3 по-
вторяет доказательство теоремы 2 с заменой

∑
j∈N

Tj на F .

Таким образом, для применения метода изменения парамет-
ров достаточно построить функцию ρ(A,B), удовлетворяющую
неравенству (11). Такие функции были построены ранее для задач
1||

∑
Tj [1] и 1|rj |Lmax [3]. Здесь мы приведем вариант построе-

ния таких функций для общих случаев аддитивной и максималь-
ной целевой функции.

Лемма 5. В случае аддитивной целевой функции вида

(13) F (π) =
∑
j∈N

φj(π, r1, . . . , rn, p1, . . . , pn, dj)

функция
(14)
ρ(A,B) =

∑
j∈N

∑
i∈N

(Rji|rA
j −rB

j |+Pji|pA
j −pB

j |)+
∑
j∈N

Dj |dA
j −dB

j |

удовлетворяет неравенству (11). Здесь Rji, Pji – константы
Липшица для функции φi по переменным rj и pj , Dj – константа
Липшица для функции φj по переменной dj , i, j ∈ N .

Лемма 6. В случае максимальной целевой функции вида
(15) F (π) = max

j∈N
φj(π, r1, . . . , rn, p1, . . . , pn, dj)
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функция

(16) ρ(A,B) =
∑
j∈N

(Rj |rA
j −rB

j |+Pj |pA
j −pB

j |)+D max
j∈N

|dA
j −dB

j |

удовлетворяет неравенству (11). Здесь Rj , Pj – наибольшие кон-
станты Липшица по переменным rj и pj из констант для функ-
ций φi, D – наибольшая из констант Липшица для функций φj

по переменным dj , i, j ∈ N .
Заметим, что функции (14) и (16) сепарабельны, что значи-

тельно облегчает нахождение их минимумов.

4. Численные эксперименты

Для определения эффективности предложенной схемы была
проведена серия численных экспериментов. Классы, в которых
проводился поиск полиномиально разрешимых примеров, пред-
ставлены в таблице 1.

Таблица 1. Классы примеров, использованные в численных
экспериментах
Класс примеров Метрика между примером

B класса и произвольным
примером A

{PR : pj = p, rj = r, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·
n∑

j=1
|pA

j − p|+

+n ·max
j∈N

|rA
j − r|

{PD : pj = p, dj = d, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·
∑

j∈N

|pA
j − p|+

+
∑

j∈N

|dA
j − d|

{RD : rj = r, dj = d, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·max
j∈N

|rA
j − r|+

+
∑

j∈N

|dA
j − d|

{P : pj = p, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·
∑

j∈N

|pA
j − p|

{R0 : rj = 0, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·max
j∈N

|rA
j − r|
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В первых трех классах решением является расписание, упо-
рядоченное по неубыванию свободного параметра. Алгоритмы
решения задач последних двух классов представлены в [2] и [4] и
имеют сложности O(n7) и O(n4

∑
pj) операций соответственно.

Для нахождения в указанных классах полиномиально разре-
шимого примера B, ближайшего к заданному примеру, необхо-
димо найти минимум функций

(17) f(r) = n ·max
j∈N

|rA
j − r|;

(18) g(p) = n ·
n∑

j=1

|pA
j − p|;

(19) h(d) =
∑
j∈N

|dA
j − d|.

Лемма 7. 1) Минимум функции (17) достигается в точке

r = rA
max+rA

min
2 , где rA

max = max
j∈N

rA
j , rA

min = min
j∈N

rA
j .

2) Минимум функции (18) достигается в точке
p ∈ {pA

1 , . . . , pA
n }.

3) Минимум функции (19) достигается в точке
d ∈ {dA

1 , . . . , dA
n }).

Доказательство леммы 7.
Функция f(r) представима в виде

n ·max
j∈N

|rA
j − r| = n max{r − rA

min, rA
max − r} =

= n(
rA
max − rA

min

2
+ |r − rA

max + rA
min

2
|)

и, очевидно, имеет минимум в точке rmax+rmin
2 .

Пусть функция g(p) имеет минимум в точке p0, тогда либо
g′(p0) = 0, либо p0 ∈ {pA

1 , . . . , pA
n }). Поскольку g(p) — кусочно-

линейная функция, обращение её производной в нуль означа-
ет, что функция является константой на некотором интервале
[pA

k , pA
k+1], k = 1, . . . , n− 1, а значит, граничные точки pA

k и pA
k+1

также являются точками минимума.
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Последнее утверждение леммы о минимуме функции h(d)
доказывается аналогично.

Было проведено несколько серий экспериментов. Во всех се-
риях использовались примеры с параметрами, распределенными
равномерно на интервалах [1, 100] для pA

j , [pj ,
∑

j∈N

pj ] для dA
j и

[0, dj − pj ] для rA
j .

В первой серии экспериментов оценивалась величина раз-
личия между правой и левой частями неравенства леммы 4.
Данная величина позволяет оценить погрешность метода. Для
каждого n = 10, 20, . . . , 100 генерировалось 10000 пар приме-
ров. Использованные в экспериментах расписания генерирова-
лись случайным образом. Для каждой пары вычислялась вели-

чина
|

∑
j∈N

T A
j −

∑
j∈N

T B
j |

ρ(A,B) . Также для определения параметров, имею-
щих наибольшее влияние на значение функции метрики, вычис-
лялись процентные величины вкладов частей метрики, завися-
щих от продолжительностей обслуживания, директивных сроков
и моментов поступления.

Результаты представлены в таблице 2. Среднее значение
|

∑
j∈N

T A
j −

∑
j∈N

T B
j |

ρ(A,B) меняется от 5% до 10% при росте n, а части
функции метрики, зависящие от продолжительностей обслужи-
вания, директивных сроков и моментов поступления дают вкла-
ды приблизительно 35%, 20% и 45% в общую величину функции
соответственно.

Вторая серия экспериментов служила непосредственно про-
верке метода изменения параметров. Эксперименты проводились
по следующей схеме. Рассматривались значения n = 4, 5, . . . , 10,
для каждого n генерировались по 10000 примеров. К каждо-
му примеру применялась вышеописанная схема для нахождения
приближенного решения со значением целевой функции Fe, за-
тем при помощи алгоритма ветвей и границ искалось точное ре-
шение с оптимальным значением целевой функции F ∗. Далее
вычислялось ∆ — отношение абсолютной погрешности схемы

133



Управление большими системами. Выпуск 57

δ = Fe − F ∗ к её верхней оценке, определяемой неравенством
(9):

(20) ∆ =
Fe − F ∗

2ρ(A,B)
.

Таблица 2. Средняя разница между целевыми функциями и доли
составных частей метрики

n
|
∑

T A
j −T B

j |
ρ

ρr

ρ
ρp

ρ
ρd
ρ

10 11,7% 35,6% 42,3% 20,6%
20 10,4% 39,7% 39,4% 19,4%
40 8,9% 42,4% 37,4% 18,6%
60 7,8% 43,6% 36,6% 18,3%
80 7,3% 44,4% 34,4% 18%
100 6,7% 44,9% 35,7% 17,9%

Таблица 3. Средняя экспериментальная погрешность
в процентах от теоретической

n PR PD RD P R0
4 2,5% 4,6% 20,8% 1,8% 2,9%
5 2,6% 4,8% 23,1% 1,9% 2,8%
6 2,6% 4,6% 24,6% 1,9% 2,7%
7 2,6% 4,7% 26% 1,9% 2,5%
8 2,5% 4,6% 27% 2% 2,3%
9 2,4% 4,7% 27,9% 2% 2,2%
10 2,4% 4,6% 28,6% 1,9% 2,1%

Было обнаружено, что если поиск полиномиально разреши-
мого примера ведется в классе RD, то средняя погрешность ре-
шения растет от 20% до 30% от верхней оценки (9) при увели-
чении n. Это показывает, что расписание по возрастанию про-
должительностей обслуживание плохо применимо для примеров
с выбранным распределением параметров. Для остальных клас-
сов средняя погрешность решения не зависит от n и составляет
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несколько процентов от максимальной теоретической. Столь ма-
лая погрешность обусловлена тем, что примерно в 20% случаев
метод изменения параметров давал точное решение задачи. Зави-
симость средней ошибки ∆ от n представлена в таблице 3.

5. Заключение

В статье представлен новый метод приближенного решения
задачи минимизации суммарного запаздывания. Идея метода за-
ключается во введении метрики для пространства параметров за-
дачи и использовании вспомогательного примера, ближайшего к
решаемому примеру во введенной метрике.

Дальнейшие исследования по этой теме могут быть направ-
лены на конструирование более эффективных метрик для задач
теории расписаний и поиск новых полиномиально или псевдо-
полиномиально разрешимых классов примеров, которые могут
быть использованы в данном методе.
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Abstract: We consider the NP -hard 1|rj |
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