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ВВЕДЕНИЕ 

 Актуальность темы и ее разработанность в литературе. Уравнениями 

смешанного типа называются уравнения в частных производных, которые принадлежат 

разным типам в разных частях рассматриваемой области. Например, в одной части 

области уравнение может принадлежать эллиптическому, а в другой – гиперболическому 

типу; эти части разделены линией (или поверхностью) перехода, на которой уравнение 

вырождается в параболическое или не определено. 

 Постановка краевых задач для уравнений смешанного типа отличается 

исключительным богатством и своеобразием.  

В 1923 г. Ф. Трикоми [174] рассмотрел краевую задачу для уравнения смешанного 

эллиптико-гиперболического типа 

 0=+ yyxx uyu , (1) 

впоследствии названного его именем, в области, ограниченной при 0y  ляпуновской 

кривой   (с некоторыми ограничениями на поведение вблизи линии 0=y , которые 

впоследствии были значительно ослаблены), а при 0y  – выходящими из концов этой 

кривой характеристиками уравнения (1); краевые условия при этом ставились на кривой 

  и на одной из характеристик. Решение должно было быть непрерывным в замыкании 

области, непрерывно дифференцируемым внутри нее и дважды непрерывно 

дифференцируемым в верхней (эллиптической) и нижней (гиперболической) подобластях; 

для первых производных решения допускались особенности интегрируемого порядка 

вблизи концов кривой  . Трикоми доказал существование и единственность решения 

поставленной задачи в указанном классе; при доказательстве существования он свел 

задачу к сингулярному интегральному уравнению.  

 Работа Трикоми, ставшая классической, положила начало теории краевых задач 

для уравнений смешанного типа. 

 Кроме того, Ф. Трикоми [174] и его ученица М. Чибрарио [193] показали, что 

общее линейное дифференциальное уравнение второго порядка с двумя переменными в 

случае одной линии параболического вырождения и некоторых ограничениях на 

коэффициенты можно записать в виде 

( ) ( ) ( ) ( )txfutxcutxuyxuuy xyyyxx

m ,,,, =++++   

(уравнение первого рода) или в виде 

( ) ( ) ( ) ( )txfutxcutxuyxuyu xyyy

m

xx ,,,, =++++   

(уравнение второго рода), где m  – натуральное число. Эти уравнения называются 

классическими уравнениями смешанного типа.  
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 В конце 1930-х годов С. Геллерстедт предложил более общее, по сравнению с (1), 

уравнение смешанного типа 

 0sgn =+ yyxx

m
uuyy , 0m , (2) 

впоследствии названное его именем, а также поставил и исследовал новые краевые задачи 

для этого уравнения [195, 196]. 

 Вопросы струйных течений газа при дозвуковых скоростях рассматривались в 

докторской диссертации С.А. Чаплыгина [182]. Уравнение 

 ( ) 0=+ yyxx uuyK , (3) 

где ( ) 0yyK , ( ) 00 =K , ( ) 0 yK , называют уравнением Чаплыгина. 

 На момент своего появления работа Трикоми не нашла приложений и поэтому не 

привлекала особого внимания вплоть до конца 40-х – начала 50-х годов прошлого века, 

когда с появлением сверхзвуковых самолетов стал актуальным вопрос о математическом 

описании движения летательных аппаратов при транс- и сверхзвуковых скоростях. 

Выяснилось, что соответствующие нелинейные задачи могут быть при определенных 

допущениях (на т.н. плоскости годографа) сведены к линейным краевым задачам для 

уравнений смешанного эллиптико-гиперболического типа. 

 С начала 1950-х годов началось бурное развитие теории краевых задач для 

уравнений смешанного типа, прежде всего в СССР и США. В работах М.А. Лаврентьева, 

А.В. Бицадзе, Ф.И. Франкля, К.И. Бабенко, Л. Берса, М. Проттера, К. Моравец и других 

математиков были поставлены и решены многие задачи для уравнений смешанного типа; 

подробную библиографию по этим вопросам см. в [9], [34], [20], [62], [143]. 

 Для описания явлений газовой динамики М.А. Лаврентьевым и А.В. Бицадзе было 

предложено более простое, по сравнению с (1)-(3), уравнение 

 0sgn =+ yyxx yuu , (4) 

получившее название уравнения Лаврентьева-Бицадзе. Постановка краевых задач для 

этого уравнения сохраняет основные особенности общего случая, но дает возможность 

воспользоваться мощным инструментом – методами теории аналитических функций 

комплексного переменного. Отметим, что в случае, когда   – полуокружность, задача 

Трикоми для уравнения (4) решается в квадратурах. 

 А.В. Бицадзе [12] сформулировал и доказал принцип максимума для уравнения (4), 

применимый к широкому классу краевых задач для уравнений смешанного типа. 

П. Жермен и Р. Баде [197] распространили принцип максимума на уравнение (1). 

 Другим эффективным способом доказательства единственности является т.н. метод 

abc , применявшийся К. Моравец [211] и другими авторами. 
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 Со временем были обнаружены и другие области применения уравнений 

смешанного типа [142], [114], [186], [183], [59]. Были поставлены и исследованы многие 

новые задачи для уравнений смешанного типа на плоскости, в частности, задачи со 

смещением, с отходом от характеристики, задачи Франкля, Бицадзе-Самарского, 

Геллерстедта. 

 Приведем постановки задачи Трикоми для уравнения (2) в классах регулярных и 

обобщенных решений, теоремы о ее однозначной разрешимости и важнейшие 

утверждения, применяемые при доказательстве этих теорем, из книги М.М. Смирнова 

[153]. 

 Пусть D  – область на плоскости, ограниченная простой дугой Жордана   с 

концами в точках ( )0,0A , ( )0,1B , лежащей в верхней полуплоскости 0y , и 

характеристиками 

( )( )
0

2

2
:

2/2
=−

+
−=

+m
y

m
xAC  , ( )( )

1
2

2
:

2/2
=−

+
+=

+m
y

m
xBC   

уравнения (2). Обозначим через +D  и −D  части области D , лежащие соответственно в 

полуплоскостях 0y  и 0y . 

 Задача Трикоми. Найти в области D  решение уравнения (2), непрерывное в D  и 

принимающее на кривой   и на одной из характеристик, например на AC  ( )0= , 

заданные непрерывные значения 

 ( )su =


, ( )


=
=0

u , (5) 

причем ( ) ( )0 = , где   – длина кривой  . 

 На линии 0=y  параболического вырождения уравнения (2) выполняются условия 

склеивания: 

( ) ( )
y

yxu

y

yxu

yy 


=





−→+→

,
lim

,
lim

00
, 10  x . 

 Обозначим ( )42/ += mm . Регулярным решением уравнения (2) в области D  

называется функция ( )yxu , , удовлетворяющая следующим условиям: 

 1) ( ) ( )DCyxu , ; 

 2) ( ) ( )−+ DDCyxu 2,  и удовлетворяет уравнению (2) соответственно в областях 

+D  и −D ; 

 3) функции 

( )
( )

y

yxu
x

y 


=

→

,
lim

0
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и ( )x  , где ( ) ( )0,xux = , непрерывно дифференцируемы в ( )1,0 , причем ( )x  на концах 

этого интервала может обращаться в бесконечность порядка не выше 21− . 

 Обобщенным решением уравнения (2) в области D , принадлежащим классу 
1R , 

называется функция ( )yxu , , удовлетворяющая следующим условиям: 

 1) ( ) ( )DCyxu , ; 

 2) ( ) ( )+ DCyxu 2,  и удовлетворяет уравнению (2); 

 3) для любого ( )1,0x  существует 

( )
( )x

y

yxu

y
=





→

,
lim

0
; 

 4) в области −D  ( )yxu ,  представима в виде 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

−−
−

−−

−
=

−−

− 























tt

dtt

tt

dtt
u 211

21

1, , 

где ( )x  определяется из условия 3), а 

( )
( )



21

2




= , 

( )
( )






−

−









+
=

1

21

2

4

2

1
2

2

2
m

. 

 5) функция ( )t  удовлетворяет условию Гёльдера с показателем  −11
 при 

10  t , а функция ( )t  удовлетворяет условию  2
 при 10  t . 

 Класс 
1R  был введен К.И. Бабенко [2]. 

 Принцип Заремба-Жиро. Пусть функция ( ) ( ) ( )++ DCDCyxu 2,  удовлетворяет 

неравенству 

0+ yyxx

m uuy  ( )0  

в области +D  и принимает наибольшее положительное (наименьшее отрицательное) 

значение в некоторой точке ( )0,0x  отрезка AB , причем значение ( )yxu ,  на кривой   

меньше (больше), чем ( )0,0xu . Тогда 

( )
0

,
lim

0






+→ y

yxu

y
 ( )0  

при условии, что этот предел существует. 

 Принцип экстремума для задачи Трикоми. Решение ( )yxu ,  из класса 
1R  задачи 

Трикоми для уравнения (2), равное нулю на характеристике AC , положительный 

максимум и отрицательный минимум в замкнутой области +D  принимает на кривой  . 

 Из принципа экстремума непосредственно следует единственность решения задачи 

Трикоми. 
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 Так как функция dxycybxa +++  является решением уравнения (2), то без 

ограничения общности можно считать, что ( ) ( ) 0== BuAu . 

 Теорема 1 [153, с. 143]. Пусть выполнены следующие условия: 

 1) кривая   задана параметрическими уравнениями ( )sxx = , ( )syy = , где s  – 

длина дуги, отсчитываемая от точки B ; функции ( )sx , ( )sy  имеют непрерывные 

производные ( )sx , ( )sy  на отрезке  ,0 , ( ) ( ) 022 + sysx , где   – длина кривой  ; 

производные ( )sx   и ( )sy   существуют и удовлетворяют условию Гельдера на отрезке 

 ;0 ; в окрестности точек A  и B  на кривой   выполняется условие ( )sCydsdx m 1/ + , 

где C  – постоянная; 

 2) функция ( )s  удовлетворяет условию Гельдера с показателем  , причем 

( ) ( ) 


21+
− sCs  , ( ) sCs  ; 

3) функция ( )  имеет ограниченную первую производную, удовлетворяющую 

условию Гельдера с показателем   при 10  . 

Тогда в области D  существует единственное решение уравнения (2), 

принадлежащее классу 
1R , которое удовлетворяет краевым условиям (5).  

 Теорема 2 [153, с. 148]. Если кривая   совпадает с нормальной кривой 2/1C : 

( ) 4

1

2

4

2

1 2

2

2

=
+

+







− +my

m
x , 0y , 

функция ( ) ( )sx  =1  представима в виде ( ) ( )xyx 1

2

1  = , где ( )  1,01 Cx  , а функция 

( )   ( )1,01,0 ,22  CC   , то в области ( ) −+ DD  1,0  существует регулярное решение 

уравнения (2), удовлетворяющее условиям (5). 

 Если функция ( )  имеет только ограниченную первую производную, 

удовлетворяющую условию Гельдера с показателем  , то существует обобщенное 

решение задачи Трикоми, принадлежащее классу 
1R . 

 Существование решения задачи Трикоми доказывается методом интегральных 

уравнений. Этот метод, применявшийся еще Ф. Трикоми, является одним из основных в 

теории краевых задач для уравнений смешанного типа. Основная его идея заключается в 

том, что сначала решаются соответствующие задачи в верхней и нижней подобластях, а 

затем решения "склеиваются" вдоль линии изменения типа. При этом широко 

используются идеи и методы теории потенциала, фундаментальные решения, функция 

Римана и теория сингулярных интегральных уравнений. Подробное изложение метода и 
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его применение для решения многих классических задач для уравнений смешанного типа 

приведено в [152], [153]. 

 Воспользовавшись альтернирующим методом Шварца, К.И. Бабенко [2, 4] 

распространил теорему существования на более широкий класс областей, сняв 

ограничение на подход кривой   к угловым точкам. 

 Наряду с классической задачей Трикоми рассматривают также задачу с отходом от 

характеристики, когда область −D ограничена нехарактеристической кривой AC= , 

отходящей от характеристики внутрь области, и характеристикой BC ; краевое условие 

при этом ставится на  . Эту задачу называют также обобщенной задачей Трикоми, или 

задачей М. 

  Впервые задачу М на плоскости годографа для уравнения (3) поставил 

Ф.И. Франкль [178] в 1945 г. при изучении основной задачи теории сопла Лаваля. В 

1951 г. он доказал существование решения задачи М для уравнения (1) [179] в случае, 

когда кривая   является «нормальной» кривой в смысле Трикоми и кривая   в некоторой 

окрестности точки A  совпадает с характеристикой, выходящей из точки A , и близка к 

ней. 

 К.И. Бабенко [2] для уравнения (3) при следующих условиях на кривые   и  : 

 : ( ) 01 +− ydxdyx ,  : ( )yKdxdy −− /1/0 , 

доказал единственность решения задачи М. Используя теорему единственности, он 

методом интегральных уравнений, опираясь на ограниченность сингулярных 

интегральных операторов в пространстве pL  с весом, показал разрешимость задачи М при 

условии, когда   – гладкая кривая,   принадлежит классу Ляпунова и в малой 

окрестности точек A  и B  удовлетворяет условию ортогональности ( )sCydsdx 2/  , 

0const =C .  

 А.В. Бицадзе [13-15] впервые исследовал задачу М для уравнения (4). Он доказал 

единственность ее решения при следующих ограничениях на кривые   и  : 

  : ( ) 022 −−−
ds

dx
y

ds

dy
yxx , (6) 

 : ( )xy −= , ( ) 00 = , ( ) 0x  при 0x ,  

 ( ) 10  x , ( ) ( ) ( )22/  +− xxxx . (7) 

Опираясь на теорему единственности, А.В. Бицадзе доказал существование решения 

задачи М, когда кривая   в некоторой окрестности точки A  совпадает с характеристикой, 
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выходящей из точки A , а кривая   принадлежит классу Ляпунова и в малой окрестности 

точек A  и B  оканчивается дугами нормальной полуокружности. 

 М. Проттер [222] в 1954 г. рассмотрел задачу М для уравнения (3) и наметил 

способ доказательства существования ее решения, сохраняя известные ограничения 

Трикоми [174] на кривую   и предполагая, что кривая   в некоторой окрестности точки 

A  совпадает с характеристикой. 

 В 1954 г. К. Моравец [211] предложила т.н. метод abc  доказательства 

единственности решений краевых задач для уравнений смешанного типа. 

 А.П. Солдатов [154, 155] методами теории аналитических функций доказал 

единственность и существование регулярного решения задачи М для уравнения (4), сняв 

ограничение (6) на кривую   и заменив условие (7) на кривую   на следующее: 

( ) 100  , ( ) ( ) xxx /  . 

 В 1990-е А.П. Солдатов предложил новые корректные постановки смешанных 

задач для уравнения (4). В частности, он [158, 159] доказал теоремы существования и 

единственности решения задач типа Дирихле для уравнения (4) в смешанной области, 

ограниченной при 0y  и 0y  соответственно гладкими дугами с общими концами в 

угловых точках, при этом дуга при 0y  лежит внутри характеристического 

треугольника. 

Задачи с отходом от характеристики рассматривались также в монографии 

Л.В. Овсянникова [109]. 

 Краевая задача с нехарактеристическим участком границы, параллельным линии 

изменения типа уравнения, на котором ставится условие Дирихле, была рассмотрена в 

кандидатской диссертации автора; предложенный подход активно развивается 

М. Мирсабуровым и его соавторами [73-77]. 

 В монографии А.М. Нахушева [105] рассмотрены краевые и внутренне-краевые 

задачи со смещением для основных типов локальных и нелокальных уравнений в частных 

производных. Теория таких задач интенсивно развивается с конца 1960-х гг. 

 Многие важные достижения теории уравнений смешанного типа нашли свое 

отражение в монографии А.Г. Кузьмина [62]. В частности, в ней рассмотрены т.н. 

неклассические уравнения смешанного типа, когда характеристики пересекают линию 

(или линии) изменения типа несколько раз; дана качественная картина поведения 

характеристик уравнения смешанного типа в случае двух независимых переменных; 

исследована разрешимость краевых задач в пространствах Соболева; изучены 

неклассические модельные уравнения типа Лаврентьева-Бицадзе; даны приложения 
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рассмотренных методов и результатов к задачам газовой динамики, в частности, к прямой 

задаче теории сопла Лаваля. 

 В 1954 г. М. Проттер [223, 224] предложил некоторые многомерные аналоги 

краевых задач для уравнений смешанного типа. Впоследствии выяснилось, что эти задачи 

не обладают свойством нетеровости. Многомерный случай оказался весьма сложным, и 

даже вопрос о корректной постановке краевых задач остается открытым. В последнее 

время многомерные задачи активно исследуются Н. Попивановым и его школой [217-220]; 

отметим также работы [96, 207-209]. 

 Спектральные свойства задач для уравнения смешанного типа активно изучались 

начиная с 1970-х годов. В 1977 г. Т.Ш. Кальменов [46] доказал,что однородная задача 

Трикоми для уравнения Лаврентьева-Бицадзе со спектральным параметром   

uuuy yyxx =−− sgn  

имеет положительное собственное число   и неотрицательную собственную функцию 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )−++ DCDCDCDCyxu 221,   , 2/10  . 

С.М. Пономарев [132, 133] впервые выписал собственные функции задачи Трикоми 

для уравнения Лаврентьева-Бицадзе и доказал их полноту в эллиптической части области, 

являющейся круговым сектором. Е.И. Моисеев доказал базисность этой системы в 

эллиптической части области и, опираясь на свойство базисности, разработал 

спектральный метод решения краевых задач для уравнения смешанного типа.  

 Разложения решений в биортогональные ряды, которые можно вывести из общей 

формулы при решении задачи в квадратурах, применялись еще А.В. Бицадзе. В работах 

Е.И. Моисеева эти методы вышли на качественно новый уровень. Доказанная им теорема 

о базисности системы негармонических синусов [87] позволила строить решения 

широкого класса задач, в том числе со спектральным параметром, для уравнений 

смешанного типа путем разложения в биортогональные ряды. Эта тематика продолжает 

активно развиваться Е.И. Моисеевым и его учениками [92], [93], [97-100], [206], [210]. 

Отметим, что задачи со спектральным параметром естественным образом возникают при 

решении трехмерных задач в цилиндрических областях методом разделения переменных. 

 Приведем формулировку результатов Е.И. Моисеева. Рассмотрим систему функций 

 



=















+








+

1
22

sin

n

n





, ( ) ,0 . (8) 

 Теорема ([87]). 
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1) Пусть pp /12//1 −−  , 1p , тогда система (8) образует базис в ( ),0pL  

тогда и только тогда, когда (при 2=p  базис Рисса) pp /1/2/1 +−  ; при 

2/1/ −+ p  система (8) полна в ( ),0pL , но не минимальна; при p/1/ +   

система (8) минимальна, но не полна в ( ),0pL ; при p/1/ =+   система (8) полна и 

минимальна в ( ),0pL . 

2) Пусть p/1/ −= , 1p , тогда система (8) базиса в ( ),0pL  не образует; 

точнее, при pp /22/2 −   система (8) полна и минимальна, но не базис; при p/2  

система (8) минимальна, но не полна в ( ),0pL ; при 2/2 − p  система (8) полна, но не 

минимальна в ( ),0pL . 

Биортогональная к (8) система найдена в явном виде. 

В [87] изучен также вопрос о равномерной сходимости разложений по системе (8) в 

пространстве   ,0C . 

По теории краевых и спектральных задач для уравнений смешанного типа отметим 

работы [25], [27], [36], [40], [43], [52], [55], [56], [60], [61], [67], [70], [137], [138], [177], 

[190], [203]. 

 Одним из основных методов изучения краевых задач для уравнений смешанного 

типа является их сведение к краевым задачам для уравнений эллиптического типа в 

соответствующей подобласти. Возникающие при этом краевые условия, как правило, 

нестандартны. Изучение таких задач имеет важное теоретическое значение. 

 В.А. Ильин и Е.И. Моисеев [45] рассмотрели задачу на собственные значения для 

оператора Лапласа в единичном круге D  с наклонной производной на границе, которая 

была поставлена еще А. Пуанкаре в связи с изучением теории приливов: 

 ( ) Druu =+  ,,02 , 

 ( ) 0=+
Dr kuru  , 

где k – ненулевое вещественное число, и доказали, что спектр задачи не лежит в 

карлемановской параболе  constIm:  , а корневые функции не образуют базиса ни в 

одном из пространств ( )DLq , 1q . 

 В [89], [90] изучалось расположение спектра задач с наклонной производной в 

областях, примыкающих к вещественной оси. 

 В теории краевых задач для уравнений смешанного типа важную роль играет 

теория интегральных уравнений, в частности, сингулярных (особых) интегральных 
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уравнений, уравнений типа свертки, в том числе заданных на конечном отрезке. Этот один 

из классических разделов математики, вклад в эту область внесли многие известные 

ученые: И.Ц. Гохберг, М.Г. Крейн, Т. Карлеман, З. Прёсдорф, Н.И. Мусхелишвили, 

Ф.Д. Гахов. Отметим в связи с этим работы [30], [32], [33], [68], [78], [104], [106], [107], 

[111], [112]. 

А.П. Солдатовым построена теория одномерных сингулярных интегро-

функциональных операторов, которые широко встречаются в приложениях и объединяют 

черты сингулярного оператора Коши и операторов Винера-Хопфа. Эти результаты 

изложены в его монографии [157].  

Как известно, уравнения типа свертки, заданные на конечном отрезке, как и 

системы уравнений типа свертки, заданные на полупрямой, не допускают решения в 

квадратурах, и для построения их решений приходится прибегать к различным 

приближенным и асимптотическим методам. 

 В работах S. Ukai [229-230] была найдена точная асимптотика собственных 

значений интегрального уравнения переноса, 10  : 

 ( )
( )


− −

=

1

1






xt

dtt
x ,  1,1−x . (9) 

 Уравнение (9) доставляет пример оператора с разностным ядром (оператора типа 

свертки), заданного на конечном отрезке. Преобразование Фурье ядра этого оператора 

имеет одну конечную точку разрыва. 

 Б.В. Пальцев [113] изучил асимптотическое поведение собственных значений и 

собственных функций более общего семейства интегральных операторов свертки 

( )( ) ( ) ( ) −=

T

dutkAu
0

 , Tt 0 , 

для которых образ Фурье ядра ( )sk  – функция ( )xK
~

 – является невырожденной 

однородной функцией, т.е. ( ) ( )xKccxK
~~ −=  для любого 0c  и любого вещественного x , 

с ограничением 10   . 

Л.А. Сахнович [150] предложил метод решения уравнений типа свертки, заданных 

на конечном отрезке, в случае, когда известны два частных решения, отвечающие правым 

частям специального вида.  

 Цели и задачи диссертационной работы. Исследовать краевую задачу с гладким 

отходом от характеристики для уравнения Геллерстедта. Выписать и изучить символ 

концевого оператора, отвечающего за поведение решения в окрестности угловой точки. 
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Исследовать краевую задачу с параллельным отходом от характеристики для 

уравнения Геллерстедта и условием Неймана на участке границы, параллельном линии 

изменения типа уравнения. 

 Доказать однозначную разрешимость задачи с наклонной производной с 

переменным углом наклона для уравнения Гельмгольца в круге. Исследовать вид 

обратного оператора. 

 Исследовать смешанную краевую задачу с наклонной производной и условием 

Дирихле на диаметре для уравнения Гельмгольца в полукруге и связанное с ней особое 

интегральное уравнение с переменными коэффициентами. Исследовать вид обратного 

оператора. 

 Изучить расположение спектра смешанной задачи для уравнения Лапласа в 

полукруге. 

 Изучить расположение спектра задачи с наклонной производной с переменным 

углом наклона для уравнения Лапласа. Выяснить, образует ли базис в пространствах 

Лебега система корневых функций этой задачи. 

 Найти асимптотическое поведение спектра и собственных функций интегрального 

оператора типа свертки, заданного на конечном отрезке, с образом Фурье ядра – 

характеристической функцией. 

 Решить некоторые вспомогательные сингулярные интегральные уравнения и 

системы таких уравнений. 

Методы исследования, достоверность и обоснованность результатов. Работа 

носит теоретический характер. Все полученные в ней результаты сформулированы в виде 

математических теорем и снабжены строгими доказательствами. 

 В работе широко используются метод интегральных уравнений, методы теории 

функций комплексного переменного, операторы дробного дифференцирования, теория 

специальных функций, асимптотические разложения, метод эталонных задач при 

построении асимптотических решений задач дифракции коротких волн, теория и аппарат 

сингулярных интегральных операторов, методы решения задач сопряжения для кусочно-

аналитических функций. 

 При доказательстве единственности решения краевых задач используется т.н. 

метод abc . 

 Основные результаты диссертации, выносимые на защиту, и их научная 

новизна. На защиту выносятся следующие результаты автора. 

 В главе 1 рассмотрены задачи с отходом от характеристики. Основные результаты 

заключены в следующих теоремах. 



14 

 

 В параграфе 1 главы 1 изучена задача с гладким отходом от характеристики. 

Рассмотрим уравнение Геллерстедта (2) 

0sgn =+ yyxx

m
uuyy , 0m , 

в области D , ограниченной при 0y  простой дугой Жордана   с концами в точках 

( )0,0A  и ( )0,1B , а при 0y  – участком BC  характеристики 

( ) ( ) 112//
12/

=+−+=
+

myx
m

 , где ( )cc yxC , , 12/1  cx , и кривой AC . 

 Задача. Найти в области D  решение уравнения (2), непрерывное в D  и 

принимающее на кривых   и AC  заданные непрерывные значения: 

( )su =


, ( )=
AC

u . 

 Обозначим через +D  и −D  части D , лежащие соответственно в полуплоскостях 

0y  и 0y ; ( )( )22/ += mm . 

Будем предполагать, что кривая AC  задается уравнением 

( )
2

2

2

2 +








 +
−=

m

x
m

y  , cxx 0 , 

где функция ( )  cxCx ,0,1   , ( ) 0x , ( ) 00 = ; ( ) 11 − x  при cxx 0 . 

 Длину кривой   обозначим через  . 

 Будем предполагать [153, с. 131], что кривая   задана параметрическими 

уравнениями ( )sxx = , ( )syy = , где s  – длина дуги, отсчитываемая от точки B ; функции 

( )sx , ( )sy  имеют непрерывные производные ( )sx , ( )sy  на  ;0 , ( ) ( ) 022 + sysx ; 

производные ( )sx   и ( )sy   существуют и гёльдеровы на  ;0 ; в окрестности точек A  и B  

на кривой   выполняется условие ( )sCydsdx m 1/ + , где C  – постоянная.  

 Замечание [153, с. 138]. Так как функция dxycybxa +++ , очевидно, удовлетворяет 

уравнению (2) при любых значениях постоянных a , b , c , d , то без ограничения 

общности можно считать, что ( ) ( ) 0== BuAu . 

 Будем также предполагать, что ( )s  гёльдерова, причем ( ) ( ) 


21+
− sCs  ,  

( ) Css  ; ( )  имеет ограниченную первую производную, гёльдерову при 10  ; 

( ) ( ) 00 ==  . 

 Решение будем искать в классе функций, первые производные которых могут 

иметь особенности не выше интегрируемого порядка вблизи точек A  и B ; функции ( )x  

и ( )x  должны удовлетворять условию Гёльдера с показателем больше   при 10  x , 
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( ) ( ) xCxx − 1 , ( ) ( ) 
+−+− −

1212 1 xCxx  при некотором 0  и некоторой постоянной 

0C . Значение   (достаточно малое) укажем ниже, однако сразу потребуем, чтобы 

выполнялось ограничение   . 

При доказательстве единственности будем дополнительно предполагать, что 

кривая   удовлетворяет условию обобщенной звездности ( ) 01 −− ydxdyx . 

 Теорема 1.1.1. Решение задачи существует и единственно. 

 Доказательство существования решения опирается на сведение задачи к 

сингулярному интегральному уравнению со сдвигом. Найден и проанализирован 

концевой символ соответствующего сингулярного оператора. Он выражается через 

гипергеометрическую функцию и имеет достаточно сложный вид. Доказано, что индекс 

этого оператора в рассматриваемом классе функций равен нулю, откуда, с учетом 

единственности решения, и вытекает разрешимость. 

 В параграфе 2 главы 1 изучена задача с отходом от характеристики параллельно 

линии изменения типа уравнения. Рассмотрим уравнение (2) в области D , ограниченной 

при 0y  нормальной кривой 

( )
( ) 











=
+

+







−= + 10,

4

1

2

4

2

1
:, 2

2

2

xy
m

xyx m  

с концами в точках ( )0,0A  и ( )0,1B , а при 0y  – характеристиками 

( ) ( )








=−
+

−==
+

4

1
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+
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+

1
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уравнения (2) и отрезком 

( )





















 +
−==

+2

2

21
8

2
,

4

3

4

1
:,

mm
yxyxCC . 

 Обозначим через +D  и −D  части D , лежащие соответственно в полуплоскостях 

0y  и 0y , через C  – середину отрезка AB , через 1CC  и 2CC  – характеристики 

уравнения (2), соединяющие C  с 
1C  и 2C . 

 Задача. В области D  найти функцию 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )21

2

2121

1 \\, CCCCDDCCCCCCCDCDCyxuu  −+= , 

удовлетворяющую уравнению (2) и краевым условиям 
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( )su =


, ( )=
1AC

u , ( )x
y

u

CC

=




21

, 

где ( )s , ( ) , ( )x  – заданные достаточно гладкие функции. В дальнейшем будем 

полагать, что эти функции представимы в следующем виде: ( ) ( ) ( )xyxs 1

2

1  == , 

( ) yx, , ( )  1,01 Cx  ; ( ) ( ) ~2= , ( )    )1,01,0~ ,22  CC  ; ( ) ( )4/3,4/1,1  Cx  , 

причем на концах интервала ( )4/3,4/1  функция ( )x  может обращаться в бесконечность 

порядка не выше 2/4/1 + , ( )( )22/ += mm . 

 Указанное выше замечание справедливо и в данном случае. 

 Теорема 1.1.2. Решение задачи существует и единственно. 

 В главе 2 рассмотрены краевые задачи для уравнения Гельмгольца и спектральные 

задачи. Основные результаты заключены в следующих теоремах. 

В параграфе 1 главы 2 изучена задача с наклонной производной с переменным углом 

наклона для уравнения Гельмгольца в круге. Пусть ( ),r  – полярные координаты, 

( ) 1|, = rrD  . Требуется найти функцию ( ) ( )DCru 2,  ∩ ( )DC1 , удовлетворяющую в 

D  уравнению Гельмгольца 

 02 =− uu  , (10) 

где  iei =+= , ( )2/,2/  − , и на границе D  – краевому условию с наклонной 

производной: 

( ) ( )


 h
u

k
r

u
r

r

=











−





=1

, 

где ( )   2,02Ck   – вещественная знакоопределенная функция, ( ) ( )20 kk = , 

( ) ( )20 kk = ; ( )   2,0Ch  , ( ) ( )20 hh = .  

Параметр   можно считать и переменной величиной, изменяющейся в пределах 

указанного угла на комплексной плоскости, – в этом случае правую часть ( )h  можно 

считать зависящей от  ; коэффициент ( )k , напротив, не должен зависеть от  . 

Теорема 2.1.1. Существуют функции ( )IC  и ( )C  такие, что при 0 , 

( ) ( )   = CD |,  справедливо представление 

( )
( ) ( )

( )
2222

2
22 ,

2 
















+


+

+
−+=



I

I
, 

где ( )zIn  – модифицированная функция Бесселя ([22], с. 91), ( ) ( ) IC , , причем 

( ) 00 =C , ( ) 8/150 =IC . 
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В пространстве дважды непрерывно дифференцируемых 2 -периодических вместе 

со своими производными до второго порядка включительно функций определим 

оператор B  и его коммутатор с оператором умножения на коэффициент k : 

=
n

in

neff  ,  +=
n

in

n enfBf  22 ,   kBBkkB −=, . 

Обозначим 

( )
2/1

2

0

2

2 












= 



dttff , ( )tff
tC 20

max


= . 

Теорема 2.1.2. Существует функция ( )BC  такая, что   ( )
CB kCkB  

2
, . 

Показано, что исходная задача эквивалентна интегральному уравнению Фредгольма 

второго рода относительно производной граничного значения искомой функции. 

Обозначим через A  вполне непрерывный оператор из этого уравнения. 

Теорема 2.1.3. Существует функция ( )kCA ,  такая, что для оператора A  

справедлива оценка ( )  /,
2

kCA A  при 
D , откуда при  

D ∩
AD , где 

( ) ( ) kCD AA ,|,  = , следует однозначная разрешимость задачи. 

 В параграфе 2 главы 2 рассмотрена смешанная краевая задача с наклонной 

производной для уравнения Гельмгольца в полукруге. Пусть ( ),r  – полярные 

координаты, ( )  = 0,1|, rrD , ( )  == 0,1|, rr . Требуется найти 

функцию ( ) ( )DCru 2,  ∩ ( )DC1 ∩ ( )DC , удовлетворяющую в области D  уравнению 

(10), где  iei =+= , ( )2/,2/  − , и на границе области D  – краевым условиям 

0
0

==
== 

uu , ( )


l
u

k
r

u
r =












−







, 

где 0k  – вещественное число. 

Относительно функции ( )l  будем предполагать, что она удовлетворяет условию 

Гельдера на интервале ( ),0  и может иметь особенности порядка меньше единицы на его 

концах. 

Параметр   можно считать и переменной величиной, изменяющейся в пределах 

указанного угла на комплексной плоскости, – в этом случае правую часть ( )l  можно 

считать также зависящей от  . 

Обозначим 21/1 ka += , ( )21/2 kkb += .  

Теорема 2.2.1. Исходная задача эквивалентна особому интегральному уравнению 
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( )
( )( )

( )
( )xh

s

sds

xs

sf

asax

ab
xf =

−+








++

−
+− 

+

1
2

2

1

1
1


, 1x . 

Это уравнение однозначно  разрешимо, его решение построено в квадратурах. Отсюда 

следует, что существует функция ( )
 такая, что при ( )   задача однозначно 

разрешима, причем главный член разложения решения по параметру   может быть 

найден в явном виде. 

В параграфе 3 главы 2 изучена спектральная задача для уравнения Лапласа со 

смешанными краевыми условиями в полукруге. Пусть область D  на плоскости 

ограничена полуокружностью  ,  0,1:),( 22 =+= yyxyx , и отрезком AB , ( )0,1−A , 

( )0,1B . Рассмотрим следующую спектральную задачу (за ( ),r  обозначены полярные 

координаты): 

 02 =+ uu  , ( ) Dyx , , (11) 

0=
AB

u , ( ) 0=−
kurur , R,0  kk , 

где 

( )  ( ) ( )DCBADCDCyxuu 21 ,\),( = . 

Теорема 2.3.1. Собственные значения задачи не лежат в карлемановской параболе 

CIm  ни при каком C ; точнее, существует последовательность собственных значений 

nnn i +=  такая, что +→n , +→n , 0/ →nn  . 

В параграфе 4 главы 2 результаты работы [45] распространены на случай 

переменного непрерывного невырождающегося коэффициента угла наклона производной.  

 Рассмотрим задачу на собственные значения для оператора Лапласа (11) в 

единичном круге D  с наклонной производной на границе: ( )( ) 0=+
Dr ukru  , где ( )k  – 

непрерывная 2 -периодическая положительная функция.  

 Теорема 2.4.1. Спектр задачи не лежит в карлемановской параболе 

 constIm:  , а корневые функции не образуют базиса ни в одном из пространств 

( )DLq , 1q . 

 В главе 3 рассмотрены различные интегральные уравнения, связанные с теорией 

краевых задач. Ниже приведены основные результаты. 

В параграфе 1 главы 3 найдено асимптотическое поведение спектра и собственных 

функций интегрального оператора типа свертки с образом ядра – характеристической 

функцией отрезка. 

Рассмотрим спектральную задачу 



19 

 

 ( ) ( ) ( )
−

−=

1

1

dtttxKx  ,  1,1−x , (12) 

где ( ) ( ) ( )lxxxK sin
1−

=  , 0l ,   – спектральный параметр.  

Теорема 3.1.1. Спектр уравнения (12) состоит из двух перемежающихся 

последовательностей вида 

( )( )21 ...4/exp ++= +

−+  nln
, ...,3,1=n ; ( )( )21 ...4/exp ++= −

−−  nln
, ...,4,2=n ,  

где 
  – некоторые постоянные. 

 Кроме того, выписана асимптотика собственных функций интегрального оператора 

(12). Асимптотическое представление собственных функций выражается через решения 

задач сопряжения теории аналитических функций. 

 В параграфе 2 главы 3 решено в квадратурах сингулярное интегральное уравнение 

с некарлемановским сдвигом ( 10  l ) 

( )
( )

( )xh
lxt

dttf
xf =

−
− 

1

0



, ( )1,0x . 

В параграфе 3 главы 3 решено в квадратурах особое интегральное уравнение 

)()()(
0

)(

xgdttf
tx

e
xf

txa

=
+

− 
+ +−

 , 0x . 

В параграфе 4 главы 3 построено асимптотическое решение системы уравнений 

Винера-Хопфа с кусочно-постоянными образами ядер. 

 Пусть 01−→ . Рассмотрим на +R  следующую систему уравнений, 

вырождающуюся при 1= : 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )xgdttf
tx

tx

i
dttf

tx

tx
xf 1

0

2

0

11

cossin
=

−

−
−

−

−
+ 

++








, 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )xgdttf
tx

tx

i
dttf

tx

tx
xf 2

0

1

0

22

cos1sin1
=

−

−
+

−

−
− 

++


. 

 Предполагаем, что правые части абсолютно интегрируемы на любом конечном 

отрезке полупрямой, при 0+→x  имеют порядок ( )4/1−xO , а при +→x  ведут себя как 

−xeiax , 0 , Ra , или как линейная комбинация таких функций; решение будем искать 

в том же классе.  

 Теорема 3.4.1. Индекс задачи в рассматриваемом классе равен единице, т.е. 

однородная система имеет одно линейно независимое решение, а неоднородная система 

всегда разрешима и ее решение определяется с точностью до произвольной постоянной. 
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В параграфе 5 главы 3 сингулярные интегралы от функций, в которые входят 

решения задач сопряжения, выражены через линейные комбинации этих функций с 

дробно-рациональными коэффициентами. 

 Пусть 1 , 2 , ( ) ( )1ln2
1

−=
−

 i , 1x , ( ) ( ) 21 121 −−

 −−= xxW  , 

( ) ( )( ) ( )( )1/1 −+=  xWxWxD . Рассмотрим следующие однородные задачи сопряжения на 

полупрямой 1x : ( ) ( ) ( )xXxDxX −



+

 =  (терминологию и обозначения см. [29], с. 30). У 

этих задач существуют единственные, с точностью до постоянного множителя, решения, 

имеющие особенности интегрируемого порядка и исчезающие на бесконечности: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )













−−−= 

+



−−−



1

1112/1
1ln2exp1 dttDztizzX





 

(полагаем  − zarg ). 

Обозначим 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1/ −−−= +

+

+− xWxXxiXx , ( ) ( ) ( )1/1 −+= xxxxx , ( ) 12 −= xx . 

 Теорема 3.5.1. Справедливы следующие формулы: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )yQyyP
yx

xdx

i
=






+


1

 
1 


, 1y , (13) 

где 

( )
( )

( )( )122

2
2

22

−−

−+
= 


y

yp
yP




, ( )

( )
( )( )122

1
2 −−


=

y

y
yQ




 

– дробно-рациональные функции, ( )14 −=+ p , ( )( )112
2
+−−=− p . 

В параграфе 6 главы 3 рассмотрена система сингулярных интегральных уравнений 

с ядрами, в которые входят решения задач сопряжения. В дополнение к обозначениям 

предыдущего параграфа, обозначим 

( )
( )

( ) ( )( )1−

−−
=

+

+

+

−
+

xWxX

xiX
x , 

( )14

2

−
=




a , ( )

( )
( ) ( )( ) ( )xxax

xx
x

+

−−
−++

−
=

111

1
21

2

. 

Рассмотрим систему уравнений 

−

+

++
− =

+


+  V

xt

dtU

i
U

1

1


, +

+

−−
+ =

+


−  V

xt

dtU

i
U

1

1


, 1x . 

 Предполагаем, что  )+ ,1CV  и ( )1−

 = xOV  при +→x . Решения U  будем 

искать в классе функций, имеющих особенность интегрируемого порядка при 01+→x  и 

исчезающих на бесконечности. 

 С помощью формул (13) построено решение этой системы в квадратурах. 

 Все полученные автором результаты являются новыми. 
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 Теоретическая и практическая значимость работы. В диссертационной работе 

получены следующие основные результаты: 

1. Доказана однозначная разрешимость задачи с гладким отходом от 

характеристики для уравнения Геллерстедта. В ходе доказательства найден и 

проанализирован символ концевого оператора, отвечающего за поведение решения в 

окрестности угловой точки. 

2. Доказана однозначная разрешимость задачи с параллельным отходом от 

характеристики для уравнения Геллерстедта и условием Неймана на участке границы, 

параллельном линии изменения типа уравнения. 

 3. Доказана однозначная разрешимость задачи с наклонной производной с 

переменным углом наклона для уравнения Гельмгольца в круге, причем главный член 

обратного оператора найден в явном виде. 

 4. Доказана однозначная разрешимость смешанной задачи с наклонной 

производной и условием Дирихле на диаметре для уравнения Гельмгольца в полукруге, 

причем главный член обратного оператора найден в явном виде; в ходе доказательства 

решено в квадратурах особое интегральное уравнение с переменными коэффициентами. 

 5. Изучено расположение спектра смешанной задачи для уравнения Лапласа в 

полукруге. 

 6. Изучено расположение спектра и доказано отсутствие свойства базисности у 

системы корневых функций задачи с наклонной производной с переменным углом 

наклона для уравнения Лапласа. 

 7. Найдено асимптотическое поведение спектра и собственных функций 

интегрального оператора типа свертки, заданного на конечном отрезке, с образом Фурье 

ядра – характеристической функцией. 

 8. Построены решения некоторых вспомогательных сингулярных интегральных 

уравнений и систем таких уравнений. 

 При решении рассматриваемых в диссертации задач использованы методы теории 

краевых задач для уравнений смешанного типа, теории сингулярных интегральных 

уравнений и теории задач сопряжения Римана, асимптотические методы, теория 

операторов, методы функционального анализа. 

 Научные результаты диссертации, выносимые на защиту, получены автором 

самостоятельно, являются новыми и обоснованы в виде строгих математических 

доказательств. Результаты других авторов, упомянутые в тексте диссертации, отмечены 

соответствующими ссылками. 
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 Апробация работы. Отдельные результаты по теме диссертации получены в ходе 

выполнения следующих научно-исследовательских проектов: 

• 1 сентября 2017 г. – 31 декабря 2019 г. Изучение постановок и корректной 

разрешимости многомерных краевых задач для уравнений смешанного типа 

(грант РФФИ 17-51-18042 Болг_а) 

• 12 апреля 2017 г. – 31 декабря 2019 г. Изучение разрешимости 

неклассических краевых и спектральных задач для уравнений смешанного 

типа (грант РФФИ 17-01-00847\17) 

• 11 мая 2016 г. – 31 декабря 2018 г. Изучение краевых и спектральных задач 

для уравнений эллиптического, эллиптико-гиперболического и параболо-

гиперболического типов, а также задач граничного управления (грант РНФ 

16-11-10194) 

• 1 января 2016 г. – 31 декабря 2020 г. Изучение уравнений смешанного типа 

и методы решения задач граничного управления (гос. бюджет 1.3.16) 

• 27 июня 2014 г. – 31 декабря 2015 г. Классические и обобщенные решения 

задач для одномерных гиперболических уравнений (грант РФФИ 14-01-

90005-Бел_а) 

• 21 февраля 2014 г. – 31 декабря 2016 г. Исследование спектральных свойств, 

классической и обобщенной разрешимости краевых задач и задач 

управления для уравнений эллиптического, гиперболического и смешанного 

типов (грант РФФИ 14-01-00163-а) 

• 1 января 2014 г. – 31 декабря 2015 г. Решение спектральным методом и 

методом компьютерного моделирования краевых задач и задач управления, 

возникающих при описании волновых процессов и процессов теплообмена в 

технических и информационных устройствах (грант Президента РФ НШ-

5461.2014.9) 

• 1 января 2011 г. – 31 декабря 2015 г. Уравнения смешанного типа и задачи 

граничного управления (госбюджет, раздел 0110, 1.3) 

• 1 января 2011 г. – 31 декабря 2013 г. Изучение классической и обобщенной 

разрешимости задач для уравнений эллиптического, гиперболического, 

смешанного типов и исследование этих задач спектральным методом (грант 

РФФИ 11-01-00164) 

• 10 января 2009 г. – 31 декабря 2011 г. Разработка математических методов, 

вычислительных алгоритмов и их применение в естествознании (ФЦП 

https://istina.msu.ru/projects/77506929/
https://istina.msu.ru/projects/77506929/
https://istina.msu.ru/projects/66342263/
https://istina.msu.ru/projects/66342263/
https://istina.msu.ru/projects/66342263/
https://istina.msu.ru/projects/20826601/
https://istina.msu.ru/projects/20826601/
https://istina.msu.ru/projects/20826601/
https://istina.msu.ru/projects/16248769/
https://istina.msu.ru/projects/16248769/
https://istina.msu.ru/projects/8104041/
https://istina.msu.ru/projects/8104041/
https://istina.msu.ru/projects/8102218/
https://istina.msu.ru/projects/8102218/
https://istina.msu.ru/projects/8102218/
https://istina.msu.ru/projects/8102218/
https://istina.msu.ru/projects/8753374/
https://istina.msu.ru/projects/8753374/
https://istina.msu.ru/projects/8753374/
https://istina.msu.ru/projects/8753374/
https://istina.msu.ru/projects/8468762/
https://istina.msu.ru/projects/8468762/
https://istina.msu.ru/projects/26204638/
https://istina.msu.ru/projects/26204638/
https://istina.msu.ru/projects/26204638/
https://istina.msu.ru/projects/142961614/
https://istina.msu.ru/projects/142961614/
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«Научные и научно-педагогические кадры инновационной России на 2009-

2013», 02.740.11.0196) 

 Основные результаты диссертации докладывались автором на следующих 

семинарах и конференциях: 

• международная научная конференция, посвященная 100-летию со дня рождения 

И.Г. Петровского, Москва, 22-27 мая 2001 г.; 

• международная научная конференция «Тихонов и современная математика», 

Москва, 19-25 июня 2006 г.; 

• научная конференция «Понтрягинские чтения» в рамках Воронежской 

математической школы «Современные методы теории краевых задач», Воронеж, 3-

9 мая 2010 г.; 

• международная научная конференция, посвященная 110-летию со дня рождения 

И.Г. Петровского, Москва, 30 мая – 5 июня 2011 г.; 

• научная конференция «Комплексный анализ и его приложения в 
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ГЛАВА 1 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ С ОТХОДОМ ОТ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЛЕРСТЕДТА 

 

 В этой главе рассмотрены некоторые задачи с отходом от характеристики для 

уравнения Геллерстедта. 

 

§ 1. ЗАДАЧА С ГЛАДКИМ ОТХОДОМ ОТ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Рассмотрим уравнение Геллерстедта 

 0sgn =+ yyxx

m
uuyy , 0m , (1) 

в области D , ограниченной при 0y  простой дугой Жордана   с концами в точках 

( )0,0A  и ( )0,1B , а при 0y  – участком BC  характеристики 

( ) ( ) 112//
12/

=+−+=
+

myx
m

 , где ( )cc yxC , , 12/1  cx , и кривой AC . 

 Задача М. Найти в области D  решение уравнения (1), непрерывное в D  и 

принимающее на кривых   и AC  заданные непрерывные значения: 

 ( )su =


, ( )=
AC

u . (2) 

 Обозначим через +D  и −D  части D , лежащие соответственно в полуплоскостях 

0y  и 0y ; ( )( )22/ += mm . 

Будем предполагать, что кривая AC  задается уравнением 

( )
2

2

2

2 +








 +
−=

m

x
m

y  , cxx 0 , 

где функция ( )  cxCx ,0,1   , ( ) 0x , ( ) 00 = ; ( ) 11 − x  при cxx 0 . 

 Указанные условия гарантируют, что подобласть −D  лежит в характеристическом 

треугольнике с основанием AB  и любая характеристика, выходящая из любой точки 

интервала AB , пересекает границу подобласти −D  ровно в одной точке. 

 Длину кривой   обозначим через  . 

 Будем предполагать [153, с. 131], что кривая   задана параметрическими 

уравнениями ( )sxx = , ( )syy = , где s  – длина дуги, отсчитываемая от точки B ; функции 

( )sx , ( )sy  имеют непрерывные производные ( )sx , ( )sy  на  ;0 , ( ) ( ) 022 + sysx ; 

производные ( )sx   и ( )sy   существуют  и гёльдеровы на  ;0 ; в окрестности точек A  и 

B  на кривой   выполняется условие ( )sCydsdx m 1/ + , где C  – постоянная.  
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 Замечание [153, с. 138]. Так как функция dxycybxa +++ , очевидно, удовлетворяет 

уравнению (1) при любых значениях постоянных a , b , c , d , то без ограничения 

общности можно считать, что ( ) ( ) 0== BuAu . 

 Будем также предполагать, что ( )s  гёльдерова, причем ( ) ( ) 


21+
− sCs  ,  

( ) Css  ; ( )  имеет ограниченную первую производную, гёльдерову при 10  ; 

( ) ( ) 00 ==  . 

 Решение будем искать в классе функций, первые производные которых могут 

иметь особенности не выше интегрируемого порядка вблизи точек A  и B ; функции ( )x  

и ( )x  должны удовлетворять условию Гёльдера с показателем больше   при 10  x , 

( ) ( ) xCxx − 1 , ( ) ( ) 
+−+− −

1212 1 xCxx  при некотором 0  и некоторой постоянной 

0C . Значение   (достаточно малое) укажем ниже, однако сразу потребуем, чтобы 

выполнялось ограничение   . 

 Основная теорема. Решение задачи M существует и единственно. 

При доказательстве единственности дополнительно предположим, что кривая   

(при движении против часовой стрелки) удовлетворяет условию обобщенной звездности 

( ) 01 −− ydxdyx . Условие звездности ставилось в работе [211].  

Отметим, что условие обобщенной звездности всегда выполняется для т.н. 

нормальной кривой (2.1). В самом деле, если положить 

2

cos1 t
x

+
= , 

2

2

sin
4

2 +








 +
=

m

t
m

y , 

то указанное условие сведется к неравенству ( ) 0sincos12 2 +− tmt , справедливому для 

всех t . 

Обозначим ( ) m
yyyK sgn= . При сделанном предположении достаточно лишь 

незначительно модифицировать метод bc , предложенный в [211]. В самом деле, пусть 

( ) ( ) ( ) ( )−+ DDCDCyxcyxb  1,,, , 

а ( )yxu ,  удовлетворяет уравнению (1), тогда в 
−+ DD   справедливо тождество [211] 

( )( ) ( ) ( ) +−++−+=++
yxyxyxyyxxyyxxyx KcuubucubuuKcuKbuuKucubu 2222 222  

( )( ) ( ) ( )yxyxyxyyxx bKcuucbuKcKbu +−−++−+ 222 . 

 Пусть B  – точка на интервале AB , близкая к точке B . Проведем через B  линию 

уровня функции ( )yxu , , близкую к AC . Точку пересечения этой линии с интервалом 
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AB  обозначим через A , часть этой линии, лежащую в +D , – через  . Из точки B  

проведем также характеристику CB   до пересечения с этой линией уровня. Обозначим 

через DD   область с границей BCCA   . 

 Пусть 0ˆ y  – достаточно малое число. Проинтегрируем тождество по подобласти 

 yyDD ˆˆ =   и применим формулу Грина: 

( )( ) =++= 
D

yyxxyx dxdyuKucubu
ˆ

20  

( ) ( ) +−++−−= 
D

yyxxyyxx dybuuKcuKbudxcuubuKcu
ˆ

2222 22  

( )( ) ( ) ( )( ) −++−+−+
D

yxyyxyxyxx dxdycbubKcuuKcKbu
ˆ

22 2 . 

 Устремим ŷ  к нулю, тогда 

( )( ) ( ) ( )( ) 02
0ˆ

ˆ\

22

→


→−++−+− y
DD

yxyyxyxyxx dxdycbubKcuuKcKbu  

в силу кусочной непрерывности подынтегральных функций, 

   

  02
0

22

0ˆ
ˆˆˆˆ

=−−→− 


=→
−== BA

yyyxx
y

yyDyyD

dxcuubuKcu


 

в силу непрерывности подынтегральных функций (квадратные скобки обозначают здесь 

скачок функции). Таким образом, в последнем тождестве можно заменить D̂  на D . Так 

как 0=du  на CA   и dyKdx −=  на BC  , то это тождество можно переписать в виде 

( )( ) ( ) ( ) ( )++−−+= 
 BCCA

y cdxbdydyducdxbdyudxdyK
222

/1/0


 

( )( ) ( ) ( )( )


−++−+−+
D

yxyyxyxyxx dxdycbubKcuuKcKbu 22 2 . 

Устремив теперь B  к B , получим 

( )( ) ( ) ( ) ( )++−−+= 
 CBAC

y cdxbdydyducdxbdyudxdyK
222

/1/0


 

( )( ) ( ) ( )( ) −++−+−+
D

yxyyxyxyxx dxdycbubKcuuKcKbu 22 2 . 

 Для неотрицательности всех слагаемых в правой части этого равенства достаточно 

потребовать выполнения следующих условий ([211]): 

( ) 0+− yx KcKb , 0− yx cb , ( ) ( ) ( )( )
yxyxyx KcKbcbbKc +−−+

2
, 

0− cdxbdy  на AC , 0+ cdxbdy  на CB . 

 Положим 1−= xb , yc =  при 0y  и 0=c  при 0y .  

Если 0/ dxdy  на всей кривой AC , то указанные условия будут выполнены.  
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 Если же AC  содержит участки, на которых 0/ dxdy , то заменим такие участки на 

отрезки характеристик малой длины, примыкающие к AC  изнутри. Обозначим их через 

L , тогда 

( ) ( ) ( ) =−=++−−=
LLL

yyxx dybduuddudydubdyudxuudyKubI //2 22 . 

 Из условий на решение вытекает, что функция u  мала на L  и интеграл 

( )
L

dybdud /  

регулярен равномерно по L , а стало быть, I  можно сделать сколь угодно малым при 

надлежащем выборе L . 

Перейдем к доказательству существования решения. Обозначим ( ) ( )0,xux = , 

( ) ( )0,xux y= . Доказательство разобьем на несколько этапов: 

I. Вывод первого соотношения между функциями ( )x  и ( )x , привнесенного из 

подобласти −D .  

II. Получение второго соотношения между функциями ( )x  и ( )x , привнесенного 

из подобласти +D , и вывод основного уравнения.  

III. Доказательство разрешимости основного уравнения. 

Перейдем теперь к подробному доказательству. 

I. Выведем первое соотношение между функциями ( )x  и ( )x . Будем искать т.н. 

обобщенное ([153, с. 129) решение, т.е. будем предполагать, что в характеристических 

координатах в области −D  функция ( )yxu ,  представима в виде ([153, с. 103]): 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

−−
−

−−

−
=

−−

− 0

0

0

0 00

21

0

1

0

21

00
100 ,

























dd
u , 

( )
( )



21

2




= , 

( )
( )






−

−









+
=

1

21

2

4

2

1
2

2

2
m

. 

 Положим ( )xxy  +==0 , ( ) ( )xxyq  −==0 , тогда ( ) AC00 ,  (если поставить 

точки y  и ( )yq  на отрезке AB , то выпущенные из них соответствующие характеристики 

встретятся на кривой AC ), 10  y , и в силу условия (2) получаем: 

 
( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( )

( )y
yyq

d

yyq

dyqy
y

yq

y

yq
















=
−−

−
−−

−
 −−

−

211

21

1 . (3) 

 Обозначим 

( )
( )

( )
−

=

x

tx

dtt
x

0

2


 , 

( )
( ) ( )






212

4

2

1
2

−











+
=

m
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([153], с. 129), тогда 

( )
( ) ( )

( ) −
−

=

x

tx

dtt

dx

d
x

0

21

2sin







 . 

 Преобразуем первый интеграл из уравнения (3) (как обычно, ( )zcbaF ;,,  

обозначает гипергеометрическую функцию ([7], с. 72]). 

( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )

( )
( )( )

=
−−−

−
=

−−

−
  −−

−

−−

− y

yq

y

yq t

dtt

yyq

dyqy

yyq

dyqy






















0

211

21

11

21
/

 

( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )

( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

=
−−

−−
+

−−

−−
=    −−

−−

−−

−− y

yq

y

t

yq y

yq yyq

dtyqy
dtt

yyq

dtyqy
dtt



















11

221

0

11

221

 

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( )( )

( )

+
−−+

−

−
=  

−−yq

tyqsyqy

dsss
dt

tyq

t

0

1

0

2

11

2
/1

1







 

( )( )
( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( )( )( )( )

=
−−+

−

−

−
−+   −

−−

−

−
−

y

yq yqtsty

dsss
dt

yqt

tty
yqy

1

0

1

12

1

21

/1

1







 

 

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )

+








−

−

−


= 

yq

yqt

yqy
F

tyq

dtt

0

2

2

;2,2,
2









 

( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

=








−

−
−−−

−

−

−

−
−+  −

−
−

y

yq
yqt

yt
F

yqt

dttty
yqy ;1,1,21

1

21
1

21












 

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )

+








−

−
−

−


= 

−yq

yqt

yqy

tyq

dtt

0

2

2

1
2










 

( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

=








−

−
−

−

−

−

−
−+ 

−

−

−
−

y

yq
yqt

yt

yqt

dttty
yqy

12

1

21
1

1

21





 




 

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )( )


−−−

−
+

−−


=

y

yq

yq

tyyqt

dtt

tytyq

dtt












1

21

2
0

2

. 

Следовательно, (3) переходит в следующее уравнение: 

 
( )

( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )








y

tyyqt

dtt

tytyq

dtt
y

yq

yq

=
−−

+
−−


0

, 10  y , (4) 

где ( ) ( ) ( )xxx  −= , ( )( ) cos2/1= . 

В силу требований, наложенных на кривую AC , функция ( )yq  монотонно 

возрастает при 10  y . Обозначим обратную к ней функцию через ( )yQ , тогда 

( ) ( )yQyyq   при 10  y , ( ) ( ) 000 ==Qq , ( ) ( ) 121 −= cxqyq . 
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 Подействуем на обе части соотношения (4) оператором дробного 

дифференцирования. Для этого сначала применим оператор дробного интегрирования: 

( )
( )

( )( ) ( )

( )

( )
( )

( )( ) ( )( )

( )
( )   −−−
−

=
−−−

+
−−−

yy s

sq

y sq

sy

dss

tssqt

dtt

sy

ds

tstsq

dtt

sy

ds

0

1

0

1

0 0

1

1










, 

или 

( )
( )

( ) ( )( )( )

( )

( )
( )
( )( ) ( )

( )( )

+
−−

−
+

−−

−
  

−

−

− yq tQ

t

yq y

tQ tssqt

dssy
dtt

tsqsy

dsts
dtt

0

1

0

1 







  

( )
( )( )

( ) ( )( )

( )
( )  −−

−

−
=

−−

−
+

yy

yq

y

t ty

dtt

tssy

dssqt
dtt

0

11

1






 , 

или 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) −
−

=++

yy

yq

yqyq

ty

dtt
dttytMdttytMdttytM

0

13

0

2

0

1

1
,,,






 , (5) 

где 

( )
( )

( ) ( )( )( )


−−

−
=

−

−y

tQ tsqsy

dsts
ytM





11 , , ( )
( )
( )( ) ( )

( )


−−

−
=

−tQ

t tssqt

dssy
ytM



 1

2 , , 

( )
( )( )

( ) ( )
−−

−
=

−

−y

t tssy

dssqt
ytM





13 , . 

 Обозначив ( ) ( )( )tQytQ −+= , первое ядро представим в виде 

( )
( )

( )
( )
( )

−

−









−

−
=

−−1

0

1

1

1
,







t

d

tQy

tq
ytM , 

откуда следует, что 

( )( )
( )

( )( )
( )( )







yqy

yq
yyqM

−


=

−

sin
,1 . 

 Далее, обозначив также ( )( ) ( )( )ttQtQyZ −−= / , представим ядро в виде 

( ) ( )( )
( ) −

−

−

−
−








+=

1

0

11
1

1
,












d
tq

Z
ytM , 

откуда следует, что 

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) −

−

−

−









−


−

−+
−








+=




1

0

1

1

1

1

1

11
,














d

tq

q

tQyZ
tq

Z
yt

y

M
. 

 Делая замену ( ) ( ) Zw +−= 1/1 , как при доказательстве формулы 

автотрансформации для гипергеометрической функции ([153], с. 10), получаем: 

( ) ( )( )( ) ( )ZwwtQytQ +−−+= 1/1 , 
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

−










−



+

−
−

−
+

−
=



 −1

0

1

2

1

1

111
,






tq

dww

tq

q

Zw

w

tQyyt
Zyt

y

M
, 

или 

( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( ) −

−−

+

−
+

−−


=




1

0

1

11

1
1

1

1
,,1

1
,










Zw

dwww
wytr

ytttQ

tQ
yt

y

M
, 

где 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

11
1

1
1,,1 −









−

−
























−

−
−

−

−

−
+=

−

tQ

tq
tQ

tq

tQ
q

tQy

yt

w
wytr , 

или 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

( ) −

−−

+

−

−−


+

−

−−

−

−
=




1

0

1

11

1
1

1

1
,,

1;2,1,

sin

1
,


















Zw

dwww
wytr

ytttQ

tQ

yt

ZF

ttQ

tQ
yt

y

M
. 

 В силу свойств функции q : 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )+−+−+=
1

0000 xxOxxxqxqxq , ( ) ( ) ( )( )00 xxOxqxq −+= , 

( )
( )

( )( ) ( )( )






















+

−
−+
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−
−

−

−

−
=
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w
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w
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tQy
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w
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1

1

1

1

1

1
,,1 . 

 Запишем yM  /1  в виде 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( )ytN
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ZF

ttQ

tQ
yt

y

M
,

;2,1,

sin

1
, 1

1 +
−

−−

−

−
=



 








, 

( )
( )( )
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( ) −
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+

−

−−


=

1

0

1
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1

1
,,

1
,










Zw

dwww
wytr

ytttQ

tQ
ytN . 

 Докажем регулярность ( )ytN ,1 . 
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−
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−
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−
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tQ
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1

1

1
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−

−
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1 1~,,
−
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1
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1
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1
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−
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−
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−
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sO
Zw

dwww
wsO

ytttQ

tQ
ytN . 

 Регулярность ( )ytN ,1  доказана. 
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 Второе ядро преобразуем следующим образом: 

( )
( ) ( )( )( )( )

( ) ( )
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=

−+−
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ttQtQqt

dZ
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d
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ytM , 
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−
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2
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, 















d
Z

ttQtQqttQtQqtdZ

ttQ
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ytM , 
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( ) ( ) ( )
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( )

+
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+










−

+
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−
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−

−

−

−

− 1

0

1
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1

1
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1

1

0

12
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, 
















d
Z
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u

u
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u

duu

ttQ
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( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )
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−−−−−
+

−
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0

1
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Z

dttQtQqttQtQqt
, 
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( )
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( ) ( ) ( )
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+
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−
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−−+ − 1
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1

1

2
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d
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u

u
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u
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ttQ
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( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

−+

−−−−−
+

−

−−1

0

1
1









Z

dttQtQqttQtQqt
. 

 Таким образом, 

( )
( )

( )
( ) ( )ytMytM

ZttQ
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1
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=



, 

где 
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d
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u
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, 
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( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )
−+

−−−−−
=

−

−−1

0
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1

, 







d
Z

ttQtQqttQtQqt
ytM . 

 Заметим, что 

( )( ) ( ) ( )( )( )
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+
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+

+
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−−+ −
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0
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ddu

u
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( )( )
( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )( )
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−
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0
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1

, 







d
yqyyqyqyyqyq

yyqM . 

 Для дифференцирования используем представление 

( )
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d

ttQ
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тогда 
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( ) ( )( )( )( )
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−
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y
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, 



32 

 

или 
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+

−

−

−
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+
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 Так как 

( )
( )

( )
( )
( )( )

=
+−

−
+=

+

−
 −

−−
−

−

−− 1

0

2

2
1

0

2
1/1

1
1

1

















Z

d
Z

Z

d
 

( )
( )

( ) =
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=

−
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1
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+
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−
=

−

Z
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Z

Z

1
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1
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, 

то 
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+
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−
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+
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. 

 Итак, 
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−

−
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2
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,,11












Z
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, 

где 
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−−−
=
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ttQtQqt
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Или ( ) ( )( ) ,,~,, 22 ytQrytr = , где  
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( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
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−

−−−
=

−






tqttq

tqttqtq
ytqrytr . 

 Запишем yM  /2  в виде 
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( ) ( )( )

( )( )
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( )ytN
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F

tQy

ty

ttQ

tQ
yt

y

M
,
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−−−

−
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−

−
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−
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, 
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( )
( ) ( )( )
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( ) −
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+
+

−

−

−
=
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,













Z

dytr

ttQ

tQ
ytN . 

 Докажем регулярность ( )ytN ,2 . 

( )
( ) ( )( )
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ttQ

tQ
ytN ,
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−
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, 
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s
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или, подставляя ( )vqt = : 
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v

s
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 Исследуем поведение при ( ) 0−→ yqt , т.е. при 0+→s : 
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( )( ) ( ) ( )1
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0

21 /1~ −−−− =+
  sOdwwOvws

s

. 

 Регулярность ( )ytN ,2  доказана. 

  Третье ядро запишем так: 
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 dtyyqtdtytqt
ytM . 

 Из последнего представления немедленно находим: 
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 Далее, 
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3
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 В обозначении ( )( ) ( )( )( )tyyqyqtW −−= / : 
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 Таким образом, 
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 Заметим, что 
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 Для дифференцирования используем представление 
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 Далее преобразуем по той же схеме: 
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то 
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Или: 
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 Запишем yM  /3  в виде 
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Или: 
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 Докажем регулярность второго слагаемого в представлении для yM  /3  (первое 

слагаемое имеет особенность первого порядка при ( )yqt = ). 

 Очевидно, выражение ( )ytN ,3  регулярно при ( )yqt   (и, в частности, при 

0−→ yt ), поэтому нужно исследовать его поведение лишь при ( ) 0+→ yqt .Обозначим 
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 при 10  . 

 Регулярность ( )ytN ,3  доказана. 

 Теперь мы можем продифференцировать обе части уравнения (5). С учетом 

равенства 
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получаем: 
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−
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−
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 . (6) 

 Отметим также, что сумма пятого и восьмого слагаемых в уравнении (6) образует 

сингулярный интеграл от непрерывной функции в силу соотношений 
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 II. Выведем теперь основное уравнение относительно функции ( )y . 

 Согласно [153, с. 133], справедливо следующее соотношение между функциями 

( )x  и ( )x , привнесенное из подобласти +D : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfdttxtHdttxttxtxx +−−+−−−= 
−−

1

0

1

1

0

22

1 ,2 


, 

где 

( ) ( ) ( )−=


0

1 0,; dsxssxf  , 
( )
( )







22

4

4

1 22

1












+
=

m
 

 [153, с. 56], ( )xtH ,1  и ( )0,;1 xs  – функции, связанные с решением т.н. задачи N в области 

+D  для уравнения (1). Функция ( )xtH ,1  характеризует отклонение дуги   от нормальной 

кривой. 

 Лемма 1. При 10  x , 10  t  справедливо представление 

( ) ( )( ) 2

1 2,/,
−

−+= xttxtxCxxtH , 

где ( )txC ,  – непрерывная в замкнутом квадрате 10  x , 10  t  функция, зависящая 

только от области +D . 

 Утверждение леммы вытекает из рассуждений, приведенных в [153, с. 133]. 

Используя тождество ([153], с. 26)  

( )
( ) ( ) =−+−−
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x
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, 

и формулу 
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( ) −
−

=

x
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dtt
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 , 

получаем: 
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+−−=  . 

 Согласно [153, с. 137], 
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( )
( )

( ) −
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=

x
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ds

s

stH
xtH

0

21

1
1

,
,

~


. 

 Лемма 2 ([153, с. 138]). Если ( )s  удовлетворяет условию Гельдера с показателем 

 , причем ( ) ( ) 


21+
− sCs  ,  ( ) sCs

~
 , то ( ) ( ) ( )( ) 22

0 1
2 −− −+ xxCxf . 

 Лемма 3 ([153, с. 139]). Если ( )s  удовлетворяет условиям леммы 2, то ( )xf
~

 

удовлетворяет условию Гельдера с показателем  ~+ , 0~  , при 10  x . 

 Обращая последнее соотношение согласно [153, сс. 47, 141] в том же классе 

функций, получаем: 
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или 
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. 

 Лемма 4. ( ) ( )( ) 2/1

1 1,,
−

−=


xtxCtxK ; ( ) ( )( ) 2/1

2 1,
−

−=


xtxCxg , где ( )txC ,1  и ( )txC ,2  – 

непрерывные функции в замкнутом квадрате 10  x , 10  t . 

 Утверждение леммы вытекает из рассуждений, приведенных в [153, с. 141]. 

 Следовательно, 

( ) ( ) ( ) =+ 
1

0

, dtttxKx   

( ) ( )
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11
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sin12
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. 

Вместе с (6) это соотношение дает основную систему уравнений. Выделим главные 

члены, воспользовавшись следующим утверждением (предварительно перейдя к 

полупрямой с помощью стандартной замены uex −= , vet −= ). 

Лемма 5 ([157, с. 35]). Пусть 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) −=
R

dttttfttktK  000 , , R0 t , 

– интегральный оператор типа свертки, рассматриваемый в пространстве ( )RC , и 

а) ( )RR Ck , ( )RLf  . Тогда оператор K  ограничен в пространстве ( )RC  и его 

операторная норма допускает оценку 
LC

fkK 2 , где 
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б) ( )RLf  , ( )RR +Ck  с некоторым 0  и для каждого ...,2,1=n  

( ) 0,lim 0
, 0

=
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ttk
nttt

. Тогда оператор K  компактен в пространстве ( )RC . 

 Следствие. Пусть 1 , ( )    ( )1,01,0,0  + Cxx  с некоторым 0 , 
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, 10 0  x . 

Тогда оператор K  компактен в пространстве  1,0C . 

Подставляя выражение ( )x  через ( )x  в уравнение (6) и отбрасывая регулярные, в 

силу следствия из леммы 5, члены, получаем основное уравнение: 
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 Заметим, что ([153, с. 11]) 
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поэтому 
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Таким образом, уравнение (7) можно переписать в следующем виде: 
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. 

 III. Докажем однозначную разрешимость уравнения (8). Опираясь на результаты 

[156], выделим главные члены операторов в уравнении (8). Обозначим 

( ) ( )( ) ( )( )01/010  +−== ql , тогда 10  l . В окрестности нуля ( ) lyyq ~ , ( ) lyyQ /~ , 
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поэтому ( ) ( )ltlyZ −− 1/1/~ , ( ) ( )1////1~ −− tytylW , и (8) эквивалентно следующему 

уравнению: 
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( ) ( ) ( )ygylyg ~1 
−= . 

 В силу требований к решению задачи ([153, с. 129]) мы должны искать решение 

уравнения (9) в классе гельдеровых функций, удовлетворяющих условию ( ) ( )12 −=  yoy  

при 0+→y . 

 Сделав замену set −= , xey −=  и обозначив ( ) ( ) ( )xx eex −−=   12 , ( ) ( ) ( )xx egexh −−= 12 , 

получим уравнение Винера-Хопфа [29, с. 55],  решение которого ищем в классе функций, 

исчезающих на бесконечности. После стандартного продолжения на отрицательную 

полуось и перехода к образам Фурье получаем задачу сопряжения 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )pHpFpFpM +−+ +=+1 , (10) 

( ) ( ) ( )
+

−+−+ +=
0

2

22

1

0

1

22 dxxKxdxxKxpM ipip 
. 

 Не ограничивая общности, мы можем считать, что ( ) 01 + pM  на вещественной 

прямой (в противном случае слегка изменим весовой показатель, сдвинув тем самым 

вещественную прямую). 

 Показатель гельдеровости будет определяться шириной полосы аналитического 

продолжения коэффициента в нижнюю полуплоскость. А именно, пусть ( ) 01 + zM  и 

( ) 01 + + zl iz


  при 0Im − z , тогда будем искать решение ( )y  в классе  1,021


−С . 

 В дальнейшем нам понадобится два различных представления функции ( )pM . 

Воспользовавшись формулой ([136, с. 298]) 
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(заметим, что ( ) 1p ), выделим в коэффициенте ( )pM  слагаемое, не исчезающее на 

бесконечности, и представим коэффициент в следующем специальном виде: 
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. 

 В дальнейшем нам будет удобно представить функцию ( )pM  и в другом виде.  

 Выделим в ( )xK1  сингулярную часть в специальном виде: 
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 Далее, 

( )
( ) =

− 
+

−+

0

2

22

sin1
dxxKxip 




 

( ) =
−










−

−
−−

−
−

−
=  

+ −+
+

+ −+
+

0

1

0

22

2/1

0

2

2/1

11

/11
;2,1,12

1
2

ls

ds

l

s
F

st

st
dtldt

t

t
l

ip
ip

ip
ip 







 

( ) =














−−









−

−
−−−

−
=  

+ −+−++ −+
+

1

0 0

2

2/11

0

2

2/1

111

/11
;2,1,1

1
2 du

u

u

ls

dss

l

s
Fdt

t

t
l

ipipip
ip


   



44 

 

( ) ( )














−









−

−
−−−= 

−+
+

1

0

1

11

/11
;2,1,11

ls

dss

l

s
Fpl

ip
ip




  . 

 Итак, 
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 Таким образом, 
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Или: 
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. 

 Заметим, что функция ( )zE  не имеет особенностей в нижней полуплоскости и 

определена как сумма сходящегося ряда. 
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. 

 Лемма 6. ( ) ( )sin10 −−− iyW  при 0y . 

 Доказательство. Пусть 
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откуда и следует утверждение леммы. 

 Замечание. Очевидно, оценка ( ) ( )sin10 −− zW  справедлива во всей нижней 

полуплоскости 0Im z . 

 Лемма 7. На каждом интервале вида ( ) ( )( )2/32,2/12 +−−−−−  nini , ...,2,1=n , 

мнимой оси существует по крайней мере один нуль функции ( )zM+1 . 

 Доказательство. Прежде всего, заметим, что все слагаемые функции ( )zM+1  

действительны на мнимой оси. 

 Рассмотрим функцию ( ) ( ) ( )( ) ( )zlzWzP iz


 +−−−= 0sin1  на интервале 

( ) ( )( )2/32,2/12 +−−−−−  nini  мнимой оси. В силу леммы 6 функция ( )zP  равна 

минус бесконечности на левом конце этого интервала и плюс бесконечности – на его 

правом конце; отсюда, в силу ограниченности функции 

( ) ( )zRdt
t

t
l

l iz
iz −

−+
+ +

−
/1

0

2

2/1

1

2
sin





  

в нижней полуплоскости, вытекает, что на этом интервале существует по крайней мере 

один корень уравнения ( ) 01 =+ zM , что и доказывает лемму. 

 Лемма 8. Индекс Коши (т.е. деленное на 2  приращение аргумента) функции 

( )( ) ( )( )plpM ip


+++ 1/1  по вещественной прямой неположителен. 
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 Доказательство. Рассмотрим прямоугольник n  с вершинами A , 

( )12 +−− niA , где A  – достаточно большое положительное, n  – достаточно большое 

натуральное число. 

 Функция ( ) ( )( )2/2/1tg −+=−  yiy  монотонно возрастает на каждом интервале 

вида ( )2/32,2/12 +−−−  nn , ...,2,1=n , причем ( )( ) 012 +−−  ni , поэтому, 

начиная с некоторого n , на каждом подынтервале ( )12,2/12 +−−−  nn  существует 

корень уравнения ( ) 1−=− iyM . На нижней стороне прямоугольника n  функция ( )zM , 

очевидно, стремится к нулю с ростом n . Отсюда, с учетом результата леммы 7, вытекает, 

что, начиная с некоторого n , разность между количеством нулей и количеством полюсов 

в каждом прямоугольнике n  неотрицательна, что и доказывает лемму. 

 Следствие. Возможна факторизация ( )( ) ( )( ) ( ) ( )pXpXplpM ip +−+ =++ /1/1 
 , где 

( )zX   – пара т.н. канонических функций . 

 Поделив на ( )pX −  обе части уравнения (10), запишем задачу сопряжения (10) в 

виде 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )ppppl ip +=+ −++


1 . (11) 

 Лемма 9. Задача сопряжения (11) однозначно разрешима. 

 Справедливость этой леммы вытекает из результатов § 2 гл. 3.  

 Следствие. Исходная задача эквивалентна интегральному уравнению Фредгольма 

второго рода. 

Таким образом, существование решения исходной задачи вытекает из его 

единственности, что и доказывает основную теорему. 

 

§ 2. ЗАДАЧА С ОТХОДОМ ОТ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПАРАЛЛЕЛЬНО ЛИНИИ 

ИЗМЕНЕНИЯ ТИПА УРАВНЕНИЯ 

 В настоящей работе рассматривается задача для уравнения Геллерстедта в области, 

часть границы которой в гиперболической области параллельна линии вырождения. 

 Рассмотрим уравнение Геллерстедта (1.1) в области D , ограниченной при 0y  

нормальной кривой 

 ( )
( ) 











=
+

+







−= + 10,

4

1

2

4

2

1
:, 2

2

2

xy
m

xyx m  (1) 

с концами в точках ( )0,0A  и ( )0,1B , а при 0y  – характеристиками 



47 

 

( ) ( )








=−
+

−==
+

4

1
0,0

2

2
:, 2

2

1 xy
m

xyxAC
m

 , 

( ) ( )








=−
+

+==
+

1
4

3
,1

2

2
:, 2

2

2 xy
m

xyxBC
m

  

уравнения (1.1) и отрезком 
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−==
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:,

mm
yxyxCC . 

 Обозначим через +D  и −D  части D , лежащие соответственно в полуплоскостях 

0y  и 0y , через C  – середину отрезка AB , через 1CC  и 2CC  – характеристики 

уравнения (1.1), соединяющие C  с 1C  и 2C . 

 Задача. В области D  найти функцию 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )21

2

2121

1 \\, CCCCDDCCCCCCCDCDCyxuu  −+= , 

удовлетворяющую уравнению (1.1) и краевым условиям 

 ( )su =


, ( )=
1AC

u , ( )x
y

u

CC

=




21

, (2) 

где ( )s , ( ) , ( )x  – заданные достаточно гладкие функции. В дальнейшем будем 

полагать, что эти функции представимы в следующем виде: ( ) ( ) ( )xyxs 1

2

1  == , 

( ) yx, , ( )  1,01 Cx  ; ( ) ( ) ~2= , ( )    )1,01,0~ ,22  CC  ; ( ) ( )4/3,4/1,1  Cx  , 

причем на концах интервала ( )4/3,4/1  функция ( )x  может обращаться в бесконечность 

порядка не выше 2/4/1 + , ( )( )22/ += mm . 

 Замечание [153, с. 138]. Так как функция dxycybxa +++ , очевидно, удовлетворяет 

уравнению (1.1) при любых значениях постоянных a , b , c , d , то без ограничения 

общности можно считать, что ( ) ( ) 0== BuAu . 

 Основная теорема. Решение задачи существует и единственно. 

  Единственность решения задачи устанавливается тем же методом, что и в § 1. 

Построив область DD   так же, как в § 1, удалим из нее малые подобласти, 

ограниченные участками характеристик 

( )


CC1
: ( ) =−

+
+

+

2

1

2

2
2

2m

y
m

x , ( )


CC2 : ( ) =−
+

−
+

2

1

2

2
2

2m

y
m

x , 

где 0  – достаточно малое число. Эти участки дадут дополнительный вклад в сумму 

интегралов по границе, равный 
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( ) ( )
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( ) ( )


+−+−

−−=





2211

22
//

CCCCCCCC

dydydubdydydubI

UU

. 

 В силу непрерывности функции ( )yxu ,  скачок дифференциала du , взятого вдоль 

характеристики, при переходе через характеристику равен нулю, поэтому 

0lim
0

=
→




I  

в силу непрерывности коэффициента ( )yxb , . Вклад удаленных подобластей в двойной 

интеграл, очевидно, также будет малым. В остальном рассуждения те же. 

 Доказательство существования решения задачи разбивается на пять основных 

этапов. 

 I. Используя первые два из краевых условий (2), формулы решения задачи N  в 

области +D  и задачи Коши в области −D  (см. [153, с. 129-133]), получаем при 2/10  x  

хорошо известное уравнение на нормальную производную на отрезке AB , которую, как 

обычно, обозначаем через ( )x : 

 ( )
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( ) ( )xFdtt
xtxtxtx

t
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21
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11

sin1
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, (3) 

где ( )xF  – известная функция. 

 II. Используя формулу решения задачи Коши в области −D , третье краевое условие 

(2) и вводя вспомогательные функции ( )x  и ( )x , связанные с нормальной 

производной ( )x  соотношениями 
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получаем соотношение между ( )  и ( ) , 4/1−= x , 4/1+= x , 4/34/1  x : 
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 ( )  ( ) NR =+  , (5) 

где R  и R  – регулярные интегральные операторы, ( )N  – известная функция. 

 III. Подставляя (4) в (3) и выражая ( )  через ( ) , получаем второе 

соотношение между ( )  и ( ) , 2/10   : 
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где 2/4/1  −= , ( ) ( ) 

 
−−

− 2/1, CsJ , ( )g  – известная функция и для упрощения 

записи здесь и ниже используется обозначение ( ) ( ) ( )ztzt −−= 2/1/2/1, . 

 IV. Подставляя (6) в (5), получаем уравнение относительно ( ) , 12/1  : 
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где ( )h  – известная функция, ( )sk ,  – регулярное ядро. 

 V. После регуляризации (7) переходит в следующее уравнение, 12/1  :  

 ( ) ( )( ) ( )( )  ( )
( )  ( )













1

1

2/1
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,,
sin

NT
t

dtt
tt =+

−
−−−+ 

−+

  , (8) 

где через T  обозначен регулярный интегральный оператор, к которому применима теория 

Фредгольма, ( )1N  – известная функция. Уравнение (8) путем стандартной замены 

переменных и введения новой функции сводится к одностороннему (по терминологии 

[29, с. 55]) уравнению (или уравнению Винера-Хопфа) с нулевым индексом, поэтому 

существование решения уравнения, а значит, и всей задачи, вытекает из единственности 

решения задачи. 

 Перейдем теперь к подробному доказательству указанных соотношений. 

I. Введем традиционные обозначения: 

( ) ( )0,xux = , ( ) ( ) yxux
y

=
→

/0,lim
0

 , 10  x . 

Решая задачу N  ([153, с. 133]) в области +D , получаем первое соотношение между 

( )x  и ( )x  на интервале ( )1,0 : 

 ( ) ( )  ( ) ( )xdttxttxtxkx +−+−−−= 
−−

1
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, (9) 
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 Теперь рассмотрим задачу в области −D . Согласно [153, с. 103], общее решение 

задачи Коши с заданными на интервале ( )1,0  функциями ( )x  и ( )x  имеет вид 

( )
( ) 

( )
( )

( ) 
( )
−

−+
−+

−

−+
=

−

−−

1

0

2

21
1

0

111
1

12
42

1

12
, dt

tt

tyx
ydt

tt

tyx
yxu











 , 

( )
( )



21

2




= , ( )

( )
( )






−

−
−=

1

21
42

2

1
2

2

2 , ( )( )( ) 2/2
21

+
−−=

m
yy  , 

или с учетом обозначения ( ) 2

21

3 42 
−

−= , 

 ( )
( ) 

( )
( ) 

( )
−

−+
+

−

−+
=

−−

1

0

3

1

0

111
1

12

1

12
, dt

tt

tyx
ydt

tt

tyx
yxu







 . (10) 

 Приравнивая решение заданной граничной функции ( )  на 1AC , после 

стандартных преобразований ([153], с. 129) с помощью (9) получаем (3), причем 

( )
( )

( )
( ) −
−+

=

x

tx

dttf

dx

d
xF

0

21
sin1

2sin



, ( )

( )
( ) ( )






21
42

2

1 2

−


−= , ( ) ( ) ( )xxxf 1−= , 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
 








+−

−


=

−−

x

dt
t

t
ttxxtx

0

2

1
21










. 

 II. Теперь необходимо найти нормальную производную функции ( )yxu ,  на 21CC  и 

приравнять ее заданной функции ( )x , для чего сначала подставим (9) в (10). После 

простых преобразований получим 

( )
( )

( ) 
( )

( ) 
−

−−

+
−

−−
−= 

+

−

− yx

yx

yx

txy

dtt
k

ytx

dtt
kyxu








22

1

0
221

cos

sin1
,  

 
( )

( ) 
( ) ( )

( ) ( )( )
( )yx

txttxy

dttt
k

ytx

dtt
k

yx

,
21/2

21
1

1

0
22

2

1

1

221 +
−−+−

−
+

−−
− 

−

+








, (11) 

( )
( )( )

( ) −− −

−+
=

1

0

1111
1

12
, dt

tt

tyx
yx


 . 

 Замечание. Согласно [153, с. 46], поведение функции ( )x  вблизи 0=x  и 1=x  

одинаково, причем вблизи 0=x  ( ) ( )41−= xOx . Из представления 

( ) ( ) ( )( )
( ) −− −

−+−
=




1

0

111
1

1

1212,
dt

tt

tyxt

y

yx


  

вытекает ограниченность ( ) yyx  /,1 . 
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 Для вычисления нормальной производной введем обозначения: yx −= , yx +=  

и воспользуемся тем, что 

dy

yd

y

u

y

u




=




, 

 


−




=



 uu

y

u
, 4/1

2121

==−
CCCC

y . 

Разобьем интегралы в (11) на содержащие ( )t  и ( )t  (см. (4)) и рассмотрим сначала 

первую группу. Пусть 

 
( )

( ) 
−

−−
=

yx

ytx

dtt
I

0
22 


, 

( )

( ) 
− −−

=

2/1

22
yx ytx

dtt
J




, 

( ) ( )

( ) ( )( )


−−+−

−
=

−2/1

0
22

2

21/2

21





txttxy

dttt
K . (12) 

 Тогда, используя (4): 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )

=
−−

−
=

−−−
=

−−
=   

−

−



2/1

0

,min

0

1

0

2/1

1

0

s

t tt

dtts
dss

ts

dss

tt

dt

tt

dtt
I




















 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )  

−−

−
+

−−

−
=

−



−



2/1

0

1

0 0

1



















tt

dtts
dss

tt

dtts
dss

s

. 

 Делая замену ( ) ( )ttsz −−= / , получаем 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )  

+ −



−


−−−−

+
−−−−

=

2/1

/

1

0

/

0

1

1/11/1  



 











s

s

zzsz

dzz
dss

zzsz

dzz
dssI , 

( ) ( )
( )

+
−








+−=






−−



2/1

0

ctg 













 s

dsssI
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )  

+

+

−

+

−


−−−−

−−
+

−−−−

−−
+

2/1

/

1

1

0

/

0

1

1

1/1

1/

1/1

1/

 



 















s

s

zzsz

zzdzz
dss

zzsz

zzdzz
dss , 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
+

−−−−

−
=




  +

−



 











0

/

0

1

1

1/1

s

zzsz

dzz
dss

I
 

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) 
+

+

−


−−−−

−
+

2/1

/

1

1

1/1 










s zzsz

dzz
dss . 

 Отсюда 

( ) ( ) IR
II

y

I ~
ctg +−−=




−




=



 −







, 

где 

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

+
−−−−

−−−
+

−







−=   +

−



−

 


















0

/

0

1

12/1

0 1/1

1/1~
s

I
zzsz

zzdzz
dss

s

dsss
R  

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) 
+

+

−


−−−−

−−−
+

2/1

/

1

1

1/1

1/1

 










s zzsz

zzdzz
dss , 
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или, возвращаясь к старым переменным, 

( )
( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )

  +

−



−

−−−

−+−−
+

−







=

2/1

0

,min

0

1

12/1

0

2~




















s

I
tts

dtstts
dss

s

dsss
R . 

 Докажем, что IR
~

 можно представить в виде 

( )
( ) ( )  −+−

−







=

−

2/1

0

1
~ 









sO

s

dsss
RI . 

 Замечание. Здесь и далее под ( )( )xfO  будем понимать произведение ( )xf  и 

некоторой ограниченной функции; символом C  будем обозначать произвольную 

положительную постоянную. 

 Действительно, 

( )
 −

= 

2/1

0

~
II R

s

dss
R




, 

где 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

21

,min

0

1

1
2

RR
tt

dtsttss
R

s

I +=
−−

−+−−
+








=  +

−

−
















, 

( )
( )

( )

 +

−

−

−









−

−
−








=




















,min

0

11

s

t

dt

t

tss
R , ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

 +

−

−−

−−
−=












,min

0

1

1

2

s

tt

dtts
sR . 

 Рассмотрим сначала интеграл 

( ) 22 I
s

sR




 








−= , 

( ) ( )
( ) ( )

( )

 +

−

−−

−−








=










,min

0

1

1

2

s

tt

dtts

s
I . 

Тогда для s  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) 1

0

1

1

0

1

1

2

−

+

−

+

−

−
−−

−


−−

−
 




















sC

t

dts

tt

dtts
I , 

для s  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) =−
−−











−−

−








 

−

++

− ss

dtts
ssstt

dtts

s
I

0

1

1

0

1

1

2


















  

( ) ( )
( ) ( ) 1

1

−−

+
−−

−−
=











sCsC

ss
. 

Следовательно, ( ) ( )
 sOsR −= /2 . 

 Теперь рассмотрим 1R . Так как 
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( )
( )
( ) +

−−

−

−
=−−












0

1

dt
, 

то 

( ) 11 R
s

R +−







=

−






, 
( )
( )

( )
( )

( )

 ++
−

−









−

−
−

−

−








=





















,min

0

1

0

11

s

t

dt

t

ts

t

dts
R , 

и для s  

( )
( )

( )
( )

( )
( ) +++
−

−








=

−

−









−

−
−

−

−








=




























0

101

0

1

0

11 R
t

dts

t

dt

t

ts

t

dts
R , 

( ) ( )
( )











sts

tssts

t

ts

s
R

−

−−−
=









−

−








−=110 , 

( ) ( )















ts

st
C

sts

stt
CR

−

−
=

−

−
10 , 

( ) ( ) ( ) ( )






























s

s
C

t

dtss
C

ts

st

t

dts
CR −










−−

−










−

−

−








  ++

0

1

0

11 . 

 Оценим 1R  для s : 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

−
−

−








+

−

−








=

−

−









−

−
−

−

−








=  ++++




































s

ss

t

dts

t

dts

t

dt

t

ts

t

dts
R

1

0

1

0

1

0

11  

( )
( )

( )
( )

( )
( ) +++
−

−








+

−

−








=

−

−









−

−
−




























s

ss

t

dts
R

t

dts

t

dt

t

ts
1

0

101

0

1
, 

( ) ( )
−








+

−

−

−








  +























s

s
C

ts

st

t

dts
CR

s

0

11  

( )





















s

s
Cs

s
C

t

dtss
C

s

−







−








+

−

−








 

0

. 

 Следовательно, ( ) ( ) ( ) ( )
 sOssR −+−=

−
//1 , и искомое представление 1

~
R  

доказано. 

 Таким образом,  

( ) ( )
( )

( ) ( )  −+−
−








+−−=



 −


−
2/1

0

1ctg












 sO

s

dsss

y

I
. 

Теперь рассмотрим второй интеграл из (12), записав его в виде 

( )
( ) ( )

−−
=

2/1








tt

dtt
J . 

Тогда 
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( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

−−


−

−−

−
=




−




=




+

2/12/1

1
















 tt

dtt

tt

dttJJ

y

J
. 

 Изменяя порядок интегрирования и применяя замену ( ) −+= st , получаем 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )( )   +

−−

−



+
−−−

−−
=

−−−

−
=




2/1 1

0

1

12/1 2/1

11

1





















 s

d
dss

ts

dss

tt

dtJ

t

, 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

=
−−−

−




=

−−−


=




  

−−

−



2/1 1

0

12/1 2/1

1

1



















 s

d
dss

ts

dss

tt

dtJ

t

 

( )
( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )( )
=

−−−

−−−
+

−

−
−=   +

−−



−−



2/1 1

0

1

11

0

1
111





















s

d
dss

d
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )  +

−−



−


−−−

−−−
+−−=

2/1 1

0

1

1
11

sin

















s

d
dss , 

откуда 

( ) ( ) JR
y

J ~

sin
+−=



 −









 , 

( )
( ) ( )( )

( )( )
( )  +

−−

 =
−−−

−−−
=

2/12/1 1

0

1

1
21~











 JJ dsRs

s

d
dssR , 

( ) ( )
( ) ( )
( ) +

−−
−−

−

−−
−−=

1

0

1

1
1

1

21










z

d
RJ , 





−

−
=

s
z . 

В последнем интеграле сделаем замену ( ) ( ) zt −−= 1/1 : 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
z

z

z

dt

tz

t

tz

tt
RJ

−
−−

−









−

−
−

−

−
−−=

−−

−

−−
−−

 111

1
2

1

1 1
1

0

1
1 









. 

Нетрудно доказать, что ( ) ( ) ( )( ) zOz −+= 11 . Отсюда следует, что 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) 
 −−+−−−=−−−=

−−−−
/1

11
sOszsRJ , 

( )
( )







































−

−
+−

−

−
=

−



2/1

1
~














s
O

s
dssRJ . 

 Теперь рассмотрим третий интеграл из (12). Сделаем в нем замену переменной 

( )12/ −= t : 

( ) ( )( )

( ) 
( )

( ) 
( )
( )( )( )

=
−−−−

−
=

−−

−−
=  

− −

−



−

−

− 0 2/1

12/

1
22

220

22

22

12/

2112/21























s

dss

yx

d

yx

d
K  

( )

( ) 
( )( )

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) 
−

+



− −

+−−



−

−

−
=

−−−

−

−−

−
=

0

1

0

111
22

22

21

12/

2121

12/21
KR

dd

yx

d



















, 
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( ) ( )

( ) 
( ) ( )

( ) ( )
−−

−−
=

−−

−−
=

−−−− 0 110

22

11
2121



















 d

yx

d
RK . 

Тогда 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ++

−−

−−

−−−
=




−




=




0

11

11
21













dRR

y

R KKK . 

Сделаем замену переменной ( ) ( ) /1//1 −−= tt : 

( )


−

−−−










−

−
−









−

−
−

−

−








−=




−




1

0

1

11

/1

1

/1

1
21 dtt

t

t

t

tRR KK 


















. 

Обозначим интеграл из правой части последнего равенства через KR
~

, тогда при 00 −→  

( )
( )

( ) ( )
=









−

−−−
+

−

+
= 

−

−−

+

1

0

1

1

1

/1/1
1

1~
dtt

ttO
RK





 






 

( )
( )

( ) ( )
( ) 1

1

0

1

1

1

/1

1
1

1
+

−

+
−

−++
=






















−

−
−+

−

+
=  













 OO
dtt

t

t
O

O
. 

При −→  сделаем в интеграле замену ( ) ( ) /1/1 ttx −−= : 

( ) ( )( ) ( )
( )( )( )


−−−

−−−








−=  +

−1

0

1

1

/121

1/21
1

~












xxx

dxxxx
RK  

( )
( )( )( )










+







−=

−−−

−








−  +

−+ 1

2/1

2/1

0

1

0

1

11

1
21

1
1
















C
xxx

dxx
C  

( )( )( )
( )





















 −














+
+++









−

+

++

+

+


CC

yyy

dyC
C

3

1

2

0

1

1

1

21
1 . 

Объединяя полученные оценки, получаем 

( )
( ) 




























+
+

−−

−
=




−









 



1

11/
O

RR KK . 

Подставим эту формулу в интеграл K  и вернемся к переменной ( )12/ −= s : 

( ) ( ) ( ) 







+

−+
−








=



 −



2/1

0

1
2

1
O

ss
dss

s

y

K










. 

 Таким образом, интегралы в (11), содержащие ( )x , могут быть приведены к виду 

( ) ( )
( )

( ) 


















 +
−

−








−+
−

−







+








−  R

s

dss
dss

sss

s
2/12/1

0
2

11

2

1

2
ctg , 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−−







+−=  

−−



−



2/1

0

1
2/1

1
dsssO

s
dsssOR 











 

( ) ( ) ( ) 

−
−








+

2/1

0

1 dssO
s








. 

 Нетрудно заметить, что интегралы с ( )x  в (11) симметричны интегралам с ( )x , 

поэтому преобразования для интегралов с ( )x  выполняются аналогично, и мы 

приходим к уравнению (5), в котором 

( )
( )

( )( ) ( )

















+−−−=












+



−
−=








+=

=

−

= 4/1

12

14/1

1

1

214
2

4

1

yy
y

x
kyy

u

k
xNN 







. 

 III. Рассмотрим уравнение (3) как соотношение между ( )x  и ( )x  и разрешим 

его относительно ( )x . Перейдем для удобства к другим переменным: ( ) ( )2/xxl  = , 

( ) ( )( )2/1+= xxr  , 10  x , 

 ( )
( )

( ) ( )xgdtt
xtxtxtx

t
x ll =









−+
−

−









+
+ 

−1

0

21
11

sin1

cos









, (13) 

где 

( )
( )

( ) 








−+
−

−+







 +

+
−








=

−1

0

21

1

1

1

11

sin1

cos

2
dtt

xttxtx

tx
Fxg r






. 

 Считая правую часть ( )xg  известной функцией, решим это сингулярное уравнение 

([153, с. 152], [104, с. 122-134]): 

( ) ( ) ( ) 








−+
−

−









−

−








−

+
=

1

0

2
11

1

1

2

cos

2

sin1
dttg

xtxtxtx

t

x

t
xgxl






 , 

где здесь и далее 2/4/1  −= . 

 Замечание. Решение не содержит слагаемого с произвольной постоянной, 

поскольку это слагаемое не принадлежит классу допустимых функций. 

 Меняя в этом уравнении порядок интегрирования, окончательно получаем 

 ( ) ( ) ( ) 








−+
−

−+







 +









−
−=

1

0

2

1
1

1

1

11

1

sin
dssv

sxsxsx

s

x

s
xgx rl






 , (14) 

( )  
















−+
−

−









−

−








−







+
=

1

0

2

1
2

11

1

1

2

cos

22

sin1
dt

t
F

xtxtxtx

t

x

tx
Fxg






. 

 Теперь в этом выражении перейдем к функциям ( )x  и ( )x . Рассмотрим 
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( )
( )

( )
( )

( ) −



−

−



−
=

−
=










1

1

2/1

2/

1

2/2

2/2
xx

l
x

d

xt

dttx
x









 . 

Пусть ( ) ( )xl =

− 2/2 , тогда 

( )
( )

( ) −
−

=

1

1

x

l
l

x

d
x





 . 

Следовательно, 

( ) ( )



 Ml

−=
sin

, ( )
( )

( )
−

=

1









x

dxx
M l . 

Подставляя в выражение для ( )M  правую часть из формулы (14), получаем 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )  









−+
−

−+−

−
+−=

−−1

0

1 2
2

2
1

1

1

11
1

sin











 dx

sxsxsx

xx
dssvssgM r , 

( )
( )

( )
−

=

1

1
2







x

dxxg
g . 

 Обозначим 

( )
( )
( ) ( )

−−

−
=

−−1 21
,










xzx

dxxx
zL , 1z , ( ) ( ) 















 +
−+




=

s

s
L

s
sLsL

1
,

1
1,,

~



 , 

тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−= −

1

0

21

2 ,
~

1sin dssLsssgM r 


. 

Подставляя в эту формулу выражение для ( )sr  (см. (4) и (13)) и обозначая 

( ) ( )( )2/12 ttr += 

−   , получаем 

( ) ( ) ( ) ( )
−−=

1

0

1

2 ,sin dtttJgM rM  , ( )
( )

( )
( ) −

−

+
=

1

1

2

,
~1

,
t

M dssL
ts

ss
tJ 





. 

 Можно доказать, что для ( )zL ,  справедлива формула 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )zL
z

z

z

lzL
,

1

1,














−−

−
+

−
=




, 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )


−−−−−−−−−=
−−

1;1,2,11/111 Fl , 

( ) ( )zcbaFzcbaF ;,,;,, 12  – гипергеометрическая функция. 

 Замечание. Отсюда следует, что ядро ( )sL ,
~
  ограничено при 0→ . 

 В интеграле ( )tJM ,  выделим главную часть ( )tJ ,0  , которая после ряда 

преобразований будет иметь вид 
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( ) ( ) ( )tjttJ ,1, 0

11

0 



 −−−+ −




= , ( )

( ) ( )
( )  −+

−−
=

−−−−−1

0

1

0

1

0
/11

11
, dsd

ts

ss
tj 








. 

 Так как 

( )
( )


− −−−+

+







 −
=

t

s

dss

t
tj

/1

0

1

0
1

1

sin
,

 





 , 

то 

( )
( )














 

−+







 −
−=

+


=

−−− −−

 tts

dss
tJ

t

1

11

sin1sin
,

/1

0

0 . 

Можно доказать, что ( ) ( ) ( ) 


−−
−− 1,, 0 CtJtJM ; возвращаясь к старым переменным, 

окончательно получаем 

 ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) 
+

 +
−

−=

1

2/1

1

2/1

,,
sin

dsssJ
s

dss
sg 









 



 , 2/10   , (15) 

где ( )g  – известная функция, ( ) ( ) 

 
−−

− 2/1, CxJ . 

 IV. Подставляя выражение (15) для ( )  в (5), получаем несколько интегралов, в 

которых необходимо изменить порядок интегрирования и оценить ядро. Рассмотрим эти 

операции на примере одного из них: 

( )
321

2/1

JJJ
s

dss
++=

−
− 







, 

( )
 −

−=

2/1

1





 s

dssg
J , ( )( )

( )
  −−

= +
2/1 1

2/1

2 ,
sin



 






st

dtt
st

s

ds
J , ( ) ( )  

−
−=

2/1 1

2/1

3 ,


 


dtttsJ
s

ds
J . 

Интеграл 1J  содержит известные из условия функции. Интеграл 2J  представим в 

следующем виде: 

( ) ( ) ( ) 

+
−=

2/1

2 ,,2/1
sin

2









dttKttJ J , 

( )
( )
( )( )

( ) ( )











−

−
=

−−

−
= 

−−

t

tkk

sts

dss
tKJ

,,2/1
,, 00

2/1

2
, ( )

( )
 −

−
=

−−2/1

0

2/1
,






sz

dss
zk , 2/1z . 

( )
( )

( )
( )zkz

t

dtt
zzk r

z

,
2

1

sin12

1
,

,

0

0 





 

+







−

+
=

+








−=

−−−−−−

 , 

( )
( ) ( ) +









−−=

+








−−=

−+−−+ −−−− 1

0

1

,
,12

1

12

1
,

yz

dyy

t

dtt
zzk

z

r









. 

Так как 
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( ) ( )
( )

( )( ) ( )( ) +−+−

−








−=−

+−− 1

0
,12/12/12

1
,,

yty

tdyy
tkk rr








,  =−
2

1
, 

то 

( ) ( )
( )( )


+−−

−








−=

+−

−








−=− 

+−−+−− 1

0

1

0
2/12/12

1

2/12

1
,,

yy

tdyy

y

tdyy
tkk rr













 

( ) ( ) tCdyyt −−−−
−−−+−−

 


2/122/1

1

0

1
. 

Отсюда следует, что 

( )
( )

( ) ( )
( )tK

t

t
tK rJ ,,

2/12/1

sin
,,

2













+
−

−−−

+
=

−−−−

, 

( ) ( ) 


−−
− 2/1,, CtKr , 

( )( )
( )( )( ) ( ) 

+
+









+

−

−−
=

1

2/1

2 ,
1,

tg dtttO
t

t
J 









. 

Далее, 

( ) ( ) =

1

2/1

33 ,, dtttKJ  , ( ) ( ) −
−=

2/1

3 ,,,





 tsJ
s

ds
tK . 

Так как ( ) ( ) 

 
−−

− 2/1, CtsJ , то 

( )
( )

( )

( )


− −−−−−−−−−−

+
=

+−








−=

−

−
=

 














/2/1

0

1

0

12/1

3
12/12

12/1
,,

t

dtt
C

d
C

s

dss
CtK , 

откуда следует, что ( ) ( ) 
 −−−−

−
1

3 2/1,, CtK . 

 Производя аналогичные вычисления для остальных интегралов, получаем 

уравнение (7), причем, последовательно рассматривая цепочку преобразований, можно 

доказать, что ( ) ( ) ( )( )

 
−−−

−−= 12/1Oh , а ( )sk ,  – регулярное ядро. 

 V. Оставив в левой части уравнения (7) первые два слагаемых, запишем его так: 

( ) ( ) ( )






Wdss
sss

s
=









−+
−

−








−

−
+  

1

2/1
2

11

1

1
ctg . 

 Решим это сингулярное интегральное уравнение: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) +








−+
−

−









−

−
−−= 

−



1

2/1

2/1

2

2

2

11

1

1
,

sin

2

2sin
dttW

tttt
tW


















( ) ( ) 2/11
12/1

−−
−−+ 


A . 

Отсюда следует, что уравнение (7) эквивалентно уравнению 



60 

 

( ) ( )( ) ( )( )  ( )
( ) =+

−
−−−+ 

−+

  











T

t

dtt
tt

1

2/1

2

,,
sin

 

( ) ( ) ( ) 2/11

1 12/1
−−

−−+= 


AN , 

где через T  обозначен регулярный интегральный оператор, к которому применима теория 

Фредгольма. Последнее слагаемое в правой части не принадлежит допустимому классу 

функций при 0A , поэтому необходимо положить 0=A , и мы приходим к уравнению 

(8). 

 Рассмотрим связанное с (8) вспомогательное уравнение 

( ) ( )( ) ( )( )  ( )
( )xf

xt

dttw
xtxtxw =

−
−−−+ 

−+
1

2/1

2

,,
sin 





, 1

2

1
 x . 

 Перейдем к новым функциям ( ) ( )( )2/14/3

1 += − ywyyw  , ( ) ( )( )2/14/3

1 += − yfyyf  : 

( )
( )

( ) ( )
( )yf

syys

sdssw
yw 1

1

0

4/14/1

1

2

1
//

/sin
=

+
+ 


, 10  y . 

 Введя новые переменные ( )zy −= exp , ( )vs −= exp  и обозначив ( ) ( )zewzw −= 12 , 

( ) ( )zefzf −= 12 , ( ) ( )( )4/ch2/sin 2 zzq = , получим уравнение Винера-Хопфа 

( ) ( ) ( ) ( )zgdvvwzvqzw =−+ 


0

22 ,  z0 . 

 Так как 

( ) ( ) ( ) 0
2ch

sin2
expˆ

2

=−= 


−
x

dzzqizxxq



, 

то индекс выражения ( ) xxq  2/chsin21ˆ1 2+=+  равен нулю ([29, с. 50]); отсюда и из 

единственности решения задачи вытекает однозначная разрешимость уравнения (8), а 

значит, и всей задачи. 
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ГЛАВА 2 

ЗАДАЧИ С НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ В ДВУМЕРНЫХ ОБЛАСТЯХ 

В работе В.А. Ильина и Е.И. Моисеева [45] была рассмотрена задача на собственные 

значения для оператора Лапласа в единичном круге D  с наклонной производной на 

границе: 

02 =+ uu  , ( ) Dr , , 

( ) 0=+
Dr kuru  , 

где k – ненулевое вещественное число, и было доказано, что спектр задачи не лежит в 

карлемановской параболе  constIm:  , а корневые функции не образуют базиса ни в 

одном из пространств ( )DLq , 1q . 

 В [89], [90] изучалось расположение спектра смешанных задач, в которых на части 

границы задается условие с наклонной производной, в областях, примыкающих к 

вещественной оси. 

 В этой главе рассматриваются краевые и спектральные задачи с краевыми 

условиями, содержащими наклонную производную, в областях на плоскости. 

 

§ 1. ЗАДАЧА С НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ГЕЛЬМГОЛЬЦА В КРУГЕ 

В этом параграфе рассматривается задача с наклонной производной для уравнения 

Гельмгольца в круге. Задача сводится к интегральному уравнению Фредгольма второго 

рода относительно производной граничного значения искомой функции. Компактный 

оператор в этом уравнении оказывается сжимающим при определенных ограничениях на 

параметр, что позволяет доказать однозначную разрешимость задачи при определенных 

ограничениях на параметр и выписать решение в виде ряда Неймана. 

Пусть ( ),r  – полярные координаты, ( ) 1|, = rrD  . Требуется найти функцию 

( ) ( )DCru 2,  ∩ ( )DC1 , удовлетворяющую в D  уравнению Гельмгольца 

 02 =− uu  , (1) 

где  iei =+= , ( )2/,2/  − , и на границе D  – краевому условию с наклонной 

производной 

 ( ) ( )


 h
u

k
r

u
r

r

=











−





=1

, (2) 
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где ( )   2,02Ck   – вещественная знакоопределенная функция, ( ) ( )20 kk = , 

( ) ( )20 kk = ; ( )   2,0Ch  , ( ) ( )20 hh = .  

Параметр   можно считать и переменной величиной, изменяющейся в пределах 

указанного угла на комплексной плоскости, – в этом случае правую часть ( )h  можно 

считать зависящей от  ; коэффициент ( )k , напротив, не должен зависеть от  . 

 Вместо 


−=n

 будем писать 
n

. 

 Обозначим 

( ) =
n

in

ne
 . 

 Решение задачи Дирихле в D  для уравнения (1) с краевым условием ( ) ( ) =,1u  

имеет вид 

( )
( )

( )=
n

in

n

n

n e
I

rI
ru 




, , 

где ( )zIn  – модифицированная функция Бесселя ([22, с. 91]). 

Временно предположим, что заданные в (2) функции имеют на единицу больший 

порядок гладкости (итоговое уравнение будет интегральным и не будет содержать 

«лишних» производных). 

В пространстве дважды непрерывно дифференцируемых 2 -периодических вместе 

со своими производными до второго порядка включительно функций определим 

операторы: 

=
n

in

neff  , 
( )

( )


=
n

in

n

n

n
ef

I

I
Lf 




,  +=

n

in

n enfBf  22 , BLE −= , 


=
0n

inn e
in

f
Uf  . 

Тогда краевое условие (2) можно записать в виде 

 hkL +=  . (3) 

Так как 

EhBEBEkBEBBE 12111 −−−− +−==  , 

то (3) можно переписать в виде 

( ) ( )hEBIEBEkBkB 1211 −−− −++−=  . 

Подействовав оператором B  на обе части этого уравнения и обозначив коммутатор 

  kBBkkB −=, , с учетом (3) запишем: 

  ( ) ( ) hkhEBEEkkEkkkkBB +−+++−++=  222 , . 
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Так как  −= 22B , то, обозначая 

( )
( )


+

=




0

21 tk

dt
q , 

21

1

k
q

+
= , 

( )321 k

kk
q

+


−= , 

( )
2

2
0

q
q = , 

перепишем это уравнение в следующем виде: 

( )( ) ( ) gqqq
22

−=+−  , 

( ) ( ) hkhELqkkEkkGg +−+−++= 20

2  , 

  UEEkkEkBG 2, +−−= . 

Решим это уравнение: ( ) ( ) ( ) −+− tqtqq sgn0 , 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) 


=








2

00

sh
sh2

tdqtg
q

q
. 

Интегрируя по частям, получаем: 

 PhwA ++= 0 , (4) 

( )( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
−

 


=









2

00sh4
tdqtfee

q

q
fA , ( ) ( )( )( )kkUkkqkAkkGAA ++−−= +−

2
, 

( )( )kkqkAw +−= +

2
, ( ) ( )( ) qkAqkELAqkP +−−+−= +− 

22
2 . 

Оценим нормы операторов, входящих в эти выражения. Запись вида ( ) BAC =  

будет означать, что ( ) AC =  при 4/   и ( ) BC =  при 2/4/   . 

Теорема 1. Существуют ( )IC  и ( )C  такие, что при 0 , 

( ) ( )   = CD |,  справедливо представление 

( )
( ) ( )

( )
2222

2
22 ,

2 
















+


+

+
−+=



I

I
, 

где ( ) ( ) IC , , причем ( ) 00 =C , ( ) 8/150 =IC . 

Доказательство разобьем на несколько этапов. 

Лемма 1. При 0 , 20  x  справедливы неравенства 

( )
( )
( ) ( )1222

22

+
+




+
+









 x

xI

xIxx
. 

Доказательство. Согласно определению модифицированной функции Бесселя 

([22, с. 91]), 

( )
( )
( )



=

+

++
=

0

2

1!

2/

m

m

mm

x
xI





 , 
( )
( )

( )
( )

( )
( )














++













++
+=





=



= 0

2

0

22

1!

2/
/

2!

2/

2 m

m

m

m

mm

x

mm

xx

xI

xIx






 . 

Для доказательства первого неравенства заметим, что 
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( ) ( ) ( )112 +++++ mm   (таким образом, оно справедливо при 0x ). 

Для доказательства второго неравенства перепишем его в виде 

( )
( ) ( )3

1

1

1

2

1

1!

2/

2

2

+










++
−

+++



= m

m

mmm

x
 

и заметим, что при 20  x  

( )( )
( )

( )( )
( ) ( )

1
!

1

2!2

2/2

1

1

2

1

1!

2/3

22

2

2

2


++−

+
=









++
−

+++

+



=



=



= mm

m

m

m

mmmm

xv

mmm

x




. 

Лемма 1 доказана. 

Обозначим 22 xR +=  . 

Следствие 1. При 0 , 10  x  справедлива оценка ( ) ( ) 1/0 − xIxIxR  . 

Доказательство. В силу леммы 1 

( )
( )
( ) ( )2212

2222

+
−

+



−

+
−

+  

 x

R

x

xI

xIx
R

x

R

x
. 

Неравенство 

( )
0

12

22


+

−
+ 

x

R

x
 

сводится к неравенству 442 + x , а неравенство 

( )
1

22

22


+

−
+ 

x

R

x
 

– к неравенству 

( )
1

22

222

−=
+


+

−
+




R
R

xx

R

x
. 

Следствие 1 доказано. 

Обозначим =z , ( ) ( ) ( )zIzIzzf  /= , iYXzZ +=+= 22 . Так как 

( ) ( ) ( ) 022 =−+ zIZzIzzIz   ([22, с. 91]), то ( )zf  удовлетворяет нелинейному уравнению 

22 fZfz −=  и начальному условию ( ) =0f . Приравняв члены одного порядка малости 

при →z , будем искать решение этого уравнения в виде gZf −= , тогда 

22 2/ gZgZzgz +−= . 

Рассмотрим вначале случай вещественного 0= xz : 

 22 2/ gRgRxgx +−= , (5) 

в этом случае g  – также вещественная функция, причем в силу следствия 1 справедлива 

оценка 10  g  при 10  x . 
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Лемма 2. 10  g  при 0x . 

Доказательство. Четверть дискриминанта квадратного трехчлена из левой части 

уравнения (5) равна RxR /22 −= . Если 0  при 0x , то будем рассматривать 

уравнение (5) на луче 0x , иначе – на луче 0xx  , где 0x  – наибольший корень   

(очевидно, 10 x ). Обозначим корни квадратного трехчлена через = Rg . Заметим, 

что 12/1  −g , 2/1lim =−
+→

g
x

. В первом случае ( ) 00 =g , поэтому 0g  и − gg0  при 

0x ; во втором случае ( ) ( )00 xgxg −  (в силу леммы 1 и равенства ( ) 3/2

00 xRxg ==−  

данное неравенство сводится к очевидному неравенству ( ) ( )( )RRR ++−+  424 2 ), 

поэтому 0g  и − gg0   при 0xx  . С учетом неравенства 1−g  и следствия 1 

получаем требуемую оценку, причем 0→− −gg  при +→x . Лемма 2 доказана. 

Вернемся к общему случаю комплексного z . Вновь приравняв члены одного 

порядка (на бесконечности), будем искать решение в виде ( ) hZzg += 22 2/ , тогда h  

удовлетворяет уравнению 

2

2

2

4

4

2

2

4

5
2 h

Z

z

Z

z
h

Z

z
Zhhz +−++−=  

и начальному условию ( ) 00 =h . 

Принимая во внимание, что член 2h  в этом уравнении предположительно имеет 

более высокий порядок малости на бесконечности по сравнению с остальными членами, 

решим уравнение относительно главных членов:  

z

h

Z

z

Z

z
h

Z

z

z

Z
h

2

4

3

22 4

5
2 ++−=








−+ , 

( )
( )

( )
 













+

+
+

+
−























++

++

+

+
= +−+

z

zt dt
t

th

t

t

t

t
e

z

t

t

z

t

z
zh

0

2

222

3

22

22

2
2

22

22

22

22

4

52222







 




. 

Или, в обозначении 

22 += tT , ( ) 








+

−
+=





Z

Z
ZZQ ln

2
, ( )

22

2

−
=

Z

Z
ZQ , ( ) ( ) ( )ZHZeZh ZQ222 −=− : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
−+=

Z

TQ dQTHeZFZH


22
, (6) 

( ) ( ) =







−








−= 

Z

TQ

T

dQ

TT
eZF




22

2

2

2
2

4
1

5
1  
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( )

( )
 








+−+








−








−=

Z

TQ
ZQ

T

dT

TT
e

Z

e

ZZ



34

4

2

2
2

2

2

2

2

2

2 1512
1

4

1

8
1

5
1 . 

Определим контур интегрирования условиями ( ) ( )ZQTQ ReRe = , XT Re ; точку 

пересечения этого контура с вещественной осью обозначим через X , а сам контур – 

через ZX . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )


−

 +−=−

Z

X

TQ dQTHeXFZFXHZH 22 . 

В обозначении 

( ) ( ) ( )−= XHZHZW , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2/222 ZQXQ
eeXHXFZFZG −−

 −+−=  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )


−−

 ++=

Z

X

TQ

Z

X

TQ dQTWedQTWeXHZGZW 2222 . 

Докажем несколько оценок.  

Лемма 3. Zarg . 

Доказательство. Так как 

 2sin2cos 222222 iZ ++=+= , 

то 

( ) ( )



2,2

2cos

2sin
arctgarg

22

2
2 −

+
=Z  при 02cos 22 + , 

( ) 


sgn
2

arg 2 =Z  при 02cos 22 =+ , 

( ) ( )



 2,2/

2cos

2sin
arctgarg

22

2
2 

+
−=Z  при 02cos 22 + , 4/  , 

( ) ( )2/,2
2cos

2sin
arctgarg

22

2
2 




 −−

+
+−=Z  при 02cos 22 + , 4/ − , 

откуда и следует требуемое неравенство. 

Следствие 2. cosZX  . 

Лемма 4. X . 

Доказательство. Так как  iiXYYX 22 22222 ++−=+− , то XY /= , 

( ) ( ) 0
222224 =−+−−  XX , 

( ) 2222 baaafX ++= , 222  +−=a , 2=b . 

Так как ( ) 0 af , то ( ) ( )22  − faf , т.е. ( ) 2222222 22  =++−X . 
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Следствие 3. ( )1CX  , ( )  2sin11 =C . 

В самом деле, 

2

2

22

2

22

2

222

2112 






 +
+

−
++

−
+=























X
. 

При 4/     , так что ( ) 2/2
2
X ; при 2/4/     








 −
=








2

222

2





f

X
, ( ) ( ) 


2sin22cos2

2cos
211 22

2

2

=+−+−= f
x

xxxf . 

Лемма 5. ( )2CZ  , ( )  2sin12 =C . 

Доказательство. Так как 

( ) ( ) 42222224
2  +−++=Z , 

то искомое неравенство принимает вид 

( ) ( ) ( ) 012 44

2

222222 −+−++  C . 

При 4/     , и достаточно положить 12 =C ; при 2/4/    условие 

неположительности дискриминанта приводит к неравенству 

( ) ( )  2sin1 22222224

2 =+−−
−

C . 

Лемма 6. X .  

Доказательство. Обозначим ( )iyxZ +==  , ( )ivuT += , тогда условие, 

определяющее контур ZX , принимает вид 

( )ufv =2 , ( ) ( ) ( )2
2

4 1
1

1
1/4 +−















+

−
−= −− ueuuf xu




, xu  . 

Очевидно, достаточно исследовать случай 1x . Покажем сначала, что ( ) 0uf  при 

1ux . В силу неравенства 11 +−   достаточно доказать, что 

( ) ( ) ( ) 0
1

1

1

1
1

1

1
114

2

4

2

442

2

42
























+

−
−

+

−
+=















+

−
−+− −−−

u

u
eeeueuu uxuxu








 

на указанном отрезке, но это вытекает из того, что функция 

( ) −=








+

− th44

2

1

1
ee

u

u u  

монотонно убывает на этом отрезке и 
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( )
0

1

4

1

1

1

1
22

422

4

2

4 
++

=








+

−
−

+

−

yx

exy

x

x
ee

x
xx




. 

Покажем теперь, что ( ) 0 uf  при 1u . Так как  

( )
( ) ( ) ( )

2

1

1

1
1

1

1
411

4

2
2

4

2

4 +
−















+

−
−















+

−
+−=


−

−−−− u
eeu

uf xuxu








, 

то искомое неравенство сводится к очевидному неравенству 

( ) ( ) ( ) 1
1

1
1

1

1
6

4

8

2

4 
+

−
++

+

−
+ −−−−







 xuxu euueu . 

Следовательно, ( )uf  монотонно убывает при 1u , ( ) 01 f , ( ) −=+f , откуда и 

вытекает утверждение леммы. 

Лемма 7. ( ) ( )ZCZQ 3Im  , ( ) ( )( ) 23 2/1 CC += . 

Доказательство. Достаточно заметить, что 

( ) 








+
−

−
+=





X

Y

X

Y
YZQ arctgarctg

2
Im , ( ) 2/Im + ZZQ , 

и воспользоваться леммой 5. 

Лемма 8. ( ) ( )−

 
XQ

eXСXH
22

4 , 8/154 =С . 

Доказательство. Сначала оценим функцию F  на вещественной оси. Так как ( ) 32 −Te TQ  

монотонно возрастает при T , 415121 2 +− ss  при 10  s , то 

( )
( )

( )
( )

2

2

34

4

2

2
2

2

2

2

2

2

2

2

31512
1

4

1

8
1

5
1

R

e

T

dQ

TT
e

R

e

RR
RF

RQR

TQ
RQ

+−+−− 



. 

Далее, в силу леммы 2 ( ) ( ) ( ) 2/12/12/2/1 2222 −−− RxxhRx , поэтому 

( ) ( ) ( )ReRH RQ 2/2 . Из уравнения (6) получаем искомую оценку: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

2

3

2

2

2

2

2

2

2

8

15

4

1

8

13

4

1

2

3







+=+  X

e

T

dT
e

X

e

T

dQ
e

X

e
XH

XQX

TQ
XQX

TQ
XQ



. 

Лемма 9. ( ) 5/max CT
ZXT

=


, ( ) ( ) 12sin161/2,2sin/1max1 2

5 −+= C . 

Доказательство. Пусть ( )ZQС Re= , iVUT += , тогда ( ) /21/
2

UfT =+ , где 

( ) ( )( )Cxxxf −= 2cth , при ZXT . Заметим, что Cx  ; в силу следствия 3 ( ) bxC 1 , 

где ( )bfb 212 =+ , 0b ; ( ) ( )( )( ) ( )( )CxxCxxf −−−= − 2sh44sh2 2 , стационарная точка 

определяется равенством ( )( ) 00 44sh xCx =− . Если 0C , то ( ) 0 xf  при 0x , и функция 

( )xf  монотонна. Если 0C , то при ( ) 2

00 12 xxf +  функция ( )xf  монотонна; в 
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противном случае она достигает минимума в точке 0x , так что 

( ) ( ) 2/116112/ 2

00

2
−+=− xxfT  . Итак, 

( ) 1161/2,/,/max/max 2

0 −+= 
 

xXZT
ZXT

 , 

и осталось воспользоваться леммой 5 и следствием 3.  

Лемма 10. ( ) ( ) ( ) 22

6 ,
−

 ZeCZG
XQ , ( ) ( )  222

466 cos
~

, −−+= СCC , 

( )
( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )











3

32

5

4

5

2

522

2

22
6

cos8
115121

cos2

3

8

15~ C
ССС

C

CC
C +++++

++
= . 

Доказательство. В силу лемм 5, 6, 7 и 9, следствия 2 и неравенства XX   

( ) ( )
( )

( )











−








+−+








−








−=− 

Z

X

TQ

Z

X

ZQ

T

dQ

TTT
e

T

e

TT
XFZF

32

2

4

4

2

2
2

2

2

2

2

2

2

1
1512

1
4

1

8
1

5
1


, 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

++







+








+−



 2

2

2

2

22 2

3

8

1
1

5
1

X

e

Z

e

CC
XFZF

XQXQ


 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

2

2

63

2

2

5

4

5

2

5

~

8

Im
115121

Z

e
C

X

ZQe
ССС

XQXQ


++++  . 

Искомая оценка вытекает из лемм 4 и 8 и неравенства 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
−


+− XHeXFZFZG

XQ 22
. 

Вернемся к доказательству теоремы 1. Пусть ( ) ( )ZGZW =0 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )


−

−

−

−

 ++=

Z

X

n

TQ

Z

X

n

TQ

n dQTWedQTWeXHZGZW 2

1

2

1

22 , 1n . 

Пусть ( )TWW
ZXT 

= max . Докажем по индукции оценку ( ) ( ) 22

0 ,
−

 ZeCW
XQ

n  , 

22
60

/

−−+
+=





baa

b
CC , 


64

3 cos2

1 CС

C
a −−= , 2

6
64

cos

2
C

CС
b +=


. 

При 0=n  справедливость этой оценки вытекает из леммы 10. При 1n , в силу лемм 4, 7, 

7 и 9, следствия 2 и неравенства XX  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ++ −

−

−

−


 ZQWeZQWeXHGW n

XQ

n

XQ

n ImIm2
2

1

2

1

2
 

( ) ( ) ( ) ( )( )++
−−



−
 2

03

1

03

2

46

22
2, CCZCZCXСCZe

XQ   

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 22

0

2

0
3

0
43

6

22

cos
2,

−−
 =








++ ZeCC

C
C

СC
CZe

XQXQ








 . 
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Из этой оценки вытекает сходимость итерационного процесса при достаточно 

больших значениях  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )


−

−

−

−

+ −+−=−

Z

X

nn

TQ

Z

X

nn

TQ

nn dQTWTWedQTWTWeXHZWZW 2

1

22

1

2

1 2 , 

( ) ( )( ) ( ) 11

2

1 Im −−

−

+ −++− 

nnnn

XQ

nn WWZQWWXHeWW , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )  /2cos/2Im 3043

2

0

2

41

2
CCСZCZCXСZQWWXHe nn

XQ
++++

−−

−

−  . 

Следовательно, при условии ( )043 2cos/ CСC +   оператор сжимающий, поэтому 

существует nWW lim= , причем ( ) ( ) 22

0 ,
−

 ZeCW
XQ , откуда и следует утверждение 

теоремы. Теорема 1 доказана. 

Обозначим 

( )
2/1

2

0

2

2 












= 



dttff , ( )tff
tC 20

max


= . 

Следствие 4. Существует функция ( )EC  такая, что ( )ECE 
2

 при D . 

Теорема 2. Существует функция ( )BC  такая, что   ( )
CB kCkB  

2
, . 

Доказательство. Обозначим 

( ) 
+

= +
+=

+
=

1
2222

cos

2

1

2

1

nn

in

n

n

n

e










. 

Разложим функцию 

( )( ) ( )( )
+

=

+

=

++−
0

0

1

0 22
kk

kKkK  ,  20  , 

где ( )zK0  – функция Макдональда ([22, с. 92]), в ряд Фурье. Так как ([22, с. 191]) 

( )
( )


+

+
=

0
22

0

cos

t

dttx
xK


 , ( ) ( )

22
0

0

1
cos

2

t
dxtxxK

+
=

+





, 

то 

( )( ) ( )( ) ( )
22

0 0

0

1

0

1
cos22

2

n
dnkKkK

kk +
=








++− 

+

=

+

= 






, 

откуда следует формула 

( ) ( )( ) ( )( )( )( )
+

=

+−+−=
1

00 122
k

kKkK  ,  20  . 

Далее, обозначим 

( ) =
n

in

neff  , 
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тогда 

( )( ) ( ) ( ) −=−







2

0

1 1
dssfsfB , 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −







−=−=










2

0

2

2
2

2

0

2 11
dssfs

d

d
IdssfsBBf . 

Так как функция Макдональда удовлетворяет уравнению ([22, с. 91]) 

0

1

00 KzKK =− − , то 

( ) ( )
( )( ) ( )( )( )

( )
+

=









+−

+−
+

−

−
=

1

002

12

12

2

2~

k k

kK

k

kK
B








 ,  20  . 

Докажем формулу 

  ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) −−=







2

0

~1
, dsssfkskfkB  (7) 

Воспользовавшись соотношениями 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −−−=










2

0

2

0

2 11
dssfs

d

d
dssfsBf , ( ) 0

2

0

=−


 dss , 

запишем: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) −−−−=










2

0

2

0

2 11
dsfsfskdssfkskBf , 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) −−−−=










2

0

2

0

2 11
dsfksfsksdssfskskfB , 

откуда и следует формула (7). 

Оценим 2L -норму коммутатора. Так как  

( ) ( )

( )
+

+
−=



0

2/3222

2

0 cos

se

dssx

x

e

x

xK

i

i



 
, 

то 

( )
( ) ( )

( )
+

+

−+
−=

0

2/322

2 ,2,~
ds

se

sWsW
e

i

i



 
 , ( )

( )( )
( )


+

= −

−
=

1
2

2

2cos
,

k k

sk
sW




 . 

Так как 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )2/sin4

1

2

1

12

1
,2,

2
1

2
1

2 
 =

−
+

+−
−+ 

+

=

+

= kk kk
sWsW ; 

( )
( )

++

++
=

+
=

0

4/32
0

2/3
22

7

12cos22

1




 tt

dt

se

ds
C

i
, 
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( ) 







+

















= 




 2sin;

2

3
,

2

1
,

4

3

2sin

2cos
2sin;

4

5
,

2

1
,

4

1
2sin;

4

5
,

2

1
,

4

1 222

7 FFFC , 

где ( )zcbaF ;,,  – гипергеометрическая функция Эйлера (первая из этих формул вытекает 

из ([136, с. 309]), то ( ) ( ) ( )2/sin25,0
~ 2

7  − C . 

Представим коммутатор в виде 

 ( )( )
( ) ( )
( )( ) −

=










2

0
2/sin

,

2

1
,

s

dssfsb

i
fkB , ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )sskskisb −−−= 

~
2/sin2, . 

Так как 

( )( )
( )
( )( ) −

=






2

0
2/sin2

1

s

dssf

i
Sf , 1

2
=S ; 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( ) Ct

k
t

ktk

s

ksk


−+
=

−

−










 2/sin
max

2/sin
max , ( ) ( )

C
kCsb   75,0, ; 

то   ( )
C

kCkB   72
5,0, . Теорема 2 доказана. 

Следствие 5. Существует ( )GC : ( )GCG 
2

 при D . 

Теорема 3. ( )  /,8

2/3

2
CqA

C
 , ( ) ( )( ) ( )( )12ch/ctg2sh5,0, 008 −+= qqC  . 

Для доказательства достаточно заметить, что ( )0

2/3

2
sh/5,0 qCqA

C


 , где 

( ) ( )






 

2

2sin

2

2sh

22

00

22

0

2

2
0

0

qq
ds

ee
dq

ee
C

q

q

ss

=


=


= 
−

−−

 , 
( )

( )

( )( )12ch

ctg2sh

sh 0

0

2

0

2

−

+


q

q

q

C






. 

Следствие 6.  Существует ( )kCA , : ( )  /,
2

kCA A  при D . 

Обозначая ( ) ( ) kCD AA ,|,  = , получаем, что 1
2
A  при D ∩ AD , откуда 

и вытекает однозначная разрешимость уравнения (4). 

Для нахождения коэффициента 0  воспользуемся соотношением (3): если 

hPw
~~

0 +=  , где ( ) wAw
1

1~ −
−= , ( ) PAP

1
1

~ −
−= , то 

( ) ( ) ( )













−+= 




2

0

00

2

0

0
~/2/1

~
dwkIIhdPk . 

Заметим, что в случае постоянного коэффициента ( ) 0kk   решение исходной 

задачи может быть записано в точном виде: 

( )
( )

( ) ( )
−

=
n nn

in

nn

IinkI

erIh
ru








0

, , ( ) =
n

in

nehh  . 
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§ 2. СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА С НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ДЛЯ 

УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА В ПОЛУКРУГЕ 

 В этом параграфе рассмотрена смешанная краевая задача с наклонной производной 

для уравнения Гельмгольца в полукруге. Доказана однозначная разрешимость этой задачи 

при достаточно больших значениях параметра, причем главная часть обращающего 

оператора построена в явном виде. 

Рассмотрим следующую краевую задачу. Пусть ( ),r  – полярные координаты, 

( )  = 0,1|, rrD , ( )  == 0,1|, rr . Требуется найти функцию 

( ) ( )DCru 2,  ∩ ( )DC1 ∩ ( )DC , удовлетворяющую в области D  уравнению 

Гельмгольца 

 02 =− uu  , (1) 

где  iei =+= , ( )2/,2/  − , и на границе области D  – краевым условиям 

 0
0

==
== 

uu , (2) 

 ( )


l
u

k
r

u
r =












−







, (3) 

где 0k  – вещественное число. 

Относительно функции ( )l  будем предполагать, что она удовлетворяет условию 

Гельдера на интервале ( ),0  и может иметь особенности порядка меньше единицы на его 

концах. 

Параметр   можно считать и переменной величиной, изменяющейся в пределах 

указанного угла на комплексной плоскости, – в этом случае правую часть ( )l  можно 

считать также зависящей от  . 

Заметим, что нечетное продолжение искомой функции в нижнюю полуплоскость 

сводит задачу (1)-(3) к краевой задаче в круге с наклонной производной с разрывным 

коэффициентом угла наклона на границе. 

Основная теорема. Существует функция ( )  такая, что при ( )   задача (1)-(3) 

однозначно разрешима, причем главный член разложения решения по параметру   может 

быть найден в явном виде. 

Доказательство основной теоремы проведем в несколько этапов. Обозначим 

 ( )=


u , ( ) 


=

=
1

sin
n

n n . (4) 
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 Общее решение краевой задачи (1), (2), (4) запишем в виде 

 ( )
( )
( )



=

=
1

sin,
n n

n
n n

I

rI
ru 




 , 

где ( )zIn  – модифицированная функция Бесселя ([22, с. 91]). Тогда условие (3) примет вид 

 
( )
( )

( ) ( )



 lkn

I

I

n n

n
n =−





=1

sin ,  0 .  (5) 

В § 1 было доказано следующее утверждение. 

Лемма. Существуют функции ( )IC  и ( )C  такие, что при 0 , 

( ) ( )   = CD |,  имеет место представление 

( )
( ) ( )

( )
2222

2
22 ,

2 
















+


+

+
−+=



I

I
, 

где ( ) ( ) IC , , причем ( ) 00 =C , ( ) 8/150 =IC . 

По аналогии с § 1 определим операторы 

( ) 


=

=
1

sin
n

n nff  , ( )( ) 


= +
=

1
22

sin

n

n

n

nf
Vf




 , ( )( ) ( ) fDf = , 

( )( )
( )
( )



=










+−


=

1

22 sin
n n

n
n nn

I

I
fEf 




 ,   DVVDDV −=, , 

тогда краевое условие (5) можно записать в виде 

 ( )  ElkDV −=−−1 .  (6) 

 Применим оператор V  к обеим частям равенства (6): 

( ) ( ) ElVkVDI −=− . 

Запишем последнее равенство в виде 

  ( ) ElVkDVDVk −=−− ,  

и подставим выражение ( ) ElVkVD −+=  в последнее слагаемое в левой части: 

( )   ( ) ( ) ElVIkDVDVkDDVkI −+=−− ,22 . 

Продифференцируем последнее равенство и обозначим ( ) ( ) = : 

 ( )( )   ( )( )( ) ElDVIVkDVkDVkIk −+−=−−+ 222222 ,1 .  (7) 

 Требование непрерывности решения исходной задачи порождает условие 

( ) ( ) 00 ==  , эквивалентное условию ортогональности 

 ( ) 0
0

=


 d .  (8) 

 Заметим теперь, что 
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( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )  +−−=














+
=



=














00 1
22

1sinsin21
dd

n

nn
V

n

, 

( ) 
+

= +
+=

1
22

cos

2

1

n n

n






 , 

или (см. доказательство теоремы 2 §1) 

( ) ( )( ) ( )( )( )( )
+

=

+−+−=
1

00 122
k

kKkK  , 

где ( )zK0  – функция Макдональда ([22, с. 92]). Отсюда следует, что 

 ( )( ) ( ) ( ) +−=







0

2
, dDV , 

и уравнение (7) принимает вид 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )





ElDVIVkd
k

VkIk −+−=++−+ 
22

0

2222 2
1 ,  0 . 

Выделяя главные члены, обозначая 

( ) ( )( ) ( )( )( )( )
+

=

+−+−=
2

00 122
k

kKkKR   

и учитывая, что функция ( ) ( )
2Vf =  удовлетворяет уравнению   −=− ff 2  на 

интервале ( ),0  и краевым условиям ( ) ( ) 00 ==  ff , запишем последнее уравнение в 

виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) =−−−++−+ 
−−











0

00

0

2
2 2

2

2
1 dKK

k
de

k
k   (9) 

( )( ) ( ) ( ) W++−= shsh 21
, 

где 

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) +−−+−=







0

22 2
dR

k
ElDVIVkW , 

( )
( )

−−=


 






0

2

1
sh2

de
k

, 
( )

( ) ( )
−−=


 






0

2

2
sh2

de
k

. 

Обозначим ( ) ( ) 2/sgn1  += , ( ) ( ) ( ) ffl −= 2/ , ( ) ( ) ( ) −−= ffr 2/  и 

запишем уравнение (9) в виде системы, 2/0   : 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) =++−+ 
−−

2/

0

0

2/

0

2
2 2

2
1










 dK
k

de
k

k lll   (10.1) 

( )( ) ( ) ( ) lW
~

shsh 21 ++−= , 
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 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) =+−−+ 
−−

2/

0

0

2/

0

2
2 2

2
1










 dK
k

de
k

k rrr   (10.2) 

( ) ( )( ) ( ) rW
~

shsh 21 +−+= , 

 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

−−−− −












+−=

2/

0

22/

0

2/

0

2

1
sh2

~
sh2








 









 de

k
dede

k
lrl , 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

−−−− −












+−=

2/

0

22/

0

2/

0

2

2
sh2

~
sh2








 









 de

k
dede

k
rrl . 

( ) ( ) ( ) ++= 
−−−

2/

0

2

2

~






 de

k
WW rll  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) −+−+−+−−+

2/

0

000 2
2






dKKK
k

rl , 

( ) ( ) ( ) −+= 
−−−

2/

0

2

2

~






 de

k
WW lrr  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) −+−+−+−−−

2/

0

000 2
2






dKKK
k

lr . 

 Условие ортогональности (8) принимает вид 

 ( ) ( ) −=

2/

0

2/

0



 dd rl .  (11) 

 Рассмотрим уравнение (10.1). Обозначим через   функцию Хевисайда: ( ) 1=  

при 0  и ( ) 0=  при 0 . Стандартным образом ([29, с. 200]) перейдем к задаче 

сопряжения относительно образов Фурье. Продолжим неизвестную функцию и правую 

часть нулем на оставшуюся часть вещественной прямой: 

( ) ( ) ( ) ( ) lg −= 2/~ , ( ) ( ) ( ) ( ) lWG
~

2/ −= , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) +−=−

2/

0

0

2
1






 dK
k

g l , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ++−−=+

2/

0

0 2/
2

1






 dK
k

g l . 

Тогда уравнение (10.1) примет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =++−+ 
+

−

+

−

−−









dgK

k
dge

k
gk ~2~

2

~1 0

2
2

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2/shsh2/ 21  −++++−−= +− ggG , R . 
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Выполнив преобразование Фурье: 

( ) ( )=

2/

0

~ˆ


  dgepg ip , ( ) ( )=

2/

0

ˆ


  dGepG ip , 

придем к уравнению 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pgepgpGppg

p

ikp
pg

p

pk ip

+− +++=−
+

−
+

++
ˆˆˆˆ

2
ˆ

1 2/

2222

222





, Rp , 

где 

( )
( ) ( ) ( ) ( )










−

−
−

+

−
+








+

−
−

−

−
=

−++
−

−







 





ip

e

ip

e

ip

e
e

ip

e
ep

ipipipip 11

2

11

2

2/2/

2

2/2/

1 . 

Так как 

( )
( )

( )
( )












 ig

k
de

k
l

~

sh2sh2
~

22/

0

2

1 −=− 
− , 

( )
( )

−−

2/

0

2

2
sh2

~


 




 de

k
r , 

( )
( )

( )
( )








 


−

−
−

−

−


−−

ip

e
ig

k

ip

e
ep

ipip 1~

2
~

1

2
~

2/22/

1 , 

то главные члены последнего уравнения, в обозначении ( ) ( ) ( )zgezGzH iz

++= ˆˆ 2/ , дают 

соотношение ( Rp ) 

 
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )pgpH
ip

e
ig

k
pg

p

ikp
pg

p

pk ip

−

−

++
−

−
−=−

+
−

+

++
ˆ

1~

2
ˆ

2
ˆ

1 2/2

2222

222








 

.  (12) 

Определим функцию 

 ( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )












+−
+

−
−

−
+

+

++

=

−

−

.0Im,ˆˆ
2

,0Im,
1~

2
ˆ

1

22

2/2

22

222

zzgzg
z

ikz

zzH
iz

e
ig

k
zg

z

zk

z

iz










 

 (13) 

 В силу соотношения (12) функция ( )z  является аналитической во всей плоскости, 

за исключением разреза (  1,,| −−== ttizzL   и простого полюса iz = , и исчезает 

на бесконечности. Следовательно,  

( )
( )

 −
+

−
=

L
z

d

iiz

A
z






00

2

1
, ( )


ig

ki
A ˆ

2

2

0 = , ( ) ( )



 −

−−
= g

k
ˆ

4

22
0 . 

Отсюда в силу (13) получаем уравнение для определения функции ( )zĝ , ( )Lz − : 

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )


−−−

−
+

−
=−

−

−
+

+

++ −

L

iz d

z

g

i

k

iz

igki
zH

iz

e
ig

k
zg

z

zk

22

22/2

22

222 ˆ2

2

ˆ1~

2
ˆ

1




















 

, 

или, в обозначении 
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xiz = , ( ) ( )xfxig =ˆ , ( )
( )

1

1

1

1 2/1

+

−
−

−
=

+−

x

e

x
x

x 

 , 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )xiHx

fk

s

sds

xs

sfk
xf

x

xk



+=

−+
−

−

−+

+

2

1

1

2

1

11 2

1
22

22

, 1x . 

 В дальнейшем всегда будем полагать, что 1x . Обозначив 

21

1

k
a

+
= , 

21

2

k

k
b

+
= , ( )

22

2 1

ax

x
xQ

−

−
= , ( ) ( )

( )
( ) ( )








+= xiHx

fk
xQaxh 

2

12
2 , ( ) 12 −= xx , 

приходим к основному уравнению 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )xhsd
xs

sfb
xQxf =

+
− 

+

1




.  (14) 

Заметим теперь, что в силу (13) 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )aiH
a

e
f

k
sd

as

sfk

a

fk
ai

a







−
+

−
=

+
+

−
=

+−+

 1

1
1

2

2

1

1

2

2/12

1

2

,  

( )
( )

( )
( ) ( )














+

+
−= 

+

aiHsd
as

sfk

a
f

k



1

2 21
1

2
, 

откуда следует, что правую часть уравнения (14) можно представить в виде 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

+

+−

+−

+−+

−+

−

−
−=

1

2/1

2/1

22

2

12

121~
sd

as

sfb

ea

ex

ax

a
xhxh

a

x






, 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )









−=

a

x
aiHxiHxQaxh



2~

. 

Или, пренебрегая малыми членами: 

 ( ) ( )
22

~

ax

C
xhxh h

−
+= , 

( ) ( )
( )

+

+

−
=

1

21
sd

as

sfba
Ch 


.  (15) 

Подставляя в (14), приходим к альтернативной форме записи основного уравнения: 

 ( )
( )( )

( )
( ) ( )xhsd

xs

sf

asax

ab
xf

~1
1

1

2

=
+









++

−
+− 

+




.  (16) 

 Заметим, что уравнение (16) можно вывести и напрямую из (12), несколько иначе 

определив аналитическое продолжение (13). 

 Уравнение (16) – это особое интегральное уравнение с переменными 

коэффициентами. Представление (14) и специальное соотношение между параметрами 

позволяют решить это уравнение в квадратурах. 

 Перейдем к операторной форме записи. Обозначив 
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 ( )( )
( )

( )
+




=
1

1
sd

xs

sf

i
xfS 


,  (17) 

запишем уравнение (14) в виде 

 ( ) hfibQSI =− +
.  (18) 

Применим оператор повторно: 

 ( )   fSQQSbQfQSbhibQShfibQShibQShf ++++++ −−+=++= ,222 .  (19) 

Равенство 


++

+−
−=

−− 1
2

1
2 1

1

1

1

xs

ds

sxs

ds

s
 

позволяет выразить оператор 2

+S  через оператор 2

−S : в классе функций, обращающихся в 

единице в нуль, в силу формулы Пуанкаре-Бертрана справедливо соотношение 

( ) 222

+− += SIS  . Таким образом, (19) можно переписать в виде 

 ( )( ) ( )( )   fSQQSbhibQShfQibSibQSfQb +++−− −+=−− ,1 2222  .  (20) 

Заметим теперь, что 

( )( ) ( ) ( )xAxQxb 22221 =−  , ( )
( )

22

22221

ax

axa
xA

−

+−
= ; 

это соотношение позволяет факторизовать левую часть уравнения (20) так, чтобы 

оператор в правой части оказался конечномерным: 

( )( )   ( ) fQASAQSbifSQQSbhibQShfQSbiAIQSbiAI −−+++−− −+−+=−+ ,2 , 

 ( )( ) wfQSbiAIQSbiAI =−+ −− ,  (21) 

21 wibQSww ++= , ( ) fQASAQSbihw −− −+=1 ,  fSQibhw ++= ,2
, 

или, в развернутой форме, 

 ( ) ( )
22

10
1

ax

cxc
bxhxw

−

+
−= , ( ) ( )

22

10
2

ax

cxc
bxhxw

−

−
+= , 

( )
( )

+

−

−
=

1

22

21
sd

as

sfsa
c

k

k 


, 1,0=k . (22) 

 Последовательно обратим сингулярные интегральные операторы, стоящие в левой 

части уравнения (21). Запишем его в виде 

 ( ) wgQSbiA =+ − ,  (23.1) 

 ( ) gfQSbiA =− − .  (23.2) 

 Решим уравнение (23.1). В силу свойств правой части уравнения (14) правая часть 

уравнения (23.1) исчезает на бесконечности. Решение уравнения (23.1) также будем 

искать в классе функций, исчезающих на бесконечности. Обозначим 
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( )
( )

( )
+

−
=

1

1
sd

zs

sg

i
zF 


, 

тогда по формуле Сохоцкого-Племеля ( ) ( ) ( ) ( )xgxxFxF =− −+ 2 . 

 Стандартным образом ([28, с. 176]) перейдем к задаче сопряжения: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )xxQbixAx

xxw
xF

xD
xF

+−
+= −+

1

21

2
, ( )

( ) ( )

( ) ( )xxQbixAx

xxQbixAx
xD

−−

+−
=

1

1

2

2

. 

Обозначим 

( )
kk

kik

i
D

i

1
arctg

2

1

21
ln

1
ln

2

1
2

2


 =

+

+−
=+= , 10   . 

 Определим каноническую функцию данной задачи как ( )zX/1 , где 

( ) ( ) ( )xDxXxX =−+ / . 

Отметим некоторые свойства канонической функции, которые будут играть 

важную роль в дальнейших рассуждениях: 

( )
( )

( )
( )
( ) 














−


=

−
= 

+

1

0 1
ln

2

1
exp

1
dt

zttD

tD

iz

zX
zX


, ( ) ( )( )















−
= 

+

−

1

2

0 ln
2

1
exp

zt

dt
tDe

i
zX i


, ( ) 10 =X . 

( ) ( ) ( )xXxDxX 2/1 = , ( ) ( ) ( )xXxxX 01
−

−= . 

( ) ( ) ( ) ( )xXxAxXxX 2=+ −+ , ( ) ( ) ( ) ( )xXxAxXxX /2/1/1 =+ −+ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xXxQxbixXxX =− −+ 2 , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xXxQxbixXxX /2/1/1 −=− −+ . 

 Рассмотрим выражение ( ) 2222 121 zzbaza −−+−  (выбираем ветвь 11 = ). В 

точке az =  оно имеет нуль кратности два, поэтому функция 

( ) ( )( )( ) 22222 121
−

−−−+−= azzzbazaz  

– аналитическая во всей комплексной плоскости с разрезами вдоль лучей 1Re z , не 

обращается в нуль и бесконечность и ограничена. На разрезах она удовлетворяет 

условиям ( ) ( ) ( )xDxx =−+  / , ( ) ( ) ( )xDxx −=−− −+  / , поэтому по теореме Лиувилля 

( ) ( ) ( )zXzCXz −= / . Константу находим по значению в нуле: ( ) 10 ==C . Окончательно, 

( ) ( ) ( )zzXzX /=− . В частности, 

 ( ) ( )xX
ax

ax
xX

+

−
=−  (24) 

(напомним, что 1x ). 

Решая неоднородную задачу сопряжения, находим 

( ) ( ) ( )zXzYzF /= , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xXxwxxYxY =− −+ 2 , 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )

+

−
−=

1

td
xt

tw

xX

tXb
xQxwxAxg 


. (25) 

Отметим, что ( ) ( )1−= xOxg  при +→x . 

 В силу свойств канонической функции однородная задача сопряжения не имеет 

нетривиальных решений, поэтому формула (25) задает и общее решение уравнения (23.1). 

 Рассмотрим теперь уравнение (23.2). Аналогично предыдущему, определим 

( )
( ) ( )

( )
+

−
=

1

1
sd

zs

sfsQ

i
zF 


, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxxQxFxF =− −+ 2 . 

Задача сопряжения: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )xxQbixAx

xgxxQ
xFxDxF

−−
+= −+

1

2

2
. 

Каноническая функция: ( )zX . Неоднородная задача сопряжения: ( ) ( ) ( )zYzXzF = , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xXxgxQxxYxY /2=− −+ . (26) 

В силу свойств канонической функции, в этом случае задачу о скачке (26) нужно 

решать в классе функций, растущих с порядком меньше   на бесконечности. 

 Дальнейшие рассуждения проводятся по-разному в зависимости от соотношения 

между значением k  и единицей; рассмотрим каждый случай поочередно, опуская 

громоздкие промежуточные выкладки. Буквами C  с возможными индексами будем 

обозначать константы. 

 10. Пусть 1k , тогда 2/1 . Обозначим 221/ aiac −= . Решение задачи о 

скачке (26), с учетом формулы (25), записывается так: 

( )
( ) ( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

 
+ +

−













−
−=

1 1

2

21

zs

sd

st

td
twtX

b

sX

sQ
sw

sX

sQsA

i
zY




. 

Общее решение задачи сопряжения: 

( ) ( ) ( )( )zYCzXzF F += . 

 Вычисляя интегралы с помощью свойств канонической функции, находим решение 

уравнения (21). Например, промежуточный интеграл 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) 

+ +

−−
−=

1 1

2

21
td

st

twtXb

xs

sd

sX

sQ

i
xI 






 

вычисляется так: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
=

−−
=

−
+  

+ +

1 1

2

2

22

22
11

1 xs

sd

tssX

sQ

i
tdtwtX

b

xXx

xwxXxQxbi
xI
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( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

=
−−






















−








−=  

+ + −+

1 1

22

1111

4

1

xs

ds

tssXsXsA

sQ

i
tdtwtX

i 



 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )+

−















−−








−= 

+

1

2

2

2

2 1

2

11

2

11
td

xt

twtX

tA

tQ

tX
tA

xA

xQ

xX
xA

i



 

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( ) ( )
+ −−










++

−
−

−−

−
+

1

22

4

2
3

4

1
tdtwtX

xctc

cX

xctc

cX

ia

a
c 


. 

 В итоге находим общее решение уравнения (21): 

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

+
−








−++= 

+

1
2 xt

td
tw

xX

tX

tX

xXb

xA

xQ
xwxXCbixf F




 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
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−
+

++
−







+

−−

−
+

1

222

2
1111

4

1
tdtw

cX

tX

tXcxctcX

tX

tXcxct

xX

a

ccb



. 

 Представим его в виде 

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )


+

−







−++

−

++
=

1

22

2

210

2 xt

td
tw

xX

tX

tX

xXb

xA

xQ
xwxX

cx

xCxCC
xf




. 

 Подставляя из (22) выражение для правой части, находим общий вид решения 

уравнения (14): 

( ) ( ) ( )( )xhxfxf += 0 , 

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )xXaxсx

xCxCC
xX

axсx

xCxCxCC
xf

1
22

2

210

22

3

3

2

210
0

−−

++
+

+−

+++
=

−−−++++

, 

( )( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )


++

+






 −
+

−
+

−







−+=

11
22 xt

td
th

xX

tX

tX

xXb

xA

xQ

xt

td
th

xX

tX

tX

xXb

xA

xQ
xhxh








. 

Подставив в ( )( )xh  выражение для правой части уравнения (14) из соотношения 

(15), находим общий вид решения уравнения (16) (сохраняем прежние обозначения для 

констант): 

 ( ) ( ) ( )( )xhxfxf
~

0 += . (27) 

 Подставляя (27) в уравнение (16), приравнивая подобные члены и учитывая, что 

 ( ) ( ) 22 cXcX
ca

ca
i =

+

−
, 

находим константы из системы линейных алгебраических уравнений: 

а) 0k : 

01 =−C , 
−− −= 02 CC , 

( )
( )

( )

+

++

−
==−

1

2

20

~

at

td

tX

th

a

bc
CC




, 
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( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

+

−+

−
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1
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2
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~
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a
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C
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c
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, 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
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−+
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+
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−
+

−
=

1

222
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2

2
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~
1111

ct

tdth

cXic

c
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ttX
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a
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C
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c
C




; 

б) 0k : 

03210 ==== ++++ CCCC , ( ) ( )
( )


+

−−

+
=−=

1

2

20

~

at

td
thtX

a

bc
CC




, 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

+

−

−












−−

−

−

−
=

1

22

2

222

2

2

1

~
1

ct

tdth
tXatc

tX

cXca

at

ict

a

bc
C




. 

Итак, при 0k  в системе один свободный параметр −

0C , а при 0k  система 

однозначно разрешима. Так как уравнения (10.1), (10.2) отвечают противоположным 

знакам коэффициента, то наличие свободного параметра позволяет удовлетворить 

условию ортогональности: при 0k  

 ( ) ( )
( )

( ) ( )

+

−

−+
++=

1
2

0

1

~

0
0

~
0

t

dtth

at

tX

aX

b
hCf


 , 

( )
0

0

1
2

−=
Xaс

 , (28) 

и в силу последнего неравенства параметр −

0C  определяется условием (11) однозначно. 

20. Пусть 1k , тогда 2/1 . Обозначим 12/ 2 −= aac . Выделяя в правой части 

задачи о скачке (26) слагаемое, растущее на бесконечности, представим ее в виде 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )
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( ) ( )
( )
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−
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1
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 , 

 ( ) ( ) ( )
+

 −=
1

1
tdtwtX

i
C 


. (29) 

 Тогда, с учетом равенства ( ) 1−=cD , решение можно представить в виде 

 ( ) ( ) ( )zYzYCzY 21 +=  , (30) 

( ) ( ) ( ) ( )
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. 

 В результате вычислений получаем, что, как и в п. 10, решение представимо 

формулой (27). Аналогично п. 10 находим константы в (27), с учетом равенств 
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( ) ( ) 0=+ −+ сXсX , 
( ) ( )

0
11

=+
−+ сXсX

, ( ) 0Im =−cX : 

а) 0k : 

01 =−C , −− −= 02 CC , 
( )
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; 

б) 0k : 

03210 ==== ++++ CCCC , ( ) ( )
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. 

Условию ортогональности удовлетворяем так же, как в п. 10; формула (28) остается 

справедливой. 

 30. Пусть 1=k , тогда 2/1= , 2/1=a , 1=b , ( ) ( ) ( )12/ 2 −= xxAxQ . Как и в п. 20, 

представим задачу о скачке (26) в виде (29). Учитывая, что ( ) ( ) ( )zzXzX −= 1/2
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(значение a~  можно найти и из формулы (24)), находим, что в формуле (30) 

( ) ( ) ( )( )azzXzzY 21 2

1 −++= − . 

 Общий вид решения уравнения (21): 
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 Общий вид решения уравнения (16) определяется, как и в пп. 10-20, формулой (27), 

где 
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 Константы: 
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Условию ортогональности удовлетворяем так же, как в пп. 10-20. Роль свободного 

параметра при 0k  играет −

1C . Формула (28) принимает вид 
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Основная теорема доказана. 
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§ 3. РАСПОЛОЖЕНИЕ СПЕКТРА СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ЛАПЛАСА В ПОЛУКРУГЕ 

В этом параграфе изучена спектральная задача для уравнения Лапласа со 

смешанными краевыми условиями в полукруге. Доказано, что спектр задачи не 

принадлежит карлемановской параболе constIm  . 

Пусть открытая область D  на плоскости ограничена полуокружностью  , 

 0,1:),( 22 =+= yyxyx , и отрезком AB , ( )0,1−A , ( )0,1B . Рассмотрим следующую 

спектральную задачу (за ( ),r  обозначены полярные координаты): 

 02 =+ uu  , ( ) Dyx , , (1) 

 0=
AB

u , (2) 

 ( ) 0=−
kurur , R,0  kk , (3) 

где ( )  ( ) ( )DCBADCDCyxuu 21 ,\),( = . 

Основная теорема. Собственные значения задачи (1)-(3) не лежат в карлемановской 

параболе CIm  ни при каком C ; точнее, существует последовательность собственных 

значений nnn i +=  такая, что +→n , +→n , 0/ →nn  . 

Основные этапы доказательства. 

1. Исходная задача сводится к интегральному уравнению типа свертки на конечном 

отрезке  −  относительно неизвестной функции ( ) : 

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) 02/sin22/sinsgn2/sin2 00 =−−−−
−





 dJkJ , 

где )(0 zJ  – функция Бесселя. 

2. Уравнение типа свертки сводится к уравнению Фредгольма второго рода. 

3. Уравнение Фредгольма второго рода сводится к легко решаемому уравнению с 

двумерным ядром. 

Доказательство. Обозначим  i+= . Считаем   ,0,0 . Возьмем 

нетривиальное решение уравнения (1), обращающееся в нуль на отрезке AB . Пусть 

( ) ( ) 22 cos2,;, rRrRrR +−=   , тогда в качестве такого решения возьмем 

( ) ( ) ( )−+ −=  00,;,; JJrRG , где )(zJ  – функция Бесселя ([22, с. 51]). Применяя 

формулу Грина, в силу ограниченности )(0 zJ  при 0→z  получаем: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,;,1;,;,1;,
0

1
=− =



 drurGrGru
rrr ,  0 . (4) 
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Обозначим 

( ) ( )( )2/sin2, 00 xJxF  = , ( ) ( ) ( )( )2/sin22/sin, 01 xJxxF  =  

 (заметим, что обе эти функции четные по второму аргументу). Тогда 

( ) ( ) ( ) +−−= ,,,1;,1; 00 FFG , ( ) ( ) ( ) +−−= ,,,1;,1; 11 FFGr
. 

Кроме того, обозначим ),1()(  u= . Так как 0)()( == BuAu , то 

  ( )  ,0,0)( ,1,0

0 CC  . 

В силу (3) мы можем переписать соотношение (4) в следующем виде,  0 : 

 ( ) ( )  ( ) ( ) ( )  ( )( ) 0,,,,
0

1100 =+−−−+−−


 dFFFFk . (5) 

 Это уравнение типа свертки на конечном отрезке, не решаемое в квадратурах 

([29, с. 201]), эквивалентное исходной задаче. Целью дальнейших рассуждений будет 

получение «регулярного» интегрального уравнения относительно образа Фурье искомой 

функции и доказательство наличия у этого уравнения нетривиальных решений при сколь 

угодно большом  . 

Продолжим )(  нечетно на  0;− :   ,),()( −−=− . В этом случае (5) 

переходит в следующее соотношение: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,sgn, 10 =−−−
−





 dFkF ,  − . (6) 

Выполним дискретное преобразование Фурье: умножим обе части (6) на Z, nein , 

и проинтегрируем в пределах от −  до  . Обозначим 

=


 
0

)()( dezV iz . 

Очевидно, функция ( )zV  – целая, причем из свойств ( )  вытекает, что 

( )  −=
−



 
0

1
)()( deizzV iz , ( ) 0lim

Im

Im
=

−

→

z

z
ezzV


. 

Используя формулу 

( ) ( ) ( ) 2

0

0 2cossin2 


nJdnJ = , ...,2,1,0=n  

([7, с. 58, (13)]), которая в силу свойства 

( ) ( ) ( ) n

n

n JJ 1−=−  

([22, с. 24]) справедлива и при отрицательных n , и равенство 
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( )
( )








=

pF
pF

,

2
, 0

1 , 

получим: 

( ) ( ) ( )( )nVnVindein −+−=
−





  sgn , ( ) ( ) ( )nVnVdein −−=
−





  , 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
2/

0

00 22cossin24, 





n

in JdnJdeF == 
−

, 

( ) ( ) ( )





nn

in JJdeF =
−

2,1 . 

 Таким образом, (6) переходит в следующее соотношение: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) Z,022
2

=−−−−+− nnVnVJJnVnVinJk nnn  . 

 Так как R , то ( ) Z,0  nJn   ([22, с. 530]), и, сокращая на ( ) nJ − 2 , получаем 

соотношение 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0=−−++ nVJiknJnVJiknJ nnnn  , Zn . (7) 

Замечание. Соотношение (7) можно получить и по-другому, если искать решение 

задачи (1)-(3) в виде ряда: 

( )
( )
( )



=

=
1

sin,
n

n

n

n nb
J

rJ
ru 




 , ( ) 



=



=

+==
1

0

1
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2

sin,1
n

n

n

n na
a

nbu  . 

 Следовательно, 

( ) 


=

−=




1

sin,1
n

n nna
u




, ( )
( )
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=


=





1

sin,
n

n

n

n nb
J
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r

u





 , ( )

( )
( )



=


=





1

sin,1
n

n

n

n nb
J

J

r

u





 , 

и (3) эквивалентно условию 

( )
( )

...,2,1, =−=


niknab
J

J
nn

n

n




 . 

Пусть  +==+ ssizz 0,:  ,  0,: −==− ssizz  , −+ =  . Будем 

считать, что движение по этим разрезам происходит в направлении возрастания s . 

Прямая   делит комплексную плоскость на две части; обозначим ту из них, которая 

остается слева при движении по  , за 
+C , а другую – за 

−C . Очевидно, 
−C  содержит 

положительную полуось. Обозначим за mzz ,...,1  лежащие в 
−C  корни )(zJ  как функции 

от z . Как известно ([22, с. 546, 567]), этих корней конечное число, причем они не 

попадают на действительную прямую. Обозначим также  

( )
( )

( )



−


=

,0Im,

,0Im,

zzV

zzV
zP  ( )

( )
( )

( )

















= z

z
z J

J
J

zJ
ln

/ , ( ) ( )zJikzzA = , 
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 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )z

zVzAzVzA
z




sin

−+
= −+ , ( ) ( ) ( )zzzza j

zzz
j

jj

 −=
→

limRes , mj ,1= . (8) 

 Тогда функция 

( ) ( ) 
= −

−=
m

j j

j

zz

a
zz

1

  

в силу соотношения (7) и свойств функции ( )zV  будет аналитической и ограниченной в 

−C  и будет исчезать при →z , −Cz . Продолжив ее четно в +C : ( ) ( )zz =− , Cz , 

получим, что ( ) ( ) \CAz , ( ) 0= . Это позволяет рассмотреть следующую задачу 

Римана-Гильберта относительно ( )z  на разрезе   (здесь и далее придерживаемся 

терминологии и обозначений, принятых в [29]) и, решив ее, выразить ( )z , 
−Cz , через 

( ) zzP , , и mjaz jj ,1,, = : 

( ) ( ) ( ) ( )zHzzGz += −+ , z , 

где 

( )
( ) ( )

( ) ( )





−−

−−
=

−

+−

+

−+

;,/

,,/

zzAzA

zzAzA
zG  

( )
( )( ) ( )

( )
( ) 

== +
+

−
+

−
=

m

j j

j
m

j j

j

zz

a

zz

a
zG

z

zPzGikz
zH

11sin

12


. 

 Заметим, что ( ) ( ) 1=− zGzG . Поведение функции ( )zG  рассмотрено в Приложении, 

согласно которому можно, не ограничивая общности, считать индекс функции ( )zG  

равным 0, что и будет предполагаться в дальнейшем. Таким образом, допустима 

факторизация: ( ) ( ) ( )zXzXzG −+= / , причем ( ) ( )zXzX −+ =− , и задача однозначно 

разрешима в рассматриваемом классе функций: 

( )
( ) ( )

( )( )


+ −
=

zttX

dttH

i

zX
z

2
. 

Следовательно, 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )zSzYzXz += − , 
−Cz , (9) 

где 

( )
( )

( ) ( )


− 








+
+

−
−=

ztzttXt

dtttPk
zY

11

sin 
, ( )

( )
=

− 













+
−

−
=

m

j jjj

j

zzzzzX

a
zS

1

11
, 

причем функции ( )zY  и ( )zS  определены и в 
+C  и ( ) ( )zYzY =− , ( ) ( )zSzS =− . 

 Получим на основе (9) уравнение относительно ( )zP . Для этого поставим и решим 

еще одну задачу сопряжения; соответствующие функции будем помечать индексом R . 
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 В силу соотношений (8) и  (9) при 0x  справедливо равенство: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xSxYxXxxVxAxVxA +=−+ −

−+ sin . (10) 

 Определим функцию ( )zR  при −Cz : 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )





++−−

++
=

−−

−

−

+

.0Im,5,0

,0Im,5,0

zzSzYzXiezVzA

zzSzYzXiezVzA
z

zi

zi

R 



 

 В силу соотношения (10) 

( )  ( )m

jjR zAz
1

\C
=

− . 

Обозначим 

( )zb R
z

j
j

= Res , mj ,1= . 

Продолжим функцию ( )zR  четно в +C , тогда при +Cz :  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )





++−−

++−−
=

+−

+

+

−

.0Im,5,0

,0Im,5,0

zzSzYzXiezVzA

zzSzYzXiezVzA
z

zi

zi

R 



 

 Обозначив 

( )
( )( )

=
− −

=
m

j jj

j

zzzX

b
zT

1

, −Cz , ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )





−−

−
=

++

−−

,C,

,C,

zzTzXz

zzTzXz
zF

R

R

R  

получим, что ( ) ( ) \CAzFR
, ( ) 0=RF . Выпишем условие сопряжения для ( )zFR

 на  , 

используя равенства 

( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )zXz

zGzikzP
zYzY

−

 −
=

sin

1/1
, z . 

Рассмотрим отдельно +  и − . 

+z : пусть 

( ) ( )
( )( )

( )z

zGkze
zAzB

zi





sin2

1/1 −
+= +

−

+ , ( ) ( )
( )( )
( )z

zGkze
zAzB

zi





sin2

1−
+−−= −

+

+ , 

тогда 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )zX

zzVzB

zX

zzVzB
zSzY

i

e RR

zi

+

++

+

−

−−

+ −
=

−
=+

2



. 

−z : пусть 

( ) ( )
( )( )

( )z

zGkze
zAzB

zi





sin2

1/1 −
+−=

−

−

−

− , ( ) ( )
( )( )
( )z

zGkze
zAzB

zi





sin2

1−
+−=

−

+

+

− , 

тогда 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )zX

zzVzB

zX

zzVzB
zSzY

i

e RR

zi

+

++

−

−

−−

−

− −−
=

−−
=+

2



. 
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 Следовательно, при z : 

( ) ( ) ( ) ( )zHzFzGzF RRR += −+ , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )zTzTzXzPzCzHR −−+= + , 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )





−=

−=
=

−−

−

+

−−

+−

+

+

++

.,

,,

zzBzGzBzC

zzBzGzBzC
zC  

 Или: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
( )z

zGkze
zAzGzAzC

zi





sin

1−
+−−−= +−+

, +z , 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )z

zGkze
zAzGzAzC

zi





sin

1−
++−=

−

−+−
, −z . 

Поскольку коэффициент ( )zG  получился таким же, как и в первой задаче 

сопряжения, и ( )zFR
 принадлежит тому же классу функций, что и решение первой задачи 

сопряжения, ( )z , получаем, что данная задача однозначно разрешима: 

( )
( ) ( )

( )( )


+ −
=

zttX

dttH

i

zX
zF R

R
2

. 

Из равенства 

( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )zTzT
zttX

dttPtC

izttX

dttH

i

R −++
−

=
− 



+



+ 

11
 

получаем искомое уравнение относительно ( )zP  на  : 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )zf
zt

dttPtE

i
zPzD =

−
− 




1
, (11) 

где 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )





−+−

−−
=

−+

+

−

−

++

−

−

+

,,//

,,//

zzXzAzXzA

zzXzAzXzA
zD

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )





−+

−−−
=

−+

+

−

−

++

−

−

+

,,//

,,//

zzXzAzXzA

zzXzAzXzA
zE  

( ) ( ) ( )zTzTzSb −+= , ( )zzz Imsgnˆ = , 

( )
( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )zSzSiedt
tXt

tPtGt

zt

ee

i

k
zf b

zi
ziti

2
sin

1 ˆ
ˆˆ

+−
−















−

−
= 



+





. 

 Регуляризуем уравнение (11) стандартным образом – путем решения задачи 

сопряжения, функции которой будем помечать индексом  . Пусть 

( )
( ) ( )





−

=
zt

dttPtE

i
zF



1
, 

тогда 
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( ) ( ) \CAzF ,  ( ) 0=F  

и 

( ) ( ) ( ) ( )zHzFzGzF 

−



+

 += , 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )





−−

−−
=

−

+
=

−

−+

+

+−


,,/

,,/

zzGzAzA

zzGzAzA

zEzD

zEzD
zG  

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )

( )

( )










−
=

−
=

−

−

+

+


.,/1

,,/1122

zzA

zzA
zf

zG

zGikz

zEzD

zfzE
zH  

Как и в случае функции ( )zG , из представления функции ( )zG
 вытекает, что, не 

ограничивая общности, можно считать индекс функции ( )zG
 равным 0. Таким образом, 

допустима факторизация ( ) ( ) ( )zXzXzG −



+

 = / , откуда следует, что 

( )
( ) ( )

( )( )


+






−
=

zttX

dttH

i

zX
zF

2
, 

( )
( ) ( )

( )zE

zFzF
zP

2

−



+

 −
= , z , 

 

или 

 ( )
( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )zEzD
zttX

dttH

i

zX

zE

zDzH
zP +














−
+= 



+





+

 /
22 

, z . (12) 

Как следствие, получаем аналитическое продолжение ( )zP  в R\C : 

( )

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )( )












−













−
+

+













−
+

=

−



−





−



+



+





+







,C,/
2

,C,/
2

zzEzD
zttX

dttH

i

zX
zf

zzEzD
zttX

dttH

i

zX
zf

zP




 

где 

( ) ( )
( ) ( )  

( ) ( )  





−

−−
=+

++

+

++

−

,0ImC,/2

,0ImC,/2

zzzXzA

zzzXzA
zEzD




 

( ) ( )
( ) ( )  

( ) ( )  





−


=−

−−

−

−−

+

.0ImC,/2

,0ImC,/2

zzzXzA

zzzXzA
zEzD




 

 Заменим уравнение (12) на приближенное уравнение с точностью ( )1−O . 

Прежде всего, заметим, что дробь ( )tt sin/  ограничена на   (очевидно, это 

свойство выполняется равномерно на рассматриваемом множестве допустимых  ), дробь 
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( ) ( )ztee ziti −− /
ˆˆ   равномерно ограничена при всех комплексных t  и z , разность ( ) 1−zG  

равномерно по   ограничена на  , поэтому интеграл 

( )( ) ( )
( ) ( )



+

−














−

−
dt

tXt

tPtGt

zt

ee

i

k ziti





sin

1
ˆˆ

 

дает вклад порядка ( )1O , а не ( )O , и им можно пренебречь. Аналогично, в силу 

ограниченности произведения tite
ˆ  на   можно пренебречь интегралом, содержащим 

функцию ( )tS . Таким образом, обозначая за ( )zS
 оставшиеся слагаемые, не содержащие 

экспоненциального множителя, получим: 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )





−

−−−


−

+

−

+

−

+

.C,2/

,C,2/

zziAzSzSezX

zziAzSzSezX
zV

zi

zi





 

 Далее, в силу свойств функций ( )zA+
 и ( )zA−

 можно записать, что при 
−Cz : 

( ) ( )
( )
( ) +

=
+

+

+
−

−

−




+


k

zizin

k k

k

zz

ee

zAi

zS
zXzV

k

1 2
, ( ) ( )

( )
( ) −

−−

=
−

−

−

−

−

−


−−

−


k

zizin

k k

k

zz

ee

zAi

zS
zXzV

k

1 2
, 

где  kz  – нули функции ( )zA
 в 

−C . 

 Пусть P  – простой замкнутый контур, целиком лежащий в 
−C  и охватывающий 

все нули функции ( )zA−
, тогда 

( )
( ) ( )

( ) −

−−
−

−−

−

−

P

izi

d
z

ee

iA

S

i

zX
zV 









22
. 

 Пусть L  – простой замкнутый контур, целиком лежащий в 
−C  и охватывающий 

все полюсы функции ( )zA− , т.е. нули ( )zJ  как функции от z , тогда 

( )
( )
( ) 









+
−

−
=

−

L
tttX

dtt

i
S








11

2

1
, LL int . 

В силу леммы 1, доказанной в Приложении, можно считать, что контур L  

находится на расстоянии ( )O  от вещественной оси, поэтому tiiet  − 5,0sin  при Lt  и 

( )
( ) ( )

( ) 








+
−

−

−


−−

−

L

ti tttXie

dttVtA

i
S






11

5,02

1
. 

 Таким образом, обозначая ( ) ( ) ( )zXzVezW zi −−= / , получаем следующее уравнение 

относительно ( )zW : 

 ( )
( )

( )

( )
( ) ( )  









+
−

−−

−
 −

−

−

P L

zi

dttW
tt

tA
A

d

z

e

i
zW







 111

2

1
2

, Lz . (13) 
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 Это уравнение Фредгольма второго рода с конечномерным ядром, и спектр 

исходной задачи будут доставлять, с точностью ( )1−O , нули соответствующего 

определителя, который есть функция от  . Очевидно, можно считать ( )zW  произвольной 

аналитической функцией. 

В силу свойств нулей бесселевых функций можно считать контуры P  и L  такими, 

что на них можно с точностью ( )1−O  заменить функцию ( )zA−
 ее приближенным 

представлением ( )zUziikz ,th22  −− , где 

( ) ( ) ( ) 4//1/ln,
222  izizzzizU −




 −+−−= . 

Далее, согласно Приложению, функцию ( )zU ,th   можно приближенно заменить кусочно-

постоянной функцией, равной 1 при z , лежащих выше N , и 1−  при z , лежащих ниже 

N , где N  – разрез, расположенный в −C  и соединяющий точки ai  и  , 

( ) /2sh = fta . Поскольку контуры P  и L  проходят только через концы разреза N , 

можно считать N  отрезком. Таким образом, (13) переходит в уравнение, которое мы для 

удобства запишем в виде системы (используем уже знак точного равенства): 

( )
( ) ( )

( ) −

−
=

−

P

zi dZ

z

e

i
zW







1

2

1
, ( )

( )
( ) −

=
L

dttW
t

tt

i
Z

22

1






 , 

где 

( )







−+

−−
=

.ниже,

,выше,

22

22

Nzzkz

Nzzkz
z




  

Стягивая сначала контур P , а затем контур L  к разрезу N  и обозначая 

( ) 2/121
−

+= kb , b =0 , получаем: 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )0

0

2

0

2

222 011













Z
z

e
kdZ

z

e

i

b
zW

zi

N

zi

−

−
+

−

−

−

−
−=

−−

 , ( )







=

− ,0,

;0,0

2 kkb

k
k  

( ) ( ) ( )





 WkdttW

t

tt

i
Z

N

−
−

−
=  22

222
, Nz , при 0k : ( ) ( ) −

−
=

N

dttW
t

tt

i
Z

22

0

22

0

2






 . 

Не ограничивая общности, будем считать 0k , тогда при Nz : 

 ( )
( )

( )
−

−

−

−
−=

−

N

zi

dZ
z

e

i

b
zW 









2

0

2

222 1
, ( ) ( ) ( )






 WkdttW

t

tt

i
Z

N

−
−

−
=  22

222
. (14) 

 Сделаем замену ( ) ( ) ( ) ( )vhzZugzWvuz  ==== ,,, : 
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( )
( )

( ) −

−

−

−
−=

−1

22

22 11

ia

vui

dvvh
bv

v

vu

e

i

b
ug




, ( ) ( ) ( )ukvgdssW

sv

ss

i
vh

ia

−
−

−
= 

1

22

212


, /Nz . 

Замена ( ) ( ) ( ) ( )iaiavyiaiaux −−=−−= 1/,1/  переводит отрезок /N  в отрезок 

 1,0 , на котором в силу леммы 2 (см. Приложение) можно приближенно заменить ядро 

( )( )( ) ( )yxe yxiai −− −− /1 1  главным членом ( )( )yxiaie −−+ 11   (здесь существенно, что 

( ) ( ) *1Im Oia =− ). Таким образом, систему (14) можно приближенно заменить на 

следующую: 

( ) ( )
−

−

+ + aeaug iaui~ , ( ) ( ) ( )vfavfavh −−++ +~ , 

( ) ( ) −

−
−= −−

+

1

22

22 1

ia

iavi dvvh
bv

v
e

i

b
a 


, ( ) −

−
−=−

1

22

22 1

ia

dvvh
bv

v

i

b
a


, 

( ) ( ) ( )iavi

ia

iasi kvedse
sv

ss

i
vf −−

+ −
−

−
= 





1

22

212
, ( ) kvds

sv

ss

i
vf

ia

−
−

−
= −

1

22

212


. 

Следовательно, для нетривиальной разрешимости системы необходимо и 

достаточно, чтобы выполнялось условие 

0
2221

1211
=

aa

aa
, 

( ) ( ) ( ) +

−−

−

−
++=

1

22

2
2

11

1
1

ia

iavi dvvf
bv

v
ekia  , ( ) ( ) −

−−

−

−
=

1

22

2

12

1

ia

iavi dvvf
bv

v
ea  , 

( ) +
−

−
=

1

22

2

21
1

ia

dvvf
bv

v
a , ( ) ( ) −

−

−
++=

1

22

2
2

22

1
1

ia

dvvf
bv

v
kia  . 

Коэффициенты 2,1,, =jiaij , вычислены в Приложении. Условие 21122211 aaaa =  

приобретает следующий вид: 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) 














−
−

−

−−














−

−
+

−

−

−
−

+

−−

2/32/322/52

3

2

0

3
2ln

2

2/ln
~

2

1 

















 

i

ae

i

ai

ik

eik

i

ia

ik

aei

k

Ci iii

, 

( )ia−= 1 , 
( ) 









+
+++

++

++

+
++=

2

2
2

2

2

2

2

0

1
1

1

11
ln

1
1

k

k
ki

kkk

k

k

k
kC  . 

Упрощая, получаем: 

( )
( )

( )
( ) ( )ikk

Cki
C

i

aie i









−+

−
=

−

−−

21

2
~

ln
2

0

23

2/5
. 

Легко видеть, что 0C  в силу 0Im 0 C . Отсюда вытекает, что 

( )   ii reCe =+−+− ~ln22/5 , и последовательность главных членов n  состоит из 
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решений уравнения ( ) ner nn
n 

22ln 15/21 +=+ −− , ( ) 5/21 ln nn
ner  −= , Nn , →n , 

что и доказывает основную теорему. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

I. Свойства выражений, содержащих бесселевы функции.  

Напомним, что  i+= , 0  . 

Пусть *t - положительный корень уравнения tt cth=  (заметим, что 2,1* t ). 

Разобьем   на три части: 

 *

1 ,sh: tttizz −−==  ,  +== tttizz *

3 ,sh:  , ( )312 \ =  . 

Обозначим ( ) ( ) ( ) 4//1/ln,
222  izizzzizU −




 −+−−= . Согласно ([22, с. 293]), 

при z  справедливо следующее асимптотическое разложение: 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )











+−

+−

+−

=

−−

−−

−−−

,,12/1

,,1ch/2

,,12/1

)(

3

14/122

2

14/122

1

14/122

zOez

zOUz

zOez

J

U

U

z







  

причем его можно дифференцировать по  . Как следствие, получаем: 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )











+−

+−

+−−

=

−

−

−

.,1/1

,,1th/1

,,1/1

)(

3

12

2

12

1

12

zOzi

zOUzi

zOzi

zJ







 

Если tiz sh= , Rt , то ( ) ( ) ( )  itttitthzU 25,0shchsh5,0,, −−+==  и 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )







+

+

+−

=

−

−

−

.,1ch

,,1thch

,,1ch

)(

3

1

2

1

1

1

zOti

zOhti

zOti

zJ







 

Изучим поведение функции ( )th ,  при 
** ttt − . Пусть 

( ) ( )tttthtf shchsh5,0Re −−=  , ( ) ( )  25,0shchsh5,0Im −−+= tttthtg , 

тогда 

** sh5,0)( ttf = ,  ( ) −=0f , ( ) ( ) tttf ch5,0 += , ( ) ( ) tttg ch5,0  −= . 

Так как   , то ( ) 0 tf  на отрезке  **, tt− ,  поэтому )(tf  имеет ровно один корень 

( ) /2ft  на этом отрезке. Функция ( )tg  достигает максимума в точке  /5,00 =t ; 

легко видеть, что ( ) ( ) 0125,0 2

0 − tf  и 00 tt f  . Таким образом, 1th −h  при 0t  

и 1th h  при 0tt  .  
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Рассмотрим теперь, например, функцию ( )zG . При 0Im z : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )zJikzzJikzzAzAzG  −−−−−= −+ // , 

( ) ( )( ) ( )( )thtikthtiktiG thth/ththsh −−− . 

Если ( )0,0 tt , то ( ) ( )( )thikttiG th/1sh − , и ( ) ( ) 00shRe = tftiG  . Таким образом, 

при изменении t  от 0  до +  траектория движения ( )zG  начинается в 1, достигает 

значения, близкого к 1− , при 0sh tiz =  и затем устремляется к ( ) ( )1/1 −+ ikik , причем при 

 0,0 tt  мнимая ось пересекается только один раз при некотором #z ; знак ординаты 

точки пересечения равен знаку ( )#Im zG  и меняется при незначительных модификациях 

контура   (т.е. когда контур "захватывает" или "выпускает" нуль или полюс 

соответствующей функции). Аналогично рассматриваются и другие случаи. Таким 

образом, индекс ( )zG  можно сделать равным 0 путем незначительной модификации 

контура  . 

Докажем еще следующее утверждение. 

Лемма 1. Пусть  i+= , 0,  , тогда лежащие в 
−C  нули  kz  функции ( )zJ  

как функции от индекса z  отделены от вещественной прямой, а именно,  

0Immininf
,1

1

0Im








=

−


k

mk
z


. 

Доказательство. Воспользуемся следующей формулой ([22, с. 148, (7)]):  

( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) dzkzdlzdzlzdkzzdzlzkzzzlk

z

/
~

/
~~12222

 −=−−−
− , 

где ( )z , ( )z
~

 – произвольные цилиндрические функции, lk,  – произвольные числа. 

Пусть ( ) 0=J , тогда ( ) 0=J . Положим в указанной формуле =k , =l , 

 i+= ,  =  и проинтегрируем в пределах от 0 до 1: 

  ( ) ( ) 0

1

0

1 =−
− dttJtJtt   . 

Выражение в фигурных скобках меняет знак при переходе через ( ) ( ) /0 =t . 

Поскольку произведение ( ) ( )tJtJt  
1−  положительно и ограничено, значение 0t  должно 

быть отделено от нуля. Из свойств нулей функции Бесселя вытекает, что отношение  /  

равномерно ограничено, следовательно, 0/  c . Лемма 1 доказана. 

II. Лемма 2. Если  =Im  велико, то функцию ( ) ( )xxxf sin1−=  на отрезке  1,1−  

можно разложить в асимптотический ряд с главным членом ( )xi cos . 



98 

 

Доказательство. Продолжим функцию ( )xf  нулем вне отрезка  1,1−  и рассмотрим 

ее преобразование Фурье: 

( ) ( ) ( ) =−==== 
++

+

−

−+

−

−

+

−

−

−

−














i

p

i

p

p

p

ipxipx ddddxxxedxxfepf sinsinsinsinˆ 111

1

1

1

R

 

( ) ( )
=





















+

+

+
−





















+

−

−
=







 1
1

cos1
1

cos
O

p

p
O

p

p
 




































+

+
−





















+

−
==

−−



 1
1

1
1

2
O

p

e
O

p

ee ipipi

. 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) 




















+== 

−






1
1cosˆ

2

1

R

Oxidppfexf ipx
. 

Лемма 2 доказана. 

III. Вычисление коэффициентов для системы уравнений (14). 

 Нам понадобятся следующие интегралы: 

( )













+

−++

−−+−
++=

−

−
=  )(

11

11
ln

2

1
1

1
,

22

222
2

1

22

2

1 z
za

zaz
adv

vz

vv
zaY

ia

 , 

( )
( )

( )( )
( )( ) 













+

−++−+

−+++−

−
=

−−
=  )(

111

111
ln

12

1

1
,

22

22

2

1

2222 z
zaiaziaz

zaiaziaz

zzvzv

dv
zaY

ia

 , 

где ( ) 0=z , если z  лежит на отрезке, соединяющем точки ia  и 1, и ( ) iz  = , если z  –  

действительное число, 10  z . 

Вычислим главные члены коэффициентов 2,1,, =jiaij , с учетом того, что +→ , 

+→ , ( ) 0/2~ →a . Обозначим ( )ia−= 1 . 

Вычислим 11a : 

( ) 21

2

11 1 IIkia +++= , 
( ) ( )

 
−−−

−

−

−

−
=

1 1

22

2

22

2

1

112

ia ia

iasiiavi dse
sv

ss
dv

bv

v
e

i
I 


,  −

−
−=

1

22

2

2

1

ia

dv
bv

vv
kI . 

Рассмотрим 

( )

( )( )  −−

−−
= −

1 1

2222

22

1

112

ia ia

vsi dsdv
svbv

vss
e

i
I 


. 

Сделаем замену ( )( ) ( ) iaiaviaias −+=+−+= 1,1 : 

( ) ( )

−

−
−=

1

1

1
12








 d
J

e
i

ia
I i , 



99 

 

( )

( )

( )
















−

=





−

−

,,:10

,,:01

1

0

1











dg

dg

J  ( )
( )( ) ( )( )

( )




iaiav
iaiassvbv

vss
g

−+=
+−+=+−

−−
=

1
1

22

22 11
, . 

Следовательно, при 1−→  (учитываем, что 0→a ): 

( )
( )( )

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 







+−++−+−+−+

+−

+
−

−


2/52/3

1

2

2

11
15

4
1

3

2
~111

11

21
~ 



iaiaCdiaiaiaia
iab

a
J , 

( )

( ) iab

ia
C

+−

−
=−

11

12
2

; 

при 1→ : 

( ) ( ) 2/3
1

3

2
~  −+CJ , 

( )

( ) iaba

ia
C

++

−
−=+

1

12
22

; 

кроме того, 

( )
( ) ( )

( )( )
( )( )









−

+

−−
+−

−+

+−

−

−
+−=

−

−

−
=  i

b

b

b

b

biab

biab

iab

b
ds

bs

s

ia
J

ia


1

1
ln

4

1

2

1
~

1

1
ln

14

1

2

11

12

1
0

221

22

2

, 

поэтому 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) 













−

−
−+









−

−
+

−

−
− +

−

− 2/5

3

2/72/51
2

0
1

2

12
~














i

i
eCiJ

i

ia

i

ia
eC

i

ia
I ii . 

Так как +→ 2~a , то 

( ) ( ) 







−

+

−−
−+

−−

− −

i
b

b

b

b

bi

ae
I

i






1

1
ln

2

1
1

1

2
~

2

22/51 ; 

( )



























+

−+

−−−
+= i

b

bb
kbakYI 

2

22

12

11

11
ln

2

1
1~, . 

Таким образом, 

( )
( ) 2/52

2

011

12
~





ik

aek
Ca

i

−

+
−

−

, 
( ) 









+
+++

++

++

+
++=

2

2
2

2

2

2

2

0

1
1

1

11
ln

1
1

k

k
ki

kkk

k

k

k
kC  . 

Теперь вычислим 12a : 

2112 JJa += , 
( ) ( ) −

−
= −−

1

122

2

1 ,
12

ia

iavi dvvaY
bv

v
e

i
J 


, 

( )
 −

−
−= −−

1

22

2

2

1

ia

iavi dv
bv

vv
ekJ 

. 
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( ) ~
11

11
ln

2

1
1

12
1

22

222
2

22

2

1  













−++

−−+−
++

−

−
= −−

ia

iavi dv
va

vav
a

bv

v
e

i
J 



( )
( ) ( )

( )
( ) ~1

1

122
11ln

1
~

1

2

2
22

22

2


−

−−

−

−− −
−

+
+−−+

−−

+
− dvve

bi

a
dvvae

bai

a iavi

ia

iavi 


 

( )
( )

~
1

22
2ln

1
~

0

2

0

2

2 
+

−

+

−
+− dssee

bi
dssiase

ib

siisi 


 

( )
( ) ( )

~
21

22
lnln

1
~

2/32

00

2

2








i
e

bi
tdteadteaa

ib

iatiati

−−
+













+ −

++

  

( )( )
( ) ( ) ( ) 2/322

1

2/ln
~



 

i

e

biiib

ia i

−−
+

−

− −

; 

( ) ( ) ( ) ~1
1

21
~

1
1

222

21

22

2

2 












−

−
+

+

+
−

−

−
−= 

−

−−

−

−−−− dvve
b

vdve
ba

a
kdv

bv

vv
ekJ iavi

ia

iavi

ia

iavi   

( ) ( ) ( ) ( )( ) 













−−
+

−
−















−−
+









−
−

−
−

−
−

2/3222/3222
12

~
21

211
~














ib

e

bi

ia
k

i
e

bii

ia

b
k

i
i . 

 Следовательно, 

( )( )
( )

( )
( ) 














−

−
+

−

−+ −

2/32

2

12
2

2/ln1
~













ik

eik

i

ia

i

k
a

i

. 

Вычислим 21a  (учитывая, что kbb =−− 21 1 ): 

( ) ( ) =
−

−
−

−

−

−

−
=  

−−

1

22

21 1

22

2

22

2

21

1112

ia

iavi

ia ia
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vv
ekds

sv

ss
edv

bv

v

i
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−
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−
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2
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2
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2 1
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e

i
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( )( )

+
−++−+
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−

1
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2

111

111
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111
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2
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−

−++−+

−+++−−
+ −
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ss
e

baiabiab

baiabiab

i
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( )
( )
( )

( )
( ) ( ) 














−
−

−

−−+

−

+
−

−
−

+

2/3

2

2/3

2

2

22

0

2

2ln1
~
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ln~














i

ae

i

ai

i

k

i

aeki

bi

aik
tdte

ib

a ii
ati

. 

Наконец, 

( )
( )( )

=
−

−
−

−−

−
−++=  

1

22

21 1

2222

2
22

22

11
1

2
1

iaia ia
bt

dttt
k

stbt

dtt
dsss

i
kia
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ~,,1,1
12

1 1

1

2

2

2

2

22

2
2 bakYdsbaYbsaYs

sb

ss

i
ki

ia

+−−−
−

−
++= 

  

( ) ( ) ( )2

1

1

22

22
2 1,

11
1~ kibakYds

sb

ss

b

b
ki

ia

+=+
−

−−
−+   . 

 

§ 4. РАСПОЛОЖЕНИЕ СПЕКТРА И ОТСУТСТВИЕ СВОЙСТВА БАЗИСНОСТИ У 

СИСТЕМЫ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ ЗАДАЧИ С НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ С 

ПЕРЕМЕННЫМ УГЛОМ НАКЛОНА 

 В этом параграфе результаты работы [45] распространяются на случай переменного 

непрерывного невырождающегося коэффициента угла наклона производной. Рассмотрена 

задача на собственные значения для оператора Лапласа в круге с наклонной производной 

с переменным углом наклона. Доказано, что корневые функции задачи не образуют базиса 

ни в одном из пространств Лебега с индексом, большим единицы. 

 Как уже упоминалось во Введении к этой главе, в [45] была рассмотрена задача на 

собственные значения для оператора Лапласа в единичном круге D  с наклонной 

производной на границе: 

 02 =+ uu  , ( ) Dr , , (1) 

 ( ) 0=+
Dr kuru  , (2) 

где k – ненулевое вещественное число, и было доказано, что спектр задачи не лежит в 

карлемановской параболе  constIm:  , а корневые функции не образуют базиса ни в 

одном из пространств ( )DLq , 1q . 

 Пусть теперь вместо (2) поставлено краевое условие 

 ( )( ) 0=+
Dr ukru  , (3) 

где ( )k  – непрерывная 2 -периодическая положительная функция.  

 Следуя общим идеям [5], рассмотрим функции с переменной фазой. Обозначим 

( )=





2

00 2

11

tk

dt

k
. 

Пусть ( )0  – такая 2 -периодическая функция, ( ) ( ) 020 00 ==  , что 

( ) ( ) kk /1 00 =+ ; тогда 

( )
( ) 








−=




0

0
0 1 dt

tk

k
. 
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Функция ( ) ( ) 0+=  монотонно возрастает на отрезке  2,0 , причем ( ) 00 = , 

( )  22 = ; таким образом, ( )  – диффеоморфизм отрезка  2,0  на себя с 

сохранением ориентации. Следовательно, соотношение ( )  =+ 0  обратимо; обратную 

функцию запишем в виде ( )  =+ 0 . 

 Обозначим 

( ) ( )( )( ) =+=
m

imn

mn ein  0exp  

(суммирование по всем целочисленным значениям), 

( ) ( )( )( ) =+=
m

imn

mn ein  0exp . 

Отметим, что 

 ( ) ( ) ==
l

l

n

l

m

m

n

m

ine  , (4) 

откуда следует равенство 

 n

m

l

n

l

l

m  =  (5) 

( n

m  – символ Кронекера). 

 Обозначим 

( ) ( ) =
n

in

neuUu ,1 . 

 Пусть 0Im  , тогда 

( )
( )
( )=

n

in

n

n
n e

J

rJ
uru 




, , ( )

( )
( )


=
n

in

n

n
nr e

J

J
uu 




,1 . 

С другой стороны, 

( )
( )
( )

( )  







=

l

l

m m

m
m

m

l
J

rJ
uru 




, , ( )

( )
( )  








=

l

l

m

m

m

l ilu
k

k
u 




0,1 . 

Таким образом, краевое условие (3) принимает вид 

( )
( )

( ) 00 =







+


 

l

l

m

m

m

l

n

in

n

n
n luike

J

J
u 




  , 

или, в силу соотношения (5), 

( )
( )

000 =+







+




m

m

m

nn

n

n uikunik
J

J





 , Zn , ( ) −=

l

l

n

m

l

m

n ml  . 

 Дифференцируя соотношение (4), получаем 

( )( )( ) ( ) 


−=



−=

==++
ml

iml

m

n

l

l

l

n

l

in ellen
,

001   , 
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откуда следует, что 

( )( ) ( )
mn

tnmim

n mrdtett
m

−

− =+= 





2

0

00
2

, 

 и условие (3) окончательно записывается в виде 

 
( )
( )

000 =+









+


 −

m

mmnn

n

n murikunik
J

J




, Zn . (6) 

 Таким образом, по сравнению со случаем постоянного угла наклона, появляется 

дополнительное слагаемое с некомпактным дискретным оператором типа свертки, не 

зависящим от спектрального параметра.  

 Перейдем к образам Фурье, умножив каждое из уравнений (6) на 
inie  и сложив: 

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
~

12 0

2

0

=++− 


UkidttUtEi ,   2,0 , (7) 

( )
( )
( ) 










−


=

n

in

n

n en
J

J
E 




 , ( ) ( )( )( ) 00000 11

~
kkerk

n

in

n   ++=







+=  . 

 Будем искать асимптотическое решение этого уравнения в виде 

( ) ( )( ) iU exp= , ( ) ( ) ( ) ...Re~ + . 

В этом случае 

( ) ( ) ( ) ...+−
=−

ti
eUtU

 , 

и уравнение (7) переходит в следующее уравнение (относительно главного члена): 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
~

12 0

2

0

=++
−




 UkidtetEiU
ti

. 

 Так как при больших значениях   справедливо асимптотическое равенство 

( )
( )
( )






 




 −




−

J

J
dtetE ti ~

2

1
2

0

 

(становящееся точным при Z ), то в итоге приходим к следующему основному 

соотношению: 

 ( )( ) ( ) 0
~

0 =+  kiP , (8) 

где ( ) ( ) ( )( )  JJP /= . 

 Условием на спектр будет периодичность фазы по модулю 2 : 

 ( ) ( ) ( ) )2(mod002

2

0




 ==−  d . (9) 



104 

 

 Отметим, что в случае постоянного угла наклона [45] основное соотношение (8) 

принимает вид ( )( ) 00 =+ ikP  , откуда, с учетом условия (9), следует ( ) Nm=  . 

 Разрешимость уравнения (8) вытекает из результатов работы [45]. Зададим  

последовательности   2,0n  и  )1, + nnn . В силу результатов [45] существует 

последовательность  n  такая, что соотношение (8) выполняется в точке n =  при 

( ) nnn
 = , причем 

( )( ) nnnnnn ivk  =+++ ln
~

1 2

0 , R, nn  ,  ( )( ) ( )1
~

2/1 0 ok nn +=  , ( )1On = . 

Решим теперь (8) как неявное уравнение при n =  относительно ( ) n
  на 

отрезке  2,0  для каждого n , тогда решение будет удовлетворять соотношению 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) nnnn nn
ik   =+++ ln

~
1 2

0 ,   2,0 , (10) 

где ( ) ( )( ) ( )1
~

2/1 0 okn +=  ,  ( ) ( )1On =  , ( ) nnn  = , ( ) nnn  = , причем (это также 

вытекает из рассуждений, приведенных в [45]) эти оценки будут равномерными по n  и  . 

 Обращая равенство (10), получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
~

1/ln
~

1/ 2

0

2

0 +−




 +−+=  nnnn kik

n
, 

так что 

 ( ) ( ) ( ) ...
~

1/
~

1Re 2

0

2

0 +++=  kkv nnn
 , (11) 

( ) ( ) ( ) ( ) ...lnRe
~

1/
~

1Im 2

0

2

0 +




 −++=

nnnn vkk
n

  . 

Таким образом, условие (9) превращается в следующие два равенства: 

( )
( )

)2(mod0~
1

~
1

2

0
2

0

2

0 







=
+

+ 
k

d
kv nn , 

( )

( )
( ) 01

1

12

0
2

2

=













−

+

+
 





dh
h

h n
, ( ) ( ) 0

~
/1 kh = , 

откуда, очевидно, вытекает возможность подбора надлежащих значений n  и nv . 

Сопряженной к (1), (3) будет задача 

 02 =+ uu  , ( ) Dr , , (12) 

 ( )( )( ) 0=−
Dr ukru  . (13) 

 В рассматриваемом случае краевое условие (13) асимптотически эквивалентно 

следующему: 
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( )( ) 0~
Dr ukru


−  . 

 Таким образом, для построения асимптотического решения ( ),rv  сопряженной 

задачи (12)-(13) достаточно заменить ( )k  на ( )k−  и   на   в решении исходной 

задачи. Взяв комплексно-сопряженное к (8), получим ( ) ( )( ) n
ivn exp~,1 . 

 В силу результатов [45] остается лишь доказать, что произведение 
2L -норм 

решений основной и сопряженной задач растет быстрее, чем их скалярное произведение 

(предполагаем, что имеет место т.н. «случай общего положения», т.е. что собственные 

значения простые). 

 Разложив краевые значения в ряды Фурье, получим: 

( )
( )
( )=

m

im

nm

nmn

mn e
J

rJ
uru 




, , 

( )( )


−
=






2

0
2

1
dteu

mttin

m
n . 

( )
( )
( )=

m

im

nm

nmn

mn e
J

rJ
vrv 




, , 

( )( )


−
=






2

0
2

1
dtev

mttin

m
n . 

 Обозначим nn a=Re , nn b=Im . Отметим, что в силу (11) 

( ) nunu bC

nn

bC
eCubeC 21 ,1/   , ( ) nvnv bC

nn

bC
eCvbeC 21 ,1/   ; 

кроме того, при Aam n /  

( ) meCumbeC nunu bCn

mn

bC
// 21  , ( ) meCvmbeC nvnv bCn

mn

bC
// 21  , 

где 21,,, CCCC vu  – положительные константы, 1A  и достаточно близко к единице. 

Следовательно, 

( ) + 


2

2

/

2

1 ,1/0 cuuc n

Aam

n

m

n

 , ( ) + 


2

2

/

2

1 ,1/0 cvvc n

Aam

n

m

n

 . 

 Используя формулу ( ) ( ) ( ) n

n

n JJ 1−=−  ([22, с. 24]), формулы для вычисления 

интегралов от произведений бесселевых функций ([7, c. 105, (9), (10)]) и оценки из 

доказанной ниже леммы, оценим квадраты норм решений и скалярное произведение 

решений основной и сопряженной задач: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) == 
m

nmnm

nmnm

n

m

n drrJrrJ
JJ

u
ru

1

0

2

2 2
, 




  

( )

( )

( )

( )















−

−
= 

++

m nm

nm

n

nm

nm

n

n

m

nn J

J

J

J
u













 112

22

2
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( )

( )

( )

( )

( )
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−
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−
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Aam nm
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nnAam nm
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nn nn
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J
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J

J

J

J
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/

12

22
/

112

22
Im
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( ) ( ) nn

Aam

n

mn buCubC
n

/,1/
~ 2

/

2

 


, 0C ; 

аналогично, 

( ) ( ) nnn bvCrv /,1,
22

  ; 

( ) ( )( )
( )

( ) == 
m

nm

nm

n

m

n

m
nn drrrJ

J

vu
rvru

1

0

2

2

2
,,, 




  

( )
( )

( ) ( )

( )
~~11

/10
2

11

2

0

2

1
00 













++














−+








+= 



−+

AamamAamm nm

nmnmn

m

n

m

n

nnn

nnn
J

JJ
vu

J

J
vu 









  

( )
( ) ( ) ( ) ( )+














++

+−

−=

 nn

bCC

nnnn

aOam

n

n

m

n

m

Aam

n

n

m

n

m baeaCavuCbvuavu nvu

nnn

23/1

21

/1

/,1,1...//~
3/1

   

( ) ( )  − nnn avuC ,1,1 , 10   , 0C . 

Следовательно, ( ) +→nnnn vuvu ,/ . 

 Обобщение на случай ( )DLq , 1q , проводится точно так же, как в [45]. 

 Лемма. Пусть iba += , 0a , + 21 ln/0 cabc , 1A , тогда справедливы 

следующие асимптотические соотношения: 

Aap /1  : 

( ) ( ) ( ) ( )( )
 −−

 += aOeJJ
pi

pp 1/
1/arctg

1

2

, ( ) ( ) ( ) ( ) −

−+ += aOJJJ ppp 1/ 2

11 , 10   ; 

...3/1 +−= raap , 0r : 

( ) ( ) ( )1

1 1/ −

 += bOJJ pp  , ( ) ( ) ( ) ( )12

11 1/ −

−+ += bOJJJ ppp  ; 

ap  , ...3/1 +− raap : 

( ) ( ) ( )1

1 1/ −

 += aOJJ pp  , ( ) ( ) ( ) ( )12

11 1/ −

−+ += aOJJJ ppp  ; 

aAp  : 

( ) ( ) ( ) ( )( )1/1Arth

1 1/
2

−−

 += aOeJJ
p

pp





, ( ) ( ) ( ) ( )12

11 1/ −

−+ += aOJJJ ppp  . 

 Доказательство. Рассмотрим поочередно диапазоны изменения индекса. Пусть 

1= ,   – достаточно малое положительное число. 

 I. ap 1 : обозначим ( ) ( ) 1/,
2
−= ppw  , ( ) ( )wwppz arctg, −= . 



107 

 

1) 21/1 + ap : на этом интервале мы хотим воспользоваться формулой 

([22, с. 271, 291]) 

 ( )









































−
+

−









−

+





















−
+








−

−
=

221
2222

4 22

14
sin

1
1

4
cos

/2

p
OB

p

z

p
Oz

p
J p












 , (14) 

( )22

2

1
24

5

8

1

p

p
B

−
+=


. 

Заметим, что 

( )

( ) 







+

−−
+

−

−
+−=−

a

b
o

papa

ab

pa

biab
pap

2

2222

2

22

2
2222

2

2/
 , 

( )
( )

( )
iyx

ap

b
o

papap

ab

pap

biab

p

a
pw +








+

−−
+

−

−
+−= ~

2

2/
1,

2

2222

2

22

2

2

2

 , 

( ) 1/
2
−= pax , ( )22/ papaby −= . 

 Формула (14) применима, если 1thctg + vvuu , где wivu arctg=+ .  

 Заметим, что 1 x , ( ) axxby //1+= . Далее, ( ) ( ) ( )vxvyvyxu th/thth1/tg −=−= , 

( ) 0th1th 222 =+++− yvyxvy . Так как 


b

a

p

pa

b

a

pap

bpa

b

a

y

yx


−


−

+−
=

++
22

22

22222 1
, 

то 

( )1/~th 22 ++ yxyv , ( )1/~ 22 ++ yxyv . 

Следовательно, ( ) ( ) +++ 1/1~tg 222 xyxxu . Учитывая, что 2/0  u , получаем 

неравенство ( )( ) 1//arctgthctg
2
++  abvvuu . 

 Таким образом, асимптотическое разложение (14) справедливо. Запишем его в виде 

( )
( )

( )
























−
+















−
+−

−
+

−
=

+−

2222

1,2

22

1

4 22

4/, 1
1

2 p
O

p

B
ie

p

iB

p

e
J piz

ipiz

p


 


. 

 Очевидно, это разложение будет справедливо и при 21/0 + ap .  

 Оценим мнимую часть ( )pz , : 

( )
( )

( )22222

22222

222

222

22

22 ~Im,Im
bpapaa

bapa
b

bpa

pap

a

b

pa

ab
pvppz

+−−

+−
=

+−

−
−

−
−−=  . 

 Пусть 21 sap −= , 11/~ 2 + s , тогда 
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( )
( )222

224

/

/
Im

abss

abs
bshz

+

+
== . 

Так как ( ) 0 sh  при 1~  s  (все корни многочлена 223 33 ccc −−+   суть ( )cO  или 

( )cO  при 0+→c ), то ( ) ( ) ( ) bhshhb = 1~~~  . 

Итак, ( ) + 21 /,Im0 CbpzC  . 

Оценим теперь разность между соседними значениями ( )pz , . Так как 

( ) ( ) =−+ arctg,arctg,arctg pwpw  , 

( ) ( )
( ) ( )

( )2

2

22

22

22 /

,,1

,, −+
−

−
−

−=
++

−+
= aO

p

p

p

pwpw

pwpw












, 

то 

( ) ( ) ( ) ( )1,arctg,, −+−=−+ aOpwpzpz  . 

 Таким образом, существует 0  такое, что 

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )( )






 −

+−
−

+−

+
−

=+−
−

= aO
p

e
aOie

p

e
J

ipiz
piz

ipiz

p 1
2

1
2 4 22

4/,
1,2

4 22

4/,

, 

откуда, с учетом вышеприведенных соотношений, и следуют утверждения леммы. 

2) apa + 21/  : на этом множестве воспользуемся равномерным разложением 

Лангера ([7, с. 103], [200]): 

( ) ( ) .../arctg1~ +− zGwwJ p  , ( ) ( ) ( ) 6/sin6/cos 3/13/1  zYzJzG −= . 

Разобьем сегмент на подмножества в зависимости от поведения w  и z . Обозначим 

tap /= , 211 + t , тогда ( ) aibtttaibw /21~1/1 222
+−−+= . 

Рассмотрим четыре возможных случая: 

а) abt /12 − : ( ) ( )( )...2/11/2~ 2 +−+ ibttaaibtw , ( ) ( ) atibpwpz /2~3/~,
2/33 , 

( )+=+ tap / , a/~ − , ( ) ( ) ( )( )tatibpz 2/1/2~,
2/3

++ . 

 Следовательно,  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3/23/2~3//2/2~3/~ 3/23/12/3
aibtatibGaibtzwGJ p  . 

( ) ( ) ( ) ( )13/1
1~/1~/ −

+ ++ aOtJJ pp  . 

б) abt /12 − : abew i /~ 8/ , abCepwz i /~3/~ 2/38/33  , RC . Дальнейшие 

выкладки аналогичны случаю а). 

в) ...3/1 +−= raap : ( ).../12~ 3/13/422 ++− − ribarap , raw 2~ 3/1− , 

...23/8~3/~ 3/12/33 ++ − ribarpwz , т.е. + 210 CzC . 
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Следовательно, ( ) ( ) ...3/2~ 3/1 +− zGraJ p  . 

 Далее, ( ) ...3/1 +−−=+ arap  , 3/1−= a , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )...2...2/13/2~ 3/1 +−+−−

+ rzGzGrraJ p  , 

( ) ( ) ( )++ BOJJ pp 1~/  , ( ) ( )zGzGB /= . 

 «Наихудшим» будет случай, когда ( ) 0~Re zG ; тогда 

( ) 




=

−
−

1
3/1 2ribaOB , ( ) ( ) ( )11~/ −

+ + bOJJ pp  . 

г) abt /12 − : ( ) ...1/1~ 22 +−+− taibttw , 





























−
+−−

−
+−

1

/
1arctg

1

/
1~

2

2

2

2

t

aibt
t

t

aibt
t

t

a
z ; 

таким образом, Cbz ~Im , откуда и следуют утверждения леммы. 

II. ap  : обозначим 
22 /1 pw −= , ( )wwpz −= Arth . 

В случае ap   воспользуемся равномерным асимптотическим разложением 

Лангера ([7, с. 103], [200]): 

( ) ( ) .../arctg1 3/1

1 +−= − zKwwJ p  ; 

в случае 21/ − ap , рассуждая аналогично п. I, убедимся, что применима формула 

( ) ( )( )1

4 22
1

2

−
−

+
−

= aO
p

e
J

z

p


  

([22, с. 269]). Дальнейшие рассуждения в обоих случаях аналогичны п. I. 
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ГЛАВА 3 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 

 В этой главе рассматриваются некоторые задачи, связанные с интегральными 

преобразованиями и решениями интегральных уравнений. 

 

§ 1. АСИМПТОТИКА СПЕКТРА И СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ОПЕРАТОРА 

СВЕРТКИ НА КОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ С ОБРАЗОМ ЯДРА – 

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ 

I. Введение. 

В [230], [113] изучалась асимптотика спектра интегральных операторов свертки на 

конечном интервале с ядром 

( ) −
= xxK , 10  . 

В [150] рассмотрена асимптотика спектра слабо полярных интегральных операторов. 

 В этом параграфе рассмотрен интегральный оператор свертки на конечном 

интервале с ядром, образ Фурье которого имеет две конечные точки разрыва. Найдена 

асимптотика собственных значений и собственных функций оператора. 

Рассмотрим спектральную задачу 

 ( ) ( ) ( )
−

−=

1

1

dtttxKx  ,  1,1−x , (1) 

где ( ) ( ) ( )lxxxK sin
1−

=  , 0l ,   – спектральный параметр.  

Лемма 1. Интегральный оператор K , задаваемый правой частью уравнения  (1), 

неотрицателен в пространстве ( )1,12 −L . 

Доказательство. Обозначая 

( ) ( )
−

=

1

1

ˆ dttes ist , 

получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
−

−

− −

−

−

==−=

l

l

ixs

l

l

sxti dssedsedttdtttxK 


 ˆ
2

1

2

1
K

1

1

1

1

, 

откуда следует, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0ˆˆ2K,K
1

1

1

== 
−

−

−

l

l

dsssdxxx  . 

Кроме того, 
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( ) ( ) ( ) ( )


 ,ˆ
2

1
,K

1

1

2

R

2
== 

−

dttdss . 

Следовательно, 1 . 

В дальнейшем будем считать, что   положительно и достаточно велико. 

Отметим, что по теореме Мерсера собственные значения удовлетворяют равенству 

( )


l
K

n n

2
02

1

1

==


=

. 

Отметим, что в силу гладкости ядра собственные функции являются бесконечно 

гладкими.  

Лемма 2. Собственные функции задачи либо четные, либо нечетные. 

Для доказательства достаточно заменить компактное ядро конечномерным с нужной 

точностью:  

( )
( ) ( )
( )

...
!12

1

0

2

+
+

−
= 

=

N

n

nn

n

lxl
xK


, 

и убедиться в том, что соответствующая система линейных уравнений распадается на две 

подсистемы, одна из которых отвечает четной, а другая – нечетной собственной функции. 

II. Сведение к задаче сопряжения. 

Рассмотрим вначале случай нечетной собственной функции. Продолжая (1) на всю 

вещественную прямую и полагая 

( ) 0=x , 1x ; ( ) ( ) ( )
−

−−=−

1

1

1 dtttxKx  , 1x ; ( ) 0=x , 0x ; 

получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) R,11
R

−−−−+−=  xxxdtttxKx  . 

Переходя к образам Фурье 

( ) ( ) ( )
−

==

1

1

ˆ dxxedxxep ipx

R

ipx  , ( ) ( )
+

=
0

ˆ dxxep ipx , ( )






−
=

,,0

,,1
ˆ

lp

lpl
pK  

получим уравнение 

( )( ) ( ) ( ) ( )pepeppK ipip −−=− −  ˆˆˆˆ1 , Rp . 

Отметим, что функция ( )ẑ  – аналитическая в верхней полуплоскости и исчезает на 

бесконечности. 

Обозначим  lxxT = |R , 

( )
( ) ( ) ( )
( )




−−

−−
=

.0Im,ˆ

,0Im,ˆˆ1 2

zz

zzeze
z

iziz
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Функция ( )z  – аналитическая во всей комплексной плоскости с разрезом T , может 

иметь особенности не выше логарифмического порядка в точках l  и исчезает на 

бесконечности. Следуя ([29, с. 200]), получим условие сопряжения   на T . Так как при 

Tx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xexxexexx ixixix  ˆˆˆˆ1 2 −=−+−−=− −+ , 

то 

( )
( )

 −
−=

L

it

dt
zt

te

i
z





 ˆ

2
, 

откуда следует, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xexxxexex ixixix −+−
−

=−−= −−++ 22 1
ˆˆ1




 , 

 ( ) ( ) ( ) ( )xexx ix −+−= −−+ 21  , Tx . (2) 

III. Вывод основного уравнения. 

В дальнейшем, если не оговорено противное, будем считать, что Tx . Обозначим 

( )1ln
2

1
−= 


 , 






−
=

1
. 

Будем искать решение задачи сопряжения (2) в виде 

( ) ( )zY
zl

zl
zlz

i










+

−
−= 22

. 

В силу (2) функция ( )zY  удовлетворяет на разрезе T  соотношению 

( ) ( ) ( )xY
lx

lx
exYxY

i

ix −








−

+
−=− −−+





2

2
, 

а также условиям 

( ) ( )( )2222 /ln lzlzOzY −−= , lz → , 

 ( ) 0lim =

→
xxY

x
. (3) 

Решая эту задачу о скачке [28, с. 106], получаем 

( )
( )

 −

−









−

+
−=

−

T

i

it

xt

dttY

lt

lt
e

i
zY






2

2

2
. 

Устремляя z  к вещественной оси из нижней полуплоскости и обозначая 

( )
i

ix

lx

lx
ex

2

2









−

+
= , 

приходим к основному уравнению относительно функции ( )zY : 
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 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

 −

−
−−=

−
−−

T
xt

dttYt

i
xYxxY





22
. (4) 

Те же рассуждения в случае четной собственной функции приводят к уравнению 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

 −

−
+−−=

−
−−

T
xt

dttYt

i
xYxxY





22
, (4’) 

отличающемуся от уравнения (4) знаком  . 

В дальнейшем вместо ( )xY −  будем писать ( )xY . 

Отметим, что если ( )xY  – решение уравнения (4), то и ( )xY −  – также решение этого 

уравнения. 

IV. Вычисление сингулярного интеграла от осциллирующей функции. 

Вычислим интеграл 

 
( )

 −



T
xt

dtt

i

1
 (5) 

Обозначим ( ) ( ) ( )( )lzlzzz −++= /ln , тогда ( ) ( )( )xix 2exp= . Положительную 

стационарную точку показателя обозначим 

2

0 2 llp +=  : ( ) 00 = p , ( ) 000 2~ pp = . 

Обозначим  00 ppxlRE −=  ,  00 ppxRS +=  , ( )SETP \= . Для 

вычисления интеграла (5) на подмножестве SE   воспользуемся методом стационарной 

фазы. Рассмотрим контур ABCBD , расположенный в правой полуплоскости и 

определяемый условием 

( )
( )
( ) 022

22

ln
2

Re 


 =
+−

++
+=

ylx

ylx
xz , или 



 x
lxlxy

−
+−−= 0222 cth2 . 

Этот контур целиком лежит в полосе 00  x , причем прямая 0=x  служит его 

вертикальной асимптотой, и пересекает ось Ox  в точках 0px =  и 

( ) 0

2

0 /2~2/~ pllpx = . 

Обозначим ( )+− iA 00 , ( )0pB , ( )pС , ( )−− iD 00 . Часть ABCB  контура 

ABCBD  обозначим через 
+ . 

Продолжим аналитически функцию ( )z  сначала с луча вещественной оси 0Re z  

на часть AB  контура + , а затем непрерывно на петлю BCB  при ее обходе в направлении 

по часовой стрелке; при таком обходе выражение ( ) ( )( )lzlz −+ /arg  получает приращение 

2 . 
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 Отметим, что ( ) +→zIm  при Az→ , 
+z . 

 Будем считать, что обход контура 
+  осуществляется в последовательности BCBA  

с обходом петли BCB  в направлении против часовой стрелки. Обозначая 

( )







=

,,0

,,1

Mx

Mx
xIM  

запишем 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )  ( ) ( )xxI

xt

dtt

ixt

dtt

i
pxl

p

lBCB


−

+−
+

−



−

−−
=

−


 2

2

2

2

1

111

1

111










, 

( ) ( )
 ( ) ( )xxI

xt

dtt

ixt

dtt

i
px

BAp

+
−


=

−




+

 

11
, 

откуда следует, что 

( )
( )

( )
( )  ( ) ( )xxI

xt

dtt

i

e

xt

dtt

i
pxl

BCB

p

l

−
−


=

−


 





2cth
1

2sh2

1 2

,

( )
 ( ) ( ) ( )  ( ) ( )

( )
( )

( )
 −


+

−


+−=

−




+

BCBBA

pxlpx

l
xt

dtt

i

e

xt

dtt

i
xxIxxI

xt

dtt

i 




 1

2sh2

1
2cth

1 2

, 

или 

( )
 ( ) ( ) ( )  ( ) ( )

( )








+

−


+−=

−



+



+

2

11
2cth

1





O

xt

dtt

i
xxIxxI

xt

dtt

i
pxlpx

l

. 

Обозначим 
−+ =  , где 

−  – контур, симметричный контуру 
+  относительно 

оси Oy . Симметрично продолжая на 
−  функцию ( )z , получим 

( )
 ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )xxxIxxI

xt

dtt

i
pxlpx

T

+−=
−


 


2cth

1
, ( )

( )








+

−


= 



2

11


O

xt

dtt

i
x . 

Заметим, что ( ) ( )0/1 pOx = . 

Теперь рассмотрим интеграл (5) на подмножестве P . В окрестности положительной 

стационарной точки введем «безразмерную» переменную ( )  1,1/ 00 −−= ppxy : 

( ) 









+−+=










+

+
++=+

00

3
2

0

000

2

0
0000

1
2

1

p
O

p

y
yp

p
O

pyp

p
pyppyp , 

( )
( )

( )













+













 −
=














+

−
=

−



−

−

+

− 00

0

0

1

1

2 1122
00

00
p

O
p

px
f

p
O

ys

ds
e

xt

dt

x

t ysi

pp

pp

, 

где ( )yf  не зависит от  . 
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Ограниченные бесконечно гладкие неосциллирующие функции, представимые в 

виде ( )( )00 / ppxf   при 00 ppx  , где функции  1,1− 

 Cf  и не зависят от  , 

будем называть регулярными. 

Таким образом, доказана следующая 

Лемма 3. Интеграл (5) представим в виде 

 
( )

( ) ( ) ( )xxx
xt

dtt

i
T

+=
−




1
 (6) 

где ( )x  – регулярная функция, ( ) ( )xx =− , ( ) ( )2cth−= x  при Ex , ( ) 1= x  при 

Sx ; ( ) ( )0/1 pOx = , ( ) 0= . 

V. Факторизация сингулярного интегрального оператора. 

Применяя оператор из уравнения (4) повторно, с помощью формулы (6) получаем 

уравнение 

 ( ) ( )( )
( )
( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) −

−
+

−







−−




−=

TT
t

dttY

xt

xt

ixt

dttY
t

t

x
x

i
xY









4
11

4

22

. (7) 

К уравнению (7) приводит и уравнение (4’). 

Для выделения осциллирующих членов в решении факторизуем сингулярную часть 

уравнения (7), т.е. представим ее в виде суперпозиции интегральных операторов, 

допускающих обращение в явном виде. 

Рассмотрим пару сингулярных интегральных операторов 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
 −


−−

T
xt

dttuxB

t

x

i
xuxuL



1
, ( ) ( )

( ) ( )
 −

++

T
xt

dttutB

i
xuxuL



1
, 

где ( )xB  – функция, которую определим ниже. 

В силу (6) суперпозиция этих операторов равна 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

+
−








−+−




−+−−= +−

T
xt

dttu
tBxxB

t

x
xBttB

i
xuxBxuLL 11

1
1 2


 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) −

−−−
+

T

dttu
xt

tx
tBxBx

i

1
. 

Выберем теперь функцию ( )xB  так, чтобы выполнялось соотношение 

 
( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )x

xB

xxBxB
−=

−

−+
1

41

1 2

2


. (8) 

Выбирая подходящее решение этого квадратного уравнения, положим 

 ( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( )4/1111

2/1

22

2

xxx

x
xB

−+−−++

−
=




. (9) 
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Лемма 4. ( ) 1xB . 

Доказательство. Если ( ) 1=xB , то в силу (8) ( ) ( ) 01 =−+ xxB , стало быть, 

( ) ( ) 1=−= xx . Если ( ) 1= x , то в силу (9) ( ) 0=xB ; если ( ) 1−= x , то в силу (9) 

( ) ( ) 12/ 22 += xB . 

Следствие. Индекс Коши выражения ( )( ) ( )( )xBxB −+ 1/1  определен. 

Заметим, что 

( )
2−

=



xB , Ex ; ( ) 0=xB , Sx . 

В этом случае суперпозицию операторов можно переписать в виде 

 ( ) ( )xWxYLL =+−
, (10) 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )( ) ( )
+

−

−









−
−

−

−+
= 

T
xt

dttYt

x

xB

t

tB

i

xxB
xW

1

11

1


 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

+
−

−−−
+ 

T
t

dttY

xt

ttBxxB

i

xBx


 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) −

−−−
−

−

−
−+

TT

dttYtB
xt

xt

i

xBx

t

dttY

xt

xt

i
xB





4
1

2
2 . 

Замечание. В рассматриваемом классе функций ( ) ( )xOxW /1*=  при →x . 

VI. Обращение сингулярных интегральных операторов. 

Обратим теперь сингулярные интегральные операторы стандартным методом 

сведения к задаче сопряжения Римана ([28, с. 176]). 

Обозначим ( ) ( ) ( )xxuxf = / , ( ) ( ) ( )xxvxg = / , тогда уравнение ( ) ( )xvxuL =−
 

принимает вид 

( )
( ) ( )

( )xg
xt

dttf

i

xB
xf

T

=
−

− 
. 

 Будем искать решение этого уравнения в (наиболее широком) классе функций, 

которые могут иметь особенности интегрируемого порядка в точках l . Пусть 

( )
( )

 −
=

T
zt

dttf

i
zF



1
, 

тогда последнее уравнение сводится к задаче сопряжения Римана на T   

( ) ( ) ( )
( )
( )xB

xg
xFxGxF

−
+= −+

1

2
, ( )

( )
( )xB

xB
xG

−

+
=

1

1
. 

Так как ( ) ( )xx =− , то и ( ) ( )xGxG =− . Кроме того, ( ) −=1xG , 

( )  2sgnln += xixG , Ex ; ( ) 1=xG , Sx . В силу следствия из леммы 4 ( ) 0Ind =xG . 
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Таким образом, каноническая функция ( )zX−
, удовлетворяющая соотношению 

−

−

+

− =GXX  на разрезе T  и имеющая особенности интегрируемого порядка в точках l , 

имеет вид 

( ) ( ) 













−+
= −

T
zt

dt
tG

izl
zX ln

2

1
exp

1


. 

При небольших по модулю значениях z  удобно пользоваться представлением 

( ) ( )( )














−
−

−
= −

PE
zt

dt
tG

izl
zX



ln
2

1
exp

1

22 
. 

Так как функция ( )zX−
 убывает на бесконечности с первым порядком, то 

однородная задача сопряжения имеет одно линейно независимое решение, а неоднородная 

задача – при правой части, убывающей на бесконечности с первым порядком – всегда 

разрешима и ее общее решение определяется с точностью до одного линейного 

независимого слагаемого – решения однородной задачи. 

B

Xg
YY

−
+=

+

−−+

1

/2
, ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) −−

+=
+

−

−
−

T
zt

dt

tXtB

tg

i

zX
zCXzF

1
, 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) −−+

+
−

+
+

=−=
+

−

+

−

+

−
−

−+

T
xt

dt

tB

tg

tX

xX

ixB

xB

xB

xg

xB

xXxB
CxFxFxf

1

1

111 2 
. 

Таким образом, общее решение уравнения ( ) ( )xvxuL =−  записывается в виде 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) −−



+
+

−
+

+


=

+

−

+

−

+

−
−

T
xt

dt

tB

tv

tXt

xXx

ixB

xB

xB

xv

xB

xXxxB
Cxu

1

1

111 2 
. 

Следствие. 

 
( ) ( )

( )
( )
( )xB

xX

xt

dt

tB

tXtB

i
T

+
=

−+

+

−

+

−

 11

1


, (11-) 

( ) ( )
( )

1
1

1
−=

+
+

−

T

dt
tB

tXtB

i
. 

Аналогично, решая уравнение ( ) ( )xvxuL =+  в том же классе функций, получаем 

( )
( ) ( )

 −
=

T
zt

dttftB

i
zF



1
, 

B

Bg
FGF

−
+= −+

1

2
. 

( ) ( ) ( )( )














−
−−

−
=














−
−

−
= +

PET
zt

dt
tG

izlzt

dt
tG

izl
zX



ln
2

1
exp

1
ln

2

1
exp

1

22 
, 

B

XBg
YY

+
+=

+

+−+

1

/2
, ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) −+

+=
+

+

+
+

T
zt

dt

tXtB

tgtB

i

zX
zCXzF

1
, 
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( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) −+−

−
−

+
−

=
+

+

+

+

+

+
+

T
xt

dt

tB

tvtB

tX

xX

ixBxB

xv

xB

xX
Cxu

1

1

1

1

11 2 
. 

Следствие. 

 
( ) ( )

( )
( )
( )xB

xX

xt

dt

tB

tXtB

i
T

−
−=

−−

+

+

+

+

 11

1


, (11+) 

( ) ( )
( )

1
1

1
−=

−
+

+

T

dt
tB

tXtB

i
. 

Замечание. ( ) ( ) ( )22/1 zlzXzX −=+− , 

 ( ) ( ) ( )22/1 xlxXxX −=+

+

+

− . (12) 

VII. Вычисление вспомогательных интегралов. 

Сначала вычислим интеграл 

( )
( ) ( )

( ) −+


=

+

−

T
xt

dt

tB

tXt

i
xK

1

1
1


. 

В силу формул (11-) и (6) 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )xL

xB

xXxB
x

ts

dssX

sB

sB

ixt
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i
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T T
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+

+
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, 
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( ) =
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+

−

T T

dtt
stxtixs
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sB
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i
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1

1
1
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−
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+
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−
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sB

dssXs
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xxBssB

i
xKxxBxX
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1

1

1
1


 

( ) ( )
( )

( ) ( )
 −

−

+
+

+

−

T

ds
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sx

sB

sXsB

i 1

1


, 

откуда следует, что 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )







−

+

+

+
= +

− xKxXx
xB

xxB

xxB
xK r11

11

1
, (13-1) 
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( ) ( )
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−

+
+

+



−

−
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+

−

+
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TT
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xt

xt

tB

tXtB

itB

dttXt

xt

xxBttB

i
xK

1

1

1

1
1


. 

 Замечание. 

( ) ( )
( ) ( ) ( )xBxxB

xxB 1

1
−=

+

+
, Ex . 

 Аналогичным приемом, на этот раз – с помощью формулы (11+), вычисляются 

интегралы 

( )
( ) ( )

( ) −−−

−
=

+

+

T
xt

dt

tB

tXt

i
xK

1

1
2


: 



119 

 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
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1
, (13-2) 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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VIII. Регуляризация сингулярного интегрального оператора и получение общего 

представления решения уравнения (7). 
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В силу малости   последними четырьмя интегралами можно пренебречь. 
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В силу формул (11+), (13-1)-(13-3) 
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Следовательно, сумма первых четырех интегралов равна 
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Обозначая через    малые члены, зависящие от  , получаем: 
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Теперь обратим второе интегральное уравнение. 
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Итак, в обозначении 
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Таким образом, общее решение уравнения (7) представимо в виде 
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где ( )xR j , 3,1=j ,  – регулярные функции. 

IX. Вывод общего представления решения основного уравнения. 
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дает соотношение на главные (осциллирующие) слагаемые: 
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x

xX

xBx

x
xXxR 321

1

1

1

1
 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )







+

−+

−+

+−
+

+

− xB
xBx

xxB

xBxB

xBxXxR

111
2

3 . 

Отсюда следует, что ( ) 03 =xR , 

( )
( )

( ) ( ) ( )xXxRxR
xB

xX +

−

+

+ =−
−−

−
12

1

2


, 

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )xR
x

xX

xBx

x

xB

xB
xR

x

xX
21

1

1

1

2

−+

−−
=

−+

−
−



− +

+

+

−


. 

Из равенства 

( )
( )
( )

( )
( ) ( )xBx

x

xB

xB

xB −+

−−
=

−+

−

− 1

1

411

1 2
 

получаем 
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( )
( )

( )
( )

( )xR
xX

xX

xB
xR −

−

−−
=

+

−

+

+
21

1

/2 
. 

Итак, доказана 

Теорема 1. Общее решение уравнения (4) имеет вид 

 ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )xB

xRxX

xB

xRxXx

xB

xB
xY

−
+

−−

−−

+
=

+

+

+

+

111

2


, (14) 

где ( )xR  – регулярная функция. 

X. Вывод условия на спектр. 

Условие (3) принимает вид 

( ) ( ) 0=−
T

dttYt . 

Подставляя в это условие выражение (14), получаем условие, определяющее первую 

серию собственных значений: 

( ) 0
2

Re 201 =







+ СpС


, 

 где постоянные 
1C  и 

2C  не зависят от  . 

 Рассматривая аналогично случай четной собственной функции, получаем вторую 

серию собственных значений. Тем самым, доказана 

Теорема 2. Спектр задачи (1) состоит из двух перемежающихся последовательностей 

вида 

( )( )21 ...4/exp ++= +

−+  nln , ...,3,1=n ; ( )( )21 ...4/exp ++= −

−−  nln , ...,4,2=n ,  

где 
  – некоторые постоянные. 

 XI. Заключение. 

 В заключение приведем несколько начальных собственных значений при 1=l , 

вычисленных Н.П. Савенковой и В.П. Ильютко ( ( )1ln8 2/3 −= −

nn l  ): 

n λn σn 

1 1,75   

2 15,92 2,361915234 

3 808 3,716944627 

4 108685 4,892412014 

5 26897274 5,942359230 

6 10536228577 6,901842857 
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§ 2. РЕШЕНИЕ ОДНОГО СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С 

НЕКАРЛЕМАНОВСКИМ СДВИГОМ 

 Сингулярные интегральные операторы с некарлемановским сдвигом играют 

важную роль в теории краевых задач с отходом от характеристики для уравнений 

смешанного типа ([2], [20, с. 345]). Свойства таких операторов изучались в [156], [157]. 

 В этом параграфе рассматривается модельное уравнение, тесно связанное с 

задачей, рассмотренной в § 1 гл. 1. 

 Пусть  

( )( )
( )

 −
=

1

0

1

xt

dttf
xSf


, 10  x , 

– классический одномерный сингулярный интегральный оператор, 

( )( ) ( )lxfxWf = , 

где 10  l  – фиксированное число, – оператор некарлемановского сдвига. 

 Рассмотрим уравнение 

 ( ) hfWSI =− , (1) 

или, в обычном виде, 

( )
( )

( )xh
lxt

dttf
xf =

−
− 

1

0



, 10  x . 

 Определение. Через  1,0C , 10  , будем обозначать пространство гёльдеровых 

функций, заданных на отрезке  1,0 , с обычной нормой 

 
( )

 

( ) ( )


xx

xfxf
xff

xx
xxx −

−
+=


 ,1,0,1,0

supsup . 

 Определение. Через  1,0
C , 10  , 10   , будем обозначать весовое 

пространство: ( )  1,0
Cxg  , если ( ) ( )  1,0 Cxgxxf = , с нормой 


fg =

,
.  

 В дальнейшем будем предполагать, что 0 , 12/1   , 120 −   (в 

частности,   ). Кроме того, будем предполагать соблюдение неравенства 

 ( )  11,ctgmax −  l ; (2) 

в частности, 

 1− l . (3) 

 В дальнейшем через C  будем обозначать постоянную, не обязательно одну и ту же 

в различных выражениях. 
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 Теорема 1. Оператор WS , действующий в пространстве  1,0
C , ограничен. 

 Доказательство. Пусть ( )  1,0
Cxg  , ( ) ( )xgxxf = , тогда обозначим 

 
( )xfM

x 1,0

sup


= , 
 

( ) ( )


xx

xfxf
N

xx
xx −

−
=


 ,1,0,

sup . 

 Рассмотрим вначале оператор S : 

( ) ( )
( )

 −








=

1

0

1

xt

dttf

t

x
xSgxxu






. 

( )
( ) ( ) ( )

=
−

−








+

−








= 

1

0

1

0

1
dt

xt

xftf

t

x

xt

dt

t

xxf
xu




 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

 −

−








+

−
−=

− 1

0

1

0

1 1

1
ctg dt

xt

xftf

t

x

xt

dttxfx
xf




 . 

 Сначала оценим саму функцию: 

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

C
N

q

M
Mdtxt

t

xN

q

M
Mxu










+
−

+−







+

−
+ 

−

11
ctg

11
ctg

1

0

1
, 

так как 

( )
Cds

s

ss
dsssdsssxdtxt

t

x
x

=
−

+
=−−=−








 −

−−−+
−−−−−

1

0

1

1

0

1
/1

0

1
1

0

1

1
11








. 

 Теперь оценим разность, предполагая, что xx  : 

( ) ( )
( ) +















−







 
−
−








 
=

−







 
−

−







 

1

0

1

0

1

0

1

0
xt

dt

t

x

xt

dt

t

x
xf

xt

dttf

t

x

xt

dttf

t

x


 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 −

−−
−

−

−







 
−

−

−







 
+

1

0

1

0

1

0

dt
xt

xftf

t

xx
dt

xt

xftf

t

x
dt

xt

xftf

t

x




. 

 Представим это выражение в виде суммы шести слагаемых и оценим их по 

отдельности: 

( ) ( )
=

−







 
−

−







 

1

0

1

0
xt

dttf

t

x

xt

dttf

t

x


 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

+
−

−−
−















−







 
−
−








 
= 

1

0

1

0

1

0

dt
xt

xftf

t

xx

xt

dt

t

x

xt

dt

t

x
xf





 

( ) ( ) ( ) ( )
+

−

−

−

−







 
+

−

−

−

−







 
+ 

−

+

+ 



  x

x

x

dt
xt

xx

xt

xftf

t

x
dt

xt

xx

xt

xftf

t

x

0
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( ) ( )
( ) ( )( ) 

−−
−−

−







 
−+

−

−

−

−







 
+

11









xx
xt

dt

xt

xx

t

x
xfxfdt

xt

xx

xt

xftf

t

x
. 

 Первое слагаемое оценивается так: 

( ) ( )
( )( )

( )



xxC

q

xx

s

dss

s

dss

xt

dt

t

x

xt

dt

t

x
x

x

x

x

−
−

−


−
=

−
=
−








 
−
−








 





−



−

1111

1/1

/1

1

0

1

0

. 

 Оценка второго слагаемого очевидно вытекает из ограниченности, доказанной 

выше. 

 Оценим третье слагаемое: 

( ) ( ) ( )

−

−
+

−
+

−−

−









+


=

−

−
−







 


−

−

−

−







 






 







x

xx

xx

dxx

x

x
Ndt

tx

xx
xt

t

x
Ndt

tx

xx

xt

xftf

t

x 1

0

1

0

. 

 Если xxx −2 , то положим x= : 

( ) ( )
























xxC
s

dss
xN

sxxx

xx

s

dss
xNd

xx

xx

x

x
N

x

−
+


−−

−

+
=

−−

−









+



−

−

−

−

−

−
1

1

11

1

1

1

1
2

1
. 

 Если же xxx −2 , то положим ( ) 2/xx −= : 

( )
( )
















xxC
s

ds
ss

x

xx
xxNd

xx

xx

x

x
N

xxxx

−
−












−
+−=

−−

−









+




−−

−
−

−

−
2/1

/

11

1
1  

в силу следующего утверждения: 

 Утверждение. Пусть 10   , ( ) ( )+ ,0Lxf , ( ) 0lim =
+→

xxf
x

, тогда интеграл 

( ) ( )
−

−

y

dttfyt
0

/1


 

равномерно ограничен при 0y . 

 Доказательство. Пусть ( ) ttf  при 2/yt  , тогда 

( ) ( )  +=−
−

y

y

yy

dttfyt
2/

2/

00

/1


, 

( ) ( ) ( ) ( )
+

−
−

0

2/

0

2/

0

22/1 dttfdttfdttfyt

yy


, 

( ) ( ) ( ) ( )
−−−

−=−−

1

2/12/2/

/1//1/1 sdsstdtytdttfyt

y

y

y

y


 .  

 Утверждение доказано. 

 Четвертое слагаемое присутствует только в случае xxx −2 , когда x= . 

Оценим его: 
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( ) ( )
( ) =

−

−
−












−

−

−

−







 


−



−

−−

+

xx

x

x

x

dt
tx

xx
xt

x

t
Ndt

xt

xx

xt

xftf

t

x

2

1







( )
( )

( )

( )

=
−












−
+−=

−−

−











+
= 

−−

−

−−−



−

− xxx

xxx

xx

x
s

dss
s

x

xx
xxN

xx

dxx

x

x
N

/1

/

12

1

1
1













 

( ) ( )
xxC

xx

x
IxxN −









−


−= , 

поскольку при 2/10  y  справедлива оценка: 

( ) 
−









+
+

−








+
=

−







+= 

− −−− −− y

y

y

y
s

dss

ys

y

s

dss

ys

y

s

dss

y

s
yI

1

2/1

12/1 11 1

111
1



 

( ) ( )

( )

++
+

=
−

+
+

 
−−

+−
−

y
y

u

duu
y

s

ds
y

ys

dss
y

yy

y
2

1
ln

1
2

1
22

2/1

1

11

2/1

1

2/1 1










 . 

 Пятое слагаемое оценивается аналогично третьему. Оценка шестого слагаемого 

тривиальна. 

 Ограниченность оператора сдвига очевидна. Теорема 1 доказана. 

 Теорема 2. Уравнение (1) однозначно разрешимо в пространстве  1,0
C . 

 Доказательство. Обозначим lln−= , ( ) ( )xfxfx =
, ( ) ( )xhxhx =

. 

 Прежде всего, покажем, что, не ограничивая общности, можно считать ( ) 00 =h  и 

искать решение в подклассе функций таких, что ( ) 00 =f . В самом деле, пусть 

( ) ( )xhxh
~

1+= , ( ) 00
~

=h , тогда будем искать решение в виде ( ) ( )xffxf
~

0 += . Подставляя в 

уравнение, получим: 

( )
( )

( )xhdt
lxt

tff

t

x
xff

~
1

~
~

1

0

0
0 +=

−

+








−+ 






, 10  x . 

 Так как 

( ) ( )  −
−=

−








−=

−








−

−

+

−

1

0

1

1

1

0
1

ctg
1

ctg
1

lxs

dssx
l

lxt

dt

t

x
l

lxt

dt

t

x 















 

и 

 1,0
1

1

0

1





C

lxs

dssx


−
−

, 

то, полагая ( )( )  ctg1/10

−−= lf  и записывая уравнение в виде 

( )
( )

( )  −
−=

−








−

−1

0

1

0

1

0
1

~
~

~

lxs

dssxf
xhdt

lxt

tf

t

x
xf










, 10  x , 

получаем требуемое. 
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 Покажем, что основное уравнение может быть решено в квадратурах, аналогично 

обычному уравнению типа свертки. 

Стандартным образом перейдем к уравнению Винера-Хопфа [29, с. 55]. 

Доопределив функции ( )xf  и ( )xh  нулем при 1x , продолжим уравнение на 

положительную полуось: 

( )
( )

( ) ( )xhxg
lxt

dttf

t

x
xf +=

−








− 

+

0






, 0x , 

где ( ) 0xg  при 10  x . 

 Сделаем теперь замену yex −= , set −= : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yysy ehegdsefsyKef −−

+

−

−− +=−− 


, Ry , 

где ( ) ( ) ( )( )( )2/sh2/2/12/ yeyK y += −+  . 

 Обозначив 

( ) ( )
+

−+ =
0

dyefepF yipy , ( ) ( )
−

−− =

0

dyegepF yipy
, ( ) ( )

+

−+ =
0

dyehepH yipy  

и перейдя к образам Фурье, получим задачу сопряжения Римана 

( ) ( ) ( ) ( )pHpFpFpD +−+ += , ( ) ( )( )  iplipD ip +−= − cth1 , Rp . 

 Коэффициент ( )pD  на вещественной оси ограничен в силу условия (2), но не имеет 

предела на бесконечности; несмотря на это, общая схема решения задач сопряжения 

остается применимой. 

 Лемма 1. Интеграл 

( )
 −
R

zt

dttDln
 

существует и ограничен на комплексной плоскости (интеграл, как обычно, понимаем в 

смысле главного значения). 

 Доказательство. Так как при →p  

( ) ( )pip eOplipD

−− +−= sgn1 , 

то в силу неравенства (3) достаточно доказать утверждение леммы для интеграла 

( )( )
+

−
−

+
zt

dt
taeit1ln , 1a , 

где ( ) ( )R1Ct  , ( ) tt sgn=  при 2t . В свою очередь, для этого, в силу равенства 
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( ) ( )






+
=

−
+

+

− ,0Im,0

,0Im,1ln2
1ln

z

zaei

zt

dt
ae

iz

it 
, 1a , 

достаточно доказать существование и ограниченность при 0Re z  интеграла  

( )
+

+
+

2

1ln
zt

dt
aeit . 

 Прежде всего, отметим, что для любого действительного b  

( ) ( )
01ln

1

22

=
−

=+  


=

++

k

b

b

ikt

kb

b

it dte
k

a
dtae



. 

 Далее,  

( ) ( )
( )

=








+
−

+
+=

+
+  



=

++

1

12

22
2

11
1ln1ln

k

k

k

itit dt
zkzt

ae
zt

dt
ae






( )
( )( ) 



= +++

−
+=





2

0 1 22
1ln

k

is

zkzks

s
dsae , 

( ) ( )
( ) z

C

zk
dsae

zt

dt
ae

k

isit

Re2Re2

2
1ln1ln

2

0 1
2

2
+


+

+
−

+  


=

+








. 

 Лемма 1 доказана. 

 Для изучения особенностей функции ( )zD  обозначим ( ) iYXizZ +=−=  , 

1/1 = − la , тогда ( ) ( ) ZaZQzD Z ctg1 −+=  . 

 Следующая лемма доказывается стандартным образом (доказательство опускаем). 

 Лемма 2. Функция ( )ZQ  – мероморфная, все ее нули, за исключением, быть может, 

конечного числа, простые и имеют следующую асимптотику: 

( ) ...1 +−= − n

n anZ  , +→n ; 

( ) ...
1

2

2/2 +++−= +− 




 n

n anZ , +→n ; 

( ) ( ) ( )( )( ) aeiinZ aiin

n ln/...2ln2 ln/ln243 +++= +−  , +→n ; 

( ) ( ) ( )( )( ) aeiinZ aiin

n ln/...2ln2 ln/ln244 ++−+−= −−−  , +→n . 

 Функция ( )ZQ  не имеет нулей в полосе ( )1−−  X . 

 Количество нулей и полюсов функции ( )ZQ  в каждой полосе 2/ + nXL , где 

 −= aL ln/ln , одинаково для всех натуральных n , начиная с некоторого. 

 Обозначим через na , ...,2,1=n , нули, а через ( )−−= nibn , ...,2,1=n , – полюсы 

функции ( )zD , расположенные в нижней полуплоскости. Тогда в силу леммы 2 все они 
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простые, других нулей и полюсов у ( )zD  в нижней полуплоскости нет и бесконечное 

произведение 

( ) 


= −

−
=

1 /1

/1

n n

n

az

bz
zP  

существует в силу оценки n

nn Caba −− ; кроме того, ( ) 1→zP  при →z  вне некоторой 

полуполосы, содержащей мнимую отрицательную полуось. 

 Таким образом, функция 

( )
( )

 −
=

R
zt

dttD

i
zX

ln

2

1
ln


 

доставляет решение задачи факторизации, т.е. представления коэффициента задачи 

сопряжения в виде ( ) ( ) ( )pXpXpD +−= / , где ( )zX +  и ( )zX −  – пара функций, первая из 

которых определена в верхней, а вторая – в нижней полуплоскости, аналитических, 

ограниченных и не обращающихся в нуль. Кроме того, ( ) ( )zPzX =+ .  

 Отсюда следует, что однородная задача сопряжения ( ) ( ) ( )pFpFpD −+ =  (а стало 

быть, и уравнение (1)) не имеет нетривиальных решений. В самом деле, записав последнее 

соотношение в виде ( ) ( ) ( ) ( )pXpFpXpF −−++ = //  и определив ( ) ( ) ( )zXzFz ++= /  при 

0Im z  и ( ) ( ) ( )zXzFz −−= /  при 0Im z , получим, что ( )z  – целая функция, 

исчезающая на бесконечности, поэтому по теореме Лиувилля ( ) 0 z . 

 Стандартным образом построим решение задачи сопряжения. Обозначим через kw , 

...,2,1=k , нули функции ( )zD , лежащие в верхней полуплоскости. Решая задачу о скачке 

−+−−++ += XHXFXF /// , получаем 

( )
( ) ( )

( )( ) −
=

−

+
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1
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k
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k

zDwpwP
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k

. 

Для выделения главной части представим коэффициент в виде rGGD += 0/1 , где 
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 В силу леммы 2 функция 
rG  соответствует регулярному слагаемому. 

 Представляя теперь решение задачи сопряжения в виде 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )pFzG
wp

wH
pHpGpF r

k
wz

k

k

k

+


=
=

+
++ +

−
−= 

1
~0 Res~

~
, 

где kw~ , ...,2,1=k , – полюсы функции ( )zG0 , лежащие в верхней полуплоскости, и 

возвращаясь к исходным функциям, получаем  

( ) ( )
( )

( ) ( ) +
−

+=

1

0

1

0

, dttftxR
lxt

dttu
xuxf




, ( ) ( ) ( )



=

=
0

22

n

nn
xlhixu  , 10  x , 

где ( )txR ,  – регулярное ядро. 

 В силу условия (3) ряд сходится и ( )  1,0
Cxu  . По теореме 1 ( )  1,0

Cxf  . 

 Теорема 2 доказана. 

Покажем, что в более широком классе функций уравнение (1) может иметь 

нетривиальные решения, а в более узком – может стать условно разрешимым. Из 

предыдущих рассуждений вытекает, что это связано с расположением корней функции 

( ) ( )zlzW z  ctg1 −−= . Корни этой функции, расположенные в полосе 1Re  z , дают 

нетривиальные решения в классе интегрируемых функций, не принадлежащие классу 

 1,0
C , а корни, расположенные в полосе 2/1Re0  z , порождают условия 

ортогональности, при соблюдении которых решение принадлежит более узкому классу 

 1,0C . 

Как и прежде, предполагаем условие (2) (и, в частности, условие (3)) выполненным. 

Теорема 3. Если l , то в полосе 1Re  z  лежит бесконечно много корней 

функции ( )zW . 

Утверждение теоремы вытекает из того, что ( ) iz
z

=
→

ctglim
Im

. 

 Пусть    Z,|max =+ mxmmx ,    Z,|max =− mxmmx , ( ) 1=x  при 0x  и 

( ) 0=x  при 0x ,  ie= . 

Теорема 4. Если l , то в полосе 1Re  z  лежит конечное число корней 

функции ( )zW , равное 
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 Доказательство. Рассмотрим прямоугольник с вершинами iA , iA1 , где 

0A . Удалим из него полукруг −1z , 1Re z , где 0  – достаточно малое число. 

Обозначим 




 −

+
=

l

l
y ln

2

1
* , тогда ( )  /cth * ly = . Если ( ) 01 * =+ iyW , то из 

прямоугольника удалим также полукруг −− *1 iyz , 1Re z ; если ( ) 01 * =− iyW , то – 

полукруг +− *1 iyz , 1Re z . Полученную область обозначим через  . 

Заметим, что ( ) ( ) ( )lyieyliyW ln2/1 cth11 −−−−=+  . Приращение аргумента функции 

( )zW  при обходе   в положительном направлении будет равно умноженному на 2  

количеству   точек пересечения графика функции ( ) ( )zlzw z  ctg−= , z , с лучом 

1Re w , 0Im =w . Следовательно,  ++= +−
, где 

−  – количество точек вида 

( ) ln ln/22/  ++ , Zn , принадлежащих интервалу ( )0,*y− , 
+  – количество точек 

вида ( ) ln ln/22/  ++− , Zn , принадлежащих интервалу ( )*,0 y , а   равно единице, 

если 
( ) 0Im 2/ −ie , и нулю в противном случае. 

Количество целых точек, принадлежащих интервалу ( )ba, , равно    +− − ab , 

поэтому 
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 +−
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 +−−
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 −−
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 −−−
=

+−+− 2

2/

2

2/ln

2

2/

2

2/ln ** lyly
, 

что и доказывает теорему 4. 

 Теорема 5. В полосе 2/1Re0  z  лежит не более одного корня функции ( )zW .

 Утверждение теоремы вытекает из того, что в полосе 2/1Re2/1 − z  лежит 

ровно один корень функции ( )zW . 

 

§ 3. РЕШЕНИЕ В КВАДРАТУРАХ ОДНОГО СИНГУЛЯРНОГО 

ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

В этом параграфе приведено решение в квадратурах одного нестандартного 

сингулярного интегрального уравнения. 

Рассмотрим уравнение 

 )()()(
0

)(

xgdttf
tx

e
xf

txa

=
+

− 
+ +−

 , 0x . (1) 

Здесь a и   – комплексные постоянные, 0Re a . Это уравнение не принадлежит 

классу уравнений типа свертки, рассмотренных в [29]; несмотря на это, методы, 

рассмотренные в [29], позволяют решить (1) в явном виде. 
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Будем предполагать, что правая часть уравнения (1) принадлежит следующему 

классу функций: 

10. ( )+ ,0)( Lxg ; 

20. axCexg Re)( −  при +→x , C  – некоторая постоянная; 

30. ( ) 1,,1)()(
0

+= 
+

− qLdxxgeu q

xa . 

Решение уравнения (1) будем искать в том же классе. 

Продолжим обе части уравнения (1) на всю вещественную ось, введя следующие 

обозначения: 

x

e
xK

xa−

=)( , 
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;0,0

,0),(
)(

x

xxf
xf  








=+

,0,0

,0),(
)(

x

xxg
xg  









+−



=

+−

.0,)()(

,0,0

)(

0

xdttftxK

x

xf


 

Тогда уравнение (1) может быть записано в виде 

R),()()()()(
R

+=+− +−++

 xxgxfdttftxKxf  . 

Переходя к образам Фурье 

=
R

)()(ˆ dxxfepf ipx , 

получим следующую задачу сопряжения относительно пары функций )(),( pFpF −+ , 

аналитических соответственно в верхней и нижней полуплоскости и обращающихся в 

нуль на бесконечности: 

 ( ) )()()(ˆ)( pGpFpFpKpF +−++ +=−− , (2) 

pia

pia
pK

+

−
= ln)(ˆ , 


 = )()( xfpF , 


++ = )()( xgpG . 

Рассмотрим функцию 
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+

−

−

=
−+

++

.0Im),()(ln

,0Im),()(

)(
zpFpF

pia

pia

zzGzF

z


 

В силу равенства (2) функция )(z  – аналитическая в комплексной плоскости с разрезом, 

соединяющим точки ia−  и   и лежащим в нижней полуплоскости, и обращается в нуль 

на бесконечности. Выберем в качестве такого разреза луч  +−== yiayzzL 1,: . 

Обозначая через )(t+  ( )(t− ) предельное значение )(z  при стремлении z  к L  справа 
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(слева), получаем соотношение между )(t+  и )(t−  на разрезе L : 

LttFitt −=− +−+ ),(2)()(  . Следовательно, 

 −

−
=

+

L
zt

dttF
z

)(
)(  . 

Положив iauz = , + u1 , получим следующее уравнение относительно )(zF + , 

согласно определению )(z  в верхней полуплоскости: 

 )(
)(

)(
1

iauGdy
uy

iayF
iauF +

+ +
+ =

+
−  , 1u . (3) 

Поскольку правая часть уравнения (3) согласно условию 30 принадлежит классу 

( )+,1qL , мы должны искать решение (3) в том же классе. С учетом этого сделаем замену 

( ) ( )  iaeGeiaeFeeuey qq ++ ==== // )(,)(,, . Получим: 

 
( )

( )( )
)(

2/ch2

)(
)(

0









=
−

− 
+ −− de

, 0 . (4) 

Здесь 15,0 −−= q , ( )+ ,0)( qL . Очевидно, 5,05,0 −  . 

Заметим, что к уравнению (4) после аналогичной замены сводится уравнение 

Диксона ([173, с. 432]): 

)(
)(

)(

1

0

xdt
tx

t
x 


 =

+
−  , 0x . 

Решим уравнение (4) в квадратурах, воспользовавшись стандартным методом 

факторизации. Обозначим: 

( )2/ch2
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dP

 

Тогда уравнение (4) может быть записано в виде: 

)()()()()(
R

 +−++ +=−−  dP , R . 

Или, после перехода к образам Фурье 


 = )()( p , 


++ = )()( p , Rp : 

 ( ) ( ) ( ) ( )pHppDp += −+ , (5) 
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( )
( )

( )
( ) 



 −+

+
=

−
=

ip

ip

pP
pD

ch

ch

ˆ1

1
, ( ) ( ) ( )ppDpH += . 

Обозначим  cos= , 1Re0   , и представим функцию )( pD  в виде 

)(/)()( pDpDpD −+= , где 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )2/5,12/5,0

2/22/
)(

iziz

iziz
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, 
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( )( ) ( )( )2/22/

2/5,12/5,0
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iziz

iziz
zD

+−−+−

+−+−
=−




, 

)(z  – гамма-функция Эйлера. 

Ниже будем придерживаться обозначений [29]. В частности, )(zX +  всегда будет 

обозначать каноническую функцию задачи сопряжения, т.е. )0(Im)( + zAzX , 

0)( + zX , 1)( =+X ; аналогично )(zX − . 

Из уравнения (5) вытекает, что индекс и условия разрешимости задачи 

определяются соотношением между значениями Re  и  . Рассмотрим все возможные 

случаи (заметим, что 0)( pD ). 

1. Неисключительные случаи: )( pD  не обращается в бесконечность ни в одной 

точке вещественной прямой. Это соответствует случаю  Re . 

1.1.  Re . В этом случае 0)(ind =pD  и задача однозначно разрешима: 
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)(
)(

pX

pX
pD

−

+

= , )()( zDzX +

+ = , )()( zDzX −

− = , ,
)(

)(

)(

)(

)(

)(

pX

p

pX

p

pX

p
−

+

−

−

+

+ 
=


−


 

 −


=

−

++
+

R
))((

)(

2

)(
)(

zttX

dtt

i

zX
z


. 

Вернемся к исходным функциям. Обозначим )(/)()( zXzzY +++ = , 

)(/)()( zXzzY −−− = , тогда [29] )(ˆ)(/)()()( ppXppYpY ==− −+−+ , 
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+
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=
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 . 

Преобразуем эти формулы: 
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Аналогично, 
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pX
edppXesL psipsi  

Опираясь на определение )(zX − , вычислим функцию )(xL  по теореме о вычетах: 




=

=
0

)(
m

xiz

m
meAixL , 

где  
=0mmz  – нули функции )(zX − , лежащие в верхней полуплоскости, 

( ))(/1Res
mzz

zXAm

−

=
= . Очевидно, 
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=
==
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'

00 mmmmmmmm iyiyiyz , mymy mm 22,2 ''' ++−=++=  . 

Находя вычеты функции )(/1 zX −  в этих точках, получаем: 
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++ , 

( )zcbaF ;,,  – гипергеометрическая функция Эйлера ([6]). 

 Замечание. При 1=  ( )
10

2 /),(2)(
=

− =


 xRxR . 

 Возвращаясь к исходным функциям и вводя вспомогательные функции wvu ,, , 

окончательно получаем: 
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1.2. 5,0Re0   . В этом случае 1)(ind =pD  и существует одно (с точностью 

до постоянного множителя) нетривиальное решение однородной задачи, определяемое по 

следующим формулам:  

)()()( 00 ppDp −+ = , 
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,  

C  – произвольная постоянная, 
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+
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1

00 )( dtiatFeCxf axt . 

Возможны два случая: 
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Неоднородная задача всегда разрешима и ее общее решение определяется по 

следующей формуле:  
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C  – произвольная постоянная. 

1.3. 5,0Re0 −  . В этом случае 1)(ind −=pD , 
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, 

)()( zDzX −

− = , 

однородная задача не имеет нетривиальных решений, а неоднородная задача разрешима 

при выполнении дополнительного условия 
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, 

или 
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0 =
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dsssQ  , ),()( 00 ssQ  −= +  

(см. п. 1.2), или 
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0 ln,)( dtettxS axtq . 

 2. Исключительные случаи: у )( pD  есть один или два полюса на вещественной 

прямой. Это соответствует случаю  =Re . Обозначим  Im= . 

 2.1. 0Re −=   (у функции )( pD  один простой вещественный полюс =p ). В 

этом случае 
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однородная задача не имеет нетривиальных решений, а неоднородная задача разрешима 

при дополнительном условии 
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и, если это условие соблюдено, ее решение представимо в виде 
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. 

2.2. 0Re =   (у функции )( pD  один простой вещественный полюс −=p ). В 

этом случае 

( )( )
( ) )(

)(5,0
)(

pXp

pXip
pD

−

+

+

−−
=




, 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )2/22/2

2/5,12/5,2
)(

izizi

iziz
zX

+−−++

+−+−
=−




, 

)()( zDzX +

+ = , 

однородная задача не имеет нетривиальных решений, а неоднородная задача всегда 

однозначно разрешима и ее решение имеет вид 

 −


=

−

+
++

R
zttX

dtt
zX

i
z

))((

)(
)(

2

1
)(


. 
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2.3. 0Re ==   (у функции )( pD  два простых вещественных полюса =p , 

если 0 , или один вещественный полюс 0=p  кратности два, если 0= ). В этом 

случае 

( )( )
( )( ) )(

)(5,05,0
)(

pXpp

pXipip
pD

−

+

−+

−+
=


, 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )2/5,12/5,2

2/22/2
)(

iziz

iziizi
zX

−−

−−−+
=+ 

, 

)(/1)( zXzX −= +− , 

однородная задача не имеет нетривиальных решений, а неоднородная задача разрешима 

при дополнительном условии 

( )
0

)(5,0

)(

R

=
+


 −

+

tXit

dtt
 

и, если это условие соблюдено, ее решение представимо в виде 

( )
( ) −+

+

+

+
=

−

++
+

R
))((5,0

)(

2

)(5,0
)(

zttXit

dttt

i

zX

z

iz
z




. 

 

§ 4. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ВИНЕРА-

ХОПФА С КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫМИ ОБРАЗАМИ ЯДЕР 

В этом параграфе рассмотрена система уравнений Винера-Хопфа, зависящая от 

параметра 01−→  и вырождающаяся при 1= . Построено асимптотическое решение 

этой системы.  

 Как известно, в отличие от одного уравнения, системы уравнений Винера-Хопфа 

(или односторонних уравнений, [29, с. 55]) неразрешимы в замкнутой форме. Ниже 

рассмотрен пример построения асимптотического решения одной такой системы с 

кусочно-постоянными образами ядер. 

 Пусть 01−→ . Рассмотрим на +R  следующую систему уравнений, 

вырождающуюся при 1= : 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )xgdttf
tx

tx

i
dttf

tx

tx
xf 1

0

2

0

11

cossin
=

−

−
−

−

−
+ 

++








, 

 ( )
( )

( )
( )

( ) ( )xgdttf
tx

tx

i
dttf

tx

tx
xf 2

0

1

0

22

cos1sin1
=

−

−
+

−

−
− 

++


. (1) 

 Предполагаем, что правые части абсолютно интегрируемы на любом конечном 

отрезке полупрямой, при 0+→x  имеют порядок ( )4/1−xO , а при +→x  ведут себя как 

−xeiax , 0 , Ra , или как линейная комбинация таких функций; решение будем искать 

в том же классе.  
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 Теорема. Индекс задачи в рассматриваемом классе равен единице, т.е. однородная 

система имеет одно линейно независимое решение, а неоднородная система всегда 

разрешима и ее решение определяется с точностью до произвольной постоянной. 

 Обозначим 

( ) ( )+−−= ,11,E  , ( )







=

,E,0

;E\R,1

p

p
pI  ( )








=

E.,sgn

;E\R,0

pp

p
pJ  

 Продолжая стандартным образом (см. [29, с. 55]) искомые функции и правую часть 

уравнения (1) нулем на −R  и переходя к образам Фурье, получаем следующую систему на 

вещественной прямой: 

 ( ) +−++ +=−+ 11211 GFJFFI  , ( ) +−+−+− +=+− 221

1

2

11 GFJFFI  . (2) 

Здесь и далее подразумеваемые аргументы опущены. 

 Отсюда ( )++−+ ++= 12111 GJFFDF  , где 

( ) −+−
=+= 11

1

1 /1 XXID  , ( ) ( ) ( ) 11 111

 −
+−= zzzX , ( ) ( ) ( ) 2ln21ln2

11

1

−−
−→+−=  ii , 

следовательно, 

( )
( )

C,
2

R 1

121
1 

−

+
=  −

++

− z
Xzt

dtGJF

i

X
F




. 

Заметим, что ++− == 1111 /// XJXJDXJ , поэтому 

( ) ( )
R,

2222

1
1

R 1

112

R 1

21
1 +

−
++

−
=

+

−

+++

+

++
+

 p
G

D
Xpt

dtG

i

XJF

Xpt

dtJF

i

X
F








. 

 Подставляя это выражение во второе уравнение системы (2), получаем:  

( )
( )

+−

−

+

+

+

+
− ++=

−
+








+− 

11

2

R 1

2

1

2

2
1 1

22
1

X

H

X

F
I

Xpt

dtJF

i

J

X

FJ
I 


 , 

( ) ( ) ( )
−

+

++
+−+

−

++−+
−+

−+
+−=

−
−−=

1

1 1

11
1

1

2

R 1

11

1

1
1

1

2
1222 Xpt

dtG

i

JX
JGG

Xpt

dtG

i

JXG
JDGH







 . 

Обозначая 

( )
( )( )





−+


=

−−−

++

,0Im,/11

;0Im,/

12

1

12

zXF

zXF
z


 ( )

( )









−
=

+

+−

,E,/

;E\R,/1

1

1

1

pXH

pXH
pQ


 

( ) ( ) 01/15,0 1 −→+−= − c , получаем следующие уравнения относительно функции  : 

Q=− −+ , E\Rp ; Qc
pt

dt

i
+=

−


+ −

+
+

 2
sgn

2

sgn

2

3

E


, Ep . 

 Таким образом, задача сводится к поиску функции ( ) ( )E\CAz  , ( ) 0= , 

удовлетворяющей на разрезе E  уравнению 
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 +=
−


+ −

+
+

 c
pt

dt

i
2

sgn

2

sgn

2

3

E


, (3) 

 
−−

−−
+

−

−
+=

E

1

1

2

1

1

sgn

4

sgn

4

34

ts

Qds

pt

dt

pt

Qdt

i

c
Q


. 

 Удобнее переписать уравнение (3) так, чтобы под знаком интеграла была функция 

− . Обозначим sgn+=u , sgnsgn2~ += −cu , тогда 

u
pt

udt

i
u ~

2

1

2

3

E

=
−

+ 
. 

 Решая это сингулярное интегральное уравнение относительно u , получаем: 

2/1/ =−



+

 XX , ( ) ( ) ( )( )( ) ( )i
zzzX

2/2ln
1/1 +−= , 

( ) +



+



−
−=

E

~

4

~

4

3

Xpt

dtu

i

X
uu


. 

В обозначениях 

= XF / , 
( ) −



−

 −


−


=

E

sgn

2

sgn

2

3

Xpt

dt

iX
P


 

уравнение (3) имеет вид 

 PF
pt

dtF

i
ccF −=

−
− +

−
−


E

sgnsgn
3


, Ep . (4) 

 Обозначим 

( )  −
=

E

1

zt

vdt

i
zF


,  −

=
E

sgnsgn

pt

vdt

i
v


S ,  −

=
E

1

pt

vdt

i
v


T , 

тогда ( )vF ET = , так что уравнение (4) можно переписать в следующем виде: 

( )( ) ( ) Pvcvc ++−=++ SETTESE 233 . 

Обращая оператор SE c+ , получаем, что ( ) ( ) ( )RESE ccc −−=+
−− 121

1 , 

c

c

ipt

dt

t

t

p

p

i −

+
=

−









+

−









−

+
=  1

1
ln

2

1
,

sgn

1

1

1

1sgn

E










R . 

Таким образом, (4) преобразуется в следующее уравнение: 

 ( ) ( )( ) wvccccc =−−−+−+ STE 23131 22 , (5) 

где ( ) ( )Pcvcw RESTER −+−−= 2332 . 

 В дальнейшем мы докажем, что общее решение этого уравнения имеет вид 

wcvCv o U2/3

0

−+= , где ov  – частное решение однородного уравнения, 0C  – произвольная 

постоянная, U  – ограниченный оператор. Таким образом, получим уравнение 
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( ) ( )PccvCvcv o REUSTEUR −+=−−− − 2/3

0233 , однозначно разрешимое в силу малости 

интегрального оператора. 

 Уравнение (5) 

( ) ( ) w
pt

dtv

i
c

pt

vdt

i
ccvcc =

−
−

−
−−+−+ 

EE

22 sgnsgn
2

1
3131


, Ep , 

решается в квадратурах. Обозначая 

( ) ( ) 1,, ==  ppwwp , 231 ccA −+= , 251 ccB −−= , 21 ccC −−= , 

запишем его в виде следующей системы ( 1p ): 

+

+

−

+

+
+ +

+
=

−
+  w

pt

dt

i

C

pt

dt

i

B
A

11








 , −

+

+

+

−
− +

+
−=

−
−  w

pt

dt

i

C

pt

dt

i

B
A

11








 . 

Решаем первое уравнение относительно 
+ : 

g
pt

dt

i

B
A =

−
+ 

+

+
+

1




 , +

+

− +
+

=  w
pt

dt

i

C
g

1




. 

( ) ( )BABADXX vv +−==−+ // , ( ) ( )zzXv −= 1 , 0Re1 −  ; 

( ) ( ) ...4/2 +=+−=− cBABAe i , 2/1Re −→ . 

Замечание. ( ) ( )( ) ( ) BiA /2sin/2cos1ctg =+=  , ( ) ( )( ) 122 /1sin
−

−= BA .  

 Общее решение этого уравнения имеет вид 

( )
( ) 














−
−−+= 

+

+

+
−+

+

1

122

0

v

v
v

Xpt

gdt

i

BX
AgBAXC


 , 

где 0C  – произвольная постоянная. 

 Из требований к решению исходной системы (1) вытекает, что 00 =C  и решение 

данного уравнения единственно. 

Так как ( ) 0ctg =+ iBA , то, используя формулы 

( ) ( ) sin/1
0

1
=+

+
−− dxxx , 1Re0    ([136, с. 298, (2.2.5.25)]), 

( ) ( ) ctg1
0

1
=−

+
−− dxxx ,  1Re0    ([136, с. 298, (2.2.5.26)]), 

получим: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

=
+−

−−
−

+
=

+−
−

+  
+ + −

−

+

−

+

−

+

+

++

−

1 11111

11

















tpt

dtt
d

i

pB

p

d
A

t

d

Xpt

dt

i

BX

p

d
A  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

+

−

+

−

+

−

++

−
=











+
−

−+

−
−

+
=

111 1

1

sin1

sin/

1

ctg1

p

dp

i

B

pp

d

i

pB

p

d
A
























, 
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 ( )
( )

( )
( )

( )pg
pt

dtt

t

pBCAB
p +

+

−

−

+ +
+










+

−−
= 

~

1

1

sin
1

122 






, (6) 

( ) ( ) ( )
( )















−









−

−
−−= 

+

+
+

−

+

1

122

1

1~

pt

dttw

t

p

i

B
pAwBApg




. 

 Далее,  

( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
=

+
−

++

−

+

−
=

+
− 

+

+

++

−

−+

+

111

2

2122

1

~1

1sin pt

dttg

i

C

ptst

dtt

s

dssBCABi

pt

dt

i

C














 

( ) ( )

+

+

+

−

+
−























+

+
−

−
=

11

2 ~

1

1
1

pt

dttg

i

C

s

p

ps

dss

B

iC









. 

Таким образом, относительно 
−  получается следующее уравнение: 

−

+

−

+

−
− =

−









+

+
−

−

−
+  g

pt

dt

t

p

i

C

pt

dt

i

BC
AB ~

1

1

1

2

1

22 










, 

( )

+

+
−

+

+
−−

+









−

+
−=

+
−=

11
1

1sin~
~

pt

dtw

t

pC
Bw

pt

dtg

i

BC
Bwg








. 

Замечание. ( ) ( )2/122/sin
−

=−= cOABB .  

 Зафиксируем некоторое малое 0  и сделаем замену переменных: 

12 −= xep , 12 −= yet , ( ) ( ) ( )xeve xx  =−−

− 124/3 , ( ) ( ) ( )xege xx  =−−

− 12~4/3 , 0x . 

Из ограничений на поведение правых частей и искомых функций системы (1) вытекает, 

что ( )+ ,0, L . Получим: 

( )
( )( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )
( )( )

( )x
yx

dyye

i

C

yx

dyye

i

BC
xAB

yxyx













=
−

+
−

−
− 

+ −−++ −−

0

4/12

0

4/122

2/sh22/sh2
. 

 Это одностороннее уравнение типа свертки, или уравнение Винера-Хопфа 

([29, с. 55]), которое решается стандартным образом. Продолжая искомую функцию нулем 

на отрицательную полупрямую и переходя к образам Фурье, получаем, используя 

формулу 

( )
( )ai

x

dxeiax

 th
2/sh2

R

= , 2/1Im a  ([136, с. 467, (2.5.46.2)]): 

( ) ( ) ( ) ( )( )pHpFpDpF +−+ += , Rp , 

( ) ( )
+

+ =
0

dxxepF ipx , ( ) ( )
+

+ =
0

dxxepH ipx , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) −+−+−−−−= 4/1th4/1th/1 222 ipCipBCABpD , 
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или, в обозначениях ( )22

0 /1 ABD −= , ( ) ( )22222

1 /2 ABCBAE −−+= , BAE /2 = : 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )1220 2sh/2sh2ch iEipiEipEipDpD −+−+−+=  . 

 Замечание. 0...21 →+−= cE , 1...412 →++= cE . 

Для того чтобы изучить поведение функции ( )pD , обозначим 

pex 2= ,  2ie−= , ( )( ) ( )xDxD  0

1
ln2 =

−
, 

тогда 

( )
( ) ( )

2

1

2

2

22

2

2

2

121






−−

++−−
=

xEix

ExEixE
x , ( )+ ,0x . 

Далее, 

( ) ( )
( )( )
( )( )21

43
21

zxzx

zxzx
Ex

−−

−−
−= , 





++−

++
=





 −=

....1

,...1
1

1

12

112,1
iE

iE
EiEz  , 

( ) ( )  ieizizEEiz 2

432

1

24,3 ,,11 −=−=−+−−=
−

. 

Договоримся считать  − zarg , тогда для невещественных z  

( )z
x

zx

x

−−=
+

−

+

arg
1

argVar
0

, 

поэтому 

 

 

 

при cRe  в силу разложения ( ) ( ) ...221...211 2

11 ++−=+−=+= − iciiceiEz i    . 

Следовательно, индекс задачи равен единице, т.е. однородное уравнение ( 0~ −g ) имеет 

нетривиальное решение −ov , а общее решение неоднородного уравнения имеет вид 

−−− += нo vvCv 0 , где 0C  – произвольная постоянная, −нv  - частное решение неоднородного 

уравнения. 

Для факторизации ( )pD  обозначим ki

k ez
2

= , 1Re0  k , 4,1=k , тогда 

01Re 1 −→ , 02/1Re 2 −→ , 04/3Re 3 −→ , 04/1Re 4 −→ . Представим ( )pD  в виде 

( )
( ) ( )
( ) ( )21

432

20
sinsin

sinsin
1





++

++
−−=

ipip

ipip
EiDpD . 

В дальнейшем нам будет полезно следующее представление: 

2

2
4

3 0

2

1 00 1

1
arg

1
argVar

1
argVarargVar

E

E

x

zx

x

zx

k

k

xk

k

xx −

+
−=

+

−
−

+

−
= 

= += ++
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( ) ( ) 








−
+

−
+−=

2

2

1

1
2 11

zx

A

zx

A
Ex , 

( )( )

21

4131
1

zz

zzzz
A

−

−−
= ,

( )( )

12

4232
2

zz

zzzz
A

−

−−
= . 

( ) ( )( )( )
=

−+−=
2

1

0 5,0th
k

kk ipBBpD   , 

( ) ( ) ( )( ) 202

1

21

1

1200 2211 EDAzAzEDB −=−−−=
−−

, 

( )( ) ( ) ( )112101

1

1201 12/1121 EEiEEDAzEDB −+−−=−=
−

, 

( )( ) ( ) ( )112102

1

2202 12/1121 EEiEEDAzEDB −++−=−=
−

. 

 Заметим, что ( ) ( )1

0

−
== cODOBk , 2,0=k . 

 Обозначив 




 −=−

2

20 1/ EDiD , запишем ( )pD  в виде 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ipipipipD

ipipipip
pD

−−+−−+

−−+−−+
=

− 4433

2211

11

11




, 

откуда 

( )
( ) ( )
( ) ( )ipip

ipip
pX

−−−−

−−−−
=+

43

21
0

11

11




, ( )

( ) ( )
( ) ( )ipip

ipip
DpX

++

++
= −

−

21

43
0




. 

 Замечание. ( ) 0~ 2143

0 →
−−++ 

sisX  при +→s , так как ( ) 2/1Re 2143 −→−−+  . 

Найдем решение однородного уравнения:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) === 
−−−+−−

R

0

1

R

0

1
22 dppXpDedppXex ipxipx

o   

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )xxdppXipBipBe oo

ipx

21

R

02211

1
5,0th5,0th2  +=−++−+−= 

−−−
,

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

=
+−+

+−++−+
=+−−= 



=

−−−


=

−+−−

0 12

141311

0

10

11
1

!1

11
1 11

k

kxx

k

xk

o
kk

kk
ee

DiB
kiXe

iB
x









 

( ) ( ) ( )
( )

=
+−+

+−++−+
= 



=

−−

−

−

0 12

141311

1
!1

11
1

k

kxx

kk

kk
eeDiB




   

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

=
−+

−+−+

−+−+

−+
= 



=

−−−

−

0 12

14131

1413

12

1

1

!1

11

11

1
1

k k

kkkxx

k
ee

DiB







 
 

( )
( ) ( )

( ) ( )xx
eFe

DiB −−−

−

−+−+−+
−+−+

−+
= ;1,1,1

11

1
121413

1

1413

12

1

1 1 


 
, 

( ) ( ) ( )akaa k += /  - символ Похгаммера, ( )zcbaF ;,,  - гипергеометрическая функция; 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )xx

o eFe
DiB

x −−−

−

−+−+−+
−+−+

−+
= ;1,1,1

11

1
212423

1

2423

21

1

2
2

2 



 

. 
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В обозначениях ki

k ez
 2

/ = , 4,1=k ,  −+= 11 1 ,  −= kk , 4,2=k , убирая 

множитель −

− DiB 1

1 , получим: 21

−−− += ooo vvv ,  

( )
( ) ( )( )
( ) ( ) 









+
−−−

−−

+−
=

−

−
p

F
p

pvo
1

2
;,,

1/2
121413

1413

4/3

121
1







, 

( )
( ) ( )( )
( ) ( ) 









+
−+−+−+

−+−+

+−+
=

−

−
p

F
p

pvo
1

2
;2,1,1

11

1/22
212423

2423

4/7

212
2







. 

Найдем теперь частное решение неоднородного уравнения:  

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )iziz

izizi
zXizzX

−−−−

−−−−
=−+= ++

43

21
01

11

12
1




 , 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )iziz

iziziD
zXizzX

++−

++−
=−+= −−−

21

43
01

1
1




 , ( )( ) 01 1 =−−− iX . 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )pFpF

tXpt

dttH

i

pX
pHpDpF is

R

++

−

−

++
++ +=














−
+= 2

, 

( ) ( )( ) ( )( )  ( )pHipBipBBpFs

++ +−+−+−−+−=  22110 5,0th5,0th ; 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

−

−

+−
+















−
= 

R

i
tXpt

dttH

i

pX
pDpF

2
. 

 Возвращаясь к прообразам, в силу неравенств ( ) 2/15,0Im 1 +−−  ,  

( ) 2/15,0Im 2 +−   получаем: 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )
( )( )

+ −−+−+ −−+

−
−

−
−=

0

2/1

2

0

2/1

1
0

2/sh22/sh2

21

yx

dyye

i

B

yx

dyye

i

B
xBx

yxyx

s












, 

( ) ( ) ( )xxx iii  21 += ,

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

=













−
−+−=   −

+−
−−

R

2,1

1

2,12,1
2

5,0th2 dp
tXpt

dttH

i

pX
ipeBx

R

ipx

i


  

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

=














+−+
+−−=  



=
−

+
−+−−−

0 2,1

2,1

11

2,1
12

1
12,1

k R

xk

tXkit

dttH

i
kiXeiB





 

( ) ( )( )


=

−+−−− +−−=
0

2,12,1

11

2,1 12,1

k

kxk
kiXeiB 


, 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

kk

RR

k

tXkit

dttHtD

itXkit

dttH

i
22,112,1

2,12,1

2,1
12

1

12

1



 +=

+−+
=

+−+
=  +

+

−

+

 , 
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( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )




= +=

++

+

+

+−+
−=

+−+

−+−
=

0 1

/

1

5,0th

2 m mitl

s

R l

ssk

sl

s

kit

tXtHB

tXkit

dttHit

i

B







 , 2,1, =sl ; 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) 
+ 

=

+−










+++−

++−++−

+++−
=

0 0 12

1413

1

1
1

!11

11

1

1

dyy
mm

mm

mk

eB

m l

ym
k

l 









, 

( ) ( ) ( )
( )

( ) 
+ 

=

+−










++−

++−++−

+++−
=

0 0 21

2423

2

2
2

!2

11

1

2

dyy
mm

mm

mk

eB

m l

ym
k

l 









. 

( ) ( ) ( ) ( )
+

−=
0

, dyyeyxKx xy

i   , ( ) ( )
= =

=
2

1

2

1

,,
l s

sl yxKyxK . 

Ядра ( )yxKsl ,  однотипны; ввиду их громоздкости, выпишем лишь ( )yxK ,11
: 

( ) ( )( )
( )( )




=



=

++−
−+

++
=

1 0

1

11111111
1

, 1

k m

myxk
mkyx

mk

e
baeCyxK

 , 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )413121

214131

2

1

413121

214131

2

1
11

sinsin1

sin11

sinsin

sin









−−−+

−−+−+−
=

−−−

−−−
= −− BDBD

C ; 

( ) ( )
( ) ( )!11

11

12

1413

11
−−+

−+−+
=

k
a

k

kkk




, 

( ) ( )
( ) ( )!11

11

12

1413

11
++−

+−+−
=

m
b

m

mmm




. 

( ) ( )
( )

( )( )

+

+

−+


=



=

+−
−−








 +−







 −+
=

+
=

yx

ba

yx

k m

mykx
mkyx

ds
yxs

F
yxs

FeC
mk

e
baeCyxK

22
, 11 1

11

2 0

11

1

111111

 , 

( )
( )( )
( )

( )u
u

k

kuku

a eF
e

eaeuF −
−

=

−+− −+−+−+
−

−−
==  ;1,1,1 121413

12

1413

2

0

1

1

11

2 



, 

( )
( )

( )( )
( )( )1;1,1,1

11

1
214131

4131

21

0

111 −−+−+−+
−+−+

−+
== −



=

− u
u

m

mum

b eF
e

ebuF 



. 

 Соответственно, 


+

−

+−+

−

+

−−
−










+

+
+

−









+

+
+=

1

4/3

2

1

4/1

1
0

~

1

1~

1

1~
21

pt

dtg

t

p

i

B

pt

dtg

t

p

i

B
gBs




 , 


+

−

−

− 








+

+







 ++
=

1

4/3

~

1

1

2

1
ln,

2

1
ln dtg

t

ptp
Ki . 

 Уравнение для +v  отличается лишь знаками коэффициентов B  и C  

(соответственно, вместо   пишем 1−− ) и правой частью: 

+

+

+

−−+

+
+ =

−









+

+
−

−

−
+−  g

pt

dtv

t

p

i

C

pt

dtv

i

BC
ABv ~

1

1

1

12

1

22 


, 

( )

+

−

−−

++
+










−

+
+−=

1

1

1

1sin~

pt

dtw

t

pC
Bwg






. 
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Поэтому формулы для 
+v  получаются из формул для 

−v  путем замены 
4  на 

42/1 −  и 
−g~  на 

+g~ . Однако коэффициент при +ov  уже не будет произвольным: 

( )21

+++ += ooo vvv , 

( )
( ) ( )( )
( ) ( ) 









+
−−−−

−−−

+−
=

−

+
p

F
p

pvo
1

2
;,2/1,

2/1

1/2
121413

1413

4/3

121
1







, 

( )
( ) ( )( )
( ) ( ) 









+
−+−−−+

−−−+

+−+
=

−

+
p

F
p

pvo
1

2
;2,2/3,1

2/31

1/22
212423

2423

4/7

212
2







. 

Коэффициент   можно найти из однородного соотношения (6). Так как 

( ) 4/31~
−

−−


pCpv oo  при +→p , где ( ) ( ) ( )( )1413

4/3

12 /2 1  
−−−=

−

−oC , то 

( )
( )

( )
( )

( )
4/3

11

4/3122

1

1

4/sin

sin

sin
~

−−

+ −−

−

−

+
+−

=
+

−












 p

B

CC

pt

dtt
pC

BCAB
p o

oo , +→p ; 

( ) ( )
( ) ( )11

1414

4/cos4/sin

/2/1





+−+

−−−
=

BiA

C
. 

 

§ 5. НЕКОТОРЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ 

СОПРЯЖЕНИЯ 

В этом параграфе сингулярные интегралы от функций, в которые входят решения 

задач сопряжения, выражены через линейные комбинации этих функций с дробно-

рациональными коэффициентами. 

Результаты данного параграфа носят вспомогательный характер – они понадобятся 

в следующем параграфе, однако представляют и самостоятельный интерес. 

 Пусть 1 , 2 , ( ) ( )1ln2
1

−=
−

 i , 1x , ( ) ( ) 21 121 −−

 −−= xxW  , 

( ) ( )( ) ( )( )1/1 −+=  xWxWxD . Рассмотрим следующие однородные задачи сопряжения на 

полупрямой 1x : ( ) ( ) ( )xXxDxX −



+

 =  (терминологию и обозначения см. [29, с. 30]). У 

этих задач существуют единственные, с точностью до постоянного множителя, решения, 

имеющие особенности интегрируемого порядка и исчезающие на бесконечности: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )













−−−= 

+



−−−



1

1112/1
1ln2exp1 dttDztizzX





 

(полагаем  − zarg ). 

Обозначим 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1/ −−−= +

+

+− xWxXxiXx , ( ) ( ) ( )1/1 −+= xxxxx , ( ) 12 −= xx . 

 Теорема. Справедливы следующие формулы: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )yQyyP
yx

xdx

i
=






+


1

 
1 


, 1y , ( 1 ) 

где 

( )
( )

( )( )122

2
2

22

−−

−+
= 


y

yp
yP




, ( )

( )
( )( )122

1
2 −−


=

y

y
yQ




 

– дробно-рациональные функции, ( )14 −=+ p , ( )( )112
2
+−−=− p . 

 Замечание. Указанные соотношения можно рассматривать как аналог формул 

( )






 −

+ −

=
+ y

yx

dxx

sin
0

, 1Re0   , 0y  ([136, с. 298, (2.2.5.25)]), 

( ) 


 −

+ −

=
− y

yx

dxx
ctg

0

, 1Re0   , 0y  ([136, с. 298, (2.2.5.26)]). 

Доказательство. Рассмотрим функцию 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )
++

+−


=

+


=

11
1

11

yxx

dxx

iyx

xdx

i
y






, 

где 1y  или 1−y . Проведя несложные преобразования, представим подынтегральную 

функцию в виде 

( )
( ) ( ) ( )( )1

2

2/12
21

1

11 −

−
−

+−

−−
= xaFe

ax

xxxa
x



, 
( )14

2

−
=




a , ( )

( )

+ −

−+

−−+
=

0

1

12

2
ln

1

zt

dt

t

tat

i
zF




. 

 Легко видеть, что 

( ) ( ) ( )( ) axexax xaF +−−= −−

1/1 212 21
; 

это позволяет определить функцию ( )x  и при 1−x . Заметим, что ( ) zzF ln~ −  при 

0+→z , так что ( ) ( ) a=+ 011 .  

Следовательно, 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )
=

++−+

−−
=

+−+

−−
= 

+

−−−

−+

−−−

−−

1
2121

212

1
2211

212/12

441

1exp11

21

1exp11

yssa

sdsaFs

iyssa

dssaFs

i
y









 

( ) ( )( ) ( )

( )( )

( ) ( )( ) ( )

( )
+ −+

−−

−

=
++−

−−
=

+−−+

−−
=

1
2

212

1
212

212

1

1exp1

44

1exp1

ysas

sdsaFs

i

a

ysaas

sdsaFs

i

a 









 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

=
+++−++

=

+−+

−−−
= 

+

−−−−

−+

−−

−

0
221121

212

1
2121

2212

1441

exp1

21

11exp11

yuaua

duuaFu

iyssa

sdsaFs

i 



 

( ) ( )
( )

( )
( )

=
+++

=
+++

= 
+

−−

+

0
2/1122

22

0
22

2
2

1

exp1

11

exp1

yaaww

dwwFwa

iyaww

dwawFaw

i
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( )

( )
( )( )

( )( )
=

−−+

−+
=

+++
= 

+

−

−−−+

−−

−

0

21

2/112/1

0
2/11

2/1

11

exp

21

exp

2 yavv

dvyaavvFv

i

a

yaavv

dvvFv

i

a 


 

( )
( )( )

( )
( )( )

=














−−+
−

−−+

+
= 

+

−

−+

−

−−−

0

21

2/1

0

21

12/12/1

11

exp

11

exp

2 yavv

dvvFv
y

yavv

dvavvFv
a

i

a 


 

( )( ) ( )( )( )1,1,
2

2121
2/1

−−−= −−
−

yaySyaTa
i

a






, 

( )
( )

( )
+ −

−+
=

0

2/1

1
,

zvv

dvev
zS

vF

 , ( )
( )

( )
+ −−

−+

+
=

0

12/1

1
,

zvv

dveavv
zT

vF

 , 0z . 

 Выразим ( )zS ,  и ( )zT ,  через следующие два интеграла: 

( ) ( )

( )( )
+

−+
=

−

0
1

,
zvv

dvv
ezU vF



 , 1Re1 −  , 

( ) ( ) ( )
( )( )

+ −

−+

−+
=

−

0

1

1
,

zvv

dvvavv
ezV vF



 , 2/3Re1 −  . 

 В дальнейшем, при вычислении интегралов нам будет удобно считать, что 

2arg0  z . 

 Рассмотрим сначала ( )zS , :  

( )
( )

( )
( ) ( )

( )( )
=

−+

+−+
=

+

−−+

−+
= 

+ −−
−

+ −−−
−

−

0

11
2/1

0

112/1

1

2

21

21

12
, dv

zvv

vvav
ev

v

vav

zvv

dvev
zS vF

vF 
 



 

( )

( )( )

( )

( )( )
=

−+
+

−+

−+
= 

++ −
+

−

−

00

1
2/1

112 zvv

dvev
dv

zvvv

vav
ev

vF
vF




 

( ) ( ) ( ) =
+

−+
−++= 

+ −
− −

0

1
2/1

12
,,2/1

2
dv

v

vav
ev

z
zUzV

z

vF



 

( ) ( ) ( )0,2/1
2

,,2/1
2

+−++= 





V
z

zUzV
z

. 

 Теперь рассмотрим ( )zT , :  

( )
( )

( )

( )

( )
( )

=
+

−−+

−+

+
=

−+

+
= 

+ −−−−+ −− −

0

1112/1

0

12/1

1

21

121
,

v

vav

zvv

dveavv

zvv

dveavv
zT

vFvF 




 

( )

( )( )
( )( )( )=−+−−+

−+
= 

+

−−−−
− −

0

1111
2/1

212
12

vvavav
zvv

dvev vF


 

 

( )

( )( )

( )

( )( )
( )=−+

−+








−−








+

−+
= 

+

−

+ − −−

0

1

0

2/1

1
1

221
vav

zvv

dvev

a
v

zvv

dvev vFvF  
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
+

+−−−−+= 
+ −

− −

0

2/1
1

1
,12/,2/112 dve

v

v
zVzUz vF



  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,2/1,12/,2/112 1 ++−−−−+= −  UzVzUz . 

Вычислим интегралы VU ,  методом контурного интегрирования ( 0z ): 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
−+

−

−−−
+

−−
−+++−=−+=

−−−
0

00

111

0

11
111,

i

i

vFzFvF dvzvvevezizdvzvvevzU   , 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) =−+−=−+ 
−

−−

−−
−+

−

−−−
00

0

11
0

00

11
11

i

i

vF

i

i

vF dvzvevvdvzvvev   

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) =−−−−+−−−−=
−−−

+

+−

−−−−−−


11

00

0

11211 111 zeiedvzvevvezeie Fi

i

i

vFiFi    

( )( ) ( ) ( )( )
+

+−

−−−−−− −+−−−−=

00

0

11211 112

i

i

vFiFi dvzvevvezeie  , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =−+=−+− 
++

+

−−−

+

+−

−−−

0

00

112

00

0

112 11

i

i

vFi

i

i

vFi dvzvevvedvzvevve   

( ) ( ) ( ) ( )( ) =−+++−= 
+

−−−−− ++

0

11212 11 dvzvevveezize vFizFi    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .11
0

11212


+

−−−−−− −+++−=
−+−+

dvzveevveezize vFvFvFizFi    

Заметим, что 

( ) ( ) ( ) ( )( )
=















+

−−+
=

−−
− −+

2
11

1

212/

v

vav
e vFvF 

( )( ) ( )
=

+

+−−+−+
=

−−−−

1

212211

4

111212

v

avvav 
 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

=
+

−+−−−+
=

+

−++−−+−
=

−−

12

2122

12

12222 12122

v

vavvv

v

avvv 
 

( ) ( )
( )

1
12/

1

2
1

1

12/1 11

+

−+
−−

+

−
+=

+

−+−−−+
=

−−

v

vav
v

vv

vavvv



. 

 Нам также будет полезно следующее представление: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

=
+

+−−−++−
=

−
− −+

12

21222 122

v

avvv
e vFvF 

 

( ) ( ) ( ) ( )
=

+

++−−−++−
=

−

1

12/112 12

v

vavvv 
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( )
1

12/
1

23
12

12
2

+

++
−−

+

−−
++−=

−

v

vav
v

v



 . 

 Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ++−−−−+−=
+− −−−−−− zFiFizF ezizezeieezizzU

12111
1121,    

( ) ( ) ( ) ( )( ) =−++ 
+

−−−− −+−

0

112 1 dvzveevve vFvFvFi   

( )( ) ( ) ( ) ( )( )+++−+=
+− −−−−− zFizFFi eeezizzeie   2111 112  

( ) ( ) ( ) ( )( ) =−++ 
+

−−−− −+−

0

112 1 dvzveevve vFvFvFi   

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) +++++−=
−−−−− +− 1121

121 zeieeeeziz FizFizF    

( ) ( ) ( )
+ −

−−

−













+

−+
−−

+

−
+++

−

0

1
12

1
12/

1

2
11

zv

dv

v

vav
v

v
evve vFi 

 . 

 Так как 

( ) ( ) ( ) =
−














+

−+
−−

+

−
++

+ −
− −

0

1
1

1
12/

1

2
11

zv

dv

v

vav
v

v
evv vF 

  

( ) ( ) ( ) −








+
−

−
+

+

−
+= 

+
− −

0

1

1

11
1

1

2
, dv

vzv
evv

z
zU vF

  

( )
( ) ( )( ) =









+
−

−
−++

+

−
− 

+

−−+ −

0

112/1

1

11
1

1

12/
dv

vzv
vavevv

z

vF
 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )1,2/1,2/1
1

12/
1,,

1

2
, −+−+

+

−
−−−

+

−
+= 





 VzV

z
UzU

z
zU , 

то 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )−++−+=








+

−
−−

+− −−−−−−− zFizFFiii eeezizzeiezU
z

ee  
 211122 112,

1

2
1  

( )
( )

( ) ( )( )1,2/1,2/1
1

12/
1,

1

2 22 −+−+
+

−
−−

+

−
− −− 




  VzV
z

eU
z

e ii
, 

или 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )−+−=−−+−
+− −−−−− zFizFFiii eeeizeiezUeze   2122 2,211  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1,2/1,2/112/1,2 22 −+−+−−−−− −−   VzVeUe ii . 

 Таким образом, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 111 ,2/1, fzVBzUA ++= , где 

( ) ( )( ) ( )211 22

1 −−+−= −−   ii ezeA , ( ) ( )12/2

1 −−= −  ieB , 

( ) ( ) ( ) ( )( )−+−=
+− −−− zFizFFi eeeizeief   21

1 2  
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( ) ( ) ( ) ( )1,2/112/1,2 22 −+−+−−− −−   VeUe ii . 

Аналогично, при 0z  

( ) ( )( )( ) ( ) =−+−+= 
+

−−−−

0

111 1, dvzvvvavevzV vF  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
−+

−

−−−−− −−++++−+−=
−−

0

00

11111 11

i

i

vFzF dvzvvavevvezzaziz  , 

( ) ( )( )( ) =−−++
−+

−

−−− −
0

00

111
1

i

i

vF dvzvvavevv  

( ) ( ) ( )( ) −−−++−= 
−−

−−

−−−

− 0

0

111

1

1

ia

i

vF dvzvevavvv  

( ) ( ) ( )( ) =−




 −++− 

−

−−

−−
−−

−

00

0

111

1

1

i

ia

vF dvzvevavvv  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) +−−−−+−−+−−−=
−−−−−−−− 111111 1111 zeiaiiezeiaiie FiFi    

( ) ( ) ( )( ) −−−+++ 
+−

+−

−−−−

− 0

0

1112

1

1

ia

i

vFi dvzvevavvve   

( ) ( ) ( )( ) =−+++− 
+

+−

−−−−

−

00

0

1112

1

1

i

ia

vFi dvzvevavvve   

( ) ( )( ) ++−−=
−−−− 111 1112 zeae Fi  

( ) ( ) ( )( ) −−−+++ 
+

+−

−−−−

00

0

1112 1

i

i

vFi dvzvevavvve   

( ) ( ) ( )( ) −−−++− 
+

+−

−−−−

−

00

0

1112

1

1

i

ia

vFi dvzvevavvve   

( ) ( ) ( )( ) =−+++− 
+

+−

−−−−

−

00

0

1112

1

1

i

ia

vFi dvzvevavvve   

( ) ( )( ) ++−−=
−−−− 111 1112 zeae Fi  

( ) ( ) ( )( ) −−−+++ 
+

+−

−−−−

00

0

1112 1

i

i

vFi dvzvevavvve   

( ) ( )( ) =−++− 
+

+−

−−−−

−

00

0

1112

1

12

i

ia

vFi dvzveavvve   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) −−−++−+−−= 
++

+

−−−−−−−−

0

00

1112111 11112

i

i

vFiFi dvzvevavvvezeae   
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ++−−=−++−
−−−−

−

−−−−


−

111

0
111

111212
1

zeaedvzveavvve Fi

a

vFi    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +−−+−−+++ 
+

−−−−−− ++

0

112112 1 dvzvevavveezazzzie vFizFi   

( ) ( )( )

−

−−−−− +−−+

1

0

111
12

a

vFi dvzvevavve  . 

Таким образом, 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )−−−++−+−−=
+− −−−−−−− zFizFFi eeezazzizzeaezV   211111 11112,  

( ) ( ) ( ) +
−














+

++−
−

+

−−
+−−+

+
− 

+ −
−− −

0

12
212

12

2

1

23
1

1 zv

dv

v

vav
v

v
evav

v

v
e vFi 







  

( ) ( )( ) .12

1

0

111



−

−−−−− +−−+

a

vFi dvzvevavve   

 Так как 

( ) ( ) ( ) ( ) =
−














+

++
−−

+

−−
+−−+

+
+ −

− −

0

12
21

1
12/

1

23
1

1 zv

dv

v

vav
v

v
evav

v

v vF 





 

( ) ( ) ( ) ( )( ) +−−++−= 
+

−−− −

0

1112
11 dvzvevavvv vF  

( ) ( ) ( ) −








+
−

−
−++

+

−−
+ 

+

−− −

0

11
2

1

11
1

1

23
dv

vzv
evavvv

z

vF
 

( )
( )

( ) ( ) =








+
+

−
+

+

−
− 

+
−− −

0

12/1

1

1
1

12

2
dv

vzv

z
evv

za

vF
 

( ) ( ) ( ) ( )( )−−−
+

−−
+−= 1,,

1

23
,1

2
2




 VzV
z

zV  

( )( )
( ) ( )( )1,2/1,2/1

1

122 1

−−+−
+

−−
−

−




UzzU
z

, 

то 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) −−−=−−+−++ −−−−− 112222 112,23111 Fiii eaezVeez    

( ) ( ) ( )( )+−−+−
+− −− zFizF eeezaziz  21  

( ) ( ) ( )( ) ( )+−−−+−−−+ −−− zzUeVe ii ,2/11221,23 1222    

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

−

−−−−−−− +−−++−−−−+

1

0

11112 1121,2/1122

a

vFii dvzvevavvzeUe   . 
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 Аналогично, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 222 ,2/1, fzUBzVA +−= , где 

( ) ( ) ( )( ) ( )2222

2 23111   −−+−++= −− ii eezA , ( ) ( )( )zeB i 12

2 122 −− −−=   , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) −+−−++−−= 

−

−−−−−−−−

1

0

11111

2 112112

a

vFiFi dvzvevavvzeeaef   

( ) ( ) ( )( )+−−+−
+− −− zFizF eeezaziz  21  

( ) ( ) ( )( ) ( )1,2/11221,23 1222 −−−−+−−−+ −−−   UeVe ii . 

 Отсюда следует, что 

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )








 1

2

2

2

2
11

2/1

2/1
,

2/1

2/1
, f

A

f
zU

A

B
BzUA +









+

+
+

+

+
= , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12212121 2/12/1,2/1,2/1 fAfBzUBBzUAA +++++=+ , 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )










=

+−+

+++
= U

BBAA

fAfB
zU

2/12/1

2/12/1
,

2121

1221 . 

 Аналогично, 

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )








 2

1

1

1

1
22

2/1

2/1
,

2/1

2/1
, f

A

f
zV

A

B
BzVA +









−

−
+

−

−
= , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 21121221 2/12/1,2/1,2/1 fAfBzVBBzVAA −+−+−=− , 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )2/12/12/1

2/12/1
,

2121

2112

−


=

−−−

−+−
=








 V

BBAA

fAfB
zV , 

или 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )










+
=

+−+

+++
=+

2/1

2/12/1

2/12/1
,2/1

2121

2112 V

BBAA

fAfB
zV . 

 Вычислим знаменатель: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )=+−+= 2/12/1 2121  BBAA  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )+−−−−−+−−+−= −−−− 222222 23111211   iiii eezeze  

( ) ( )( )( )=−−−−+ −−− zee ii 122 12212/    

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )222222
211111 −++−−−+= −−−   iii ezeez . 

Точнее, 

( ) ( ) ( ) ( )zz 121
21

+−−−=
−
 , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )221

21112/1 −−++−=−
−

 zz . 

 Первый числитель: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )=+++=  1221 2/12/1 fAfBU  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) 
1

222

2

2 121112/112/ feezfe iii −−+−−+++−−= −−− , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 12

1
22/1112/ zffU −−+−−−=

−
, 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2/12112/2/1 12

1
−++−−=−

−
 fzfU

. 

Второй числитель: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )=−+−=  2112 2/12/1 fAfBV
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 
2

22

1

12 2112/1122 fezezfe iii −−−− −++++−−−= , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

1

1

1 2212/122 fzzfV −+−+−−=
−− , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2/121222/1 2

1

1

1 +−−+−−=+
−−  zfzfV

. 

 Таким образом, 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )
( )

=



+



+
=++=++














 UV

z
zUzV

z
V

z
zS

2

2/1
,,2/1

2
0,2/1

2
,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

−


+−−+−−
=

−



 2/112/12 2

1

1 ff
 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ).
2

1

121

1222/1112/
121

112

1













f

zzz

fzzff

−

−
=

+−−−

+−−
=



−++−−
−

−

−

 

Так как 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )−−+−−=
+− −−− zFzFF eeizeif

112/1

1 112    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,2/112/11,21
11

−+−−+−−−−
−−

 VU , 

то 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −−−=+−−−= −−− 112/1

1

1
2120,2/12/21, FeiVfzzS   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,2/12/1,2/12/1,12
1

+−−++−−+−−−
+−−

  VVUeeiz zFzF . 

Аналогично, 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )=−−−−+=+− − zVzUzUzT ,12/,2/1120,2/1, 1   

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
=

−


−−

−

−
−+= −

2/1
12/

2/1

2/1
12 1









 VUz  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

−
−

−++−−
−+=

−

−

2/1

2/12112/
12 12

1

1






fzf
z  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
=

−

−+−+−−
−−

−−

2/1

2212/122
12/ 2

1

1

1






fzzf
 

( )( )( ) ( )( ) ( )
( )

=
−

−
−−+−++=

−

2/1

2/1
22222 1

1
2






f
zzz  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

=
−

−
−++−−−−+−++=

−

2/1

2/1
2122121 1

1
22






f
zzz  



158 

 

( ) ( )( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )2/11

2111

2/1
121 1

1

221

1

1
22 −−=

−−++−

−
+−−+= −

−

−





 f

zz

f
zz . 

 Так как 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+−−−−−=−
+− −−−− zFzFF eeizeif

12/112/1

1 1122/1    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,12/11,2/121
11

−−−+−−−−+
−−

 VU , 

то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+−−−−−=
+−−− zFzFF eeizeizT 112, 2/112/1

   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0,2/11,2/21,2/12 ++−−+−−−+  UVU . 

 Итак, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) zSeeizzS zFzF /12, 0

11 ++−−−=
+−−−   , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,2/12/1,2/12/1,212 112/1

0 +−−++−−−−= −−
 VVUeiS F ; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0

12/1 1, TeeizzT zFzF +−−−=
+−−−   , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,2/11,12/1,2/12112 112/11

0 ++−−+−−−+−−= −−−  UVUeiT F . 

 Далее, 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

=+














+

−−+
+

+−

−++
−

−

−
=

−

−−

−

−−−

zS
z

zaz

z

zaz
e

iz
zS zF /

12

21

112

21
1

2
, 01

11

1

111

















 

( ) ( ) zSzazezi zF /1/21 0

1111 +++−−= −−−−  , 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

=+














+

−−+
−

+−

−++
−−=

−

−−

−

−−
−−

01

11

1

11
12/1

12

21

112

21
1, T

z

zaz

z

zaz
eizzT zF








   

( ) ( )
0

1 1/21 Tzezi zF ++−−= −  . 

 Заметим, что ( ) 0,0 =+= TT . 

 Если обозначить ( ) ( ) 1/, 1 +−= − zeizzR zF , то 

( ) ( ) ( ) zSzRazzS /,21, 0

111 ++−= −−−  , ( ) ( ) ( )zzRzT ,21, 1  −−= . 

Заметим, что ( )( ) ( ) ( )1/1, 2121 −−=− −− yyiayaR  , независимо от знака y . 

 Следовательно, 

( ) ( )( ) ( )( )( )=−−−= −−
−

1,1,
2

2121
2/1

yaySyaTa
i

a
y 





 

( ) ( ) ( )( )+−−−= −−−
−

1,121
2

2122/11
2/1

yaRya
i

a






( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )=−+−+−−−+ −−−−
−

1/1,12
2

2

0

211211
2/1

yaSyaRayay
i

a
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( ) ( ) ( )( )( )+−−−= −−−
−

1,121
2

2122/11
2/1

yaRya
i

a






 

( ) ( )( ) ( )( )=−−−−−+ −−−
−

1/1,2
2

2

0

2/12112/1
2/1

ySyayaRyya
i

a






 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1/1,21121
2

2

0

211121
2/1

−−−−−−−= −−−−
−

yaySyaRyyy
i

a






. 

 Если 1y , то 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )=−−−−−−−= −−−
−

1/1,2121
2

2

0

211221
2/1

yaySyaRyy
i

a
y 





 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) =












−−−−








+−

−

−
= −−

−

1/1/21
2

14

2

2

0

2112
2/1

yaySyyaiy
i

a 








 

( )
( )

( ) 022

2

121

1

2

12
S

y

y

i

a
y

y

ay

−
−

−

+−

−

−
=



 

. 

 Итак, 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) 022

2

1
121

1

2

121
S

y

y

i

a
y

y

ay
y

ys

sds

i −
−

−

+−

−

−
==

+



+









, 1y . 

 Так как левая часть ограничена при 01+→y , то 

( )
( )

( )1
2

141

0 
−

−
= −




 iaS , 

поэтому 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
1

11

2

12
2

2

−

−+−

−

−
=

y

ayyay
y




, 

откуда и следует формула ( )+1 . 

 Если же 1−y , то 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )=−−−−−−−= −−−
−

−
1/1,2121

2

2

0

21121
1

1
yaySyaRyyy

i

a
y

y
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=
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−
−−−+−−= −−−−

−
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114
1,2121

2 2

2211221
1

y
iayaRyy

i

a











 

( ) ( )
( )( )

( )
( )

( )( )
( )=

−−

−
−

−−

+−−
−= 1

12

12

122

12
22

2222

y

ay
y

y

yy








 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )122

12211
2

2222

−−

−−++−−
=

y

yyy




, 

откуда и следует формула ( )−1 .  
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§ 6. РЕШЕНИЕ В КВАДРАТУРАХ ОДНОЙ СИСТЕМЫ СИНГУЛЯРНЫХ 

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В этом параграфе рассмотрена система сингулярных интегральных уравнений с 

ядрами, в которые входят решения задач сопряжения. Построено общее решение этой 

системы в квадратурах. 

Как и в предыдущем параграфе, пусть 1 , 2 , ( ) ( )1ln2
1

−=
−

 i , 1x , 

( ) ( ) 21 121 −−

 −−= xxW  , ( ) ( )( ) ( )( )1/1 −+=  xWxWxD . Рассмотрим следующие 

однородные задачи сопряжения на полупрямой 1x : ( ) ( ) ( )xXxDxX −



+

 = . У этих задач 

существуют единственные, с точностью до постоянного множителя, решения, имеющие 

особенность интегрируемого порядка в 1=z  и исчезающие на бесконечности: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )













−−−= 

+
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1112/1
1ln2exp1 dttDztizzX





 

(считаем  − zarg ). 

Заметим, что ( ) ( )( )2/1
1

−

 −= zozX  при 1→z . 

Обозначим 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1/ −−−= +

+

+−+ xWxXxiXx , ( ) ( ) ctg2
1

iA =−−=
−

, ( )( )14/2 −= a , 

( ) ( ) ( )axxxxM +−+= 1/1 2 , ( ) ( ) ( )1/1 −+= + xxxxx , 

( ) ( )( ) ( )( )xxaxxxx −++−= −

− 111/1 21 , ( ) 12 −= xx , ( ) ( ) ( ) ( )xMxxx /1+= , 

( )11 = , ( )11 = . 

Заметим, что ( ) a= 1 . 

В дальнейшем, как правило, будем опускать аргументы функций в тех случаях, 

когда это не приводит к недоразумениям. 

В предыдущем параграфе были доказаны следующие формулы: 
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, 1x , ( 1 ) 

где 
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( )( )122 2

1
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=

x

x
Q




  

 – дробно-рациональные функции, ( )14 −=+ p , ( )( )112
2
+−−=− p . 

 Рассмотрим следующую систему сингулярных интегральных уравнений, 1x : 

 −
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− =
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i
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, +
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+ =
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xt

dtU

i
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1


. (2) 
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 Будем предполагать, что  )+ ,1CV  и ( )1−

 = xOV  при +→x . Решения 
U  

будем искать в классе функций, имеющих особенность интегрируемого порядка при 

01+→x  и исчезающих на бесконечности; из (2) немедленно вытекает, что  )+ ,1CU . 

 Переходя от системы (2) к одному уравнению, получаем по формуле (1 + ): 
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, (3) 
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. 

Опираясь на формулу (1–), построим решение уравнения (3). 

Лемма 1. Если 
−U  – решение уравнения (3), то функция 
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 (4) 

удовлетворяет уравнению 
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. (5) 

 Доказательство. 
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 Следовательно,  
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 Так как 
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то  

  ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )VA
sx

sdU

i

A

xs

sdU

sx

sx

s

x

i

A
UAgL

~
1

12
1

1

1

2
1 2

1

1

1

2 −=













−


−

−







−

−

−




+−= 

+

−

+

−
−








. 

 Лемма 1 доказана. 

 Обращая уравнение (5) стандартным методом (см. приложение), получаем: 

21 ggCg += −
, 

−C  – произвольная постоянная, 
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. 

 Обратим теперь уравнение (4): 210 UUCUCU ++= −+− , где 0U  – решение 

однородного уравнения (4), 
+C  – произвольная постоянная, 2,1U  – частное решение 

неоднородного уравнения (4) с правой частью 2,1g . Согласно приложению, 
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. 

 Лемма 2. Если (вообще говоря, произвольная) функция U  имеет особенность 

интегрируемого порядка при 01+→x  и исчезает на бесконечности, то 
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Доказательство. Запишем 
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 Используя равенства  
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представим второй интеграл в следующем виде: 
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 Следовательно, 
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так что 
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Так как 
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 Для завершения доказательства леммы осталось заметить, что, во-первых, 
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во-вторых, 
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. 

 Лемма 2 доказана. 

 Таким образом, приходим к следующему основному утверждению. 

 Теорема. Общее решение уравнения (3) имеет вид 10

−−− += UCUU , где C  – 

произвольная постоянная, 
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Доказательство. Заметим, что в силу (2) функция, имеющая особенность первого 

порядка при 01+→x , не может быть решением уравнения (3); таким образом, для 
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построения общего решения достаточно подобрать постоянные так, чтобы устранить эту 

особенность. Отметим, что  )+− ,11 CU , так как 
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=
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Решение интегрального уравнения 
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 Соответственно, −
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 Окончательно, получаем: 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 К настоящему времени теория краевых задач для уравнений смешанного типа 

превратилась в хорошо разработанную, разветвленную область математики, однако в ней 

по-прежнему остаются открытые проблемы.  

Перспективы дальнейшей разработки темы. Укажем возможные направления 

дальнейших исследований по тематике настоящей диссертации. 

 Применение методов теории аналитических функций комплексного переменного, 

теории сингулярных интегральных операторов и методов задач сопряжения позволило 

изучить неклассические краевые задачи, например, задачу типа Дирихле, для уравнения 

Лаврентьева-Бицадзе. Представляется перспективным применить рассмотренные в 

диссертации методы интегральных преобразований к изучению различных краевых задач 

для уравнения Геллерстедта, уравнения второго рода и других уравнений смешанного 

типа. 

 Представляется интересным развить методы решения краевых задач для уравнения 

Гельмгольца, в том числе с неклассическими краевыми условиями, по аналогии с теорией 

задач сопряжения для аналитических функций.  

 Примененный в настоящей диссертации метод факторизации посредством 

интегральных операторов допускает естественное обобщение и распространение на 

другие уравнения типа свертки, заданные на конечном отрезке. 

 Вызывает интерес изучение возможности решения в квадратурах различных 

сингулярных интегральных уравнений и их систем с неклассическими коэффициентами, 

выражающимися через решения задач сопряжения. 

 Дальнейшее развитие аппарата канонических функций – решений задач 

сопряжения также представляется перспективным. 

 

 Автор выражает глубокую благодарность акад. РАН, проф. Е.И. Моисееву за 
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