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Проблема оптимального управления для класса нелинейных объектов с некон-
тролируемыми ограниченными возмущениями формулируется в ключе диффе-
ренциальной игры. Для задач с квадратическим функционалом качества и ин-
тегральными ограничениями на управляющие воздействия задача поиска опти-
мальных управлений сводится к необходимости нахождения решений скалярно-
го уравнения в частных производных Гамильтона–Якоби–Айзекса. Применение
единой схемы на базе функций Ляпунова позволило получить новые условия
существования и единственности минимаксного решения задачи.
Рассматривается детерминированная нелинейная система, описываемая диф-

ференциальным уравнением

d

dt
x(t) = f(x) + g1(x)w(t) + g2(x)u(t), x(t0) = x0, y(t) = Cx(t). (1)

Здесь x(·) = {x(t) ∈ Rn, t ∈ [t0, tf]} — состояние системы; x(·) ∈ Ωx, X0 ⊂ Ωx —
множество возможных начальных условий системы; y(t) ∈ Rm, m ≤ n, — вы-
ход системы; u(·) = {u(t) ∈ Rr, t ∈ [t0, tf]} — управление; w(·) = {w(t) ∈ Rk,
t ∈ [t0, tf]} — возмущение, f(x), g1(x), g2(x) — непрерывные матрицы-функции.
Предложение 1. f(·) ∈ C1(Ωx) и g1(·), g2(·) ∈ C0(Ωx).
Рассматривая возмущение w(t) как действие некоторого игрока, противодей-

ствующее успешному выполнению задачи управления, сформулируем задачу
управления в ключе дифференциальной игры двух игроков Gu и Gw. Цель игры
заключается в минимизации конечного значения состояния системы K(x(tf)) > 0
игроком Gu, определяемого решением уравнения (1), в условиях действий игро-
ка Gw, стремящегося максимизировать это значение.
На управляющие воздействия u(t) и w(t) наложены ограничения вида∫ tf

t0

‖u(t)‖2R∗ dt ≤ Eu,

∫ tf

t0

‖w(t)‖2P∗ dt ≤ Ew, Eu − Ew > 0, (2)

где R∗ и P ∗ — положительно определенные матрицы.
Введем функционал качества дифференциальной игры

J(x(·), u(·), w(·)) = K(x(tf))+
1

2

∫ tf

t0

{
yT(t)Qy(t)+uT(t)Ru(t)−wT(t)P w(t)

}
dt. (3)
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В этом функционале K(x(tf)) > 0, x(tf) �= 0, симметрическая матрица Q по
крайней мере положительно полуопределена, матрицы R = c1R∗ и P = c2P ∗,
c1 > 0, c2 > 0, положительно определены.
Предложение 2. Если f(x), g1(x), g2(x) — достаточно гладкие функции,

то функция V (t, x), определенная как

V (t, x) � inf
u∈U

sup
w∈W

J(x, u, w), (4)

является дифференцируемой функцией при любых допустимых стратегиях иг-
роков Gu, Gw ∈ L2(0,∞).
Предложение 3. Функция V (t, x), определенная в (4), локально липшицева

в Ωx.
В рассматриваемом случае значение назначаемой функции V (t, x) есть ре-

шение задачи динамического программирования, связанное с дифференциаль-
ным уравнением первого порядка в частных производных Гамильтона–Якоби–
Айзекса [1, 2]:

∂V (t, x)

∂t
+

∂V (t, x)

∂x
f(x)− 1

2

∂V (t, x)

∂x
Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

+
1

2
xT(t)CTQCx(t) = 0, (5)

V (tf, x(tf)) = K(x(tf)),

где
Π(x) = g2(x)R

−1gT
2 (x) − g1(x)P

−1gT
1 (x).

Оптимальные управления определяются соотношениями

u(t) = −R−1gT
2 (x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

, w(t) = −P−1gT
1 (x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

. (6)

Исходная система с управлениями (6) определяется выражением

d

dt
x(t) = f(x) −Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

, x(t0) = x0, y(t) = Cx(t). (7)

Условия существования оптимального решения поставленной задачи опреде-
ляются свойствами матрицы Π(x) (см. [3]).
Теорема 1. Система (7) равномерно асимптотически устойчива, если и

только если

dV (t, x)

dt
≤ −1

2

∂V (t, x)

∂x
Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

∀x �= 0, (8)

где Π(x) = g2(x)R
−1gT

2 (x) − g1(x)P
−1gT

1 (x) — по крайней мере положительно
полуопределенная матрица.
Доказательство. Из уравнения (5) имеем

dV (t, x)

dt
+

1

2

∂V (t, x)

∂x
Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

+
1

2
xT(t)CTQCx(t) = 0,
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V (tf, x(tf)) = K(x(tf)),

откуда
dV (t, x)

dt
≤ −1

2

∂V (t, x)

∂x
Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

∀x �= 0,

так как xT(t)CTQCx(t) ≥ 0.
Таким образом, в силу второй теоремы Ляпунова система (7), где вектор

{∂V (t, x)/∂x}T определяется решением уравнения (5), при выполнении усло-
вия (8) равномерно асимптотически устойчива. �
Вернемся к рассмотрению ограничений, наложенных на управление и возму-

щающее воздействие (2):∫ tf

t0

[
uT(t)Ru(t)− wT(t)P w(t)

]
dt =

∫ tf

t0

∂V (t, x)

dx
Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

dt =

= Eu − Ew > 0,

так как матрица Π(x) по крайней мере положительно определенная.
Теорема 2. Дифференциальная игра (1)–(4) имеет цену, если соотношение

ограничений, наложенных на действия игроков Gu и Gw , таково, что выпол-
няется условие

dV (t, x(t))

dt
≤ −1

2
[Eu − Ew].

Лемма 1. Если существуют оптимальные управления в задаче дифферен-
циальной игры, то они единственны и определяются уравнениями (6), где век-
тор {∂V (t, x)/∂x}T определяется решением уравнения (5).
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Новое условие существования

и единственности минимаксных решений в задаче

Гамильтона–Якоби–Беллмана–Айзекса

(A new condition for the existence

and uniqueness of minimax solutions

in the Hamilton–Jacobi–Bellman–Isaacs problem)

В. Н. Афанасьев (V. N. Afanas’ev),
А. П. Преснова (A. P. Presnova)

Национальный исследовательский университет “Высшая школа экономики”,
Москва, Россия

afanval@mail.ru, presnova.a.p@yandex.ru

Пусть детерминированная нелинейная система описывается обыкновенным
дифференциальным уравнением

d

dt
x(t) = f(x) + g1(x)w(t) + g2(x)u(t), x(t0) = x0, y(t) = Cx(t). (1)

Здесь x(·) = {x(t) ∈ Rn, t ∈ [t0, tf]} — состояние системы; x(·) ∈ Ωx, X0 ⊂ Ωx —
множество возможных начальных условий системы; y(t) ∈ Rm, m ≤ n, — выход
системы; u(·) = {u(t)∈Rr, t∈ [t0, tf]} — управление; w(·) = {w(t)∈Rk, t∈ [t0, tf]}
— возмущение; f(x), g1(x), g2(x) — непрерывные матрицы-функции.
Введем функционал качества дифференциальной игры

J(x(·), u(·), w(·)) = K(x(tf)) +

+
1

2

∫ tf

t0

{
yT(t)Qy(t) + uT(t)Ru(t)− wT(t)P w(t)

}
dt. (2)

Предложение 1. Если f(x), g1(x), g2(x) — достаточно гладкие функции,
то функция V (t, x), определенная как

V (t, x) � inf
u∈U

sup
w∈W

J(x, u, w), (3)

является дифференцируемой функцией при любых допустимых стратегиях иг-
роков Gw, Gu ∈ L2(0,∞).
Предложение 2. Функция V (t, x), определенная в (3), локально липшицева

в Ωx.
В рассматриваемом случае значение назначаемой функции V (t, x) есть реше-

ние задачи динамического программирования, связанное с дифференциальным
уравнением первого порядка в частных производных Гамильтона–Якоби–Айзекса
(см. [1, 2])

∂V (t, x)

∂t
+

∂V (t, x)

∂x
f(x)− 1

2

∂V (t, x)

∂x
Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

+
1

2
xT(t)CTQCx(t) = 0,

(4)
V (tf, x(tf)) = K(x(tf)),
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где
Π(x) = g2(x)R

−1gT
2 (x) − g1(x)P

−1gT
1 (x).

Оптимальные управления определяются соотношениями

u(t) = −R−1gT
2 (x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

, w(t) = P−1gT
1 (x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

. (5)

Исходная система с управлениями (5) примет вид

d

dt
x(t) = f(x) −Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

, x(t0) = x0, y(t) = Cx(t). (6)

В начале 1980-х гг. М. Крэндалл и П.Л. Лионс ввели понятие вязкостного ре-
шения (viscosity solution) [3, 4]. Опираясь на это понятие, введем в рассмотрение
Определение 1. Верхним (нижним) решением уравнения (4) называется

скалярная непрерывная функция ϕT(t)x(t), удовлетворяющая следующему усло-
вию: если разность функций V (t, x)− ϕT(t)x(t) достигает локального минимума
(максимума) в точке (t∗, x∗) ∈ Ω и в этой точке функция ϕT(t)x(t) дифференци-
руема, то должны выполняться неравенства

∂V (t, x)

∂t
+

∂V (t, x)

∂x
f(x) +

1

2
xT(t)HTQHx(t)−

− 1

2

∂V (t, x)

∂x
Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}
≤ (≥) 0. (7)

Определение 2. Решением ϕT(t)x(t) называется функция, которая одно-
временно является верхним и нижним решениями, т.е. удовлетворяет условию

V (t, x) = ϕT(t)x(t). (8)

Используя это определение, найдем уравнение для функции ϕT(t)x(t). Запи-
шем полные производные функций V (t, x) и ϕT(t)x(t):

dV (t, x)

dt
= −1

2
xT(t)CTQCx(t)− 1

2

∂V (t, x)

∂x
Π(x)

{
∂V (t, x)

∂x

}T

, (9)

d

dt

{
ϕT(t)x(t)

}
=

{
dϕ(t)

dt

}T

x(t) + ϕT(t)f(x) − ϕT(t)Π(x)ϕ(t). (10)

Приравнивая (9) и (10) и учитывая, что V (t, x) = ϕT(t)x(t) и ∂V (t, x)/∂x = ϕT(t),
получим уравнение (4) в виде{

dϕ(t)

dt

}T

x(t) + ϕT(t)f(x)− 1

2
ϕT(t)Π(x)ϕ(t) +

1

2
xT(t)CTQCx(t) = 0,

ϕT(tf)x(tf) = K(x(tf)).

(11)

Отметим, что уравнение (11) определяет динамическое соответствие функций
ϕ(t) и x(t) при всех t ∈ [t0, tf].
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Теорема. Решение V (t, x) = ϕT(t)x(t) уравнения (4) есть непрерывная
функция ϕT(t)x(t), удовлетворяющая уравнению (11), при этом оптимальное
значение функционала качества есть

J0(x(·), ϕ(·)) = ϕT(t0)x(t0).

Для отыскания условия “движения” функции s(t) = ϕT(t)x(t) к решению (8),
введем функцию Ляпунова

VL(ϕ, x) =
1

2

[
V (t, x) − ϕT(t)x(t)

]2
. (12)

Полная производная функции Ляпунова (12) для выполнения этой задачи
должна быть меньше нуля при x(t) �= 0, ϕ(t) �= 0, откуда имеем

s(t) = {ϕT(t)x(t)} ≤ V (t, x)
xT(t)CTQCx(t)

ϕT(t)Π(x)ϕ(t)
. (13)

Выполнение условия (13) обеспечивает “движение” функции s(t) из любой
периферии множеств, образуемых верхними и нижними решениями (7) при
ϕTx(t) �= V (t, x), к значению s(t) = ϕT(t)x(t) − V (t, x).
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Homotopically visible and invisible singular trajectories

A. A. Agrachev

SISSA, Trieste, Italy
Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

agrachev@sissa.it

In this talk I will try to link optimal control theory with homotopic topology. These
are rather distant domains to which Lev Semenovich Pontryagin made fundamental
contributions.

Let M be a Riemannian manifold equipped with a bracket generating vector dis-
tribution Δ ⊂ T M and let ΩΔ ⊂ H1([0, 1];M) be the space of integral curves of the
distribution. The boundary map

∂Δ : ΩΔ → M ×M, ∂Δ(γ) = (γ(0), γ(1)),

is smooth. Singular trajectories are just critical points of this map.
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We study the influence of singular trajectories on the homotopy type of Lebesgue
sets of the action functional on the generalized loop spaces ∂−1

Δ (q0, q1) in order to
develop a Morse theory for these spaces. The role of singular trajectories is very
different for rank 2 distributions and for distributions of rank greater than 2. In
particular, these trajectories do not influence the homotopy type of the Lebesgue sets
in the case of a generic distribution of rank greater than 2 and may produce homotopic
obstructions in the rank 2 case.

Let the distribution Δ has rank 2; different segments γ|[0,t] of the same singu-
lar trajectory γ also play different roles. Given t > 0, we define and compute two
integral-valued and monotonically increasing (with t) indices It

0(γ) and It(γ) associ-
ated to γ|[0,t], where 0 ≤ It

0(γ) ≤ It(γ) ≤ It
0(γ) + 1. If I0

t (γ) < It(γ), then γ|[0,t] is
homotopically indistinguishable in the Lebesgue sets; if I0

t (γ) = It(γ) = I, then γ|[0,t]
provides a homotopical obstruction of dimension I. Both indices are equal to 0 for
small t. I am going to explain the construction of these indices and to illustrate general
results by examples of left-invariant distributions on the groups U(2) and GL(2).

This is a joint work with Francesco Boarotto and Antonio Lerario.

Дифференциальные игры преследования,

описываемые уравнениями дробного порядка

(Pursuit differential games described by equations

of fractional order)

Х. Н. Алимов (Kh. N. Alimov)

Джизакский педагогический институт, Джизак, Узбекистан
xakim-alimov@mail.ru

Пусть движение объекта в конечномерном евклидовом пространстве Rn опи-
сывается дифференциальным уравнением дробного порядка вида

C
0Dα

t z = Az + Bu−Gυ + f(t), (1)

где z ∈ Rn, n ≥ 1, C
0Dα

t — оператор дробного дифференцирования, 0 < α < 1,
t ∈ [0, T ], A, B и G — постоянные матрицы размеров n×n, p×n и q× n соответ-
ственно, u, υ — управляющие параметры, u — управляющий параметр пресле-
дующего игрока, u ∈ P ⊂ Rp, υ — управляющий параметр убегающего игрока,
υ ∈ Q ⊂ Rq, P и Q — компакты, f(t) — известная измеримая вектор-функция.
Дробную производную будем понимать как левостороннюю дробную производ-
ную Капуто [1–4]. Напомним, что дробная производная Капуто произвольного
нецелого порядка α > 0 от функции z(t) ∈ AC[α]+1(a, b), a, b ∈ R1, определяется
выражением

C
a+Dα

t z(t) =
1

Γ(1− {α})

∫ t

a

d[α]+1z(ξ)

dξ[α]+1

dξ

(t− ξ){α}
. (2)

Кроме того, в пространстве Rn выделено терминальное множество M . Цель пре-
следующего игрока — вывести z на множество M , убегающий игрок стремится
этому помещать.
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Рассматривается задача о сближении траектории конфликтно-управляемой
системы (1) с терминальным множеством M за конечное время из заданных на-
чальных положений z0. Будем говорить, что дифференциальная игра (1) может
быть закончена из начального положения z0 за время T = T (z0), если суще-
ствует такая измеримая функция u(t) = u(z0, υ(t)) ∈ P , t ∈ [0, T ], что решение
уравнения

C
0Dα

t z = Az + Bu(t)−Gυ(t) + f(t), z(0) = z0,

принадлежит множеству M в момент t = T при любых измеримых функциях
υ(t), υ(t) ∈ Q, 0 ≤ t ≤ T .
Настоящая работа, посвященная получению достаточных условий завершения

преследования для управляемых систем дробного порядка, примыкает к иссле-
дованием [5–7]. При этом мы используем идеи первого и второго прямых методов
преследования Л.С. Понтрягина [5, 6].
Перейдем к формулировке основных результатов. Всюду в дальнейшем тер-

минальное множество M имеет вид M = M0 + M1, где M0 — линейное под-
пространство Rn, M1 — подмножество подпространства L — ортогонального до-
полнения M0, π — оператор ортогонального проектирования из Rn на L, под
операцией ∗− понимается операция геометрического вычитания [5].
Пусть eAt

α = tα−1
∑∞

k=0 Aktαk/Γ((k + 1)α) — матричная α-экспонента [1] и
r ≥ 0, û(r) = πerAα BP , υ̂(r) = πerAα GQ, ŵ(r) = û(r) ∗− υ̂(r),

W (τ) =

∫ τ

0

ŵ(r) dr, τ > 0, W1(τ) = −M1 + W (τ). (3)

Теорема 1. Если в игре (1) при некотором τ = τ1 выполняется включение

−πz0 −
∫ τ

0

πeA(τ−r)
α [Az0 + f(r)] dr ∈ W1(τ), (4)

то из начального положения z0 можно завершить преследование за время
T = τ1.

Пусть теперь ω — произвольное разбиение отрезка [0, τ ],

ω = {0 = t0 < t1 < . . . < tk = τ}, A0 = −M1,

Ai(M, τ) =

(
Ai−1(M, τ) +

∫ ti

ti−1

πerAα BP dr

)
∗−
∫ ti

ti−1

πerAα GQ dr,

i = 1, 2, . . . , k, W2(τ) =
⋂
ω

Ai(M, τ).

Теорема 2. Если в игре (1) при некотором τ = τ2 выполняется включение

−πz0 −
∫ τ

0

πeA(τ−r)
α [Az0 + f(r)] dr ∈ W2(τ),

то из начального положения z0 можно завершить преследование за время
T = τ2.
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Обозначим через ŵ(r, τ) множество [−τ−1M1+ û(r)] ∗− υ̂(r), определенное при
всех r ≥ 0, τ > 0. Рассмотрим интеграл

W3(τ) =

∫ τ

0

ŵ(r, τ) dr.

Теорема 3. Если в игре (1) при некотором τ = τ3 выполняется включение

−πz0 −
∫ τ

0

πeA(τ−r)
α [Az0 + f(r)] dr ∈ W3(τ),

то из начального положения z0 можно завершит преследование за время
T = τ3.
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Lagrangian as a tool for solving linear optimal

control problems with state constraints
∗
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An optimal control problem with linear controlled dynamics and inequality-type
state constraints is considered. A process develops on a finite time interval [t0, t1].
The terminal condition on the right-hand end of this interval is implicitly given as a
solution to a boundary-value problem of linear programming. Formally, the optimal

∗The work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project no. 18-01-00312).
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control problem includes two components: controlled dynamics and a boundary-value
problem, and it has the form⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

d

dt
x(t) = D(t)x(t) + B(t)u(t), x(t0) = x0, x(t1) = x∗

1,

G(t)x(t) ≤ g(t), x(·) ∈ AC
n[t0, t1], u(·) ∈ U,

x∗
1 ∈ Argmin{〈ϕ1, x1〉 | G1x1 ≤ g1, x1 ⊂ Rn},

(1)

where D(t), B(t) and G(t) are continuous matrices, ϕ1 and g(t) are a fixed vector and
a fixed continuous function; G(t1) = G1, g(t1) = g1 and x0 are also given; ACn[t0, t1]
is the linear variety of absolutely continuous functions. Here x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))

T

is a trajectory (state variable). For any t ∈ [t0, t1], u(t) = (u1(t), . . . , ur(t))
T ∈ U is a

control vector, where U ∈ Rr is a convex compact set.
We consider problem (1) in the Hilbert space Ln

2 [t0, t1] and interpret it as a gen-
eralization of the linear programming problem. Following this idea, we introduce the
Lagrange function

L(x1, x(·), u(·); p1, ψ(·), η(·)) = 〈ϕ1, x1〉+ 〈p1, G1x1 − g1〉

+

∫ t1

t0

〈
ψ(t), D(t)x(t) + B(t)u(t) − d

dt
x(t)

〉
dt +

∫ t1

t0

〈η(t), G(t)x(t) − g(t)〉 dt, (2)

defined for all (x1, x(·), u(·)) ∈ Rn × AC
n[t0, t1] × U and (p1, ψ(·), η(·)) ∈ Rm

+ ×
Ψn[t0, t1]×Ψn

+[t0, t1]. Here x1 = x(t1); Ψ
n[t0, t1] and Ψn

+[t0, t1] are the linear varieties
of absolutely continuous and, respectively, nonnegative absolutely continuous func-
tions from the space conjugate to the Cartesian product of the primal variable spaces.

We write out the conjugate (dual) Lagrange function with respect to (2):

LT(p1, ψ(·), η(·);x1, x(·), u(·)) = 〈∇ϕ1(x
∗
1) + GT

1 p1 − ψ1, x1〉+ 〈−p1, g1〉

+

∫ t1

t0

〈
DT(t)ψ(t) +

d

dt
ψ(t) + GT(t)η(t), x(t)

〉
dt

+

∫ t1

t0

〈BT(t)ψ(t), u(t)〉 dt −
∫ t1

t0

〈η(t), g(t)〉 dt (3)

for all (p1, ψ(·), η(·)) ∈ Rm
+ × Ψn[t0, t1] × Ψn

+[t0, t1] and (x1, x(·), u(·)) ∈ Rn ×
AC

n[t0, t1] × U, where ψ1 = ψ(t1). In the regular case (Slater), the primal (2) and
dual (3) Lagrangians have the same saddle points (x∗

1, x∗(·), u∗(·); p∗1, ψ∗(·), η∗(·)),
since (3) is obtained from (2) by passing to conjugate operators.

Starting from the saddle-point inequalities for the Lagrange function (2), we obtain
the source problem (1). Similarly, starting from the saddle-point inequalities for the
conjugate Lagrangian (3), we can obtain a dual problem [1, 2]. Combining primal
and dual problems into one system, we obtain necessary and sufficient optimality
conditions for problem (1). For convex problems, these conditions can be regarded as
a refinement (strengthening) of the maximum principle:

d

dt
x∗(t) = D(t)x∗(t) + B(t)u∗(t), x∗(t0) = x0,

〈G1x∗
1 − g1, p1 − p∗1〉 ≤ 0, p1 ≥ 0,
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∫ t1

t0

〈G(t)x∗(t)− g(t), η(t)− η∗(t)〉 dt ≤ 0, η(t) ≥ 0, t ∈ [t0, t1],

d

dt
ψ∗(t) + DT(t)ψ∗(t) + GT(t)η∗(t) = 0, ψ∗

1 = ∇ϕ1(x
∗
1) + GT

1 p∗1,∫ t1

t0

〈BT(t)ψ∗(t), u∗(t)− u(t)〉 dt ≤ 0, u(·) ∈ U,

where x∗
1 = x∗(t1). The solution of this system is a saddle point of the primal and

dual Lagrange functions.
To solve the obtained system, special saddle-point methods of extragradient and

extraproximal types have been developed [1–7]. The extragradient method is a con-
trolled process in which each iteration breaks down into two half-steps:

(1) predictive half-step:

d

dt
xk(t) = D(t)xk(t) + B(t)uk(t), xk(t0) = x0,

p̄k1 = π+(p
k
1 + α(G1xk

1 − g1)),

η̄k(t) = π+(η
k(t) + α(G(t)xk(t)− g(t))),

d

dt
ψk(t) + DT(t)ψk(t) + GT(t)ηk(t) = 0, ψk

1 = ∇ϕ1(x
k
1) + GT

1 pk1 ,

ūk(t) = πU (u
k(t)− αBT(t)ψk(t));

(2) basic half-step:

d

dt
x̄k(t) = D(t)x̄k(t) + B(t)ūk(t), x̄k(t0) = x0,

pk+1
1 = π+(p

k
1 + α(G1x̄k

1 − g1)),

ηk+1(t) = π+(η
k(t) + α(G(t)x̄k(t)− g(t))),

d

dt
ψ̄k(t) + DT(t)ψ̄k(t) + GT(t)η̄k(t) = 0, ψ̄k

1 = ∇ϕ1(x̄
k
1) + GT

1 p̄k1 ,

uk+1(t) = πU (u
k(t)− αBT(t)ψ̄k(t)), k = 0, 1, 2 . . . .

The limit point of this process satisfies the state constraints.

The saddle-point approach is proposed to solve the problem of terminal control
with state constraints. The proposed approach is based on the saddle-point-type
necessary and sufficient optimality conditions with respect to primal and dual vari-
ables. The method of extragradient type for calculating the saddle point of the La-
grange function is formulated. The convergence of the iterative process to the solution
(x∗

1, x∗(·), u∗(·); p∗1, ψ∗(·), η∗(·)) of the problem over all its components is proved. In
particular, convergence in controls is proved to be weak, convergence in terms of phase
and conjugate trajectories and terminal variables of the boundary-value problem is
proved to be strong. We also prove the monotone convergence with respect to the
variables (p1, u(·), η(·)).
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The l∞ left invariant problem on the Cartan group M is studied as the following
time-optimal problem for q = (x, y, z, v, w) ∈ R5 = M :

q̇ = u1X1 + u2X2, max(|u1|, |u2|) ≤ 1, (1)

q(0) = q0 = (0, . . . , 0), q(T ) = q1, (2)

T → min, (3)

where

X1 =
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
− x2 + y2

2

∂

∂w
, X2 =

∂

∂y
+

x

2

∂

∂z
+

x2 + y2

2

∂

∂v
.

The Pontryagin maximum principle is applied to problem (1)–(3). The normal
case provides the following types of extremal arcs: singular, bang–bang and mixed.
All singular trajectories are shown to be optimal. We use reflection symmetries of
system (1) to restrict control in the singular case as follows:

|u1(t)| ≤ 1, u2 ≡ 1. (4)

A geometric formulation of the Pontryagin maximum principle [1] is applied to sys-
tem (1), (2) with condition (4) in order to describe the boundary of the attainable
set via singular trajectories (this set coincides with the part of the sub-Finsler sphere
filled by singular trajectories). This set is explicitly described; we prove that it is
semi-algebraic.
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Similar results are also obtained for a one-parameter family of left-invariant sub-
Finsler problems on the Engel group.

This study is part of joint work with Yu. L. Sachkov and E. Le Donne on sub-Finsler
problems on Cartan and Engel groups.
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Модификация обобщенного принципа

невязки при наличии информации

о погрешностях в ослабленных нормах
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В данной работе рассматривается задача квадратичной минимизации

‖Au− f‖2F → min
u∈H

с линейным непрерывным оператором A ∈ L(H → F ), действующим в гильбер-
товых пространствах H и F , и фиксированным элементом f ∈ F . Ищется нор-
мальное решение u∗ этой задачи, т.е. решение, обладающее наименьшей нормой
в пространстве H :

u∗ = argmin
u∈U∗

‖u‖H, U∗ = Argmin
u∈H

‖Au− f‖F .

Предполагается, что вычислителю вместо точных данных A, f задачи извест-
ны некоторые их приближения Ã ∈ L(H → F ), f̃ ∈ F . Считаются также извест-
ными уровни погрешности h−

A, h+
A в следующих оценках для оператора A:

‖Ã − A‖L(H−→F ) ≤ h−
A, ‖Ã − A‖L(H→F+) ≤ h+

A,

где H− и F+ — некоторые вспомогательные гильбертовы пространства, связан-
ные с исходными пространствамиH и F непрерывными и плотными вложениями
H− ⊂ H , F ⊂ F+. Отметим, что приведенные оценки погрешности обобщают
классическую оценку ‖Ã − A‖L(H→F ) ≤ h и превращаются в нее при H− = H ,
F+ = F . Такие оценки могут быть доступны в ряде приложений, для которых
классическое условие ‖Ã − A‖L(H→F ) → 0 не выполнено. Уровни погрешностей

∗Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-31-00391).
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σf , σ+
f в задании элемента f считаются известными в нормах пространств F

и F+:
‖f̃ − f‖F ≤ σf , ‖f̃ − f‖F+ ≤ σ+

f .

Авторами предложен численный метод, являющийся модификацией классиче-
ского обобщенного принципа невязки [1]. Метод представляет собой следующую
трехшаговую процедуру, результатом работы которой является элемент ũ∗ ∈ H ,
приближающий искомое нормальное решение u∗.
1. Поиск оценки μ̃ меры несовместности уравнения Au = f :

μ̃ = inf
u∈H−

(
‖Ãu− f̃‖F + h−

A‖u‖H− + σf

)
.

2. Проверка неравенства

min
ψ∈˜Ψ

‖ψ + f̃‖F+ ≤ σ+
f , Ψ̃ =

{
ψ ∈ F

∣∣ ‖ψ‖F ≤ μ̃
}

.

Если оно выполнено, то полагаем ũ∗ = 0 и останавливаем процесс. Иначе пере-
ходим на шаг 3.
3. Поиск решения α∗ > 0 скалярного уравнения

‖Ãũα − f̃ − ψ̃α‖F+ = h+
A‖ũα‖H + σ+

f ,

где элементы ũα ∈ H , ψ̃α ∈ F для каждого α > 0 определяются как решение
следующей задачи минимизации:

‖Ãu− f̃ − ψ‖2F+ + α‖u‖2H → min, u ∈ H, ψ ∈ Ψ̃.

Полагаем ũ∗ = ũα∗ и останавливаем процесс.
По сравнению с модификацией обобщенного метода невязки из [2], использу-

ющей те же априорные предположения об уровнях погрешностей, все вспомога-
тельные задачи минимизации в предложенном методе являются либо задачами
безусловной минимизации, либо задачами минимизации на шаре, в то время как
в [2] основным шагом метода было решение задачи минимизации на невыпуклом
множестве довольно сложной структуры.
В работе доказана сильная в пространстве H сходимость вырабатываемых

методом приближений ũ∗ к искомому нормальному решению: ‖ũ∗ − u∗‖H → 0
при стремлении к нулю всех уровней погрешностей.
Метод применен к решению следующей задачи дирихле-управления для одно-

мерного волнового уравнения [3, 4]:

ytt(t, x) = yxx(t, x), 0 < t < T, 0 < x < l,

y|x=0 = u(t), y|x=l = 0, 0 < t < T,

y|t=0 = 0, yt|t=0 = 0, 0 < x < l,

y|t=T = f0(x), yt|t=T = f1(x), 0 < x < l,

в которой конечное положение f0(x) ∈ H1(0, l), f0(l) = 0, и конечная скорость
f1(x) ∈ L2(0, l) заданы и ищется нормальное управление u∗(t) ∈ L2(0, T ), приво-
дящее систему в момент t = T в состояние (f0(x), f1(x)). Приводятся результаты
расчетов для этой модельной задачи.
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Рассмотрим следующую управляемую версию модели бизнес-цикла Калдора
(см. [3, 4, 6]):

Ẏ (t) = α
[
I(Y (t), K(t))− (1 − u(t))S(Y (t))

]
,

K̇(t) = I(Y (t), K(t))− δK(t).

Здесь Y (t) и K(t) — величины национального дохода и основных производствен-
ных фондов (капитала) в момент t ≥ 0, α > 0 — поправочный коэффициент,
характеризующий скорость реакции системы, δ > 0 — норма амортизации основ-
ных фондов. Функции инвестиций I(Y, K), Y, K ≥ 0, и сбережений S(Y ), Y ≥ 0,
имеют следующий вид:

I(Y, K) =

{
I(Y )− βK при K ≤ I(Y )/β,

0 при K > I(Y )/β,
S(Y ) = γY,

где β > 0, 0 < γ < 1, а функция I(Y ) логистическая, т.е. такая положи-
тельная дважды непрерывно дифференцируемая функция, что I(0) = I0 > 0,
limY→∞ I(Y ) = I∞ < ∞, I ′(Y ) > 0 и существует такое Ŷ > 0, что I ′′(Y ) > 0

при Y < Ŷ и I ′′(Y ) < 0 при Y > Ŷ . Начальные значения Y (0) = Y0 ≥ 0 и
K(0) = K0 ≥ 0 считаются известными.
В качестве допустимых управлений рассматриваются все измеримые по Лебегу

функции u : [0,∞)→ [0, 1]. В этом случае величина u(t) характеризует долю сбе-
режений u(t)S(t) = γu(t)Y (t), перераспределяемую центральным планирующим
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органом (государством) в потребление Y (t)− (1−u(t))S(t) в момент t ≥ 0 за счет
проводимой политики управления сбережениями, посредством стимулирования
спроса.
В неуправляемом случае (т.е. при u(t) ≡ 0, t ≥ 0) модель Калдора изучалась

многими авторами (см. [2, 3, 5, 6]). Известно, что в неуправляемом случае при
определенных значениях параметров модель Калдора имеет в качестве своего
устойчивого предельного множества предельный цикл (подробнее см. [6]), движе-
ние по которому можно интерпретировать как циклическое повторение периодов
экономического роста и спада (кризисов). С другой стороны, можно показать,
что в управляемом случае при всех достаточно больших значениях Ỹ существу-
ет такое постоянное управление ũ(t) ≡ u(Ỹ ) ∈ [0, 1], t ≥ 0, при котором модель
Калдора имеет единственное асимптотически устойчивое стационарное состояние
(Ỹ , K(Ỹ )), что с экономической точки зрения предпочтительнее неуправляемого
циклического движения.
Стоимость стимулирования спроса на величину γuY , u ∈ [0, 1], определим при

помощи квадратичной функции ϕ(Y, u) = ω(γuY )2/2, где ω > 0 — некоторая
постоянная. В качестве функции мгновенной полезности Φ(Y, u) будем рассмат-
ривать величину национального дохода, взятого с учетом стоимости стимулиро-
вания спроса, т.е. положим

Φ(Y, u) = Y − ϕ(Y, u) = Y − ωγ2

2
(uY )2.

Пусть (Y0, K0) — заданное начальное состояние и (Y1, K1) — устойчивое состо-
яние управляемой модели Калдора, соответствующее постоянному управлению
u(t) ≡ u(Y1), t ≥ 0.
Рассмотрим следующую задачу быстродействия (P ):

Ẏ (t) = α
[
I(Y (t), K(t))− (1− u(t))S(Y (t))

]
, u(t) ∈ [0, 1],

K̇(t) = I(Y (t), K(t))− δK(t),

Y (0) = Y0, K(0) = K0, Y (T ) = Y1, K(T ) = K1,

T → min .

В силу принципа максимума Понтрягина для задачи быстродействия (см. [1,
гл. 1, теорема 2]) необходимые условия оптимальности для задачи (P ) имеют
следующий вид.
Теорема. Пусть u∗(t) — оптимальное управление, (Y∗(t), K∗(t)) — соот-

ветствующая оптимальная траектория и T∗ > 0 — время быстродействия в
задаче (P ). Предположим, что Y∗(t) − βK∗(t) > 0 при всех t ∈ [0, T∗]. Тогда
существуют такие не обращающиеся одновременно в нуль абсолютно непре-
рывные функции ψ1(t) и ψ2(t) на [0, T∗], что выполняются следующие условия:

(i) функция ψ(t) = (ψ1(t), ψ2(t)), t ∈ [0, T∗], является решением сопряжен-
ной системы

ψ̇1(t) = −α
(
I ′(Y∗(t))− (1− u∗(t))γ

)
ψ1(t)− I ′(Y∗(t))ψ

2(t),

ψ̇2(t) = αβψ1(t) + (β + δ)ψ2(t);
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(ii) выполняется условие максимума

u∗(t)ψ
1(t)

п.в.
= max

u∈[0,1]
{uψ1(t)};

(iii) кроме того,

M(t) = α
(
I(Y∗(t))− βK∗(t)− γY∗(t)

)
ψ1(t) +

(
I(Y∗(t))− (β + δ)K∗(t)

)
ψ2(t) +

+ αγY∗(t) max
u∈[0,1]

{uψ1(t)} ≡ const ≥ 0, t ∈ [0, T∗].

Из принципа максимума вытекает, что оптимальное управление u∗(t) в зада-
че (P ) не имеет особых режимов
В докладе обсуждается подход к численному решению задачи (P ), основан-

ный на использовании принципа максимума Понтрягина. Приводятся результа-
ты численного решения. Для случая, когда неуправляемая модель Калдора (при
u(t) ≡ 0, t ≥ 0) имeет единственное неустойчивое стационарное состояние (Ỹ , K̃),
а ее устойчивое предельное множество — предельный цикл, показано, что опти-
мальное стационарное состояние (Y∗, K∗) является устойчивым узлом и ему соот-
ветствуют как большее значение величины Φ(Y∗) национального дохода, взятого
с учетом расходов на стимулирование спроса, так и большее значение величины
потребления, чем при движении по периодическому решению (Yc(t), Kc(t)), t ≥ 0.
При помощи численного решения показано, что оптимальный по быстродействию
перевод системы в стационарное состояние (Y∗, K∗) приводит к улучшению ее
экономических показателей по сравнению с неуправляемой (“рыночной”) траек-
торией.
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The Dasgupta–Heal–Solow–Stiglitz (DHSS) model can be presented in terms of
output produced using two types of capital: produced capital and the exhaustible
resource. At every instant t ∈ [0,∞), the economy produces output Y (t) described
by a Cobb–Douglas function:

Y (t) = K(t)κR(t)γ where 0 ≤ κ ≤ 1, 0 < γ ≤ 1. (1)

Here, K(t) > 0 is the stock of produced capital and R(t) > 0 is the speed of resource
extraction from the current resource stock S(t) at instant t ≥ 0. The output can be
either consumed, generating utility, or invested in increasing the stock of produced
capital, which deteriorates with time. If a part u(t)Y (t), u(t) ∈ [0, 1), of the output
Y (t) is invested, the amount of produced capital available at time t varies according
to the rule

K̇(t) = u(t)K(t)κR(t)γ − δK(t) where δ ≥ 0. (2)

This makes the produced capital renewable at the expense of consumption. The stock
of produced capital depreciates at a constant rate δ. The initial stock of produced
capital is K(0) = K0 > 0. The remaining output, (1− u(t))Y (t), t ≥ 0, is consumed.

The resource, on the other hand, is nonrenewable. The finite resource stock imposes
the following integral constraint on the depletion speed R(·):∫ ∞

0

R(t) dt ≤ S0, (3)

where S0 > 0 is the initial resource stock.
The problem facing the economy is how to optimally deplete the resource and

invest in produced capital. We will measure welfare by a discounted logarithmic
utility function of consumption, as maximizing the aggregate discounted logarithmic
utility essentially amounts to maximizing the aggregate discounted growth rates. This
leads to the following objective functional for the economy (see (1)):

J1(K(·), u(·), R(·)) =
∫ ∞

0

e−ρt ln[(1− u(t))Y (t)] dt

=

∫ ∞

0

e−ρt
[
ln(1− u(t)) + κ lnK(t) + γ lnR(t)

]
dt,

where ρ > 0 is a discount rate.
Setting κ = 0 leads to a pure depletion economy. In a pure depletion economy

the only question is how to optimally deplete the resource, and we briefly discuss this
special case before turning to the full model. We ignore the case γ = 0 as it implies
the irrelevance of the resource.
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In solving the above specification of the DHSS model, we follow an approach based
on an existence theorem and the application of necessary optimality conditions. This
approach settles the question of the uniqueness of the solution to the DHSS model,
because the maximum principle implies uniqueness when a solution exists. The sub-
sequent analysis of the Hamiltonian system of the maximum principle yields explicit
and easily interpretable asymptotic solutions for all types of returns to scale.

Given parameters 0 ≤ κ ≤ 1, 0 < γ ≤ 1, δ ≥ 0, ρ > 0, K0 > 0 and S0 > 0,
the optimization problem J(K(·), u(·), R(·)) → max, subject to equation (2) and
constraint (3), can be formulated as an infinite-horizon optimal control problem (P1):

J1(K(·), u(·), R(·)) =
∫ ∞

0

e−ρt
[
ln(1− u(t)) + κ lnK(t) + γ lnR(t)

]
dt → max, (4)

K̇(t) = u(t)K(t)κR(t)γ − δK(t), K(0) = K0 > 0, (5)

u(t) ∈ [0, 1), R(t) > 0,

∫ ∞

0

R(t) dt ≤ S0. (6)

By an admissible control w(·) : [0,∞) → R2 in problem (P1) we mean a pair
w(·) = (u(·), R(·)) comprising a measurable function u(·) and an integrable func-
tion R(·), each of which is defined on the infinite time interval [0,∞) and satisfies the
constraints in (6). In view of (5) and (6), for any admissible control w(·) = (u(·), R(·))
the corresponding admissible trajectory K(·) always exists on the whole infinite in-
terval [0,∞).

It can be shown that for any admissible pair (K(·), w(·)) the improper integral
in (4) either converges to a finite real or diverges to −∞. Moreover, it is uniformly
bounded from above. In other words, there is a number M ≥ 0 such that

sup
(K(·),w(·))

∫ ∞

0

e−ρt
[
ln(1 − u(t)) + κ lnK(t) + γ lnR(t)

]
dt ≤ M, (7)

where the supremum is taken over all admissible pairs (K(·), w(·)). This fact allows
us to understand the optimality of an admissible pair (K∗(·), w∗(·)) in problem (P1)
in the strong sense.

To simplify the system, we introduce a new state variable x(·) : [0,∞)→ R1 and a
new control variable v(·) : [0,∞)→ [0,∞) as follows:

x(t) =
K(t)1−κ

S(t)γ
, v(t) =

R(t)

S(t)
, t ≥ 0. (8)

Here, the state variable S(·) represents the current supply of the exhaustible resource.
This variable is a (Carathéodory) solution to the initial value problem

Ṡ(t) = −R(t), S(0) = S0, (9)

for a given admissible control R(·) on [0,∞). So the control variable v(·) represents
the extraction rate of the resource. Due to the pointwise and integral constraints on
R(·) in (6), we have S(t) > 0 for all t > 0. Thus, the quantities x(t) and v(t) are
well defined for all t > 0. Moreover, the function v(·) is locally integrable since R(·)
is integrable and S(·) is positive and continuous.

33



It can be shown that problem (P1) is equivalent (in a certain sense) to the following

optimal control problem (P̃1):

J̃1(x(·), u(·), v(·)) → max, (10)

ẋ(t) = (1− κ)u(t)v(t)γ +
(
γv(t)− (1− κ)δ

)
x(t), x(0) = x0, (11)

v(t) ∈ (0,∞), u(t) ∈ [0, 1), (12)

where

J̃1(x(·), u(·), v(·)) =
∫ ∞

0

e−ρt

{
ln(1 − u(t)) + γ

[
ln v(t)− v(t)

ρ

]
+

κ

ρ

u(t)v(t)γ

x(t)

}
dt.

We say that a control w̃(·) = (u(·), v(·)) : [0,∞) → [0, 1)× (0,∞) (which is a pair

of measurable functions) is admissible in problem (P̃1) if the functions

t �→ v(t) and t �→ e−ρt

{
ln(1− u(t)) + γ

[
ln v(t)− v(t)

ρ

]
+

κ

ρ

u(t)v(t)γ

x(t)

}
are locally integrable on [0,∞). The corresponding trajectory x(·) is always defined
on the whole infinite time interval [0,∞). A pair (x(·), w̃(·)), where w̃(·) is an admis-
sible control and x(·) is the corresponding trajectory, is called an admissible pair in

problem (P̃1).
After showing that regimes with very large controls v(·) cannot be optimal, we can

bound the control v(·) by a (uniform) large constant V and then apply the existence
theorem from [2]. Then we establish an appropriate version of the Pontryagin max-

imum principle for problem (P̃1) with an additional characterization of the adjoint

variable and use it to analyze optimal regimes in problem (P̃1) (and hence in the
original problem (P1)) [1].
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Рассматриваются дифференциальное уравнение

y(n) = p
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
|y|k sgn y, n ≥ 2, k ∈ R, k > 1, (1)

где p — положительная непрерывная функция, удовлетворяющая условию Лип-
шица по последним n переменным, и его частный случай

y(n) = p0|y|k sgn y, n ≥ 2, k ∈ R, k > 1, p0 > 0. (2)

Для этих уравнений обсуждается асимптотическое поведение сингулярных ре-
шений.
Известно (см. [1, 4]), что любое максимально продолженное решение уравне-

ния (1) с положительным набором данных Коши в некоторой точке x0 имеет
ограниченную справа область определения и стремится к бесконечности вместе
со всеми своими производным при стремлении x к этой границе x∗ > x0. Такие
решения по терминологии [1] называются сингулярными решениями второго ро-
да. Для n ∈ {2, 3, 4} известно (см. [1, гл. V] для n = 2 и [2; 3; 4, 5.3] для n ∈ {3, 4}),
что любое такое решение уравнения (1) имеет вид

y(x) = C(x∗ − x)−α(1 + o(1)), x → x∗ − 0, (3)

где

α =
n

k − 1
, C =

(
α(α + 1) . . . (α + n− 1)

p0

)1/(k−1)

, (4)

при этом для уравнения (1) под p0 = const > 0 подразумевается предел функции
p(x, y0, . . . , yn−1) при x → x∗ − 0, y0 → ∞, . . . , yn−1 → ∞. В [5] было также
доказано, что существуют такие положительные постоянные C1 и C2, что любое
сингулярное решение второго рода с правой границей области определения x = x∗

в левой полуокрестности x∗ удовлетворяет неравенствам C1(x
∗ − x)−α ≤ y(x) ≤

≤ C2(x
∗ − x)−α. В работах [2; 4, 5.1] для уравнения (1) при некоторых дополни-

тельных предположениях относительно функции P было доказано существова-
ние при любом n решения со степенной асимптотикой вида (3). Для 5 ≤ n ≤ 11
было доказано существование (n−1)-параметрического семейства таких решений.
Естественное предположение о том, что и при всех n > 4 сингулярные реше-

ния второго рода имеют степенную асимптотику, оказалось неверным даже для
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уравнения (2) (см. [6] для сколь угодно больших n и [7] для n ∈ {12, 13, 14}).
В этих случаях было доказано существование (при некоторых k) решений вида

y(x) = (x∗ − x)−α h(ln(x∗ − x)),

где h — непостоянная непрерывная положительная периодическая функция.
Оказалось, однако, что для достаточно слабо нелинейного уравнения несте-

пенное поведение решений с вертикальной асимптотой невозможно, а именно
справедлива следующая
Теорема 1. Пусть в уравнении (1) p ∈ C(Rn+1) ∩ Lipy0,...,yn−1

(Rn) и p →
→ p0 > 0 при x → x∗, y0 → ∞, . . . , yn−1 → ∞. Тогда для любого целого n > 4
существует такое K > 1, что для любого действительного k ∈ (1, K) любое
решение уравнения (1), стремящееся вместе со своими производными к беско-
нечности при x → x∗ − 0, имеет вид (3), (4).
Замечание 1. Доказательство этой теоремы для уравнения (2) содержится

в [8], а для уравнения (1) — в [9].
Тем не менее при больших n и k запас сингулярных решений со степенной

асимптотикой даже у уравнения (2) может быть достаточно мал, а именно спра-
ведлива следующая
Теорема 2. Пусть n ∈ N, α ∈ (0;+∞) и алгебраическое уравнение

n−1∏
j=0

(λ + j + α) =

n−1∏
j=0

(1 + j + α) (5)

имеет по крайней мере два корня с положительной действительной частью и
не имеет чисто мнимых корней. Тогда множество всех данных Коши в любой
точке x0, порождающих решения уравнения (2) со степенной асимптотикой
вида (3), (4), имеет нулевую меру Лебега в Rn.
Замечание 2. Отметим, что для любого n ≥ 12 при достаточно большом k,

т.е. при достаточно малом α, уравнение (5) имеет, кроме очевидного корня λ = 1,
по крайней мере одну пару комплексно сопряженных корней с положительной
действительной частью. Доказательство этого факта содержится в [7].
Замечание 3. Результаты о поведении знакопеременных сингулярных ре-

шений уравнения (1) содержатся в [9].
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For an optimal control problem, the concept of a strong infimum is introduced, for
which necessary conditions consisting of some family of “maximum principles” are
formulated. If a function delivers a strong minimum in this problem (and therefore,
a strong infimum), then this family contains the classical Pontryagin maximum princi-
ple (see [1, 2]). As a corollary, we derive generalized necessary conditions for a strong
minimum for a problem of the calculus of variations. Examples will be given to show
that the obtained necessary conditions generalize and strengthen classical results.

In our work we use the idea of R. V. Gamkrelidze [3], considering the original
control system as a representative of a more general class of control systems.

Let [t0, t1] be a line interval, U a nonempty subset of Rr, ϕ : R × Rn × Rr → Rn

a mapping of variables t ∈ R, x ∈ Rn, and u ∈ U , and f0 : R
n×Rn → R, f : Rn×Rn →

Rm1 , and g : Rn × Rn → Rm2 mappings of variables ζi ∈ Rn, i = 1, 2.
Consider the following optimal control problem:

f0(x(t0), x(t1))→ min, ẋ = ϕ(t, x, u(t)), u(t) ∈ U,

f(x(t0), x(t1)) ≤ 0, g(x(t0), x(t1)) = 0,
(1)

where x(·) ∈ AC([t0, t1],R
n) (is an absolutely continuous vector function on [t0, t1])

and u(·) ∈ L∞([t0, t1],R
r).

In what follows we assume that the mapping ϕ is continuous together with its
derivative with respect to x on R × Rn × Rr and the mappings f0, f, and g are
continuously differentiable on Rn × Rn.
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A function x(·) ∈ AC([t0, t1],R
n) is said to be admissible in problem (1) if

f(x(t0), x(t1)) ≤ 0, g(x(t0), x(t1)) = 0, and there exists u(·) ∈ L∞([t0, t1],R
r) such

that ẋ(t) = ϕ(t, x(t), u(t)) and u(t) ∈ U for almost all t ∈ [t0, t1],

Definition. We say that a function x̂(·) ∈ C([t0, t1],R
n) delivers a strong infimum

in problem (1) if f(x̂(t0), x̂(t1)) ≤ 0, g(x̂(t0), x̂(t1)) = 0, and there exist a neighbour-
hood V of the point x̂(·) and a sequence {xN (·)}, N ∈ N, of admissible functions in (1)
such that f0(x(t0), x(t1)) ≥ f0(x̂(t0), x̂(t1)) for any admissible function x(·) ∈ V and
xN (·) converges uniformly to x̂(·) as N →∞.

Clearly, if a pair (x̂(·), û(·)) delivers a strong minimum in problem (1), then x̂(·) is
a strong infimum in this problem. On the other hand, if a function x̂(·) delivers
a strong infimum in (1), x̂(·) is admissible, and û(·) is the corresponding control, then
the pair (x̂(·), û(·)) delivers a strong minimum in this problem.

Given arbitrary k ∈ N and k-tuples u(·) = (u1(·), . . . , uk(·)) ∈ (L∞([t0, t1]),R
r))k

and α(·) = (α1(·), . . . , αk(·)) ∈ (L∞([t0, t1]))
k, where αi(t) ≥ 0, αi(t) �= 0, i =

1, . . . , k, and
∑k

i=1 αi(t) = 1 for almost all t ∈ [t0, t1], we associate with the control
system specifying the constraints in problem (1) the following extended (relaxation)
control system

ẋ =

k∑
i=1

αi(t)ϕ(t, x, ui(t)), ui(t) ∈ U, i = 1, . . . , k,

f(x(t0), x(t1)) ≤ 0, g(x(t0), x(t1)) = 0.

(2)

A triple (x(·), u(·), α(·)) (x(·) ∈ AC([t0, t1],R
n)) is called admissible for system (2)

if it satisfies all constraints in (2).
Let us introduce some notation. We let 〈λ, x〉 =

∑n
i=i λixi denote a linear func-

tional λ = (λ1, . . . , λn) ∈ (Rn)∗ evaluated at a point x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn.

By (Rn)∗+ we denote the cone of linear functionals that are nonnegative on non-
negative elements of Rn. The adjoint operator to a linear operator Λ: Rn → Rm is
denoted by Λ∗.

Given a fixed function x̂(·), the partial derivatives of f0, f , and g with respect to

ζ1 and ζ2 at a point (x̂(t0), x̂(t1)) will be briefly denoted by f̂0ζi , f̂ζi , and ĝζi , i = 1, 2,
respectively.

Theorem. If a function x̂(·) ∈ AC([t0, t1],R
n) delivers a strong infimum in prob-

lem (1), then for any k ∈ N, û(·) = (û1(·), . . . , ûk(·)), and α̂(·) = (α̂1(·), . . . , α̂k(·))
such that the triple (x̂(·), û(·), α̂(·)) is admissible for the control system (2), there
exist a nonzero triple (λ0, λf , λg) ∈ R+ × (Rm1)∗+ × (Rm2)∗ and a vector function
p(·) ∈ AC([t0, t1], (R

n)∗) such that the following conditions hold :

(i) the stationarity condition with respect to x(·)

ṗ(t) = −p(t)

k∑
i=1

α̂i(t)ϕx(t, x̂(t), ûi(t));

(ii) the transversality condition

p(t0) = λ0f̂0ζ1 + f̂∗
ζ1λf + ĝ∗

ζ1λg, p(t1) = −λ0f̂0ζ2 − f̂∗
ζ2λf − ĝ∗

ζ2λg;
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(iii) the complementary slackness condition

〈λf , f(x̂(t0), x̂(t1))〉 = 0;

(iv) the maximum condition for almost all t ∈ [t0, t1]

max
u∈U

〈p(t), ϕ(t, x̂(t), u)〉 = 〈p(t), ˙̂x(t)〉.

If for some k ∈ N and a triple (x̂(·), u(·), α(·)) admissible for the control sys-
tem (2), conditions (i)–(iv) hold only when λ0 �= 0, then there exists a sequence of
functions xN (·), N ∈ N, admissible in problem (1) such that xN (·)→ x̂(·) as N →∞
uniformly on [t0, t1].

The formulated necessary conditions constitute a family of relations (parameterized
by all possible finite tuples (û(·), α̂(·)) such that the triple (x̂(·), û(·), α̂(·)) is admissible
for the control system (2)), each of which has the form of a maximum principle.
Furthermore, if (x̂(·), û(·)) is a strong minimum in problem (1), then this family
contains (with k = 1, û1(·) = û(·), and α̂1(·) = 1) the classical Pontryagin maximum
principle. However, in this case, this family (as will be shown in the examples)
contains, generally speaking, more information about the optimal process than the
classical result. Thus, the obtained necessary conditions strengthen the Pontryagin
maximum principle.

If the infimum is not delivered, then this theorem provides a tool for finding the tra-
jectories “suspicious” for infimum. In this sense, the theorem generalizes the method
based on the Pontryagin maximum principle to such kind of problems.
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One of the authors studied elliptic pseudo-differential equations in domains with
singular points on a boundary [1]. Using the local principle, he considered the equa-
tion [2–4]

(Au)(x) = v(x), x ∈ C, (1)

∗This work was supported by the Ministry of Education and Science of Russia, project
no. 7311.2017/8.9.
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where C is a cone in Euclidean space Rm and A is a pseudo-differential operator with
a symbol A(ξ) satisfying the condition

c1(1 + |ξ|)α ≤ |A(ξ)| ≤ c2(1 + |ξ|)α,

which looks as follows:

(Au)(x) =

∫
C

∫
Rm

A(ξ)ei(x−y) · ξu(y) dξ dy, x ∈ C.

The main problem is to obtain conditions for unique solvability of equation (1)
in appropriate functional spaces, or invertibility conditions for the operator A. To
describe such conditions, a concept of the wave factorization for an elliptic symbol
was introduced [1]. Unfortunately, a number of solutions depend on an index of the
wave factorization [1], and to extract a unique solution one needs some additional
conditions.

Here we consider the two-dimensional case and the cone C = {x ∈ R2 : x2 > a|x1|,
a > 0} under the condition 1/2 < κ − s < 3/2, where κ is the index of the wave
factorization and s is an exponent of the Sobolev–Slobodetskii space Hs(C).

Let us consider a very simple case when v ≡ 0 and a = 1. If the symbol A(ξ)
admits the wave factorization [1]

A(xi) = A�=(ξ)A=(ξ),

then one can show that a general solution of equation (1) in the Sobolev–Slobodetskii
space Hs(C) in the Fourier image has the following form:

ũ(ξ) =
c̃0(ξ1 + ξ2) + c̃0(ξ1 − ξ2)

2A�=(ξ1, ξ2)

+ A−1
�= (ξ1, ξ2)

(
v.p.

i

2π

∫ +∞

−∞

c̃0(η) dη

ξ1 + ξ2 − η
− v.p.

i

2π

∫ +∞

−∞

c̃0(η) dη

ξ1 − ξ2 − η

)
,

where c0 is an arbitrary function from Hs−κ+1/2(R).
Let us make the change of variables

t1 = ξ1 + ξ2, t2 = ξ1 − ξ2

and set

a �=(t1, t2) ≡ A�=

(
t1 + t2

2
,

t1 − t2
2

)
.

Then we can rewrite

Ũ(t1, t2) =
c̃0(t1) + c̃0(t2)

2a �=(t1, t2)

+ a−1
�= (t1, t2)

(
v.p.

i

2π

∫ +∞

−∞

c̃0(η)dη

t1 − η
− v.p.

i

2π

∫ +∞

−∞

c̃0(η)dη

t2 − η

)
.

Let us introduce the notation

v.p.
i

π

∫ +∞

−∞

c̃0(η)dη

t1 − η
≡ d̃0(t1), v.p.

i

π

∫ +∞

−∞

c̃0(η)dη

t2 − η
≡ d̃0(t2).
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Then we have

Ũ(t1, t2) =
c̃0(t1) + c̃0(t2) + d̃0(t1)− d̃0(t2)

2a �=(t1, t2)
≡ c̃(t1) + d̃(t2)

2a �=(t1, t2)
,

where we put c̃(t1) ≡ c̃0(t1) + d̃0(t1) and d̃(t2) ≡ c̃0(t2)− d̃0(t2).
Assuming that we know the two integrals∫ +∞

−∞
Ũ(t1, t2) dt1 = g̃1(t2),

∫ +∞

−∞
Ũ(t1, t2) dt2 = g̃2(t1) (2)

and integrating the last quantity first in t1 and then in t2, we can obtain the following
2 × 2 system of linear integral equations with respect to two unknown functions c̃
and d̃: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∫ +∞

−∞
K(t1, t2)c̃(t1)dt1 + b1(t2)d̃(t2) = g̃1(t2),

b2(t1)c̃(t1) +

∫ +∞

−∞
K(t1, t2)d̃(t2)dt2 = g̃2(t1),

(3)

where we use the following notation:

K(t1, t2) = (2a �=(t1, t2))
−1,

b1(t2) =

∫ +∞

−∞
K(t1, t2) dt1, b2(t1) =

∫ +∞

−∞
K(t1, t2) dt2.

Theorem. A unique solvability of problem (1), (2) is equivalent to a unique solv-
ability of the system of linear integral equations (3).

Remark. Indeed, conditions (2) are the Dirichlet conditions on sector sides.
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Pontryagin’s alternating integral
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L.S. Pontryagin devoted the last active period of his research to the theory of
pursuit–evasion games. In order to estimate one piece of his contribution to the
theory, let us begin with the following fairly real sample. Imagine R2 as a surface
of a sea on which cutters P (a pursuing point) and Q (an evading point) move in
accordance with Newton’s law

mP ẍ = −kP ẋ + fP , mQÿ = −kQẏ + fQ.

The pursuer controls his cutter changing some way the force vector fP aiming to
approach Q to the distance l, while Q tries to achieve the opposite goal controlling
the force vector fQ. Naturally, the values of these quantities are bounded:

|fP | ≤ ρ, |fQ| ≤ σ

(mP , mQ, kP , kQ, ρ, and σ are positive, and l ≥ 0).
The task of a researcher consists in answering the following question: which of the

players wins if the game begins from an initial position x(0), ẋ(0), y(0), ẏ(0)?
The formulated game was called the “control sample” by L. S. Pontryagin. It

belongs to the class of linear pursuit–evasion differential games described as

ż = Cz − u + v, z ∈ Rd, P, Q, M ⊂ Rd, C ∈ Lin(Rd).

Putting aside discussions about how important the sample is, let us consider the
following questions usually treated without due attention by specialists in applied
mathematics but essential in principle for mathematicians: what is meant by “control”
and by saying that “the pursuer (or evader) wins” when there is another player
pursuing the opposite goal?

The answer is quite nontrivial. During 1960–2000, about ten approaches where
suggested to that. But when L. S. Pontryagin started to consider the problem in
the 1950s, it was new and seemed absolutely inaccessible [1]. Of course, formally the
problem might be classified as that of calculus of variations, but the results obtained
in this way (say, by the Hamilton–Jacobi method) were impossible to justify on the
whole. That is why the monograph “Differential Games” by R. Isaacs, the first one
in the new field, consists mainly of examples of pursuit–evasion games and their
discussions without definitions and proofs.

Under such circumstances, L. S. Pontryagin’s genius created a fundamentally new
concept called an alternating integral [1].

Let a linear map C : Rd → Rd, compact subsets P and Q, any subset M of Rd and
some interval [0, τ ] be given. Let Ω be the family of all partitions ω = {τ0 = 0 < τ1 <
· · · < τn = τ}, n = n(ω).

The definition of an alternating integral involves the Minkowski difference A 
− B =
{�x | B + �x ⊂ A} and the integral of a multivalued map∫ β

α

etCX dt =

{∫ β

α

x(t) dt
∣∣∣ x(t) ∈ etCX

}
,
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where X = P or X = Q. We put Ui =
∫
i
etCP dt and Vi =

∫
i
etCQ dt, where the

integrals are taken over the interval [τi−1, τi].
The expression

τ∑
(ω) = M + U1 − V1 + U2 − V2 + · · ·+ Un − Vn

is called an alternating sum; its limit under an infinite refinement of partitions, or
actually the intersection

W τ (M) =
⋂
ω∈Ω

τ∑
(ω),

is called an alternating integral.
Thus, the alternating integral is a concrete purely mathematical concept which

does not allow any obscurity and free interpretation. Therefore, the following result
was quite unexpected.

Pontryagin’s theorem [2]. Let M be closed. Then

eτCz0 ∈ W τ (M) ⇒
{
In the game from an initial state z0
the pursuer wins on the interval [0, τ ].

Of course, the proof of the theorem requires that the notion of pursuer’s win (from
the initial position z0 on the time interval [0, τ ]) should be strictly defined. As noted
above, there are several approaches to answering this, which turn out practically
equivalent at least for the game under consideration. The following one seems to be
the most simple [4].

Let A be a bounded subset of Rd and ε > 0. The set of all measurable functions
ϕ(·) : [0, τ ]→ A will be denoted by Aε.

Definition 1. Every map V : Rd → Qε is called a lower ε-strategy of the evader.
Every map V : Rd×Qε → Pε is called an upper ε-strategy of the pursuer. The class of
all upper ε-strategies of the pursuer (lower ε-strategies of the evader) will be denoted
by P ε (respectively, Qε).

Every triple z0 ∈ Rd, u ∈ P ε, v ∈ Qε generates a unique absolutely continuous
trajectory z(t) = z(t; z0, uε, vε) in the following way.

For t ∈ [0, ε], z(t) is a solution of the Cauchy problem

ż = Cz − u0(t) + v0(t), z(0) = z0,

where v0(t) = v(z0) and u0(t) = u(z0, v0(·))(t).
Suppose z(t) has been defined on [0, nε]. Then z(t) on [nε, (n + 1)ε] is a solution

of the Cauchy problem

ż = Cz − un(t− nε) + vn(t− nε), z(nε + 0) = z(nε− 0),

where vn(s) = v(z(nε))(s) and un(s) = u(z(nε), vn(·))(s), 0 ≤ s < ε.

Definition 2. In the game under consideration the pursuer wins from the initial
position z0 on the interval [0, τ ] if and only if for every ε ≥ 0 there exists u ∈ P ε such
that for all v ∈ Qε we have z(t) ∈ M for some t ∈ [0, τ ].

Some modification of the notion of pursuer’s win allows one to invert Pontryagin’s
theorem.

43



Definition 3. In the game under consideration the pursuer wins from the initial
position z0 at the time instance t = τ if and only if for every ε ≥ 0 there exists u ∈ P ε

such that for all v ∈ Qε we have z(τ) ∈ M .

Theorem 1. Let M be closed in the game under consideration. The pursuer
wins from the initial position z0 at the time instance t = τ if and only if eτCz0 ∈ M .

In accordance with the introduced classes of strategies, the pursuer uses informa-
tional discrimination of the evader. The dual theory of alternating integral allows
one to consider a situation when the evader uses informational discrimination of the
pursuer [3]. The class Pε (respectively, Qε) of lower ε-strategies of the pursuer (upper
ε-strategies of the evader) and the notions of alternating sum and alternating integral
are defined in a similar way. For example,

τ∑
ω

(M) = M 
− V1 + U1

− V2 + U2


− · · · 
− Vn + Un, Wτ (M) =
⋃
ω∈Ω

∑
ω

(M).

Naturally, dual variants of the theorems formulated above are valid. Moreover,
several relations between the upper and lower integrals are exit. One of them is

Theorem 2 [5]. Let M be closed and convex and there be a positive number r
such that

rD


⊂ W t(M) for all t ∈ [0, τ ]

(condition of uniform bodyness). Then

IntW τ (M) = Wτ (IntM). (1)

This relation has a clear interpretation in the language of the game under consid-
eration. The main result of present talk is the following.

Theorem 3. Suppose there exists a nonnegative function r(t) such that r(t) > 0

for t ∈ (0, τ ] and r(t)


⊂ W t(M) for t ∈ [0, τ ]. Then (1) holds.

References

1. Pontryagin L.S. Selected works. Moscow: Maks-Press, 2004.

2. Pontryagin L.S. On linear differentials games // Dokl. Akad. Nauk SSSR. 1967. V. 175,
No. 4. P. 764–766.

3. Azamov A.A. On Pontryagin’s second method in linear differential games of pursuit //
Math. USSR, Sb. 1983. V. 46, No. 3. P. 429–437.

4. Nikol’skii M.S. On the lower alternating integral of Pontryagin in linear differential
games of pursuit // Math. USSR, Sb. 1987. V. 56, No. 1. P. 33–47.

5. Azamov A.A. Semistability and duality in the theory of the Pontryagin alternating
integral // Sov. Math., Dokl. 1988. V. 37, No. 2. P. 355–359.

44



Fundamental solution for a one-dimensional parabolic
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In D = R× (0, T ) we consider the uniformly parabolic equation

∂u

∂t
= a(x, t)

∂2u

∂x2
, (1)

whose coefficient a(x, t) is such that 0 < δ ≤ a(x, t) ≤ A for some δ > 0, A > 0 and
all (x, t) ∈ D, a(x, t) is uniformly continuous in D, and

|a(x2, t)− a(x1, t)| ≤ ω(|x2 − x1|)

with modulus of continuity ω satisfying the Dini condition

ω̃(x) =

∫ x

0

ω(y)

y
dy < ∞, x > 0. (2)

A. M. Il’in (see [1]) proved that if condition (2) is not satisfied, then, generally
speaking, equation (1) has no classical fundamental solution.

According to [2], the existence of a fundamental solution follows under the more
restrictive condition

|a(x2, t2)− a(x1, t1)| ≤ ω
(
|x2 − x1|+ |t2 − t1|1/2

)
,

where the modulus of continuity ω satisfies the Dini condition.
In this paper we show that the minimal condition (2) is sufficient for the existence

of a classical fundamental solution for equation (1).
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We consider a functional differential equation of pointwise type (FDEPT)

ẋ(t) = f(t, x(q1(t)), . . . , x(qs(t))), t ∈ BR, (1)

where f : R×Rns → Rn is a mapping of class C(0); qj(·), j = 1, . . . , s, are orientation-
preserving homeomorphisms of the line; and BR is either a closed interval [t0, t1], or
a closed half-line [t0,+∞[, or the line R.

The approach proposed for the study of such equations is based on a formalism
whose central element is the construction using a finitely generated group

Q = 〈q1, . . . , qs〉

of homeomorphisms of the line (the group operation in such a group is the composition
of two homeomorphisms).

Using time replacement for deviations of the argument [qj(t)− t], j = 1, . . . , s, we
can always achieve the condition

h = max
j∈{1,...,s}

hj < +∞, hj = sup
t∈R

|qj(t)− t|, j = 1, . . . , s.

The importance of equations of the considered type is determined by the fact that
the theory of solutions of such equations is closely related to the theory of soliton
solutions for infinite-dimensional ordinary differential equations [1]. Equation (1) de-
fined on the entire line canonically induces an infinite-dimensional ordinary differential
equation. In this case, to each solution of equation (1) there corresponds in a one-
to-one way a solution of the traveling wave type of the induced infinite-dimensional
equation. In particular, finite-difference analogs of equations of mathematical physics
define infinite-dimensional dynamical systems. Important subclasses of solutions of
the traveling wave type of infinite-dimensional ordinary differential equations are pe-
riodic and bounded solutions of the traveling wave type to which the periodic and
bounded solutions of the induced functional differential equations correspond.

The main goal in the study of such differential equations is the investigation of the
initial–boundary value problem

ẋ(t) = f(t, x(q1(t), . . . , x(qs(t))), t ∈ BR, (2)

ẋ(t) = ϕ(t), t ∈ R \BR, ϕ(·) ∈ L∞(R,Rn), (3)

x(t̄) = x̄, t̄ ∈ R, x̄ ∈ Rn, (4)

∗The reported study was partially supported by the Russian Science Foundation, project no. 17-
71-10116. This work was also partially supported by the RFBR, project no. 16-01-00110 a.
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which we will call the basic initial–boundary value problem. In a general situation,
when t̄ �= t0, t1 or deviations of the argument are arbitrary, we have a problem with
non-local initial–boundary conditions.

Let us define a Banach space of functions x(·) with weights

Ln
μC(k)(R) =

{
x(·) : x(·) ∈ C(k)(R,Rn), max

0≤r≤k
sup
t∈R

∥∥x(r)(t)μ|t|∥∥
Rn < +∞

}
,

μ ∈ (0, 1),

with a norm

‖x(·)‖(k)μ = max
0≤r≤k

sup
t∈R

∥∥x(r)(t)μ|t|∥∥
Rn .

Let us formulate a system of restrictions on the right-hand side of the FDEPT:

(a) f(·) ∈ C(0)(R×Rn×s,Rn) (the function f(·) with respect to the variable t can
be considered as a piecewise continuous function with discontinuities of the
first kind at the points of a discrete set);

(b) f(·) satisfies the quasilinear growth condition:

‖f(t, z1, . . . , zs)‖Rn ≤ M0(t) + M1

s∑
j=1

‖zj‖Rn , M0(·) ∈ C(0)(R,R),

for all t, zj, and z̄j , j = 1, . . . , s, and the Lipschitz condition

‖f(t, z1, . . . , zs)− f(t, z̄1, . . . , z̄s)‖Rn ≤ M2

s∑
j=1

‖zj − z̄j‖Rn

(in fact M1 ≤ M2, but the constants M1 and M2 can be taken equal to each
other);

(c) there exists μ∗ ∈ R+ such that the quantity

sup
i∈Z

M0(t + i)(μ∗)|i|

is finite for any t ∈ R and is continuous as a function of the argument t;

(d) for the μ∗ from (c) the family of functions

f̃i,z1,...,zs(t) = f(t + i, z1, . . . , zs)(μ
∗)|i|, i ∈ Z, z1, . . . , zs ∈ Rn,

is equicontinuous on any finite interval.

The last condition (d) is necessary only in the case of a half-line or the whole line. It
can be removed, but this leads to more technical complications.

Theorem 1 [2]. If for some μ ∈ (0, μ∗) ∩ (0, 1) the inequality

M2

s∑
j=1

μ−|hj | < lnμ−1

is satisfied, then for any fixed initial–boundary conditions

ϕ(·) ∈ L∞(R,Rn), x̄ ∈ Rn,
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there exists a solution (absolutely continuous)

x(·) ∈ Ln
μC(0)(R)

of the basic initial–boundary value problem (2)–(4). Such a solution is unique and, as
an element of the space Ln

μC(0)(R), depends continuously on the initial–boundary con-
ditions ϕ(·) ∈ L∞(R,Rn), x̄ ∈ Rn, and the right-hand side of the equation (function
f(·) ∈ Vμ∗(R× Rns,Rn)). �

Let us formulate sufficient conditions of a new type for the existence of periodic and
bounded solutions for ordinary differential equations, as well as for FDEPTs. Such
conditions are based on taking into account the asymptotic properties of solutions
of differential equations that were not taken into account in the previous study of
periodic and bounded solutions. For simplicity, we assume that all deviations are
integer; i.e., we consider the equation

ẋ(t) = f(t, x(t + n1), . . . , x(t + ns)), t ∈ R. (5)

Let us introduce the notation

Af =
μ−ω − 1

lnμ−1
, Bf =

M2

∑s
j=1 μ−|nj |

lnμ−1 −M2

∑s
j=1 μ−|nj|

,

Cf (r) = M2sr + sup
t∈R

‖f(t, 0, . . . , 0)‖Rn , M0∞μ(t) = sup
i∈Z

M0(t + i)μ|i|,

C̃f (r) = M2sr + inf
ξ∈[0,ω]

sup
τ∈[ξ,ξ+1]

M0∞μ(τ).

It is not difficult to see that C̃g(r) ≤ Cg(r).

Theorem 2 [3]. Suppose that the map f(·) satisfies conditions (a)–(d) and is an
ω-periodic function with respect to time, where ω ∈ Z+. If for given μ ∈ (0, μ∗)∩(0, 1),
r > 0 and for all x̄ ∈ Rn, ‖x̄‖Rn = r, it is true that

M2

s∑
j=1

μ−|nj| < lnμ−1,

(
x̄

‖x̄‖Rn

,

∫ ω

0

f(τ, x̄, . . . , x̄) dτ

)
< −AfBf C̃f (r),

then for equation (5) there exists an ω-periodic solution x(·), ‖x(0)‖Rn ≤ r, which
lies in the ball of the space Rn with radius μ−ωR̂, where

R̂ = r +
C̃f (r)

lnμ−1 −M2

∑s
j=1 μ−|nj |

. �

Theorem 3. Suppose that the map f(·) satisfies conditions (a)–(d) and the func-
tion f(t, 0, . . . , 0), t ∈ R, is uniformly bounded. If for given μ ∈ (0, μ∗)∩ (0, 1), r > 0
and for all x̄ ∈ Rn, ‖x̄‖Rn = r, and t ∈ R it is true that

M2

s∑
j=1

μ−|nj| < lnμ−1,

sup
t∈R

(
x̄

‖x̄‖Rn

,

∫ t+ω

t

f(τ, x̄, . . . , x̄) dτ

)
< −AfBfCf (r)−

1

2r

[
Af (Bf + 1)Cf (r)

]2
,
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then for the initial FDEPT (5) there exists a bounded solution x(·) which lies in the

ball of the space Rn with radius μ−ωR̂, where

R̂ = r +
Cf (r)

lnμ−1 −M2

∑s
j=1 μ−|nj|

.

Moreover, the length of the maximum open intervals of the set

P = R \ {t : t ∈ R, ‖x(t)‖Rn ≤ r}

is less than ω. �
An important task is the numerical realization of bounded and periodic soliton

solutions for systems with a polynomial potential, which has been successfully solved.
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On necessary optimality conditions

for Ramsey-type problems
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We study an infinite-time optimal control problem in which the integrand does
not depend explicitly on the state variable. A special case of such a problem is the
Ramsey optimal capital accumulation in centralized economy. To complete optimality
conditions of the Pontryagin maximum principle, so-called transversality conditions
of different types are used in the literature. Here, instead of a transversality condition,
an additional maximum condition is considered.

Statement of the problem. Let X be a nonempty open convex subset of R and
U be an arbitrary nonempty set in R. Let us consider the following optimal control
problem: ∫ ∞

t0

e−ρtg(u(t)) dt → max
u

, (1)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(t0) = x0, (2)

∗This work was supported by the Russian Science Foundation (project no. 17-11-01093).
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where u(t) ∈ U and there exists a state variable x(t) ∈ X for all t ∈ (t0,+∞). We call
such control u(·) and state variable x(·) trajectories admissible. The functions f and g
are differentiable with respect to all their arguments, and together with the partial
derivatives f is continuous in (x, u). Moreover, the function g is strictly concave
and ρ ≥ 0.1

Optimality conditions. Pontryagin’s maximum principle. With the use of the
adjoint variable ψ we introduce the current value Hamiltonian

H(x, u, ψ, λ) = λ g(u) + ψ f(x, u). (4)

Theorem 1 [1–3]. There exist λ ≥ 0 and ψ0 such that (λ, ψ0) �= 0 and the
maximum condition

H(x̂(t), û(t), ψ(t), λ) = max
u∈U

H(x̂(t), u, ψ(t), λ) (5)

holds along with the adjoint equation

−ψ̇(t) = −ρψ(t) + ψ(t)
∂f

∂x
(x̂(t), û(t)), ψ(t0) = ψ0. (6)

In this theorem ψ0 remains undetermined. Notice that for ψ ≡ ψ0 = 0 the maxi-
mum condition (5) might have no solution with λ > 0, while λ = ψ0 = 0 contradicts
the theorem. Additional arguments are used to refine solutions of (5), (6) and single
out a nonzero value of ψ0.

It turns out that the maximum condition (5) with ψ ≡ 0 and λ = 1 yields an
additional necessary optimality condition if we replace the set U by a set Û(x̂(τ))
defined as follows.

1The improper integral in (1) might not converge for any candidate for an optimal control û(·),
i.e., the limit

lim
T→∞

J(û(·), x0, t0, T ) (3)

might fail to exist or might be infinite, where we introduce the finite time horizon functional

J(u(·), x0, t0, T ) =

∫ T

t0

e−ρtg(u(t)) dt,

subject to the state equation (2). Thus the functional J may be unbounded as T → ∞. So we
can involve the following more general definitions of optimality.
An admissible control û(·) is overtaking optimal (OO) if

lim sup
T→∞

(
J(u(·), x0, t0, T )− J(û(·), x0, t0, T )

)
≤ 0

for every admissible control u(·). An admissible control û(·) is weakly overtaking optimal (WOO)
if

lim inf
T→∞

(
J(u(·), x0, t0, T )− J(û(·), x0, t0, T )

)
≤ 0

for every admissible control u(·). It is clear that if û(·) is OO, then it is also WOO. When
ordinary optimality holds, i.e., a finite limit exists in (3) and

lim sup
T→∞

J(u(·), x0, t0, T ) ≤ lim
T→∞

J(û(·), x0, t0, T )

for all admissible controls u(·), the admissible control û(·) is also both OO and WOO.
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k∗

ċ = 0

k̇ = 0

k̇ = kα − δk − c

ċ

c
=

αkα−1 − δ

θ

Figure 1. Bold lines are the stationary curves, k̇ = 0 and ċ = 0. Solid lines are
the trajectories governed by the state and Euler equations for which k(t) > 0 for all
t > t0.

Definition 1.

Û(x) = {u : (u, x) ∈ G},

where G ⊂ U × X is the set of all admissible trajectories (u(·), x(·)) satisfying the
maximum principle (5), (6) and state equation (2).

Additional maximum condition. In order to use the following condition, we first
need to make synthesis of control and calculate the sets Û(x).

Proposition 1 (necessary optimality condition). Let there exist an admissible
pair (û(·), x̂(·)). If the control û is optimal, then for almost all τ ∈ [t0,∞) and all
u ∈ Û(x̂(τ))

g(u) ≤ g(û(τ)). (7)

Example 1 (Ramsey problem with ρ = 0). We maximize the aggregated con-
stant relative risk aversion utility∫ ∞

0

c(t)1−θ

1− θ
dt → max

c>0

subject to the dynamics of capital

k̇(t) = k(t)α − δk(t)− c(t), k(t) > 0,

where k(0) = k0 > 0, θ �= 1, θ > 0, and α ∈ (0, 1).
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The Hamiltonian is

H(k, c, ψ, λ) = λ
c1−θ

1− θ
+ ψ(kα − δk − c), λ ≥ 0, (λ, ψ) �= 0.

The abnormal case (λ = 0) would lead to ψ = 0 and is thus impossible. The station-
arity condition c(t)−θ = ψ(t) and the adjoint equation −ψ̇(t) = (αk(t)α−1 − δ)ψ(t)
result in the Euler equation

ċ(t)

c(t)
=

αk(t)α−1 − δ

θ
.

Due to the Euler and state equations, any feasible pair (k, c), not violating the con-
straints c(t) ≥ 0 and k(t) > 0, converges either to a steady state (k∗, c∗), where
k∗ = (δ/α)1/(α−1) and c∗ = (1 − α)k∗ > 0, or to (δ1/(α−1), 0), where k∗ < δ1/(α−1).
Solid lines in Fig. 1 constitute a set G, which is all the space below the saddle path
and horizontal line c = 0. Thus condition (7),

ĉ(t)1−θ

1− θ
≥ c1−θ

1− θ
for all c ∈ {c : (c, k̂(t)) ∈ G}, (8)

selects a saddle path as the only possible optimal.
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sub-Riemannian metrics on Lie groups
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We apply here methods and results from [1–3] to find geodesics and curvatures of
left-invariant sub-Riemannian metrics on some Lie groups.

Lemma [3]. Let (M = G/K, 〈·, ·〉) be any Riemannian symmetric space with
semisimple Lie group G which is the full connected isometry group of (M, 〈·, ·〉), and

∗The publication was supported by the Ministry of Education and Science of the Russian Feder-
ation (grant 1.3087.2017/4.6).
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let g and k be the Lie algebras of the Lie groups G and K. Then there exists a unique
decomposition g = k⊕ p such that

[k, k] ⊂ k, [k, p] = p, [p, p] = k. (1)

If g = h⊕ h and k = diag(h⊕ h) with a semisimple compact Lie algebra h, then

p = {(u,−u) : u ∈ h}, [k, k] = k, [k, p] = p, [p, p] = k. (2)

Corollary 1 [3]. A left-invariant distribution P on G with P(e) = p is two-
generated, i.e.,

P+ [P,P] = T G. (3)

Theorem 1 [4]. Every arc-length parameterized geodesic of any connected Lie
group G with left-invariant sub-Riemannian metric d defined by an inner product
(·, ·) and two-generated distribution P on G is normal.

Theorem 2 [3]. Let (M = G/K, 〈·, ·〉), g, and k be as in the lemma, P be as
in Corollary 1, and (·, ·) be any G-left-invariant and K-right-invariant inner product
on G such that the canonical projection p : (G, (·, ·))→ (G/K, 〈·, ·〉) is a Riemannian
submersion. Then the distribution P is bracket generating and the pair (P, (·, ·)) de-
fines a G-left-invariant and K-right-invariant sub-Riemannian metric d on G. Every
arc-length parameterized geodesic γ = γ(t), t ∈ R, γ(0) = e, of (G, d) is normal ; it is
either a one-parameter subgroup

γ(t) = exp(tξ) (4)

or a product of two one-parameter subgroups

γ(t) = exp(t(ξ + η)) exp(−tη) (5)

with arbitrary η ∈ k and unit vector ξ ∈ p, where ξ = γ̇(0) and [ξ, η] �= 0.

Remark. Earlier in particular cases results similar to the lemma and Theorem 2
have been proved in [5].

Proposition [3]. Under the conditions and notation of Theorem 2, the projection
p : (G, d) → (G/K, ρ), where ρ is an intrinsic metric of the symmetric Riemannian
manifold (M = G/K, 〈·, ·〉), is a submetry [6].

Corollary 2 [3]. The space (G, d) from Theorem 2 is isometric to a geodesic
orbit sub-Riemannian manifold ((G × K)/K, d). This means that any arc-length
parameterized geodesic in (G, d) is an orbit of some one-parameter subgroup in the
isometry group G×K of (G, d).

Corollary 3 [3]. Let g = h ⊕ h and k = diag(h ⊕ h) be as in the lemma, p

be as in (2), and H be a compact Lie group with Lie algebra h. Then the pair
(p, (·, ·)) defines a left-invariant sub-Riemannian metric d on H×H ; every arc-length
parameterized geodesic γ = γ(t), t ∈ R, of (H ×H, d) with the condition γ(0) = e is
normal, and it is either a one-parameter subgroup

γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) = (exp(tξ), exp(−tξ)) (6)

or a product of two one-parameter subgroups

γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) =
(
exp(t(ξ + η)) exp(−tη), exp(t(−ξ + η)) exp(−tη)

)
(7)

with arbitrary η, ξ ∈ h such that [ξ, η] �= 0, (ξ,−ξ) = γ̇(0), and 〈2ξ, 2ξ〉 = 1.
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Corollary 4 [3]. Let γ = γ(t), t ∈ R, be a geodesic (4) or (5) of (G, d). Then

p(γ(t)) = p(exp(tξ)) or p(γ(t)) = p(exp(t(ξ + η))). (8)

In particular, in the case of Corollary 3,

p(γ(t)) = γ1(t)γ
−1
2 (t), (9)

which is equal to

exp(2tξ) or exp(t(ξ + η)) exp(t(ξ − η)) (10)

for the case (6) or (7).

Earlier, Agrachev defined a notion of curvature for sub-Riemannian manifolds [7].
We use old definitions of sectional and Ricci curvatures for rigged metrized distribu-
tions on manifolds given by A. F. Solov’ev [8]. Solov’ev defined in [8] sectional and
Ricci curvatures of any rigged distribution P on a smooth Riemannian manifold M
and gave in some cases concrete methods and formulas for their calculation. The
curvatures depend on the restriction of the metric tensor to the distribution P and
chosen rigging Q of P, but do not depend on the restriction of the metric tensor to Q.
To calculate the sectional and Ricci curvatures for homogeneous sub-Riemannian man-
ifolds, the author suggested in [2] to use in some cases special invariant riggings Q of
bracket generating distributions P, defining the sub-Riemannian metrics d, and then
apply the Solov’ev definition, methods, and results.

We consider here only Lie groups G with sub-Riemannian metrics d defined by
bracket-generating distributions P on G and scalar products (·, ·) on P that are both
left-invariant.

Definition. A rigging of P is a left-invariant distribution Q on G such that
P⊕Q = T G.

Assume that there exists a unique rigging Q of P such that one of the following
conditions is valid:

(i) [P,Q] ⊂ P,

(ii) [P,Q] ⊂ Q, or

(iii) [P,P] ⊂ Q.

Then we take Q as the rigging of P.
In particular, the above rigging method is applicable to contact sub-Riemannian

metrics (condition (i)), sub-Riemannian Carnot groups (conditions (ii) and (iii) si-
multaneously), sub-Riemannian metric on the connected component of the full Lie
group G of isometries of any Riemannian symmetric space if G is semisimple (con-
ditions (i) and (iii) simultaneously). The latter is a particular case of homogeneous
sub-Riemannian manifolds possessing a submetry [6] onto homogeneous Riemannian
manifolds [2, 8].

Example [2, 8]. The sectional curvatures of any sub-Riemannian Carnot group
with distribution P and its rigging Q = [P,P] are equal to zero.

Theorem 3 [8]. Let p : (M, (·, ·))→ (B, 〈·, ·〉) be a Riemannian submersion, and
let P and Q be, respectively, its horizontal and vertical distributions on M . Then
for any non-collinear vectors u, v ∈ P(x), x ∈ M, the Solov’ev curvature Kuv in
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the direction of the linear span(u, v) is equal to KB
dp(u)dp(v), where KB is the usual

sectional curvature of the Riemannian manifold (B, 〈·, ·〉).
The lemma, the rigging Q with Q(e) = k, and Theorem 3 imply

Theorem 4 [3]. Assume that under the condition of Theorem 2, X, Y ∈ p,
(X, X) = (Y, Y ) = 1, and (X, Y ) = 0. Then the sectional curvature of (G, d) in
the direction of span(X, Y ) is KXY = −([[X, Y ], Y ], X).
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Optimization of processes with switchings

of models of control systems
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An optimal control problem with a finite number of switchings is considered. At the
moment of switching a change of the mathematical model of a control system [1–3] oc-
curs; namely, equations of motion, state space, admissible controls, etc., may change.
These switchings, for example, are typical for problems of control of a group of flying
machines, when the number of controlled objects changes. Sufficient optimality condi-
tions, whose application is demonstrated via academic examples of group performance,
were found.

1. Formulation of the problem. Let the dynamic system make N switchings
in a given period of time T = [t0, tF] at moments t1, . . . , tN : t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tN ≤ tF.
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The state of the system changes continuously between unequal consequent moments
of switching:

ẋi(t) = fi(t, xi(t), ui(t)), ti ≤ t ≤ ti+1, (1)

and it changes discretely at the moments of switching:

xi(ti) = gi(ti, xi−1(ti), vi), i = 1, . . . , N, (2)

where xi(t) ∈ Xi ⊂ Rni is the state of the system after the ith switching, ui(t) ∈
Ui ⊂ Rpi is the control of continuous motion, and vi ∈ Vi ⊂ Rqi is the control of
switching. The initial state of the system is given, and the final state corresponds to
a terminal constraint:

x(t0) = x0, ΓN (tF, xN (tF)) = 0. (3)

On a set of admissible processes D0(t0, x0) a functional is given:

I0(t0, x0, d) =

N∑
i=0

∫ ti+1

ti

f0
i (t, xi(t), ui(t))dt +

N∑
i=0

g+
i (ti, xi−1(ti), vi)

+ FN (tN , xN (tF)), (4)

where g+
i is a non-negative function. All hypotheses about the functions (1)–(4) are

usual [3]. It is required to find the minimum value of the functional (4) and an optimal
process (x(·), u(·), {v}) ∈ D0(t0, x0) on which this minimum value is attained. The
number N and the moments of switching t1, . . . , tN are not given a priori and are
determined during minimization (4).

2. Solution method. We denote the value function (Hamilton–Jacobi–Bellman
(HJB) function) by ϕi(t, xi); it is equal to the minimum value of the functional of
the rest of losses Ii(t, xi, d) on a set of admissible processes Di(t, xi) after the ith
switching. We define the generator of the value function, whose value ϕk

i (t, xi) is
equal to the minimum value of the functional of the rest of losses Ik

i (t, xi, d) on a set
of admissible processes Dk

i (t, xi) with k remained switchings after the ith switching.
Finally, the solution of the Lagrange problem for system (1) with fixed ends of the
trajectory,

xi(θ) = xi θ, xi(τ) = xi τ ,

∫ τ

θ

f0
i (t, xi(t), ui(t)) dt → min,

will be called a two-position value function φi(θ, xi θ| τ, xi τ ). The function (t, xi) →
φ(t, xi| τ, xi τ ) satisfies the HJB equation with the zero terminal condition

min
ui∈Ui

[
∂φi

∂t
+

∂φi

∂xi
fi(t, xi, ui) + f0

i (t, xi, uj)

]
= 0, φi(τ, xi| τ, xi) = 0. (5)

The intermediate functions are connected with each other and with the “real” value
function by the equalities

ϕi(t, xi) = min
k∈Z+

ϕk
i (t, xi), (6)
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ϕk
i (t, xi) = min

t≤τ≤tF
min
x∈Xi

{
φk
i (t, xi| τ, x)

+ min
v∈Vi+1

[
ϕk−1
i+1 (τ, gi+1(τ, x, v)) + g+

i+1(τ, x, v)
]}

. (7)

During the derivation of the equations, the Bellman optimality principle is used, which
is modified for the formulated problem in the following way: after the first switching,
the optimal process with k remained switchings becomes an optimal process with
k − 1 remained switchings.

The procedure of solving equations (5)–(7) begins with zero generators ϕ0
i (t, xi)

which satisfy equation (5) with the terminal conditions

ϕ0
i (tF, xi) = Fi(tF, xi), Γ(tF, xi) = 0, i ∈ Z+.

The other generators are determined according to the recurrent equation (7), and the
value functions are determined according to formula (6). The minimization opera-
tion (5)–(7) define the optimal controls of continuous motion

ui(t, xi| τ, xi) = argmin
ui∈Ui

[
∂φi

∂t
+

∂φi

∂xi
fi(t, xi, ui) + f0

i (t, xi, uj)

]
(8)

and switchings

vk
i+1(τ, xi) = min

v∈Vi+1

[
ϕk−1
i+1 (τ, gi+1(τ, xi, v)) + g+

i+1(τ, y, v)
]
, (9)

the optimal moment τ k
i (t, xi) and the state xk

i (t, xi) of the first of the remaining k
switchings

(τ k
i ,xk

i ) = argmin
t≤τ≤tF

min
x∈Xi

{
φk
i (t, xi|τ, x)

+ min
v∈Vi+1

[
ϕk−1
i+1 (τ, gi+1(τ, x, v)) + g+

i+1(τ, x, v)
]}

, (10)

as well as the optimal number of switchings

ki(t, xi) = argmin
k∈Z+

ϕk
i (t, xi). (11)

Equations (8)–(11) form a “controlling complex,” which allows to synthesize optimal
processes.

3. Sufficient conditions of optimality. The main theorem is proved using the
method of dynamic programming [4].

Theorem. If there are sequences of functions φi and ϕk
i , (i, k) ∈ Z2

+ for prob-
lem (1)–(4) that satisfy equations (5)–(7), then for the optimality of an admissible
process (x(·), u(·), {v}) ∈ D0(t0, x0) with moments of switching t1, . . . , tN that form a
non-decreasing sequence, it is sufficient that the following conditions are satisfied :

N = k0(t0, x0),

ui(t) = uN−i
i (t, xi(t)| ti+1, xi(ti+1)), ti ≤ t ≤ ti+1,

vi = vN−i+1
i (ti, xi−1(ti)), (12)
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ti = τN−i+1
i−1 (ti−1, xi−1(ti−1)), (13)

xi−1(ti) = xN−i+1
i−1 (ti−1, xi−1(ti−1)), (14)

where i = 1, . . . , N . If N = 0, then equations (12)–(14) are absent.

The application of the optimality conditions is demonstrated by model examples
of group performance. The plain motion of a “quick” controlled object (“carrier”) is
considered. “Slow” objects directed to preset goals separate from it in the process
of motion. It is required to hit all the goals in the shortest possible time. In these
examples, switching is considered to be the separation of the controlled objects. At
the moment of switching, the control model changes because of the increase in the
number of controlled objects.
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Geodesics and Laplacians in sub-Riemannian geometry

U. Boscain

Sub-Riemannian problems are a particular class of optimal control problems that
are linear in the control and have quadratic costs. They can be seen as Riemannian
problems in which some directions are forbidden. Geodesics are computed via the
Pontryagin Maximum Principle.

In this talk I will discuss how to define an intrinsic Laplacian in sub-Riemannian
geometry and I will discuss the relation between its self-adjointness and the properties
of the geodesics. Surprising results for the heat and the Schroedinger equation appear
already in simple examples as the Grushin plane and the Heisenberg group deprived
of a point.
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Singularities of attainability regions of systems

with control bounded in absolute value or impulse
∗

D. I. Bugrov, A. M. Formalskii

Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

d.bugrov@mech.math.msu.su, formal@imec.msu.ru

Consider a system described by the linear matrix differential equation

ẋ = A(t)x + b(t)u. (1)

Here x, A(t) and b(t) are n× 1, n× n and n× 1 matrices, respectively, and u = u(t)
is a scalar control (perturbation) assumed to be a piecewise continuous function of
time t bounded in absolute value

|u(t)| ≤ 1. (2)

We denote by Ω the set of these admissible functions u(t). System (1) is assumed to
be completely controllable [1] in the Kalman sense. We suppose that x(t0) = 0 at the
initial instant t = t0. Solutions x(T ) at the instant t = T of system (1) under control
u = u(t) may be calculated by the Cauchy formula. Consider in the phase space X
the attainability region Q(t0, T ) = {x(T ) : u(t) ∈ Ω, t ∈ [t0, T ]}. It is well known that
the set Q(t0, T ) is closed, bounded, convex and symmetric about the origin [1, 2]. But
we consider here in more detail the properties of this set Q(t0, T ) or, more exactly, of
its boundary Γ(t0, T ).

Introduce the following definitions [3].

Definition 1. A point x(T ) ∈ Γ(t0, T ) is called a corner point if it belongs to at
least two different reference hyperplanes of the set Q(t0, T ).

Definition 2. A corner point x(T ) ∈ Γ(t0, T ) is called a conical corner point if
it belongs to at least n different reference hyperplanes encompassing the point x(T ).

The envelope of the reference hyperplanes containing this point x(T ) is the conical
surface, and the point x(T ) is the vertex of this conical surface.

It follows from Definitions 1 and 2 that for n = 2 a corner point (if it exists) is
always a conical one. But if n = 3, then a corner point is not always a conical one
(see below). Using Definitions 1 and 2, one can prove the following theorem.

Theorem 1. For each instant t0 there exists time T̄ such that for each T ∈ (t0, T̄ )
the boundary Γ(t0, T ) has exactly two conical corner points symmetrical to each other.

One conical corner point can be found if we insert the control u(t) ≡ 1 into the
Cauchy formula. The symmetrical point corresponds to the control u(t) ≡ −1.

Consider the case of a steady system (1), when the matrices A(t) and b(t) do not
depend on time t. In this case, we denote them by A and b. Then we put t0 = 0 and
denote Q(t0, T ) and Γ(t0, T ) by Q(T ) and Γ(T ), respectively. The following theorem
holds in this case.

∗This research was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project nos. 15-01-
04503 and 16-01-00683).
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Theorem 2. If the matrix A has at least one real eigenvalue, then the bound-
ary Γ(T ) of the attainability region Q(T ) at all values T has exactly two conical
corner points symmetrical to each other.

If n = 3 and the matrix A has three real eigenvalues, then the region Q(T ) looks
like a pit of the plum or apricot: it has two conical corner points and these points are
connected by two “ribs” containing the corner points, which are not conical ones.

Also the following theorem holds for the steady system (1).

Theorem 3. If the matrix A does not have real eigenvalues, then there exists
a value T̄ > 0 such that the boundary Γ(T ) of the attainability region Q(T ) at any
values T > T̄ does not have conical corner points.

Now let us consider a third-order steady system like system (1) with one real and
two complex conjugate eigenvalues. The matrices A and b of this system may be
written as a result of the substitution of parameters and variables in the form

A =

⎛⎝λ 0 0
0 ε −1
0 1 ε

⎞⎠ , b =

⎛⎝b1
b2
b3

⎞⎠ .

Here b1 �= 0 in accordance with the controllability condition for system (1).
According to Theorem 2 in this case the boundary Γ(T ) of the attainability region

Q(T ) at all values T has two symmetrical conical corner points. The cone apex angle
(solid angle) near the conical corner points depends on the difference λ−ε and time T .
Below we describe this dependence [4].

If λ−ε < 0, then the cone apex angle becomes greater as time T increases. In other
words, the conical corner point becomes less pointed and disappears as T →∞. The
smoothing of the boundary of Q(T ) as the time T increases occurs more rapidly for
smaller difference λ− ε. The limit set Q(∞) corresponding to T →∞ does not have
conical corner points. It follows from what was said above that the approximation
of Q(T ) by an ellipsoid with smooth boundary becomes more acceptable as time T
increases.

If λ−ε = 0, then the cone apex angle remains unchanged starting from the instant
T = 2π. This angle is equal to π−2 arctan(

√
b22 + b23/b1). Hence, in contrast with the

case λ − ε < 0, the conical corner points of the boundary of Q(T ) do not disappear
as time T increases; moreover, their pointedness does not change.

If λ− ε > 0, then starting from some instant T 0 the apex angle (solid angle) of the
conical surface encompassing the conical corner point remains unchanged as in the
previous case.

Instead of constraint (2), we also consider the integral constraint [5]∫ T

0

|u(τ)| dτ ≤ N (N = const). (3)

Here u = u(t) is a scalar control (perturbation) assumed to be a piecewise continuous
function of time t or the Dirac delta function. Inequality (3) means the limitation
of the impulse of the control action u(t). If some object is controlled by a jet en-
gine and the value u(t) is proportional to the engine’s fuel consumption per second,
inequality (3) means that the total fuel is limited.

For steady systems (1) with constraint (3), the singularities of the boundaries Γ(T )
of the attainability regions Q(T ) are investigated [5]. It is shown that the boundary
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Γ(T ) has (in the general case) conical corner points, flat areas, sections of ruled
surfaces, and ribs. If the boundary has a flat area, a section of ruled surface, or a
rectilinear rib, then the attainability region Q(T ) is not strictly convex.

As an example we have designed analytically and numerically the attainability
region Q(T ) for the following system with triple zero eigenvalue:

ẋ1 = x2, ẋ2 = x3, ẋ3 = u.

Sometimes this system is called a “triple integrator”. It is shown that the boundary
of the attainability region of this system with constraint (3) has four conical corner
points, two curvilinear and four rectilinear ribs, two flat triangular areas, and four
curvilinear sections of ruled surfaces. The region Q(T ) increases if time T increases.
But it always remains (for 0 < T < ∞) in the zone between two planes x3 = ±N .
Some parts of these planes belong to the region Q(∞), but some parts do not belong
and the attainability region Q(∞) is “partly closed”.

The results described above are illustrated graphically for some numerical values
of the parameters.
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Сингулярно возмущенные ОДУ

с кратными корнями вырожденного уравнения

(Singularly perturbed ODEs with multiple roots

of the degenerate equation)
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Во многих сингулярно возмущенных начальных и краевых задачах характер-
ной особенностью решений являются пограничные и внутренние слои, в которых
происходит быстрое (скачкообразное) изменение решений. Активное исследова-
ние таких задач началось еще в середине прошлого века после появления осно-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект №18-11-00042).
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вополагающих работ А.Н. Тихонова [1], Л.С. Понтрягина [2] и Е.Ф. Мищенко,
М.И. Вишика и Л.А. Люстерника [3].
Важное место в этом круге исследований занимает асимптотический метод,

разработанный А.Б. Васильевой [4] и получивший дальнейшее развитие в ее ра-
ботах и работах ее учеников и других ученых. Этот метод хорошо работает в
тех случаях, когда соответствующее вырожденное уравнение имеет простой (т.е.
однократный) устойчивый корень. В этом случае пограничные функции (функ-
ции внутреннего слоя), описывающие быстрое изменение решения в пограничном
(внутреннем) слое, имеют экспоненциальное убывание с ростом погранслойной
(внутрислойной) переменной.
В последнее время ведется активное изучение сингулярно возмущенных задач,

в которых вырожденное уравнение имеет кратный корень [5–7]. Оказалось, что во
многих таких задачах поведение решения в пограничном (внутреннем) слое ка-
чественно отличается от поведения в случае простого корня вырожденного урав-
нения. Пограничный (внутренний) слой становится многозонным с различным
характером поведения решения в разных зонах, что делает неприменимым алго-
ритм А.Б. Васильевой. Для таких задач разработан новый алгоритм, позволяю-
щий построить единые пограничные функции сразу для всех зон, что отличает
новый подход от известного метода согласования (сращивания) асимптотических
разложений, построенных раздельно в разных зонах.
Указанные, а также другие особенности будут показаны в докладе на при-

мере краевой задачи для системы двух ОДУ второго порядка (ε > 0 — малый
параметр):

ε2
d2u

dx2
= F (u, v, x, ε), ε

d2v

dx2
= f(u, v, x, ε), x ∈ (0, 1), (1)

Краевые условия (Дирихле или Неймана) в точках x = 0 и x = 1. (2)

Если вырожденное уравнение

F (u, v, x, ε) = 0 (3)

имеет простой корень u = ϕ(v, x), а уравнение

f(ϕ(v, x), v, x, 0) = 0 (4)

имеет простой корень v = v̄0(x), то при определенных условиях краевая зада-
ча (1), (2) имеет погранслойное решение u(x, ε), v(x, ε), удовлетворяющее пре-
дельным равенствам

lim
ε→0

u(x, ε) = ū0(x), lim
ε→0

v(x, ε) = v̄0(x), x ∈ (0, 1),

где ū0(x) = ϕ(v̄0(x), x).
Равномерное на отрезке 0 ≤ x ≤ 1 асимптотическое разложение этого решения

строится с помощью алгоритма А.Б. Васильевой и имеет вид

u(x, ε) = ū(x, ε) + Πu(ξ, ε) + P u(ζ, ε) + Π̃u(ξ̃, ε) + P̃ u(ζ̃, ε),

v(x, ε) = v̄(x, ε) + Πv(ξ, ε) + P v(ζ, ε) + Π̃v(ξ̃, ε) + P̃ v(ζ̃ , ε),
(5)

где
ξ = x/

√
ε, ζ = x/ε, ξ̃ = (1− x)/

√
ε, ζ̃ = (1− x)/ε (6)
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— погранслойные переменные, а каждое слагаемое в правых частях (5) строится
в виде ряда по целым степеням ε для ū, v̄ и по целым степеням

√
ε для погран-

слойных рядов Πu, . . . , P̃ v, например, P u =
∑∞

i=0 εi/2Piu(ζ).
Отметим, что масштабы погранслойных переменных не зависят в этом случае

от вида краевых условий и все пограничные функции имеют экспоненциальные
оценки вида

|Piu(ζ)| ≤ c exp(−κζ), ζ ≥ 0. (7)

Пусть теперь функция F (u, v, x, ε) имеет вид

F (u, v, x, ε) = h(x)(u − ϕ(v, x))2 + εF1(u, v, x, ε).

Тогда уравнение (3) имеет двукратный корень u = ϕ(v, x), и пусть уравнение (4)
имеет простой корень v = v̄0(x). В этом случае при определенных условиях зада-
ча (1), (2) также имеет погранслойное решение с асимптотическим разложением
вида (5), однако структура рядов ū, v̄, . . . , P̃u, P̃ v, как и сам алгоритм построения
погранслойной части асимптотики, существенно изменяются. Ряды ū и v̄ явля-
ются теперь рядами по целым степеням

√
ε, погранслойные ряды — по другим

дробным степеням ε, а масштабы погранслойных переменных зависят от вида
краевых условий.
Если в точке x = 0 для u и v заданы краевые условия Дирихле (например,

u(0, ε) = u0), то масштабы погранслойных переменных ξ и ζ такие же, как в (6),
но алгоритм построения рядов P u и P v существенно изменяется. Эталонной (оце-
ночной) функцией для этих рядов становится не экспонента, как в (7), а функция

Pκ(ζ) =
√

ε exp
(
−ε1/4κζ

)(
1 + ε1/4 − exp

(
−ε1/4κζ

))−2
, ζ ≥ 0,

отражающая трехзонный характер функций Piu и Piv.
Если в точке x = 0 для u и v заданы условия Неймана (например, du

dx (0, ε) = q0),
то изменяется масштаб погранслойной переменной ζ, теперь ζ = x/ε3/4.
Если в точке x = 0 для u заданы условия Неймана, а для v — условия Дирихле,

то ζ = x/ε5/6, а погранслойные ряды нужно строить в виде рядов по целым
степеням ε1/12.
Аналогичные изменения происходят с погранслойной переменной ζ̃ и рядами

P̃ u и P̃ v.
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The antagonistic differential games (DG) in N. N. Krasovskii’s formalization are
considered. For DG solving, constructions on the basis of programmed control are
used. In the general case, these constructions are realized in the form of iterated
procedures. This approach is used in the present lecture.

In the known monograph of Isaacs [1], many interesting applied problems of game
character are discussed. The idea of employing the methods of classical control theory
for DG solving was used by L. S. Pontryagin, R. V. Gamkrelidze, N. N. Krasovskii,
A. I. Subbotin, J. Warga, and other mathematicians. Now, we note [2–8]. Separately,
we mention the fundamental theorem about the alternative of N. N. Krasovskii and
A. I. Subbotin.

In connection with the considered method of programmed iterations (MPI), we
note the investigations [9–22]. So, the MPI is a method of the DG investigation in
the general case by employment of game problems of programmed control. Now, the
following three basic variants of procedures with the MPI employment are used:

(1) procedures for constructing the DG value;

(2) procedure for constructing the stable bridges of N. N. Krasovskii;

(3) procedures for constructing set-valued quasistrategies.

Moreover, we note that the variant of the MPI for DGs with informational memory
has an essential singularity (see [11]). Finally, for DGs without the “saddle point in the
small game” condition (Isaacs condition), essential singularities in the construction of
auxiliary programmed problems arise (see [19, Ch. VI]).

Now, more explicitly we consider one variant of the MPI. Namely, we keep in mind
the problem of realizing a trajectory in the given functional set. This realization is
the aim of one player (player I). The aim of the second player is opposite. The initial
time is given. In the original problem (of player I), constraints on the trajectory
realization are missing. But, under employment of the MPI, constraints on fragments
of the trajectory arise. We obtain auxiliary problems of programmed control with
constraints on initial fragments of the trajectory. Under employment of the MPI,
we realize a transformation of these constraints (see [11]). In fact, by a universal
programmed operator the transformation of sets in the space of functional positions
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is realized. This idea (transformation of constraints by a universal operator) is also
used in other variants of the MPI (of course, some other elements in concrete con-
structions of the MPI arise). Under realization of this idea, the properties of the
used (in the MPI procedure) operator of programmed absorption are investigated.
The limit element of the corresponding iterated procedure is a fixed point of this
operator. Therefore, some properties of the above-mentioned fixed points are consid-
ered.

In nonlinear game problems of programmed control used in the MPI procedures,
constructions of extension are used. In addition, with respect to the controlled system,
only conditions of generalized uniqueness and uniform boundedness of programmed
trajectories are postulated (it is expected that the right-hand side of the controlled
system is continuous). These conditions were used by A. V. Kryazhimskii (see [23])
to establish a variant of the alternative theorem for DGs without Lipschitz condition
with respect to the phase variable for the right-hand side of system.

So, in DGs with functional aim set, by the MPI the compression of sets in the
space of functional positions is realized. By these sets the corresponding constraints on
fragments of trajectories are realized. Then, more accurately, the gradual tightening of
constraints is realized. In the lecture, this approach is considered for several variants of
DGs. In particular, the MPI procedure for general setting of DGs with non-fixed end
point is considered (see [13]); we keep in mind the iterative procedure for constructing
the value function. But, at the heart of this procedure in the functional space, there
is the corresponding iterative procedure in the set space (similar to [10]). In this
last procedure, the sequential compression of phase constraints is realized (a similar
procedure is used for DGs with functional aim set). By the MPI quasistrategies solving
the corresponding game problem are defined constructively (we keep in mind set-
valued generalized quasistrategies; the “usual” one-valued variant of quasistrategies
is considered in [25] and [26]). In addition, these variants of quasistrategies have
the property of extremality with respect to some order (see [24, § 8]). To realize
quasistrategies in the discrete scheme, the control procedure with a model (guide)
from [27] can be used. We note that the variant of the MPI for immediate construction
of set-valued quasistrategies solving the corresponding game problem is considered (in
particular) in [28, 29].
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Capsule robots: dynamics and optimal control
∗

F. L. Chernousko

Institute for Problems in Mechanics of Russian Academy of Sciences,
Moscow, Russia

chern@ipmnet.ru

Locomotion of mobile robotic systems along surfaces and inside media can be based
upon different principles. The most well-known locomotion systems use wheels, legs,
tracks, propellers, and other external devices interacting with the outer media. Some
types of mobile robots can move by means of special periodic change of their configu-
ration. To a certain extent, they imitate motions of animals and insects such as fish,
snakes, worms, etc. Various problems of dynamics and control for such types of mobile
robots are considered in a number of books and papers (see, for example, [1–11]).

This paper is devoted to a fundamentally different principle of locomotion of mobile
robotic systems that is based upon special, usually periodic, motions of internal masses
contained inside the robot. Such mobile robots are sometimes called capsule robots,
or capsubots, or vibro-robots; they have no outward devices and can be made as
hermetic capsules that can move inside resistive media. Hence, capsule robots can
be useful for motions in vulnerable or hazardous media. The principle of locomotion
used in capsule robots is considered in a number of papers and applied to micro-
robots [12–14] and robots moving inside tubes [15].

Since the locomotion speed and other motion parameters of capsule robots depend
strongly on the motions of internal masses, it is quite natural to consider optimal
control problems for these robots.

Let us consider a simple capsule robot as a mechanical system consisting of a main
rigid body of mass M and an internal point of mass m equipped with an actuator.
The internal mass interacts with the main body but does not interact with the outer
medium. The equations of translational motion of the system can be written as
follows:

(M + m)v̇ = −mξ̈ + F (v), ẋ = v,

where x is the displacement of the mass M , v is its velocity, ξ is the displacement
of the mass m relative to the mass M , and F (v) is the resistance force acting upon
the main body M . This force can describe dry friction, linear or quadratic resistance,
or other resistance forces. It is natural to impose a constraint 0 ≤ ξ ≤ L upon the
relative displacement of the internal mass and consider periodic motions with period T
satisfying the conditions ξ(t + T ) = ξ(t) and v(t + T ) = v(t).

Different versions of optimal control problems for one-dimensional motions of cap-
sule robots are analyzed and solved [16–18]. In these problems, the average locomo-
tion speed is maximized while either the relative velocity ξ̇ or relative acceleration ξ̈
is taken as a bounded control. Various resistance forces F (v) and different initial
conditions imposed on variables v and ξ are considered. The case of two internal

∗The work is performed according to the state task AAAA-A17-117021310387-0 and is supported
by the Presidium of the Russian Academy of Sciences (Program no. 29 “Advanced Topics of
Robotic Systems”) and by the Russian Foundation for Basic Research (project nos. 17-01-00652
and 17-51-12025).
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masses moving along two perpendicular axes is analyzed in [19]. Experimental data
obtained for different models of capsule robots confirm theoretical conclusions and
results of calculations [20–22].

Optimal one-dimensional controls obtained in [16, 17] can be used for the design of
progressive translational and rotational motions of capsule robots. Two-dimensional
and three-dimensional motions of such robots present more complicated problems;
a possible approach to these consists in the use of the combination of optimal one-
dimensional motions.

Two-dimensional motions of the capsule robot along a horizontal plane in the
presence of dry friction are considered in [23]. Here, optimal one-dimensional controls
are used as parts of the total control.

Time-optimal two-dimensional controls for a rigid body containing a movable in-
ternal mass are found in the absence of external forces in [24]. Here, various boundary
conditions imposed on the internal mass are considered. The obtained controls are
used for the design of an arbitrary three-dimensional controlled motion of the rigid
body about its center of mass. These results can be used for mobile robots and also
for the re-orientation of space vehicles.
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Первый прямой метод Л.С. Понтрягина. Развитие идей

(L.S. Pontryagin’s first direct method.

Development of ideas)

А. А. Чикрий (A. A. Chikrii)

Институт кибернетики им. В.М. Глушкова НАНУ, Киев, Украина
g.chikrii@gmail.com

Одним из наиболее эффективных методов в теории дифференциальных игр
преследования является первый прямой метод Л.С. Понтрягина [1, 2]. Базируясь
на классическом условии Понтрягина — условии преимущества первого игро-
ка, он позволяет получить достаточные условия завершения игры за конечное
время в классе стробоскопических стратегий. Упомянутое условие позволяет на
базе теоремы измеримого выбора строить управление преследователя, реализую-
щее процесс сближения. Этот же принцип выбора управления положен в основу
несколько иного метода — метода разрешающих функций, тесно связанного с
первым прямым методом и по существу являющегося его развитием. Далее ме-
тодика была развита для более сложной динамики с группой преследователей
в работах [3–5]. В данном исследовании рассматриваются игровые задачи кон-
фликтного взаимодействия в ситуации “один на один”.
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Пусть в конечномерном евклидовом пространствеRn, n ≥ 2, задан конфликтно
управляемый процесс [6], эволюция которого описывается равенством

z(t) = g(t) +

∫ t

0

Ω(t, τ)ϕ(u(τ), v(τ)) dτ, t ≥ 0. (1)

Здесь z(t) ∈ Rn, функция g(t), g : R+ → Rn, R+ = {t : t ≥ 0}, измерима по Лебегу
и ограничена при t > 0, матричная функция Ω(t, τ) определена на множестве
Δ = {(t, τ) : 0 ≤ τ ≤ t < ∞}, она измерима по t и суммируема по τ для каждого
t ∈ R+. Блок управления задается функцией ϕ(u, v), ϕ : U ×V → Rn, которая яв-
ляется непрерывной по совокупности переменных на прямом произведении непу-
стых компактов U и V . Допустимые управления игроков u(τ), u : R+ → U , и v(τ),
v : R+ → V , — измеримые функции времени.
Задано терминальное множество M∗, имеющее цилиндрический вид

M∗ = M0 + M, (2)

где M0 — линейное подпространство из Rn, а M — выпуклый компакт из орто-
гонального дополнения L к M0 в Rn.
Первый игрок (u) пытается вывести траекторию процесса (1) на множество (2)

за конечное время, а второй — максимально оттянуть этот момент или вообще
избежать встречи.
Конкретный вид функций g(t) и Ω(t, τ) определяет тип конфликтно управля-

емого процесса. Например, в случае линейных систем с дробными производны-
ми Римана–Лиувилля или Капуто эти функции выражаются через матричные
функции Миттаг-Леффлера.
Примем сторону первого игрока. Если игра (1), (2) происходит на интервале

[0, T ], то управление первого игрока в момент t выбираем на основании инфор-
мации о g(T ) и vt(·), т.е. в виде измеримой функции

u(t) = u(g(T ), vt(·)), t ∈ [0, T ], u(t) ∈ U, (3)

где vt(·) = {v(s) : s ∈ [0, t]} — предыстория управления второго игрока, или в
виде контруправления

u(t) = u(g(T ), v(t)), t ∈ [0, T ], u(t) ∈ U. (4)

Цель работы — установить достаточные условия разрешимости задачи (1), (2)
в пользу первого игрока.
Обозначим через π ортопроектор, действующий из Rn в L. Положим ϕ(U, v) =

= {ϕ(u, v) : u ∈ U}, рассмотрим многозначные отображения

W (t, τ, v) = πΩ(t, τ)ϕ(U, v), W (t, τ) =
⋂
v∈V

W (t, τ, v), (t, τ) ∈ Δ, v ∈ V.

Условие Понтрягина. W (t, τ) �= ∅ для всех (t, τ) ∈ Δ.
В силу свойств параметров процессов (1) отображение W (t, τ) является из-

меримым по τ , τ ∈ [0, t], и замкнутозначным на Δ. Поэтому в нем существует
хотя бы один измеримый по τ , τ ∈ [0, t], селектор γ(t, τ) — селектор Понтряги-
на, который суммируем по τ [7]. Если условие Понтрягина не имеет места, то
зафиксируем функцию с такими же свойствами и назовем ее функцией сдвига.
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Введем функцию ξ(t, g(t), γ(t, ·)) = πg(t) +
∫ t

0
γ(t, τ) dτ и рассмотрим много-

значное отображение A из Δ× V в R+:

A(t, τ, v) =
{

α ≥ 0: [W (t, τ, v)− γ(t, τ)] ∩ α[M − ξ(t, g(t), γ(t, ·))] �= ∅
}

. (5)

Будем предполагать, что A(t, τ, v) �= ∅ наΔ×V ; если выполнено условие Понтря-
гина, то это имеет место автоматически. Верхнюю и нижнюю опорные функции
отображения A(t, τ, v) в направлении +1

α∗(t, τ, v) = sup{α : α ∈ A(t, τ, v)}, α∗(t, τ, v) = inf{α : α ∈ A(t, τ, v)}

назовем разрешающими функциями первого типа [8].
Из определения (5) следует, что если выполнено условие Понтрягина, то

α∗(t, τ, v) ≡ 0, а если к тому же ξ(t, g(t), γ(t, ·)) ∈ M , то A(t, τ, v) = [0,+∞], а
α∗(t, τ, v) = +∞ для τ ∈ [0, T ], v ∈ V . Эта ситуация соответствует первому пря-
мому методу Понтрягина. Учитывая свойства параметров конфликтно управля-
емого процесса (1), (2), теоремы о характеризации и обратном образе [7], можно
показать, что многозначное отображение A(t, τ, v) является (L × B)-измеримым
по совокупности (τ, v), τ ∈ [0, T ], v ∈ V , а функции α∗(t, τ, v), α∗(t, τ, v) являются
(L × B)-измеримыми по совокупности (τ, v) в силу теоремы об опорной функ-
ции [7]. Рассмотрим множество

T (g(·), γ(·, ·)) =
{

t ≥ 0: inf
v(·)

∫ t

0

α∗(t, τ, v(τ)) dτ ≥ 1

}
, (6)

нижняя грань берется по всем допустимым управлениям убегающего с учетом
того, что α∗(t, τ, v) является суперпозиционно измеримой. Если при некотором t
функция α∗(t, τ, v) обращается в +∞, то значение интеграла в (6) естественно
положить равным +∞ и неравенство выполнено автоматически.
Положим A(t, τ) =

⋂
v∈V A(t, τ, v), (t, τ) ∈ Δ. Введем верхнюю и нижнюю раз-

решающие функции второго типа [8]

α∗(t, τ) = sup{α : α ∈ A(t, τ)}, α∗(t, τ) = inf{α : α ∈ A(t, τ)}.

Они измеримы по τ и порождают функции

α∗(t) =

∫ t

0

α∗(t, τ) dτ, α∗(t) =

∫ t

0

α∗(t, τ) dτ, t > 0.

Теорема. Пусть для конфликтно управляемого процесса (1), (2) выполня-
ется условие domA = Δ, для заданной функции g(·) и функции сдвига γ(·, ·)
существует T ∈ T (g(·), γ(·, ·)) �= ∅.

Тогда при α∗(T ) < 1 траектория (1) может быть приведена на терминаль-
ное множество (2) в момент T с помощью управлений вида (3), a если к тому
же α∗(T ) ≥ 1 — то в классе контруправлений (4).
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Pontryagin’s condition

and its time stretching modification
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At the heart of the First Direct Method of L. S. Pontryagin, created for study of
the linear differential games, lies the condition bearing his name [1]. It reflects an
advantage of the pursuer over the evader in control resources. However, there are
a number of game problems of pursuit for which this condition does not hold, for
example, the problems of soft meeting, the pursuit problems for oscillatory processes
and different inertia systems. The result of in-depth study of this condition [2] was its
modification [3] providing for the construction of the current control of the pursuer
on the basis of evader’s control in the past. This idea was used for analysis of the
games with integral constraints on controls [4] and the games with many pursuers [5].
In fact, this approach is closely related to the passage from the original game to
an auxiliary game with variable information delay and subsequent analysis of the
perfect information game equivalent to the latter [6]. The gist of approach consists
in introducing a special function of time stretching, through which the time delay is
expressed. This approach proved its efficiency in solving a number of problems of
soft meeting for the second-order linear differential games for which formulas of the
time stretching function were deduced in an explicit form [7, 8]. It is also applicable
to the games described by the dynamical system of a general form, encompassing a
wide range of functional-differential systems [8]. Below it is applied to analysis of the
integro-differential game.

Let us consider two controlled systems evolving in Rn according to the integro-
differential equations, respectively,

x́(t) = A1x(t) + λ

∫ t

0

K1(t, s)x(s) ds + u, u ∈ U, x(0) = x0, (1)

ý(t) = A2y(t) + μ

∫ t

0

K2(t, s) y(s) ds + ν, ν ∈ V, y(0) = x0, (2)
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where A1 and A2 are constant matrices, K1(t, s) and K2(t, s) are matrix functions
whose elements are continuous in the quadrant Δ = {(t, s) : 0 ≤ t < +∞, 0 ≤ s < t},
u and v are control parameters of the pursuer and the evader, respectively; λ and
μ are real numbers. By admissible controls of the players are meant the Lebesgue
measurable functions taking their values in the compact sets U and V , respectively.

The goal of the pursuer is to achieve in the shortest time the meeting with the
evader, i.e., x(t) = y(t), t < +∞, and the evader tries to escape or maximally
postpone the meeting.

A solution to equation (1) can be presented in the form (see [9])

x(t) = Ω1(t, 0)x0 +

∫ t

0

Ω1(t, θ)u(θ) dθ,

Ω1(t, θ) = eA1(t−θ) +

∫ t

θ

R̂1(t, s;λ)eA1(s−θ) ds,

where R̂1(t, s, λ) is the resolvent of the following second-order Volterra equation:

x(t) = λ

∫ t

0

K̂1(t, s)x(s) ds + ψ1(t),

K̂1(t, s) =

∫ t

s

eA1(t−θ)K1(θ, s) dθ, ψ1(t) = eA1tx0 +

∫ t

0

eA1(t−θ)u(θ) dθ.

Analogous formulas concerning y(t) with respective changes are true. The scheme
of the First Direct Method assumes that the pursuer at each instant of time chooses
his control in view of the current control of the evader and is based on Pontryagin’s
condition:

Condition 1. The set-valued mapping

Ω1(t, θ)U ∗− Ω2(t, θ)V

has non-empty images for all (t, θ) ∈ Δ.

Definition. The time stretching function is a non-negative monotonically increas-
ing function I(t), t ∈ [0,+∞), I(0) = 0, I(t) > 0, t > 0, which can have a countable
number of first order discontinuities and such that

sup
t∈[0,+∞)\D

< +∞,

where D is the set of discontinuity and non-differentiability points of I(t).

Condition 2. There exists a time stretching function I(t) such that the set-
valued mapping

W (t, θ) = Ω1

(
I(t), I(t)− θ

)
U ∗− İ(θ)Ω2

(
I(t), I(t) − I(θ)

)
V

has non-empty images for all (t, θ) ∈ Δ.

Theorem. Let the parameters of pursuit game (1), (2) meet Condition 2 and let
for given initial states x0, y0 there exist a finite moment t1,

t1 = t1(x0, y0) =

{
min t : t ≥ 0,(

Ω2(I(t), 0)y0 − Ω1(I(t), 0)x0 −
∫ I(t)−t

0

Ω1(I(t), 0)U dθ

)
∩
∫ t

0

W (t, θ) dθ �= ∅

}
.
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Then the pursuer can achieve his goal at the moment of time I(t1) whatever control
is applied by the evader.

The statement of the theorem employs the notion of the integral of a set-valued
mapping (see, e.g., [10]).

In the course of the game, the pursuer applies a program control on the half-interval
[0, τ0), τ0 = I(t1) − t1, and at each instant of time τ0 + θ, θ ∈ [0, t1], constructs his
control on the basis of information on the evader’s control at the moment

I(t1)− I(t1 − θ) = τ0 + θ −
(
I(t1 − θ)− (t1 − θ)

)
,

that is, the time I(t1 − θ)− (t1 − θ) earlier. The existence of an admissible control is
provided by the Filippov–Castaing measurable choice theorem [11].

By way of illustration, let us suppose that A1 and A2 are zero matrices, K1(t, s) =
K2(t, s) = E, λ < 0, μ < 0, ‖u‖ ≤ ρ, and ‖ν‖ ≤ σ. Then Condition 1 reduces to the
form

ρ| cosω1t|S ∗− σ| cosω2t|S �= ∅ ∀t ≥ 0,

where ω1 =
√
−λ, ω2 =

√−μ, and S ⊂ Rn is the ball of unit radius centered at the
origin. Evidently it is not met. Let us set I(t) = (ω1/ω2)t. It is easy to show that
under the constraints ω1 > ω2 and ρ/ω1 ≥ σ/ω2 on the game parameters, Condition 2
holds and, what is more, the pursuer can catch the evader at a finite moment of time
starting from any initial positions.
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N-person differential games:

examples and counterexamples

S. V. Chistyakov
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Model examples of differential and other games illustrating invalidity of some fre-
quently declared statements are considered in the paper.

The first of the examples shows that in a non-cooperative differential game with
terminal gains there may exist several equilibrium paths initiated by an ε-equilibrium
in the Nash sense (with ε → 0), while for different equilibrium paths the players’
gains are also different. The latter proves that it is generally not possible to cor-
rectly determine the concept of value (price) of the game for non-cooperative games.
This point is well-known for usual non-differential non-cooperative games. However,
despite this, in some works on non-cooperative differential games the equilibrium is
being sought (with no reason given) in accordance with the solution of the equation
(of Bellman–Isaacs type for the function of the game value).

The second example considered illustrates the problem of dynamic stability in
cooperative differential games. On the basis of one of the earlier suggested definitions
of dynamic stability in differential games with terminal gains of the players, the
authors of the above-mentioned definition determined the dynamic stability of the
Pareto optimality principle. Commenting on the notion of dynamic stability, the
authors underlined that if some cooperative solution is dynamically stable, the players
have no reasons to deflect from the so-called conditionally optimal path that represents
this solution. By the example of a particular case the paper illustrates that there are
still significant reasons for this.

Two last examples referring not only to differential games show that regardless of
the opinion stated in several books, the equation

inf
y∈Y

sup
x∈X

K(x, y) = sup
x∈X

inf
y∈Y

K(x, y)

is not sufficient for the existence of an ε-equilibrium in any zero-sum game 〈X,Y,K〉
with any ε > 0.
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Асимптотическое разложение решения сингулярно

возмущенной задачи оптимального управления

с интегральным выпуклым критерием качества,

терминальная часть которого зависит

от медленных и быстрых переменных

(Asymptotic expansion of a solution to a singularly

perturbed optimal control problem with a convex

integral performance index whose terminal part

depends on slow and fast variables)

А. Р. Данилин (A. R. Danilin), А. А. Шабуров (A. A. Shaburov)

Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН,
Екатеринбург, Россия
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Рассматривается задача оптимального управления с интегральным выпуклым
критерием качества для одной линейной системы с быстрыми и медленными
переменными в классе кусочно непрерывных управлений с гладкими ограниче-
ниями на управление⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ẋε = A11xε + A12yε + B1u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ ≤ 1,

εẏε = A22yε + B2u, xε(0) = x0, yε(0) = y0, ∇ϕ2(0) = 0,

J(u) := ϕ1(xε(T )) + ϕ2(yε(T )) +

∫ T

0

‖u(t)‖2 dt → min,

где x ∈ Rn, y ∈ Rm, u ∈ Rr;Aij , Bi, i, j = 1, 2, — постоянные матрицы соответству-
ющей размерности, а ϕ1(·), ϕ2(·) — непрерывно дифференцируемые на Rn, Rm

строго выпуклые и кофинитные функции в смысле выпуклого анализа. В общем
случае для такой задачи принцип максимума Понтрягина является необходимым
и достаточным условием оптимальности и существуют единственные векторы lε
и ρε, определяющие оптимальное управление по формуле

uε(T − t) :=
C∗

1,ε(t)lε + C∗
2,ε(t)ρε

S(C∗
1,ε(t)lε + C∗

2,ε(t)ρε)
,

где
C∗

1,ε(t) := B∗
1eA

∗
11t + ε−1B∗

2W∗
ε(t), C∗

2,ε(t) := ε−1B∗
2eA

∗
22t/ε,

Wε(t) := eA11t

∫ t

0

e−A11τA12eA22τ/ε dτ, S(ξ) :=

{
2, 0 ≤ ξ ≤ 2,

ξ, ξ > 2.

Основное отличие статьи от работы [10] заключается в том, что терминальная
часть функционала качества зависит не только от медленных переменных, но и
от быстрых переменных. Доказано, что в случае конечного числа точек смены
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вида управления, начинающихся с постоянного знаменателя, можно построить
асимптотику начального вектора сопряженного состояния λε = (lε, ρε)

T, который
определяет вид оптимального управления. Показано, что асимптотика имеет сте-
пенной характер.
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Устойчивость управляемости динамических неравенств

(Stability of controllability of dynamic inequalities)
∗

А. А. Давыдов (A. A. Davydov)

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Москва, Россия

НИТУ “МИСиC”, Москва, Россия
davydov@mi.ras.ru

Понятие грубости динамических систем было введено А.А. Андроновым и
Л.С. Понтрягиным в работе [1]. Оно относилось к структурной устойчивости
семейства фазовых кривых дифференцируемого векторного поля на двумерном
диске, не обращающегося в нуль на границе диска и не касающегося этой грани-
цы. В этой работе были найдены необходимые и достаточные условия на вектор-
ное поле и семейство его фазовых кривых такие, что поле, удовлетворяющее этим
условиям, и любое поле, достаточно C1-близкое к нему, имеют фазовые портре-
ты в этом диске, которые переводятся один в другой близким к тождественному
гомеоморфизмом этого диска. Эта работа оказала огромное влияние на развитие
качественной теории динамических систем в XX в. и создание общей теории дина-
мических систем. Одним их этапов этого развития стала фундаментальная теоре-
ма о структурной устойчивости типичных дифференцируемых векторных полей
на ориентируемых компактных поверхностях, доказанная М. Пейшоту [2, 3].
Аналогичная задача для динамических неравенств или управляемых систем

на поверхности M (и те и другие локально можно рассматривать как специ-
альные дифференциальные включения вида ẋ ∈ {v : F (x, v) ≤ 0, v ∈ TxM} и
ẋ ∈ {v : v = f(x, u), u ∈ U}) при таком же определении структурной устойчиво-
сти гораздо сложнее. Ее постановка для динамических неравенств восходит по
сути к работе А.Д. Мышкиса [4], в которой он поставил задачу описания семей-
ства орбит динамического неравенства. В частности, такая задача естественным
образом включает анализ устойчивости различных типов управляемости таких
систем и неравенств.
Для типичных управляемых систем на ориентируемых компактных поверхно-

стях (например, для типичных бидинамических систем на сфере) структурная
устойчивость была доказана в работе [5] (см. также [6]). Теорема о структурной
устойчивости типичных динамических неравенств (с локально ограниченными
производными) на компактных ориентируемых поверхностях не доказана до сих
пор. Однако значительная предварительная работа уже проделана: установле-
ны устойчивость свойств локальной управляемости таких неравенств и устойчи-
вость ростков фазовых портретов при движении с предельными скоростями [7].
В 2007 г. структурная устойчивость была доказана для типичных простейших
динамических неравенств на плоскости с ограниченным дополнением к области
полной управляемости [8].
Доклад посвящен этим результатам и связанным с ними результатам в смеж-

ных областях математики.
∗Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки России
(проект 1.638.2016/ФПМ).
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Вариации типа v-замены времени
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Задачи с фазовыми ограничениями привлекали внимание специалистов с са-
мого начала развития теории оптимального управления (см., например, [1]). При
этом, как известно, обобщение принципа максимума Понтрягина на эти зада-
чи было сопряжено со значительными трудностями, поскольку здесь мы имеем
дело с бесконечным (континуальным) числом ограничений типа неравенств, а
необходимые условия экстремума в них содержат меру. Известные способы дока-
зательства принципа максимума (ПМ) технически довольно сложны и вряд ли
доступны широкому кругу читателей, кроме узкого круга специалистов. Поэтому
вопрос о более простом и ясном доказательстве остается актуальным.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 16-01-00585.
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Как известно, стандартный способ получения ПМ в задачах оптимального
управления состоит во введении так называемых игольчатых вариаций управле-
ния, предложенных Э. Макшейном и примененных В.Г. Болтянским и Л.С. Понт-
рягиным [1] для доказательства ПМ в так называемой понтрягинской задаче, не
содержащей фазовых ограничений. Однако при наличии таких ограничений ап-
парат стандартных игольчатых вариаций вряд ли возможно использовать, ибо
уже производная соответствующей траектории x(t) по ширине иголки будет раз-
рывной функцией. Более удобным (и технически простым, но нетривиальным)
аналогом игольчатых вариаций являются так называемые вариации типа v-за-
мены времени. Они были предложены А.Я. Дубовицким и А.А. Милютиным еще
в 1965 г. [2] и систематически использовались ими для доказательства ПМ в
общей задаче оптимального управления, включающей как фазовые, так и сме-
шанные ограничения.
Идея v-замены состоит в переходе от исходного времени t к новому времени τ ,

при котором исходное время t = t(τ) становится еще одной фазовой переменной,
подчиненной уравнению dt/dτ = v(τ), где v(τ) ≥ 0 есть произвольная измеримая
ограниченная функция, которая трактуется как еще одно управление. Принципи-
альный момент состоит здесь в том, что эта замена не взаимно однозначна (там,
где v(τ) = 0), и по этой причине малые вариации управления v(τ) порождают
немалые (так называемые понтрягинские) вариации исходного управления u(t).
Использование этого приема в общем случае требует, однако, привлечения глу-
боких фактов теории функций действительного переменного.
В конце 1990-х годов А.А. Милютин предложил использовать упрощенный ва-

риант v-замены с кусочно постоянной функцией v(τ). Этим способом он доказал
принцип максимума для общей понтрягинской задачи, т.е. задачи с концевыми
ограничениями, но без фазовых.
В случае кусочно постоянной функции v(τ) ее вариации порождают по су-

ти дела те же игольчатые вариации исходного управления u(t) (точнее, пакет
игольчатых вариаций), но с некоторым отличием от последних. Оно состоит в
том, что мы не заменяем оптимальное управление на малом отрезке около базо-
вых точек пакета, а расшиваем эти точки, вставляя в эти места малые отрезки
с произвольными наперед заданными значениями управления. Поскольку этих
точек несколько, в итоге получаем пакет игольчатых вариаций. Такие “вставные”
иголки имеют следующие два преимущества по сравнению с обычными:
а) оптимальное управление может быть произвольной измеримой ограничен-
ной функцией, тогда как для использования игольчатых вариаций надо
требовать его кусочной непрерывности (иначе не получим гладкой зависи-
мости траектории от ширины иголки);

б) v-замена дает гладкую управляемую систему, определенную по крайней ме-
ре в целой окрестности оптимального процесса, тогда как игольчатые вари-
ации приводят к задаче, функции которой определены лишь на неотрица-
тельном ортанте конечномерного пространства (точнее, в его пересечении
с окрестностью нуля), соответствующем ширинам иголок в данном пакете
(см. [3]).

Последнее обстоятельство представляется нам весьма существенным.
Применение кусочно постоянной v-замены к задаче с фазовыми ограничени-

ями позволяет свести эту задачу к вспомогательной (так называемой присоеди-
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ненной) задаче в конечномерном пространстве, аргументами которой служат
произвольно выбранные значения управления на участках постоянства функ-
ции v(τ), а также начальное значение фазовой переменной x. Наличие фазовых
ограничений приводит к тому, что в этой конечномерной задаче имеется бес-
конечное число ограничений типа неравенств, т.е. это не есть обычная гладкая
конечномерная задача. (В зарубежной литературе такие задачи принято назы-
вать полубесконечными.) Однако условия оптимальности (локального минимума)
для такой задачи известны (см., например, [4]); их специфика лишь в том, что
они содержат меру, сосредоточенную на множестве индексов (моментов времени)
активных неравенств. Применяя эти условия к присоединенной v-задаче и пере-
писывая их в терминах исходной задачи, мы получаем множество соответству-
ющих наборов множителей Лагранжа, которое является непустым компактом
в некоторой топологии (обычной топологии по конечномерным множителям и
слабой-∗ относительно меры). Каждый элемент этого компакта (т.е. набор мно-
жителей Лагранжа) обеспечивает выполнение принципа максимума на конечном
множестве выбранных значений управления и времени, соответствующем данной
v-замене.
Таким образом, для каждой кусочно постоянной функции v(τ) мы имеем

свою присоединенную задачу и свой компакт, состоящий из наборов множителей
Лагранжа. Ясно, что если одна v-замена “богаче” другой (имеет больше моментов
времени t, которые расшиваются, и больше выбранных значений управления),
то соответствующий ей компакт уже того другого. Тем самым компакты, порож-
денные всевозможными кусочно постоянными v-заменами, естественным образом
частично упорядочены по включению и поэтому в силу их непустоты образуют
центрированную систему. Взяв любой элемент из их пересечения, мы получаем
единое условие оптимальности — набор множителей Лагранжа, для которого ПМ
выполнен при всех значениях управления и времени.
Подробное изложение описанной схемы дано в [5, 6].
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Рассматривается следующая управляемая система, описываемая одномерным
волновым уравнением:

ytt(t, x) = yxx(t, x) − q(x)y(t, x), 0 < t < T, 0 < x < l,

−yx|x=0 = u(t), yx + σy|x=l = 0, 0 < t < T,

y|t=0 = v0(x), yt|t=0 = v1(x), 0 < x < l.

Параметры системы T , l, σ и непрерывный коэффициент q(x) считаются извест-
ными. Задача ставится в классе сильных обобщенных решений y(t, x), соответ-
ствующих граничным управлениям

u = u(t) ∈ H = L2(0, T )

и начальным состояниям

v = (v0(x), v1(x)) ∈ F = H1(0, l)× L2(0, l),

где L2(0, T ) и L2(0, l)— пространства Лебега, аH1(0, l) = W 1
2 (0, l)— пространство

Соболева.
Цель управления u = u(t) состоит в переводе системы в конечный момент вре-

мени T на заданное терминальное множество M ⊂ F, являющееся замкнутым
линейным аффинным многообразием. Будем считать, что известно представле-
ние вида M = f ⊕ L с направляющим подпространством L ⊂ F и вектором
сдвига f ∈ L⊥. Если P : F → L⊥ — оператор ортогонального проектирования в
пространстве F на ортогональное дополнение L⊥ ⊂ F, то множество M можно
описать линейным уравнением

M = {ϕ ∈ F | P ϕ = f}.

Пусть A : H → F — традиционный оператор управления [1], значениями кото-
рого являются терминальные состояния системы:

Au = (y(T, x), yt(T, x)) ∈ F.

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00539).
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Тогда рассматриваемая здесь задача наведения на многообразие M может быть
записана в форме линейного операторного уравнения

P Au = f.

В случае точечных целей, когда M = {f}, L = {0}, P = I и управляющей
стороне известны начальные состояния v(x) ∈ F, такие задачи хорошо изучены и
могут быть решены численно [1], а в отдельных случаях, например, при q(x) = 0,
и аналитически [2, 3]. В данной работе предполагается, что M — линейное много-
образие общего вида, начальное состояние v ∈ F неизвестно и управление u ∈ H
строится позиционным образом [4] с учетом результатов наблюдений за смеще-
ниями g(t) на управляемом краю:

g(t) = y|x=0, g ∈ H1(0, T ).

Авторами разработан устойчивый к возмущениям в наблюдении g(t) численный
метод построения позиционного управления, представляющий собой комбина-
цию метода из [5] и процедуры численного решения вспомогательного линейного
операторного уравнения с привлечением вариационного метода [1]. Приводятся
соответствующие вычислительные иллюстрации.
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Basic formulas. Our approach to the integration of nonlinear PDEs is based on
the presentation of the functions and their partial derivatives in a special form.

Proposition 1. Under the transformation of functions x(u, v) and y(u, v) into
functions λ(x, v) and ρ(x, v) by means of solving the system of equations

u− λ(x, v) = 0, y − ρ(x, v) = 0, (1)

the corresponding partial derivatives of the functions are transformed according to the
rules

xv = −λv

λx
, xu =

1

λx
, yv = −ρx

λv
λx + ρv, yu =

ρx

λx
, (2)

xuv = − λxx

(λx)3
, yuv =

ρxv

λx
+
−ρxλxv − ρxxλv

(λx)2
+

ρxλxxλv

(λx)3
. (3)

These formulas arise in the context of presentation of the functions and their deriva-
tives in the parametric form

f(x, y) = u(x, t), fx = ux −
ut

vt
vx = p, fy =

ut

vt
= s, fxy =

pt
vt

,

which was introduced by the author and has been used for integration of nonlinear
PDEs appearing in various problems of modern mathematical physics [1–3].

Equations of nonlinear fields theory. In this section we construct particular
solutions of the sine-Gordon equation

φuv − sin(φ(u, v)) = 0. (4)

Theorem 1. Equation (4) after the change of the function

φ(u, v) = arcsin(x(u, v))

and the use of formulas (2)–(3) takes the form

λx(1− x2)λxv + λv(−1 + x2)λxx + xλ3
x(1− x2)3/2 = 0.

It has a solution of the form

λ(x, v) = A
(√

1− x2
)
+ Bv,

where

A(z) =

∫ √
(−1 + z2)(−2z + C1B)B

(z − 1)(z + 1)(−2z + C1B)
dz + C2,
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which in the general case is an elliptic function, where B and Ci are parameters and
z =

√
1− x2.

Under the condition C1 = −2/B this yields the expression

A(z) = −
√

B
√
−(2z2 − 2)(z + 1)B artanh

(
1

2

√
−2Bz + 2B√

B

)
(z + 1)−1

× 1√
−2B(z − 1)

+ C3,

which after further transformations and simplifications leads to the solution of equa-
tion (4)

φ(u, v) = arcsin

(
4

e−u+v(e−2u+2v − 1)

(e−2u+2v + 1)2

)
. (5)

Note that the obtained solution has the form different from the known one.

Proposition 2. The equation

yuv − y(u, v)3 = 0, (6)

which is encountered in the theory of the Yang–Mills equations, in new variables takes
the form

ρxvλ2
x − λxρxλxv − λxρxxλv + ρxλxxλv − ρ3λ3

x = 0. (7)

The solutions of equation (6) are constructed with the help of solutions of the
undetermined relation (7) by means of eliminating the variable v from condition (1).

Theorem 2. A particular solution of equation (6) has the form

y(u, v) = −2
(
16C2

4
√
4v + C3C3 + 4

√
S(u, v)

)
C3

16C2
2

√
4v + C3C3

2 − S(u, v)
,

where

S(u, v) = 6C2
2C

3/2
3 (4v + C3) ln

(
2v + C3 −

√
4 v + C3

√
C3

2v + C3 +
√
4v + C3

√
C3

)
+ 24C2

2C
3/2
3 (4v + C3) artanh

(√
4v + C3√

C3

)
+ 64C2

3(4v + C3)(u − C1)

and Ci are parameters.

Proposition 3. The equation

ftt − frr − 2
fr
r

+ 2
f(r, t)

r2
− 3

f(r, t)2

r
+ f(r, t)3 = 0

is an exact reduction of the SU(2) Yang–Mills equations in the spherical system of
coordinates. In the light variables u = r − t, v = r + t this equation takes the form

∂2

∂u∂v
x(u, v) +

μ x(u, v)(x(u, v)2 − 1)

(u− v)2
= 0, (8)

where μ is a parameter. Applying formulas (1) and (2) allows one to get examples of
its solutions.
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Theorem 3. After a transformation equation (8) takes the form

λxxλvλ2 − 2vλxxλvλ + v2λxxλv − λvxλxλ2

+ 2vλxvλxλ− v2λvvλx + μ x(x2 − 1) = 0. (9)

The simplest particular solutions of equation (9) are

(i) λ(x, v) = v + (v + C1)x
2, μ =

1

2
,

(ii) λ(x, v) = −12xv + 12x2v + 4vx3 + vx3C1C2 + 4v + x3C2
2

−12x− 12x2 − 4x3 + x3vC2
1 + x3C1C2 − 4

, μ =
2

9
.

Case (i) leads to a solution of equation (8) of the form

x(u, v) =

√
(v + C1)(u − v)

v + C1
.

In case (ii) we get a solution that has a very cumbersome form, which under the
condition C2 = 0 looks like

x(u, v) = 4
(u− v)uvC1

(−4u + uvC2
1 + 4v) 3

√
(−4v + 4u)u2v2C1

+ 4
u− v

−4u + uvC2
1 + 4v

+
C1

3
√
(−4v + 4u)u2v2C1

−4u + uvC2
1 + 4v

.
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Позиционный принцип минимума
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В работах [1, 2] был доказан позиционный принцип минимума — необходи-
мое условие глобальной оптимальности, усиливающее принцип максимума для
непрерывных задач динамической оптимизации (в том числе для негладких),
а в [3, 4] — для дискретных и импульсных соответственно. Усиление фунда-
ментального принципа максимума в указанных классах задач достигается пу-
тем использования позиционных управлений спуска по функционалу, формируе-
мых в рамках конструкций принципа максимума, но с позиционно возмущенной
котраекторией (решением сопряженной системы). Эффективность позиционно-
го принципа минимума (по сути — отсутствие позиционных вариаций спуска
на оптимальном процессе) обусловлена его нелокальностью и свойством алго-
ритмичности — нарушение на данном процессе сопровождается предъявлением
улучшающего процесса.
Основное внимание будет сосредоточено на варианте позиционного принципа

минимума для дискретных процессов и основанных на нем итерационных алго-
ритмах решения задач оптимального управления.
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Problems of this work go back to Andronov and Pontryagin, who introduced the
concept of structurally stable dynamical systems. We deal here with the concept of C1

Ω-stability for dynamical systems of skew product class and investigate approximate
properties (in the C1-topology) of Ω-stable skew products of maps of an interval.

Let I = I1 × I2 be a closed rectangle in the plane (I1 and I2 are closed intervals).
A map F : I → I is called a skew product of maps of an interval if the equality

F (x, y) = (f(x), gx(y)), where gx(y) = g(x, y),

holds for every point (x, y) ∈ I. Then, for every n ≥ 1 we have

Fn(x, y) = (fn(x), gx,n(y)), where gx,n(y) = gfn−1(x) ◦ . . . ◦ gx(y). (1)

Denote by T̃ 1(I) the space of C1-smooth skew products of maps of an interval
(with the standard C1-topology) satisfying

F (∂I) ⊂ ∂I

for every F ∈ T̃ 1(I), where ∂(·) is the boundary of a set.

Definition 1. A map F ∈ T̃ 1(I) is said to be Ω-stable (with respect to home-
omorphisms of skew product class) if for every δ > 0 there exists a neighborhood

B̃1
ε (F ) of a map F in the space T̃ 1(I) such that for every map Φ ∈ B̃1

ε (F ) one can
find a homeomorphism H : Ω(Φ) → Ω(F ), where Ω(·) is the nonwandering set of a
map, such that H(x, y) = (h1(x), h2,x(y)) and H is δ-close in the C0-topology to the
identity map and satisfies the equation

H ◦ Φ|Ω(Φ) = F ◦H|Ω(F ).

Denote by T̃ 1
∗ (I) the subspace of the space T̃ 1(I) that consists of skew products

with Ω-stable (in the space of C1-smooth maps of the closed interval I1 into itself)
quotients of type � 2∞ (i.e., with Ω-stable quotients having periodic orbits with pe-
riods /∈ {2i}i≥0).

Further, we need, first, the definition of the special multifunctions for a skew prod-
uct of maps of an interval and, second, a decomposition theorem for the space T̃ 1

∗ (I)
(see [1, 2] for details).

Definition 2. Let F ∈ T̃ 1
∗ (I). The multifunction ΩF : Ω(f) → 2I2 is said to be

the Ω-function of a map F if for every x ∈ Ω(f) the following equality holds:

ΩF (x) = (Ω(F ))(x) = {y ∈ I2 : (x, y) ∈ Ω(F )},
∗The work was partially supported by the Ministry of Education and Science of the Russian
Federation (grant no. 1.3287.2017).
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where 2I2 is the space of all closed subsets of the closed interval I2 with the exponential
topology; (·)(x) is the slice of a set by vertical fiber over a point x ∈ Ω(f).

The multifunctions ΩF
n : Ω(f) → 2I2 (n ≥ 1) are called the auxiliary functions for

the Ω-function of a map F if for every x ∈ Ω(f) it holds that

ΩF
n (x) = Ω(gx,n) (see formula (1)).

The multifunctions ΩF
n : Ω(f) → 2I2 (n ≥ 1) are called the suitable functions for

the Ω-function of a map F if their graphs coincide with the closures of the graphs
of the corresponding auxiliary functions; moreover, for every x ∈ Ω(f) the following
equality is valid:

ΩF
n (x) = (ΩF

n )(x).

Let F ∈ T̃ 1
∗ (I) and {l∗i }i≥i∗ (for some i∗ ≥ 1) be the recurrence time set of

f -trajectories of neighborhoods of all points from the set Ω(f). Then, one of the
following cases is possible:

(1) the sequence of auxiliary functions {ΩF
l∗i
}i≥1 contains at most a finite number

of discontinuous functions;

(2) case (1) is not realized, but the sequence of suitable functions {ΩF
l∗i
}i≥1 contains

at most a finite number of discontinuous functions;

(3) the sequence of suitable functions {ΩF
l∗i
}i≥1 contains a countable number of

discontinuous functions, and the Ω-function is continuous;

(4) the sequence of suitable functions {ΩF
l∗i
}i≥1 contains a countable number of

discontinuous functions, and the Ω-function is discontinuous.

Denote by T̃ 1
∗,j(I) (1 ≤ j ≤ 4) the subspace of maps from T̃ 1

∗ (I) satisfying condi-
tion (j).

Decomposition theorem. Every subspace T̃ 1
∗,j(I) is not empty, and T̃ 1

∗ (I) =⋃4
j=1 T̃ 1

∗,j(I).

Nongenericity of Ω-stability for Cr-diffeomorphisms (r ≥ 2) was proved by Abra-
ham and Smale in dimensions ≥ 3 and by Newhouse in dimension 2. Considerations
for maps from the space T̃ 1

∗ (I) were performed in [2–4].

Theorem 1. Let a map F ∈ T̃ 1(I) be Ω-stable. Then F ∈ T̃ 1
∗,1(I). Moreover,

there exists a map F∗ ∈ T̃ 1
∗,1(I) such that a neighborhood B̃1

ε (F∗) of it in the space

T̃ 1
∗,1(I) does not contain Ω-stable skew products.

Definition 3. A family of fiber maps of a skew product F ∈ T̃ 1
∗,j (1 ≤ j ≤ 4) is

called densely stable as a whole in the C1-topology if there is an open set A(f) ⊂ I1
such that the set A∗(f) = A(f)

⋂
Ω(f) (where A∗(f) �= Ω(f)) is everywhere dense in

Ω(f) and satisfies the following: For every δ > 0 one can find a neighborhood B̃1
ε (F )

of F in T̃ 1
∗ (I) such that for every map Φ ∈ B̃1

ε (F )
⋂

T̃ 1
∗,j′(I) (1 ≤ j′ ≤ 4), Φ(x, y) =

(ϕ(x), ψx(y)), and every recurrence time l∗i (i ≥ i∗) there exists a homeomorphism

H〈l∗i 〉 : ΩF
l∗i |A∗(f)

→ ΩΦ
l∗i |A∗(ϕ)

, where H〈l∗i 〉(x, y) = (h1(x), h
〈l∗i 〉
2,x (y)), that is δ-close in

the C0-topology to the identity map and satisfies the equality h1(A
∗) = A∗(ϕ) and
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for every (x, y) ∈ ΩF
l∗i |A∗(f)

the equality

h
〈l∗i 〉
2,x |ΩF

l∗
i |A∗(f)

(x)
◦ gx,l∗i |ΩF

l∗
i |A∗(f)

(x)
(y) = ψh1(x),l∗i |ΩΦ

l∗
i |A∗(ϕ)

(h1(x))
◦ h

〈l∗i 〉
2,x |ΩF

l∗
i |A∗(f)

(x)
(y).

Note that for every 1 ≤ j ≤ 4 there exists a map Fj ∈ T̃ 1
∗,j(I) with family of fiber

maps densely stable as a whole in the C1-topology.
We also prove a criterion of C1-approximability of maps from the subspaces T̃ 1

∗,j(I)
(j �= 2) with the use of Ω-stable skew products of maps of an interval.

Theorem 2. Let F ∈ T̃ 1
∗,j(I) (j = 1, 3 or 4) be a skew product with family

of fiber maps densely stable as a whole (in the C1-topology). Then F admits an
approximation in the C1-topology by means of C1 Ω-stable skew products of maps of
an interval with an arbitrary degree of accuracy if and only if for every locally maximal
f -quasiminimal set K(f) and i ≥ i∗ there exists a connected component CK(f),i of
the space of C1-smooth Ω-stable maps of the interval I2 into itself that satisfies

{gx,l∗i }x∈K(f) ⊂ CK(f),i,

where (·) means the closure of a set.
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Анализ линейно-квадратичных задач управления

системами с распределенными параметрами

(Analysis of linear–quadratic control problems

for systems with distributed parameters)

А. И. Егоров (A. I. Egorov),
Л. Н. Знаменская (L. N. Znamenskaya)

Московский физико-технический институт, Долгопрудный, Россия
egorov@4unet.ru, znamenskaia.ln@mipt.ru

Рассматриваются задачи управления системами с распределенными парамет-
рами, которые описываются линейными неоднородными краевыми задачами для
параболических и гиперболических уравнений. Управляющие параметры входят
в граничные условия.

90



Анализируются точные и приближенные методы решения различных задач
оптимального управления системой, описываемой краевой задачей⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
=

n∑
i, j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
− c(x)u, (t, x) ∈ QT ,

u(0, x) = 0, x ∈ D,

n∑
i, j=1

aij(x)
∂u

∂xj
cos(n, xi) + h(x)u = p(t)g(x), (t, x) ∈ HT ,

в которой p(t) — управление. Результаты сформулированы в виде теорем о раз-
решимости соответствующих задач, их приближенном решении и устойчивости
приближений относительно погрешностей вычислений.
Задача 1 (задача об управлении с минимальной энергией). Используя до-

пустимые управления p(t) ∈ L2(0, T ), требуется перевести объект в состоя-
ние u(T, x) = ϕ(x) так, чтобы на соответствующем управлении функционал
J [p] =

∫ T

0
p(t) dt достигал своего наименьшего значения. Момент времени T фик-

сирован (задан).
Задача 2. В том же классе допустимых управлений требуется найти управ-

ление, на котором функционал

J1[p] =

∫
D

[u(T, x)− ϕ(x)]2 dx + β

∫ T

0

p2(t) dt

достигает наименьшего значения, ϕ(x) — заданная функция, момент времени T
фиксирован.
По задаче 1
1) получены необходимые и достаточные условия существования и единствен-
ности решения (см. [1, 2]);

2) получены достаточные условия существования решения (см. [1, 2]) и нераз-
решимости задачи (см. [1]);

3) проанализированы приближенные методы решения задачи, доказаны теоре-
мы об устойчивости и неустойчивости приближений относительно началь-
ных данных (см. [1, 2]). Проанализирована также связь между задачами 1
и 2.

Задача 2 решена на основе принципа максимума и методом динамического
программирования. Выполнен сравнительный анализ этих методов. Проанали-
зированы методы приближенного решения.
Проблемы наблюдаемости рассматриваются для систем, описываемых сово-

купностью уравнений с обыкновенными и частными производными (см. [4]). Од-
на из таких систем описывается краевой задачей⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

utt(t, x) = a2uxx(t, x), u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(t),

α1ux(t, 0)− β1u(t, 0) = z1(t), α2ux(t, �) + β2u(t, �) = z2(t),

z̈1(t) + λ2
1z1(t) = b1ux(t, 0), z1(0) = z0

1 , ż1(0) = z1
1 ,

z̈2(t) + λ2
2z2(t) = b2ux(t, �), z2(0) = z0

2 , ż2(0) = z1
2 .
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Задача 3 (задача граничной наблюдаемости). Найти период времени T и
начальное состояние системы u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x) по результатам гра-
ничного наблюдения u(t, 0) = w1(t), u(t, �) = w2(t) в течение периода времени T .
Получено в явном аналитическом виде решение задачи 3. Доказано, что най-

денный период времени T = �/a нельзя уменьшить. Найдены условия, при кото-
рых задача не имеет решения (см. [3, 4]).
Задачи управляемости рассматривались для колебательных систем с распре-

деленными и сосредоточенными параметрами (см. [4]). Например, для системы,
описываемой краевой задачей (см. [4, 5])⎧⎪⎨⎪⎩

utt(t, x) = a2uxx(t, x), u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x),

u(t, 0) = ν(t), u(t, �) = y(t),

ÿ(t) + (ak)2y(t) = bux(t, �), y(0) = y0, ẏ(0) = y1.

Задача 4 (задача граничной управляемости). Найти период времени T и
функцию ν(t) такие, что решение краевой задачи u(t, x) c начальными значе-
ниями u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x) в момент времени T принимает нулевые
финальные значения u(T, x) = 0, ut(T, x) = 0.
Решение задачи управляемости получено в явном аналитическом виде. Рас-

смотрена связь с конечномерной аппроксимацией задачи управляемости приве-
денной колебательной системы.
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Быстрое автоматическое

дифференцирование и приложения

(Fast automatic differentiation and applications)
∗

Ю. Г. Евтушенко (Yu. G. Evtushenko), А. Ф. Албу (A. F. Albu),
В. И. Зубов (V. I. Zubov)

Вычислительный центр им. А.А. Дородницына ФИЦ ИУ РАН, Москва, Россия
Московский физико-технический институт, Долгопрудный, Россия

yuri-evtushenko@yandex.ru, alla.albu@mail.ru, vladimir.zubov@mail.ru

При численном решении задач управления сложными динамическими систе-
мами задача оптимального управления обычно сводится к задаче нелинейного
программирования. В ВЦ РАН на протяжении почти 50 лет проводятся рабо-
ты по созданию и совершенствованию численных методов решения такого ро-
да задач. Часто они решаются градиентными методами минимизации целевого
функционала. А для этого необходимо уметь точно вычислять градиент целевой
функции.
Методология быстрого автоматического дифференцирования (БАД) — это об-

щий подход к дифференцированию сложных функций, возникающих в много-
шаговых процессах. По своей сути эта методология представляет собой метод
множителей Лагранжа, который применяется к дискретному варианту задачи
оптимального управления. Рассматриваемая задача оптимального управления
в этом случае формулируется в конечномерном пространстве. Градиент функ-
ционала вычисляется с помощью сопряженной задачи и определяется сразу в
дискретном виде. БАД-методология позволяет выбрать такую аппроксимацию
сопряженной задачи, которая согласована с дискретизацией прямой задачи и с
аппроксимацией целевого функционала. Она предлагает канонические форму-
лы, позволяющие точно вычислять градиент целевой функции дискретной зада-
чи оптимального управления. Использование БАД-методологии позволяет полу-
чить точное значение градиента дискретного целевого функционала при наличии
дискретных связей за время, не превосходящее утроенного времени вычисления
самой функции.
БАД-методология — необходимый компонент при решении задач, в которых

вычисление производных “вручную” слишком сложно, а традиционные числен-
ные методы определения градиента работают с неприемлемой точностью. Этот
подход оказался эффективным и при вычислении градиента достаточно сложной
функции многих переменных. Из общих формул дифференцирования несложно
получить формулы БАД для определения градиента функций многих перемен-
ных. При этом вычисление значения функции представляется как многошаговый
процесс, в котором введены новые фазовые переменные. Эти фазовые перемен-
ные являются функциями независимых переменных, по которым ищутся произ-
водные заданной функции.
БАД-методология используется при решении многих задач, позволяя найти

производные сложных функций с высокой точностью. Разработанные в ВЦ РАН
∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 17-07-00493a, 17-07-00510а).
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методы, использующие БАД-методологию, эффективно использовались при ре-
шении многих теоретически сложных прикладных задач, имеющих большое зна-
чение для народного хозяйства нашей страны. Например, они были применены
при решении актуальных задач из области материаловедения, при решении за-
дачи моделирования и управления процессом сварки материалов, задачи управ-
ления процессом кристаллизации металла в литейном деле.

Стабилизация тела в электромагнитном подвесе

(Stabilization of a body

in the electromagnetic suspension)
∗

А. А. Федюков (A. A. Fedyukov)

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского,
Нижний Новгород, Россия
TeleginSasha@yandex.ru

При переходе от нелинейной математической модели управляемого объекта к
линейной модели систему дифференциальных уравнений линеаризуют в окрест-
ности состояния равновесия. Тем самым накладывается некоторое ограничение
на область фазового пространства. В этой области линейная модель более или
менее адекватно описывает реальный объект. Заметим также, что в реальных
условиях работы система должна находиться в области ее допустимых состоя-
ний. В связи с этим возникает необходимость учитывать в модели ограничения
на фазовые переменные объекта.
В работе рассматривается задача синтеза управления по выходу, обеспечива-

ющего стабилизацию неустойчивого объекта с ограничениями на фазовые пере-
менные. Она является сложной и актуальной в настоящее время [1, 2]. Подход
к решению основан на применении метода функций Ляпунова и аппарата ли-
нейных матричных неравенств [3]. Сформулированы достаточные условия для
существования регуляторов.
Уравнения движения тела в электромагнитном подвесе одностороннего дей-

ствия [4], имеют вид

mÿ =
CLI2

2(δ − y)2
−mg,

CL

(δ − y)
İ +

CLI

(δ − y)2
ẏ + RI = U(t), (1)

где m — масса вывешенного тела, y — координата вывешенного тела, g — уско-
рение свободного падения, CL — конструктивный параметр, δ — величина номи-
нального зазора между электромагнитом и вывешенным телом, I — сила тока в
электромагните, R — сопротивление в цепи электромагнита, U(t) — напряжение,
подаваемое на электромагнит.
Состояние равновесия системы (1) определяется равенствами y = 0, ẏ = 0,

I = Ic, где Ic =
√
2δ2mg/CL. Перейдем к безразмерным величинам. Введем

новое безразмерное время tn =
√
2g/δ t и обозначения x1 = y/δ, x2 = ẏ/

√
2gδ,

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 16-01-00606 и 18-41-520002).
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x3 = I/Ic−1, u =
√

δ/(4g2mCL)(U(t)−RIc) и линеаризуем систему в окрестности
состояния равновесия. Получим

ẋ = Ax + Bu, (2)

где

x =

⎛⎝x1

x2

x3

⎞⎠ , A =

⎛⎝0 1 0
1 0 1
0 −1 −α

⎞⎠ , B =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠ , α =
Rδ

CL

√
δ

2g
.

Введем y = Cx — измеряемый выход системы, zi = Cix, i = 0, 1, — выходы, опре-
деляющие ограничения на фазовые переменные, где C и Ci — заданные матрицы
соответствующего размера.
Требуется построить динамический регулятор вида

ẋr = Arxr + Bry,

u = Crxr + Dry,
(3)

где xr ∈ R3 — состояние регулятора, xr(0) = 0, обеспечивающий асимптоти-
ческую устойчивость замкнутой системы (2), (3) со степенью устойчивости не
меньше β и выполнение при заданных значениях γ0 и γ1 ограничений

max
t≥0

|zi(t)| ≤ γi, i = 0, 1. (4)

Теорема. Пусть начальное состояние x0, матрицы X =XT > 0, Y =Y T > 0
и величины γi, i = 0, 1 удовлетворяют системе линейных матричных нера-
венств

W T
C

(
ATX + XA + 2βX

)
WC < 0, W T

BT

(
Y AT + AY + 2βY

)
WBT < 0,(

X I3×3

I3×3 Y

)
> 0, xT

0 Xx0 ≤ 1, trace
(
CiY CT

i

)
≤ γ2

i , i = 0, 1,
(5)

где столбцы матриц WC и WBT образуют базисы ядер матриц C и BT соот-
ветственно, т.е. CWC = 0 и BTWBT = 0.

Положим

Θ =

(
Ar Br

Cr Dr

)
, A0 =

(
A 0
0 03×3

)
, B0 =

(
0 B

I3×3 0

)
,

C0 =

(
0 I3×3

C 0

)
, xc =

(
x
xr

)
, Y =

(
Y Y −X−1

Y −X−1 Y −X−1

)
,

где I3×3 и 03×3 — единичная и нулевая матрицы.
Тогда все траектории замкнутой системы (2), (3) с начальными условиями

xc(0) ∈ {xc : xT
c Y −1xc ≤ 1} удовлетворяют ограничениям (4). Параметры регу-

лятора (3) для системы при ограничениях на фазовые переменные вычисляются
как решение относительно переменной Θ линейного матричного неравенства

Ψ+ P TΘTQ + QTΘP < 0,

где Ψ = Y AT
0 + A0Y + 2βY , P = C0Y и Q = BT

0 .
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Пример 1. Предположим, что доступна измерению величина x3, пропорци-
ональная силе тока в цепи электромагнита y = x3. Численное решение проведено
в пакете MATLAB при значении параметра α = 7.5 и начальном состоянии си-
стемы (x1, x2, x3)

T = (0.05, 0, 0)T.
Для объекта (2) решен ряд задач. На плоскости параметров γ0 и γ1 получено

множество точек, для которых существует динамический регулятор, обеспечива-
ющий асимптотическую устойчивость замкнутой системы со степенью устойчи-
вости не меньше β = 0.1, и выполнены ограничения

max
t≥0

|x1(t)| ≤ γ0, max
t≥0

|x3(t)| ≤ γ1,

где x1 — величина, пропорциональная смещению тела. Вне этой области система
матричных неравенств (5) неразрешима. В частности, для значения γ0 = 0.07
получено минимальное значение γ∗

1 = 0.1367. Матрица параметров регулятора,
которая соответствует этим значениям, имеет вид

(
Ar Br

Cr Dr

)
=

⎛⎜⎜⎝
−297.48 −61.65 −144.92 99.98
−43.00 −9.35 126.31 161.53
1.47 −11.91 −281.82 −283.99
2.29 11.70 282.31 288.90

⎞⎟⎟⎠ . (6)

В работе указано множество начальных состояний, при которых регулятор (6)
стабилизирует замкнутую систему. Проведено сравнение полученного закона
управления с законом управления по выходу, обеспечивающего стабилизацию
объекта (2) без учета ограничений на x1(t) и x3(t). Показано, что такой регу-
лятор неприменим к решению данной задачи. Проведено сравнение поведения
линеаризованной (2) и нелинейной (1) моделей объекта при найденных управ-
лениях. Расчеты показали, что регулятор (6) стабилизирует нелинейную модель
электромагнитного подвеса при заданных ограничениях на фазовые переменные.
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Homotopy and fixed points of set-valued mappings

on ordered sets and some applications
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The report is in part based on joint results by T. N. Fomenko and D. A. Podoprikhin
(2018). The concept of a set-valued homotopy is introduced for set-valued mappings of
ordered sets, and some related problems are considered. In 1984Walker [3] introduced
a concept of a homotopy for isotone mappings of ordered sets. It follows from the
paper by Stong [4] that the isotone homotopy by Walker is a particular case of a
topological homotopy, for mappings of finite ordered sets. In [5], we removed the
condition of the isotone property and extended the concept of homotopy. In this
report, the concept of a set-valued homotopy is introduced.

Let (X,�) be an ordered set, x0 ∈ X , and F, G : X ⇒ X be set-valued mappings.
Let Fix(F ) := {x ∈ X | x ∈ F (x)} and T(X,)(x0) := {y ∈ X | y � x0}. Let us recall
that the order �∗ such that x � y ⇔ y �∗ x is called the dual order with respect to
the order �. We denote T ∗

(X,)(x) := T(X,∗)(x).

Definition 1. A mapping F : X ⇒ X is called isotone if for any x ∈ X , any
y ∈ F (x), and any x′ ∈ X , x′ � x, there is an element y′ ∈ F (x′) such that y′ � y.

It should be noticed that, unlike the case of a single-valued mapping, the isotone
property of a set-valued mapping F : X ⇒ X with respect to the order � is not
equivalent to its isotone property with respect to the dual order �∗.

Definition 2. Following [6, 7], we say that a mapping F : X ⇒ X covers a
mapping G : X ⇒ X on a subset D ⊆ X if, for any x ∈ D such that there are
elements u ∈ F (x) and v ∈ G(x) with v � u, there exists x′ ∈ D, x′ � x, such that
v ∈ F (x′).

It is clear that the identical mapping Id: X → X is isotone relative to the order �
as well as relative to the dual order�∗. In addition, Id covers any mapping F : X ⇒ X
relative to the order � as well as relative to the dual order �∗.

We notice that a set-valued mapping G : X ⇒ X covers the identical mapping Id
on X (relative to the order �) if, for any x ∈ X such that there is a value u ∈ G(x),
x � u, there exists a point x′ ∈ X , x′ � x, x ∈ G(x′).

Let S(G;�) stand for the totality of pairs of the form (S, g), where S ⊆ X is a chain
in X , g : S → X is a single-valued section of the mapping G on S, that is g(x) ∈ G(x)
for all x ∈ S, and the following conditions hold:

(1) g(x) � x for all x ∈ S;

(2) for all x, y ∈ S, x ≺ y ⇒ x � g(y).

Similarly, we define S∗(G;�) := S(G;�∗).
Given a point x0 ∈ X , we denote

S(x0, G;�) := {(S, g) ∈ S(G;�) | S ⊆ T(X,)(x0)}.

Definition 3. Given mappings F, F ′ : X ⇒ X , we say that the mapping F ′

majorizes the mapping F at a point x ∈ X (with respect to the order �) and write
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F ↗ F ′ at x if, for any v ∈ F (x), there is an element u ∈ F ′(x) such that v � u.
Similarly, we say the mapping F ′ minorizes F at x ∈ X (relative to �) and write
F ↘ F ′ at x if, for any v ∈ F (x), there is an element u ∈ F ′(x) such that u � v. We
say that F ↗ F ′ (F ↘ F ′) on a subset D ⊆ X if F ↗ F ′ (F ↘ F ′) at every point
x ∈ D.

It is clear that if F ↗ F ′ with respect to the order �, then F ↘ F ′ with respect
to the order �∗.

Definition 4. Let mappings F, F ′ : X ⇒ X be given. A set-valued homotopy
connecting the mappings F and F ′ is a finite family of set-valued mappings of the
form H = {H0, H1, . . . , Hn}, where Hk : X ⇒ X , k = 0, 1, . . . , n, H0 = F , Hn = F ′,
and Hk ↗ Hk+1 with respect to the order � or the order �∗.

The following statement is valid.

Theorem 1. Given mappings G, G′ : X ⇒ X on an ordered set (X,�X), let
x0 ∈ Fix(G). Let also a set-valued homotopy Q = {Q0, Q1, . . . , Qn} be given, joining
the mappings G and G′, where Q0 = G and Qn = G′. In addition, let, for any k,
1 ≤ k ≤ n, the following conditions be fulfilled with respect to the order � (the dual
order �∗):

(1) Qk−1 ↘ Qk;

(2) Qk is isotone;

(3) for any pair (S, qk) ∈ S(x0, Qk,�) ((S, qk) ∈ S(x0, Qk,�∗)) the chain S has
a lower (relative to the corresponding order) bound w ∈ X, and there is an
element v ∈ Qk(w) such that v � w (v �∗ w) and v is a lower bound of the
chain qk(S) (relative to the corresponding order).

Then, each mapping Qk has a fixed point, k = 1, . . . , n. In particular, Fix(G′) �= ∅.

Theorem 1 is a generalization of [8, Theorem 6].

In the report, some more general statements will be presented on the preservation of
fixed points under a set-valued homotopy of a set-valued mapping of ordered sets. In
addition, similar questions will be discussed with respect to the existence and existence
preservation of coincidence points of a pair of set-valued mappings of ordered sets.

Now, let us consider an antagonistic (zero-sum two-person) game, where a game
function f : X × Y → R is given on the product X × Y of the admissible strategy
spaces X and Y . In this case, player I seeks to maximize a value of the function
f(x, y), and player II seeks to minimize it. In this case, the play behavior (play rules)
of the players I and II may be described with the following set-valued mappings (if
the involved maxima and minima exist) (see, e.g. [1]):

B(x) =
{

y
∣∣ y ∈ Y, f(x, y) = min

ỹ∈Y
f(x, ỹ)

}
,

A(y) =
{

x
∣∣ x ∈ X, f(x, y) = max

x̃∈X
f(x̃, y)

}
.

Definition 5. In the described situation a pair of strategies (x0, y0) is called an
equilibrium strategy if the following conditions hold:

x0 ∈ A(y0), y0 ∈ B(x0).
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It follows from the definition that a point (x0, y0) ∈ X×Y is equilibrium if and only
if the point (x0, y0) is a fixed point of the set-valued mapping P = A×B : X × Y ⇒
X × Y , where P(x, y) = (A×B)(x, y) := A(y)×B(x).

We notice that the described notion of an equilibrium strategy in an antagonistic
game is a particular case of the more general well-known concept of Nash equilibrium
in game theory (see, e.g., [2]).

In the report, some statements will be presented on the existence of equilibrium
strategies as well as on the preservation of the property of the existing equilibrium
strategies under some discrete transformations of the game function.
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Path planning of a controlled object

in a problem of increasing the stealth with constraints

on length and curvature of trajectory
∗
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An optimal path planning problem of a controlled object with constraints on the
length and curvature of the trajectory with the objective of minimizing the integral
level of useful signal received by an observer is solved. The solution is modelled and
illustrated with some examples.

∗This research is partly supported by the Russian Foundation for Basic Research (project no. 16-
08-01076-a).
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Introduction. The history of path planning problems of controlled moving ob-
jects with the objective of optimizing the mission’s criterion (optimization criterion)
traces back to 1887, when A. A. Markov was the first to examine the so-called Dubins
car problem, where one needs to find the time optimal trajectory of a vehicle on
a plane under a constraint on the curvature radius of the trajectory. The known
solution, shown in [1] for example, is based on the Pontryagin maximum principle.

Classical optimization criteria are energy consumption, time or miss, as in [2].
Recently, non-traditional criteria have attracted interest, such as increasing the stealth
during the passage through a threat environment with regard to a potential threat
map, as in [3–5]. When solving the path planning problem where a controlled object
moves from a fixed start point to a fixed end point, the integral level of useful signal,
which is a mission success criterion, is minimized. In these problems the control vector
is the velocity vector of the moving object.

The specific features of the considered problems of increasing the stealth is that
the instant level of signal I received by an observer or sensor depends on the current
distance between the sensor and the evading object D, as well as on the absolute
instant velocity of the object v for some types of physical fields. The parameter I is
called the risk of detection. This dependence can be described with the power model

I ∼ vm

Dk
.

In this work the path planning problem with constraints on the length and curva-
ture of the trajectory with the objective of minimizing the risk of detection acquired
along the trajectory is considered. The solution is illustrated with examples of optimal
paths of a controlled object.

Maximum principle in the problem of path planning of controlled object.
The optimal control problem is as follows. Find a trajectory r(s), α(s) and a control
k(s) such that

dr

ds
= n(s), n(s) = (cosα(s), sinα(s))T (1)

with the boundary conditions

r(0) = rA, (2)

Φ(r(S)) = Φ(rB) = 0, (3)

which minimizes the integral functional

R(r(·), α(·), k(·)) =
∫ S

0

f(r(s)) ds → min
r(·), α(·), k(·)

(4)

under the trajectory-length constraint

S =

∫ S

0

ds (5)

and curvature constraint

dα

ds
= k(s), |k(s)| ≤ K. (6)
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The trajectory of a moving object with S = 3.5.

Here r(s) ∈ R2, α(s) ∈ R1, and r(s) ∈ C1(0, S). The curvature k(s) ∈ L1(0, S) is
chosen as an admissible control.

Here f(r(s)) is a function of the risk level. The criterion is a curvilinear integral
along the whole trajectory (ds is the length element of the trajectory). As the terminal
conditions, one can choose, for example, the following: r(S) = rB , the radius vector
of a given terminal point, or Φ(rB) = 0, the equation of the boundary of a given
terminal domain.

This problem can be solved with the maximum principle.

Theorem 1. Let conditions (1)–(6) be met and let r0(s), α0(s), k0(s) be a problem
solution. Then one can find a Ψ(s) = (ψ1(s), ψ2(s), ψ3(s)), a constant λ ≥ 0, not
equal to zero simultaneously, and a constant λ1 such that

ψ̇1,2(s) = −∂H

∂r
, ψ̇3(s) = −∂H

∂α
,

H(r0, α0, k0,Ψ) = λ1 for almost all s ∈ [0, S],

H(r0, α0, k,Ψ) ≤ λ1 ∀ k(s) ∈ [−K, K], ∀ s ∈ [0, S],

where

H(r, α, k,Ψ) = (Ψ(s), (n(s), k(s))T)− λ− f(r(s)),

and the vector Ψ(S) is transversal to the surface Φ(r(S)) = 0.

To solve this optimal control problem, one needs to solve the supplementary prob-
lem of finding the optimal trajectory of evading with constraint on the trajectory
length, which was solved previously in [6].

To validate the solution, a computer simulation with Python has been carried out
in the case of a controlled object moving on a plane from point A to point B when
f(r) = 1/(r, r). This example is shown in the figure.

The optimal trajectory, as well as the one in the time optimal Dubins car problem,
consists of intervals of turning with maximal curvature (AC and DB) and a special
interval (CD), where the trajectory length constraint is active. Optimal parameters
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for this interval are the result of solution of algebraic integral equations that include
normal Legendre polynomials of the first and second kind, which is based on the
solution of an optimal control problem from [6].
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Hypoelliptic diffusion, Chu duality and human vision

J.-P. Gauthier

In neuroscience, there is a model of the primary visual cortex of mammals V1
as a subriemannian structure over the group SE(2) of motions of the plane. The
Hypoelliptic diffusion associated with this metric is used for the purpose of image
completion or image reconstruction.

In my talk, I shall present the theory, together with a semi-discrete improve-
ment of the model more in accordance with the discrete structure of V1, over the
group SE(2, N) of discrete rotations and all translations. The group under consider-
ation being maximally almost periodic, and therefore subject to Chu duality, there
is a much simpler harmonic analysis on it. It results in nice and efficient algorithms
both for image completion and pattern recognition.

A preliminary version of the full work may be found in [1].
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In computation theory it is known that the three-state element is most efficient for
classical computers, but its realization remained a problem for many years. Progress
was achieved during the 1990s. The optimal number of states in the physical system
for the expression mod p, where p is a prime, is 3. Indeed, if we denote by Np this
number, it is known that Np = f(p)N2, where f(p) = p/(2 log2 p). The function
Np/N2 has the minimum when p = 3 (see [1]).

In the quantum world the many-level systems are ordinary ones. We will consider
one possible version of a quantum processor based on a many-level quantum system
and investigate its controllability from the geometric control theory point of view
(see [2]). For our purposes, we construct a special Hamiltonian case for a hydrogen-
like atom moving in and interacting with a quantized electromagnetic field. The
general form for such a Hamiltonian includes the center-of-mass motion and all the
modes of the interacting field (see [3]). We consider the following assumptions about
atom–photon interactions:

(i) all the atom–photon interactions are the electric dipole;

(ii) only three atomic levels are included in the interaction;

(iii) two quantized resonator modes interact with this three-level system;

(iv) each couple of levels interacts with only one of these modes;

(v) only two couples of levels among three possible ones interact directly (see [4]).

The levels of the third couple interact only by means of an intermediate level, and
we permit but do not consider the center-of-mass motion and large detuning from
resonances, which cause the state entanglement. In our consideration the general
form of the Hamiltonian in the electric dipole approximation is Ĥr�E = −℘E(R, t) =
−erE(R, t), and we will transform it for a three-level atom interacting with two modes
of quantized fields of radiation.

Hamiltonian for internal degrees of freedom of non-interacting atom.
We consider internal degrees of freedom of a three-level atom. Due to assump-
tions (i)–(v) only two couples of energy states are involved in the interaction. In
all cases, the intermediate state with energy Ei ≡ �ωi is labeled by the state vec-
tor |i〉. From other states, the state with higher energy is called excited, denoted
Ee ≡ �ωe and labeled by the state vector |e〉. The remaining energy level is called
the ground level, denoted Eg ≡ �ωg and labeled by the state vector |g〉. All of them
are eigenstates of the Hamiltonian Ĥatom of a non-interacting three-level atom:

Ĥatom|e〉 = �ωe|e〉, Ĥatom|i〉 = �ωi|i〉, Ĥatom|g〉 = �ωg|g〉. (1)

∗The work was supported by the Shota Rustaveli National Science Foundation (grant N FS 17-96).
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Using the completeness relation |e〉〈e| + |i〉〈i| + |g〉〈g| = 1 and the orthonormality
condition 〈j||j′〉 = δij′ for the Hamiltonian of a three-level atom, one can easily
obtain

Ĥatom =
(
|e〉〈e|+ |i〉〈i|+ |g〉〈g|

)
Ĥatom

(
|e〉〈e|+ |i〉〈i|+ |g〉〈g|

)
= Ee|e〉〈e|+ Ei|i〉〈i|+ Eg|g〉〈g|. (2)

The electric field operator. Consider two modes of the radiation field, as-
sume that the radiation field is formed in a three-mirror standing wave resonator and
decompose the electric field strength in the resonator as follows:

Ê(R̂, t) = F0aua(R̂)i(â− â+) + F0bub(R̂)i(b̂− b̂+), (3)

where F0j ≡
√
�Ωj/(2ε0Vj), j = a, b.

Here, uj(R̂) represents the mode functions of the resonator at the position R of the
atom, and Ωa and Ωb are oscillation frequencies of the field. In a classical treatment,
â+, b̂+ and â, b̂ are time dependent amplitudes. In our present treatment they are
operators which obey the commutation relations

ââ+ − â+â = 1, b̂b̂+ − b̂+b̂ = 1.

With their help, the quantized field Hamiltonian can be written in the form

Ĥfield = �Ωaâ+â + �Ωbb̂
+b̂. (4)

Here, we neglect the zero-point energy.

The interaction Hamiltonian. Consider the Hamiltonian of electric dipole
atom–photon interactions

ĤrE = −er̂Ê(R̂, t).

Substituting into this expression the expressions of the dipole moment operator er̂
and the electric field operator r̂Ê(R̂, t), we obtain

ĤrE = −F0ai
[
℘igua(R̂)σ̂ig + ℘eiub(R̂)σ̂gi

]
(â− â+)

−F0bi
[
℘eiub(R̂)σ̂ei + ℘eiub(R̂)σ̂ie

]
(b̂− b̂+). (5)

This expression contains the scalar product ℘u of the dipole moment and the mode
function u. As this product is a complex quantity, we represent it in the following
manner:

℘u = |℘u|eiϕ, (6)

where ϕ is the phase. Substituting (6) into (5), we can write the Hamiltonian of
electric dipole atom–photon interactions in the form

ĤrE = −�F0ai

[
|℘igua(R̂)|

�
σ̂igeiϕa +

|℘eiub(R̂)|
�

σ̂gie
−iϕa

]
(â− â+)

− �F0bi

[
|℘eiub(R̂)|

�
σ̂eie

iϕb +
|℘eiub(R̂)|

�
σ̂iee−iϕb

]
(b̂ − b̂+). (7)
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Introducing the Rabi frequencies

ga(R) =
|℘igua(R̂)|

�
F0a, gb(R) =

|℘eiub(R̂)|
�

F0b,

one can represent the interaction Hamiltonian (7) as

ĤrE = �ga(R̂)(−i)(σ̂igeiϕa + σ̂gie
−iϕa)(â− â+)

+ �gb(R̂)(−i)(σ̂eie
iϕb + σ̂iee

−iϕb)(b̂− b̂+). (8)

Introducing the difference of phases δϕ ≡ ϕa − ϕb in the Hamiltonian (8), we obtain

ĤrE = �ga(R̂)(−i)(σ̂igeiϕa + σ̂gie
−iϕa)(â− â+)

+ �gb(R̂)(−i)
(
σ̂eie

i(δϕ−ϕa) + σ̂iee
−i(δϕ−ϕa)

)
(b̂ − b̂+). (9)

In quantum mechanics, only the difference in phases is important, so in (9) we can
put ϕa = π/2 and finally obtain

ĤrE = �ga(R̂)(σ̂ig − σ̂gi)(â− â+) + �gb(R̂)(σ̂eie
−iδϕ − σ̂ieeiδϕ)(b̂ − b̂+). (10)

Expression (10) is the final form of the exact Hamiltonian responsible for all atom–
photon interactions between the three-level atom and two modes of the electromagnetic
field.

This Hamiltonian will be used to study the controllability of the considered quan-
tum system.
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Моделирование динамики изменения электрического потенциала нервных кле-
ток связано в первую очередь с работами А.Л. Ходжкина и А.Ф. Хаксли. Этим
авторам в статье [1] впервые удалось представить феноменологическую модель,
полученную на основе соотношений балансного типа, так, что ее динамика при
надлежащем выборе параметров обладает основными качественными свойства-
ми, характерными для наблюдаемых в эксперименте нервных клеток. Во многих
случаях данная модель имеет вполне удовлетворительное не только качествен-
ное, но и количественное соответствие экспериментальным данным.
Модель Ходжкина–Хаксли довольно сложна, и потому с момента ее появления

предпринимались многочисленные попытки ее упрощения с сохранением основ-
ных эффектов, характерных для динамики импульсных нейронов. В суммиру-
ющих статьях [2, 3] приведен ряд требований, которым должна удовлетворять
такая модель. Среди этих требований наиболее важным является существова-
ние у нее устойчивого периодического режима импульсного типа. Другим су-
щественным требованием является наличие у модели (при некоторых значени-
ях параметров) bursting-эффекта, который подразумевает импульсный режим
с несколькими всплесками на периоде. Еще одним требованием, часто предъ-
являемым к моделям ассоциаций импульсных нейронов, является возможность
сосуществования у них нескольких устойчивых режимов.
Следуя методике из [4] и применяя рассуждения, аналогичные используемым

Ходжкиным и Хаксли в [1], в качестве математической модели отдельного ней-
рона возьмем дифференциально-разностное уравнение

u̇ = λ[f(u(t− h))− g(u(t− 1))]u. (1)

Здесь u(t) > 0 — мембранный потенциал нейрона, параметр λ > 0, характеризу-
ющий скорость протекания электрических процессов в системе, предполагается
большим, а параметр h фиксирован и принадлежит интервалу (0, 1). Относи-
тельно фигурирующих в (1) функций f(u), g(u) ∈ C2(R+), R+ = {u ∈ R : u ≥ 0},

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект №14-
21-00158).
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предполагаем, что они обладают свойствами

f(0) = 1, g(0) = 0; f(u) + a0, uf ′(u), u2f ′′(u) = O(1/u),

g(u)− b0, ug′(u), u2g′′(u) = O(1/u) при u → +∞,
(2)

где a0, b0 — положительные константы.
Основной результат, полученный авторами в работе [5] для уравнения (1), со-

стоит в следующем.
Теорема. По любому фиксированному натуральному n можно так подо-

брать фигурирующие в (1), (2) параметры h, a0, b0, что при всех достаточно
больших λ уравнение (1) будет иметь экспоненциально орбитально устойчи-
вый цикл u = u∗(t, λ) периода T∗(λ), где T∗(λ) при λ →∞ стремится к некото-
рому конечному пределу T∗ > 0. Сама же функция u∗(t, λ) на отрезке времени
длины периода допускает ровно n подряд идущих асимптотически высоких (по-
рядка exp(λh)) всплесков продолжительности Δt = (1+1/a0)h, а все остальное
время она асимптотически мала.
Иными словами, при указанном выборе параметров h, a0, b0 реализуется

bursting-эффект. В серии работ авторов (см. [6]) на основе модели (1) рассмотре-
ны ассоциации импульсных нейронов с различными связями между ними. Ана-
лизировались задачи с диффузионной и синаптической связями между осцилля-
торами. В первом случае для системы

u̇j = d(uj+1 − 2uj + uj−1) + λ[f(uj(t− h))− g(uj(t− 1))]uj , j = 1, . . . , m, (3)

где u0 = u1, um+1 = um, d = const > 0, λ � 1, в статье [7] было установлено,
что при увеличении m и при согласованном стремлении d → 0, λ → +∞ в ней
происходит неограниченное накапливание устойчивых bursting-циклов. Термин
bursting в данном случае означает, что компоненты uj , j = 1, . . . , m, каждого
из этих циклов демонстрируют то же самое асимптотическое поведение, что и
функция u∗(t, λ), а именно допускают на периоде ровно n асимптотически высо-
ких всплесков. Что же касается натурального n, то при соответствующем выборе
параметров оно может быть любым.
В случае синаптической связи изучается следующая система:

u̇j =
[
λf(uj(t− 1)) + b h(uj−1) ln(u∗/uj)

]
uj, j = 1, . . . , m, u0 = um, (4)

в которой b = const > 0, u∗ = exp(cλ), c = const ∈ R, функция f(u) та же, что и
в (1), а функция h(u) ∈ C2(R+) такова, что

h(u) > 0 ∀u > 0, h(0) = 0,

h(u)− 1, uh′(u), u2h′′(u) = O(1/u) при u → +∞.
(5)

Для системы (4) удается корректно определить предельный объект при λ →
→ +∞, которым оказывается некоторая релейная система с запаздыванием. На-
личие предельного объекта существенно облегчает проблему отыскания аттрак-
торов системы (4) и позволяет, в частности, применить к ней общие результаты о
соответствии между устойчивыми циклами релейной и релаксационной систем.
Опираясь на эти результаты, в работе [8] мы показали, что при увеличении m и

107



при подходящем выборе остальных параметров в системе (4) может сосущество-
вать любое конечное число устойчивых периодических движений типа бегущих
волн. Точнее говоря, в [8] речь шла о сосуществовании устойчивых периодических
решений, допускающих представление

uj = u(t + (j − 1)Δ, ε), j = 1, . . . , m,

где Δ > 0, а функция u(t, ε) — периодическое решение вспомогательного уравне-
ния

u̇ =
[
λf(u(t− 1)) + b h(u(t−Δ)) ln(u∗/u)

]
u

периода T = mΔ/k, k ∈ N.
Перечисленные свойства уравнения (1) и систем (3), (4) позволяют считать их

вполне адекватными феноменологическими моделями соответствующих нейро-
динамических систем.
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О нерегулярных траекториях в задаче

быстродействия с фазовыми ограничениями
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Необходимость учитывать ограничения (ресурсные, технологические и пр.)
при исследовании различных систем в экономике, биологии, физике, технике
и др. часто приводит к задачам оптимального управления с фазовыми ограниче-
ниями. В связи с этим исследование задачи оптимального управления с фазовы-
ми ограничениями является актуальным. Одной из основных постановок задач
оптимального управления является задача быстродействия. Задача быстродей-
ствия представляется достаточно простой. Тем не менее при ее исследовании
просматриваются все сложности теории оптимального управления. Кроме этого,
исследование задач быстродействия с фазовыми ограничениями является важ-
ным для решения других задач оптимального управления, для развития системы
необходимых и достаточных условий оптимальности, а также для построения
численных методов решения задач оптимизации.
Рассмотрим задачу оптимального быстродействия из некоторой точки в нача-

ло координат O с фазовым ограничением, в которой поведение объекта описы-
вается линейной системой дифференциальных уравнений

ẋ = Ax + Bu, (1)

где x есть n-вектор фазовых координат объекта, u есть r-вектор переменных
управления, A, B — матрицы соответствующих размерностей. Допустимым на
некотором отрезке времени I = [t0, t1] считаем управление u, являющееся из-
меримой на отрезке I функцией аргумента t, принимающей для каждого t ∈ I
значение, удовлетворяющее ограничению u ∈ U , где U — заданное компактное
множество. Фазовое ограничение x(t) ∈ X для всех t ∈ I определим посредством
компактного множества X .
В работе [1] сформулирована система необходимых условий оптимальности

для широкого класса задач оптимального управления. Здесь для траекторий,
лежащих на границе фазового ограничения, выдвигается требование регуляр-
ности [1, с. 294]. В работе [2] доказаны достаточные условия оптимальности для
линейной задачи быстродействия с фазовыми ограничениями, при формулировке
которых требование регулярности траекторий не выдвигается.
Рассмотрим задачу (1), в которой положим x = (x1, x2), u = (u1, u2),

A =

(
0 −b
b 0

)
, B =

(
d1 d2

d3 d4

)
, (2)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республики Бе-
ларусь в рамках государственной программы научных исследований Республики Беларусь
на 2016–2020 гг. (шифр задания “Конвергенция А42-16”).
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Фазовая плоскость

U = {u = (u1, u2) | |u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1}, (3)

X = {x = (x1, x2) | x2 ≤ l, l > 0}. (4)

Отметим, что параметр l должен принимать достаточно малые значения. Для
определенности остальные параметры задачи ограничим условиями b > 0, d1d4−
− d2d3 �= 0, d1 < 0, d2 < 0, d3 < 0, d4 > 0, d1 − d2 < 0.
В плоскости фазовых переменных Ox1x2 выполним следующие построения

(рисунок). Обозначим через M = (xM
1 , xM

2 ), K = (xK
1 , xK

2 ) и G = (xG
1 , xG

2 ) точки
с координатами xM

1 = (−d3 − d4)/b, xM
2 = (d1 + d2)/b, xK

1 = (−d3 + d4)/b, xK
2 = l

и xG
1 = (−d3 + d4)/b, xM

2 = (d1 − d2)/b. Отметим, что точки M и G являются
положениями равновесия задачи (1)–(3) с управлениями u = (1, 1) и u = (1,−1)
соответственно. Через точку O проведем дугу OP , являющуюся решением систе-
мы (1)–(3) с управлением u = (1,−1), причем через P обозначим точку пересече-
ния этой дуги с линией, определяемой уравнением x2 = l и являющейся границей
фазового ограничения. Через точку P проведем дугу P B, являющуюся решением
системы (1)–(3) с управлением u = (1, 1) и стягивающую в положении равнове-
сия M этой системы угол α = arccos((d1d2 − d3d4)/(

√
d2
1 + d2

2

√
d2
3 + d2

4)). Через
точку K проведем дугу KL, являющуюся решением системы (1)–(3) с управле-
нием u = (1,−1) и стягивающую в положении равновесия G этой системы угол
π−α. Через каждую точку X дуги KL проведем дугу XY , являющуюся решени-
ем системы (1)–(3) с управлением u = (1, 1) и стягивающую в положении равно-
весия M этой системы угол α. Совокупность точек Y образует дугу, которую мы
обозначим через DA. Обозначим через Pr подобное преобразование, осуществ-
ляющее поворот вокруг точки M по часовой стрелке на угол α. Заметим, что
дуга DA получается из дуги KL посредством преобразования Pr, а отрезок P K
при этом преобразовании отобразится в отрезок BD [3, с. 195]. Обозначим через
M01 открытое множество, ограниченное линиями P B, BD, KD, P K, и через M02

замкнутое множество, ограниченное линиями KD, DA, LD, KL.
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Задача вида (1)–(4) для случая, когда начальная точка принадлежит множе-
ству M01, исследована в работе [4]. В этом случае оптимальная траектория имеет
участок движения по границе фазового ограничения и является регулярной.
Исследование задачи вида (1)–(4) для случая, когда начальная точка выбира-

ется из множества M02, приводит к построению оптимальных траекторий, кото-
рые имеют участок движения по границе и не являются регулярными. В этом
случае для доказательства оптимальности строится сопряженная функция, яв-
ляющаяся суммой абсолютно непрерывной функции и функции скачка. Тогда
справедлива следующая
Теорема. Существуют задачи быстродействия с фазовыми ограничениями,

в которых оптимальными являются нерегулярные траектории.

Список литературы
1. Понтрягин Л.С., Болтянский В.Г., Гамкрелидзе Р.В., Мищенко Е.Ф. Математи-

ческая теория оптимальных процессов. М.: Физматлит, 1961.
2. Гончарова М.Н. Достаточные условия оптимальности в задаче быстродействия //

Изв. РАН. Теория и системы управления. 2005. №5. C. 53–61.
3. Болтянский В.Г. Математические методы оптимального управления. М.: Наука,

1966.
4. Гончарова М.Н. Построение оптимальных по быстродействию регулярных траек-

торий с линейным фазовым ограничением для одного типа систем второго порядка
// Вестн. Гродн. гос. ун-та. Сер. 2: Математика. Физика. Информатика, вычисли-
тельная техника и управление. 2017. №2. C. 78–87.

Three types of dynamics

S. V. Gonchenko

N.I. Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod, Russia
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We observe some recent results related to the new type of dynamical chaos, the so-
called “mixed dynamics,” which can be considered as an intermediate link between the
“strange attractor” and “conservative chaos.” We propose a mathematical concept
for these three forms of dynamics and consider several examples. The talk is based
on the results of our paper [1] with D. Turaev.
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Фазовый поток, порождаемый

нелинейным уравнением Шрёдингера

(Phase flow generated by the nonlinear
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Устанавливается локальная однозначная разрешимость задачи Коши для мо-
дельного нелинейного уравнения Шрёдингера на отрезке с однородными услови-
ями Дирихле на его границе:

i
du

dt
= Lu(t) ≡ −Δu(t)− |u(t)|pu(t), t ∈ (0, T ), (1)

u(+0) = u0, u0 ∈ H ≡ L2([0, π]). (2)

Здесь u0 — заданный элемент гильбертова пространства H = L2([0, π]), u —
искомое отображение промежутка [0, T ) при некотором T ∈ (0,+∞] в про-
странство H , удовлетворяющее уравнению (1) и условию (2) в смысле опре-
деления 1 (см. ниже), Δ — линейный оператор, заданный на подпространстве
X = Ẇ 2

2 ([0, 2π]) = {v ∈ W 2
2 ([0, 2π]) : v(0) = v(π) = 0} пространства H равенством

Δv(x) = v′′(x), x ∈ (0, π), и принимающий значения в пространствеH , а оператор
L : Ẇ 2

2 ([0, 2π]) → H — нелинейный оператор. Оператор −Δ является неотрица-
тельным самосопряженным оператором в пространстве H . Для каждого l ∈ N

обозначим через H l область определения самосопряженного оператора (−Δ)l/2,
наделенную нормой графика оператора (−Δ)l/2.
Определение 1. Функцию u будем называть H l-решением задачи (1), (2)

(l ∈ {0} ∪N), если u ∈ C([0, T ), H l) и выполнено равенство

u(t) = eitΔu0 − i

∫ t

0

ei(t−s)Δ(|u(s)|pu(s)) ds, t ∈ [0, T ). (3)

Исследованы эффекты глобального существования решения задачи Коши и
возникновения градиентного взрыва решения за конечное время (см. [1, 2]).
Теорема 1. Пусть p ≥ 0. Тогда для любого ρ > 0 существует число T∗ =

= T∗(ρ) > 0 такое, что если u0 ∈ H1 и ‖u0‖H1 ≤ ρ, то задача Коши (1), (2)
имеет единственное H1-решение на отрезке [−T∗, T∗].
Теорема 2. Пусть p ≥ 0. Если функция u(x, t) является H1-решением за-

дачи Коши (1), (2), то E(u(t)) = E(u0) при всех t > 0, где функционал энергии
E : H1 → R определен равенством

E(u) =

∫ π

0

(
1

2
|u′(x)|2 − 1

p + 2
|u(x)|p+2

)
dx, u ∈ Ẇ 1

2 ([0, π]). (4)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке проекта 5-100 повышения конкурентоспособ-
ности МФТИ среди ведущих мировых научно-образовательных центров
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Теорема 3. Если 0 ≤ p < 4, то для любого u0 ∈ H1 задача Коши (1), (2)
имеет единственное H1-решение на полуоси R+, причем значения этого реше-
ния ограничены по H1-норме на полуоси R+.
Следствие 1. Если 0 ≤ p < 4, то нулевое решение задачи Коши для урав-

нения (1) с тривиальным начальным условием (2) является устойчивым по
Ляпунову.
Согласно теореме 3 задача Коши (1), (2) определяет фазовый потокU(t), t ∈ R,

в пространстве начальных данных H1.
Следствие 2. Если 0 ≤ p < 4, то на пространстве Соболева H1 задача

Коши–Дирихле задает однопараметрическую группу преобразований U(t), t ≥ 0.
В случае p > 4 задача Коши (1), (2) допускает разрушение решения на ко-

нечном интервале, оценку длины которого в терминах начального условия u0

позволяет дать функционал J(u0) = Im
∫
[0,π]

xu′
0(x)ū0(x) dx.

Теорема 4. Если p > 4, то существует u0 ∈ H1 такое, что E(u0) < 0,
J(u0) < 0. Тогда существует число T ∗ = T ∗(G(u0), E(u0)) такое, что точная
верхняя грань T1 промежутка существования H1-решения задачи Коши (1), (2)
удовлетворяет условию T∗(‖u0‖H1) ≤ T1 ≤ T ∗. Кроме того, справедливы равен-
ства limt→T1−0 ‖u(t)‖H1 = +∞, limt→T1−0 ‖u(t)‖Lp+2 = +∞.
Следствие 3. Пусть p > 4, и пусть u0 ∈ H1 удовлетворяет условиям

E(u0) < 0, J(u0) < 0. Тогда решение u(t), t ∈ [0, T1), задачи Коши (1), (2) схо-
дится слабо в пространстве H к нулю при t → T1 − 0.
Определена процедура регуляризации задачи Коши, и исследовано предель-

ное поведение последовательности решений регуляризованных задач. В качестве
аппроксимаций нелинейного уравнения Шрёдингера (1) рассмотрим регуляриза-
цию четвертого порядка — последовательность нелинейных уравнений Шрёдин-
гера

i
d

dt
u = Lεu ≡ −Δu− |u|pu− εΔ2u, t > 0, ε ∈ (0, 1), (5)

где ε ∈ (0, 1) — параметр регуляризации. Регуляризованный функционал энергии
имеет при каждом ε ∈ (0, 1) вид

Eε(u) =

∫
Rd

[
1

2
|∇u|2 − 1

p + 2
|u|p+2 − ε

2
|Δu|2

]
dx, u ∈ H2.

При ε > 0 и l = 0, 1, 2, . . . будем называть H l-решением регуляризованной
задачи Коши (2), (5) на промежутке [0, T ) функцию uε ∈ C([0, T ), H l(Ω)), удо-
влетворяющую равенству

uε(t) = ei(Δ+εΔ2)tu0 +

∫ t

0

ei(Δ+εΔ2)(t−s)|uε(s)|puε(s) ds.

Лемма 1. Пусть ε > 0, p ≥ 0. Тогда для любого u0 ∈ H2 задача Ко-
ши (2), (5) на промежутке [0,+∞) имеет единственное H2-решение uε, причем
Eε(uε(t)) = Eε(u0), t ≥ 0.
Теорема 5. Пусть u0 ∈ H2 и T∗ ∈ (0,+∞) — точная верхняя грань длин

промежутков, на которых существует H1-решение u(t), t ∈ [0, T∗), задачи Ко-
ши (1), (2). Тогда для любого T ∈ (0, T∗) последовательность {uε(t), t > 0}
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решений задач (2), (5) сходится к решению u(t), t ∈ [0, T∗), задачи (1), (2) в
том смысле, что limε→0 supt∈[0,T ] ‖uε(t)− u(t)‖H = 0.

Если T > T∗, то не существует бесконечно малой последовательности {εk}
такой, что последовательность {uεk} сходится в пространстве C([0, T ], H).
В предположении p ∈ [0, 4) исследован поток в фазовом пространстве началь-

ных данных H1, который задается группой преобразований U(t), t ∈ R, согласно
следствию 2. Пространство СоболеваH1 начальных данных задачи Коши (1), (2)
является плотно вложенным в пространство ЛебегаH , а преобразования из груп-
пы U(t), t ∈ R, сохраняют H-норму каждого вектора пространства Соболева, но
не сохраняют H-расстояния между векторами. Показано, что существуют его
продолжения по полунепрерывности сверху до многозначного отображения в
пространствоH или до отображения со значениями в множестве мер на простран-
стве H . Кроме того, порожденная задачей Коши–Дирихле группа преобразова-
ний является гамильтоновым потоком в бесконечномерном вещественном гиль-
бертовом пространстве, являющимся овеществлением комплексного соболевского
гильбертова пространства. Исследованы аналог меры Лебега на овеществленном
гильбертовом пространстве и сохранение этой меры гамильтоновым потоком [3].

Список литературы
1. Сакбаев В.Ж. Градиентный взрыв решений задачи Коши для уравнения Шрёдин-

гера // Труды МИАН. 2013. Т. 283. C. 171–187.
2. Ефремова Л.С., Сакбаев В.Ж. Понятие взрыва множества решений дифференци-

альных уравнений и усреднение случайных полугрупп // ТМФ. 2015. Т. 185, №2.
C. 252–271.

3. Sakbaev V.Zh. Averaging of random flows of linear and nonlinear maps // J. Phys. Conf.
Ser. 2018. V. 990, No. 1. Paper. 012012.

On the question “Can one hear the shape of a group?”

and a Hulanicki type theorem for graphs

R. Grigorchuk
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Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

grigorch@math.tamu.edu

In my talk I will address the famous question of M. Kac (traced back to L. Bers
and A. Weyl) “Can one hear the shape of a drum?” in the context of groups viewed
as geometric objects. I will show that the answer is NO in a strong sense: there
is a continuum family of 4-generated pairwise not quasi-isometric groups with the
same spectrum of the discrete Laplacian. Moreover, each of these groups has an
uncountable family of amenable covering groups with the same spectrum.

The arguments will be based on the construction by the speaker of groups of
intermediate growth (between polynomial and exponential) and the results in the
spectral theory of graphs which somehow is related to the famous Hulanicki criterion
of amenability of groups in terms of weak containment of unitary representations.

The talk is based on joint results with A. Dudko.
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К решению задачи управляемости

для одной нелинейной системы

(To the solution of the controllability

problem for a nonlinear system)
∗

Н. Л. Григоренко (N. L. Grigorenko),
А. Е. Румянцев (A. E. Rumiantcev)

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Москва, Россия

grigor@cs.msu.su, rumiantcev@mail.ru

Для нелинейной управляемой системы, вывод уравнений движения которой
содержится в работе [1], рассматривается задача терминального управления. Ре-
шение такой задачи на бесконечном интервале времени при специальных краевых
условий получено в работе [2]. В настоящей работе предложено решение задачи
терминального управления по части координат фазового вектора на конечном
отрезке времени. Исследование опирается на результаты работ [3–7].

Постановка задачи. Рассматривается движение вектора (x, y, z, θ, φ), удо-
влетворяющее уравнениям⎧⎪⎨⎪⎩

ẍ(t) = − sin θ(t)u1(t), θ̈(t) = u2(t),

ÿ(t) = cos θ(t) sinϕ(t)u1(t), ϕ̈(t) = u3(t),

z̈(t) = cos θ(t) cosϕ(t)u1(t)− g, t ∈ [0, Tk].

(1)

Начальное положение системы x(0), y(0), z(0), ẋ(0), ẏ(0), ż(0), θ(0), ϕ(0), θ̇(0), ϕ̇(0).
Конечное положение x(Tk), y(Tk), z(Tk), ẋ(Tk), ẏ(Tk), ż(Tk), где Tk > 0 — нефикси-
рованный момент окончания. Параметры управления u1, u2, u3; g — константа,
g = 9.8. Ограничения на управления u1 ∈ [0, ρ1], |u2| ≤ ρ, |u3| ≤ ρ, ρ > 0, ρ1 > 0.

Задача терминального управления. Для заданных начальных и конечных по-
ложений системы найти допустимые управления u1(t), u2(t), u3(t), при которых
траектория системы (1) переходит из начального положения в малую окрестность
конечного за конечное время.

Построение управления, решающего задачу. Управление u = (u1, u2, u3)
на первом этапе t ∈ [0, T∗] выберем в форме u1(t) = g, u2(t), u3(t) как решение
задачи управляемости для уравнений второго порядка для компонент θ(t), ϕ(t)
из начального положения ϕ(0), ϕ̇(0), θ(0), θ̇(0) в положение ϕ(T∗) = 0, ϕ̇(T∗) = 0,
θ(T∗) = 0, θ̇(T∗) = 0. Управление имеет вид

ui(t) = ui(t, T∗) = 2d1i(T ) + 6d2i(T ), t, t ∈ [0, T∗], i = 2, 3, (2)

где d12(T ) = (−3θ(0) − 2T∗θ̇(0))/T 2
∗ , d22(T ) = (2θ(0) + T∗θ̇(0))/T 3

∗ , d13(T ) =
= (−3ϕ(0)− 2T∗ϕ̇(0))/T 2

∗ , d23(T ) = (2ϕ(0)+T∗ϕ̇(0))/T 3
∗ . Величина T∗ выбирается

из условия выполнения неравенства |ui(t)| ≤ ρ, i = 2, 3, t ∈ [0, T∗] (см. [7]). При
∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект №14-11-00539).
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описанных управлениях траектория системы (1) в момент T∗ будет находить-
ся в позиции x(T∗), ẋ(T∗), y(T∗), ẏ(T∗), z(T∗), ż(T∗), ϕ(T∗)= 0, ϕ̇(T∗)= 0, θ(T∗)= 0,
θ̇(T∗)= 0.
Опишем алгоритм выбора управления u = (u1, u2, u3) на втором этапе t ∈

∈ [T∗, T1], T1 > T ∗, при краевых условиях x(T∗), ẋ(T∗), y(T∗), ẏ(T∗), z(T∗), ż(T∗),
ϕ(T∗) = 0, ϕ̇(T∗), θ(T∗) = 0, θ̇(T∗) = 0, x(T1), ẋ(T1), y(T1), ẏ(T1), z(T1), ż(T1), где
T1 — нефиксированный момент прихода траектории в целевую точку. В силу
стационарности системы (1) для упрощения обозначений далее будем считать,
что T∗ = 0, ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 0, θ(0) = 0, θ̇(0) = 0. Момент окончания процесса в
этом случае обозначим через T .
Рассмотрим замену переменных u1, ϕ(t), θ(t) на переменные r1, r2, r3 вида

u1 =
√

r21 + r22 + (r3 + g)2, ϕ = arctg
r2

r3 + g
, θ = arctg

−r1 cosϕ

r3 + g
, (3)

где функции (r1, r2, r3) являются управлением вспомогательной задачи управле-
ния ⎛⎝ẍ

ÿ
z̈

⎞⎠(t) =

⎛⎝r1
r2
r3

⎞⎠ (t), |ri| ≤ 0.9g, i = 1, 2, 3, (4)

при тех же краевых условиях. Траектория w(t) = (x(t), y(t), z(t)) системы (4),
являющаяся решением задачи управляемости в классе многочленов, имеет вид

w(t) = w0 + ẇ0t + c1(T )t2 + c2(T )t3, t ∈ [0, T ],

где c1(T ) = (3A(T )−BT )/T 2, c2(T ) = (BT − 2A(T ))/T 3, A(T ) = w1 − w0 − ẇ0T ,
B = ẇ1 − ẇ0, w0 = w(0), ẇ0 = ẇ(0), w1 = w(T ), ẇ1 = ẇ(T ). Управление
r = (r1, r2, r3) системы (4), доставляющее решение задачи управляемости, имеет
вид

r(t) = r(t, T ) = 2c1(T ) + 6c2(T )t, t ∈ [0, T ]. (5)

В силу свойства cij(T ) → 0, i = 1, 2, j = 1, 2, 3, при T → ∞ существует T2 > 0
такое, что ‖r(t, T )‖ ≤ 0.9g при t ∈ [0, T ], T > T2.
Учитывая соотношения ṙt(t) = 6c2(T ), r̈tt(t) = 0, из (3), (5) получаем явные

значения θ(0), ϕ(0), θ̇(0), ϕ̇(0), u1(t, T ), u2(t, T ), u3(t, T ). Приведем их для функций
ϕ, θ, u3 (явный вид функций u1, u2 приводится в докладе):

ϕ(0, T ) = arctg
2c12(T )

2c13(T ) + g
, (6)

ϕ̇(0, T ) =
(6g + 12c13(T ))c22(T )− 12c12(T )c23(T )

4c13(T )2 + 4c13(T )g + g2 + 4c12(T )2
, (7)

u3(t, T ) = −72
(
6c23(T )2t + (2c13(T ) + g)c23(T ) + 6c22(T )2t + 2c12(T )c22(T )

)
×

×
(
−2c12(T )c23(T ) + c22(T )(2c13(T ) + g)

)
×

×
(
36c23(T )2t2 + 12t(2c13(T ) + g)c23(T ) + 36c22(T )2t2 +

+ 24c12(T )c22(T )t + g2 + 4c13(T )g + 4c12(T )2 + 4c13(T )2
)−2

,
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θ(0, T ) = − arctg
2c11(T )√

4c13(T )2 + 4c13(T )g + g2 + 4c12(T )2
, (8)

θ̇(0, T ) = −6
((

4c13(T )2 + 4c13(T )g + g2 + 4c12(T )2
)
c21(T )−

− 2c11(T )
(
(2c13(T ) + g)c23(T ) + 2c12(T )c22(T )

))
×

×
(√

4c13(T )2 + 4c13(T )g + g2 + 4c12(T )2 ×

×
(
g2 + 4c13(T )g + 4c11(T )2 + 4c12(T )2 + 4c13(T )2

))−1

. (9)

Лемма. Из (5)–(9) и свойств векторных функций c1(T ), c2(T ) следует, что
ϕ(0, T ) → 0, ϕ̇(0, T ) → 0, θ(0, T ) → 0, θ̇(0, T ) → 0 при T → ∞. При достаточно
большом T управления второго этапа u1, u2, u3 удовлетворяют ограничениям.
Управление, построенное для t ∈ [0, T∗] в виде (2) и для t ∈ [T ∗, T ] в виде (5),

далее назовем двухэтапным управлением. В силу леммы и выполнения условий
теорем о непрерывной зависимости решения от начальных значений, единствен-
ности и нелокальной продолжимости решений для системы (1) (см. [8]) справед-
лива следующая
Теорема. Для краевых условий, сформулированных в постановке задачи,

двухэтапное управление решает задачу терминального управления в малую
окрестность конечного значения за конечное время.
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Управляемые модели лечения аллергии

(Control models of allergy treatment)
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Одной из определяющих характеристик современного мира являются увеличе-
ние иммунных нарушений и отсутствие соответствующего лечения или их устой-
чивость к уже существующим способам лечения. Аллергия — один из примеров
таких нарушений. Главная цель настоящего исследования заключается в созда-
нии адекватных управляемых моделей, описывающих различные виды аллергии,
и в нахождении с их помощью эффективных способов ее лечения.
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

N ′(t) = α−N(t)−N(t)A(t)T1(t)(1 + μ2T2(t))
−1 − θN(t)A(t)T2(t),

T ′
1(t) = ρN(t)A(t)T1(t)(1 + μ2T2(t))

−1 − T1(t),

T ′
2(t) = ρθN(t)A(t)T2(t)(1 + μ2T2(t))(1 + μ1T1(t) + μ2T2(t))

−1 − T2(t),

A′(t) = λA(t) −A(t)(T1(t) + T2(t)),

(1)

которая описывает взаимодействие между концентрациями T-хелперных кле-
ток (N), Th1-клеток (T1), Th2-клеток (T2) и аллергических клеток (A) во время
аллергии. В этой системе α, ρ, θ, λ, μ1, μ2 — заданные положительные констан-
ты. Смысл этих констант, а также уравнений, подобных уравнениям системы (1),
подробно описан в работах [1–3].
Для системы (1) мы находим положения равновесия, принадлежащие множе-

ству
Λ =

{
(N, T1, T2, A) : N ≥ 0, T1 ≥ 0, T2 ≥ 0, A ≥ 0

}
,

а также условия их существования:

• положение равновесия Δ1 = (α, 0, 0, 0) существует всегда;
• положение равновесия Δ2 = (ρ−1(αρ − λ), 0, λ, θ−1(αρ − λ)−1) существует,
если αρ− λ > 0;

• положение равновесия Δ3 = (ρ−1(αρ−λ), λ, 0, (αρ−λ)−1) также существует,
если αρ− λ > 0;

• положение равновесия

Δ4 =
(
ρ−1(αρ− z0w), μ−1

1 z0(θz0 − 1), μ−1
2 (z0 − 1), z0(αρ− z0w)−1

)
,

z0 = 0.5(μ2θ)
−1
(
(μ2 − μ1) +

√
(μ2 − μ1)2 + 4μ1μ2θ(1 + μ2λ)

)
,

∗Работа второго и третьего авторов выполнена при финансовой поддержке РФФИ и ДНТ в
рамках научного проекта 18-51-45003 ИНД_a.
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w = μ−1
1 (θz0 − 1) + μ−1

2 θ(z0 − 1),

существует, если z0 > 1, θz0 > 1, αρ− z0w > 0.

Затем подробно исследуем локальную асимптотическую устойчивость каждого
из найденных положений равновесия.
Добавим к системе (1) положительные начальные условия

N(0) = N0, T1(0) = T 0
1 , T2(0) = T 0

2 , A(0) = A0, (2)

после чего рассмотрим систему (1), (2) на заданном отрезке времени [0, T ]. Огра-
ниченность, положительность и продолжимость ее решений вытекают из следу-
ющей леммы.
Лемма. Решение (N(t), T1(t), T2(t), A(t)) системы (1), (2) определено на всем

отрезке [0, T ], и его компоненты всюду на этом отрезке удовлетворяют нера-
венствам

0 < N(t) < Nmax, 0 < T1(t) < Tmax
1 , T2(t) < Tmax

2 , 0 < A(t) < Amax,

Nmax = N0 + αT, Amax = A0e
λT ,

Tmax
1 = T 0

1 e
ρNmaxAmaxT , Tmax

2 = T 0
2 e

ρθNmaxAmaxT .

После этого мы представляем результаты анализа поведения компонент реше-
ния (N(t), T1(t), T2(t), A(t)) системы (1), (2) для значений ее параметров [2, 3]

α = 10.0, ρ = 8.0, θ = 1.02, λ = 1.0, μ1 = 0.2, μ2 = 0.1 (3)

и начальных условий

N0 = 10.0, T 0
1 = 10.0, T 0

2 = 20.0, A0 = 1.0 (4)

в зависимости от значений величины T ∈ {30; 60; 90} с помощью программы,
написанной в среде MAPLE. Эти результаты подробно обсуждаются в докладе,
и на их основании делаются выводы об адекватности системы (1), (2) реальному
процессу протекания аллергии.
Теперь введем в систему (1) управляющие функции u(t) и v(t), которые будут

отражать действие лекарственных препаратов на аллергию:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
N ′(t) = α−N(t)− v(t)N(t)A(t)T1(t)(1 + μ2T2(t))

−1 − θu(t)N(t)A(t)T2(t),

T ′
1(t) = ρv(t)N(t)A(t)T1(t)(1 + μ2T2(t))

−1 − T1(t),

T ′
2(t) = ρθu(t)N(t)A(t)T2(t)(1 + μ2T2(t))(1 + μ1T1(t) + μ2T2(t))

−1 − T2(t),

A′(t) = λA(t)−A(t)(T1(t) + T2(t)).

(5)

Во время аллергии Th2-клетки доминируют над Th1-клетками, т.е. T2(t) >
> T1(t). При этом выздоровление означает переход этих клеток из начального со-
стояния в состояние, когда устанавливается баланс между Th1- и Th2-клетками:

T2(t)/T1(t) ≈ 1, (6)

который достигается с помощью одного из следующих подходов.

119



Подход 1. Подавление Th2-клеток, что означает уменьшение концентрации
T2(t) Th2-клеток с помощью лекарств. При этом в системе (5) управления u(t)
и v(t) удовлетворяют соотношениям

0 < umin ≤ u(t) ≤ 1, v(t) = 1. (7)

Подход 2. Стимулирование Th1-клеток, что подразумевает увеличение кон-
центрации T1(t) Th1-клеток с помощью лекарств. При этом в системе (5) управ-
ления u(t) и v(t) подчиняются соотношениям

u(t) = 1, 1 ≤ v(t) ≤ vmax. (8)

Подход 3. Одновременное стимулирование Th1-клеток и подавление Th2-
клеток, что достигается одновременным увеличением концентрации T1(t) Th1-
клеток и уменьшением концентрации T2(t) Th2-клеток с помощью лекарств. При
этом в системе (5) управления u(t) и v(t) удовлетворяют соотношениям

0 < umin ≤ u(t) ≤ 1, 1 ≤ v(t) ≤ vmax. (9)

Чтобы контролировать отношение T2(t)/T1(t) из (6), мы, как и в работе [4],
добавляем в систему (2), (5) дифференциальное уравнение для функции D(t) =
= T2(t)/T1(t)

D′(t) = ρN(t)A(t)D(t)
(
θu(t)(1 + μ2T2(t))(1 + μ1T1(t) + μ2T2(t))

−1 −

− v(t)(1 + μ2T2(t))
−1
)
(10)

вместе с соответствующим начальным условием

D(0) = T2(0)/T1(0) = D0. (11)

Под множеством допустимых управлений мы будем понимать всевозможные
пары измеримых по Лебегу функций (u(t), v(t)), которые при почти всех t ∈
∈ [0, T ] удовлетворяют в зависимости от рассматриваемого подхода соотноше-
ниям (7), (8) или (9). В результате для каждого подхода 1, 2 или 3 мы имеем
соответствующую управляемую систему (2), (5), (10), (11).
В зависимости от подхода 1, 2 или 3 для системы (2), (5), (10), (11) мы рас-

сматриваем задачу минимизации функционала

0.5

∫ T

0

(D(t) − 1)2 dt + 0.5

∫ T

0

(bu2(t) + cv2(t)) dt, (12)

где неотрицательные величины b и c являются весовыми коэффициентами. Для
подхода 1 величина b неотрицательна, а величина c равна нулю. Для подхода 2,
наоборот, величина b равна нулю, а величина c неотрицательна. Наконец, для
подхода 3 обе величины b и c неотрицательны. Заметим, что второе слагаемое
в формуле (12) отражает общую стоимость лечения аллергии в зависимости от
рассматриваемого подхода. Если в подходе 1 величина b равна нулю, или в подхо-
де 2 величина c равна нулю, или, наконец, в подходе 3 обе величины b и c равны
нулю, то в функционале (12) общая стоимость лечения вообще отсутствует. При
этом минимизация такого функционала нами также исследуется.
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Лемма и теорема 4 из [5, гл. 4] гарантируют существование в задаче миними-
зации (12) оптимального решения: оптимальных управлений и отвечающей им
оптимальной траектории системы (2), (5), (10), (11).
Для значений параметров (3) и начальных условий (4) системы (2), (5), уже

упомянутых значений величины T , а также значений

umin = 0.3, vmax = 1.5, b = 0.5, c = 0.5

далее нами численно изучается поведение оптимальных управлений и соответ-
ствующих оптимальных траекторий в задаче минимизации (12) для каждого
подхода 1, 2 или 3 с помощью расчетов в среде “BOCOP-2.0.5”. Результаты этих
расчетов и их подробный анализ представлены в докладе.
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Convexity of small-time reachable sets

under integral constraints on control
∗

M. I. Gusev

N.N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ekaterinburg, Russia

gmi@imm.uran.ru

We consider a reachability problem for a nonlinear control-affine system with inte-
gral constraints on the control variables. In [1] the convexity of reachable sets for a
nonlinear control system was proved assuming that the linearization of the system is
controllable and the L2 norms of controls are bounded from above by a sufficiently
small number. The proof is based on the convexity of a nonlinear image of a small ball
in a Hilbert space. Using this result for an autonomous control system on a small time
interval, we prove the convexity of reachable sets assuming appropriate asymptotics
for the controllability Gramian of the linearization of the system. A procedure for
calculating the reachable sets based on the Pontryagin maximum principle for an

∗This work is supported by the program of the Presidium of the Russian Academy of Sciences
no. 01 “Fundamental Mathematics and its Applications” under grant PRAS-18-01.
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auxiliary control problem is described, and an example illustrating the convexity of
reachable sets is presented.

We consider here the autonomous control system

ẋ(t) = f(x(t)) + Bu(t), x(0) = x0, 0 ≤ t ≤ t1, (1)

where 0 ≤ t ≤ t1, x ∈ Rn, u ∈ Rr, f : Rn → Rn is a mapping with a Lipschitz
continuous derivative, B is an n × r matrix, and x0 is a fixed initial state, with
control variables subjected to quadratic integral constraints

J(u(·)) := (u(·), u(·)) =
∫ t1

t0

u�(t)Ru(t) dt ≤ μ2, (2)

where R is a positive definite matrix and μ > 0 is a given number. Let x(t) = x(t, u(·))
be a trajectory of system (1) corresponding to u(·) ∈ L2. A reachable set G(t1) is
defined as

G(t1) := {x(t1, u(·)) : J(u(·)) ≤ μ2}.

In [1] it is proved that G(t1) is convex if the linearization of (1) along the trajectory
x(t, 0) is controllable and μ is sufficiently small. Here we prove that the convexity of
G(t1) takes place for a fixed μ if t1 is small enough and the controllability Gramian of
the linearized system has appropriate asymptotics. Denote A(t) = t1

∂f
∂x (x(t, 0)) and

B1 = BR−1/2. Let W (t1) be the controllability Gramian of the pair A(t), B1 on the
interval [0, 1] and ν2(t1) be the minimal eigenvalue of W (t1).

Theorem. Suppose that there exist C > 0, α > 0, and t̄ > 0 such that ν2(t1) ≥
Ct4−α

1 for t1 ≤ t̄. Then G(t1) is convex for all sufficiently small t1.

Briefly outline the proof. Applying a change of variables t = t1τ and denoting
y(τ) = x(t1τ) and v(τ) = t1R1/2u(t1τ) we have ẏ(τ) = t1f(y(τ))+B1v(τ), y(0) = x0.
After returning to the previous notation, we get the system

ẋ(t) = t1f(x(t)) + B1u(t), x(0) = x0, 0 ≤ t ≤ 1, (3)

with constraints ∫ 1

0

u�(t)u(t) dt ≤ (μ
√

t1)
2. (4)

For any x1(t) and x2(t) corresponding to controls u1(t) and u2(t) the inequality

‖x1(·)− x2(·)‖C ≤
√

t1‖B1‖ ‖u1(·)− u2(·)‖L2 exp(t1L1)

holds where L1 is a Lipschitz constant for ∂f
∂x (x).

Define the map F : L2 → Rn by the equality F (u(·)) = x(t1, u(·)); here x(t, u(·)) is a
trajectory of system (3). Then F has a continuous Fréchet derivative: F ′(u(·))Δu(·) =
Δx(t1,Δu(·)), where Δx(t, u(·)) is a solution of the linearized system (3) correspond-
ing to a control Δu(·) and zero initial state (see [1, 2]).

For any u1(t) and u2(t) we have the inequality

‖A1(t)−A2(t)‖ ≤ t1L1‖x(t, u1(·))− x(t, u2(·))‖,

where Ai(t) = t1
∂f
∂x (x(t, ui(·))), i = 1, 2, which implies

‖A1(·)− A2(·)‖C ≤ (t1)
3/2C1‖u1(·)− u2(·)‖L2
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Figure.

for some C1 > 0. Using the proof scheme from [2], we find that a Lipschitz constant L

for F ′(u(·)) equals C2t
3/2
1 for some C2 > 0. Taking into account the inequality

ν2(t1) ≥ Ct4−α
1 , we get μ

√
t1 ≤ ν(t1)/L for sufficiently small t1. The last inequality

implies the convexity of reachable sets (see [1]).
As an illustrative example, consider the Duffing equation

ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1 − 10x3
1 + u, 0 ≤ t ≤ t1, (5)

which describes the motion of nonlinear stiff spring on impact of an external force u,
under the integral constraints ∫ t1

0

u2(t) dt ≤ μ2

and the zero initial state x1(0) = 0, x2(0) = 0. The linearization of (5) along x(t) ≡ 0
after a time variable change is as follows:

ẋ1 = t1x2, ẋ2 = u, x(0) = (0, 0), 0 ≤ t ≤ 1,

and the constraints take the form∫ 1

0

u2(t) dt ≤ μ2t1.

The controllability Gramian W (t1) is as follows:

W (t1) =

(
1
2 (1−

1
2t1

sin 2t1)
1
4t1

(1 − cos 2t1)
1
4t1

(1− cos 2t1)
1
2 (1 +

1
2t1

sin 2t1)

)
,

For small t1 we have

W (t1) ≈
(
2t21/3 t1/2

t1/2 1− 2t21/3

)
,

which implies the estimate ν2(t1) = O(t21) for the minimal eigenvalue of W (t1), and
consequently the convexity of reachable sets for a small t1.
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In the figure the results of the numerical simulation are shown. These results
are obtained using the algorithm proposed in [2, 3] which is based on Pontryagin’s
maximum principle for boundary trajectories.

The figure presents the plot of the reachable sets boundaries for μ2 = 2 at times
t1 = 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 1.2, 1.5. This plot shows that reachable sets remain convex until
t1 ≈ 0.9 and lose their convexity as t1 increases.

References

1. Polyak B.T. Convexity of the reachable set of nonlinear systems under l2 bounded
controls // Dyn. Contin. Discr. Impulsive Syst., Ser. A: Math. Anal. 2004. V. 11. P. 255–
267.

2. Gusev M.I., Zykov I.V. On extremal properties of boundary points of reachable sets
for a system with integrally constrained control // IFAC-PapersOnLine. 2017. V. 50.
P. 4082–4087. (Proc. 20th World Congr., Toulouse, France, July 9–14).

3. Gusev M. On reachability analysis of nonlinear systems with joint integral constraints //
Large-scale scientific computing (LSSC 2017). Springer, 2018. P. 219–227. (Lect. Notes
Comput. Sci.; V. 10665).

Typicalness of chaotic fractal behaviour

of integral vortices in Hamiltonian systems

with discontinuous right-hand side
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Université Grenoble Alpes, CNRS, LJK, Grenoble, France
Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
Faculty of Mechanics and Mathematics, Lomonosov Moscow State University,

Moscow, Russia

roland.hildebrand@univ-grenoble-alpes.fr, lion.lokut@gmail.com,
mzelikin@mtu-net.ru

The Pontryagin Maximum Principle (PMP) [4] allows one to reduce a determin-
istic optimal control problem to a two-point boundary value problem of Hamilto-
nian dynamics. The Hamiltonian H defining the dynamics is given as the maximum
H(t, x, p) = maxu∈ΩH(t, x, p, u) of the Pontryagin function H over the control u
taking values in some set Ω, and the optimal control û(t, x, p), if it exists, is found
among the maximizers.

In general, the maximizer is unique in an open dense subset of the space of variables
t, x, p and depends smoothly on these variables. Usually the Hamiltonian system as
a whole will be piecewise smooth on the extended phase space of the variables t, x, p.
The extended phase space is divided into disjoint domains A1, . . . , Ak on which the
Hamiltonian is given by smooth functions H1, . . . , Hk, respectively, whereas on their
boundaries the derivatives of H will experience discontinuities. Here the set Ω is a
convex polyhedron, and the domains Ai are those regions where the optimal control
resides in a particular vertex vi of the polyhedron. The set of points where the
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derivatives of H are discontinuous is a stratified manifold, and on each stratum the
optimal control is confined to a particular face of the polyhedron Ω.

A trajectory of the Hamiltonian system evolving inside a smoothness domain is
called regular. If a trajectory passes from one smoothness domain Ai into another
one Aj , then the corresponding optimal control will experience a jump from the
vertex vi of the polyhedron Ω to the vertex vj . This process is called switching,
and the discontinuity hypersurface is called a switching surface. Typically optimal
trajectories intersect the switching surface transversally, in which case they are called
bang–bang trajectories. It may happen, however, that a trajectory moves along the
switching surface, in which case one speaks of a singular trajectory.

For a singular trajectory lying on a switching surface, one can define an order, in
dependence on the order up to which the Poisson brackets of the adjoining smooth
pieces Hi of the Hamiltonian vanish. The order may be local or intrinsic, depending on
whether the brackets vanish only on the trajectory itself or in a neighbourhood of it [2].
A good generalization of these notions (the so-called natural order) is given in [3]. If
the natural order of the singular trajectory is even, then a regular trajectory cannot
join it in a piecewise smooth manner. In this case regular trajectories spiral around the
singular trajectory and intersect the switching surface in an infinite number of points
in finite time, such that the joining point is an accumulation point of switchings. This
phenomenon is called chattering, and is well studied when exactly two smoothness
domains meet at the singular trajectory in question [5].

In this contribution we consider three smoothness domains A1, A2 and A3 meeting
at a manifold S123 of codimension 2. This situation is equivalent to an optimal
control problem with two-dimensional control. The general case of singular extremals
for n-dimensional control was explored in [7]. The role of the order is played by
a flag of orders. In the present contribution we consider a singular trajectory of
intrinsic second order. This work can be seen as a continuation of the paper [6],
where this case was first considered and the presence of the chattering phenomenon
was proven, and [1], where fractal behaviour of the optimal solution was observed.
Here we rigorously study this additional phenomenon, namely, the chaotic behaviour
of bounded parts of optimal trajectories. This phenomenon has not yet been seen
in optimal control problems. The key to the proof is a new mathematical object:
the system of ordinary differential equations for all Poisson brackets up to the fourth
order between the restrictions Hi of the Hamiltonian to the domains of continuity Ai

neighbouring the singular trajectory. We call this system the descending system of
Poisson brackets.

Our findings are not limited to optimal control problems, but rather hold for a
whole class of piecewise smooth Hamiltonian systems with three smoothness domains
joining at singular trajectories of second order. We first consider a particular model
linear–quadratic optimal control problem whose solution is prototypical for general
piecewise continuous Hamiltonian systems. The model problem is given by

J(x) =
1

2

∫ +∞

0

〈
x(t), x(t)

〉
dt → inf, ẍ = u, u ∈ Ω,

with initial data x(0) = x0 ∈ R2, ẋ(0) = y0 ∈ R2. It is affine in the planar control u,
which takes values in an equilateral triangle Ω centred at the origin. All optimal
trajectories end in finite time at the origin, which is a singular point of intrinsic
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second order. Nevertheless the control on some extremals has a chaotic nature: there
exists a topological Markov chain ΣΓ such that the sequence of control switchings
on an optimal trajectory corresponds in a one-to-one way to a trajectory through
a point of ΣΓ under the right Bernoulli shift. The set of non-wandering points in
the model problem has a fractal structure (as in Smale’s horseshoe) and non-integer
Hausdorff and box dimensions. The main tool of the proof is a study of the Poincaré
return map on the two-dimensional quotient of the switching surface with respect
to a continuous one-parametric symmetry group (the Fuller group) and the dihedral
symmetry group D3 of the triangle Ω in the adjoint variables p. The behaviour of
this map is fully described and exhibits a Smale horseshoe in the neighbourhood of a
homoclinic point.

This phenomenon is then generalized to Hamiltonian systems with discontinuous
right-hand side by a resolution of singularities for the Poincaré mapping at the singular
point, the so-called strange point. For this purpose we introduce an auxiliary descend-
ing system of ordinary differential equations on Poisson brackets of the restrictions
H1, H2 and H3 of the Hamiltonian to the domains of smoothness neighbouring the
strange point. It turns out that the principal part of the descending system coincides
with the equations of the model problem.

We find the hyperbolic domains in the neighbourhood of the homoclinic point and
estimate the corresponding contraction–extension coefficients. This allows to calculate
the entropy and the Hausdorff dimension of the non-wandering set, which appears to
have a Cantor-like structure as in Smale’s horseshoe.

The discovered phenomenon appears in the neighbourhood of a generic singularity.
We prove a theorem on the structural stability of the synthesis and determine the
codimension of the manifold of singularities in question to equal 76.

The work presented here has been published in [8].
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Геометрические свойства оператора Минковского

(Geometrical properties of the Minkowski operator)
∗

Г. Е. Иванов (G. E. Ivanov)

Московский физико-технический институт, Долгопрудный, Россия
g.e.ivanov@mail.ru

В работах Л.С. Понтрягина [1, 2] показано, что оптимальные стратегии игро-
ков в линейной дифференциальной игре могут быть определены с помощью аль-
тернированных сумм и альтернированного интеграла Понтрягина. В свою оче-
редь, альтернированные суммы определяются через сумму Минковского. Суммой
Минковского множеств A ⊂ Rn и C ⊂ Rn называется множество A+ C = {a+ c :
a ∈ A, c ∈ C}. В работе [3] показано, что оптимальные стратегии в нелиней-
ной дифференциальной игре достаточно общего вида могут быть построены с
помощью оператора Минковского.
Значение оператора Минковского для множества S ⊂ Rn и многозначного

отображения G : Rn ⇒ Rn определяется формулой

MG(S) =
⋃
x∈S

(x + G(x)).

Заметим, что если многозначное отображение G постоянно, т.е. G(x) = G0 для
всех x ∈ Rn, то значение оператора Минковского совпадает с суммой Минков-
ского:MG(S) = S + G0.
Через Br(a) будем обозначать замкнутый шар радиуса r ≥ 0 с центром a ∈ Rn:

Br(a) = {x ∈ Rn : ‖x − a‖ ≤ r}. Расстоянием от точки x ∈ Rn до множества
A ⊂ Rn называется число d(x, A) = infa∈A ‖x − a‖. Через clA и intA будем
обозначать соответственно замыкание и внутренность множества A ⊂ Rn.
Пусть задано число R > 0. Множество S ⊂ Rn называется R-сильно выпук-

лым, если оно представимо в виде пересечения замкнутых шаров радиуса R, т.е.
существует множество C ⊂ Rn такое, что S =

⋂
c∈C BR(c). Замкнутое множество

S ⊂ Rn называется R-слабо выпуклым, если для любых точек x1, x2 ∈ S таких,
что ‖x1 − x2‖ < 2R справедливо неравенство

d
(x1 + x2

2
, S
)
≤ R−

√
R2 − ‖x1 − x2‖2

4
.

Конусом проксимальных нормалей к множеству S ⊂ Rn в точке x0 ∈ S назы-
вается

NP (x0, S) =
{

y ∈ Rn
∣∣ ∃σ > 0: 〈y, x− x0〉 ≤ σ‖x− x0‖2 ∀x ∈ S

}
,

где 〈y, x− x0〉 — скалярное произведение векторов y и x− x0.
Замкнутое множество S ⊂ Rn называется телесно-гладким с константой

L > 0, если S = cl int S и для любых x1, x2 ∈ ∂S, y1 ∈ NP (x1, S), y2 ∈ NP (x2, S)
таких, что ‖y1‖ = ‖y2‖ = 1, выполнено неравенство

‖y1 − y2‖ ≤ L‖x1 − x2‖.
∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-01-00209).
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Из результатов работ [5, 6] вытекает следующее предложение о связи слабой
выпуклости и телесной гладкости.
Предложение 1. Пусть множество S ⊂ Rn телесно, т.е. S = cl intS, и

R > 0. Тогда множество S является телесно-гладким с константой 1/R тогда
и только тогда, когда множества S и Rn \ int S являются R-слабо выпуклыми.
Понятия сильно и слабо выпуклых множеств используются в теории диффе-

ренциальных игр для построения эффективных алгоритмов. Например, в рабо-
те [4] доказано, что сходимость альтернированных сумм к альтернированному
интегралу Понтрягина имеет второй порядок при условии, что дифференциаль-
ная игра линейна и множество допустимых управлений преследователя сильно
выпукло. В статье [6] доказана теорема об альтернативе для линейных дифферен-
циальных игр с сильно выпуклыми множествами допустимых управлений пре-
следователя и убегающего и телесно-гладким терминальным множеством. Ука-
занная теорема об альтернативе утверждает существование седловой точки в
классе программных стратегий для рассматриваемых игр.
В следующей теореме сформулированы достаточные условия телесной глад-

кости значения оператора Минковского. Свойство телесной гладкости множеств,
являющихся значениями оператораМинковского, позволяет применять более эф-
фективные алгоритмы аппроксимации таких множеств при построении квазиоп-
тимальных стратегий в нелинейных дифференциальных играх.
Теорема. Пусть множество S ⊂ Rn телесно и является RS-слабо вы-

пуклым, множество Rn \ S является rS-слабо выпуклым. Пусть множество
P ⊂ Rn является RP -сильно выпуклым, пусть функция a : Rn × P → Rn удо-
влетворяет условиям∥∥∥∥a(x1, p1) + a(x2, p2)

2
− a

(
x1 + x2

2
,

p1 + p2
2

)∥∥∥∥ ≤ γ1‖x1 − x2‖2 + γ2‖p1 − p2‖2

∀x1, x2 ∈ Rn ∀p1, p2 ∈ P,

‖a(x1, p1)− a(x2, p2)‖ ≤ L1‖x1 − x2‖+ L2‖p1 − p2‖ ∀x1, x2 ∈ Rn ∀p1, p2 ∈ P,

‖a(x, p1)− a(x, p2)‖ ≥ σ‖p1 − p2‖ ∀x ∈ Rn ∀p1, p2 ∈ P,

где L1 < 1/2 и
1 + L1 + 4RSγ1

4RS
<

(σ − 8Rγ2)(1 − 2L1)

16RPL2
.

Пусть G(x) = a(x, P ) для любого x ∈ Rn. Тогда значение оператора Минковского
MG(S) является телесно-гладким множеством.
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Optimal control on Lie groups

and integrable Hamiltonian systems

V. Jurdjevic

University of Toronto, Canada

This lecture will be about two natural left invariant variational problems on semi-
simple Lie groups G that admit an involutive automorphism σ. In such situations,
the set of fixed points of σ is a closed subgroup K of G, and the Lie algebra g of G
admits a Cartan decomposition g = p⊕ k with k equal to the Lie algebra of K, and p

a vector space subject to Lie algebraic conditions

[p, p] ⊆ k, [p, k] = p. (1)

The above decomposition defines two natural distributions on G: the first distribu-
tion H is defined as

H(g) = {gX : X ∈ p}, g ∈ G, (2)

while the second distribution A is affine, and is defined by an element A ∈ p with

A(g) = {g(A + X) : X ∈ k}, g ∈ G. (3)

In this notation, gX stands for the left translate by g of an element X ∈ g.
In the first case, any two points in G can be connected by a horizontal curve in H

whenever p + [p, p] = g, while the same is true in the second case whenever A is
regular. In this parlance, curve g(t) in G is an integral curve of a distribution D, or
a horizontal curve, if dg/dt ∈ D(g).

Then a suitable scalar multiple of the Killing form can be used to define the length
on the space of horizontal curves, which, in turn, induces a natural sub-Riemannian
metric on G that is central to the geometry of the underlying symmetric space G/K.
In the second case, a negative multiple 〈·, ·〉 of the Killing form Tr(adA◦AdB) defines

a natural energy function (1/2)
∫ T

0 〈U(t), U(t)〉 dt associated with every horizontal
curve g(t) that is a solution of dg/dt = g(t)(A+U(t)), which then induces an optimal
control problem of finding a horizontal curve that connects two given points in G
along which the energy transfer is minimal.

The solutions of this optimal control problem will be the main focus of the lecture.
In particular, I will show that the Hamiltonian for this problem, obtained by the
Maximum Principle of optimal control, leads to the class of Hamiltonians on g that
admit spectral parameter representations with important contributions to the theory
of integrable Hamiltonian systems. Particular cases provide natural explanations for
the classical results of Fock and Moser linking Kepler’s problem to the geodesics on
spaces of constant curvature, and J. Moser’s work on integrability based on isospectral
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methods, in which C. Newmann’s mechanical problem on the sphere and C. L. Jacobi’s
geodesic problem on an ellipsoid play the central role. The talk will also address the
relevance of this class of Hamiltonians to the elastic curves on spaces of constant
curvature.

Динамика сингулярно возмущенных моделей

на основе логистического уравнения с запаздыванием

(The dynamics of singular perturbed models

based on logistic equation with delay)

С. А. Кащенко (S. A. Kaschenko)

Ярославский государственный университет им. П.Г. Демидова,
Ярославль, Россия
kasch@uniyar.ac.ru

Исследуется широкий класс моделей, возникающих в математической эколо-
гии. В основе их лежит логистическое уравнение с запаздыванием. Основное
предположение состоит в том, что рассматриваемые системы содержат большие
или малые параметры, задающие сингулярные возмущения. Известные асимп-
тотические методы оказываются неприменимыми. Для изучения динамических
свойств решений разработан специальный метод большого параметра. Суть его
состоит в следующем.
В фазовом пространстве исходной системы выделяется некоторое множество

S(x), зависящее от векторного параметра x. Затем исследуется асимптотика всех
решений с начальными условиями из S(x). Удается показать, что через некото-
рый промежуток времени все эти решения попадают в множество S(x), причем
для x выполняются асимптотические равенства вида x = F (x) + o(1). В итоге
приходим к выводу, что динамика решений из S(x) определяется динамическими
свойствами конечномерного отображения F (x). Тем самым по грубым устойчи-
вым периодическим траекториям этого отображения строится асимптотика со-
ответствующего цикла той же устойчивости.
Обратим внимание, что для некоторых из рассматриваемых систем в их фазо-

вом пространстве имеется несколько множеств типа S(x). И для каждого из этих
множеств получены результаты о существовании аттракторов и об асимптотике
решений из них.
Для ответа на вопрос об устойчивости периодических решений из S(x) иссле-

дуется асимптотика мультипликаторов матрицы монодромии линеаризованного
(на периодическом решении) уравнения.
Наиболее тонкий момент в методе большого параметра связан с определением

множеств S(x). Здесь необходимо использовать некоторую дополнительную ин-
формацию о структуре решений. В каждом из рассмотренных уравнений выбор
таких множеств оказался довольно естественным.
Отметим, что указанным методом удалось исследовать ряд важных с приклад-

ной точки зрения задач.
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Модифицированная задача Фуллера

(Modified Fuller problem)

Ю. Н. Киселёв (Yu. N. Kiselev),
С. Н. Аввакумов (S. N. Avvakumov)

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Москва, Россия

kiselev@cs.msu.su, asn@cs.msu.su

Рассматривается задача оптимального управления⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ẋ1 = x2, x1(0) = a, x1(T ) = 0,

ẋ2 = u, x2(0) = b, x2(T ) = 0, |u| ≤ 1,

J [u] = λT + (1− λ)

∫ T

0

x2
1(t) dt → min

u(·)
,

(1)

зависящая от параметра λ ∈ [0, 1]; параметр T > 0 не фиксирован. При λ = 0 за-
дача (1) превращается в известную задачу Фуллера (см. [1–7]), а при λ = 1 имеем
классическую задачу быстродействия для объекта “тележка”. Решения этих двух
задач хорошо известны; оптимальный регулятор имеет вид

x1 = sign
[
−mx2|x2|

]
, (2)

причем для задачи Фуллера (λ = 0) коэффициент регулятора и время суть

mFull =
1

12

√
6
(√

33− 1
)
= 0.44 . . . , TFull = TFull(a, b),

а для задачи “тележка” —

mтел =
1

2
, Tтел =

{
b + 2

√
a + b2/2 выше л.п.,

−b + 2
√
−a + b2/2 ниже л.п.;

для TFull(a, b) имеется явная формула, которая здесь не приводится. В задаче
Фуллера наблюдается эффект четтеринга, а в задаче “тележка” оптимальное
управление — релейная функция времени со значениями ±1 и с количеством
точек переключения, не превосходящим 1.
Рассматривается задача о нахождении наилучшего регулятора для модели (1)

в форме

x1 = sign
[
−m(λ)x2|x2|

]
, λ ∈ [0, 1], m(λ)

∣∣
λ=0

= mFull, m(λ)
∣∣
λ=1

=
1

2
,

при исследовании которой используется опыт решения задачи Фуллера (с ис-
пользованием возможностей среды Maple), описанный в [5–7].
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Исследование многомерных

задач оптимального управления

с производственной функцией Кобба–Дугласа

(Investigation of multidimensional optimal control

problems with Cobb–Douglas production function)
∗

Ю. Н. Киселёв (Y. N. Kiselev)а, М. В. Орлов (M. V. Orlov)а,
С. М. Орлов (S. M. Orlov)а, А. П. Бакланов (A. P. Baklanov)б

аФакультет вычислительной математики и кибернетики, Московский
государственный университет им. М.В. Ломоносова, Москва, Россия

бИнститут математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН,
Екатеринбург, Россия

kiselev@cs.msu.su, orlov@cs.msu.su, sergey.orlov@cs.msu.su,
artem.baklanov@gmail.com

Рассматриваются задачи оптимального управления с динамикой⎧⎨⎩ ẋi =
ui

εi
F (x) − μixi, xi(0) = xi0 > 0, i = 1, . . . , n, n ≥ 2,

x = (x1, . . . , xn)
� ∈ Rn

+ = {x ∈ Rn : xi > 0, i = 1, . . . , n}
(1)

и различными функционалами, в том числе

J ≡
∫ T

0

e−νt

(
1−

n∑
i=1

ui

)
F (x) dt → max

u(·)
, (2)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-31-00454 мол_а).
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J ≡
∫ ∞

0

e−νt ln

[(
1−

n∑
i=1

ui

)
F (x)

]
dt → max

u(·)
, (3)

где x — вектор положительных фазовых переменных, u — вектор переменных
управления, подчиненных геометрическому ограничению u(t) ∈ U ⊂ Rn с об-
ластью управления U = {u ∈ Rn : ui ≥ 0, i = 1, n,

∑n
i=1 ui ≤ 1} при функцио-

нале (2) и U = {u ∈ Rn : ui ≥ 0, i = 1, n,
∑n

i=1 ui < 1} при функционале (3),
x0 = (x10, x20, . . . , xn0)

� ∈ Rn
+ — начальное состояние управляемого объекта,

μi, i = 1, . . . , n, — положительные коэффициенты амортизации, ν > 0 — коэффи-
циент дисконтирования, T > 0 — заданная длительность процесса управления.
В дифференциальных уравнениях управляемого движения задачи (1) участвует
функция F (x) = xε1

1 xε2
2 . . . xεn

n , x ∈ Rn
+, — производственная функция Кобба–

Дугласа, в которой положительные коэффициенты эластичности ε1, ε2, . . . , εn
удовлетворяют условию ε1 + . . . + εn = 1. Фазовые переменные характеризуют
уровни развития соответствующих секторов экономики, а функционал — инте-
гральный объем потребления на отрезке времени [0, T ] с учетом дисконтирова-
ния. Отметим, что в работах [1, 2] при n = 2 на заданном конечном горизонте
планирования максимизируется функционал J = x2(T ). Задача (1), (2) рассмот-
рена в [3, 6]. Задача (1), (3) рассмотрена в [4, 5].
В рассмотренных задачах применяется принципа максимума Понтрягина для

поиска экстремального решения и возможных особых режимов. Экстремальные
решения описываются конструктивно. Во всех случаях обоснована оптималь-
ность построенных экстремальных решений на основе достаточных условий.
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Оптимальные стратегии подавления

клеточного деления в антираковой терапии
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В последние десятилетия наблюдается прогресс в выявлении и объяснении
процессов, возникающих при развитии раковых заболеваний, а также в разра-
ботке методов и средств их ранней диагностики и лечения. Значительный вклад
в решение данной проблемы вносит математическое моделирование, которое поз-
воляет смоделировать поведение клеток и органов до болезни, при ее развитии и
лечении. Наиболее распространенными являются математические модели, опи-
сывающие развитие плотной раковой опухоли с помощью обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Представляет интерес рассмотреть пространствен-
ное изменения опухоли с точки зрения динамики популяций здоровых и рако-
вых клеток, применяя модель конкуренции Лотки–Вольтерры. При отыскании
эффективных в том или ином смысле стратегий лечения раковых заболеваний
широко используется теория оптимального управления.
Рассмотрим на заданном отрезке времени [0, T ] нелинейную управляемую си-

стему дифференциальных уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
ẋ(t) = r(1 − κ1w(t))(1 − x(t)− a12y(t))x(t) −m1x(t),

ẏ(t) = (1− κ2w(t))(1 − y(t)− a21x(t))y(t) −m2y(t),

x(0) = x0, y(0) = y0, x0, y0 > 0,

(1)

которая описывает взаимодействие здоровых и раковых клеток человеческого
организма при антираковой терапии. В этой системе x(t) — концентрация здо-
ровых клеток, y(t) — концентрация раковых клеток, x0 и y0 — соответствующие
начальные условия, a12, a21, m1, m2, κ1, κ2 — заданные положительные пара-
метры. Также система (1) содержит управляющую функцию w(t), подчиненную
ограничениям

0 ≤ w(t) ≤ wmax < min{κ−1
1 , κ−1

2 }. (2)

Управление w(t) задает интенсивность антираковой терапии, подавляющей де-
ление клеток. Под множеством допустимых управлений мы понимаем всевоз-
можные измеримые по Лебегу функции w(t), которые при почти всех t ∈ [0, T ]
удовлетворяют ограничениям (2).
Считаем, что в дальнейших рассуждениях выполнены неравенства

a12 · a21 �= 1, m2 > m1, κ2 > κ1.
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Введем множество

Λ =
{
(x, y) : 0 < x < x0e

rT , 0 < y < y0e
T
}

.

Тогда ограниченность, положительность и продолжимость решений системы (1)
устанавливаются следующей леммой.
Лемма 1. Пусть справедливо включение (x0, y0) ∈ Λ. Для произвольного

допустимого управления w(t) соответствующие решения x(t), y(t) системы (1)
определены на всем отрезке [0, T ] и удовлетворяют включению (x(t), y(t)) ∈ Λ
при всех t ∈ (0, T ].
Для системы (1) на множестве допустимых управлений рассмотрим задачу

минимизации функционала

J(w) = y(T )− αx(T ), (3)

который представляет собой взвешенную разность концентраций раковых и здо-
ровых клеток в конечный момент T . Здесь α — положительный весовой коэффи-
циент.
Лемма 1 гарантирует в задаче минимизации (3) существование оптимально-

го управления w∗(t) и отвечающих ему оптимальных решений x∗(t), y∗(t) си-
стемы (1). Для их анализа применим принцип максимума Понтрягина. Тогда
существует такая вектор-функция ψ∗(t) = (ψ∗

1(t), ψ∗
2(t)), что

• ψ∗(t) является нетривиальным решением сопряженной системы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ψ̇∗
1(t) = r(1 − κ1w∗(t))x∗(t)ψ

∗
1(t) + a21(1− κ2w∗(t))y∗(t)ψ

∗
2(t) +

−
{

r(1 − κ1w∗(t))(1 − x∗(t)− a12y∗(t)) −m1

}
ψ∗
1(t),

ψ̇∗
2(t) = ra12(1− κ1w∗(t))x∗(t)ψ

∗
1(t) + (1− κ2w∗(t))y∗(t)ψ

∗
2(t)−

−
{
(1− κ2w∗(t))(1 − y∗(t)− a21x∗(t)) −m2

}
ψ∗
2(t),

ψ∗
1(T ) = α, ψ∗

2(T ) = −1;

(4)

• управление w∗(t) удовлетворяет соотношению

w∗(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
wmax, если Lw(t) > 0,

любое w ∈ [0, wmax], если Lw(t) = 0,

0, если Lw(t) < 0,

(5)

в котором функция

Lw(t) = −rκ1(1− x∗(t)− a12y∗(t))x∗(t)ψ
∗
1(t)−

− κ2(1− y∗(t)− a21x∗(t))y∗(t)ψ
∗
2(t)

(6)

является функцией переключений. Она описывает с помощью формулы (5)
поведение управления w∗(t).

Анализ формулы (5) показывает возможные виды оптимального управления
w∗(t). Оно может иметь релейный вид и переключаться только между значе-
ниями 0 и wmax. Это имеет место, когда при переходе через точки, в которых
функция переключений Lw(t) обращается в нуль, происходит смена знака этой
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функции. Кроме того, помимо участков релейного типа, управление w∗(t) мо-
жет содержать особые участки. Такое происходит, когда функция переключений
Lw(t) обращается тождественно в нуль на некотором интервале отрезка [0, T ].
Для упрощения последующих рассуждений введем новые сопряженные пере-

менные
φ∗
1(t) = −x∗(t)ψ

∗
1(t), φ∗

2(t) = −y∗(t)ψ
∗
2(t)

и с их помощью перепишем соответствующие систему (4) и формулу (6):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
φ̇∗
1(t) = r(1 − κ1w∗(t))x∗(t)φ

∗
1(t) + a21(1 − κ2w∗(t))x∗(t)φ

∗
2(t),

φ̇∗
2(t) = ra12(1− κ1w∗(t))y∗(t)φ

∗
1(t) + (1− κ2w∗(t))y∗(t)φ

∗
2(t),

φ∗
1(T ) = −αx∗(T ), φ∗

2(T ) = y∗(T );

(7)

Lw(t) = rκ1(1− x∗(t)− a12y∗(t))φ
∗
1(t) + κ2(1− y∗(t)− a21x∗(t))φ

∗
2(t). (8)

Анализ системы (7) приводит к обоснованию следующей леммы.
Лемма 2. Cопряженные переменные φ∗

1(t), φ∗
2(t) знакоопределены на отрез-

ке [0, T ], т.е. имеют место неравенства

φ∗
1(t) < 0, φ∗

2(t) > 0, t ∈ [0, T ].

Используя дифференциальные уравнения систем (1) и (7), а также форму-
лу (8), находим выражение для производной L′

w(t) функции переключений Lw(t):

L′
w(t) = α(x∗(t), y∗(t))φ

∗
1(t) + β(x∗(t), y∗(t))φ

∗
2(t),

где функции α(x, y) и β(x, y) заданы соотношениями

α(x, y) = rκ1(m1x + a12m2y) + r(κ2 − κ1)a12y(1− y − a21x),

β(x, y) = κ2(a21m1x + m2y)− r(κ2 − κ1)a21x(1 − x− a12y).

Также полезными в дальнейшем анализе оказываются формулы, выражающие
производную L′

w(t) через функцию Lw(t):

rκ1(1 − x∗(t)− a12y∗(t))L
′
w(t) = α(x∗(t), y∗(t))Lw(t)− Φ(x∗(t), y∗(t))φ

∗
2(t),

κ2(1 − y∗(t)− a21x∗(t))L
′
w(t) = β(x∗(t), y∗(t))Lw(t) + Φ(x∗(t), y∗(t))φ

∗
1(t),

(9)

где функция Φ(x, y) определена соотношением

Φ(x, y) = rκ1κ2

{
(m1x+ a12m2y)(1− y− a21x)− (a21m1x+m2y)(1− x− a12y)

}
+

+ r(κ2 − κ1)
{

rκ1a21x(1 − x− a12y)2 + κ2a12y(1− y − a21x)2
}

.

Теперь изучим существование особого участка у оптимального управления
w∗(t). Предположим, что интервал Δ ⊂ [0, T ] — такой участок. Значит, спра-
ведливы равенства

Lw(t) = 0, L′
w(t) = 0, t ∈ Δ. (10)

Рассмотрим эти соотношения как систему линейных однородных уравнений от-
носительно переменных φ∗

1(t), φ∗
2(t), которая благодаря лемме 2 при каждом зна-

чении t ∈ Δ имеет нетривиальное решение. Этот факт приводит к равенству

Φ(x∗(t), y∗(t)) = 0, t ∈ Δ, (11)
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означающему, что кривая Φ(x, y) = 0 является особым множеством. В докладе
обсуждается вид этой кривой при различных значениях параметров системы (1).
Далее исследуем на интервале Δ вторую производную L′′

w(t) функции пере-
ключений Lw(t). Для этого продифференцируем формулы (9) с использованием
соотношений (10) и (11). В результате находим выражения

rκ1(1− x∗(t)− a12y∗(t))L
′′
w(t) = −Φ′

t(x∗(t), y∗(t))φ
∗
2(t),

κ2(1− y∗(t)− a21x∗(t))L
′′
w(t) = Φ′

t(x∗(t), y∗(t))φ
∗
1(t).

(12)

Равенство L′′
w(t) = 0, вытекающее из соотношений (10), примененное в форму-

лах (12) вместе с результатами леммы 2, приводит к формуле Φ′
t(x∗(t), y∗(t)) = 0.

В ней интерес представляет знакоопределенность слагаемых, содержащих управ-
ление w∗(t). В докладе приводятся результаты соответствующего численного ис-
следования этой знакоопределенности для различных значений параметров си-
стемы (1), что позволяет изучить выполнение или невыполнение необходимого
условия оптимальности особого участка.
Наконец, в докладе представлены результаты численных расчетов решения

задачи минимизации (3), выполненные в среде “BOCOP-2.0.5”.

Guaranteed result of control

of a differential inclusion with mixed constraint

R. V. Konstantinov

Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow, Russia

konstantinov.rv@mipt.ru

Formulation of the problem. We consider the differential inclusion

dx(t)

dt
∈ F (t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, T ], (1)

where x ∈ Rn is a vector, u ∈ P ⊂ Rm is a control, and P is a compact set containing
the zero vector. The set-valued map F is defined on [t0, T ]×Rn × P and has convex
and compact values in Rn. In addition, F is continuous in the Hausdorff metric and
is Lipschitz in x ∈ Rn with a constant L ≥ 0 uniformly with respect to t ∈ [t0, T ] and
u ∈ P . The piecewise continuous functions u : [t0, T ] → P will be called admissible
controls. Hence for any admissible control u(·) there exists a partition ω(u) = {tk}Nk=0

of [t0, T ], where t0 < t1 < . . . < tN = T , such that u(·) is continuous on every interval
(tk, tk+1) and has one-sided limits at its ends. The set of all admissible controls will
be denoted by U .

Under all these conditions, for any vector x0 ∈ Rn and for any admissible control
u(·) ∈ U there exists a piecewise continuously differentiable function x : [t0, T ]→ Rn,
x(t0) = x0, that has a continuous derivative on the intervals of the partition ω(u)
and satisfies the inclusion (1) on them (see [1, § 38]). Any such function will be called
a solution of the inclusion (1). The collection of all solutions of the inclusion (1)
corresponding to an admissible control u(·) and an initial vector x0 will be denoted
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by X(u(·), x0). We assume that the possible values of the vector x(t0) = x0 belong
to a compact set X0 ⊂ Rn.

Let a closed set R ⊂ Rn×P with Rn×{0} ⊂ R be given. In terms of the set R we
will determine a mixed constraint for the vector x and control u in the following way.
Let u(·) ∈ U and x(·) ∈ X(u(·), x0). The pair {x(·), u(·)} will be called R-admissible
if the following inclusion holds:(

x(t)

u(t)

)
∈ R ∀ t /∈ ω(u). (2)

Denote by XR(u(·), x0) the set of all x(·) ∈ X(u(·), x0) for which the pair {x(·), u(·)}
is R-admissible.

Let continuous functions g : Rn → R and G : [t0, T ] × Rn × P → R be given. For
any admissible control u(·) and function x(·) ∈ X(u(·), x0) define the value of the
functional

J(x(·), u(·), x0) = g(x(T )) +

∫ T

t0

G(t, x(t), u(t)) dt. (3)

The purpose of controlling the differential inclusion (1) with mixed constraint (2)
consists in obtaining a value of the functional J as small as possible with a control
u(·) ∈ U such that for any corresponding solution x(·) the inclusion x(·) ∈ XR(u(·), x0)
holds. We construct a control of the differential inclusion (1) within the piecewise
programmed strategy.

Definition 1. By a piecewise programmed control strategy of the differential
inclusion (1) with mixed constraint (2) we will mean a partition ω = {tk}Nk=0 of the
segment [t0, T ] and a function ustr giving for any k ∈ 0, N − 1 a constant value uk ∈ P
of the control u(·) on (tk, tk+1) by the information of the value of the solution x(tk)
realized at tk, such that the inclusion (2) holds for any solution x(t) of the differential
inclusion (1) that corresponds to the control u(t) = uk for t ∈ (tk, tk+1).

Definition 2. By a guaranteed result of control of the differential inclusion (1)
with mixed constraint (2) we will mean a function γ : X0 → R such that for any
vector x0 ∈ X0 and any α > γ(x0) there exists a piecewise programmed strategy ustr

α

which leads to the construction of a control uα(·) ∈ U such that for any solution
x(·) ∈ X(uα(·), x0) the inequality J(x(·), uα(·), x0) < α holds.

Construction of the guaranteed result. We denote by Br the closed ball
in Rn of radius r ≥ 0 centered at the origin.

Proposition. There exist real numbers r ≥ 0 and d ≥ 0 such that for any vector
x0 ∈ X0, control u(·) ∈ U, and solution x(·) ∈ X(u(·), x0), the inequality |x(t)| ≤ r
and inclusion F (t, x(t), u(t)) ⊂ Bd hold for all t ∈ [t0, T ].

We fix an arbitrary δ > 0 and define a set Rδ = R ∗− (Bdδ × {0}), where the
operation ∗− is the geometrical difference of two sets in Rn (see [1, Ch. 1, § 4, p. 37,
Definition 4.3]). Note that the inclusion Rn×{0} ⊂ R implies the inclusion Rn×{0} ⊂
Rδ. For any x ∈ Rn we define a compact set

Pδ(x) =

{
u ∈ P :

(
x

u

)
∈ Rδ

}
.
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The inclusion Rn × {0} ⊂ Rδ provides the inclusion 0 ∈ Pδ(x) for any x ∈ Rn. We
recall that for any compact set K ⊂ Rn its support function is

s(p, K) = max
x∈K

(p, x), p ∈ Rn,

where (p, x) denotes the scalar product of vectors p and x in Rn.

Theorem. Let there exist a continuously differentiable function

ρδ : [t0, T ]×Br → R

such that for all t ∈ [t0, T ] and x ∈ Br the inequality

∂ρδ(t, x)

∂t
+ min

u∈Pδ(x)

(
s

(
∂ρδ(t, x)

∂x
, F (t, x, u)

)
+ G(t, x, u)

)
≤ 0 (4)

holds together with the boundary condition

g(x) ≤ ρδ(T, x) ∀x ∈ Br. (5)

Then the function γ(x) = ρδ(t0, x), x ∈ X0, is a guaranteed result of control of the
differential inclusion (1) with mixed constraint (2), and for any vector x0 ∈ X0 and
α > ρδ(t0, x0) there exists a partition ω = {tk}Nk=0 of [t0, T ] with refinement less
than δ and a piecewise programmed strategy realized by the formula

uk = argminu∈Pδ(xk)

(
s

(
∂ρδ(tk, x(tk))

∂x
, F (tk, x(tk), u)

)
+ G(tk, x(tk), u)

)
the application of which guarantees the inequality J(T, x(T )) < α for any solution
x(·) ∈ X(u(·), x0).

This theorem is based on the Hamilton–Jacobi equation method [2, § 3.7] in a
problem of finding a solution of the differential inclusion that minimizes a terminal
functional (problem PD in [2, § 1.3]), generalized for the considered problem of control
of the differential inclusion (1) with mixed constraint (2).

Example. Consider F (t, x, u) = A(t)x + a(t)u + b(t)[−β, β], where the functions
A(t) ∈ Rn×n, a(t) ∈ Rn, and b(t) ∈ Rn are continuous on [t0, T ] and a(t) and b(t) are
eigenvectors of A(t) with eigenvalues λa(t) and λb(t), respectively, for every t ∈ [t0, T ].
Let also β > 0 and u ∈ P = [−α, α] where α > 0. The set R ⊂ Rn × P for the mixed
constraint (2) consists of all vectors

(
x
u

)
satisfying the inequality |u| ≤ f(|x|), where

f : [0,+∞) → (0, α] is a decreasing continuous function. Let the functional (3) be
given by the formula J(x(·), u(·), x0) = (x(T ), q), where q ∈ Rn. If we consider the
function

c(t, z) =
1

r

(
|(a(t), z)|f(r + dδ)− |(b(t), z)|β

)
, t ∈ [t0, T ], z ∈ Rn,

and the cone K(t) = {z ∈ Rn : c(t, z) ≥ 0} for every t ∈ [t0, T ], then one can show that
the function ρδ(t, x) = (x, z(t)), where dz(t)/dt ∈ Bc(t,z(t)) − AT(t)z(t), z(t) ∈ K(t)
for t ∈ [t0, T ], and z(T ) = q, satisfies inequalities (4) and (5). Applying Theorem I-2
from [3], one can show the existence of such a function z(t) if the conditions q ⊥ b(T )
and λa(t) ≤ λb(t) hold for all t ∈ [t0, T ]. Then the function γ(x) = ρδ(t0, x) is a
guaranteed result, and the value uk ∈ P at the moment tk ∈ ω(u) under the realized
x(tk) is calculated by the formula uk = − sign(a(tk), z(tk)) f(|x(tk)|+ dδ).
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Работа посвящена построению асимптотики решения обыкновенного диффе-
ренциального уравнения с голоморфными коэффициентами в окрестности беско-
нечности. Как известно, бесконечность, вообще говоря, является иррегулярной
особой точкой линейного дифференциального уравнения, именно этот случай
мы и будем рассматривать. Асимптотики решения будем строить методами ре-
сургентного анализа, основы которого изложены в книге [1], а также методом
повторного квантования [2].
Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение с голоморфными ко-

эффициентами

H

(
x,

d

dx

)
u(x) = 0, где H(x, p) = pn +

n−1∑
i=1

ai(x)p
i. (1)

Через ai(x) обозначены голоморфные функции в окрестности бесконечности. Это
означает, что существует такая внешность круга |x| > a, в которой функции ai(x),
i = 0, 1, . . . , n− 1, разлагаются в сходящиеся степенные ряды ai(x) =

∑∞
j=0 bji/xj .

Задача построения асимптотик решений уравнения (1) является классической
задачей аналитической теории линейных дифференциальных уравнений. Одной
из первых работ, в которой были построены асимптотики решения уравнения (1)
в окрестности бесконечности, является работа [3]. В этой работе были построены
асимптотические разложения решений некоторых обыкновенных дифференци-
альных уравнений в случае, когда многочлен H0(p) = H(0, p) имеет простые
корни. Эти асимптотики были получены в виде произведений соответствующих
экспонент на расходящиеся ряды, однако вопрос об интерпретации полученных
расходящихся рядов был оставлен открытым, иными словами, метод суммиро-
вания этих расходящихся рядов отсутствовал. Такие асимптотики в дальнейшем
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получили названия ВКБ-асимптотик. Это название появилось при решении неко-
торых задач квантовой механики, где были получены асимптотические разложе-
ния такого типа.
В конце 80-х годов прошлого века был получен аппарат, пригодный для сум-

мирования подобных рядов, основанный на преобразовании Лапласа–Бореля и
понятии ресургентной функции, впервые введенном французским математиком
Ж. Экалем [4]. Впоследствии данный аппарат активно применялся в работах
Б.-В. Шульце, Б.Ю. Стернина и В.Е. Шаталова [5] для исследования вырождаю-
щихся уравнений, получающихся при рассмотрении эллиптических уравнений на
многообразиях с особенностями типа клюва, а также для построений асимптотик
уравнений с малым параметром.
Пусть выполнено условие b0i = 0, i = 0, . . . , n − 1, иными словами, основной

символ дифференциального оператора H
(
x, d

dx

)
является однородной функцией.

Задача (1) путем замены x = 1/r сводится к уравнению с вырождением типа
клюва второго порядка, которое можно записать в виде(

−r2
d

dr

)n
u(r) + b0rm

(
−r2

d

dr

)k
u(r) + b1rm+1

(
−r2

d

dr

)k−1

u(r) + . . .

. . . + bk+1rm+ku(r) +

m∑
i=1

ri
n−1∑
j=hi

bij

(
−r2

d

dr

)j
u(r) + rh+1

n−1∑
i=0

ai(r)

(
−r2

d

dr

)i
u(r) = 0.

Здесь i + hi > m + k, через bi, bij обозначены соответствующие числа, ai(r) —
голоморфные функции. Число h = m + k называется индексом сингулярности
уравнения (1). Пусть выполнено неравенство hi + i − h > (m − i)n−k−m

m . Тогда
верна
Теорема. Асимптотика решения уравнения (1) в окрестности бесконечно-

сти имеет вид

u(x) ≈
n−k∑
j=1

exp

(
n−k−m∑

i=1

αj
ix

i
n−k

)
x− σi

n−k

∞∑
l

Aj
l x

− l
n−k +

k0∑
j=0

(
ln

1

x

)j
xαj

∞∑
i=0

bjix
−i,

где αj
n−k−m, j = 1, . . . , n− k, — корни полинома pn−k +

(
n−k

n−k−m

)n−k
a0, а Aj

l , σi,

bji , k0 и αj
i , j = 1, . . . , n− k − 1, — некоторые числа.

Если основной символ не является однородной функцией и имеет несколько
корней λ1, . . . , λk, то надо, последовательно сдвигая каждый из корней в нуль
путем замены u1(r) = eλi/ru(r), для каждого из корней вычислить индекс син-
гулярности и с помощью приведенной выше теоремы построить асимптотику.
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О первой краевой задаче
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При выводе необходимых условий оптимальности, обосновании численных ме-
тодов оптимизации и во многих других случаях важную роль играют условия
устойчивости (по возмущению управления) существования глобальных реше-
ний (УСГР) управляемых краевых задач (см., например, [1–3]; история вопроса
кратко описана в [3]). Условиям УСГР краевых задач для полулинейных парабо-
лических уравнений при фиксированной главной части с управлением в правой
части посвящены работы [4; 1, гл. 2, § 5; 2; 5; 6], c управлением в начальном
условии — [7]; случай управляемых гладких коэффициентов главной части рас-
сматривался в [8]. В докладе такие условия формулируются в случае первой
краевой задачи для параболического уравнения с управляемыми измеримыми
главными коэффициентами.
Пусть заданы числа T > 0, d1 > 0, d2 > 0 (d1 ≤ d2) и ограниченная односвязная

область Q ⊂ Rn (∂Q ∈ C2); точки области Q обозначаем через x = {x1, . . . , xn};
Πσ ≡ Q × (0, σ), σ ∈ (0, T ); Π ≡ ΠT ; D — некоторое множество элементов
пространства L∞(Π). Ниже используются обозначения функциональных про-
странств из [9]. Рассмотрим, например, задачу с однородными начальным и гра-
ничным условиями

L[y] ≡ y′
t −

n∑
i,j=1

(
cij(x, t)y′

xj

)′
xi = g({x, t}, y(x, t)), {x, t} ∈ Π, (1)

y(x, 0) = 0, x ∈ Q, y(x, t) = 0, x ∈ ∂Q, 0 ≤ t ≤ T, (2)

где cij — управления, 1 ≤ i, j ≤ n; функция g({x, t}, y) : Π × R → R задана.
Предполагаем, что функции g и g′

y непрерывны по y, измеримы по {x, t} и огра-
ничены на любом ограниченном множестве. Множество D допустимых управле-
ний c ≡ {cij, 1 ≤ i, j ≤ n} состоит из всех тех наборов, для каждого из кото-
рых cij ∈ D, 1 ≤ i, j ≤ n, и выполняется условие равномерной параболичности
d1|ξ|2 ≤

∑n
i,j=1 cij(x, t)ξiξj ≤ d2|ξ|2, {x, t} ∈ Π, ξ ∈ Rn. Чтобы определить понятие
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решения задачи (1), (2), рассмотрим вспомогательную начально-краевую задачу
для уравнения

L[y] = z(x, t), {x, t} ∈ Π, (3)

с условиями (2). Для любых y ∈ V 1,0
2 (Π), η ∈ W 1,1

2 (Π), z ∈ L∞(Π), ξ ∈ [0, T ]
положим

J [y(·), η(·), z(·), ξ] ≡
∫ ξ

0

dt

∫
Q

{
−yη′

t +

n∑
i,j=1

cijy
′
xjη′

xi − ηz

}
dx +

∫
Q

y(x, ξ)η(x, ξ) dx.

Следуя [9, гл. 3], функцию y(·) из V̊ 1,0
2 (Πσ), 0 < σ ≤ T , назовем решением за-

дачи (2), (3) на цилиндре Πσ, отвечающим управлению c ∈ D, если она ограни-
чена на Πσ и для почти всех ξ ∈ [0, σ] удовлетворяет интегральному тождеству
J [y(·), η(·), z(·), ξ] = 0, η ∈ W̊ 1,1

2 (Πσ). Для любых c ∈ D и z ∈ L∞(Π) задача (2), (3)
имеет единственное ограниченное обобщенное класса V̊ 1,0

2 (Π) решение на цилин-
дре Π (см. [9, гл. 3]). Оператор, ставящий в соответствие функции z это решение
при данном c, обозначим через Ac:

y(x, t) = Ac[z](x, t), {x, t} ∈ Π, z ∈ L∞(Π). (4)

Из результатов [9, гл. 3, теоремы 2.1, 4.2, 7.1, 8.1] и [1, гл. 2, § 5] следует, что при
любом c ∈ D оператор Ac — это линейный ограниченный оператор в L∞(Π); он
квазинильпотентен. Этот оператор вольтерров в том смысле, что для любого Πσ

сужение A[z]|Πσ не зависит от значений z|Π\Πσ
(здесь используется многомерное

обобщение [1] известного определения А.Н. Тихонова функционального операто-
ра типа Вольтерра).
Решением задачи (1), (2) на цилиндре Πσ, 0 < σ ≤ T , отвечающим набору c ∈

∈ D, назовем функцию y(·), являющуюся при данном c и z(x, t) ≡ g({x, t}, y(x, t)),
{x, t} ∈ Πσ, ограниченным обобщенным класса V̊ 1,0

2 (Πσ) решением задачи (2), (3)
на этом цилиндре. На любом цилиндре Πσ, 0 < σ ≤ T , набору c ∈ D не может
отвечать более одного такого решения. Каждому набору c ∈ D при достаточно
малом σ отвечает единственное такое решение на Πσ задачи (1), (2).
Формула (4), которую можно назвать формулой обращения главной части

начально-краевой задачи (1), (2), устанавливает взаимно однозначное соответ-
ствие между классом L∞(Π) функций z(x, t), {x, t} ∈ Π, и классом удовлетворя-
ющих условиям (2) функций y(x, t), {x, t} ∈ Π, пространства V̊ 1,0

2 (Π). Поэтому
задача (1), (2) эквивалентна вольтеррову функционально-операторному уравне-
нию

z(x, t) = g({x, t}, Ac[z](x, t)), {x, t} ∈ Π, z ∈ L∞(Π), (5)

над пространством L∞(Π).
Пусть Ω — та часть D, каждому элементу c которой отвечает единствен-

ное глобальное (т.е. на цилиндре Π) решение yc(·) задачи (1), (2). Для c ∈ D,
c0 ∈ Ω положим r(c, c0) ≡ ‖Ac−Ac0‖L∞(Π)→L∞(Π). Вольтеррова функционально-
операторная переформулировка (5) задачи (1), (2) позволяет методами работ [1–4]
доказать следующую теорему УСГР.
Теорема. Для любого c0 ∈ Ω существуют числа δ > 0 и C > 0 такие, что

если для некоторого c ∈ D выполняется неравенство r(c, c0) < δ, то c ∈ Ω, при
этом ‖yc − yc0‖V 1,0

2 (Π) ≤ Cr(c, c0).
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Метод синтеза оптимального управления

в условиях неопределенности

(Some optimal control design under uncertainty)

В. В. Кулагин (V. V. Koulaguin)

Институт проблем машиноведения Российской академии наук,
Санкт-Петербург, Россия
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Задача синтеза оптимального управления, сформулированная в работе [1], рас-
сматривается как метод борьбы с неопределенностью начальных данных движе-
ния, использующий переход от оптимального управления как функции времени к
управлению с обратной связью. В качестве развития данного метода для неопре-
деленностей общего вида (неопределенность понимается как наличие управления
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системой со стороны природы, случая, противника) предлагается постановка за-
дачи синтеза оптимального управления, выясняющая возможности управления
сохранять минимум функционала качества для максимально возможной области
изменений параметра, описывающего неопределенность. В общем виде задача
исследуется как задача математического программирования для функции с из-
быточной переменной [2, 3], рассматривается ее применение к задачам управле-
ния [4–9], теории принятия решений [10], теории игр [11–13], теории надежности
технических систем [14].

Задача синтеза оптимального управления. Пусть u — управление, v —
неопределенность, пара (u, v) — акт их совместного воздействия на систему, ко-
торый оценивается функционалами gi(u, v), hj(u, v), J(u, v).
Пусть A — множество пар (u, v) таких, что

gi(u, v) = 0, (1)

hj(u, v) ≤ 0, (2)

J(u, v) = min
u

Jv(u, v), (3)

где Jv(u, v) — сечение функции J(u, v) при фиксированном параметре неопреде-
ленности v. Заметим, что при фиксированном v задача (1)–(3) есть задача услов-
ной минимизации. Каждому управлению u ставится в соответствие множество

V (u) = {v | (u, v) ∈ A},

называемое множеством робастности управления u. Задача состоит в нахождении
управления u∗ такого, что либо

V (u∗) ⊇ V (u) ∀u, (i)

либо
f(V (u∗)) = max

u
f(V (u)), (ii)

где f(·) — некоторая функция множества. Управление u∗ называется максималь-
но робастным. Множество V (u∗) и величина f(V (u∗)) называются максимально
достижимыми показателями робастности данной управляемой системы.

Примечания. 1. В качестве управлений рассматриваются все функции вре-
мени, фазовых координат и, возможно, части параметра неопределенности (если
допустить к рассмотрению функции от всего параметра неопределенности, то это
означает, что управляющая сторона заранее знает значение неопределенности,
т.е. неопределенность отсутствует).
2. Параметр неопределенности может принимать значения из всего простран-

ства своих значений (в известных подходах к работе с неопределенностью тре-
буется ограниченность множества значений параметра неопределенности, как,
например, в минимаксных задачах).
3. Практика решения задач (i), (ii) показывает, что множества робастности

V (u) для функций времени обычно пусты. Решение, если оно существует, дости-
гается на управлениях с обратной связью.
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4. Решение задачи синтеза оптимального управления в форме (i) существует
не всегда. Вопросы существования решения исследуются в [2, 3]. В [9] для одной
задачи механики управляемого движения решение получено в форме (i).
5. В качестве параметра неопределенности может выступать внешнее воздей-

ствие как функция времени [6].
6. Функция множества f(·) может быть построена, в частности, следуя технике,

изложенной в [4], когда задача (ii) принимает вид

max
u

root
v

ρ(u, v) = root
v

max
u

ρ(u, v), (4)

где rootρ(u, v) есть корень функции ρ(u, v) при фиксированном управлении u,
имеющий смысл радиуса шара, вписанного в множество V (u) и оценивающего
это множество. Соотношение (4) позволяет от исходной задачи синтеза перейти
к более простой эквивалентной задаче.
7. Соотношение (4) выражает [11–13] равновесие в антагонистической игре

двух лиц с нулевой суммой и ограниченной платой игры.

Заключение. Данный метод синтеза оптимального управления допускает
к рассмотрению в качестве управления любые функции времени, фазовых ко-
ординат и части параметра неопределенности, что позволяет выявить основную
характеристику проектируемой системы — ее предельные возможности оставать-
ся работоспособной при заданном виде неопределенности.
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Модель разработки невозобновляемого ресурса

(Model of nonrenewable resource extraction)

А. В. Кулевский (A. V. Kulevsky)

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Москва, Россия

Финансовый университет при Правительстве Российской Федерации,
Москва, Россия

kulevskyav@cs.msu.su, avkulevskij@fa.ru

Работа посвящена проблеме моделирования оптимальных объемов добычи
невозобновляемых ресурсов. Таковыми называют природные ресурсы, образован-
ные в окружающей среде в течение многих лет, восстановление которых невоз-
можно или несравнимо медленнее потребления. Примерами служат ископаемое
топливо и сырье для него (нефть, уголь, газ), руды металлов, драгоценные кам-
ни. Процесс добычи изучается отдельно от иной деятельности. Модель описана
в [1, Sect. 10.1].

Описание модели. В задаче используются следующие обозначения:
R(t) ≥ 0 — общий текущий (не добытый) запас исчерпаемого ресурса;
R0 > 0 — количество ресурса в начальный момент времени t = 0;
E(t) — количество ресурса, добываемое в единицу времени;
p(t) > 0 — рыночная цена единицы добытого ресурса;
r > 0 — коэффициент дисконтирования;
C(t) ≥ 0 — затраты на добычу (себестоимость) единицы ресурса.
Фирма (отрасль) добывает и продает ресурс как свой единственный продукт.

Интенсивность добычи E — внутреннее управление. Освоение новых месторож-
дений игнорируется, процесс добычи описывается простой детерминированной
моделью

Ṙ(t) = −E(t), R(0) = R0.
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Фирма выбирает стратегию добычи E(t) с целью максимизировать свою об-
щую дисконтированную прибыль на конечном горизонте планирования [0, T ],
T < +∞. Именно, целевая функция имеет вид

J(E, T ) =

∫ T

0

e−rt
[
p(t)E(t) − C(E(t), R(t))

]
dt → max

T,E(·)
,

где общая себестоимость единицы ресурса C(E, R) зависит от интенсивности
добычи и запаса ресурса. Конкретный вид C(E, R) может быть различным,
при этом неотрицательная функция C(E, R) непрерывна и выполнены условия
∂C/∂E ≥ 0, ∂C/∂R ≤ 0, по которым себестоимость, вообще говоря, возрастает
как в процессе добычи, так и с ростом интенсивности. Поведение рыночной цены
единицы добытого ресурса p(t) считается наперед известным и не зависящим
от деятельности рассматриваемой фирмы; R(t) — фазовая переменная задачи.
Стратегия добычи E(t), t ∈ [0, T ], является управляющим параметром задачи,
удовлетворяющим ограничениям 0 ≤ E(t) ≤ Emax. Заданное максимальное зна-
чение интенсивности добычи Emax > 0 определяется техническими и финансо-
выми ограничениями. Момент окончания процесса разработки месторождения
T > 0 может быть как наперед заданным (что соответствует максимизации при-
были к конкретному сроку), так и произвольным (фирма стремится получить в
принципе максимальную отдачу от месторождения).
Получаем задачу оптимального управления: найти оптимальную интенсив-

ность добычи E∗(t) (управление) и оптимальный момент завершения процесса
разработки T ∗(при нефиксированном T ), а также соответствующие оптимальное
изменение запаса ресурса R∗(t) (траектория) и максимальный размер прибыли
J∗ = J(E∗, T ∗) (функционал).

Линейная модель без затрат на добычу. Рассматривается модель при
C(E, R) = 0: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ṙ(t) = −E(t),

R(0) = R0,

R(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ],

E(t) ∈ U = [0, Emax], t ∈ [0, T ],

J(E, T ) =

∫ T

0

e−rtp(t)E(t) dt → max
T,E(·)

.

(1)

Здесь R0 > 0, r > 0, Emax > 0 — заданные константы. Управление E(·) изме-
римо, E(·) ∈ L2[0, T ]. Момент T > 0 рассматриваем как фиксированным, так и
нефиксированным. Функция p(t) > 0 задана.
Сформулируем основные результаты для задачи (1).
Теорема 1. В задаче (1) при любой функции p(·) ∈ L2[0, T ] и любом фикси-

рованном T > 0 существует оптимальное управление.
Лемма 1. Равенство R(T ) = 0 — необходимое условие окончания опти-

мального процесса при нефиксированном T > 0.
Лемма 2. При свободном T > 0 и постоянной p(t) ≡ p0 > 0 оптимальное

решение задачи (1) имеет вид T ∗ ≥ T̂ = R0/Emax,
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E∗(t) =

{
Emax, t ∈ [0, T̂ ],

0, t ∈ (T̂ , T ∗],
R∗(t) =

{
R0 − tEmax, t ∈ [0, T̂ ],

0, t ∈ [T̂ , T ∗],

J∗ = J(E∗, T ∗) =
p0Emax

r

(
1− e−rT̂

)
.

Лемма 3. Если произведение e−rtp(t) строго монотонно убывает, функ-
ция p(t) дифференцируема и T свободное, то оптимальное решение задачи (1)
имеет вид T ∗ ≥ T̂ = R0/Emax,

E∗(t) =

{
Emax, t ∈ [0, T̂ ],

0, t ∈ (T̂ , T ∗],
R∗(t) =

{
R0 − tEmax, t ∈ [0, T̂ ],

0, t ∈ [T̂ , T ∗],

J∗ = J(E∗, T ∗) = Emax

∫ T̂

0

e−rtp(t) dt.

Замечание. По смыслу задачи (1) в леммах 2, 3 можно считать T ∗ = T̂ .

Модель с затратами на добычу, не зависящими от ресурса. Здесь
затраты на добычу вида C(E, R) = C(E) не зависят от R:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ṙ(t) = −E(t),

R(0) = R0,

R(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ],

E(t) ∈ U = [0, Emax], t ∈ [0, T ],

J(E) =

∫ T

0

e−rt
[
p(t)E(t)− C(E(t))

]
dt → max

E(·)
.

(2)

Параметры E(·), R0, r, Emax, p(t) полностью аналогичны задаче (1). Функция
C(E) непрерывна на U , момент T > 0 фиксирован.
Сформулируем основные результаты для задачи (2).
Теорема 2. Если функция C(E) непрерывна и выпукла на U, то в задаче (2)

для любой функции p(·) ∈ L2[0, T ] существует оптимальное управление.
Теорема 3. В задаче (2) для произвольной функции p(·) ∈ L2[0, T ] и квадра-

тичной функции C(E) = c0+c1E+c2E2, где c0 ≥ 0, c1 ≥ 0, c2 > 0, оптимальное
управление существует и единственно.
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Let us consider a situation of a space intercept with three objects: the attacker A,
the defender D, and the target T . Usual assumptions are supposed to be true:

• the vectors of objects’ nominal velocities belong to one plane;
• the initial lines-of-sight attacker–defender and attacker–target are almost parallel
to the objects’ velocities (that is, the angles between the longitudinal axis and
the objects velocity vectors are close to 0◦ or 180◦);

• the objects can maneuver applying lateral accelerations, but the accelerations
are relatively small; thus in general the longitudinal magnitudes of velocities
stay almost the same during the entire process.

All these assumptions allow one to linearize motions along the nominal trajectories.
After linearization, the longitudinal motions become uniform and define only the in-
stants of nominal rendezvous of the attacker with the defender and target. Neglecting
the longitudinal motions, one can consider only lateral one-dimensional motions of
the objects, which are described by linear dynamics:

żσ = Aσzσ + Bσuσ,

t ≥ t0, zσ ∈ Rnσ , uσ ∈ Pσ ⊂ Rpσ , σ ∈ {A, D, T },
(1)

Here, zA, zD, and zT are the phase vectors of the attacker, defender, and target,
respectively. The objects’ controls uA, uD, and uT are constrained by convex compact
sets PA, PD, and PT in their own spaces. The matrices AA, AD, and AT are square;
BA, BD, and BT are, generally speaking, rectangular matrices; if some object has a
scalar control, then the corresponding matrix is a column.

Denote by zA, zD, and zT the first components of the vectors zA, zD, and zT
assuming they are the objects lateral geometric coordinates.

Fix two instants tD and tT that are the instants of the nominal rendezvous of the
attacker with the defender and target. Naturally assume tT > tD. The interest of the
attacker is not to be intercepted by the defender at the instant tD and to intercept
the target at the instant tT . Denoting by dD the capture radius of the defender and
by dT the capture radius of the attacker (the radius within which the target can be
captured), we can formally define the objective of the attacker:

|zA(tD)− zD(tD)| ≥ dD, |zA(tT )− zT (tT )| ≤ dT . (2)

Consider a zero-sum differential game (called later the ADT game or ADT prob-
lem): the first player (attacker) using the control uA tries to guide system (1) to the

∗This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project no. 18-01-
00410).
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target set (2); the second player, combining the defender and the target, tries to hinder
this by using the controls uD and uT . During the game, both players know the exact
values of all phase coordinates. It is necessary to construct the set of initial positions
in which the first player guarantees the achievement of its objective (solvability set).

The considered problem arises when studying a pursuit in upper atmosphere layers.
J. Shinar is one of the first authors who addressed the problems of ADT type (see, for
example, [1]). ADT type games with many attackers and/or defenders are considered,
in particular, by I. Rusnak in [2]. In [3] the same author considers an ADT game
without constraints on the objects’ controls, but with an integro-terminal payoff (the
integral part of the payoff contains a penalty for large-valued controls). In [4], a
situation with attacker and defender with simple motion dynamics and passive de-
fenders in the plane is studied: there are moving obstacles which cannot be passed
through by the attacker. The obstacle motion law is known. The authors suggest a
numerical algorithm for constructing solvability sets in games of this type. In [5] an
ADT problem is considered with objects having simple motion dynamics in the plane.
In the paper, the authors suggest an explicit suboptimal solution of the problem.

Let us pass to new coordinates x1 and x2 that are the values of the relative co-
ordinates zA − zD and zA − zT forecasted to the corresponding instants tD and tT ,
respectively, under zero players controls:

x1(t) = X1
A(tD, t)zA(t)−X1

D(tD, t)zD(t),

x2(t) = X1
A(tT , t)zA(t)−X1

T (tT , t)zT (t).
(3)

Here, X1
σ(t, θ), σ ∈ {A, D, T }, are the first rows of the fundamental Cauchy matri-

ces Xσ(t, θ) that correspond to the differential equations żσ = Aσzσ.
Differentiating the values xi(t) with respect to t, we obtain the dynamics in the

new coordinates:

ẋ1 = X1
A(tD, t)BAuA −X1

D(tD, t)BDuD,

ẋ2 = X1
A(tT , t)BAuA −X1

T (tT , t)BT uT ,

t ∈ [t0, tT ], uA ∈ PA, uT ∈ PT , uD ∈ PD,

|x1(tD)| ≥ dD, |x2(tT )| ≤ dT .

(4)

From the results of the differential game theory, it follows (see, for instance, [6–8])
that the differential game (4) is equivalent to the differential game with dynamics (1)
and target set (2). The equivalence means that the first player can successfully finish
the game (1), (2) from some initial position

(
t, zA(t), zD(t), zT (t)

)
if and only if the

first player can successfully finish the game (4) from the position
(
t, x1(t), x2(t)

)
,

where x1(t) and x2(t) are computed by formula (3). Computations with dynamics (4)
are more convenient since the dimension of the phase vector x = (x1, x2)

� is 2 and
the phase vector x is absent on the right-hand part of system (4).

The author applied numerical algorithms for constructing solvability sets in linear
differential games with two-dimensional state vector and a non-convex target set at
a fixed termination instant. By means of these algorithms, a series of ADT problems
has been numerically investigated for different variants of the game dynamics and
parameters. The results of these investigations will be presented in the talk.
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On zero order asymptotic solution of singularly

perturbed linear–quadratic problems in a critical case
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The most part of publications devoted to singularly perturbed optimal control
problems deals with a non-critical case when an equation for a fast variable in the
degenerate state equation is resolvable with respect to the fast component of the state
variable (see, for instance, the reviews [1–3]).

We consider the problem Pε of minimizing the functional

Jε(u) =
1

2

∫ T

0

(
〈x, W (t, ε)x〉 + 2〈x, g(t, ε)〉+ ε2〈u, R(t, ε)u〉

)
dt (1)

∗The work of the first author was supported by the Russian Science Foundation (project no. 17-
11-01220).
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over trajectories of the system

ε2
dx

dt
= A(t, ε)x + ε2B(t, ε)u + εf(t, ε) (2)

with the condition

x(0, ε) = x0. (3)

Here 〈·, ·〉 denotes the scalar product in the corresponding real spaces, t ∈ [0, T ], T > 0
is fixed; x = x(t, ε), g(t, ε), f(t, ε) ∈ X , dimX = m, and u = u(t, ε) ∈ U , dimU = r;
the real-valued matrices W (t, ε), R(t, ε), A(t, ε), and B(t, ε) of corresponding dimen-
sions and the vector-functions g(t, ε) and f(t, ε) are sufficiently smooth with respect to
their arguments; the matrices W (t, ε) and R(t, ε) are symmetric; moreover, the matrix
W (t, ε) is positive semi-definite for sufficiently small ε ≥ 0 and the matrix R(t, 0) is
positive definite. Under these assumptions the problem Pε is uniquely solvable for
sufficiently small ε > 0.

Further the prime means the transposition, I is the identity operator, and the
coefficient of εi in an expansion of a function D(t, ε) in powers of ε will be denoted
by Di(t).

We will assume that the matrix A0(t) has m eigenvalues λ1(t), λ2(t), . . . , λm(t) for
all t ∈ [0, T ] that satisfy the following conditions:

I. λj(t) = 0 for j = 1, 2, . . . , k, k < m.

II. All k eigenvectors v1(t), v2(t), . . . , vk(t) of A0(t) corresponding to λj(t) = 0,
j = 1, 2, . . . , k, are linearly independent.

Let V (t) = (v1(t), . . . , vk(t)) and S(t) = (s1(t), . . . , sk(t)), where s1(t), . . . , sk(t)
are eigenvectors of the matrix A0(t)

′ corresponding to eigenvalues λj(t) = 0, j =
1, . . . , k, such that V (t)′S(t) is the identity k × k matrix. It is easy to see that
P0(t) = V (t)(V (t)′V (t))−1V (t)′ and Q0(t) = S(t)(S(t)′S(t))−1S(t)′ are orthogonal
projectors of the space X onto the subspaces kerA0(t) and kerA0(t)

′, respectively,
corresponding to the decompositions of the space X into the orthogonal sums

X = kerA0(t) ⊕ imA0(t)
′ = kerA0(t)

′ ⊕ imA0(t).

Let us introduce the notation M(t) = Q0(t)A1(t)P0(t).
We also assume that the following conditions are satisfied for all t ∈ [0, T ]:

III. The operator (I − P0(t))A0(t)(I − P0(t)) : imA0(t)
′ → imA0(t)

′ and the op-
erator (Q0(t)P0(t))

−1M(t) : kerA0(t)→ kerA0(t)
′ are stable.

IV. The equalities P0(t)W0(t) = 0 and P0(t)g0(t) = 0 are valid.

The asymptotic solution of problem (1)–(3) is sought in the form

z(t, ε) = z(t, ε) +
∑
i=1,2

(
Πiz(τi, ε) + Qiz(σi, ε)

)
, (4)

where z = (x′, u′)′; τi = t/εi, σi = (t − T )/εi, i = 1, 2; z(t, ε) =
∑

j≥0 εjzj(t),

Πiz(τi, ε) =
∑

j≥0 εjΠijz(τi), Qiz(σi, ε) =
∑

j≥0 εjQijz(σi); zj(t) are regular func-
tions; Πijz(τi) and Qijz(σi) are boundary functions of exponential type in the vicini-
ties of t = 0 and t = T , respectively, that satisfy the inequalities

‖Πijz(τi)‖ ≤ c exp(−κτi), τi ≥ 0, ‖Qijz(σi)‖ ≤ c exp(κσi), σi ≤ 0,

with some positive constants c and κ independent of τi and σi.
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It should be noted that an asymptotic solution to the initial value problem

ε2
dx

dt
= A(t)x + εf(x, t, ε), t ∈ [0, T ], x(0, ε) = x0,

where the matrix A(t) is singular, has been constructed in [4].
In contrast to this paper, a projector approach is used here, which helps us to make

the algorithm for constructing the asymptotics clearer.
To construct the asymptotics, we use the so-called direct scheme method [5], which

consists in substituting the postulated asymptotic expansion of a solution immediately
into the condition of the problem and obtaining problems for finding the asymptotic
terms.

Substitute the series (4) into (1) and present the integrand as an asymptotic sum
of terms depending on t, τi, and σi, i = 1, 2. We can pass in the integrals of functions
of τi and σi, i = 1, 2, to infinite integrals over the corresponding intervals [0,+∞)
and (−∞, 0].

The functional (1) is represented as

Jε(u) =

∞∑
j=0

εjJj . (5)

Substituting (4) into (2) and (3) and equating in expansions in powers of ε the coef-
ficients with like powers of ε depending on t, τi, and σi, i = 1, 2, separately, we obtain
relations for finding the terms of the series (4). From these relations, using the projec-
tor approach, we first get a zero-order asymptotic approximation for the state variable
and the functions (I − P0(t))x1(t), (I − P0(0))Π11x(τ1), and (I − P0(T ))Q11x(σ1).
For instance, from the equation A0(t)x0(t) = 0 we have (I − P0(t))x0(t) = 0. The
coefficients J0 and J1 in (5) become known.

Transforming the expressions for J2, J3, and J4, we obtain the problem P 0 for
finding u0(t) and P0(t)x1(t), two performance indices for the constructed optimal
control problems Π10P and Q10P , and three performance indices for the constructed
optimal control problems P 1, Π20P , and Q20P , respectively.

The following theorem is valid.

Theorem. Using the direct scheme method, the zero-order asymptotic solution of
the form (4) for problem (1)–(3) has been constructed. Moreover, the functions u0(t)
and P0(t)x1(t) can be found as a solution of the minimization problem P 0, the func-
tions Π10u(τ1) and P0(0)Π11x(τ1) can be found as a solution of the optimal control
problem Π10P, the functions Q10u(σ1) and P0(T )Q11x(σ1) can be found as a solution
of the optimal control problem Q10P, the functions Π20u(τ2) and (I −P0(0))Π22x(τ2)
can be found as a solution of the optimal control problem Π20P, and the functions
Q20u(σ2) and (I − P0(T ))Q22x(σ2) can be found as a solution of the optimal control
problem Q20P .
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О динамике систем под воздействием импульсных

входов высокого порядка и быстрых управлений

(On the dynamics of systems under the influence

of high-order pulse inputs and fast controls)

А. Б. Куржанский (A. B. Kurzhanski)

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Москва, Россия
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Рассматривается круг следующих задач:

• управление под воздействием импульсов высокого порядка;
• достижимость при импульсных управлениях и ограничениях на фазовые
траектории;

• двойственные переменные при оптимизации импульсных управлений;
• оптимальное управление при ультрагладких управлениях и наличии фазо-
вых ограничений;

• возрастающие и убывающие шкалы используемых пространств в теории
двойственности для указанных задач;

• двойственность в теории ультрабыстрых управлений.
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Sub-Finsler problems on Cartan and Engel groups
∗

E. Le Donne, Yu. L. Sachkov
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We consider the �∞ left-invariant problem on the 5-dimensional free nilpotent Lie
group of rank 2 and step 3 (the Cartan group). The problem is studied as a time-
optimal problem via geometric control techniques [1].

We apply the Pontryagin maximum principle and describe optimal abnormal tra-
jectories.

Further, we characterize singular arcs; all singular trajectories are shown to be
optimal.

Finally, we study bang–bang trajectories. We construct the bang–bang flow that
generates these trajectories. Via second-order optimality conditions, we prove upper
bounds for the number of switchings for bang–bang and mixed controls.

As a corollary of the above results, we obtain a uniform upper bound on the number
of switchings of optimal trajectories for all terminal points in the Cartan group.

We also obtain similar results for a one-parameter family of left-invariant sub-
Finsler problems on the Engel group (4-dimensional nilpotent Lie group of rank 2
and step 3).
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We consider a differential game with dynamics

ẋ = f(x, u, v)

where x ∈ Rn is a state vector, u ∈ U is the control of the player ©u which minimizes
the value of the functional

�(x(T ))

∗Yu.S. was supported by the Russian Science Foundation under grant 17-11-01387. E.L.D. was
partially supported by the Academy of Finland (grant 288501 ‘Geometry of sub-Riemannian
groups’) and by the European Research Council (ERC Starting Grant 713998 GeoMeG ‘Geom-
etry of Metric Groups’).
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while v ∈ V is the control of the player ©v which maximizes the value of the func-
tional �(x(T )).

It is well known that under general assumptions such a differential game has a
saddle point in discontinuous feedback control u = k(t, x) and v = m(t, x).

In this talk we discuss a new program-predictive method for a design of ε-optimal
feedback k(t, x).

This method is based on a solution of some nonstandard boundary value prob-
lem for an extended adjoint system and a generalized ε-maximum principle which
characterizes an ε-optimal non-anticipating strategy in the differential game.

Solutions of triangular Schlesinger equations

V. P. Leksin

State Social-Humanity University, Kolomna, Russia

lexin_vp@mail.ru

Let Bi(a), i = 1, 2, . . . , n, be a collection of p × p functional matrices defined in
some neighborhood U ⊂ Cn

∗ = Cn \
⋃

1≤i<j≤n{(a1, a2, . . . , an) | ai − aj = 0} of some

point a0 = (a0
1, a0

2, . . . , a0
n) ∈ U of the complex linear space Cn. The Schlesinger

equation [1] is the system of Pfaff equations

dBi(a) = −
n∑

j=1, j �=i

[Bi(a), Bj(a)]
d(ai − aj)

ai − aj
. (1)

with some initial conditions Bi(a
0) = B0

i .

Here [Bi, Bj ] = BiBj −BjBi denote the ordinary commutator of matrices.

The Schlesinger equation [1, 3] is the condition of the isomonodromic deformation
with respect to parameters a = (a1, a2, . . . , an) of the Fuchsian system

d y(z)

d z
=

n∑
i=1

Bi(a
0)
d y(z)

z − ai
.

The Schlesinger equation is written as the system of partial differential equations

∂Bi

∂aj
=

[Bi, Bj ]

ai − aj
, i �= j, i, j = 1, . . . n, (2)

∂Bi

∂ai
= −

n∑
j=1, j �=i

[Bi, Bj ]

ai − aj
, i = 1, . . . n. (3)

In the general case the Schlesinger equation is integrable in the Frobenius sense [1].
Locally in a neighborhood of any initial point a0 it has a holomorphic solution
B(a) = (B1(a), B2(a), . . . , Bn(a)) that by the Malgrange theorem also has an analytic

continuation to the whole universal covering C̃n
∗ as a meromorphic function with polar
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singularities on the Malgrange Θ-divisor. The Malgrange Θ-divisor is defined by the
zeros of the Miwa tau-function τ(a), which is a solution of the equation [1]

d log τ(a) = κ

n∑
i�=j, i,j=1

tr(Bi(a)Bj(a))
d(ai − aj)

ai − aj
.

We consider the Schlesinger equation in a special case when all matrices Bi(a),
i = 1, 2, . . . , n, are upper triangular or lower triangular. Under additional conditions
on the eigenvalues of the initial matrices Bi(a

0), i = 1, 2, . . . , n, we prove that the
Malgrange Θ-divisor is empty and the entries of all matrices have an integral repre-
sentation of hypergeometric type. We prove the following theorem (see also [2–5]).

Theorem. Let a1, a2, . . . , an be pairwise different complex numbers. If for
all i = 1, 2, . . . , n the sequences of eigenvalues λ1

i , λ2
i , . . . , λp

i of the upper trian-
gular solutions Bi(a) of equations (1) form an arithmetic progression with fixed

difference Δ, then the entries uk, l
i (a) of the components of the solutions Bi(a),

i = 1, 2, . . . , n, have the hypergeometric integral form

uk, l
i (a1, . . . , an) = λi

∫
γj

(t− a1)
λ1 . . . (t− an)

λn
d t

t− ai
,

where λ1 = λ2 = · · · = λn = (l − k)Δ. When Δ = 1/N ∈ Q, N ∈ Z, it holds that

um,m+k
i (a) = kΔ

∫
γ

wkdz
z−ai

is a period of the meromorphic form ωi = kΔwkdz
z−ai

on the

algebraic curve Γ = {(z, w) ∈ C2 | wN =
∏n

j=1(z − ai)}. The singularities of all
integrals are contained in the union of hyperplanes

⋃
1≤i<j≤n{ai − aj = 0} and the

Malgrange divisor Θ is empty.
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Алгебраические надстройки

в конструкции потока ранга 1

и простой спектр тензорных произведений потоков

(Algebraic spacers in a construction of a rank 1 flow and

the simple spectrum of the tensor products of flows)
∗
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Россия
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В работе [1] высказывалась гипотеза о том, что существуют перемешивающие
потоки Tt такие, что произведения Tt⊗Tαt имеют простой спектр при всех α > 1.
Нам удалось установить, что аналогичная гипотеза верна в более широком классе
слабо перемешивающих потоков.
Однопараметрическим потоком Tt, t ∈ R, называется непрерывное вложение R

в группу Aut(X, μ) автоморфизмов пространства (X, μ). Поток Tt, сохраняющий
меру, индуцирует унитарный поток Ttf(x) = f(Ttx) на L2(X, μ), оба потока далее
обозначаются одинаково.

Tt имеет простой спектр, если существует f(x) ∈ L2(X, μ) такая, что замыка-
ние линейной оболочки {Ttf : t ∈ R} дает L2(X, μ).
Оператор в L2(X, μ), являющийся ортогональной проекцией на подпростран-

ство констант, обозначается через Θ, I — тождественный оператор, H — ортого-
нальное дополнение к подпространству констант.
Поток Tt называется жестким, если для некоторой последовательности τj →

→∞ имеет место слабая сходимость

Tτj →w I.

Если же, кроме того, для любого ε ∈ (0, 1) и любой последовательности {tj},
tj ∈ [ετj , (1− ε)τj ] выполнено условие

Ttj →w Θ,

то мы будем говорить, что поток обладает лакунарной жесткостью.
Оператор P является специальным слабым пределом потока Tt, если для лю-

бого числа α > 1 найдется последовательность {tj} такая, что

Ttj →w P, Tαtj →w P.

Прямым произведением потоков Tt и Tαt называется поток Tt ⊗ Tαt, действу-
ющий на пространстве (X ×X, μ⊗ μ) следующим образом:

Tt ⊗ Tαt(x, y) = (Ttx, Tαty).

Отвечающий ему унитарный поток на пространстве L2(X × X, μ ⊗ μ) является
тензорным произведением Tt ⊗ Tαt.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ (проект НШ-
6222.2018.1).
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Теорема. Существует поток Tt с простым спектром, обладающий свой-
ством лакунарной жесткости, причем для всех β > 0 операторы

(Tβ + 2I + T−β) /4

являются специальными слабыми пределами потока Tt. Для такого потока
тензорное произведение Tt ⊗ Tαt имеет простой спектр при любом α > 1.

Указанный в теореме поток был построен с использованием конструкции по-
тока ранга 1 с разными типами надстроек на разных подпоследовательностях
этапов. В частности, для получения указанных специальных слабых пределов
были использованы надстройки, выбранные с использованием отображения в
конечных полях, задаваемых функцией следа.
Результаты получены докладчиком совместно с Валерием Валентиновичем

Рыжиковым.
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Convex trigonometry
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I plan to speak about a new convenient method of describing an arbitrary flat
convex compact set Ω by special functions cosΩ and sinΩ which generalize the classical
trigonometric functions cos and sin from the unit circle. Apparently, this method may
be very useful for explicit description of solutions of optimal control problems with
two-dimensional control lying in Ω. Using this method it is possible to explicitly
integrate a series of sub-Finsler problems with two-dimensional control lying in an
arbitrary convex set Ω. Namely, sub-Finsler problems on the Heisenberg, Engel, and
Cartan groups as well as Grushin’s and Martinet’s cases are considered. New functions
can be easily computed for a wide class of compact convex sets including arbitrary
polygons.
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О задаче управляемости

при наличии фазовых ограничений

(On the controllability problem with state constraints)
∗
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Приведены достаточные условия на параметры нелинейной системы, при ко-
торых для начальной позиции существует решение задачи уклонения от столкно-
вения с препятствием при движении к целевому множеству. Конструкция управ-
ления, решающего такую задачу, опирается на исследования [1–8].

Постановка задачи. Рассматривается динамическая управляемая система,
описываемая дифференциальным уравнением

ẋ(t) = Ax(t) + Bγ(x(t))[v(t) − α(x(t))], x(0) = x0, (1)

где t ≥ 0, x ∈ En, v ∈ Q ⊂ Ep, En есть n-мерное евклидово пространство,
Q — выпуклое компактное телесное множество в Ep, IntQ & 0, v — параметр
управления, A, B — постоянные матрицы размеров n× n, n× p соответственно,
функции α(x) : En → Ep, γ(x) : En → Ep×p определены в области D ⊂ En,
содержащей начало координат и (p × p)-матрица γ(x) невырождена для всех
x ∈ D. Под допустимыми управлениями будем понимать измеримые по Лебегу
функции v(t) со значениями в множестве Q. В пространстве En заданы целевое
множество M1 и препятствие M2. Для их задания введем ненулевую матрицу π
размера q × n, 2 ≤ q ≤ n. Предположим, что Mi = M1 + M2

i , i = 1, 2, где
M1 = {x ∈ En : πx = 0}, M2

i — звездное [9] ограниченное открытое множество из
подпространства πEn = L1; x0 /∈ Mi, i = 1, 2, M1 ∩M2 = ∅.

Определение. Для начальной позиции x0 линейной динамической систе-
мы (1) существует решение задачи уклонения от столкновения с препятстви-
ем M2 при движении вектора x(t) к множеству M1, если найдутся допустимое
управление v(t) и конечный момент времени T ≥ 0 такие, что x(T ) ∈ M1 и
x(t) /∈ M2, t ∈ [0, T ].

Рассматривается задача о нахождении достаточных условий на параметры
системы (1), при которых для начальной позиции x0 существует решение задачи
уклонения от столкновения с препятствием M2 при движении к множеству M1.

Описание управления, решающего задачу. В силу определения мно-
жеств M1, M2 выполнение включения x ∈ Mi эквивалентно соотношению πx ∈
∈ M2

i . Обозначим через k ≥ 0 такое целое число, что πAkB �= 0, а πAiB = 0 при
i = 0, . . . , k − 1, если k ≥ 1.

Предположение 1. Существует выпуклое компактное телесное множество
P в Ep такое, что для всех x ∈ D справедливо включение Q ⊃ α(x) + γ−1(x)P .

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект №14-11-00539).
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Предлагаемый подход к решению поставленной задачи состоит в выборе управ-
ления v в форме

v = α(x) + γ−1(x)(u1 + u2), ui ∈ Pi, i = 1, 2, P1 + P2 ⊂ P, (2)

где u1, u2 выбираются следующим образом. Пусть P1, P2 — выпуклые компакты,
P = P1 + P2, IntP1 �= ∅, IntP2 �= ∅, 0 ∈ P1, 0 ∈ P2, u1 ∈ P1, u2 ∈ P2, m1 ∈ M1.
Построение управления u1, решающего задачу управляемости для системы (1)
на множество M1, проведем на основе метода погружающих функций, опираю-
щегося на результаты работ [7, 8].
Если πeAtx0 /∈ M2

1 для всех t > 0, то управление u1(t) ∈ P1 и функцию
πm1(t) ∈ M2

1 при t ∈ [0, θ] выберем как решение уравнения

πeA(θ−t)Bu1(t) = −λ(θ, t, x0, P1)(πeAθx0 − πm(t)). (3)

Здесь λ(t, s, x0, P1) — неотрицательная функция, определенная при πeAtx0 /∈ M2
1

для всех t > 0, измеримая по совокупности аргументов t, s ∈ [0, t] и такая, что

−λ(t, s, x0, P1)(πeAtx0 −M2
1 ) ∩ πeA(t−s)BP1 �= ∅. (4)

Функцию λ(t, s, x0, P1) далее назовем погружающей функцией для параметров
управляемой системы (1). Погружающими функциями являются максимизиру-
ющие функции, примененные в работе [7, с. 95], и разрешающие функции ра-
боты [8]. Отсутствие свойства экстремума у погружающей функции делает ее
удобной для применения в задачах с фазовыми ограничениями.
Функция λ(t, s, x0, P1) согласно (4) равномерно ограничена по s ∈ [0, t] и,

следовательно, суммируема на отрезке [0, t] (см. [3]). Таким образом, функция
λ(t, s, x0, P1) интегрируема по s, что позволяет определить для t > 0 функцию

β(t, x0) = 1−
∫ t

0

λ(t, s, x0, P1) ds. (5)

Предположение 2. Для позиции x0 системы (1) существуют множество
P1 ⊆ P и погружающая функция λ(t, s, x0, P1) такие, что уравнение β(t, x0) = 0
имеет положительный корень θ.
Положим y(t) = πeAtx0 +

∫ t

0
πeA(t−s)Bu1(s) ds, t ∈ [0, θ]. Множество M2

2 по
постановке задачи является звездным множеством. На поведение опорной кривой
y(t) относительно множества M2

2 наложим следующее условие.
Предположение 3. Существуют целое число N и константы ti1, ti2, i =

= 1, . . . , N : 0 < t11 ≤ t12 < t21 ≤ t22 < . . . < ti1 ≤ ti2 < . . . < tN1 ≤ tN2 < T , такие,
что y(t) ∈ M2

2 , t ∈ [ti1, ti2], i = 1, . . . , N , y(t) /∈ M2
2 , t /∈ [ti1, ti2], i = 1, . . . , N .

Если множествоM2
2 является звездным телом и опорная кривая y(t) пересека-

ет его при некоторых t ∈ [ti1, ti2], i = 1, . . . , N , то доказывается, что существует
точка a ∈ Sε(b) ⊂ M2

2 такая, что y(t) �= a для t ∈ [ti1, ti2], i = 1, . . . , N .
Если множество M2

2 является только звездным множеством и не является те-
лом, а опорная кривая y(t) пересекает его при некоторых t ∈ [ti1, ti2], i = 1, . . . , N ,
то наложим следующее
Предположение 4. y(t) �= a, t ∈ [ti1, ti2], где a — центр звездного множе-

ства M2
2 .
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Управление u2(·) на отрезке [0, θ] выберем как решение интегрального уравне-
ния первого рода типа Вольтерра∫ t

0

πeA(t−s)Bu2(s) ds = ϕ(t)(y(t) − a) (6)

в классе измеримых функций u2(·) ∈ U , где U — класс p-мерных измеримых по
Лебегу векторных функций, ограниченных по модулю на [0, θ].
Здесь ϕ(t) — гладкая оценочная функция для функции μ(t), удовлетворяю-

щая следующим условиям: ϕ(t) ≥ μ(t), ϕ(t) дифференцируема k + l + 1 раз,
ϕ(0) = ϕ′(0) = . . . = ϕ(k+l+1)(0) = 0, ϕ(θ) = 0.
Функция μ(t) имеет вид

μ(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если t /∈ [ti1, ti2], i = 1, . . . , N,

l(y(t)− a, M2
2 − a)

‖y(t)− a‖ − 1, если t ∈ [ti1, ti2], i = 1, . . . , N,
(7)

l(η, G) — лучевая функция звездного множества G (см. [9]).
Лемма 1. Для функции ϕ(t)(y(t) − a) существует решение уравнения (6)

при t ∈ [0, θ] в классе U, и для этого решения справедлива оценка

‖u2(t)‖ ≤ ‖(πAkB)+‖ΛeΔt,

где (πAkB)+ — псевдообратная матрица для матрицы πAkB,

Λ = max
t∈[0,θ]

‖f(t)‖, f(t) =
dk+1

dtk+1
(ϕ(t)(y(t) − a)),

Δ = max
0≤s≤t≤θ

‖πAk+1e(t−s)AB(πAkB)+‖.

Пусть t ∈ [ti1, ti2], λi = maxt∈[ti1,ti2] λ(t)/tk+l+2. Согласно построению λ(t) = 0,
t ∈ [0, t11], λ(t) = 0, t ∈ [tN2, θ], t11 > 0. Таким образом, λi конечно.
Функция ϕ(t) может быть построена с использованием срезающей функции

ξ(t, δ, i) отрезка [ti1 − 2δ, ti2 + 2δ],

‖u2(t)‖ ≤ R3(t) = Λ1(1 + Ω1)t. (8)

При заданных функциях ϕ(t), πz(t) из соотношения (8) получаем величину огра-
ничения на управление u2(t), t ∈ [0, T ], при котором можно реализовать маневр
обхода, соответствующий этим функциям:

P2 ⊇ SG(0). (9)

Здесь SG(0) — сфера радиуса G с центром 0, G = min(G1, G2),

Gi = max
t∈[0,T ]

Ri(t), i = 1, 2, R1(t) = ΛeΔt, R2(t) = Λ1e
Δ1t.

Предположение 5. Множество P2 удовлетворяет включению (9).
Сформулируем достаточные условия существования решения в задаче укло-

нения от столкновения с препятствием в виде звездного множества.
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Теорема. Если множество M2
2 является звездным телом и для систе-

мы (1) в позиции x0 выполнены предположения 1–5, то для позиции x0 су-
ществует решение задачи уклонения от столкновения.
Автор выражает благодарность профессору М.С. Никольскому за обсуждение

работы.
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Optimal guaranteed result in control problems

of neutral-type systems
∗

N. Yu. Lukoyanov, A. R. Plaksin

Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ekaterinburg, Russia
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Within the positional approach [1–7], we consider a problem of control under dis-
turbances for the functional differential system of a neutral type

d

dτ

(
x(τ) − g(τ, xτ (·))

)
= f(τ, xτ (·), u(τ), v(τ)), τ ∈ [t0, ϑ],

x(τ) ∈ Rn, u(τ) ∈ U ⊂ Rk, v(τ) ∈ V ⊂ Rm,

the initial condition

x(t + ξ) = w(ξ), ξ ∈ [−h, 0],

and the quality index

γ = σ(xϑ[·]).

Here τ is the current time; t ∈ [t0, ϑ) is the initial time; x(τ) is the state of the
system at the time τ ; xτ (·) is the motion history on the interval [τ − h, τ ] defined by

∗This work is supported by the program of the Presidium of the Russian Academy of Sciences
no. 01 “Fundamental Mathematics and its Applications” under grant PRAS-18-01.
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xτ (ξ) = x(τ + ξ), ξ ∈ [−h, 0], where h > 0 is the delay constant; u(τ) is the current
control action; v(τ) is the unknown disturbance action; U and V are given compact
sets. The goal of the control is to minimize the quality index γ.

Below, 〈·, ·〉 denotes the scalar product, ‖·‖, the Euclidean norm, Lip([a, b],Rn) is
the space of Lipschitz continuous functions from [a, b] to Rn, Lip = Lip([−h, 0],Rn),
and G = [t0, ϑ]× Lip. The space Lip is equipped with the uniform norm ‖·‖∞.

The initial motion history is Lipschitz continuous, i.e., xt(·) = w(·) ∈ Lip. The
mappings g : G �→ Rn, f : G × U × V �→ Rn, and σ : Lip �→ R are continuous and
satisfy the following conditions:

• there exist λg ∈ (0, 1), h0 ∈ (0, h), and αg > 0 such that

‖g(τ, w(·))− g(ξ, r(·))‖ ≤ λg max
η∈[−h,−h0]

‖w(η) − r(η)‖ + αg

(
1 + ‖w(·)‖∞

)
|τ − ξ|;

• there exists αf > 0 such that

‖f(t, w(·), u, v)‖ ≤ αf

(
1 + ‖w(·)‖∞

)
;

• for any ν > 0, one can find λf , λσ > 0 such that

‖f(t, w(·), u, v)− f(t, r(·), u, v)‖ ≤ λf‖w(·) − r(·)‖∞,

|σ(w(·)) − σ(r(·))| ≤ λσ‖w(·)− r(·)‖∞

for any w(·), r(·) ∈ Dν , where

Dν =
{

r(·) ∈ Lip : ‖r(·)‖∞ ≤ ν, ‖r(τ) − r(ξ)‖ ≤ ν|τ − ξ|, τ, ξ ∈ [−h, 0]
}

.

By an admissible control strategy, we mean a pair {U,Δ} where U is a function
from G to U and Δ is a partition of the control interval [t, ϑ], i.e.,

Δ =
{

τi : τ1 = t, τi < τi+1, i = 1, k, τk+1 = ϑ
}

.

The strategy {U,Δ} determines the control actions according to the feedback rule

u(τ) = U(τi, xτi(·)), τ ∈ [τi, τi+1), i = 1, k.

The value of the optimal guaranteed result is defined by

ϕ(t, w(·)) = inf
{U,Δ}

sup
v(·)

γ,

where sup is taken over all measurable functions v(·) = {v(τ) ∈ V, τ ∈ [t, ϑ]}.
The paper is devoted to the study of infinitesimal properties that characterize the

value functional ϕ : G �→ R.
One of the main results is the following.

Let (t, w(·)) ∈ G, t < ϑ, z(·) ∈ Lip([t, ϑ],Rn), and let L be a nonempty convex
compact set in Rn. Define

H(t, w(·), s) = min
u∈U

max
v∈V

〈
f(t, w(·), u, v), s

〉
, s ∈ Rn,

X(t, w(·)) =
{

x(·) ∈ Lip([t− h, ϑ],Rn) : x(t + ξ) = w(ξ), ξ ∈ [−h, 0]
}

,
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D−{ϕ(t, w(·)) | z(·), L
}
= lim

ε↓0
inf

x(·)∈Ωε

lim inf
τ→t+0

ϕ(τ, xτ (·))− ϕ(t, w(·))
τ − t

,

D+
{

ϕ(t, w(·)) | z(·), L
}
= lim

ε↓0
sup

x(·)∈Ωε

lim sup
τ→t+0

ϕ(τ, xτ (·))− ϕ(t, w(·))
τ − t

,

where

Ωε =

{
x(·) ∈ X(t, w(·)) : d

dτ

(
x(τ) − z(τ)

)
∈ [L]ε for a.e. τ ∈ [t, ϑ]

}
.

Here [L]ε denotes the ε-neighborhood of the set L in Rn.
Let x(·) ∈ X(t, w(·)) be such that x(τ) = w(0) for τ ∈ [t, ϑ]. Put

z(τ | t, w(·)) = g(τ, xτ (·)), τ ∈ [t, ϑ].

Theorem. Let P and Q be nonempty sets. Let the convex compact set-valued
mappings F ∗ = F ∗(t, w(·), q) ⊂ Rn and F∗ = F∗(t, w(·), p) ⊂ Rn, where (t, w(·)) ∈ G,
p ∈ P, and q ∈ Q, be Hausdorff continuous with respect to (t, w(·)) ∈ G for any p ∈ P

and q ∈ Q and satisfy the following conditions :

(i) there exists αF > 0 such that

sup
{
‖f‖ : f ∈ F ∗(t, w(·), q) ∪ F∗(t, w(·), p)

}
≤ αF

(
1 + ‖w(·)‖∞

)
;

(ii) for any (t, w(·)) ∈ G and s ∈ Rn, we have

sup
q∈Q

min
f∈F∗(t,w(·),q)

〈f, s〉 = H(t, w(·), s) = inf
p∈P

max
f∈F∗(t,w(·),p)

〈f, s〉.

Then, a functional ϕ : G �→ R is the functional of the optimal guaranteed result in the
considered control problem if and only if it is continuous, satisfies the condition

ϕ(ϑ, w(·)) = σ(w(·)), w(·) ∈ Lip,

and satisfies the following differential inequalities :

sup
q∈Q

D−{ϕ(t, w(·)) | z(· | t, w(·)), F ∗(t, w(·), q)
}
≤ 0,

inf
p∈P

D+
{

ϕ(t, w(·)) | z(· | t, w(·)), F∗(t, w(·), p)
}
≥ 0

fop (t, w(·)) ∈ G and t < ϑ.
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Дифференциальные игры преследования

для двумерного уравнения теплопроводности

с производными дробного порядка

(Differential games of pursuit for the two-dimensional

heat equation with derivatives of fractional order)

М. Ш. Маматов (M. Sh. Mamatov)

Национальный университет Узбекистана им. М. Улугбека,
Ташкент, Узбекистан
mamatovmsh@mail.ru

Рассматривается управляемая распределенная система, описываемая уравне-
ниями дробного порядка [1]

Dα
0tz = CxDβ

0xz + CyDβ
0yz − u + υ, (t, x, y) ∈ Ω, (1)

z|t=0 = ψ(x, y), (x, y) ∈ G, (2)

z|L = ϕ(x, y), (x, y) ∈ G, (3)

где z — неизвестная функция из класса C2(Ω), Ω = G×(0, T ],G = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤
≤ y ≤ 1} — прямоугольник с границей L, t ∈ [0, T ], T — произвольная поло-
жительная константа; Cx, Cy — коэффициенты теплопроводности; 0 < α ≤ 1,
1 < β ≤ 2;

Dα
0tz(t, x, y) =

∂

∂t
I1−α
0t , Dβ

0xz(t, x, y) =

(
∂

∂x

)2
I2−β
0x , Dβ

0yz(t, x, y) =

(
∂

∂y

)2
I2−β
0y

— частные дробные производные Римана–Лиувилля;

Iα
0+z(t, x, y) =

1

Γ(α)

∫ t

0

z(s, x, y)

(t− s)1−α
ds

— частные дробные интегралы Римана–Лиувилля по соответствующей перемен-
ной [2], u, υ — управляющие параметры, u — управляющий параметр пресле-
дующего игрока, u ∈ P ⊂ R, υ — управляющий параметр убегающего игрока,
υ ∈ Q ⊂ R, P и Q — компакты. Кроме того, в пространстве Rn выделено тер-
минальное множество M = M + εS, где ε > 0, S = [−1, 1]. Цель преследующего
игрока — вывести z на множество M , убегающий игрок стремится этому поме-
щать. Игра считается оконченной, если z попадает в M : z ∈ M .
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Пусть f(x)— некоторая функция с областью определения Ω. Тогда имеет место
конечно-разностное определение производной порядка β ∈ R в точке x ∈ D(f)
(см. [3]):

Dβ
axf = lim

n→+∞

( n

x− a

)β n∑
k=0

qkf
(

x− x− a

n
k
)

,

где 1 < β ≤ 2; q0 = 1, qk = (−1)kβ(β − 1) . . . (β − k + 1)/k!. Согласно [3] если
f ∈ C2(Ω), то производная Грюнвальда совпадает с производной Римана–Ли-
увилля. Для аппроксимации дробных производных Римана–Лиувилля по пере-
менным x, y при 1 < β < 2 на отрезке [0, 1] воспользуемся формулой Грюнвальда–
Летникова со смещением [4, 5]:

Dβ
axf = lim

n→+∞

1

hβ

[x/h]∑
k=0

qkf(x− (k − 1)h), (4)

где h = x/M . Формула (4) обеспечивает более точную аппроксимацию, чем стан-
дартная формула Грюнвальда–Летникова.
Воспользовавшись формулой (4), для производных дробного порядка Римана–

Лиувилля по пространственным переменным в случае 1 < β < 2 получим

Dβ
0xz(t, x, y)|xn ≈

1

hβ

n+1∑
j=0

qjz(t, xn−j+1, y), (5)

Dβ
0yz(t, x, y)|ym ≈ 1

hβ

m+1∑
j=0

qjz(t, x, ym−j+1), (6)

где xn−j+1 ≈ xn − (j − 1)h, ym−j+1 ≈ ym − (j − 1)h.
Пользуясь достаточным признаком существования дробной производной Ри-

мана–Лиувилля [3] при 0 < α ≤ 1 на отрезке [tk, tk+1] получим

Dα
0tz(t, x, y)|tk =

1

Γ(1 − α)

(
z(tk, x, y)

(tk+1 − tk)α
+

∫ tk+1

tk

z′(x, s) ds

(tk+1 − s)α

)
, (7)

где

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx. (8)

Представляя производную z′(τ, x, y) на отрезке [tk, tk+1] в виде конечной раз-
ности (

dz

dτ

)
k

≈ z(tk+1, x, y)− z(tk, x, y)

τ
,

разностную аппроксимацию производной дробного порядка α на отрезке [tk, tk+1]
можно записать в виде

Dα
0tz(t, x, y)|tk ≈

≈ 1

Γ(1− α)

(
z(tk, x, y)

(tk+1 − tk)α
+

z(tk+1, x, y)− z(tk, x, y)

τ

∫ tk+1

tk

ds

(tk+1 − s)α

)
=

=
z(tk+1, x, y)− αz(tk, x, y)

Γ(1− α)(1− α)τα
. (9)
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Для нахождения решения задачи (1)–(3) в области

Ω =
{
(x, y, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T

}
введем сетку

�hx,hy,τ =
{
(xn, ym, tk) : xn = nhx, ym = mhy, tk = kτ, n = 0, 1, . . . , n0,

hx = 1/n0, m = 0, 1, . . . , m0, hy = 1/m0, k = 0, 1, . . . , T/k0

}
с шагом hx по x, hy по y и τ по t. Введем обозначения

z(k)
n,m ≈ z(tk, xn, ym), zk

n−j+1 ≈ z(tk, xn−j+1, ym), zk
m−j+1 ≈ z(tk, xn, ym−j+1),

u(k)
n,m ≈ u(tk, xn, ym), υ(k)

n,m ≈ υ(tk, xn, ym).

Воспользовавшись равенствами (5), (6), (9) для уравнения (1), запишем явную
разностную схему

z
(k+1)
n,m − αz

(k)
n,m

Γ(2− α)τα
=

Cx

hβ
x

(
z
(k)
n+1,m − βz(k)

n,m +

n+1∑
j=2

qjz
(k)
n−j+1,m

)
+

+
Cy

hβ
y

(
z
(k)
n,m+1 − βz(k)

n,m +

m+1∑
j=2

qjz
(k)
n,m−j+1

)
− u(k)

n,m + υ(k)
n,m. (10)

Известно, что разностная схема (10) устойчива, когда

τα

(
Cx

hβ
x

+
Cy

hβ
y

)
≤ α + 1

(2 + β)Γ(2 − α)
, где 0 < α ≤ 1, 1 < β ≤ 2.

Разлагая функции zk+1
i+1,j, zk+1

i,j , zk
i,j , zk+1

i−1,j , zk+1
i,j+1, zk+1

i,j−1 в ряд Тейлора и под-
ставляя полученные соотношения в разностную схему (10), получим

∂αz

∂tα
(tk, xi, yj) = Cx

∂βz

∂xβ
(tk, xi, yj) + Cy

∂βz

∂yβ
(tk, xi, yj)−

− uk
i,j + υk

i,j + a(τ2−α) + b(h2
x) + c(h2

y),

где a, b, c — некоторые константы. Следовательно, разностная схема (10) ап-
проксимирует уравнение (1) с порядком 2−α по времени и вторым порядком по
координатам x, y.
В случае квадратной сетки, т.е. когда hx = hy = h, Cx = Cy = C, для разност-

ной схемы (10) имеем

z(k+1)
n,m = (α− 2γβ)z(k)

n,m + γ

(
z
(k)
n+1,m +

n+1∑
j=2

qjz
(k)
n−j+1,m + z

(k)
n,m+1 +

m+1∑
j=2

qjz
(k)
n,m−j+1

)
+

+ Γ(2 − α)τα
(
−u(k)

n,m + υ(k)
n,m

)
, (11)

z
(k)
0,m = ϕ(0, ym), z

(k)
N,m = ϕ(1, ym),

z
(k)
n,0 = ϕ(xn, 0), z

(k)
n,M = ϕ(xn, 1), z(0)

n,m = ψ(xn, ym),
(12)

где γ = Γ(2− α)ταC/hβ.
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Разностная схема (11) устойчива, когда

τα ≤ (α + 1)hβ

(2 + β)Γ(2 − α)C
, где 0 < α ≤ 1, 1 < β ≤ 2.

Дискретная игра (11), (12) аппроксимирует дифференциальную игру (1)–(3).
Дискретная игра (11), (12) считается оконченной, если для некоторых n, m, k

будет выполнено включение z
(k)
n,m ∈ M . Имеет место следующая теорема.

Теорема. Если в игре (11) из начального положения (12) возможно завер-
шение преследования, то в игре (1) возможно завершение преследования из на-
чального положения (2), (3).
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We consider a linear model of a rotating Timoshenko beam [1]

wtt(x, t)− 1

γ
wxx(x, t) +

1

γ
ςx(x, t) = g1(x, t),

ςtt(x, t)− ςxx(x, t) +
1

γ
ς(x, t)− 1

γ
wx(x, t) = g2(x, t).

(1)

Here the X-axis coincides with the beam when it is at rest, w(x, t) is the displacement
of the center line of the beam in the direction that is perpendicular to the X-axis
and ς(x, t) is the rotation angle of the cross-section area at x ∈ [0, 1 ] and time t. The
controls are introduced as forcing terms g1(x, t) and g2(x, t) in the right sides of both
equations. Assume that for all t ≥ 0∫ 1

0

(
g2
1(x, t) + g2

2(x, t)
)

dx ≤ 1. (2)

The initial state and the boundary conditions of the beam are

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), ς(x, 0) = ς0(x), ςt(x, 0) = ς1(x), (3)

w(0, t) = ς(0, t) = 0, wx(1, t)− ς(1, t) = 0, ςx(1, t) = 0. (4)

The boundary conditions (4) mean that the beam is clamped at the left end and free
at the right end. We study the minimization problem for the deviation of the beam
from the equilibrium state in the sense of the functional∫ ∞

0

∫ 1

0

(
w2(x, t) + ς2(x, t)

)
dx dt. (5)

Problem (1)–(5) with the external forces in the form gi(x, t) = u(t)fi(x) was con-
sidered in [2, 3]. The optimal synthesis containing singular extremals and extremals
with accumulation of switchings was constructed. In this talk we show that for some
initial conditions, the solutions of (1)–(5) have similar singularities. Using the Fourier
method, we reduce the control problem for partial differential equations to a control
problem for the corresponding Fourier coefficients. Then we apply the technique
developed in [4] and the results obtained in [5].

∗This research was supported in part by the Russian Foundation for Basic Research, project
no. 17-01-00805.
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Existence and uniqueness of solutions

for the first-order nonlinear differential equations

with multipoint boundary conditions
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The multipoint boundary value problems for ODEs and their systems are inten-
sively investigated in the recent years. This is associated with their strong relation
to a wide range of applications in different fields of physics and mathematics [1, 2].
As examples of applications, one can note the vibrations of a uniform cross-section
string composed of N parts of different densities, some problems in the theory of
elastic stability [3], etc. In mathematical formulations these problems are described
by multipoint boundary value problems.

The study of multipoint boundary value problems for linear second-order ordinary
differential equations was initiated by Il’in and Moiseev [4]. Since then, nonlinear
multipoint boundary value problems have been studied by several authors using the
Leray–Schauder continuation theorem, nonlinear Leray–Schauder alternatives, coin-
cidence degree theory, and the fixed point theorem in cones.

In this work for the first time the Green function is constructed for the first-
order nonlinear differential equations with multipoint boundary conditions and the
considered problem is reduced to equivalent integral equations. Unlike the works of
Multy and Sivasundaram [5], we do not use the fundamental matrix of the equation.
The advantage of this fact is that we do not require the existence of the derivative of
the right-hand side of the equation with respect to the phase coordinates.
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We study the existence and uniqueness of solutions of nonlinear differential equa-
tions of the type

ẋ = f(t, x), t ∈ [0, T ], (1)

with multipoint boundary conditions
m∑
i=0

lix(ti) = α, (2)

where l0, l1, . . . , ln are constant square matrices of order n such that detN =
det

(∑m
i=0 li

)
�= 0; f : [0, T ]× Rn → Rn is a given function; α ∈ Rn; and t0, t1, . . . , tm

are points satisfying the condition 0 = t0 < t1 < . . . < tm−1 < tm = T . We denote
by C([0, T ],Rn) the Banach space of all continuous functions from [0, T ] into Rn with
the norm ‖x‖ = max{|x(t)| : t ∈ [0, T ]}, where | · | is the norm in the space Rn.

The purpose of this paper is to prove new existence and uniqueness results using
the Banach contraction principle and Schaefer’s fixed point theorem. We define the
solution of problem (1), (2) as follows.

Definition 1. A function x ∈ C([0, T ],Rn) is said to be a solution of prob-
lem (1), (2) if ẋ(t) = f(t, x(t)) for each t ∈ [0, T ] and the boundary conditions (2)
are satisfied. For the sake of simplicity, we can consider the following differential
equation:

ẋ = y(t), t ∈ [0, T ]. (3)

Lemma 1. Let y ∈ C([0, T ],Rn). The unique solution of the boundary value
problem for the differential equation (3) with boundary conditions (2) is given by

x(t) = N−1α +

∫ T

0

G(t, τ)y(τ) dτ,

where

G(t, τ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
G1(t, τ), t ∈ [0, t1),

G2(t, τ), t ∈ (t1, t2],
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Gm(t, τ), t ∈ [tm, T ],

with

Gi(t, τ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N−1l0, t0 ≤ τ < t1,

N−1(l0 + l1), t1 ≤ τ < t2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

N−1
i∑

k=0

lk, ti ≤ τ < t,

−N−1
m∑

k=i+1

lk, t ≤ τ < ti+1,

−N−1
m∑

k=i+2

lk, ti+1 ≤ τ < ti+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−N−1lm, tm−1 ≤ τ < T,

for i = 1, 2, . . . , m.
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Lemma 2. Assume that f ∈ C([0, T ]×Rn). Then the function x(t) is a solution
of the boundary value problem (1), (2) if and only if x(t) is a solution of the integral
equation

x(t) = N−1α +

∫ T

0

G(t, τ)f(τ, x(τ)) dτ.

We introduce the following conditions.

(H1) There exist a continuous function M(t) ≥ 0 such that

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ M(t)|x− y|

for each t ∈ [0, T ] and all x, y ∈ Rn.

(H2) The function f : [0, T ]× Rn → Rn is continuous.

(H3) There exists a constant N1 > 0 such that |f(t, x)| ≤ N1 for each t ∈ [0, T ]
and all x ∈ Rn.

Theorem 1. Assume that assumption (H1) holds and

L = T SM < 1,

where

M = max
[0,T ]

M(t), S = max
[0,T ]×[0,T ]

‖G(t, τ)‖.

Then the boundary value problem (1), (2) has a unique solution on [0, T ].

Theorem 2. Assume (H2) and (H3) hold. Then the boundary value prob-
lem (1), (2) has at least one solution on [0, T ].

Similar problems for two-point boundary value problems are considered in [6, 7].
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The microclimate and energy consumption control system of a modern building
includes both continuous (heat exchangers, radiators, convectors) and discrete (ther-
mostats, fans, pumps) elements operating on the on/off principle. In addition, the mi-
croclimate of buildings can be influenced by various internal or external events related
to people’s living functions, equipment operation and other factors. From the point
of view of the mathematical description, the modern building is a continuous–discrete
or hybrid dynamical system consisting of interacting elements of various nature whose
behavior is described by both continuous and discrete processes.

Formally, logical–dynamical models can be described as discrete hybrid automata
(DHA). A special case of DHA is the class of piecewise affine (PWA) systems. Such
systems are also often called switched linear systems. According to [1], the system of
logical conditions can be transformed into a system of integer linear inequalities, and
the logical–dynamical model, into a mixed logical–dynamical one (MDL). As shown
in [1], the MDL model form encompasses a large class of hybrid dynamic systems.

At present, in the scientific literature, optimal control systems, model predictive
control (MPC) systems, as well as systems based on fuzzy logic, neurocontrollers
and some others are widely proposed for climate control and energy consumption of
buildings [2]. At the same time, the greatest number of publications deals with the
systems using the MPC approach. These systems allow for better management of
the building’s microclimate, taking into account the constraints, with a minimum of
energy costs.

In cases when some of the system variables are discrete in nature (e.g., some ac-
tuators can only be turned on/off), the use of the so-called hybrid MPC approach is
required. To implement a hybrid MPC controller using the MDL model, it is necessary
to solve the problem of mixed-integer programming (MIP). One of the drawbacks in
the hybrid MPC lies in the resulting computational burden that may be prohibitive
for real-time implementation. This is the case in large scale applications. In such
situations, the resulting hybrid MPC optimization problem is hard to solve given
restrictions on computational resources in terms of time and memory. On the other
hand, it can be unsuitable to centralize the calculation of the optimal solution of a
large process in one controller.

To control large buildings consisting of multiple interconnected zones, distributed
versions of MPC are used, such as distributed MPC and hierarchical distributed
MPC [3]. Of these, only hierarchical, distributed MPC algorithm allows to achieve a
minimum of the global quality criterion for the whole system, with due regard to the
interrelations between the subsystems. When implementing a hierarchical distributed
MPC algorithm, within each step of its implementation, there arises the problem of
coordinated solution for the mathematical programming problems for each of the
subsystems.
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The author proposes a method for solving the global mathematical programming
problem, performed at each step of the hierarchical, distributed hybrid MPC algo-
rithm, based on the decomposition method via resource sharing [4]. The author proves
that under certain assumptions on sets of admissible solutions for local problems, if
the local optimization problems have a solution, then the coordination problem will
have an admissible optimal solution. If random factors influence the fulfillment of
constraints in local problems, then a one-step stochastic programming problem with
soft constraints can be put in place [5].

The author used the proposed method for solving the problem of managing energy
consumption and the microclimate of large multi-zone buildings. The mathematical
model of the microclimate of a large multi-zone building is based on the equations of
thermal and material balance, and is described by a system of ordinary differential
equations. To ensure the required microclimate in the building, various types of energy
resources, including renewable ones, can be used. For each type of energy resources,
there are restrictions for both individual zones and the entire building. Therefore,
the energy input for managing the microclimate within a building will depend on
the consumption of energy resources for other, including domestic, needs. Since the
consumption of energy resources for domestic needs is accidental, the restrictions on
the consumption of energy resources for managing the climate will be accidental as
well.

The results of numerical experiments showed the advantages of using the method
proposed by the author for controlling the microclimate of large multi-zone buildings.
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We consider a sub-Riemannian problem on the Lie group SE(3) of rigid body
motions in R3. Given two orthonormal frames N0 = {v1

0 , v2
0 , v3

0} and N1 = {v1
1 , v2

1 , v3
1}

attached respectively at two given points q0 = (x0, y0, z0) and q1 = (x1, y1, z1) in
space R3, we aim to find an optimal motion that transfers q0 to q1 such that the
frame N0 is transferred to the frame N1. The frame can move forward or backward
along one of the vectors chosen in the frame and rotate simultaneously about the
remaining two (of the three) prescribed axes. The required motion should be optimal
in the sense of minimal length in the space SE(3) ∼= R3 � SO(3).

The problem is to find a Lipschitzian curve γ : [0, t1]→ SE(3) such that

γ̇ = u3A3 + u4A4 + u5A5,

γ(0) = Id, γ(t1) = g,

l(γ) =

∫ t1

0

√
ξ2u2

3 + u2
4 + u2

5 dt → min,

where Ai are left-invariant vector fields in SE(3), the controls u3, u4, u5 are real-
valued functions in L∞(0, t1), the terminal time t1 > 0 is free, Id is the identical
transformation of R3, and ξ > 0 is a parameter balancing the spatial and angular
displacement.

The vertical part of the Hamiltonian system of the Pontryagin maximum principle
is given by ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u̇1 = −u3u5,

u̇2 = u3u4,

u̇3 = u1u5 − u2u4,

u̇4 =
u2u3

ξ2
− u5u6,

u̇5 = u4u6 −
u1u3

ξ2
,

u̇6 = 0.

We prove Liouville integrability of the Hamiltonian system of the PMP and present
explicit formulas for the extremal controls u1, . . . , u5 in the particular case u6 = 0.
This case is important in applications: in tracking neural fibers and blood vessels
in MRI and CT images of human brain, and in a motion planning problem for an
aircraft that can move forward/backward.

∗This work is supported by the Russian Science Foundation under grant 17-11-01387 and per-
formed in Ailamazyan Program Systems Institute of Russian Academy of Sciences.
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Next, we show a relationship between the sub-Riemann problem in SE(3) and prob-
lem Pcurve of minimizing the compromise between length and absolute curvature
for a curve in R3 with fixed boundary points and directions. We give explicit formulas
for extremals in problem Pcurve and investigate their geometric properties.

The talk is based on joint works [1, 2] with R. Duits, A. Ghosh, T. Dela Haije and
A. Popov.

References

1. Duits R., Ghosh A., Dela Haije T., Mashtakov A. On sub-Riemannian geodesics in
SE(3) whose spatial projections do not have cusps // J. Dyn. Control Syst. 2016. V. 22,
No. 4. P. 771–805.

2. Mashtakov A.P., Popov A.Yu. Extremal controls in the sub-Riemannian problem on
the group of motions of Euclidean space // Regular Chaotic Dyn. 2017. V. 22, No. 8.
P. 952–957.

Conjugacy of Smale semi-chaotic homeomorphisms

and diffeomorphisms

V. S. Medvedev, E. V. Zhuzhoma
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Given a closed topological n-manifold Mn, n ≥ 2, we introduce the class of Smale
semi-chaotic homeomorphisms SscH(Mn) of Mn and give necessary and sufficient
conditions of conjugacy of homeomorphisms from SscH(Mn). The class SscH(Mn)
contains the class of Smale regular homeomorphisms SRH(Mn), which contains all
Morse–Smale homeomorphisms and diffeomorphisms of Mn.

The study was implemented in the framework of the Basic Research Program at
the National Research University Higher School of Economics in 2018.
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Устойчивость и быстродействие параллельного

метода Фея–Тейлора в динамических

моделях общего экономического равновесия

(Robustness and efficiency of the parallel Fair–Taylor

method in dynamic general equilibrium models)
∗

Н. Б. Мельников (N. B. Melnikov)

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Москва, Россия
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melnikov@cs.msu.ru

В докладе будет дан обзор численных методов и новых возможностей, свя-
занных с использованием параллельных вычислений в динамических моделях
общего экономического равновесия.
Динамическая модель общего экономического равновесия представляет собой

нелинейную краевую задачу на бесконечном промежутке времени. После дис-
кретизации и ограничения на конечный отрезок времени получается нелинейная
система уравнений большой размерности. Для решения таких задач в основном
используются методы ньютоновского типа. При умеренной размерности задачи
эти методы дают выигрыш в быстродействии по сравнению с методами первого
порядка типа Якоби и Гаусса–Зейделя (см., например, [1]). Однако в многосек-
торных и многорегиональных моделях переменные задачи могут иметь разный
порядок величины и их трудно отмасштабировать. В результате у методов нью-
тоновского типа возникают проблемы со сходимостью.
Для улучшения сходимости в многосекторных и многорегиональных моделях

используется модифицированный метод Фея–Тейлора [2]. Метод является ком-
бинацией метода типа Гаусса–Зейделя (внешний цикл) и методов ньютоновского
типа для решения систем уравнений, возникающих на очередном шаге мето-
да Гаусса–Зейделя (внутренний цикл). Метод Фея–Тейлора обладает устойчи-
востью к возмущениям параметров модели, но не обладает достаточным быстро-
действием.
Суть параллельного метода Фея–Тейлора состоит в том, что системы уравне-

ний внутреннего цикла, отвечающие разным временны́м интервалам, решаются
независимо. В работе [3] описана реализация параллельного метода Фея–Тейлора
для систем с общей памятью. На примере однорегиональной модели общего эко-
номического равновесия PET [3, 4] было показано, что быстродействие парал-
лельного метода Фея–Тейлора примерно такое же, как у методов ньютоновского
типа.
Для дальнейшего анализа ускорения, которое дает параллельный метод Фея–

Тейлора по сравнению с последовательной версией, используется многорегио-
нальная модель общего экономического равновесия PET [2]. Рассматривается
типовая задача. Сначала параметры модели калибруются таким образом, чтобы

∗Работа выполнена с использованием ресурсов суперкомпьютерных комплексов МГУ и На-
ционального центра атмосферных исследований (Боулдер, США).
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Рис. 1. Ускорение при использовании параллельного метода Фея–Тейлора в мо-
дели PET: а — суперкомпьютер Ломоносов; б — суперкомпьютер Шайенн

воспроизвести один из базовых сценариев, SSP5 [2]. Затем берутся возмущенные
значения параметров, для которых необходимо вычислить новое равновесие. При
этом равновесие, отвечающее базовому сценарию SSP5, используется в качестве
начального приближения (подробности см. в [5]).
Расчеты проводились для модели PET с фиксированным числом временны́х

интервалов, превышающим число доступных потоков. Ускорение параллельного
алгоритма растет линейно при использовании до восьми потоков обычного узла
на суперкомпьютере Ломоносов [6] (рис. 1, а). Ускорение продолжает расти почти
линейно вплоть до 36 потоков на обычном узле суперкомпьютера Шайенн [7]
(рис. 1, б ). При дальнейшем увеличении числа потоков происходит насыщение,
связанное с использованием гиперпоточности.
Использование параллельного метода Фея–Тейлора позволило значительно

ускорить процесс калибровки параметров модели PET в прикладных задачах [2,
5, 8].
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Об инвариантах Лапласа

для гиперболических уравнений

(On the Laplace invariants for hyperbolic equations)
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Линейными уравнениями с доминирующей частной производной называют [1]
уравнения вида

L(u) ≡ ∂mu(x)

∂xm1
1 . . . ∂xmn

n
+

∑
|α|≤m−1

αs≤ms, s=1,n

aα(x)
∂|α|u(x)

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
= f(x), (1)

где (x1, x2, . . . , xn) — декартовы координаты точки x, m = m1 + . . . + mn, α =
= (α1, . . . , αn), |α| = α1 + . . . + αn, ms, αs, s = 1, n, — целые неотрицательные
числа, m > 1, u(x) — искомая, а aα, f — известные функции. Другими слова-
ми, уравнение (1) содержит доминирующую производную (первое слагаемое в
правой части), а все остальные входящие в (1) производные получаются из нее
отбрасыванием по крайней мере одного дифференцирования по какой-либо из
независимых переменных. Простейшим представителем этого класса уравнений
является гиперболическое уравнение второго порядка с двумя независимыми пе-
ременными

uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y).

При ms = 1, s = 1, n, уравнение (1) называется уравнением Бианки [2, c. 5–13].
Частные случаи уравнений (1) возникают при моделировании процессов виб-

рации и играют существенную роль в теории аппроксимации, теории отображе-
ний, к ним сводится задача интегрального представления преобразования одних
линейных дифференциальных операторов в другие, они применяются в теории
упругости, при изучении фильтрации жидкости в трещиноватых породах, влаго-
переноса в почве, передачи тепла в гетерогенных средах, моделировании различ-
ных биологических процессов и явлений, при изучении распространения волн в
диспергирующих средах, а также в теории оптимальных процессов и обратных
задачах (см., например, библиографические ссылки в [3]).
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Приложения инвариантов Лапласа в теории гиперболических уравнений хоро-
шо известны. В частности, инварианты Лапласа играют определяющую роль в
классификации указанных уравнений методами группового анализа дифферен-
циальных уравнений [4, с. 116–125]. Инварианты Лапласа для уравнений Бианки
третьего и четвертого порядка и их приложения рассмотрены в [3, 5–7]. В [8]
предложен алгоритм построения инвариантов Лапласа для уравнений Бианки
произвольного порядка. Для гиперболических систем также представляет инте-
рес построение инвариантов Лапласа [9].
Данная работа посвящена инвариантам Лапласа и их приложениям для урав-

нений с доминирующей частной производной, содержащей кратное дифферен-
цирование. Некоторые из этих результатов опубликованы в [10–12]. В частности,
построены инварианты Лапласа h1, . . . , h17 для уравнения

uxxyz + a210(x, y, z)uxxy + a201(x, y, z)uxxz + a111(x, y, z)uxyz +

+ a200(x, y, z)uxx + a110(x, y, z)uxy + a101(x, y, z)uxz + a011(x, y, z)uyz +

+ a100(x, y, z)ux + a010(x, y, z)uy ++a001(x, y, z)uz + a000(x, y, z)u = 0, (2)

которое изучалось в [13, 14].
Определяющие уравнения для уравнения (2) вычисляются по стандартному

алгоритму [4, с. 66]. Применение продолженного оператора X
4
, где

X = ξ1(x, y, z)∂x + ξ2(x, y, z)∂y + ξ3(x, y, z)∂z + σ(x, y, z)u∂u,

к уравнению (2) и расщепление относительно свободных параметров приводят к
определяющим уравнениям

ξ1y = 0, ξ1z = 0, ξ2x = 0, ξ2z = 0, ξ3x = 0, ξ3y = 0,

2σx + (a111ξ1)x + a111yξ2 + a111zξ3 − ξ1xx = 0,

σy + a201xξ1 + (a201ξ2)y + a201zξ3 = 0,

σz + a210xξ1 + a210yξ2 + (a201ξ3)z = 0,

σxx + a111σx + (a011ξ1)x + a011yξ2 + a011zξ3 + a011ξ1x = 0,

2σxy + 2a201σx + a111σy + (a101ξ1)x + (a101ξ2)y + a101zξ3 − a201ξ1xx = 0,

2σxz + 2a210σx + a111σz + (a110ξ1)x + a110yξ2 + (a110ξ3)z − a210ξ1xx = 0,

σyz + a210σy + a201σz + a200xξ1 + (a200ξ2)y + (a200ξ3)z = 0,

σxxy+a201σxx+a111σxy+a101σx+a011σy+(a001ξ1)x+(a001ξ2)y+a001zξ3+a001ξ1x = 0,

σxxz+a210σxx+a111σxz+a110σx+a011σz+(a010ξ1)x+a010yξ2+(a010ξ3)z+a010ξ1x = 0,

2σxyz + 2a210σxy + 2a201σxz + a111σyz + 2a200σx + a110σy +

+a101σz + (a100ξ1)x + (a100ξ2)y + (a100ξ3)z − a200ξ1xx = 0,

σxxyz + a210σxxy + a201σxxz + a111σxyz + a200σxx + a110σxy + a101σxz + a011σyz +

+a100σx + a010σy + a001σz + (a100ξ1)x + (a100ξ2)y + (a100ξ3)z + a000ξ1x = 0.
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Все определяющие уравнения (начиная с седьмого) могут быть записаны в ин-
вариантной форме (в терминах инвариантов Лапласа). Например, семнадцатое
уравнение из выписанных выше можно представить в трех формах

h8ξxx + (h15ξ1)x + h15ξ1x + (h15ξ2)y + (h15ξ3)z = 0,

h9ξxx + (h16ξ1)x + h16ξ1x + (h16ξ2)y + (h16ξ3)z = 0,

h10ξxx + (h17ξ1)x + h17ξ1x + (h17ξ2)y + (h17ξ3)z = 0.
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О полноте систем синусов и косинусов

в пространстве интегрируемых функций
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Рассматривается вопрос о полноте систем синусов и косинусов с нецелочислен-
ными и, более того, комплексными индексами в пространстве интегрируемых по
Лебегу функций. Найдены критерии на величину отклонения от целого числа,
при котором системы синусов и косинусов полны.
В пространстве интегрируемых функций известен следующий результат для

функции f(x) интегрируемой по Лебегу на [0, π]. Если∫ π

0

f(x) sin(nx) dx = 0, n = 1, 2, . . . ,

то f(x) почти всюду равна нулю на [0, π].
Аналогичный результат получен для системы косинусов. Если∫ π

0

f(x) cos(nx) dx = 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

то f(x) также почти всюду равна нулю на [0, π].
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Control systems linear in controls, with linearly independent generators of vector
fields, sometimes happen to be locally nilpotentizable. That is, to locally possess bases
that generate (over reals, not over functions) nilpotent algebras of vector fields. The
existence of a nilpotent basis may be somehow mischievously hidden in the nature of a
system. When it exists and is at hand, a number of key control problems related with
the system (e.g., motion planning) become much simpler. As Lafferriere & Sussmann
put it in a 1990 report: ‘(. . .) that one look for new classes of nilpotentizable systems,
and also that one improve the existing nilpotentization results by making them as
explicit as possible.’

We call nilpotentizable systems (for 15 years already [3]) weakly nilpotent. When
a system Σ is given globally on a manifold M , by weakly nilpotent points in M we
mean those around which Σ is weakly nilpotent.

In turn, strongly nilpotent are those points p in M around which Σ is equivalent to
its nilpotent approximation at p. Naturally, ‘strongly’ implies ‘weakly’, but not vice
versa: ‘strongly’ appears to be a much more stringent property (cf., in particular, the
paragraph after next).

An important class of weakly nilpotentizable distributions are Goursat distribu-
tions—members of Goursat flags which live on so-called Monster Manifolds [2]. Local
nilpotent bases found for Goursat distributions allow for more—in the line of Laf-
ferriere&Sussmann’s suggestion—the effective computation of the nilpotency orders
(sometimes also called ‘indices’, sometimes ‘steps’) of the real Lie algebras generated
by those bases; details are in [3].

It was among Goursat distributions where the first examples of weakly but not
strongly nilpotent points were exhibited. They were found in the fourth stage of
the Monster. Not strongly nilpotent points form a codimension 1 hypersurface in
that stage. In the kinematic presentation of Laumond–Risler–Jean (cf. more on it
in, e.g., [6]) those were instantaneous configurations of three trailers and a car such
that θ2 − θ1 = ±π/2 and (θ2 − θ1)(θ3 − θ2) �= π2/8. The nilpotency order of those
points is 7, while the analogous order of the nilpotent approximation at those points
is 6. In other words, using the notion of tangentiality [3, Definition 4], those were not
tangential points in that Monster’s stage.

In my abstract to the Pontryagin’s 100th Anniversary Conference in 2008 there
was put forward the following

Conjecture. ‘Strongly nilpotent’ and ‘tangential’ are synonyms in the Goursat
world.

This conjecture is by now confirmed. All strongly nilpotent points in the
Goursat Monster are already known; in particular, their equations in the kinematic
presentation angles are effectively known. We would like, in the first place, to present
and recapitulate those findings during the conference.
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In parallel, much ampler classes of globally weakly nilpotent distributions are being
furnished by so-called special m-flags, m ≥ 2. Those are induced by rather particular
rank-(m + 1) subbundles D ⊂ T M , dimM = (r + 1)m + 1, r being the length of a
flag. The defining conditions demand that the tower of consecutive Lie squares of D

D ⊂ [D, D] ⊂ [[D, D], [D, D]] ⊂ · · · ⊂ T M (1)

grow in ranks, at every point of M , in the arithmetical progression m + 1, 2m + 1,
3m + 1, . . . , (r + 1)m + 1 = dimM and that the associated subtower of Cauchy-
characteristic subdistributions L(D) ⊂ L([D, D]) ⊂ L([[D, D], [D, D]]) ⊂ · · · also
grow in ranks arithmetically m, 2m, 3m, . . . , (r − 1)m, rm. (The biggest term in this
subtower is, strictly speaking, not Cauchy-characteristic but is a so-called covariant
subdistribution of the one before last term in the main tower (1). For more on that
see, e.g., [1] and [4].)

Much like for Goursat structures, there exist huge manifolds locally universal for
the special m-flags of any fixed length r. Upon floating r, one gets a tower of such
manifolds. Each member of any special m-flag is locally materialized—up to the local
diffeo equivalence—somewhere on a certain stage of the tower. This is precisely the
mentioned local universality of the tower. All such distributions are globally weakly
nilpotent, and relevant local nilpotent bases for them can be effectively constructed.
They depend on a natural stratification of germs of special m-flags into so-called
singularity classes [5]. The Lie algebras that are generated depend but on singularity
classes, and the same, obviously, holds for the nilpotency orders. Those orders are
effectively written down and computed in [4].

In contrast, the following is not known (except for a number of relatively simple
sub-cases):

• What points in the Special m-Flags’ Monster Towers are strongly nilpotent?

• What are the dimensions of the nilpotent real Lie algebras mentioned in the
present abstract, both for Goursat flags and for special multi-flags?

The nilpotency orders of the underlying Lie algebras are tractable (cf. again Laf-
ferriere&Sussmann’s suggestion of 1990), but not the real dimensions.
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Psoriasis is a chronic, long-lasting skin condition characterized by inflammatory
patchy skin and erythematous raised plaques. It is a T-cell mediated disease initiated
by an abnormally overactive immune system that ultimately triggers uncontrolled
differentiation of keratinocytes (skin cells). The mechanism of regulatory T cells in
inhibiting psoriatic inflammation justifies a crucial role by restraining the activation
of a T-cell generated pro-inflammatory environment. Here, we have formulated a
mathematical model exploring the interplay between the immune suppressive role of
regulatory T cells with activated NK cells and lymphocytes. We have further observed
the impacts of the bidirectional cross-effect between activated NK cells and Treg cells
during disease progression. The ultimate prevention of excessive keratinocyte growth
induced by the Treg mediated control of pro-inflammatory immune response has been
investigated, followed by the numerical and analytical study of the system. Finally,
the therapeutic dimension of the system has been explored using UVB radiation
exposure by emphasizing its ability to induce regulatory T cell proliferation for the
better management of the normal keratinocyte cell population growth.

The mathematical model. To formulate our mathematical model, we con-
sider four cell populations, i.e., lymphocytes (excluding NK cells and Treg cells) L(t),
activated Natural Killer (NK) cells NA(t), regulatory T (Treg) cells Tr(t), and ker-
atinocytes K(t). In our model, we have considered a constant growth rate of lym-
phocytes in the human immune system, denoted by r1. A parameter α is assumed
to be the rate at which Treg cells suppress the growth rate of lymphocytes. The
natural rate of apoptosis of lymphocytes is denoted by μ1. Thus, the dynamics of the
lymphocytes are governed by the following equation:

dL

dt
= r1 − αLTr − μ1L.

Since activated NK cells and Treg cells form a major part of the family of lymphocytes
in the human immune system, it is obvious that their proliferation will be dependent
on the population of lymphocytes. It is assumed that the family of lymphocytes

∗The research is supported by the Indo-Russian joint research project no. INT/RUS/RFBR/306
organized by DST-RFBR 2018, Govt. of India and Govt. of Russian Federation.
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contributes to the populations of NK cells and Tregs at rates r2 and r3, respectively.
Keratinocytes release the cytokine IL-15, the effect of which leads to the proliferation
of activated NK cells at the rate η1. Due to the suppressing effect of Treg cells, the
population of activated NK cells decreases at the rate η2. Further, the suppression of
NK cells by Treg cells is responded simultaneously by a negative cross effect of NK
cells on the Treg cell population, which finally inhibits the growth of Treg cells at
the rate ξ1. The release of IL-2 by lymphocytes enhances the growth of Treg cells at
a rate ξ2. Activated NK cells and Treg cells possess natural decay rates μ2 and μ3,
respectively. The equations representing the growth of NK cells and Treg cells are
given by

dNA

dt
= r2L + η1KNA − η2NATr − μ2NA,

dTr

dt
= r3L− ξ1TrNA + ξ2TrL− μ3Tr.

Due to the constant migration of cells from the dermal layer to the epidermal layer,
it is assumed that r4 is the growth rate of keratinocytes. The positive effect of the
vast IFN-γ released by activated NK cells helps to proliferate the keratinocytes at a
rate β1, and at the same time, Treg cells inhibit the proliferation of keratinocytes at
the rate of β2 due to its immune suppression role in the entire immune system. The
entire family of lymphocytes comprises cells, some of which release pro-inflammatory
cytokines and others release anti-inflammatory cytokines. However, since the overall
pro-inflammatory effect of lymphocytes largely exceeds the anti-inflammatory effect
on the immune system, it has been considered that it ultimately causes the prolifer-
ation of keratinocytes at rate γ. The apoptosis rate of keratinocytes is represented
by the term μ4. The dynamics of keratinocytes are thus denoted by the following
equation:

dK

dt
= r4K +

β1NA

1 + β2Tr
+ γLK − μ4K,

Thus we have the following mathematical model:

dL

dt
= r1 − αLTr − μ1L,

dNA

dt
= r2L + η1KNA − η2NATr − μ2NA,

dTr

dt
= r3L− ξ1TrNA + ξ2TrL− μ3Tr,

dK

dt
= r4K +

β1NA

1 + β2Tr
+ γLK − μ4K,

with the initial conditions L(0) > 0, NA(0) > 0, Tr(0) > 0, and K(0) > 0, and all the
parameters are assumed to be non-negative.

Control induced mathematical model. In this section, we want to analyze
our formulated model with addition of a control parameter, the effect of UVB radia-
tion, but we do not study the deviation or side effects of this therapy. By optimizing
a particular performance, we usually solve these types of problems through finding
the time dependent profiles of the control variable. It is apparent from our preceding
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discussion that to control psoriasis, it is obligatory to increase the regulatory T cell and
its immune suppression effect. We have taken our control set, defined on [tstart; tfinish]
subject to the condition 0 < umin ≤ u(t) ≤ umax < 1, where tstart and tfinish are
starting and finishing time of treatment, respectively. Thus we have the following
control induced model:

dL

dt
= r1 − u1αLTr − μ1L,

dNA

dt
= r2L + η1KNA − u1η2NATr − μ2NA,

dTr

dt
= u1r3L− ξ1TrNA + ξ2TrL− μ3Tr,

dK

dt
= r4K + (1− u1)

β1NA

1 + β2Tr
+ γLK − μ4K.

Here L(0) > 0, NA(0) > 0, Tr(0) > 0, and K(0) > 0, and all the parameters are
assumed to be non-negative. The cost function is formulated as

J(u) =

∫ tf

ts

[
K(t) + 0.5B(u(t))2

]
dt.

In this problem, we are seeking the optimal control parameter u∗ such that

J(u∗) = min{J(u∗) : u ∈ U}.

Here U is the control set and we determine the optimal control u∗. If u∗(t) is the
optimal control, then the Pontryagin minimum principle may be functional for the
reversed control approach.

Conclusion. Our analytical and numerical findings reveal that UVB radiation
therapy enhances the regulatory T cell population which effectively limits the ker-
atinocyte population growth under control.

О геометрии множества достижимости векторных полей

(On the geometry of the reachability set

of vector fields)

А. Я. Нарманов (A. Ya. Narmanov)

Национальный университет Узбекистана, Ташкент, Узбекистан
narmanov@yandex.ru

Пусть M — гладкое многообразие размерности n, V (M) — множество всех
гладких векторных полей, определенных на M . Обозначим через [X, Y ] скобку
Ли векторных полей X, Y ∈ V (M). Относительно скобки Ли множество V (M)
является алгеброй Ли. Гладкость в данной работе означает гладкость класса C∞.
Рассмотрим множество D ⊂ V (M), через A(D) обозначим наименьшую подал-

гебру Ли, содержащую множество D. Семейство D может содержать конечное и
бесконечное число гладких векторных полей.
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Для точки x ∈ M через t → Xt(x) обозначим интегральную кривую векторного
поляX , проходящую через точку x при t = 0. Отображение t → Xt(x) определено
в некоторой области I(x) ⊂ R, которая в общем случае зависит от поля X и от
начальной точки x.
В дальнейшем всюду в формулах вида Xt(x) будем считать, что t ∈ I(x). Если

для всех точек x ∈ M область определения I(x) кривой t → Xt(x) совпадает
с числовой осью, то векторное поле X называется полным векторным полем.
В этом случае поток векторного поля порождает динамическую систему.

Определение 1. Орбита L(x) семейства D векторных полей, проходящая
через точку x, определяется как множество таких точек y из M , для которых
существуют действительные числа t1, t2, . . . , tk и векторные поля X1, X2, . . . , Xk

из D (где k — произвольное натуральное число) такие, что

y = Xtk
k (X

tk−1

k−1 (. . . (Xt1
1 (x)) . . .)).

Определение 2. Точка

y = Xtk
k (X

tk−1

k−1 (. . . (Xt1
1 (x)) . . .)) ∈ L(x)

называется T -достижимой из точки x ∈ M , если
∑

i ti = T .

Обозначим через Ax(T ) множество точек, которые T -достижимы из точки x.
Изучению структуры множества достижимости и орбиты систем гладких век-

торных полей посвящены исследования многих математиков в связи с ее важно-
стью в теории оптимального управления, динамических системах, геометрии и
теории слоений [1–5].
В работах [4, 5] доказано, что каждая орбита семейства векторных полей (клас-

са Cr, r ≥ 1) с топологией Суссмана обладает дифференциальной структурой,
по отношению к которой она является гладким многообразием класса Cr , гладко
погруженным в M .
Используя идею работы [5] Суссмана, где он доказал, что орбита является

гладким многообразием, мы доказали следующую теорему.

Теорема 1. Множество Ax(T ) для каждого x ∈ M при любом T является
погруженным подмногообразием орбиты L(x) коразмерности 1 или 0.

Напомним, что если в определении 1 потребовать, чтобы числа t1, t2, . . . , tk
были неотрицательными, то мы получим определение положительной полуорби-
ты L+(x).
Еще одним существенным вкладом Г. Суссмана в изучение геометрии множе-

ства достижимости является следующая теорема, которая доказана им совместно
с Н. Левиттом [3].

Теорема 2. Пусть M — гладкое связное многообразие размерности n.
Существует система D, состоящая из двух векторных полей, такая, что
L+(x) = M для каждой точки x ∈ M .

С помощью теоремы 2 нами доказана следующая

Теорема 3. Пусть M — гладкое связное многообразие размерности n ≥ 2.
Существует система D, состоящая из трех векторных полей, такая, что
Ax(0) = M для каждой точки x ∈ M .
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Для многообразий с ненулевой эйлеровой характеристикой получен следую-
щий результат.
Теорема 4. Пусть M — гладкое компактное связное многообразие размер-

ности n ≥ 2, эйлерова характеристика которого отлична от нуля. Существу-
ет система D, состоящая из двух векторных полей, такая, что Ax(0) = M
для каждой точки x ∈ M .
Следующий пример показывает, что на компактном связном многообразии M

с нулевой эйлеровой характеристикой также может существовать система D, со-
стоящая из двух векторных полей, такая, что Ax(0) = M для каждой точки
x ∈ M .
Пусть трехмерная сфера S3 ⊂ R4 задана уравнением x2 + y2+ z2+w2 = 1, где

x, y, z, w — декартовы координаты в R4.
Рассмотрим систему на S3, состоящую их двух векторных полей

X = −y
∂

∂x
+ x

∂

∂y
− w

∂

∂z
+ z

∂

∂z
, Y = −z

∂

∂x
+ x

∂

∂z
.

Нетрудно проверить, что эти векторные поля являются полями Киллинга, т.е.
локальные диффеоморфизмы x → Xt(x), x → Y t(x) при каждом t являются
изометриями сферы S3. Скобка Ли [X, Y ] векторных полей X , Y имеет следую-
щий вид:

[X, Y ] = −w
∂

∂x
− z

∂

∂y
+ y

∂

∂z
+ x

∂

∂w
.

Векторные поля X , Y , [X, Y ] принадлежат подалгебре Ли A(D), которая являет-
ся минимальной подалгеброй Ли алгебры Ли V (M), содержащей множество D.
В точке p(1, 0, 0, 0) ∈ S3 векторы X(p), Y (p), [X, Y ](p) линейно независимы,

т.е. подпространство Ap(D) = {X(p) : X ∈ A(D)} трехмерно. Поэтому орбита
L(p) является трехмерной. В силу того, что X , Y — векторные поля Киллинга,
орбита L(p) является замкнутым подмножеством в R4 (следовательно, в S3) [2].
С другой стороны, как вытекает из доказательства теоремы 1, в силу макси-
мальности размерности орбита L(p) является открытым подмножеством в S3.
Следовательно, орбита совпадает с S3.
Теперь рассмотрим множества Aq(0) для q ∈ S3. Если множества Aq являют-

ся подмногообразиями коразмерности 1, в силу того, что векторные поля X , Y
являются векторными полями Киллинга, они порождают двумерное риманово
слоение на S3 [2]. Как следует из результатов работы [7], на трехмерной сфере
не существует двумерных римановых слоений. Следовательно, множество Aq(0)
совпадает с S3 для всех q ∈ S3.
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Asymptotic method of differential inequalities

and its applications in nonlinear wave theory
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We present recent results for some classes of initial boundary value problems for
some classes of Burgers-type equations, for which we investigate moving fronts by
using the developed comparison technique. We also present our recent results on
singularly perturbed reaction–advection–diffusion problems, which are based on a
further development of the asymptotic comparison principle (see [1–4]). For these
initial boundary value problems, the existence of moving fronts and their asymptotic
approximation are investigated. The results are illustrated by the problem

ε
∂2u

∂x2
−A(u, x, t)

∂u

∂x
− ∂u

∂t
= f(u, x, t, ε), x ∈ (0, 1), 0 < t ≤ T, (1)

u(0, t, ε) = u0(t), u(1, t, ε) = u1(t), t ∈ [0, T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [0, 1].

An asymptotic approximation of solutions with a moving front for specific forms of
equation (1) in the case of modular and quadratic nonlinearity and nonlinear am-
plification is constructed. Such problems are typical in numerous applications of
nonlinear wave theory (see [5] and references therein). Note that the applications
make use of a more natural formulation of problem (1) in which the coordinate and
time are swapped (“wave formulation”). Then the equation describes quadratically
nonlinear or modular waves propagating in a non-dispersive medium with cubically
nonlinear amplification. The influence exerted by nonlinear amplification on the front
propagation and collapse is determined. The front localization and the collapse time
are estimated. In particular, we have shown that the following Burgers-type equation
with cubic amplification exhibits the blow-up of the front-type solution:

ε
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
= −u

∂u

∂x
− u3, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 0.3],

u(0, t) = −2, u(1, t) =
1

3
, u(x, 0) =

7

6
tanh

x− 1/4

ε
− 5

6
.
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The following case of modular nonlinearity and cubic amplification was also inves-
tigated:

ε
∂2u

∂t2
− ∂u

∂x
= −∂|u|

∂t
− u3, x ∈ (0, d), t ∈ [t0, t1],

u(x, t0, ε) = u0 < 0, u(x, t1, ε) = u1 > 0, x ∈ [0, d],

u(0, t, ε) = uinit(t, ε), t ∈ [t0, t1].

(2)

The functions ϕl and ϕr have the form

ϕl = −
(
− 1

2t + c0

)1/2
, ϕr =

(
1

2t + c1

)1/2
, where c0 = − 1

(u0)2
, c1 =

1

(u1)2
.

Blow-up points for ϕl and ϕr are tcl = −c0/2 > 0 and tcr = −c1/2 < 0, respectively.
The equation of front motion is

dt0
dx

= −ϕr(t0) + ϕl(t0)

ϕr(t0)− ϕl(t0)
= V (t0), t0(0) = t00, t00 ∈ (tcr, tcl). (3)

Thus, problem (2) has a solution with a sharp front, and its observation time depends
on the coordinate and is determined by problem (3).

References

1. Nefedov N. Comparison principle for reaction–diffusion–advection problems with bound-
ary and internal layers // Lect. Notes Comput. Sci. 2013. V. 8236. P. 62–72.

2. Vasileva A.B., Butuzov V.F., Nefedov N.N. Singularly perturbed problems with bound-
ary and internal layers // Proc. Steklov Inst. Math. 2010. V. 268. P. 258–273.

3. Nefedov N.N., Recke L., Schnieder K.R. Existence and asymptotic stability of periodic
solutions with an interior layer of reaction–advection–diffusion equations // J. Math.
Anal. Appl. 2013. V. 405. P. 90–103.

4. Nefedov N.N., Nikulin E.I. Existence and stability of periodic contrast structures in
the reaction–advection–diffusion problem // Russ. J. Math. Phys. 2015. V. 22, No. 2.
P. 215–226.

5. Nefedov N.N., Rudenko O.V. On front motion in a Burgers-type equation with quadratic
and modular nonlinearity and nonlinear amplification // Dokl. Math. 2018. V. 97.
P. 99–103.

193



Об оценивании множества достижимости
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В математической теории управления важную роль играет множество дости-
жимости управляемого объекта D(x0, T ), где x0 — начальное состояние управ-
ляемого объекта при t = 0, T > 0 — время движения этого объекта (см., напри-
мер, [1]). Знание D(x0, T ) или его оценки при T > 0 позволяет, например, оценить
динамические возможности управляемого объекта, что представляет интерес для
различных приложений. В литературе известно несколько постановок задач оце-
нивания D(x0, T ) (см., например, [2–4]). Отметим, что в линейном случае для
описания множества D(x0, T ) и его оценок можно с успехом применять аппарат
опорных функций (см., например, [5]).
В этой работе мы будем заниматься оцениванием D(x0, T ) сверху по включе-

нию. Рассмотрим управляемый объект (см. [1]) вида

ẋ = f(x, u), x(0) = x0, (1)

где x ∈ Rn, n ≥ 1, u ∈ Rr, r ≥ 1, u ∈ U , U — компакт из Rr. На нелинейную функ-
цию f(x, u) накладываются обычные требования гладкости (см., например, [1]).
Отметим, что одна из первых оценок сверху для множества D(x0, T ) была по-
строена в [6] в виде шара с центром в нуле. Другой общий подход к оцениванию
сверху D(x0, T ) c помощью функций V (x) ляпуновского типа изложен в рабо-
те [4]. При таком подходе важно удачно подобрать подходящую функцию V (x).
Тут могут помочь многочисленные результаты по классической теории устойчи-
вости неуправляемых систем (см., например, [7]). В работе [8] было использовано
свойство Важевского квазимонотонного неубывания векторной функции для по-
лучения покоординатных оценок сверху для изучаемого множества D(x0, T ).
Приведем два примера, иллюстрирующих сказанное.
Пример 1. Рассмотрим двумерный управляемый объект вида

ẋ1 = x2, ẋ2 = g(x1, x2) + u, x(0) = x0, (2)

где g(x1, x2) — непрерывно дифференцируемая функция на R2, u ∈ [p, q], p < q.
Предположим, что частная производная gx1 неотрицательна на R2 и выполнено
неравенство x2g(x1, x2) ≤ c(1 + |x|2) при x ∈ R2, где c — некоторая неотри-
цательная константа. Отметим, что из наложенных на функцию g требований
вытекает, что векторная функция h(x1, x2) c компонентами x2, g(x1, x2) является
квазимонотонно неубывающей в смысле Важевского. С помощью результатов [8]
обосновывается следующий факт: для векторов z, принадлежащих множеству
достижимости D(x0, T ), выполняются векторные неравенства

ξ(T ) ≤ z ≤ η(T ), (3)
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где ξ(t) — решение задачи Коши

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = g(ξ1, ξ2) + p

с начальным условием ξ(0) = x0, η(t) — решение задачи Коши

η̇1 = η2, η̇2 = g(η1, η2) + q

с начальным условием η(0) = x0. Напомним, что u ∈ [p, q]. Векторные неравен-
ства (3) обеспечивают покомпонентные оценки векторов z ∈ D(x0, T ). Они опре-
деляют прямоугольник P (T ), содержащий множество достижимости D(x0, T ).
Нетрудно видеть, что среди всех содержащих множество D(x0, T ) прямоуголь-
ников со сторонами, параллельными осям координат, построенный прямоуголь-
ник P (T ) имеет наименьшую площадь.
Пример 2. Рассмотрим двумерный управляемый объект (см. [7, с. 66])

ẋ1 = x2, ẋ2 = −g(x1)− h(x2) + u, x(0) = x0, (4)

где функции g(x1), h(x2) непрерывно дифференцируемы на R1, u ∈ [p, q], причем
p < q. Рассмотрим функцию Ляпунова вида (см. [7, с. 66])

V (x1, x2) =
x2
2

2
+

∫ x1

0

g(s) ds. (5)

Потребуем выполнения неравенств g(x1)x1 ≥ 0 для всех x1 из R1, h(x2)x2 ≥ 0
для всеx x2 из R1. При сделанных предположениях функция V (x1, x2) непрерыв-
но дифференцируема и неотрицательна на R2. Используя выкладки из [7, с. 66],
для непрерывно дифференцируемой функции v(t) = V (x1(t), x2(t)), где x1(t),
x2(t) — компоненты решения задачи Коши (4), соответствующего произвольно-
му непрерывному управлению u(t) ∈ [p, q] и начальному условию x(0) = x0,
получаем на [0, T ] неравенство

v̇(t) ≤ x2(t)u(t) ≤ rv(t)1/2, (6)

где r = 21/2 max(|p|, |q|).
Поставим в соответствие этому неравенству уравнение сравнения

ẇ = r|w|1/2 (7)

c начальным условием

w(0) = V0 = V (x1(0), x2(0)). (8)

Можно обосновать, что для максимального решения w̃(t) задачи Коши (7), (8)
при t ∈ [0, T ] справедлива формула

w̃(t)1/2 = V
1/2
0 +

rt

2
. (9)

Теперь с помощью известной теоремы сравнения (см. [9, с. 40, теорема 4.1])
получаем при t ∈ [0, T ] неравенство вида v(t) ≤ w̃(t). Отсюда, используя опреде-
ление функций V (x1, x2), v(t), получаем при t ∈ [0, T ] неравенство

|x2(t)| ≤ b(t) = 21/2
(

V
1/2
0 +

rt

2

)
. (10)
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При выводе оценки (10) мы считали, что допустимое управление u(t) непре-
рывно на [0, T ]. Можно обосновать, что и для измеримых допустимых управлений
u(t) неравенство (10) имеет место. Используя первое из уравнений системы (4), на
основании сказанного мы получаем при произвольных допустимых измеримых
управлениях u(t) оценку вида

|x1(T )− x1(0)| ≤
∫ T

0

b(s) ds. (11)

Таким образом, с помощью неравенств (10), (11) возникает оценка сверху по
включению множества достижимости для управляемого объекта (4) в виде пря-
моугольника со сторонами, параллельными осям координат.
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инвесторов в рамках теории Mean field games
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Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
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Мы рассматриваем рынок, на котором действует большое число инвесторов,
управляющих собственным портфелем ценных бумаг, состоящим из рискового
актива и банковского депозита. Каждый инвестор решает задачу о максимизации
общей для всех HARA-функции полезности от капитала портфеля к некоторому
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моменту времени T > 0 (см. [1]). Стоимость рискового актива описывается, как
обычно, стохастическим уравнением Орнштейна–Уленбека dS/S = μ dt + σ dω,
где ω — стандартный винеровский процесс, μ и σ > 0 — постоянные тренд и во-
латильность. Спецификой задачи является то, что инвесторы управляют портфе-
лем, опираясь на собственные представления о значении тренда и волатильности,
которые могут не совпадать с принятыми на начальный момент времени значе-
ниями этих величин. Считается, что мнения инвесторов о правильном значении
тренда распределены нормально на всей оси, максимум первоначально находит-
ся в точке μ0. Значения волатильности подчинены некоторому положительному
распределению и также имеют максимум в некоторой точке σ0 > 0. В процес-
се управления начальные распределения тренда и волатильности меняются при
стремлении максимизировать темп роста капитала. При этом инвесторы полу-
чают штраф как за отклонение от мнения большинства, так и за отклонение от
“истинных” значений тренда и волатильности, инвесторам неизвестным. Задача
состоит в изучении поведения максимумов распределений тренда и волатильно-
сти в зависимости от времени, т.е. в отслеживании того, как мнение большинства
инвесторов о характеристиках актива меняется в ответ на способ управления.
Мы решаем эту задачу в рамках теории Mean field games [2, 3], т.е. исследуем

систему двух уравнений в частных производных, одно из которых — уравнение
Колмогорова–Фоккера–Планка описывает плотность распределения мнений об
характеристиках актива (m(t, μ) или m(t, σ)), а другое — уравнение Гамильтона–
Якоби–Беллмана возникает при решении оптимизационной задачи. Для первого
уравнения ставится условие при t = 0, а для второго — при t = T .
При некоторых допущениях описанная задача имеет аналитическое решение

и сводится к решению матричного уравнения Риккати с начально-финальными
условиями. Мы находим условия, при которых это уравнение имеет решение при
всех T > 0. При этом если T достаточно велико, то максимум распределения при
0 < T1 < t < T2 < T близок к “истинному” значению соответствующих величин.
Это происходит, если штраф за отклонение от “истинного” значения велик. Та-
ким образом, общественное мнение находит правильное значение характеристики
актива.
В остальных случаях система уравнений Риккати имеет решение не при всех

T > 0. Тем не менее положение максимумов распределений может быть найде-
но для всех T > 0, оно колеблется возле “истинного” значения характеристики,
возможно, сильно отклоняясь от него. Иными словами, на рынке не может сло-
житься правильное мнение об активе.
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This talk will focus on recent developments on optimal time control-affine control
systems, with in mind application to the controlled Kepler and circular restricted
three-body problems (CRTBP). We are interested in minimizing the final time for
affine control systems,⎧⎪⎨⎪⎩

ẋ(t) = F0(x(t)) + u1(t)F1(x(t)) + u2(t)F2(x(t)), t ∈ [0, tf], u ∈ B,

x(0) = x0, x(tf) = xf,

tf → min,

(1)

where the control u is contained in the euclidean ball B, the Fi are smooth vector
fields, and the phase space M is a four-dimensional manifold. (Most results are valid
for 2m-dimensional manifolds with m controls.) The Pontrjagin Maximum Princi-
ple provides the following necessary condition: Optimal trajectories are projections
on M of so-called extremals, that is, of solutions of the Hamiltonian system defined
on T ∗M by

H∗(z) = H0(z) +
√

H2
1 (z) + H2

2 (z), z = (x, p) ∈ T ∗M,

with Hi(x, p) = 〈p, Fi(x)〉, i = 0, 1, 2. The associated control is

u =
1√

H2
1 + H2

2

(H1, H2).

The set Σ = {z ∈ T ∗M, H1(z) = H2(z) = 0} defines a singular locus, and we are
interested in the behaviour of the Hamiltonian flow in the neighborhood of Σ. When
this set is crossed, the control admits a discontinuity, called a switch. We partition Σ
into three subsets Σ−, Σ+, and Σ0, on which we study the flow. We make the following
generic assumption:

det(F1(x), F2(x), F01(x), F02(x)) �= 0 for almost all x ∈ M. (A)

This assumption is in particular valid for every second-order controlled mechanical
system of the form (V denotes a potential)

q̈ +∇V (q) = u. (2)

We use a blow-up and give a normal form for the extremal system, which allows us
to prove

Theorem 1. Assume (A) holds ; then there is a unique extremal (with a switch)
passing through each z̄ ∈ Σ−; the extremal flow is locally well defined and there exists
a stratification of the phase space such that the flow is smooth on each stratum. Fur-
thermore, when crossing the strata, the flow admits log-type singularities (and thus
belongs to the log-exp category).
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In a tubular neighborhood of Σ+, the flow is smooth and no extremal crosses Σ+

(there is no switch, thus). Actually, we will show that the whole situation can be seen
as a bifurcation around a point z̄ ∈ Σ0. For those points we have

Theorem 2. For generic systems (1), either there exists a unique trajectory pass-
ing through z̄, or there exists a unique trajectory going out of Σ0 at z̄. In the first
case, this trajectory is connected to the singular flow in Σ0.

Furthermore, the flow is regular in the following sense.

Theorem 3. In a neighborhood Oz̄ of a point z̄ ∈ Σ0, the flow is well defined,
continuous, and piecewise smooth. More precisely, there exists a stratification

Oz̄ = S0 ∪ S1 ∪ S0
1

where

• S0
1 is the submanifold of codimension 2 of initial conditions leading to Σ0;

• S1 is the submanifold of codimension 1 of initial conditions leading to Σ−;

• S0 = Oz̄ \ (S0
1 ∪ S1).

The extremal flow z|S0×[0,tf], z|S1×[0,tf]\Δ, z|S0
1×[0,tf]\Δ0 is smooth, and

Δ(0) =
{
(t̄(z0), z0), z0 ∈ S

(0)
1

}
.
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Control set smoothing method

for program package elements calculation
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A fixed-time package guidance problem on a convex and closed set for a linear
controlled dynamic system [1] is considered. A (program) package is a family of open-
loop controls with their values in the predefined convex compact, parametrized by
admissible initial states from a predefined finite set and satisfying the non-anticipatory
condition for the linear observations of system (1) described by a function y(t) =
Q(t)x(t), where Q(t) is piecewise left-continuous matrix function. These observations,
in general, do not give full information about the exact initial state of the system

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + c(t), x(t0) = x0, u(t) ∈ P, t ∈ [t0, ϑ]. (1)
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The solvability criterion for this problem comprises a finite-dimensional problem of
maximizing a concave function over a convex compact set [2], which can be solved
with standard optimization methods. If the problem is solvable, the modified method
of successive approximations can be used for calculating the program package ele-
ments [3]. However, this method can be applied only to regular clusters of the initial
state set.

Definition. A cluster of initial states X0j(τk), j = 1, . . . , J , is called regular when
the left-hand side of the minimum condition is non-zero for the entire [τk−1, τk], i.e.,∑

x0∈X0j(τk)

BT(t)FT(ϑ, t)l∗x0
�= 0, t ∈ [τk−1, τk);

here τk, k = 1, . . . , K, are the uniform signal (which corresponds to the cluster
X0j(τk)) splitting moments, l∗x0

are support vectors for the corresponding initial
state x0, and F (ϑ, t), t ∈ [t0, ϑ], is the fundamental matrix of system (1). Clusters
which are not regular are called singular.

To calculate the program package elements for singular clusters, a modification
of the method for singular controls [4] was proposed. However, the computational
difficulty of the method and limited classes of problems addressed (in which the control
set is a parallelepiped) hinder its effective use.

In general, the challenges associated with computing the guiding program package
elements for singular clusters of the initial state set are associated with a non-strict
convexity of the attainability set and an empty interior of the set (B(t)P )x0∈X0 , which
implements the non-anticipatory conditions on the control set reflecting the incom-
plete information about the exact initial realization of the initial state of system (1).
These properties do not allow to use the Pontryagin maximum principle in the method
of successive approximations.

To circumvent the issues with singular clusters, it is proposed to approximate the
control set (B(t)P )x0∈X0 (the set P is assumed to be a polyhedron, a more general
case than the one considered in [4]) by a sequence of smoothed strictly convex sets
with non-empty interiors using the methods presented in [5]. For instance, for a
special case of the symmetric segment [−b, b] in n-dimensional space and for a small
parameter ε > 0 the smoothed set with non-empty interior will be a set with a support
function

c(l) =

√
lT
(

εE +

(
1− ε

|b|2

)
bbT

)
l.

We prove that the method of successive approximations applied to a sequence
of package guidance problems with smoothed sets approximates the guaranteeing
program package of the initial package guidance problem with singular clusters.

References

1. Kryazhimskiy A.V., Osipov Yu.S. On the solvability of problems of guaranteeing control
for partially observable linear dynamical systems // Proc. Steklov Inst. Math. 2012.
V. 277. P. 144–159.

2. Kryazhimskiy A.V., Strelkovskii N.V. An open-loop criterion for the solvability of a
closed-loop guidance problem with incomplete information. Linear control systems //
Trudy Inst. Mat. Mekh. UrO RAN. 2014. V. 20, No. 3. P. 132–147.

200



3. Strelkovskii N.V., Orlov S.M. Algorithm for constructing a guaranteeing program pack-
age in a control problem with incomplete information // Moscow Univ. Comput. Math.
Cybern. 2018. V. 42, No. 2. P. 69–79.

4. Strelkovskii N., Orlov S. A method for calculation of program package elements for
singular clusters // Systems Analysis: Modeling and Control: Materials Int. Conf. in
memory of Academician A. V. Kryazhimskiy, Moscow, May 31–June 1, 2018. P. 97–99.

5. Avvakumov S.N. Smooth approximation of convex compact sets // Trudy Inst. Mat.
Mekh. UrO RAN.1996. V. 4. Pp. 184–200.

Приближенное решение частной

неустойчивой задачи оптимального управления
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unstable optimal control problem)
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Цель работы — получение приближенного решения следующей задачи опти-
мального управления:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ = l cos θ, ẏ = l sin θ,

ż =
d

dt′

∫ x(t+t′)

x(t)

∫ y(t)

0

xy dx dy =
y2

2
xẋ =

y2

2
xl cos θ,

x(0) = 0, y(0) = 1, z(0) = 0, x(1) = 1, y(1) = 0, z(1) = 0,

l → min .

(1)

Задача состоит в поиске кривой минимальной длины l с началом в точке (0, 1),
концом в точке (1, 0) и нулевым значением интеграла

∫∫
xy dx dy под кривой.

Данная задача является задачей поиска кратчайшей кривой на трехмерном
субримановом многообразии глубины 4. Известно, что есть ровно одна анормаль-
ная геодезическая (т.е. кривая, удовлетворяющая принципу максимума Понтря-
гина с λ0 = 0) — это кривая длины 2, идущая вдоль координатных осей. Она
не может быть оптимальной, так как содержит угол (см. [2, Theorem 3.1]). Дру-
гих анормальных геодезических, соединяющих данные точки, нет, поэтому крат-
чайшая кривая (которая должна существовать по теореме Филиппова) является
нормальной. Принцип максимума Понтрягина с λ0 = 1 приводит к уравнению

dθ

ds
= rxy,

где s = tl играет роль длины кривой. Однако решение системы (1) методом
стрельбы по r и θ(0) является затруднительным из-за неустойчивости, возника-
ющей в связи с хаотичностью системы (см. [3, Theorem 2]).
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Приближенное решение задачи (1). Цветами выделены
первый и второй участки ломаной

Тем не менее удалось получить приближенное решение задачи в виде ломаной с
использованием величин θ(ti), ti = τi, i = 1, N , τ = 1/N = 0.001, как управления,
а длины l < lmin как параметра.
Ломаная была разбита на два участка: первый участок длины l1 начинался в

точке (0, 1), а второй длины l2 начинался в точке (1, 0). Так как l = l1+ l2 < lmin,
то расстояние между первым и вторым участком всегда было положительным.
Его квадрат и был выбран в качестве минимизируемого функционала:

(x1(1)− x2(1))
2 + (y1(1)− y2(1))

2 → min .

Опуская детали, отметим, что системы уравнений для первого и второго участ-
ка решались поочередно методом покомпонентного градиентного спуска.
Полученное решение изображено на рисунке. Длина изображенной ломаной

составляет l ≈ 1.98714, а θ(0) = 0.16− π/2.
Сходимость к данному решению наблюдается как при начальных данных с

одной произвольного размера петлей на произвольной высоте, так и при наличии
в начале нескольких петель.
Значения r в области петли и в области x, y ( 1 различались менее чем на 4%.
Несмотря на то, что точность найденных r и θ0 недостаточна для прямой про-

верки найденного решения методом стрельбы, устойчивость решения дискретной
задачи и небольшое различие в коэффициенте r позволяют предположить, что
найденное решение близко к локальному или даже глобальному минимуму по-
ставленной задачи.
Использованные в данной задаче приемы могут позволить получить прибли-

женные решения и в более сложных неустойчивых задачах оптимального управ-
ления.
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Joint optimization of smooth and nonsmooth functionals

on beams of trajectories

D. A. Ovsyannikov, M. A. Mizintseva, A. D. Ovsyannikov
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The problems of control of the ensemble of trajectories of discrete and continuous
dynamic systems are well studied in numerous works by different authors. Let us
mention some of them [1–6]. Those works consider both smooth and nonsmooth
functionals separately. The main feature of the current paper is the use of a combi-
nation of smooth and nonsmooth functionals [7, 8] for the problem of simultaneous
optimization of the program motion and the ensemble of disturbed motions [9, 10].
That sort of problems can occur in modeling and optimization of the dynamics of dif-
ferent entities. In this paper the problem of the optimization of the charged particle
beam dynamics in a linear accelerator is considered [6–12].

Let us introduce a controlled dynamic system, described by the following ordinary
differential equations:

dx

dt
= f(t, x, u), x(0) = x0, (1)

dy

dt
= F (t, x, y, u), y(0) = y0 ∈ M0. (2)

Here x0 and y0 are the initial conditions, t ∈ T0 = [0, T ] ⊂ R1 is an independent
variable (as a rule, time); x ∈ Rn and y ∈ Rm are phase vectors with respective
dimensions n and m; u ∈ Rr is an r-dimensional control vector function; T is a
fixed value. The vector functions f(t, x, u) and F (t, x, y, u) are assumed to be smooth
enough. The set M0 is a compact set of nonzero measure.

Jointly with system (1), (2) let us consider the equation for the particle distribution
density ρ = ρ(t) = ρ(t, y(t)) along the trajectories of subsystem (2) (see [6]):

dρ

dt
= −ρ divy F (t, x, y, u), (3)

with a density distribution law ρ0(y0) given on the initial set M0:

ρ(0) = ρ(0, y(0)) = ρ0(y0), y0 ∈ M0.

Here ρ0(y0) is some nonnegative continuous function.
Let us suppose that the allowed controls u = u(t), t ∈ T0, comprise a class D

of piecewise continuous vector functions on [0, T ] with values in a compact manifold
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U ⊂ Rr. Let us also assume that system (1), (2) has a unique solution of the Cauchy
problem with a fixed x0 and arbitrary y0 ∈ M0 on the interval T0 for all allowed
controls u ∈ D.

Here and further let us call the solution of subsystem (1) the program (or se-
lected/calculated) motion. The solutions of subsystem (2) with initial conditions
y0 ∈ M0 and a fixed program motion will be called the disturbed motions.

It should be especially noted that the choice of the control function and, as a
consequence, of the program motion influences the solutions of subsystem (2), which
depends on them directly and which in particular can be considered as an equation
in deviations from the program (calculated) motion. That is why it is not always
reasonable in a step by step manner to search first for the program motion and then
to solve the problems of optimization and stabilization of transition processes, caused,
for instance, by the deviations of the initial data. Hence the problem of simultaneous
optimization of a program motion and an ensemble of disturbed motions arises.

Let us proceed to the mathematical statement of the problem of simultaneous
optimization. On the solutions of system (1), (2) and equation (3) with given initial
conditions and a control vector function u(t) let us introduce the following functionals:

I1(u) =

∫ T

0

φ1(t, x(t), u(t)) dt + g1(x(T )), I2(u) =

∫ T

0

Φ(w1(t)) dt + G(w2),

I3(u) = max
yT∈MT,u

g3(yT , ρ(T, yT )),

where

w1 =

∫
Mt,u

φ2(t, x(t), yt, ρ(t, yt), u(t)) dyt, w2 =

∫
MT,u

g2(yT , ρ(T, yT )) dyT .

Here set Mt,u is the cross-section of the beam of trajectories of subsystem (2), evolving
from the initial set M0 with a given control u(t) and corresponding program motion
x(t) at the moment t. The functions Φ, G, φ1, φ2, g1, g2, and g3 are nonnegative
continuously differentiable functions of their arguments.

Let us introduce the following functional:

I(u) = c1I1(u) + c2I2(u) + c3I3(u), (4)

which allows to evaluate simultaneously the dynamics of the program motion and the
ensemble of trajectories considering the particle distribution density for the subse-
quent joint optimization. Here c1, c2, and c3 are nonnegative constants.

We shall call the problem of minimizing the functional (4) on controls u ∈ D the
problem of simultaneous optimization of the program motion and disturbed motions.

In the current paper the variation of the functional (4) is presented as well as the
necessary optimality conditions, allowing to construct various methods of directional
optimization.
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О структуре решений задачи Римана

для одной нестрого гиперболической системы

(On the structure of solutions of the Riemann problem

for a non-strictly hyperbolic system)
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Рассмотрим задачу Римана⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
φt = 0,

ut +

(
1

2
u2 + φ

)
x

= 0,

φ|t=0 = −θ(x), u|t=0 = u− + (u+ − u−)θ(x),

(1)

где u− и u+ — известные константы, θ(x) — функция Хевисайда. Нетрудно ви-
деть, что матрица коэффициентов при производных по x для этой системы имеет
вид

A =

(
∂Φi

∂Vj

)
=

(
0 0
1 u

)
,
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одно из собственных значений матрицыA всегда равняется нулю, второе совпада-
ет с u, и система (1) является нестрого гиперболической по Петровскому (т.е. все
ее собственные значения вещественны). Однако при u = 0 матрица A становится
жордановой клеткой, и потому система (1) не является нестрого гиперболической
по Фридрихсу (т.е. не существует полного базиса из собственных векторов). По
этой причине стандартная техника построения решений неприменима.
Для того чтобы построить обобщенное решение задачи (1), предлагается новый

метод.
Теорема. Полная структура множества решений задачи Римана (1) в за-

висимости от набора констант u−, u+ имеет следующий вид.
1. При u− ≥ 0, u+ =

√
u2
− + 2 или u− ≤ 0, u+ = −

√
u2
− + 2 — однофронтовое

решение, совпадающее с начальными данными:

u = u− + (u+ − u−)θ(x).

2. При u− ≥ 0, −
√
2 < u+ <

√
u2
− + 2 или u− > 0, −

√
u2
− + 2 < u+ ≤ −

√
2 —

двухфронтовое немонотонное решение:

u = u−+
(√

u2
− + 2−u−

)
θ(x)+

(
u+−

√
u2
− + 2

)
θ(x−σt), σ =

u+ +
√

u2
− + 2

2
.

3. При u+ < −
√
2, |u−| <

√
u2
+ − 2 — двухфронтовое монотонное решение:

u = u−−
(√

u2
+ − 2+u−

)
θ(x−σt)+

(
u++

√
u2
+ − 2

)
θ(x), σ =

u− −
√

u2
+ − 2

2
.

4. При u− ≥ 0, u+ >
√

u2
− + 2 — волна разрежения с последующим скачком:

u = u−+
(√

u2
− + 2−u−

)
θ(x)+

(x

t
−
√

u2
− + 2

)
θ
(
x−

√
u2
− + 2t

)
+
(

u+−
x

t

)
θ(x−u+t).

5. При u+ < −
√
2, u− < −

√
u2
+ − 2 — скачок с последующим постоянным

состоянием и волной разрежения:

u = u−+
(x

t
−u−

)
θ(x−u−t)−

(x

t
+
√

u2
+ − 2

)
θ
(
x+

√
u2
+ − 2t

)
+
(
u++

√
u2
+ − 2

)
θ(x).

6. При u− < 0, u+ = −
√
2 — скачок с последующей волной разрежения:

u = u− +
(x

t
− u−

)
θ(x− u−t)−

(√
2 +

x

t

)
θ(x).

7. При u− < 0, u+ =
√
2 — скачок с последующей волной разрежения:

u = u− +
(x

t
− u−

)
θ(x− u−t) +

(√
2− x

t

)
θ(x).

8. При u− < 0, |u+| <
√
2 — два скачка с последующей волной разрежения:

u = u−+
(x

t
−u−

)
θ(x−u−t)+

(√
2− x

t

)
θ(x)+

(
u+−

√
2
)
θ(x−σt), σ =

u+ +
√
2

2
.

9. При u+ >
√
2, u− < 0 — две волны разрежения со скачком между ними:

u = u− +
(x

t
− u−

)
θ(x − u−t) +

(√
2− x

t

)
θ(x) +

+
(x

t
−
√
2
)

θ
(
x−

√
2t
)
+
(

u+ −
x

t

)
θ(x− u+t).
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In the work, the Pontryagin maximum principle (PMP) [1] is used for constructing
reachable sets at instant for the nonlinear control system called the Dubins car. Usu-
ally, when someone uses the term “Dubins car”, this implies a certain model of motion
regardless of the type of task (payoff functional, etc.). For the history of the topic,
we give references to works by A. A. Markov [2], R. Isaacs [3, 4], and L. Dubins [5].

Let the dynamics of a controlled object (Dubins car) in the plane x, y be described
by the third-order system of differential equations

ẋ = cosϕ,

ẏ = sinϕ,

ϕ̇ = u, u ∈ [u1, u2], u2 = 1, u1 ∈ [−1, 1).

(1)

Here, x and y are the coordinates of the geometric position of the object; ϕ is the
velocity direction angle counted counterclockwise from the axis x; u is the scalar
control; u1 and u2 are parameters. The magnitude of the linear velocity equals 1.

Representation (1) with u2 = 1 can be obtained from an arbitrary controlled system
of the third order with constant magnitude of the linear velocity and given range of
the turn angular velocity. To this end, one should scale geometric coordinates and
time. Without loss of generality, at the initial instant t0 = 0, the initial phase state
is the origin: x0 = 0, y0 = 0, ϕ0 = 0.

∗This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research, project no. 18-01-00410.
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As feasible controls u(·), we consider measurable functions depending on the time
and having their values u(t) in the segment [u1, u2]. It is assumed that the angular
coordinate ϕ takes its values in the entire axis (−∞,∞).

For the Dubins car, by the reachable set G(tf) at instant tf we will mean the
collection of all points of the three-dimensional phase space such that the system can
reach each of them at the instant tf from the given initial state (which is assumed to
be the origin, without loss of generality) under some feasible control. The reachable
set at instant should be distinguished from the reachable set up to instant. The latter
is the union of all reachable sets at instant corresponding to the instants from 0 to tf.

It is known [6] that the controls which guide the system to the boundary of the
reachable set G(tf) obey the PMP. Namely, this makes it possible to effectively con-
struct and investigate the structure of the reachable set.

Depending on the parameter u1, we distinguish three principally different cases:
u1 ∈ [−1, 0), u1 = 0, and u1 ∈ (0, 1). For each of them, we have obtained sufficiently
complete results.

The following facts have been established.

1. The case u1 < 0. We consider the “symmetric” variant with u1 = −1, and
the “asymmetric” variant with u1 ∈ (−1, 0). For each of them, a piecewise constant
control leads to the reachable set boundary (taking extreme values or zero value) with
at most two switches. Only the following six types of control sequences are possible:

(1) u2, 0, u2; (2) u1, 0, u2; (3) u2, 0, u1;

(4) u1, 0, u1; (5) u2, u1, u2; (6) u1, u2, u1.

Justification of this fact is available in [7–9].
For any instant tf, the whole three-dimensional reachable set and its sections with

respect to the angle coordinate ϕ are nonconvex. Sets of the values u1 and tf have
been found for which the set G(tf) is not simply connected. A control satisfying the
PMP does not always lead the system to the boundary of the reachable set. So, in
the case u1 < 0, the PMP is a necessary condition for transfer to the boundary, but
not a sufficient one.

2. The case u1 = 0. It is proved [10] that in this case any point on the boundary
of the set G(tf) can be reached by means of a piecewise constant control with at most
two switches. With that, the following two types of control sequences are possible:

(1) u2, 0, u2; (2) 0, u2, 0.

The three-dimensional reachable set is nonconvex for any tf. Nevertheless, every
ϕ-section of it is convex, and such a section represents either a circle or a circular
segment. Every piecewise constant control satisfying the PMP leads to the boundary
of the reachable set. However, there is no uniqueness of the controls leading to the
boundary.

3. The case u1 > 0. Here, we can only claim the finiteness of the number of
switches of controls leading to the boundary. There is an upper estimate for the
number of switches. This estimate shows the growth of the number of switches with
increasing instant tf. Four control types are used to construct the boundary:

(1) u1, u2, u1, . . . , u2; (2) u2, u1, u2, . . . , u1;

(3) u1, u2, u1, . . . , u2, u1; (4) u2, u1, u2, . . . , u1, u2.
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Ellipsis means a sequence of alternating controls u1 and u2.
The convexity of ϕ-sections of the reachable sets is proved. It is also established

that all ϕ-sections can be separated into nine types [11]. The boundary of every
ϕ-section is smooth for tf > 2π. For the values of ϕ that are multiples of 2π, the
boundary is a circle. As in the case u1 = 0, the maximum principle is a sufficient
condition for transfer of the system to the reachable set boundary. Moreover, the
corresponding control is unique among piecewise constant controls.

In all these three cases, fragments of the boundary of the reachable set can be
specified as a two-parameter family of points. This makes it possible to draw the
reachable set G(tf) in the three-dimensional space with coloring its boundary accord-
ing to the types of controls leading to the corresponding points. On the whole, the
reachable set is similar to a snail shell.

As mentioned above, we assume that ϕ ∈ (−∞,∞). If the angle ϕ is calculated
modulo 2π, then the corresponding reachable set can be built very simply with the
help of cuts of the set G(tf) constructed under the assumption ϕ ∈ (−∞,∞).

The results of numerical constructions of the three-dimensional reachable sets are
presented.
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Особенности геодезических потоков

в метриках переменной сигнатуры: 2D и 3D

(Singularities of geodesic flows

in variable-signature metrics: 2D and 3D)
∗

Н. Г. Павлова (N. G. Pavlova)а,б,в,
А. О. Ремизов (A. O. Remizov)а
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Мы представляем недавние результаты об особенностях геодезических пото-
ков в метриках переменной сигнатуры, часто называемых псевдоримановыми.
Это метрики с гладкими коэффициентами, вырождающиеся (в ситуации общего
положения) на некотором подмногообразии Γ коразмерности 1.1
Геодезический поток, порожденный псевдоримановой метрикой, имеет особен-

ности в точках вырождения. В этих точках нарушаются стандартные условия
существования и единственности, что приводит к интересному явлению: геодези-
ческие не могут выходить из точки вырождения в произвольных направлениях
(как в случае римановой или лоренцевой метрики), но лишь в определенных
допустимых направлениях. При этом как число геодезических, выходящих с
разными направлениями, так и их свойства, могут радикально отличаться.
Мы представляем результаты в размерностях 2 (исследованы все особенности

коразмерностей 1 и 2, см. [2, 3]) и 3 (частично исследованы лишь особенности
коразмерности 1, см. [4]). Все представленные здесь результаты имеют локаль-
ный характер, некоторые глобальные свойства геодезических в псевдоримановых
метриках рассмотрены в [5].
Начнем с двумерного случая. В локальных координатах x, y метрика имеет

вид
ds2 = a(x, y) dx2 + 2b(x, y) dxdy + c(x, y) dy2, (1)

коэффициенты a, b, c предполагаютсяC∞-гладкими. Введя координату p= dy/dx,
уравнение непараметризованных геодезических в метрике (1) удобно записать
в виде

dy

dx
= p,

dp

dx
=

M

2Δ
, M(q, p) =

3∑
i=0

μi(q)p
i, (2)

где Δ = ac − b2 — гладкая функция точки q = (x, y) и M — кубический много-
член по p, коэффициенты которого выражаются через a, b, c и их производные
первого порядка. Будем предполагать, что кривая вырождения Γ = {Δ(q) = 0}
регулярна и (локально) разделяет (x, y)-плоскость на области R и L с римановой
и лоренцевой сигнатурой соответственно.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 17-01-00849).
1Разрывные метрики также рассматривались (например, в [1]).
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В каждой точке области L определены два изотропных направления, обра-
щающие метрику в нуль, на Γ они сливаются в единственное изотропное направ-
ление p0 = −a/b = −b/c. Область L заполнена сетью изотропных линий (нуль-
кривых), которые имеют особенность в точках кривой вырождения Γ. Почти все-
гда это касп (точки типа C), но в отдельных точках сеть линий кривизны имеет
более сложную особенность: сложенный узел, седло или фокус (назовем их точ-
ками типа D). Изотропные линии являются геодезическими (нулевой длины).2

Предложение 1. Допустимые направления в точке q ∈ Γ суть те, ко-
торые являются вещественными корнями многочлена M(q, p). При этом изо-
тропное направление p0 всегда допустимо: M(q, p0) = 0 для любой q ∈ Γ. Точ-
ки типов C и D различаются тем, что в первых изотропное направление p0
трансверсально кривой Γ (p0 — простой корень M), а во вторых — касается ее
(p0 — двойной корень M).

Теорема 1. Из любой точки типа C в каждую из областей R и L в изо-
тропном направлении выходит пучок (однопараметрическое семейство) геоде-
зических, имеющих вид полукубических парабол с общей касательной. Пучок
геодезических, выходящих в L, содержит все три типа: одну изотропную гео-
дезическую и бесконечное число времениподобных и пространственноподобных.
Точки типа C делятся на три типа C1, C2, C3 в зависимости от числа веществен-

ных корней кубического многочлена M . В случае C1 геодезических, отличных от
описанных в теореме 1, нет.
Теорема 2. В случае C3, кроме p0, существуют два неизотропных допу-

стимых направления p1,2. В каждом из этих направлений проходит одна регу-
лярная геодезическая, трансверсальная линии вырождения.

Типичная (коразмерности 2) точка типа C2 локально делит кривую вырожде-
ния Γ на две части, одна из которых целиком заполнена точками C1, а другая —
точками C3. В самой точке типа C2 многочлен M имеет простой корень p0 и
двойной корень p1 = p2, которому отвечает неизотропное допустимое направле-
ние, касающееся кривой Γ.
Теорема 3. Из типичной точки типа C2 в неизотропном допустимом на-

правлении выходит одна геодезическая — полукубичекая парабола, ветви кото-
рой касаются кривой Γ и лежат по разные стороны от нее. Это полукубичекая
парабола выходит в сторону, заполненную точками типа C3.

Фазовые портреты геодезических в окрестностях точек типа D устроены го-
раздо сложнее, см. [6]. Отметим лишь, что через точки типа D в неизотропном
допустимом направлении (простой кореньM) проходит одна регулярная геодези-
ческая, трансверсальная Γ, а в изотропном направлении p0 (двойной кореньM) в
область L выходит одно- или двупараметрическое семейство геодезических, каса-
ющихся Γ, а в областьR не выходит ни одной. Таким образом, в точкахD имеется
странная асимметрия между областями R и L, которой нет в точках типа C.

В трехмерном случае ситуация существенно сложнее. В [4] показано, что в ти-
пичной вырожденной точке всегда существует одно изотропное направление, в
котором из данной точки выходит двупараметрическое семейство геодезических,

2Это утверждение верно только в двумерном случае. В размерности 3 и выше существуют
изотропные линии, не являющиеся геодезическими.
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аналогичное пучку из теоремы 1. (Отметим, что в трехмерном случае число изо-
тропных направлений в вырожденной точке равно 1 или ∞.)
Кроме этого направления, еще может быть конус A, целиком состоящий из

допустимых направлений. В каждом из них, кроме тех, которые касаются также
и поверхности вырождения Γ, проходит одна регулярная геодезическая. В на-
правлении конуса A, касающемся поверхности Γ, из данной точки выходит одна
геодезическая, имеющая вид полукубической параболы, ветви которой лежат по
разные стороны от Γ.
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Control of atomic and molecular systems with quantum dynamics attracts high
interest in connection with both fundamental problems and various existing and
prospective applications in quantum technologies. Applications of quantum control
range from laser assisted isotope separation to control of chemical reactions and quan-
tum information [1–4].

Quantum systems can be closed, i.e., isolated from the environment, and open, i.e.,
interacting with the environment. Consider a quantum system which has n energy
levels. If this system is open, then its state is described by a density matrix ρ, an n×n
complex Hermitian matrix which is positive, ρ ≥ 0, and has unit trace, Tr ρ = 1. There
are two types of control for open quantum systems: coherent controls (e.g., a shaped
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coherent laser field) which enter the Hamiltonian part of the dynamics and tend to
preserve quantum coherence, and incoherent controls (e.g., produced by an engineered
environment) which enter the dissipative part of the dynamics and generally tend to
induce decoherence in the system. An example of incoherent control is spectral density
in frequency ω at time t, n(ω, t), of incoherent photons surrounding the system [5].

If the system evolves under the action of coherent control u(t) and interacts with
the environment of incoherent photons, its density matrix in the Markovian approxi-
mation satisfies the master equation

dρt

dt
= −i

[
H0 + Hn(ω,t) + u(t)V, ρt

]
+ Lu(t),n(ω,t)(ρt). (1)

Here H0, Hn(ω,t) and V are the free and interaction Hamiltonians (n× n Hermitian
matrices) and the dissipative superoperator L describes the influence of the envi-
ronment of incoherent photons with spectral density n(ω, t); it may also depend on
coherent control u(t).

One typical class of quantum control problems is steering the initial density ma-
trix ρ0 into a predefined target density matrix ρtarget in minimum time. The principal
possibility to realize steering of an arbitrary initial density matrix into an arbitrary fi-
nal density matrix for systems governed by (1) was shown under certain conditions [6],
without attempts to minimize time. For the problem of minimal time control, the
natural method is the Pontryagin maximum principle [7]. It was applied to various
problems in control of quantum systems, e.g., in [8–10]. We will discuss applications of
this method to the problem of minimum time state-to-state control of open quantum
systems evolving under the action of coherent and incoherent controls [11] based on
the model [5, 6].
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Fundamental models considered in the classical theory of differential games are
related to the problems defined on a fixed time interval (players have all the in-
formation on a closed time interval) [4], problems on an infinite time interval with
discounting (players have information on an infinite time interval) [1], and problems
defined on a random time interval (players have information on a given time interval,
but the terminating instant is a random variable) [3]; also one of the first works in
the theory of differential games is devoted to the pursuit–evasion game (payoff of the
player depends on the time of catching opponents) [8]. In all the above models and
suggested solutions, it is assumed that players at the beginning of the game know all
the information about the dynamics of the game (motion equations) and about the
preferences of the players (payoff functions). However, this approach does not take
into account the fact that in many real life processes, players at the initial instant
do not know all the information about the game. Thus, existing approaches such as
the Bellman equation [2] or the Pontryagin maximum principle [5] cannot be directly
used to construct a sufficiently large range of real life game-theoretic models.

Most of real life conflict processes evolve continuously in time, and their participants
continuously receive updated information and adapt. In this paper, the approach
for constructing optimal strategies is presented for the first time and the question of
constructing the optimal control for game models with continuous updating is studied.
In the game models with continuous updating it is assumed that the players

(1) have information about the motion equations and payoff functions on the trun-
cated time interval [t, t + T ] with length of information horizon T and current
time instant t;

(2) continuously receive updated information about the motion equations and util-
ity functions (payoff functions) with time t ∈ [t0, T ], and as a result continu-
ously adapt to the updated information.

Obviously, it is difficult to obtain optimal controls due to the lack of a fundamental
approach for control problems with moving information horizon. Until now only a
class of games with dynamic updating was studied in the papers [6, 7], where the
authors laid the foundation for further studies of the class of games with dynamic
updating. It is assumed that the information about the motion equations and payoff
functions is updated at discrete time instants, and the interval on which the players
know the information is defined by the value of the information horizon.

In the current work, a game model with continuous updating is defined and opti-
mality conditions in the form of Hamilton–Jacobi–Bellman equations for the feedback
Nash equilibrium are presented.

∗The research was supported by the Russian Science Foundation (project no. 18-71-00081).
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Game model with continuous updating. Consider an n-player differential
game Γ(x0, t0, T ) defined on the interval [t0,+∞), where 0 < T < +∞.

The motion equations have the form

ẋ(s) = f(s, x, u),

x(t) = x∗
t (x(t0) = x0), t ∈ [t0,+∞), s ∈ [t, t + T ],

x ∈ Rl, u = (u1, . . . , un), ui = ui(t, s, x) ∈ Ui ∈ compRk.

(1)

The payoff function of the ith player (i ∈ N) is defined as

Kt
i (x

∗
t , t;u) =

∫ t+T

t

gi[s, x(s), u(s, x(s))] ds, i ∈ N. (2)

The time parameter t ∈ [t0,+∞) evolves continuously; as a result, the players
continuously receive updated information about the motion equations and payoff
functions.

An essential difference between the game model with continuous updating and the
classical differential game Γ(x0, T − t0) is that the players in the initial game are
guided by the payoff that they will eventually obtain on the interval [t0, T ], but in
the case of a game with continuous updating they at each time instant t are guided
by the expected payoff (2), which is based on the knowledge of the process on the
interval [t, t + T ].

Problem statement. By optimal strategies in the game Γ(x0, t0, T ) (in partic-
ular, the feedback Nash equilibrium) we will mean strategies u∗(t, x) = (u∗

1(t, x), . . . ,
u∗
n(t, x)) that are optimal for each t in the game defined on the interval [t, t + T ].

It is necessary to determine optimal strategies (feedback Nash equilibrium) such
that

• for each t ∈ [t0, T ], u∗(t, x) = (u∗
1(t, x), . . . , u∗

n(t, x)) are optimal in the game
defined by (1), (2) on the interval [t, t + T ].

A direct application of the classical optimization techniques is not sufficient, be-
cause of the following problems:

• consider two intervals [t, t + T ] and [t + ε, t + T + ε], ε ( T ;

• according to the problem statement, u∗(t, x) should be optimal on the interval
[t, t + T ], and u∗(t + ε, x) should be optimal on the interval [t + ε, t + ε + T ],
t ∈ [t0, T ].

Hamilton–Jacobi–Isaacs–Bellman equations with continuous updating.
In order to find the feedback Nash equilibrium ũNE(t, x) = ũNE(t, s, x)|s=t in the game
Γ(x0, t0, T ), we use a modernized or adapted method of dynamic programming. We
define Bellman functions V i(t, τ, x) as the payoff of the ith player in the feedback Nash
equilibrium ũNE(t, s, x) in the subgame starting at the time instant s in position x of
the game defined on the interval [t, t + T ].

Theorem 1. ũNE(t, x) = ũNE(t, τ, x)|τ=t is a feedback Nash equilibrium in
the differential game Γ(x0, t0, T ) if there exist continuous differentiable functions
V i(t, τ, x) : [t0,+∞) × [t, t + T ] × R → R, i ∈ N, satisfying the following system
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of equations :

−V i
τ (t, τ, x) = max

φi

{
gi
(
τ, x, ũNE

−i

)
+ V i

x(t, τ, x)f
(
τ, x, ũNE

−i

)}
= gi

(
τ, x, ũNE

)
+ V i

x(t, τ, x)f
(
τ, x, ũNE

)
,

V i(t, t + T , x) = 0, i ∈ N,

(3)

where ũNE
−i = (ũNE

1 , . . . , φi, . . . , ũNE
n ).
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Game theory has greatly enhanced our understanding of decision making. As
socioeconomic and political problems increase in complexity, further advance in the
analytical content of the theories, methodology, techniques and applications as well as
case studies and empirical investigations are urgently required. In the social sciences,
economics and finance are the fields which most vividly display the characteristics of
games.

The origin of differential games traces back to the late 1940s. Rufus Isaacs modeled
missile versus enemy aircraft pursuit schemes in terms of descriptive and navigation
variables (state and control).

For various reasons Isaacs’ work did not appear in print until 1965 [3]. In the
meantime control theory reached its maturity in the optimal control theory of Pon-
tryagin et al. [9] (1962) and Bellman’s dynamic programming [1] (1957). Research in
differential games focused in the first place on extending control theory to incorporate
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strategic behavior. First papers about differential games appeared in the Soviet Union
in 1962–1967 (Pontryagin [8], Krasovskii [4], Petrosyan [5]).

Research in differential game theory continues to extend over a large number of
fields and areas. Some non-zero games were first investigated by Petrosyan and Mur-
zov [6] (1967), Case [2] (1969), and Starr and Ho [10] (1969), where as a solution the
Nash equilibrium was considered.

It is well known that non-cooperative behavior among participants would, in gen-
eral, lead to an outcome which is not Pareto-optimal. Worse still, highly undesirable
outcomes (like the prisoners dilemma) and even devastating results (like tragedy of
commons) could appear when the involved parties only care about their self-interests
in a non-cooperative situation. In a dynamic world, non-cooperative behavior guided
by short-slighted individual rationality could be a source for series of disastrous con-
sequences in the future. Cooperation suggests the possibility of obtaining socially
optimal and group efficient solutions to decision problems involving strategic actions.

However, dynamic cooperation cannot be sustainable if there is no guarantee that
the participants will be always better off within the entire duration of the coopera-
tion. More than anything else, it is due to the lack of this kind of guarantees that
cooperative schemes fail to last till their end. Dynamic cooperation represents one of
the most intriguing forms of optimization analysis. To ensure that the cooperation
will take place in the game during the whole time interval, the solution concepts
(optimality principles) must be time or subgame consistent. But unfortunately solu-
tions taken from the classical one-shot cooperative game theory are time or subgame
inconsistent. And by using them in differential cooperative games we cannot be sure
that the cooperation will be sustained on the whole time interval.

To overcome this problem, we introduced in 1979 a new control variable IDP
(imputation distribution procedure) which prescribes a payment distribution over
time in such a way that cooperation at each time instant is more preferable than
non-cooperative behavior of players. For different game-theoretical models, the ap-
proach was successfully used by Petrosyan and Zaccour [7] (2003) and Yeung and
Petrosyan [11, 12] (2012, 2016).

In this presentation we shall stress our attention to new directions and problems
in cooperative differential and dynamic games and show the way of constructing
time-consistent (subgame-consistent) and strongly time-consistent cooperative solu-
tion concepts.
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К задаче группового преследования

с дробными производными

(To the problem of group pursuit

with fractional derivatives)
∗
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Одним из направлений современной теории дифференциальных игр пресле-
дования является разработка методов решения задач конфликтного взаимодей-
ствия группы преследователей с группой убегающих [1–3]. Следует отметить,
что, кроме углубления классических методов решения, активно ведется поиск
новых задач, к которым применимы уже разработанные методы. В частности, в
работе [4] рассматривалась задача преследования двух лиц, описываемая урав-
нениями с дробными производными, где были получены достаточные условия
поимки.
В данной работе рассматривается задача преследования группой преследова-

телей группы убегающих с равными возможностями всех участников в диффе-
ренциальной игре, описываемой уравнениями с дробными производными. Целью
группы преследователей является поимка заданного числа убегающих, причем
поимку каждого убегающего должны осуществить заданное число преследова-
телей.

Определение 1 [5]. Пусть f : [0,∞) → Rk — функция такая, что f ′ аб-
солютно непрерывна на [0,+∞), μ ∈ (1, 2). Производной по Капуто порядка μ
функции f называется функция D(μ)f вида

(
D(μ)f

)
(t) =

1

Γ(2− μ)

∫ t

0

f ′′(s)

(t− s)μ−1
ds, где Γ(β) =

∫ ∞

0

e−ssβ−1 ds.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-51-41005) и Министер-
ства образования и науки РФ в рамках базовой части госзадания в сфере науки (про-
ект 1.5211.2017/8.9).
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В пространстве Rk(k ≥ 2) рассматривается дифференциальная игра n + m
лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и m убегающих E1, . . . , Em. Закон движения
каждого из преследователей Pi имеет вид

D(μ)xi = axi + ui, xi(0) = x0
i , ẋi(0) = x1

i , ui ∈ V. (1)

Закон движения каждого из убегающих Ej имеет вид

D(μ)yj = ayj + vj , yj(0) = y0
j , ẏi(0) = y1

i , vj ∈ V. (2)

Здесь xi, yj , ui, vj ∈ Rk, i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ J = {1, . . . , m}, V — выпуклый
компакт в Rk, a — вещественное число, μ ∈ (1, 2). Кроме того, x0

i �= y0
j для

всех i, j.
Цель группы преследователей — осуществить поимку не менее чем q убегаю-

щих, причем каждого убегающего должны поймать не менее чем r преследова-
телей (r ≥ 1, 1 ≤ q ≤ m) при условии, что сначала убегающие выбирают свои
управления сразу на [0,∞), а затем преследователи на основе информации о
выборе убегающих выбирают свои управления и, кроме того, каждый преследо-
ватель может поймать не более одного убегающего. Считаем, что n ≥ rq, m ≥ q.
Многократная поимка убегающего исследовалась в работах [6, 7], а задача о по-

имке заданного числа убегающих в задаче простого преследования при условии,
что убегающие используют программные стратегии, а каждый преследователь
ловит не более одного убегающего, — в работах [8, 9]. Задача преследования од-
ного убегающего с фазовыми ограничениями и дробными производными порядка
μ ∈ (0, 1) рассматривалась в [10].
Вместо систем (1), (2) рассмотрим систему

D(μ)zij = azij + ui − vj , zij(0) = z0
ij = x0

i − y0
j , żij(0) = z1

ij = x1
i − y1

j .

Положим z0 = (z0
ij , z1

ij).

Определение 2. В игре происходит r-кратная поимка (при r = 1 поимка)
убегающего Eβ , если существует T > 0, при котором для любых допустимых
управлений vj(t), j ∈ J , t ∈ [0,∞), убегающих Ej , j ∈ J , найдутся допустимые
управления ui(t) = ui(t, z0, vj(s), s ∈ [0,∞), j ∈ J) преследователей P1, . . . , Pn,
моменты времени τ1, . . . , τr ∈ [0, T ] и попарно различные натуральные числа
i1, . . . , ir ∈ I такие, что zipβ(τp) = 0 для всех p = 1, . . . , r.

Определение 3. В игре происходит r-кратная поимка (при r = 1 поимка)
не менее q убегающих, если существует T > 0, при котором для любой сово-
купности допустимых управлений vj(t), t ∈ [0,∞), j ∈ J , убегающих найдутся
допустимые управления ui(t) = ui(t, z0, vj(s), s ∈ [0,∞), j ∈ J) преследователей
P1, . . . , Pn, обладающие следующим свойством: существуют множества

M ⊂ J, |M | = q, {Nα, α ∈ M}, Nα ⊂ I, |Nα| = r для всех α ∈ M,

Nα ∩Nβ = ∅ для всех α �= β,

такие, что группа преследователей {Pα, α ∈ Nβ} не позднее момента T осуществ-
ляет r-кратную поимку убегающего Eβ , причем если преследователь Pα ловит
убегающего Eβ , то остальные убегающие считаются им непойманными.
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Введем следующие обозначения: IntA и coA — соответственно внутренность
и выпуклая оболочка множества A,

λ(z, v) = sup{λ ≥ 0 | −λz ∈ V − v},

ΩN (p) = {(i1, . . . , ip) | iα ∈ N для всех α = 1, . . . , p и попарно различны},

δN (β) = min
γ∈{−1,1}

min
v∈V

max
Λ∈ΩN (r)

min
α∈Λ

λ(γz1
αβ , v).

Теорема 1. Пусть m = 1, a ≤ 0 и δI(1) > 0. Тогда в игре происходит
r-кратная поимка.

Теорема 2. Пусть a ≤ 0 и для каждого p ∈ {0, . . . , q − 1} выполнено сле-
дующее условие: для любого множества N ⊂ I, |N | = n − pr, найдется мно-
жество M, |M | = q − p, такое, что δN (β) > 0 для всех β ∈ M . Тогда в игре
происходит r-кратная поимка не менее q убегающих.

Теорема 3. Пусть a ≤ 0, V — строго выпуклый компакт с гладкой грани-
цей и для каждого p ∈ {0, . . . , q − 1} выполнено следующее условие: для любого
множества N ⊂ I, |N | = n− pr, существует множество M ⊂ J, |M | = q − p,
такое, что

0 ∈
⋂

Λ∈ΩN (n−r+1)

Int co{z1
αβ, α ∈ Λ}

для всех β ∈ M . Тогда в игре происходит r-кратная поимка не менее q убегаю-
щих.

Список литературы

1. Григоренко Н.Л. Математические методы управления несколькими динамическими
процессами. М.: Изд-во МГУ, 1990.

2. Чикрий A.A. Конфликтно управляемые процессы. Киев: Наук. думка, 1992.
3. Благодатских А.И., Петров Н.Н. Конфликтное взаимодействие групп управляе-

мых объектов. Ижевск: Изд-во Удмурт. ун-та, 2009.
4. Чикрий А.А., Матичин И.И. Игровые задачи для линейных систем дробного по-

рядка // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2009. Т. 15, №3. С. 262–278.
5. Caputo M. Linear model of dissipation whose q is almost frequency independent. II //

Geophys. R. Astr. Soc. 1967. No.13. P. 529–539.
6. Григоренко Н.Л. Игра простого преследования-убегания группы преследователей

и одного убегающего // Вестн. Моск. ун-та. Сер. 15: Вычисл. математика и кибер-
нетика. 1983. №1. С. 41–47.

7. Петров Н.Н. Многократная поимка в примере Л.С.Понтрягина с фазовыми огра-
ничениями // ПММ. 1997. Т. 61, №5. С. 725–732

8. Петров Н.Н., Прокопенко В.А. Об одной задаче преследования группы убегающих
// Диф. уравнения. 1987. Т. 23, №4. С. 724–726.

9. Петров Н.Н. Об одной задаче преследования группы убегающих // Автоматика и
телемеханика. 1996. №6. С. 48–54.

10. Петров Н.Н. Одна задача группового преследования с дробными производными и
фазовыми ограничениями // Вестн. Удмурт. ун-та. Математика. Механика. Ком-
пьют. науки. 2017. Т. 27, №1. С. 54–59.

220
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Системы Морса–Смейла — структурно-устойчивые системы с конечным мно-
жеством неблуждающих орбит — являются фундаментальным объектом в теории
динамических систем. Определение системы Морса–Смейла восходит к необхо-
димым и достаточным условиям грубости (т.е. сохранения качественных свойств
решений при малых изменениях правых частей) систем дифференциальных урав-
нений, заданных в конечной части плоскости, полученных в 1937 г. А.А. Анд-
роновым и Л.С. Понтрягиным [1]. Динамическая система с непрерывным или
дискретным временем на замкнутом многообразии называется системой Морса–
Смейла, если ее неблуждающее множество состоит из конечного числа непо-
движных и периодических орбит, все они гиперболические, а их устойчивые и
неустойчивые многообразия пересекаются трансверсально. При этом оказыва-
ется, что каждая точка объемлющего многообразия лежит как в неустойчивом
многообразии, так и в устойчивом многообразии какой-нибудь периодической ор-
биты. Простейшим примером потока (диффеоморфизма) Морса–Смейла являет-
ся градиентный поток (сдвиг на единицу времени градиентного потока) типичной
функции Морса.
На первый взгляд представляется, что глобальная динамика системы Морса–

Смейла и топология несущего многообразия хорошо определяются локальным
поведением системы в окрестности периодических орбит по аналогии с тем, как
топология многообразия определяется информацией о критических точках функ-
ции Морса, заданной на этом многообразии. Для систем с непрерывным временем
эти ожидания отчасти оправдываются в классе градиентно-подобных потоков —
потоков Морса–Смейла без периодических траекторий. С. Смейл [2] показал, что
такой поток является градиентным для некоторой функции Морса, если он ло-
кально градиентный в окрестности неподвижных точек.
В случае дискретного времени даже в классе градиентно-подобных диффео-

морфизмов — диффеоморфизмов Морса–Смейла, размерность пересечения ин-
вариантных многообразий различных периодических точек которого отлична от
нуля, склейка локальной динамики в окрестностях периодических точек может
быть весьма нетривиальной с топологической точки зрения. Тем не менее ди-
намические характеристики каскадов Морса–Смейла имеют тесную связь с то-
пологией несущего многообразия. Отчасти этим обстоятельством объясняются
пристальное внимание к системам Морса–Смейла и большое количество работ
по данной тематике (см., например, обзор [3]).
Кроме того, системы Морса–Смейла естественным образом возникают в при-

ложениях при математическом моделировании процессов с регулярной динами-
кой. Например, в цепочках связанных отображений, описывающих реакции диф-
фузии (см. [4]), или при изучении топологии магнитных полей в проводящей

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ 17-11-01041
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среде (см. обзор авторов [5]), в частности при исследовании вопроса существова-
ния сепараторов в магнитных полях хорошо проводящих сред (см. [6]).
Поскольку математические модели в форме систем Морса–Смейла появляются

при описании процессов, имеющих разную природу, первым шагом в изучении
таких моделей является выделение свойств, не зависящих от физического кон-
текста, но определяющих разбиение фазового пространства на траектории. От-
ношение, сохраняющее разбиение на траектории с точностью до гомеоморфизма,
называется топологической эквивалентностью, а отношение, сохраняющее до-
полнительно время движения по траекториям (непрерывное в случае потоков
и дискретное в случае каскадов), называется топологической сопряженностью.
Задача топологической классификации динамических систем состоит в поиске
инвариантов, однозначно определяющих класс эквивалентности или сопряжен-
ности для заданной системы.
Настоящий обзор посвящен изложению результатов по топологической класси-

фикации систем Морса–Смейла на замкнутых многообразиях, включая результа-
ты, полученные автором в последнее время. Также приведены недавние резуль-
таты автора, относящиеся к взаимосвязи между глобальной динамикой таких
систем и топологической структурой несущих многообразий.
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Geometric control theory (see, for example, [1]) deals with left-invariant optimal
control problems on a Lie group G. Consider a family of left-invariant vector fields Fu

that depend analytically on u ∈ U ⊂ Rn. Consider also a left-invariant analytic
function ϕ : G × U → R, a point q1 ∈ G, and a fixed time t1 > 0. The problem is to
find a control u ∈ L∞([0, t1], U) and a Lipschitz curve qu : [0, t1]→ G such that∫ t1

0

ϕ(qu(t), u(t)) dt → min, q̇u(t) = Fu(t)(qu(t)), qu(0) = id, qu(t1) = q1 ∈ G.

The Pontryagin maximum principle [2, 1] gives a necessary condition of optimality.
Let H be an analytic maximized Hamiltonian of the Pontryagin maximum principle,
and �H be a corresponding analytic Hamiltonian vector field. Due to the left invariance
of the problem, the Hamiltonian system is triangular (the conjugate subsystem does
not depend on state variables).

Symmetries of the problem that are induced from symmetries of the conjugate
subsystem play a critical role in the investigation of optimality of extremal trajec-
tories. We get some conditions for the existence of an extension of symmetries of
the conjugate subsystem to symmetries of an exponential map. Let us give some
necessary definitions.

Definition 1. A Maxwell point for an optimal control problem is a point where
two distinct extremal trajectories meet each other with the same value of the cost
functional and the time. This time is called a Maxwell time.

Definition 2. The exponential map of the optimal control problem is the map

Exp: g∗ × R+ → G, Exp(p, t) = π ◦ et
�H(id, p), (p, t) ∈ g

∗ × R+,

where g is the Lie algebra of the Lie group G, and et
�H is the flow of the Hamiltonian

vector field �H.

Definition 3. A symmetry of the exponential map is a pair of diffeomorphisms

s : g
∗ × R+ → g

∗ × R+, S : G → G such that Exp ◦ s = S ◦ Exp.

It is well known (see, for example, [3]), that an extremal trajectory cannot be
optimal after a Maxwell point. That is why the description of Maxwell points plays
an important role in investigation of optimality of extremal trajectories. In particular,
the first Maxwell time is an upper bound for the time of loss of optimality (the cut
time). A natural reason for the appearance of Maxwell points is a symmetry of
extremal trajectories. One can try to find the first Maxwell time for symmetries
and then try to prove that this first Maxwell time is the cut time. This method

∗This work is supported by the Russian Science Foundation under grant 17-11-01387 and per-
formed in A.K. Ailamazyan Program Systems Institute of Russian Academy of Sciences.
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does not guarantee success. But it works in several optimal control problems on Lie
groups: generalized Dido problem [3], sub-Riemannian problem on Engel group [4],
free nilpotent sub-Riemannian problem with growth vector (3, 6) [5], sub-Riemannian
problems on the Lie groups SL2(R), PSL2(R), SO3, and SU2 [6], Riemannian problems
on the Lie groups SL2(R), PSL2(R), SO3, and SU2 [7, 8], sub-Riemannian problem
on the Lie groups SE2 [9, 10] and SH2 [11], and the problem of a rolling sphere on the
plane without twisting and slipping [12]. In the problems listed above an extension
of symmetries of the conjugate subsystem to symmetries of the exponential map was
constructed by explicit formulas for the map Exp (i.e., an explicit parametrization of
extremal trajectories) or by an explicit form of the Hamiltonian system. The existence
of such an extension was not guaranteed a priori. We introduce conditions for the
existence of such an extension.

Consider the trivialization of the cotangent bundle via left shifts:

τ : G× g∗ → T ∗G, τ(g, p) = dL∗
g−1p ∈ T ∗

g G, g ∈ G, p ∈ g
∗,

where Lg : G → G is the left shift by an element g ∈ G.
The Hamiltonian H is left-invariant, so we assume that H ∈ C∞(g∗). A Hamilto-

nian vector field is a sum of the horizontal and vertical parts [1]:

�H(τ(g, p)) = �Hhor(τ(g, p)) + �Hvert(τ(g, p)),

�Hhor(τ(g, p)) = dLgdpH, �Hvert(τ(g, p)) = dL∗
g−1(ad

∗ dpH)p,

where dpH ∈ Tpg
∗ ) g is the differential of H at a point p.

Recall that a Lie group G is called exponential if the map exp: g→ G is surjective.

Theorem. Let G be an exponential Lie group, H be a left-invariant Hamiltonian,
and an operator σ : g → g be such that σ∗ preserves the Hamiltonian H and one of
the following two conditions holds :

(a) σ∗( �Hvert) = �Hvert and σ∗ is an inner automorphism of the Lie algebra g;

(b) σ∗( �Hvert) = − �Hvert and σ∗ is an inner anti-automorphism of the Lie algebra g.

Then the pair of diffeomorphisms (sσ, Sσ) is a symmetry of the exponential map,
where

sσ(p, t) =

{
(σp, t) in case (a),

(σet
�Hvertp, t), in case (b),

Sσ(exp ξ) = exp (σ∗ξ), ξ ∈ g.

Remark. The diffeomorphism Sσ is well defined, because the Lie group G is
exponential and the (anti)automorphism σ∗ preserves fibers of the map exp.

Everywhere below we consider symmetries (sσ, Sσ) of the exponential map such
that σ satisfies the hypotheses of the theorem.

Corollary 1. Let G be a connected compact Lie group. If a normal extremal tra-
jectory meets a geodesic of the Killing metric, then the symmetric extremal trajectory
meets the symmetric geodesic of the Killing metric at the same instant of time.

Corollary 2. Let G be a connected compact Lie group. The Maxwell sets corre-
sponding to symmetries in the image of the exponential map are subsets of the Maxwell
sets corresponding to symmetries of the Riemannian problem for the Killing metric.
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Corollary 3. Assume that there are two left-invariant optimal control problems
on a connected compact Lie group. If two extremal trajectories corresponding to these
problems meet each other, then the symmetric trajectories meet each other as well
with the same values of time and the cost functional.
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Прямой метод Понтрягина для оптимизационных задач

с дифференциальным включением

(Pontryagin’s direct method for optimization problems

with differential inclusion)
∗

Е. С. Половинкин (E. S. Polovinkin)

Московский физико-технический институт, Москва, Россия
polovinkin.es@mipt.ru

В знаменитой работе Л.С. Понтрягин и его коллеги [1] использовали очень
эффективный прямой метод доказательства необходимых условий оптимально-
сти, получивших название “принцип максимума Понтрягина”. В основе этого ме-
тода заложена линеаризация нелинейной управляемой динамической системы
около оптимальной траектории. В результате для полученной линейной системы
дифференциальных уравнений в вариациях была построена сопряженная систе-
ма дифференциальных уравнений и доказано, что при определенных гранич-
ных условиях соответствующее решение сопряженной системы в каждый момент
времени является нормальным вектором к множеству достижимости исходной
управляемой системы в точках оптимальной траектории, что аналитически было
записано в виде принципа максимума, условий трансверсальности и некоторых
других свойств сопряженной системы.
В дальнейшем другие авторы при решении более общих оптимизационных за-

дач (когда правая часть управляемой системы не является гладкой по фазовой
переменной) использовали другие методы доказательства необходимых условий
оптимальности, основанные на различных типах гладких аппроксимаций исход-
ных задач (cм., например, [2–4]).
Первые попытки развития прямого метода Понтрягина для исследования оп-

тимизационных задач при отсутствии гладкости управляемой системы были сде-
ланы в работах Б.Н. Пшеничного [5] и В.И. Благодатских [6] для управляемой
динамической системы, представленной в виде дифференциального включения.
В.И. Благодатских получил необходимые условия оптимальности на языке опор-
ных функций при условиях, что правая многозначная часть дифференциального
включения принимает выпуклые компактные значения и ее опорная функция
удовлетворяет условию Липшица по фазовой переменной.
Автор и Г.В. Смирнов в работах [7, 8] обобщили прямой метод исследования

и получили необходимые условия оптимальности в оптимизационных задачах
с дифференциальным включением в случае, когда правая часть дифференци-
ального включения принимает компактные (возможно, невыпуклые) значения и
удовлетворяет условию Липшица в метрике Хаусдорфа.
В данной работе, продолжая исследования работ [9–12], мы развиваем пря-

мой метод Понтрягина на случай оптимизационных задач с дифференциальным
включением, многозначная правая часть которого принимает неограниченные
невыпуклые значения, измеримо зависит от времени и псевдолипшицева по фа-
зовой переменной.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-01-00209а).
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l-Проблема моментов для одномерных линейных систем,

заданных интегро-дифференциальными уравнениями

с операторами Эрдейи–Кобера

(l-Problem of moments for one-dimensional systems

defined by integro-differential equations

with Erdélyi–Kober operators)

С. С. Постнов (S. S. Postnov)

Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва, Россия
postnov.sergey@inbox.ru

Сегодня активно проводятся исследования динамики систем, заданных урав-
нениями дробного порядка, в том числе систем с управлением, для которых в
последние 10–15 лет был предложен целый ряд подходов к поиску оптималь-
ного управления [1–4]. При этом в большинстве случаев рассматривались мо-
дели, заданные уравнениями с дробными производными Римана–Лиувилля и
Капуто. Модели же реальных физических систем зачастую требуют примене-
ния более сложных операторов, таких как операторы Эрдейи–Кобера [5]. Эти
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операторы возникают и при анализе симметрий уравнений с производными
Римана–Лиувилля [6].
В данной работе рассматриваются уравнения с операторами Эрдейи–Кобера,

содержащие в правой части управление. Для таких уравнений демонстрируется
возможность постановки и решения l-проблемы моментов, к которой, как извест-
но [7], может быть сведена задача оптимального управления.
Будем рассматривать далее одномерные линейные динамические системы трех

типов. Системы первого типа представляют собой интегратор дробного порядка:

Dα,δ
β q(t) = u(t), t ∈ (0, T ], (1)

где функции q(t) и u(t) — состояние и управление соответственно; T > 0. Опе-
ратор дробного дифференцирования Dα,δ

β , α ∈ [0, 1], δ ∈ (0, 1], β > 0, понимается
как левосторонний оператор дробного дифференцирования Эрдейи–Кобера [8].
Другой тип систем описывается уравнением

t−βδDα,δ
β q(t)− λq(t) = u(t), t ∈ (0, T ], (2)

где λ — коэффициент.
Третий тип систем задается интегро-дифференциальным уравнением следую-

щего вида:
t−δDα,δ

1 q(t)− λtνIα−ν,ν
1 q(t) = u(t), t ∈ (0, T ]. (3)

Рассматривается случай u(t) ∈ Lp(0, T ], 1 < p < ∞, или u(t) ∈ L∞(0, T ];
q(t) ∈ C1

βμ, μ > max(0,−α− δ)− 1.
Для уравнений (1)–(3) известны точные аналитические решения [9–11], на ос-

нове которых можно записать проблему моментов следующего вида:∫ T

0

g(τ)u(τ) dτ = c, (4)

где функция g(τ) ∈ Lp′(0, T ], 1/p + 1/p′ = 1, и момент (действительное число)
c �= 0 определяются видом решений. Если добавить к уравнению (4) ограничение
на норму управления

‖u(t)‖ ≤ l (5)

(l — действительное положительное число), то получится l-проблема моментов,
к которой, как известно, сводятся задача поиска оптимального управления с ми-
нимальной нормой и задача быстродействия с ограничением на норму оптималь-
ного управления [7, 12].
Имеют место следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть задана система (1). Тогда проблема моментов (4), (5)

для системы (1) может быть поставлена и является разрешимой при выпол-
нении следующих условий:

δ >
1

p
, β(α + 1) >

1

p
. (6)

Теорема 2. Пусть задана система (2). Тогда проблема моментов (4), (5)
для системы (2) может быть поставлена и является разрешимой при выпол-
нении следующих условий:

δ >
1

p
, β(α + δ + 1) >

1

p
. (7)
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Теорема 3. Пусть задана система (3). Тогда проблема моментов (4), (5)
для системы (3) может быть поставлена и является разрешимой при выпол-
нении следующих условий:

α− ν + δ + 1 >
1

p
, 2(ν + δ) >

1

p
, α + δ + 1 >

1

p
. (8)

Замечание 1. Условия (6)–(8) остаются справедливыми и в случае u(t) ∈
∈ L∞(0, T ]. При этом нужно положить 1/p = 0.

Теорема 4. Пусть задана система (1) и выполнены условия теоремы 1.
Тогда решение проблемы моментов (4), имеющее минимальную норму при за-
данном интервале t ∈ (0, T ], дается формулой

u(t) =
cΓ(δ)(T β − tβ)(p

′−1)(δ−1)t[β(α+1)−1](p′−1)

T (p′−1)[β(α+δ)−1]B
(
1
β + p′

(
α + 1− 1

β

)
, p′(δ − 1) + 1

) ; (9)

решение проблемы моментов (4), (5), имеющее минимальный носитель t ∈
∈ (0, T ∗], дается формулой

u(t) = lp
′
∣∣∣∣β(T ∗)−β(α+δ)

cΓ(δ)

(
(T ∗)β − tβ

)δ−1
tβ(α+1)−1

∣∣∣∣p
′−1

sign(c), (10)

где T ∗ находится как наименьшее действительное неотрицательное число,
удовлетворяющее при заданном l > 0 уравнению

T |c|Γ(δ)
β

(
β

B
(
1
β + p′

(
α + 1− 1

β

)
, p′(δ − 1) + 1

)
T

)1/p′

= l.

Теорема 5. Пусть задана система (2), u(t) ∈ L∞(0, T ] и выполнены условия
теоремы (2). Тогда решение проблемы моментов (4), имеющее минимальную
норму при заданном интервале t ∈ (0, T ], дается формулой

u(t) =
c

T βδΓ(α + δ + 1)Eδ,α+2δ+1(λT βδ)
; (11)

решение проблемы моментов (4), (5), имеющее минимальный носитель t ∈
∈ (0, T ∗], дается формулой

u(t) = l sign(c), (12)

где T ∗ находится как наименьшее действительное неотрицательное число,
удовлетворяющее при заданном l > 0 уравнению

|c|
T βδΓ(α + δ + 1)Eδ,α+2δ+1(λT βδ)

= l.

В работе изучены свойства полученных аналитических решений и их зависи-
мость от показателей операторов Эрдейи–Кобера.
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Оптимальное управление линейными

динамическими системами дробного порядка

(Optimal control for linear dynamical systems

of fractional order)

Е. А. Постнова (E. A. Postnova)

Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва, Россия
postnova@ipu.ru

Данная работа является продолжением исследования задач об оптимальном
управлении линейными динамическими системами дробного порядка [1]:

1) одномерной системы общего вида;
2) двумерной системы частного вида — двойного интегратора.
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Поведение этих систем было рассмотрено для двух различных случаев: u(t) ∈
∈ L2[t0, T ] и u(t) ∈ L∞[t0, T ] (u(t) — управление). Начальные и конечные условия
были заданы параметрически, т.е. являлись некоторыми функциями, зависящи-
ми от временно́го параметра T [2].
Первая из рассматриваемых систем описывается уравнением следующего вида:

C
t0Dα

t q(t) = aq(t) + bu(t),

где q(t) — фазовая координата системы, Dα
t — оператор дробного дифференци-

рования, понимаемый в смысле Капуто, u(t) — искомая функция управления,
заданная в пространстве L∞[t0, T ], a, b — некоторые константы.
Вторая линейная система нецелого порядка (двойной интегратор) представля-

ется в виде системы двух уравнений{C
t0Dα

t q1(t) = q2(t),

C
t0Dβ

t q2(t) = u(t).
(1)

В работе начальные и конечные условия были выбраны для четырех различ-
ных случаев, которые при α = β = 1 соответствуют переводу систем из состояния
покоя в равномерное, равноускоренное и периодическое движения, а также из
равномерного движения в равноускоренное [2].
Исследовалась задача поиска функции управления с минимальной нормой.

При этом применялся метод моментов [3], который сводит поставленную задачу
к задаче условной минимизации. Далее задача сводится к безусловной миними-
зации функции F (ξ2), которая имеет следующий вид:

F (ξ2) =
2α

(α + β)Γ(β + 1)

[
Γ(α + β)

Γ(β)

]β/α(
C2ξ2 − 1

C1

)−β/α

ξ
1+β/α
2 +

+
T β+α

Γ(α + β + 1)

C2ξ2 − 1

C1
− T βξ2

Γ(β + 1)
. (2)

Константы C1 и C2 определяются начальными и конечными условиями, а так-
же параметрами задачи [3].
Теорема 1. Минимум функции (2) существует тогда и только тогда, ко-

гда выполняются следующие условия:

C2ξ2 �= 1,

Im

(
C1ξ2

C2ξ2 − 1

)β/α
= 0, или, что эквивалентно,

C1ξ2
C2ξ2 − 1

≥ 0.

Следствие 1. Если C1C2 < 0, то условие теоремы не выполняется и
функция F (ξ2) не имеет минимума на множестве действительных чисел. Ес-
ли C1C2 > 0, то точка минимума функции F (ξ2) принадлежит интервалу
(−∞;−1/C2) при C2 < 0 и интервалу (1/C2; +∞) при C2 > 0.
Следует отметить, что решение задачи оптимального управления для систе-

мы (1), в которой оператор дробного дифференцирования понимается в смысле
Адамара, сводится к задаче минимизации функции вида [4]:

F (ξ2) =
1− ξ2c2

c1Γ(α1 + α2 + 1)

[(
ln

T

t0

)α1+α2

− 2

(
Γ(α1 + α2)

Γ(α2)

ξ2c1
ξ2c2 − 1

)(α1+α2)/α1
]
+
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+
ξ2

Γ(α2 + 1)

[(
ln

T

t0

)α2

− 2

(
Γ(α1 + α2)

Γ(α2)

ξ2c1
ξ2c2 − 1

)α2/α1
]
. (3)

Функция (3) зависит от переменной ξ2 таким же образом, как и функция (2).
Поэтому для нее можно сформулировать аналогичные условия существования
минимума.
Теорема 2. Минимум функции (3) существует тогда и только тогда, ко-

гда выполняются следующие условия:

C2ξ2 �= 1,

Im

(
C1ξ2

C2ξ2 − 1

)β/α
= 0, или, что эквивалентно,

C1ξ2
C2ξ2 − 1

≥ 0.

Следствие 2. Если C1C2 < 0, то условие теоремы не выполняется и
функция F (ξ2) не имеет минимума на множестве действительных чисел. Ес-
ли C1C2 > 0, то точка минимума функции F (ξ2) принадлежит интервалу
(−∞;−1/C2) при C2 < 0 и интервалу (1/C2; +∞) при C2 > 0.
В ходе проведенных исследований были получены следующие результаты. По-

строено решение поставленной задачи оптимального управления движением, по-
лучены явные формулы для управления и вычислена его норма. Исследовано
поведение нормы и времени оптимального управления в зависимости от показа-
телей дробного дифференцирования и продемонстрировано, что во всех случаях
перевода систем из состояния равномерного движения в равноускоренное норма
управления имеет экстремум на малых временах (T < 1). Физически это может
означать, что существуют такие параметры, при которых внешнее управляющее
воздействие достигает минимального значения. Сравнение норм управлений для
неклассического и классического случаев (α = 1, β = 1) выявило резкое отличие
в поведении систем на малых временах и аналогичное — на больших.
Полученные в работе результаты могут быть использованы при расчетах

управления для систем нецелого порядка. Практическое применение результатов
может привести к экономии энергетических затрат на управление всей системы
в целом.
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Даны рефлексивные и строго выпуклые банаховы пространства U , E и их
сопряженные U∗, E∗.
Задача управления. Найти точное решение ⇔ точное управление (иначе

управление) ue ∈ U из уравнения

Au = e, A ∈ L(U, E), элемент e ∈ E задан.

Множество всех управлений обозначим через Ue ⊂ U , а минимальное по норме
управление назовем оптимальным управлением и обозначим через uopt

e = uo
e,

так, что ‖uo
e‖U = inf{‖ue‖U | ue ∈ Ue}.

Сопряженную задачу

A∗e∗ = u∗, A ∈ L(E∗, U∗),

называем задачей наблюдения. Основная цель для задачи наблюдения — полу-
чить обратное неравенство, состоящее в нахождении μ > 0 такого, что ‖A∗e∗‖U∗ ≥
≥ μ‖e∗‖E∗ для всех e∗ ∈ E∗. Последнее равносильно существованию левого об-
ратного оператора (A∗)−1

l и выполнению оценки ‖(A∗)−1
l ‖ ≤ 1/μ. В этом случае

сопряженная задача называется непрерывно наблюдаемой.
Обозначим через JU ∈ (U∗ → U) дуальное отображение пространства U∗

на U (см. [1]). Введем оператор оптимальности Λ ∈ (E∗ → E) по правилу
Λe∗ = AJUA∗e∗ (см. [1]).
Теорема. Существование управления ue �= 0 при e �= 0 ⇔ непрерывная на-

блюдаемость сопряженной задачи ⇔ существование биективного отображе-
ния Λ−1 ∈ (E → E∗) ⇔ существование единственного оптимального управ-
ления uo

e = JUu∗
e, где u∗

e = A∗ẽ∗ = A∗Λ−1e, причем выполнено неравенство
‖uo

e‖ ≤ μ−1‖e‖ ⇔ выполнен принцип максимума

max
ue∈Ue

P (A, ue, u∗
e, ẽ∗) = P (A, uo

e, u∗
e, ẽ∗),

где P (A, ue, u∗
e, ẽ∗) ≡ 〈ue, u∗

e〉UU∗ + 〈AJUu∗
e, ẽ∗〉EE∗ − α‖ue‖βU , α, β > 0.

Замечание. В задачах нахождения оптимальных управлений с применением
теории полугрупп или групп оператор Λ ∈ (E∗ → E) является разрешающим
оператором специальной обратной задачи (см. [2]).
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Динамика асимметрического волчка

при изотропной эмиссии его момента импульса
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Как правило, в классической механике при описании движения твердого те-
ла не делается никаких предположений о характере этого тела с точки зрения
электродинамики сплошных сред [1]. Между тем в докладах [2–4] показано, что
если материал твердого тела обладает свойством спонтанной поляризации (элек-
трической или магнитной), то такие системы приобретают качественно новые
свойства по сравнению с телами из металлов или диэлектриков той же формы и
с тем же распределением массы за счет возможности излучения такими объек-
тами электромагнитных волн (в том числе хаотических). Однако это излучение
приводит к потере энергии и момента импульса этим телом, что в работах [2–4]
никак не учитывалось.
В представленном докладе рассмотрено движение асимметрического волч-

ка [1] с ферромагнитными и/или сегнетоэлектрическими включениями, теряю-
щего свой момент импульса �M согласно уравнению

d �M

dt
+ �ω × �M = −ν( �M2) �M. (1)

Здесь ν( �M2) — функция, принимающая только положительные значения, × —
символ векторного произведения, �ω — угловая скорость вращения волчка, через
которую выражается его вектор момента импульса �M = (I1ω1, I2ω2, I3ω3), где
I1 < I2 < I3 — компоненты тензора инерции волчка в главных осях инерции.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект 18-08-01356-а).
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Cогласно классической электродинамике скорость потери момента импульса
системой электрических зарядов равна [5]

d′ �M

dt′
=
|�R0|3
4π

∫ {
�n× �E �n · �E + �n× �H �n · �H

}
do, (2)

где �E и �H — векторы электрического и магнитного полей соответственно в точке
их наблюдения с радиус-вектором �R0, �n — единичный вектор в направлении �R0,
точка обозначает скалярное произведение двух векторов, интегрирование ведется
по всему телесному углу, а дифференцирование по времени производится по от-
ношению к неподвижной системе координат (это обстоятельство отмечено штри-
хом).
Особенности взаимного расположения ферромагнитных и сегнетоэлектриче-

ских включений в волчке могут потребовать учета не только дипольного и маг-
нито-дипольного вкладов в напряженности электромагнитного поля, излучаемо-
го рассматриваемой системой, но и вкладов высших мультипольных моментов,
что может привести к чрезвычайно сложному виду выражения (2). Именно по-
этому в правую часть уравнения (1) вместо интеграла (2), носящего фундамен-
тальный характер, введена феноменологическая функция ν( �M2).
В этом случае зависимость квадрата момента импульса волчка от времени

определяется интегралом

−2t =

∫ �M2

�M2
0

d �M2

�M2 ν( �M2)
,

а механическая энергия волчка E = (M2
1 /I1 + M2

2 /I2 + M2
3/I3)/2 связана с его

моментом импульса следующим образом:

E(t)

E0
=

�M2(t)

�M2
0

≡ m2(t),

где индексом 0 обозначено значение физической величины в момент време-
ни t = 0.
Оказывается, что справедлива
Теорема. Система уравнений (1) имеет следующее точное решение:

ω1(t) = m(t)

√
2E0I3 − �M2

0

I1(I3 − I1)
cn[Θ(t), k0], ω2(t) = m(t)

√
2E0I3 − �M2

0

I2(I3 − I2)
sn[Θ(t), k0],

ω3(t) = m(t)

√
�M2
0 − 2E0I1

I3(I3 − I1)
dn[Θ(t), k0],

где

Θ(t) = Θ0 +

√
(I3 − I2)( �M2

0 − 2E0I1)

I1I2I3

∫ t

0

m(τ) dτ,

а модуль эллиптических функций Якоби равен

k0 =

√
(I2 − I1)(2E0I3 − �M2

0 )

(I3 − I2)( �M2
0 − 2E0I1)

.
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В представленном докладе это точное решение подробно исследовано для
двух различных функций m(t), соответствующих двум различным зависимостям
ν = ν( �M2). А именно, для простейшей функции ν( �M2) = ν0 нормированный
модуль момента импульса асимметрического волчка есть

m(t) = exp(−ν0t). (3)

Функция ν( �M2) = ν0 + ν1 �M2 порождает для нормированного модуля момента
импульса более сложное выражение

m(t) =

√
ν0 exp(−ν0t)√

ν0 + ν1 �M2
0 [1− exp(−2ν0t)]

. (4)

Также в докладе рассмотрено поведение углов Эйлера θ, ψ, ϕ, определяющих
положение асимметрического волчка в неподвижной системе координат, как при
подстановке в найденное точное решение функции (3), так и при подстановке в
него функции (4).
Полученные результаты могут быть применены не только для грубых оценок

потери энергии и момента импульса механоэлектродинамическими системами,
описанными в [2–4], но и для построения теории квантово-механического асим-
метрического волчка [6] c линейной потерей момента импульса в рамках схемы,
предложенной в статье [7].
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Since the 1970s, problems of optimal harvesting of a resource in stochastic models
have attracted interest of scientists. One of the first works devoted to this subject is
apparently [1], in which it is shown that a stochastic fish population can be harvested
until a certain level (escapement level) is achieved that does not depend on the current
size of the population. A review of the literature devoted to questions of optimal
harvesting of populations given by various stochastic models is presented in [2].

We consider models of harvesting a renewable resource given by differential equa-
tions with impulse actions which depend on random parameters. In the absence
of harvesting the population development is described by the differential equation
ẋ = g(x) which has an asymptotically stable solution ϕ(t) ≡ K, K > 0. We assume
that the lengths of the intervals θk = τk−τk−1 between the moments of impulses τk are
random variables and the sizes of impulse actions depend on random parameters vk,
where θk ∈ Ω1 ⊆ [α1, β1], 0 < α1 ≤ β1 < ∞, and vk ∈ Ω2 ⊆ [0, 1], k = 1, 2, . . . .
It is possible to exert influence on the process of gathering by stopping gathering in
the case where its share becomes large enough, to keep some part of the resource to
increase the size of the next gathering. In this case the share of the extracted resource
will be equal to

�k =

{
vk if vk < uk,

uk if vk ≥ uk.

Thus, we consider the stochastic model given by the differential equation with impulse
actions

ẋ = g(x), t �= τk,

x(τk) =
(
1− �(vk, uk)

)
x(τk − 0), k = 1, 2, . . . .

(1)

Let us denote U
.
= {ū : ū = (u1, . . . , uk, . . .)}, where uk ∈ [0, 1],

θ̄
.
= (θ1, . . . , θk, . . .), θk ∈ Ω1, v̄

.
= (v1, . . . , vk, . . .), vk ∈ Ω2,

ωk = (θk, vk), �̄
.
= (�1, . . . , �k, . . .).

Let Xk = Xk(θ̄, �̄, x0) be the amount of the resource before gathering at the mo-
ment τk, k = 1, 2, . . . , which depends on the lengths of the intervals θ1, . . . , θk between
the moments of gathering, the resource shares �i = �(vi, ui), i = 1, . . . , k−1, collected
at the previous time moments, and the initial value x0. For any x0 ≥ 0 we will define
a limit

H(θ̄, �̄, x0)
.
= lim

n→∞

1∑n
k=1 θk

n∑
k=1

Xk(θ̄, �̄, x0)�k, (2)

∗The author was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project no. 16-01-
00346-a).
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which we call the average time profit from resource extraction. If this limit does not
exist, we will consider the lower limit.

We construct the control ū = (u1, . . . , uk, . . .) which limits the share of an extracted
resource at each time moment τk so that the amount of the remaining resource,
starting with some moment τk0 , is no less than a given value x > 0. For a given
control, we estimate the average time profit and find conditions under which the
positive limit (2) exists with probability one. Thus, we describe a way of long-term
extraction of a resource for the gathering mode in which some part of the population
necessary for its further reproduction is constantly preserved and there is a limit of
the average time profit with probability one.

The stochastic model corresponding to the differential equation with random pa-
rameters (1) is described in [3].

Let ϕ(t, x) be the solution of the differential equation ẋ = g(x) satisfying the initial
condition ϕ(0, x) = x, where t ≥ 0 and x ≥ 0. If θ ∈ Ω1, then the function ϕ(θ, x) is
a random variable on the set Ω1. For any m ∈ N we define σm

.
= (ω1, . . . , ωm) and

random variables Am = Am(σm, x) and Bm = Bm(σm, x):

A1 = ϕ(θ1, x), Ak+1 = ϕ(θk+1, Ak(1− �k)),

B1 = K, Bk+1 = ϕ(θk+1, Bk(1− �k)), k = 1, . . . , m− 1.

Here

�k = �k(σk, x) =

⎧⎨⎩
vk if vk < uk,

uk if vk ≥ uk = 1− x

Ak(σk, x)
.

(3)

We also define �m = �m(σm, x) by (3). The letter M will denote the expectation of a
random variable, so Mθ is the expectation of the lengths of the intervals θ1, θ2, . . . .

Theorem 1. Let the following conditions be satisfied :

(1) the equation ẋ = g(x) has an asymptotically stable solution ϕ(t) ≡ K, and an
interval (K1, K2) is the area of attraction of this solution (0 ≤ K1 < K <
K2 ≤ +∞);

(2) Ω1 ⊆ [α1, β1] and Ω2 ⊆ [α2, β2], where 0 < α1 ≤ β1 < ∞ and 0 < α2 ≤ β2 ≤ 1.

Then for all m ∈ N, x ∈ (K1, K), and x0 ∈ (K1, K2), there is a control ū ∈ U
such that the inequalities

1

m ·Mθ

m∑
k=1

M(Ak�k) ≤ H∗(θ̄, �̄, x0) ≤ H∗(θ̄, �̄, x0) ≤
1

m ·Mθ

m∑
k=1

M(Bk�k)

are satisfied with probability one.

Theorem 2. Let the conditions of Theorem 1 be satisfied and g′(x) < 0 for all
x ∈ (L1, L2), where K1 < L1 < K < L2. Then for all (x, x0) ∈ (L1, K) × (K1, K2)
and some control ū ∈ U there exists with probability one a positive limit

H(θ̄, �̄, x0) =
1

Mθ
lim
n→∞

M(An�n) =
1

Mθ
lim
n→∞

M(Bn�n),

which does not depend on the initial value x0 ∈ (K1, K2).
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Mathematical study on CTL generated control induced

delay model for HPV associated cervical cancer

Priti Kumar Roy, Sudip Chakraborty

Centre for Mathematical Biology and Ecology, Department of Mathematics,
Jadavpur University, Kolkata, India

pritiju@gmail.com

This article deals with a new mathematical model on cervical cancer dynamics
that describes the interactions between susceptible cell, cancerous cell, cytotoxic T
lymphocytes (CTL) and human papilloma virus (HPV). Intercellular delays have
been incorporated when the virus targets a susceptible cell, infected cell becomes
cancerous and also when CTL interacts with both infected as well as cancerous cells.
The qualitative analysis of the solutions of the delay system and the stability of
each possible steady state is described in this article. The occurrence of a limit
cycle of the system around the equilibrium point is discussed by the application
of Hopf bifurcation by using the delay as a bifurcation parameter. We also show
that the intracellular delay affects the value of the basic reproduction ratio R0. The
theoretical and numerical outcomes have been supported through experimental data
from different publications. Furthermore, a delay induced control strategy has been
introduced based on two drugs which provides a significant prevention to overcome
the large enhancement of cancerous cells.

Formulation of the delay model. We formulate a human papilloma virus
(HPV) induced cervical cancer model at the cellular level considering susceptible
cells (S), infected cells (I), cancerous cells (C), the CTL population (T ) and HPV (V ).

HPV infects the epithelial cells causing cervical cancer [1]. Here we consider the
epithelial cells as a susceptible cell compartment (S). During the time of HPV in-
fection the total number of epithelial cells gets constantly replaced every week [2].
To ensure this behaviour, we assume that the susceptible cell population grows in a
logistic fashion with intrinsic growth rate r and carrying capacity K (assumed as the
total epithelial cells of the cervix) which is related upon S and I.

Susceptible cells are infected by virus (V ) via a mass action term λ [3]. It takes
time for virus to infect the susceptible cell after entering to the cervix. To ensure
the time delay behaviour of virus, we include a delay parameter τ1 at the interaction
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term of susceptible cell by virus. At a rate a1, the infected cell population proliferates
producing new infected cells, and d1 is the apoptosis rate of infected cells.

Once the susceptible cells transform into the infected, there is a risk of developing
cancer by high risk types of HPV. β is the progression rate at which infected cells
become cancerous. The progression from infected cell to cancerous cell passes through
different stages like CIN1, CIN2, and CIN3. Due to the in-between time it takes
the infected cell to pass through the intermediate stages before it converts into the
cancerous stage, we include a time delay parameter τ2 in the progression term β.
When the cancer cells are formed, they also grow at a rate of a2, and d2 is the natural
death rate by apoptosis of cancerous cells.

We assume the growth of the CTL population takes in a logistic fashion with
maximum per capita rate r1 and carrying capacity K1. The parameters ρ and γ are
the rate at which the CTL interacts with the infected and cancerous cells, respectively,
and kills them. CTL cannot kill infected and cancerous cells instantly, and there is a
time delay in the interaction with the infected and cancerous cells. We assume that
the interaction lags by a delay τ3 with both infected and cancerous cells. And d3 is
the natural death rate of the CTL population.

New virus is produced from the dead infected cells upon lysis. In fact the cancerous
cells cannot produce new virus. The parameter η is the birth rate of virus, and d4 is
the clearance rate of HPV.

Thus we have the following mathematical model:

dS

dt
= rS

(
1− S + I

K

)
− λSV (t− τ1),

dI

dt
= λSV (t− τ1) + a1I − d1I − βI(t− τ2)− ρI(t− τ3)T (t− τ3),

dC

dt
= βI(t− τ2) + a2C − γC(t− τ3)T (t− τ3)− d2C,
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dT

dt
= r1IT

(
1− T

K1

)
− d3T,

dV

dt
= ηd1I − d4V,

with initial conditions V (t − τ1) = 0, I(t − τ2) = 0, T (t − τ3) = 0, C(t − τ3) = 0,
S(0) > 0, I(0) ≥ 0, C(0) ≥ 0, T (0) ≥ 0, and V (0) ≥ 0, and all the parameters are
assumed to be nonnegative.

Control induced delay model. Here we introduce two drugs u1(t) and u2(t)
in our mathematical model. We have considered that chemo reduces the prolifer-
ation rate of cancerous cells by 1 − u1(t) where u1(t) is the control input doses of
the chemotherapeutic drug. IL-2 treatment is given by the control input parameter
u2(t) which enhances the CTL population to help killing the infected cells as well as
cancerous cells.

Thus we have the following control induced delay model:

dS

dt
= rS

(
1− S + I

K

)
− λSV (t− τ1),

dI

dt
= λSV (t− τ1) + a1I − d1I − βI(t− τ2)− ρI(t− τ3)T (t− τ3),

dC

dt
= βI(t− τ2) + a2(1− u1(t))C − γC(t− τ3)T (t− τ3)− d2C,

dT

dt
= r1IT

(
1− T

K1

)
+ u2(t)T − d3T,

dV

dt
= ηd1I − d4V.

Here S(0) > 0, I(0) ≥ 0, C(0) ≥ 0, T (0) ≥ 0, and V (0) ≥ 0, and all the parameters
are assumed to be nonnegative. The cost function is formulated as

J [u1(t), u2(t)] =

∫ tf

ts

1

2

[
P u2

1(t) + Qu2
2(t)− T 2 + C2

]
dt.

In this problem, we are seeking the optimal control pair (u∗
1, u∗

2) such that J(u∗
1, u∗

2) =
min{J(u1, u2) : (u1, u2) ∈ U}. Here U is the control set defined by U = U1 × U2,
where U1 = U2 = {u(t) : u1 and u2 are measurable, 0 ≤ u1(t) ≤ 1, 0 ≤ u2(t) ≤ 1,
t ∈ [ts, tf]}. To determine the optimal control u∗

1 and u∗
2, we use the Pontryagin

minimum principle.
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Самоподобные потоки,

несколько спектральных эффектов

(Self-similar flows, some spectral effects)
∗

В. В. Рыжиков (V. V. Ryzhikov)

Московский государственный университет, Москва, Россия
vryzh@mail.ru

Cохраняющий меру поток Tt самоподобен, если для некоторого a > 0 он изо-
морфен потоку Tat. Здесь, как и в работе [1], подразумевается сохраняющий меру
изоморфизм. В случае, если фазовое пространство потока имеет бесконечную ме-
ру, удобно не требовать от изоморфизма сохранения меры, а ограничиться его
несингулярностью. Это ослабление приводит к интересным примерам бесконеч-
ных самоподобных динамических систем. В [2] были предложены соответству-
ющие конструкции ранга 1, обладающие самоподобием при a > 2. Рассмотре-
ние гауссовских и пуассоновских надстроек над такими бесконечными системами
позволяет обнаруживать потоки на вероятностном пространстве с необычными
спектральными свойствами.
Теорема. А. Существует поток {Tt} с вероятностной инвариантной ме-

рой такой, что произведения Tt ⊗ Tat для одного бесконечного набора парамет-
ров a имеют сингулярный спектр, а для другого бесконечного набора параметров
обладают лебеговской компонентой в спектре.
Б. Для этого потока наборы спектральных кратностей унитарных опера-

торов, отвечающих элементам потока Tt, существенно зависят от време-
ни t > 0.

Список литературы
1. Danilenko A.I., Ryzhikov V.V. On self-similarities of ergodic flows // Proc. London

Math. Soc. Ser. 3. 2012. V 104, No. 3. P. 431–454.
2. Ryzhikov V.V. Chacon’s type ergodic transformations with unbounded arithmetic

spacers: E-print, 2013. arXiv:1311.4524.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ (проект НШ-
6222.2018.1).
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Анормальные траектории

в субримановой задаче с вектором роста (2, 3, 5, 8)
(Abnormal trajectories in the sub-Riemannian problem

with the growth vector (2, 3, 5, 8))∗

Ю. Л. Сачков (Y. L. Sachkov), Е. Ф. Сачкова (E. F. Sachkova)

Институт программных систем им. А. К. Айламазяна РАН,
Переславль-Залесский, Россия

yusachkov@gmail.com, efsachkova@mail.ru

Рассматривается нильпотентная субриманова задача с вектором роста (2,3,5,8)
как задача оптимального управления в восьмимерном пространстве состояний с
двумерным линейным управлением. Эта задача является простейшей нильпо-
тентной субримановой задачей ранга 2 на четырехступенной группе Ли и задает
нильпотентную аппроксимацию произвольной субримановой структуры ранга 2
в восьмимерном пространстве состояний в окрестности точки общего положения.
Для исследования задачи применяется принцип максимума Понтрягина. По-

лучена параметризация анормальных экстремальных пар: вырожденных (анну-
лирующих куб распределения) и невырожденных.
Равномерно пробегаемые анормальные экстремальные траектории исследова-

ны на строгую анормальность. Доказано, что все вырожденные анормальные экс-
тремальные траектории нестрого анормальны. Для исследования невырожден-
ных анормальных экстремальных траекторий доказан критерий строгой анор-
мальности, который разделяет эти траектории на строго и нестрого анормальные
согласно некоторому свойству кривизны проекций этих траекторий на плоскость
распределения.
Равномерно пробегаемые анормальные экстремальные траектории исследова-

ны на оптимальность. Доказано, что нестрого анормальные траектории опти-
мальны либо на определенном отрезке, либо до бесконечности и заполняют глад-
кие трехмерное и два симметричных двумерных многообразия. Все анормальные
экстремальные траектории являются субримановыми геодезическими.

Список литературы
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РАН, 2015. Т. 6, №2. С. 45–61.

3. Аграчев А.А., Сачков Ю.Л. Геометрическая теория управления. М.: Физматлит,
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Регуляризация интегральных операторов в сингулярно

возмущенных задачах в методе С.А. Ломова

(Regularization of integral operators in singularly

perturbed problems in S. A. Lomov’s Method)

В. Ф. Сафонов (V. F. Safonov)

Московский энергетический институт, Москва, Россия
SafonovVF@yandex.ru

В работе [1] подчеркивалось, что при обобщении метода регуляризации С.А. Ло-
мова [2] на интегральные и интегродифференциальные сингулярно возмущенные
задачи типа

ε
dy(t, ε)

dt
= A(t)y(t, ε) +

∫ α

0

K(t, s)y(s, ε) ds + h(t, x),

y(0, ε) = y0 (t ∈ [0, T ], α = t, α = T < +∞, μ(t) ≤ 0),

(1)

εy(t, ε) = A(t)y(t, ε) +

∫ α

0

K(t, s)y(s, ε) ds + h(t), (1a)

основная трудность заключается в регуляризации интегральных операторов.
В случае их отсутствия, т.е. при наличии только дифференциального оператора
Lε ≡ ε d

dt+A(t), регуляризация соответствующей сингулярной задачи производит-
ся обычно по спектру {λj(t)} предельного оператора A(t) с помощью известной
формулы сложного дифференцирования. При этом расширенный оператор будет
иметь вид L̃ε ≡ ε ∂

∂t+
∑n

j=1 λj(t)
∂

∂τj
+A(t). Для интегральных операторов аналога

формулы сложного дифференцирования нет, поэтому напрямую построить рас-
ширение интегрального оператора не представляется возможным. Применяя опе-
рацию интегрирования по частям к интегралу от каждого элемента пространства
U =

{
y =

∑n
j=1 yj(t)e

τj + y0(t), yj(t) ∈ C∞([0, T ], Cn)
}
, используемого в диффе-

ренциальных системах для решения итерационных задач, С.А. Ломов приходит к
выводу, что пространство, инвариантное относительно интегрального оператора,
должно быть расширено и иметь вид пространства U , но в котором коэффици-
енты yj(t) каждого его элемента y(t, τ) должны быть асимптотическими степен-
ными рядами по ε, равномерно сходящимися по t ∈ [0, T ]. При этом расширение
J̃ интегрального оператора J будет определено на множестве асимптотических
рядов y(t, τ, ε) =

∑∞
k=0 εkyk(t, τ) с коэффициентами yk(t, τ) ∈ U , а сам оператор

J̃ будет иметь довольно сложную структуру

J̃ ỹ(t, τ, ε) =

∞∑
ν=0

εν
ν∑

r=0

Rν−ryr(t, τ),

где Rm : U → U — операторы порядка по ε:

R0y(t, τ) ≡ R0

(
n∑

j=1

yj(t)e
τj + y0(t)

)
=

∫ t

0

K(t, s)y0(s) ds,
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Rmy(t, τ) = (−1)mεm+1
n∑

j=1

[(
Im
j (K(t, s)yj(s))

)
s=t

eτj −
(
Im
j (K(t, s)yj(s))

)
s=0

]
,

I0
j =

1

λj(s)
, Im

j =
1

λj(s)

∂

∂s
Im−1
j , m ≥ 1.

Теперь можно записать задачу, полностью регуляризованную по отношению к
исходной (1):

ε
∂ỹ

∂t
+

n∑
j=1

λj(t)
∂ỹ

∂τj
−A(t)ỹ − J̃ ỹ = h(t), y(0, 0, ε) = y0.

Если же хотя бы одно из собственных значений обращается в нуль в изолиро-
ванной точке отрезка [0, T ] (например, если λ1(t) = −tkl0(t), l0(t) > 0 ∀t ∈ [0, T ]),
то возникают существенные трудности при регуляризации интегрального опера-
тора. Напрямую применить идею регуляризации С.А. Ломова не представляется
возможным, так как операция интегрирования по частям в этом случае не рабо-
тает. Поэтому развивается регуляризация с помощью нормальных форм, основ-
ная идея которой состоит в том, что регуляризирующие переменные вводятся не
непосредственно по спектру предельного оператора A(t), а вычисляются опосре-
дованно с помощью дифференциальной нормальной формы

ε
du1

dt
= λ1(t)u1 +

l+1∑
r=1

εrgr(t), u1(0, ε) = 1,

ε
duj

dt
= λj(t)uj , uj(0, ε) = 1, j = 2, n,

где функции gr(t) вычисляются в процессе построения регуляризованного асимп-
тотического решения исходной задачи (1). Решение этой формы записываются
в квадратурах. Процедура регуляризации интегрального оператора основана на
следующем утверждении.

Лемма. Пусть функции a(t), μ(t) ∈ C[0, T ] таковы, что a(t) �= μ(t) при
t ∈ [0, T ] и функция g(t, ε) непрерывна по t ∈ [0, T ] при каждом ε > 0. Если
функция u = u(t, ε) является решением уравнения

εu̇1 = a(t)u1 + g(t, ε),

то при любых t ∈ [0, T ] и ε > 0 имеет место равенство

u1(t, ε) =
ε

a(t)− μ(t)
exp

(
1

ε

∫ t

0

μ(θ) dθ

)
d

dt

[
exp

(
−1

ε

∫ t

0

μ(θ) dθ

)
u1(t, ε)

]
−

− g(t, ε)

a(t)− μ(t)
.

Применение этой леммы позволило провести полную регуляризацию инте-
гральных операторов и построить регуляризованное асимптотическое решение
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даже в случае континуальной нестабильности спектра, например, в задаче

ε
dy

dt
= a(t)y +

∫ t

0

exp

(
1

ε

∫ t

s

μ0(θ) dθ

)
K(t, s)y(s, ε) ds +

+ p(t)

∫ t

0

exp

(
1

ε

∫ t

s

μ1(θ) dθ

)
q(s)y(s, ε) ds + h(t),

y(0, ε) = y0, t ∈ [0, T ]

(см. [3]), с быстро изменяющимися ядрами, одно из которых имеет нестабильное
спектральное значение (μ1(t) ≡ 0 ∀t ∈ S̄ ⊂ [0, T ]).
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Доклад посвящен вопросам топологической классификации потоков на трех-
мерном торе, порождаемых векторными полями вида

ϕ̇ = ω, θ̇ = v(ϕ, θ), (1)

где (ϕ, θ) — угловые координаты на торе T3, вектор ω ∈ R2 имеет рационально
независимые компоненты, v(ϕ, θ) — непрерывная периодическая по всем пере-
менным функция. Таким образом, система (1) порождает поток, являющийся
расширением квазипериодического потока на торе.
Будем рассматривать задачу классификации для потоков c одним и тем же

вектором ω. Класс таких потоков обозначим через Cω. Классификация пото-
ков из этого класса производится по отношению послойной топологической со-
пряженности, т.е. потоки f t и gt сопряжены, если существует гомеоморфизм
h : T3 → T3 такой, что h(ϕ, θ) = (ϕ, Hϕ(θ)), где Hϕ : S1 → S1 — гомеомoрфизм S1,
и h(f t(ϕ, θ)) = gt(ϕ, Hϕ(θ)). Если же отображениеHϕ не гомеоморфизм, а только
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гомоморфизм (непрерывное отображение на), то говорят о послойной полусопря-
женности потоков f t и gt.
Для исследования потока f t ∈ Cω удобно использовать его поднятие на уни-

версальное накрытие тора T3, которое представимо в виде Φ(t, ϕ) = ϕ + ωt,
Θ(t, ϕ, θ) = θ + F t(ϕ, θ), где F t — периодическая по ϕ, θ функция. Известно,
что любой поток из класса Cω имеет единственный вектор вращения

ρ = (ω1, ω2, �), � = lim
t→∞

F t(ϕ, θ)/t, (2)

где � (число вращения слоя) не зависит от начальных данных (ϕ, θ) (см. [1, 2]).
Другой важной характеристикой, используемой при классификации, является
свойство регулярности: поток f t ∈ Φω регулярен, если существует число c > 0
такое, что

|F t(ϕ, θ) − t�| < c. (3)

Cвойство (3) означает, что траектория потока на накрытии имеет конечное от-
клонение от поднятия соасимптотической геодезической на торе.
Вектор вращения ρ называется нерезонансным, если его компоненты рацио-

нально независимы. В противном случае он называется резонансным.
Классификация А. Пуанкаре потоков на двумерном торе основана на описании

динамики гомеоморфизма окружности, являющейся глобальной секущей1. По-
ток f t ∈ Cω также имеет глобальную секущую, поэтому изучение потока можно
свести к изучению гомеоморфизма (отображения последования) тора T2:

φ1 = φ + α, θ1 = θ + B(φ, θ), (4)

где α = ω1/ω2. Очевидно, что этот гомеоморфизм также имеет вектор вращения
(α, �/ω2) и наследует свойство регулярности. Эти свойства и были использованы
для (частичной) классификации гомеоморфизмов (4) (см. [3–5] и приведенную
там библиографию). Основной результат, полученный в указанных публикациях,
заключается в следующем.
Предложение. Если гомеоморфизм (4) регулярен и вектор вращения нере-

зонансный, то он полусопряжен сдвигу

φ1 = φ + α, θ1 = θ + �/ω2.

Этот результат, естественно, справедлив и для потоков из Gω.
В докладе формулируется ряд уточнений, касающихся классификации потоков

из Cω. При этом будем использовать еще две характеристики динамики этих
потоков. Будем говорить, что поток f t ∈ Gω послойно дистален, если для всех
ϕ ∈ T2 и θ1 �= θ2 существует δ(θ1, θ2) > 0 такое, что

lim
t→±∞

|Θ(t, ϕ, θ1)−Θ(t, ϕ, θ2)| ≥ δ(θ1, θ2).

Если же в слоях существуют асимптотические траектории, то поток называется
послойно проксимальным.

1В случае, рассмотренном А. Пуанкаре, свойство регулярности потока автоматически вы-
полняется.
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Теорема 1. Пусть поток f t ∈ Cω регулярен и его вектор вращения нерезо-
нансный. Тогда

(1) если поток f t послойно дистален, то он топологически сопряжен линей-
ному

(ϕ, θ) �→ (ϕ + ω, θ + �); (5)

(2) если поток f t послойно проксимален, то он топологически полусопряжен
линейному потоку (5).

Пусть вектор вращения резонансный, т.е.

m1ω1 + m2ω2 + m3� = 0.

Тогда замена
θ1 = m1ϕ1 + m2ϕ2 + lθ

преобразует векторное поле (1) в векторное поле

ϕ̇ = ω, θ̇1 = ṽ(ϕ, θ1) (6)

на l-листном накрытии тора T3. Поток, порождаемый этим полем, имеет нулевое
число вращения слоя.
Теорема 2. Пусть поток f t ∈ Cω регулярен и число вращения слоя � = 0.

Тогда

(1) если поток f t послойно дистален, то он топологически сопряжен линей-
ному потоку

(ϕ, θ) �→ (ϕ + ω, θ);

(2) если поток f t послойно проксимален, то он топологически полусопряжен
потоку, порождаемому векторным полем

ϕ̇ = ω, θ̇ = sin(mθ).

Утверждение (2) теоремы 2 является частным случаем теоремы 3, сформули-
рованной в [6].
Доказательства этих результатов опираются на обобщенную теорему Готшал-

ка–Хедлунда [5] о существовании непрерывных решений аддитивных гомологи-
ческих уравнений.
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4. Jäger T. Linearization of conservative toral homeomorphisms // Invent. math. 2009.
V. 176, No. 3. P. 601–616.

248
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The topical optimization problem of three-dimensional transfer to Phobos is con-
sidered [1]. In the first version of the Phobos-Grunt project, the combined propulsion
system comprising low thrust (LT) jet engines was supposed to be used [2]. Maneuvers
near Mars and the return stage were implemented with the use of a big thrust (BT)
engine. Later this promising scheme with combining BT and LT jet engines was
rejected [3]; however, the problem of designing and optimizing combined propulsion
schemes of interplanetary missions remains.

On the one hand, this problem is related to the real mission to Phobos, which
the Russian Federation is going to implement in the next few years. On the other
hand, development of the methods of the interplanetary trajectory optimization is a
question of present interest.

In other studies of such problems, planetocentric parts of trajectories are usually
neglected, and there is no through optimization of the whole mission. In this paper, as
an example of such a problem, the problem of designing the expedition to Phobos with
these features taken into account is solved by Pontryagin’s extremal design method.
Namely, the cosmodynamics problem is formalized as an optimal control problem;
then the boundary problem of Pontryagin’s maximum principle is solved numerically
by the shooting method. Certain trajectories are designed.

Problems with the combined propulsion system and the efficiency of using LT in
interplanetary expeditions are known for a long time [4, 5]. The possible gain due to
using combined propulsion in comparison with using only BT engines is calculated
for the mission to Phobos.

We suppose that the spacecraft (SC) starts from the artificial Earth satellite orbit
corresponding to a start from Baikonur between 2020 and 2030 and arrives at Phobos
in some time. The total duration of an expedition is limited. The coordinates of
the Earth, Mars and Phobos correspond to ephemeris DE424 and MAR097. The
gravitational fields of the Sun, Earth and Mars are considered to be Newtonian. The
moments of the SC start and finish are optimized. The SC is equipped with BT and
LT engines. The control is realized by the value and the direction of a jet thrust vector.
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After the end of each trajectory part on which the propulsion system is used, it dumps
instantly. The SC angular position on an initial starting circle and the moments of
switching the thrust on and off are optimized. Weight losses are minimized.

Rigid conditions of phasing are supposed at two trajectory end points. The SC
lands on or flies up from the natural satellite. At the end of the mission, hit-the-point
type condition of rendezvous with the Earth is considered. The SC and Phobos are
supposed to be non-attracting material points; their coordinates and velocity vectors
at the time of meeting coincide.

The considered cosmodynamics problem was formalized as an optimal control prob-
lem for a variable structure dynamic system [6] and was solved on the basis of Pon-
tryagin’s maximum principle. The six-point boundary value problem was reduced to
the point-to-point problem and was solved numerically with the use of the shooting
method. The root of the vector function was found with the use of Newton’s method
with Isaev–Sonin’s modification and Fedorenko’s normalization in the convergence
conditions. The Cauchy problems of the shooting method were solved numerically
by the explicit eighth order Runge–Kutta’s method based on Dormand–Prince’s 8(7)
calculating formulae with the automatic step choice. The external gradient optimiza-
tion methods were used in extremal creating. The calculation scheme is presented
in [7].

One of the main difficulties in solving such problems is to construct a good ap-
proximation for the initial parameter values. The original problem is multiextremal.
First, note that a launch window to the Earth from Mars opens every two years.
Therefore, at the beginning of the solution, global optimization was made: the SC
flight was approximated with a series of close Lambert’s problems with consideration
of different impulse numbers in the Mars sphere of influence [8]. The best years for the
SC start were calculated. A comparison to the absolute minimum of the maneuver
was made. In addition, a locally optimal trajectory exists for each revolution of
Phobos around Mars. The method of finding the best of them is represented in [9].
The external optimization with the use of a combination of gradient methods and a
method of continuation of the solution with respect to the parameter was made for
time optimization at the bound point with a phasing condition.

Then the problem was solved in a pulse statement on the basis of the Lagrange
principle with consideration of the Sun and Mars attraction on each part of the
trajectory. On the basis of the pulse solution, the extremals with limited thrust
in the original problem were constructed [10]. The transversality conditions of the
maximum principle were effective for the time optimization on the trajectory end with
hit-the-point condition.

Another difficulty to be overcome during the decision creation is the restructuring
of a trajectory. A specific method is given.

The through optimization with respect to the task parameters was made. The
possible gain from using the combined thrust in comparison with using only BT
engines was estimated.

Finally, the original problem has been solved, and specific numerical results are
given. Pontryagin’s extremals are singled out as a result of solving a boundary value
problem. The analysis depending on the problem parameters is carried out.

Note that using combined high and low thrust propulsion for space missions allows
to increase the useful weight and makes the project cheaper, which is important now.
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Expeditions to Mars and its natural satellites can help to provide a solution of a wide
range of physics problems of the Solar system.

Consideration of the complex trajectory optimization problems demanding the syn-
thesis of local and multiextremal optimization methods, optimal control, cosmody-
namics, mechanics of space flight, gravitational astronomy and numerical methods
makes a significant contribution to the theory of solutions of such problems.
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In this work, we deal with the following problem:

A :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ = f(x, u) on Δ0 = [t0, T ],

ẏi = gi(yi, vi) on Δi = [ti, T ], i = 1, . . . , n,

Φi(x(ti), yi(ti)) = 0, Ψi(x(ti), yi(ti)) ≤ 0, i = 1, . . . , n

ϕ1(x(t0), x(T )) = 0, ϕ2(x(t0), x(T )) ≤ 0,

φ(u) ≤ 0, ωi(vi) ≤ 0,

JA := J
(
x(t0), x(T ), y1(t1), y1(T ), . . . , yn(tn), yn(T )

)
→ min

u,v1,...,vn
.

Here, x(t) ∈ Rn is the carrier object state vector at time t and yi(t) ∈ Rn is the
ith payload object state vector at time t. We consider a situation when the carrier
moves from its initial orbit to its target orbit “dropping” payloads at times ti. The
base goal is to realize an optimal inter-orbit transfer which is set by the conditions

ϕ1(x(t0), x(T )) = 0, ϕ2(x(t0), x(T )) ≤ 0

and drop payloads with respect to a prescribed “distribution” which is set by the
conditions

Φi(x(ti), yi(ti)) = 0, Ψi(x(ti), yi(ti)) ≤ 0, i = 1, . . . , n.

For simplicity, for process w0 = (x0, y10, . . . , yn0, u0, v10, . . . , vn0) we consider the
case of extended weak minimum. Our goal is to obtain stationarity conditions. To
do this, introduce new (normalized) time τ ∈ [0, 1] and consider the time variable t
on the segments Δi as a new variable ti subject to the equation

ti
dτ

= ρi(τ),

where ρi(τ) > 0 are additional controls. Then, on the segment [0, 1] we introduce
variables

zi = x(ti(τ)), ηj
i = yj(ti(τ)), i = 1, . . . , n + 1, j = 1, . . . , i− 1,

and new controls

ξi = u(ti(τ)), wj
i = vj(ti(τ)), i = 1, . . . , n + 1, j = 1, . . . , i− 1.

∗This work is supported in part by the Russian Foundation for Basic Research, project no. 18-
31-00091.
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Thus, we replicate the original variables and transform the original problem to a
problem on the fixed time interval [0, 1]:

B :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dzi
dτ

= ρif(zi, ξi),
dηj

i

dτ
= ρig

j(ηj
i , wj

i ),
dti
dτ

= ρi,

i = 1, . . . , n + 1, j = 1, . . . , i− 1

zi(1)− zi+1(0) = 0, i = 1, . . . , n− 1,

ηj
i (1)− ηj

i+1(0) = 0, i = 2, . . . , n− 1, j = 1, . . . , i− 1,

t1(0) = t0, tn(1) = T, ti(1)− ti+1(0) = 0, i = 1, . . . , n− 1,

Φi(zi(0), ηi
i(ti)) = 0, Ψi(zi(0), ηi

i(ti)) ≤ 0, i = 1, . . . , n + 1,

ϕ1(z1(0), zn(1)) = 0, ϕ2(z1(0), zn(1)) ≤ 0,

φ(ξi) ≤ 0, ωj(vj
i ) ≤ 0, i = 1, . . . , n + 1, j = 1, . . . , i− 1,

JB = J
(
z1(0), zn+1(1), η1

1(0), η1
n+1(1), . . . , ηn

1 (0), ηn
n+1(1)

)
→ min

ξ,w1,...,wn
.

Formulating stationarity conditions for Problem B, we introduce Lipschitz adjoint
variables ψzi(τ), ψηj

i
(τ), ψti(τ) and measurable bounded functions hi(τ), σj

i (τ) gen-

erating the augmented Pontryagin function

Π =

n+1∑
i=1

ρi

(
ψzif(zi, ξi) +

i−1∑
j=1

(
ψηj

i
gj(ηj

i , wj
i )− σj

i ωj(wj
i )
)
+ ψti − hiφ(ξi)

)
.

Rewriting the stationarity conditions in the original time, we get the endpoint
Lagrange function

l = α0J
(
x(t0), x(T ), y1(t1), y1(T ), . . . , yn(tn), yn(T )

)
+

n∑
i=1

αiΦi(x(ti), yi(ti))

+ αn+1ϕ1(x(t0), x(T )) +

n∑
i=1

βiΨi(x(ti), yi(ti)) + βn+1ϕ2(x(t0), x(T )),

the Pontryagin function

H = ψxf(x, u) +

i−1∑
j=1

ψyjg(yj , vj) on Δi = [ti−1, ti],

and the augmented Pontryagin function

H = ψxf(x, u) +
i−1∑
j=1

(
ψyjg(yj , vj)−mjωj(vj)

)
− hφ(v) on Δi = [ti−1, ti],

where i = 1, . . . , n + 1 and by definition tn+1 := T .
The adjoint variables ψx(t) and ψyi(t) satisfy the transversality conditions⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ψx(t0) = α0J ′
x(t0)

+ αn+1ϕ′
1x(t0)

+ βn+1ϕ′
2x(t0)

,

ψx(T ) = −α0J ′
x(T ) − αn+1ϕ1

′
x(T ) − βn+1ϕ2

′
x(T ),

ψyi(ti) = α0J ′
yi(ti)

+ αiΦ
′
yi(ti)

+ βiΨ
′
yi(ti)

, ψyi(T ) = −α0J ′
yi(T )
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and the jump conditions

Δψx(t
i) = l′xi(ti)

= αiΦ
′
xi(ti)

+ βiΨ
′
xi(ti)

.

The stationarity conditions take the form{
ψxfu − hφu = 0 on [t0, T ],

ψyigi
vi − σiωi

vi = 0 on Δi := [ti, T ], i = 1, . . . , n,

while the energy conservation law takes the form

ψxf +

i−1∑
j=1

ψyigi = c on Δi := [ti−1, ti], i = 1, . . . , n + 1.

An important modification of Problem A is Problem C with terminal cost related
to the “widest” final distribution of payloads. Here, we get payload dynamics in the
inertial form

ÿi = g(yi, ẏi, vi)

and the quadratic cost

JC = −
n∑

i=1

n−1∑
j=i+1

(
yi(T )− yj(T )

)2 → min .
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Интегрируемые динамические системы

с переменной диссипацией

(Integrable variable dissipation dynamical systems)
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В задачах динамики изучаются механические системы со многими степеня-
ми свободы с диссипацией (с пространством положений — многомерным много-
образием). Их фазовыми пространствами становятся касательные расслоения к
данным многообразиям. Так, например, изучение n-мерного обобщенного сфери-
ческого маятника в неконсервативном поле сил приводит к динамической системе
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на касательном расслоении к (n− 1)-мерной сфере, при этом метрика специаль-
ного вида на ней индуцирована дополнительной группой симметрий [1].
В качестве класса изучаемых динамических систем рассмотрим следующую

систему с гладкой правой частью с диссипацией. А именно, наличие диссипации
(вообще говоря, знакопеременной) характеризует достаточно гладкий коэффи-
циент bδ(α) в первом уравнении системы:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −zn + bδ(α),

żn = F (α) + Γα
11(α, β)f2(α)z2

n−1 + Γα
22(α, β)f2(α)g2(β1)z

2
2 + . . .

. . . + Γα
n−1,n−1(α, β)f2(α)g2(β1)h

2(β2) . . . i2(βn−2)z
2
1 ,

żn−1 = [2Γ1(α) + Df(α)]zn−1zn − Γ1
22(α, β)f(α)g2(β1)z

2
n−2 − . . .

. . .− Γ1
n−1,n−1(α, β)f(α)g2(β1)h

2(β2) . . . i2(βn−2)z
2
1 ,

. . . . . . . . . . . .

ż2 = [2Γ1(α) + Df(α)]z2zn − [2Γ2(β1) + Dg(β1)]f(α)z2zn−1 − . . .

. . .− [2Γn−2(βn−3) + Dr(βn−3)]f(α)g(β1)h(β2) . . . s(βn−4)z2z3 −

− Γn−2
n−1,n−1(α, β)f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)i

2(βn−2)z
2
1 ,

ż1 = [2Γ1(α) + Df(α)]z1zn − [2Γ2(β1) + Dg(β1)]f1(α)z1zn−1 −
− [2Γ3(β2) + Dh(β2)]f(α)g(β1)z1zn−2 − . . .

. . .− [2Γn−1(βn−2) + Di(βn−2)]f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)z1z2,

β̇1 = zn−1f(α), β̇2 = zn−2f(α)g(β1), β̇3 = zn−3f(α)g(β1)h(β2), . . .

. . . , β̇n−1 = z1f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2),

(1)

которая почти всюду эквивалентна системе

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− bα̇δ′(α) + F (α) + Γα
11(α, β)β̇2

1 + . . . + Γα
n−1,n−1(α, β)β̇2

n−1 = 0,

β̈1 − bβ̇1δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇2

2 + . . . + Γ1
n−1,n−1(α, β)β̇2

n−1 = 0,

. . . . . . . . . . . .

β̈n−1 − bβ̇n−1δ(α)W (α) + 2Γ1(α)α̇β̇n−1 + 2Γ2(β1)β̇1β̇n−1 + . . .

. . . + 2Γn−1(βn−2)β̇n−2β̇n−1 = 0, W (α) = 2Γ1(α) + Df(α).

Параллельно выделим также класс задач о движении точки по многомерной
поверхности, при этом метрика на ней индуцирована евклидовой метрикой объ-
емлющего пространства (см. также [1–3]).
Пусть справедливы равенства

Γα
11(α, β) ≡ Γα

22(α, β)g2(β1) ≡ . . . ≡ Γα
n−1,n−1(α, β)g2(β1)h

2(β2) . . . = Γn(α), (2)

2Γ1(α) +
d ln|f(α)|

dα
+ Γn(α)f

2(α) ≡ 0. (3)
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После замены переменных

wn = zn, wn−1 =
√

z2
1 + . . . + z2

n−1, wn−2 =
z2
z1

,

wn−3 =
z3√

z2
1 + z2

2

, . . . , w1 =
zn−1√

z2
1 + . . . + zn−2

2

,

система (1) распадается:⎧⎪⎨⎪⎩
α̇ = −wn + bδ(α), ẇn = F (α) + Γn(α)f

2(α)w2
n−1,

ẇn−1 =

[
2Γ1(α) +

d ln|f(α)|
dα

]
wn−1wn,

(4)

⎧⎪⎨⎪⎩
ẇs = ±wn−1

√
1 + w2

sf(α) . . . [2Γs+1(βs) + Dj(βs)],

β̇s = ± wswn−1√
1 + w2

s

f(α) . . . , s = 1, . . . , n− 2,
(5)

β̇n−1 = ± wn−1√
1 + w2

n−2

f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (6)

где в системе (5) многоточием показаны одинаковые члены, а функция j(βs) —
одна из функций g, h, . . . , зависящая от соответствующего угла βs. Для полной
интегрируемости системы (4)–(6) достаточно указать два независимых интеграла
системы (4), по одному — для систем (5) (меняя независимые переменные; их
количество равно n − 2) и интеграл, “привязывающий” уравнение (6) (т.е. всего
n + 1 интегралов).
Теорема. Пусть для некоторых κ, λ ∈ R справедливы равенства

Γn(α)f
2(α) = κ

d

dα
ln|δ(α)|, F (α) = λ

d

dα

δ2(α)

2
.

Тогда система (1) при выполнении условий (2), (3) обладает полным набором
(n + 1) независимых, вообще говоря, трансцендентных первых интегралов.
Так, при κ = −1 интегралы следующие:

Θ1(w;α) =
w2

n + w2
n−1 − bwnδ(α) + λδ2(α)

wn−1δ(α)
= C1,

Θ2(w;α) = G

(
δ(α),

wn

δ(α)
,

wn−1

δ(α)

)
= C2,

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2, s = 1, . . . , n− 2,

Θn+1(w;α, β) = βn−1 ±
∫ βn−2

βn−20

Cni(b)√
C2

n−1Ψ
2
n−2(b)− C2

n

db = Cn+1.

Если функция δ(α) не является периодической, то рассматриваемая дисси-
пативная система является системой с переменной диссипацией с ненулевым
средним (т.е. она является или собственно диссипативной, или системой с раз-
гоняющими силами). Тем не менее и в этом случае можно получить явный вид
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трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечную комбина-
цию элементарных функций. Последнее также является новым нетривиальным
случаем интегрируемости систем со знакопеременной диссипацией в явном виде
(см. также [4, 5]).
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Structurally stable properties of control systems

Shiva Shankar
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We study properties of control systems that are stable with respect to perturba-
tions. These ideas go back to the notion of structural stability of autonomous systems
due to Andronov and Pontryagin. In contrast, control systems usually admit inputs,
and are therefore non-autonomous.

We study linear systems defined by partial differential or difference equations.
These are systems defined over the ring A = C[∂1, . . . , ∂n] of partial differential op-
erators, or the ring B = C[σ1, σ−1

1 , . . . , σn, σ−1
n ] of Laurent polynomials, respectively.

More precisely:
(i) Let P ⊂ Ak be an A-submodule, and suppose it is generated by p1, . . . , p�. Let

pi = (pi1(∂), . . . , pik(∂)), and let P (∂) be the �× k matrix whose rows are the pi. Let
C∞ be the space of smooth functions on Rn. Then

P (∂) : (C∞)k → (C∞)�, f �→ P (∂)f (1)

is an A-module map. The distributed system B(P ) defined by P is the kernel {f |
P (∂)f = 0} of the above map (it does not depend on the choice of generators for P
which defined the matrix P (∂); indeed, B(P ) ) HomA(A

k/P, C∞)).

Remark. More generally, we can replace C∞ by any A-submodule F of the
space D′ of distributions on Rn, and study the system HomA(A

k/P,F). Examples
include the spaces S ′ of tempered distributions, S of rapidly decreasing functions, the

inverse limit
←−H of the Sobolev spaces, etc. The answers to the questions we address
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depend on the choice of F (see, for instance, [5]). We confine ourselves here to the
space C∞, and the classical result of Malgrange and Palamodov that it is an injective,
cogenerating A-module is of crucial importance [3].

(ii) Let Zn be the integer lattice, and let (C)Z
n

be the set of all functions
w : Zn → C. The term σi ∈ B acts on w by shift:

σi(w)(m1, . . . mn) = w(m1, . . . , mi + 1, . . . , mn).

Composition then defines the action of a monomial, and by linearity extends to an
action of B on (C)Z

n

. The n-D system B(P ) defined by a submodule P ⊂ Bk is the
kernel of

P (σ, σ−1) : (Ck)Z
n

→ (C�)Z
n

(2)

where the � rows of the matrix P (σ, σ−1) generate P . Again, we have B(P ) )
HomB(B

k/P, (C)Z
n

). Here it is elementary that (C)Z
n

is an injective cogenerating
B-module.

We interpret the above formulation: let R denote either the ring A or B, and F
denote C∞ or CZn

. A system is described by some k (C-valued) attributes at various
points of Rn or Zn, each such description is an evolution of the system. A priori,
perhaps the system could evolve according to any f ∈ Fk, but the laws governing
the system restrict the possible evolutions f to a subset of Fk. Here the set of laws
governing the system is a submodule P of Rk, and to say that f must satisfy these
laws is to say that it lies in the kernel of equation (1) or (2) above.

Example 1. State space systems: the state x : R → R� of the system evolves
according to d

dtx = Xx+ Uu, where u : R→ Rm is the input, X and U are �× � and
�×m matrices with entries in R. The possible evolutions f = (x, u) : R→ R�+m that
can occur are the kernel of(

d

dt
I�×� −X,−U

)
: (C∞(R))�+m → (C∞(R))�.

We wish to study perturbations of such systems; hence we need to topologise the
set of all systems. In the context of (i), we need to topologise the set of all submodules
P ⊂ Ak, and towards this, we need to first topologise the set Mk of all matrices with
k columns and entries from the ring A. We consider structured perturbations; here it
means that we consider matrices with a fixed number � of rows. Denote this subset
by M�,k.

Let M�,k(d) be the subset of those matrices in M�,k whose entries are all bounded

in degree by d. There are
(
n+d
n

)
monomials of degree at most d in n indeterminates;

hence we identify M�,k(d) with the C-affine space of dimension �k
(
n+d
n

)
with the

Zariski topology. For d1 < d2, M�,k(d1) ↪→ M�,k(d2) as a Zariski closed subspace,
and as d tends to infinity, the direct limit M�,k is equipped with the direct limit
topology. A similar construction equips the set of all �× k matrices with entries from
the Laurent polynomial ring B with the Zariski topology. These topologies descend
to submodules of Ak and Bk, and hence to distributed and n-D systems, respectively
(details appear in [6, 7]).

We can now ask if a certain property of a distributed or n-D system is generic with
respect to the above topology. In other words, we ask if the property holds for an
open dense set of systems.
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In this talk, I ask whether the property of being controllable is generic for dis-
tributed systems [6]. The question whether the degree of autonomy of an n-D system
is generic is answered in [7].

Definition 1 [8]. The distributed system B(P ) defined by a submodule P ⊂ Ak

is controllable if for any two subsets U1 and U2 of Rn whose closures do not intersect,
and any two elements f1 and f2 of B(P ), there is an element f in B(P ) such that
f = f1 on some neighbourhood of U1 and f = f2 on some neighbourhood of U2.

This definition generalizes the definition of a controllable state space system (Ex-
ample 1) introduced by Kalman [1] in 1960, here in Moscow!

Theorem 1 [4]. The distributed system B(P ) is controllable if and only if Ak/P
is torsion free.

Definition 2. The distributed system B(P ) is strictly underdetermined if the
submodule P ⊂ Ak can be generated by fewer than k elements (i.e., � < k in the
notation of (i)). Otherwise, it is overdetermined.

Theorem 2 [6]. A generic strictly underdetermined system is controllable, for
this set of systems contains a Zariski open set. Conversely, a generic overdetermined
system is uncontrollable.

This follows from the following characterisation of controllability:

Theorem 3 [6]. Let P be a submodule of Ak, and let P (∂) be any �× k matrix
whose � rows generate P . Suppose the ideal i� of � × � minors of P (∂) is nonzero
(so that � ≤ k). Then the system B(P ) is controllable if and only if the codimension
of the variety of i� is greater than or equal to 2.

The paper [7] considers the important notion of the degree of autonomy of an n-D
system, and shows that this degree is a generic property with respect to the Zariski
topology. To prove this, it is first shown that while it is difficult to calculate the
dimension of the variety of a specific ideal of the ring A, generically a variety is a
complete intersection.
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Energy conservation in lattice field theories
∗
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A basis for numerical analysis is discretization, that is, approximation of differential
equations by difference ones. Discretizations exhibiting exact (not just approximate)
conservation laws have been proved to be most successful for computational purposes.

Usually conservation laws are obtained from symmetries using the Noether theorem
of 1918. In particular, conservation of energy is obtained from the translational sym-
metry, which is necessarily broken during discretization. There was a folklore belief
that no conserved discrete energy–momentum tensor exists; e.g., in 2016 D. Chelkak,
A. Glazman, and S. Smirnov introduced a “halfway” conserved tensor. But we con-
struct an exactly conserved discrete energy–momentum tensor, approximating the
continuum one at least for free fields.

Most part of the talk is elementary. No knowledge of physics is required.
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The following model of chemotherapy of a malignant tumor [1] is considered:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dm

dt
= g(m)− γmf(h), m(t0) = m0, γ = const > 0,

dh

dt
= −αh + u(t), h(t0) = h0, α = const > 0,

(1)

where m is the quantity of malignant cells, h is the quantity of drug, and u(t) is a
restricted control:

0 ≤ u(t) ≤ Q, t ∈ [0, T ]. (2)

It is assumed that the tumor is growing according to the generalised logistic law

g(m) = rm
[
1−

(m

θ

)β ]
, r, θ, β = const > 0, (3)

and the non-monotone therapy function f(h) describing the influence of drug on the
tumor has the following properties:

A1. The function f(h) is continuously differentiable and positive on the inter-

val [0, L]. It has two maximum points ĥ1 and ĥ3 and one minimum point ĥ2

inside this interval,

0 < ĥ1 < ĥ2 < ĥ3 ≤ L.

Outside the interval [0, L] this function f(h) is equal to zero.

A2. If h < ĥ1 then f ′(h) > 0, and if h > ĥ3 then f ′(h) < 0.

A3. 0 < αĥi < Q, i = 1, 2, 3.

A4. f(ĥ1) = f(ĥ3).

The goal of the therapy problem in to minimize the quantity of malignant cells at
the given final instant T , namely, to minimize the terminal cost function σ(m(T )) =
m2(T, t0, m0, h0;u(·)). Here

t0 ∈ [0, T ], m0 = m(t0), h(t0) = h0,

and u(·) : [t0, T ] �→ [0, Q] is an admissible control, i.e., a piecewise constant function.
We denote the set of all admissible controls by U . By m(t) = m(t; t0, m0, h0, u(·)),
t ∈ [t0, T ], and h(t) = h(t, t0, h0, u(·)), t ∈ [t0, T ], we mean the solutions of system (1)
with the initial conditions (t0, m0, h0), generated under the influence of an admissible
control u(t) ∈ U .
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It is proved that the following formula is valid:

σ(m(T )) = m2(T ; t0, m0, h0, u(·))

=
θ2m2

0 exp
{
2
∫ T

t0
[r − γf(h(τ))] dτ

}
(
θ2 + βmβ

0 r
∫ τ

t0
exp

{
β
∫ T

τ
[r − γf(h(y))] dy

}
dτ
)2/β . (4)

A construction of an upper estimate for the value function Val(t, h, m) in the
problem of optimal control (optimal therapy) of the nonlinear system (1)–(3) with
piecewise monotone dynamics is suggested,

Val(t0, m0, h0) = inf
u(·)∈U

m2(T ; t0, m0, h0, u(·)). (5)

A continuous function ϕ(t, h) is constructed by gluing together a finite number
of smooth functions obtained with the help of the Cauchy characteristics method
for the corresponding linear Hamilton–Jacobi equations [2, 3]. It is proved that the
constructed function ϕ(t, h) coincides with the minimax (viscosity) solution V (t, h) [4]
of the following Cauchy problem for the Hamilton–Jacobi–Bellman equation:⎧⎪⎨⎪⎩

∂V

∂t
− αh

∂V

∂h
+ f(h) + max

u∈[0,Q]
u

∂V

∂h
= 0,

V (T, h) = 0.

(6)

The function ϕ(t, h) provides an upper estimate for the value function Val(t, h, m)
in the problem of optimal therapy. A feedback on the base of the constructed upper
estimate [2] guarantees the upper estimation for any initial state.

References

1. Bratus A.S., Chumerina E.S. Optimal control in therapy of solid tumor growth //
Comput. Math. Math. Phys. 2008. V. 48, No. 6. P. 892–911.

2. Subbotina N.N., Novoselova N.G. Optimal result in a control problem with piecewise
monotone dynamics // Proc. Inst. Math. Mech. 2017. V. 23, No. 4. P. 265–280.

3. Subbotina N.N., Kolpakova E.A., Tokmantsev T.B., Shagalova L.G. The method of
characteristics for Hamilton–Jacobi–Bellman equations. Yekaterinburg: RIO UrO RAN,
2013.

4. Subbotin A.I. Generalized solutions of first-order PDEs: The dynamical optimization
perspective. Boston: Birkhäuser, 1995.
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Когда мы ведем речь об условиях оптимальности в задачах на условный экс-
тремум, представляется естественным учитывать следующие два важных обстоя-
тельства. Первое из них проявляется в характерном свойстве классических усло-
вий оптимальности (КУО), заключающемся в их неустойчивости и состоящем в
том, что сколь угодно малым возмущениям исходных данных оптимизационной
задачи могут отвечать сколь угодно большие возмущения выделяемых этими
условиями элементов [1, 2]. Прежде всего это является следствием неустойчиво-
сти самих оптимизационных задач, различные содержательные примеры которой
можно найти, например, в [3]. В свою очередь, второе обстоятельство связано с
возможной невыполнимостью КУО в разрешимых задачах условной оптимиза-
ции с бесконечномерными ограничениями (т.е. с ограничениями, задаваемыми
операторами с бесконечномерными образами), различные примеры которой хо-
рошо известны и могут быть найдены, в частности, в [1, 2, 4]. Указанные об-
стоятельства в полной мере характерны для задач оптимального управления.
Задачи оптимального управления, в которых имеет место неустойчивость клас-
сических принципа Лагранжа (ПЛ) и принципа максимума Понтрягина (ПМП), в
большом числе возникают в различных естественнонаучных приложениях. К та-
ким задачам следует прежде всего отнести задачи оптимального управления
с фазовыми ограничениями. К задачам оптимального управления с фазовыми
ограничениями-равенствами, по сути дела, относятся самые разнообразные об-
ратные задачи естествознания, без умения эффективно решать которые труд-
но представить современные научные исследования. Тем самым неустойчивость
КУО не позволяет непосредственно использовать их для решения большого клас-
са актуальных естественнонаучных задач, в которых погрешности исходных дан-
ных жестко увязываются с физической сутью их постановок. Следующий про-
стой, но содержательный пример характеризует сказанное выше.

Пример. Рассмотрим задачу оптимального управления с поточечным фазо-
вым ограничением типа равенства, представляющую собой, по сути дела, про-
стейшую обратную задачу

‖u‖2 → min, x[u] = p, ẋ = u(t), x(0) = 0, t ∈ (0, 1), u ∈ D, (Pp)

где D ∈ L2(0, 1) — выпуклое замкнутое множество, p ∈ L2(0, 1) — параметр.
Рассмотрим два варианта задачи (Pp).

Вариант 1. Положим p = 0,D ≡ {u ∈ L2(0, 1): u(t) ∈ [−1, 1] при п.в. t ∈ (0, 1)}.
В этом случае решением задачи является u0(t) ≡ 0, t ∈ [0, 1]. Как показано в [2,
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пример 0.4], это оптимальное управление удовлетворяет при p = 0 регулярному
ПЛ (так как выпуклая функция значений задачи как функция p субдифферен-
цируема при p = 0)

Lp(u0, λ) ≤ Lp(u, λ) ∀u ∈ D, Lp(u, λ) ≡ ‖u‖2 + 〈λ, Au − p〉, u ∈ D,

где A[u](t) ≡ x[u](t) ≡
∫ t

0 u(s) ds, эквивалентному регулярному ПМП

(2u0(t) + η(t))(v − u0(t)) ≥ 0 ∀v ∈ [−1, 1] п.в. на [0, 1], η̇ = λ(t), η(1) = 0.

В то же время, как показано там же [2, пример 0.4], существуют такие pk → 0,
k → ∞, для которых в аппроксимирующих задачах при p = pk справедливы
утверждения регулярных ПЛ и ПМП, аналогичных сформулированным выше
для задачи (P0), но одновременно оптимальные “аппроксимирующие” управле-
ния не сходятся к решению невозмущенной задачи (P0) ни по аргументу, ни по
функции.

Вариант 2. Положим D ≡ L2(0, 1). Так как операторы A : L2(0, 1)→ L2(0, 1),
A∗ : L2(0, 1) → L2(0, 1) являются линейными ограниченными и инъективными,
то с учетом равенства (A∗)∗ = A имеют место равенства R(A) = L2(0, 1),
R(A∗) = L2(0, 1), т.е. исходное и сопряженное уравнения плотно разрешимы,
но R(A) �= L2(0, 1), R(A∗) �= L2(0, 1). Пусть ū ∈ L2(0, 1) \ R(A∗) — произволь-
ный элемент. Тогда ПЛ в задаче (Px[ū]) при p = x[ū] не выполняется. Пред-
положим, что это не так. Тогда существует невырожденная пара множителей
(λ0, λ) ∈ R1

+×L2(0, 1) такая, что 2λ0ū+A∗λ = 0. В этом случае при λ0 = 0 полу-
чаем λ = 0 в силу инъективностиA∗, а при λ0 = 1 соответственно противоречивое
равенство ū = −A∗λ/2, что и доказывает невыполнимость ПЛ.
Итак, можно утверждать, что ни ПЛ, ни ПМП в их привычных классических

формах не могут быть непосредственными инструментами для решения зада-
чи (Pp), равно как и для решения многих других существенно более сложных
аналогичных обратных задач, задач оптимального управления. Это порождает
мотивацию к их такой естественной “корректировке”, которая приводит к следу-
ющим двум “ожидаемым” свойствам:

1) “скорректированные” условия должны быть устойчивы к возмущениям ис-
ходных данных оптимизационной задачи;

2) они должны быть структурно устроены так же, как их классические ана-
логи.

Очевидно, что исправление данных природой “недостатков” классических ПЛ и
ПМП должно быть связано с применением теории регуляризации.
В докладе обсуждается, как применение методов двойственной регуляриза-

ции [1, 2, 5, 6] и одновременный переход к понятию минимизирующей после-
довательности допустимых элементов (как основному в оптимизационной тео-
рии) открывают возможность такой естественной трансформации КУО, которая
приводит к их секвенциальным обобщениям в терминах классических функций
Лагранжа и Гамильтона–Понтрягина. Указанные обобщения

1) обладают устойчивостью по отношению к ошибкам исходных данных задач;
2) полностью сохраняют общую структуру своих классических аналогов;
3) приводят к классическим КУО “в пределе”.
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Такие трансформированные ПЛ и ПМП мы называем устойчивыми секвенциаль-
ными или, другими словами, регуляризованными ПЛ и ПМП [6–10]. Тем самым
трансформирование КУО в утверждения секвенциального характера, являющие-
ся одновременно устойчивыми к ошибкам исходных данных регуляризирующими
алгоритмами решения задач, позволяет принципиально расширить сферу дей-
ствия оптимизационной теории, основанной на привычных конструкциях функ-
ций Лагранжа и Гамильтона–Понтрягина.
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В [1] было предложено описание управляемых начально-краевых задач (УНКЗ)
в виде вольтерровых функциональных уравнений (ВФУ)

z(t) = f(t, A[z](t), v(t)), t ∈ Π, z ∈ Lm
p ≡ Lm

p (Π), (1)

где Π ⊂ Rn и f(·, ·, ·) : Π × Rl × Rs → Rm заданы; v(·) ∈ D ⊂ Ls
k — управле-

ние; A : Lm
p → Ll

q — линейный оператор, вольтерров на некоторой системе T
подмножеств Π в том смысле, что для любого H ∈ T сужение A[z]|H не за-
висит от значений z|Π\H (это непосредственное многомерное обобщение извест-
ного определения А.Н. Тихонова функционального оператора типа Вольтерра);
p, q, k ∈ [1,+∞]. К ВФУ (1) с достаточно богатыми системами T обращением глав-
ной части приводятся самые разнообразные УНКЗ для нелинейных эволюцион-
ных уравнений (параболических, гиперболических, интегро-дифференциальных,
с запаздываниями и др.; см. [2–7]); как правило, управление v(·) в (1) соответ-
ствует распределенному управлению в УНКЗ, а, например, наличие управляемых
старших коэффициентов УНКЗ означает, что управляемым будет и оператор A.
Переход от УНКЗ к эквивалентному ВФУ (1) адекватен многим проблемам тео-
рии оптимального управления распределенными системами. Как эквиваленты
УНКЗ в теории оптимизации бывают удобны и другие ВФУ (см. [7]). В докладе
дается обзор полученных методом ВФУ результатов теории оптимизации распре-
деленных систем. Коротко остановимся на некоторых из этих результатов.
При выводе необходимых условий оптимальности (НУО), при обосновании

численных методов решения задач оптимального управления и во многих других
случаях возникает вопрос о достаточных условиях устойчивости (при возмуще-
нии управления) существования глобальных решений (УСГР) УНКЗ. Если для
сосредоточенных управляемых систем теория таких достаточных условий до-
вольно хорошо проработана, то для распределенных систем это не так (история
вопроса кратко описана в [5]). Поэтому в [2, 3, 8, 10] была представлена общая схе-
ма получения конструктивных достаточных условий УСГР УНКЗ, основанная на
приведении УНКЗ к эквивалентному ВФУ (1); разнообразные конкретные при-
меры применения схемы см., например, в [2–6]. Распространение теории УСГР,
использующей переформулировку УНКЗ в виде (1), с изначально рассматривав-
шегося случая p = q = k = ∞ (см. [1–3, 5, 7]) на охватывающий существенно
более широкий круг УНКЗ общий случай 1 ≤ p, q, k ≤ ∞ (см. [4–6, 8, 10]) потре-
бовало введения [8] и подробного изучения [8, 10] нового понятия “равностепенной
квазинильпотентности семейства операторов”.
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В [2] с помощью теорем УСГР [1] для широкого класса оптимизационных задач
с ограниченным множеством допустимых значений управления было дано обос-
нование применению градиентных методов при произвольных порядках роста
каратеодориевских “правых частей” УНКЗ по “фазовым” и управляющим пере-
менным (как известно, часто применяемое дифференцирование функционалов по
управлению в пространствах типа L2 требует, вообще говоря, линейных порядков
роста).
При выводе НУО переход от УНКЗ к ВФУ (1) бывает удобен уже потому, что

дифференциальные операторы УНКЗ, действующие в пространствах типа W l
p,

заменяются на операторы, действующие в более удобных для построения “сопря-
женной задачи” данного НУО лебеговых пространствах. При этом сопряженная
задача также имеет вид ВФУ, но не обязательно переписывается в дифферен-
циальной (интегро-дифференциальной) форме, подобной форме первоначальной
УНКЗ (см. [13]).
Ж.-Л. Лионсом [9] предложено УНКЗ называть сингулярной, в частности, то-

гда, когда некоторым требуемым для получения НУО вариациям управления
либо не отвечает, либо неизвестно, отвечает ли единственное глобальное решение
данной УНКЗ. В этом случае для вывода НУО в [9] предлагается переходить от
классического случая “управление → состояние” к рассмотрению эквивалентной
оптимизационной задачи на классе пар “управление, состояние” и ограничение в
виде управляемого уравнения “снимать” методом адаптированного штрафа. Вы-
вод НУО при этом может быть существенно более сложным, чем аналогичный
вывод по классической схеме варьирования управлений (см., например, вывод
НУО типа принципа максимума в сингулярных и несингулярных модельных за-
дачах оптимизации в [9, гл. 1, 2]). В [4] показано, что ряд УНКЗ, рассматрива-
емых в [9] как сингулярные, можно к таковым не относить и при выводе соот-
ветствующих НУО придерживаться классической схемы, используя ВФУ (1) и
теоремы УСГР; так, в [4] удалось решить ряд поставленных в [9] задач получения
“сингулярных НУО”.
В [11–13] показано, что для задач оптимизации систем (1) достаточно харак-

терно “сильное вырождение” так называемых особых управлений (ОУ), когда
вместе с вырождением НУО первого порядка (например, поточечного принципа
максимума — НУО первого порядка при игольчатом варьировании) вырожда-
ются и НУО второго порядка. Описан компактный способ вывода НУО таких
ОУ, использующий тензорные произведения лебеговых пространств и позволив-
ший с единых позиций взглянуть на известные НУО ОУ для сосредоточенных и
распределенных задач, получить ряд новых НУО ОУ для распределенных задач.
Выше кратко перечислены некоторые полученные автором лично и в соавтор-

стве результаты. Ряд интересных результатов по теме (множества глобальной
разрешимости УНКЗ, обоснование численных методов распределенной оптими-
зации, связанные с ВФУ “распределенные” игры и др.) получил в последние годы
А.В. Чернов (см., например, обзор [7]).
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The work is devoted to the stability analysis of the Hamiltonian systems arising in
the optimal control problems related to the growth models. Specifically, we establish
conditions guaranteeing the asymptotic stability of the Hamiltonian system in the
vicinity of a steady state by solving the matrix Riccati equation of special form.

In the study, we suppose that the growth model is described by the following
dynamic equations:

ẋ(t) = F (x(t))u(t) + G(x(t)) = Φ(x(t), u(t)), x(0) = x0, (1)

where x ∈ Rn is the vector of main production factors and the functional matrix
F (x) = {fij(x)}n,mi,j=1 and the vector function G(x) = {gi(x)}ni=1 consist of twice
continuously differentiable functions. The symbol u = (u1, . . . , um) stands for the
regulating parameter (or control). The quality of the control process is estimated by
a functional of the form

J(·) =
∫ +∞

0

e−ρt ln c(x(t), u(t)) dt, (2)

where c(x, u) is determined by the equality

c(t) =

m∏
i=1

(
1− ui(t)− wi(x(t))

)
f(x(t)). (3)

Here f(x) and wi(x) (i = 1, . . . , m) are twice continuously differentiable functions. In
the economic growth models, the function f(x) is called the production function. Due
to the structure of the quality functional (2), we impose an additional restriction of
the controls ui in (3), specifically

0 <

m∑
i=1

ui(t) < 1 ⇒ ∃ ūi ∈ (0, 1): ui(t) ∈ [0, ūi], i = 1, 2, . . . , m. (4)

In the growth models, these restrictions follow from the closedness assumption for the
designed system. Based on the introduced dynamics (1) and the quality functional (2),
one can formulate the following control problem.

Problem [P]. The problem is to construct a control process (x0(t), u0(t)) that
maximizes the quality functional (2) along the trajectories of system (1) under the
control restriction (4).

The problem is investigated within the framework of the Pontryagin maximum
principle extended to control problems with infinite time horizon (see [4, 1]).
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The stationary Hamiltonian function constructed for the control problem [P] has
the form

H(·) =
m∑
i=1

ln(1− ui − wi(x)) + ln f(x) + ψTΦ(x, u), (5)

where ψ ∈ Rn is a vector of adjoint parameters. Due to the strict concavity of the
Hamiltonian function with respect to the control parameters u (see [5]) and the re-
strictions (4), there exist controls u0 satisfying constraints (4) that provide maximum
to the Hamiltonian function (5):

u0
j(x, ψ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, (x, ψ) ∈ Δ1

j ,

1− wj(x)− Γj(x, ψ), (x, ψ) ∈ Δ2
j ,

ūj , (x, ψ) ∈ Δ3
j ,

(6)

Δ1
j =

{
(x, ψ) : wj(x) + Γj(x, ψ) ≥ 1

}
, Γj(x, ψ) = (ψTFj(x))

−1,

Δ2
j =

{
(x, ψ) : 1− ūj ≤ wj(x) + Γj(x, ψ) ≤ 1

}
,

Δ3
j =

{
(x, ψ) : wj(x) + Γj(x, ψ) ≤ 1− ūj

}
, j = 1, . . . , m.

As is seen, there exist 3m domains with different control regimes. Using the properties
of the functions generating the maximized Hamiltonian function

H0(x, ψ) = H(x, ψ, u0), (7)

one can verify that the function H0(x, ψ) is continuous and smooth in the variables
x and ψ in all domains corresponding to different control regimes.

The Hamiltonian system is determined as follows:

ẋ(t) =
∂H0(x, ψ)

∂ψ
, ψ̇(t) = ρψ − ∂H0(x, ψ)

∂x
. (8)

Assuming the existence of a steady state P ∗ = (x∗, ψ∗) of the Hamiltonian system (8)
with positive phase coordinates x∗ ∈ Rn

>0, we linearize system (8) in the neighbor-
hood O∗

δ of the steady state P ∗ and obtain the following system:⎧⎨⎩
˙̃x = Ax̃ + Bψ̃, x̃(t) = x(t)− x∗,

˙̃
ψ = Cx̃ + (ρEn −AT)ψ̃, ψ̃(t) = ψ(t)− ψ∗,

(9)

using the Jacobi matrix

J∗ =

(
A B
C ρEn −AT

)
, (10)

A =
∂2H0(P

∗)

∂ψ ∂x
, B =

∂2H0(P
∗)

∂ψ2
, C = −∂2H0(P

∗)

∂x2
.

Regarding the stabilization problem of the linearized dynamics (9), its solution can
be reduced to searching a matrix X that connects the phase and conjugate variables
ψ̃ = Xx̃ in the vicinity O∗

δ and makes the following system asymptotically stable
(see [2]):

˙̃x = (A−BX)x̃, ψ̃ = Xx̃. (11)
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In order to prove the existence of a matrix X , we introduce an auxiliary linear system⎧⎪⎨⎪⎩
ξ̇ =

(
A− ρ

2
En

)
ξ + Bz, ξ = x̃ e−(ρ/2)t,

ż = Cξ −
(

AT − ρ

2
En

)
z, z = ψ̃e−(ρ/2)t,

(12)

and suppose that the eigenvalues of the Jacobi matrix M of system (12) satisfy the
condition

|Re(λ(M))| >
ρ

2
, where M =

(
A− ρ

2En B

C ρ
2En −AT

)
. (13)

Finally, the existence of a matrix X is established in the theorem.

Theorem. A matrix X stabilizing the dynamics (9) does exist and can be found
as a solution of the following matrix Riccati equation:

C −X
(

A− ρ

2
En

)
+
(ρ

2
En −AT

)
X −XBX = 0. (14)

Moreover, system (11) is asymptotically stable for any initial state x∗
0 such that

(x∗
0, ψ∗ + X(x∗

0 − x∗)) ∈ Oδ if condition (13) holds.

Proof. A solution of the Riccati equation (14) is constructed by the eigenvectors
of the matrix M , which is a Hamiltonian matrix whose spectrum is symmetric with
respect to the imaginary axis [3]. Due to condition (13), the matrix M does not have
pure imaginary eigenvalues. As is well known, this ensures the existence of a matrix X
that stabilizes system (12). This implies that ξ(t) → 0 as t → +∞. Moreover,
condition (13) guarantees the convergence of ξ(t)eρt/2 to zero as time goes to infinity.
Consequently, x̃(t) = ξeρt/2 → 0 as t → +∞. Thus, the proof is complete. �

The theorem allows one to design a controller u = u0(x, ψ(x)) (see (6)) for
(x, ψ(x)) ∈ O∗

δ and ψ(x) = ψ∗ + X(x − x∗) that ensures the asymptotic stability
of the Hamiltonian system (8) in the vicinity of the steady state.
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Об общих принципах теории экстремума

(On general principles of extremum theory)
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В докладе будет рассказано о некоторых темах, обсуждавшихся на семинаре
докладчика по теории экстремума. Руководящими целями семинара всегда были
базовые принципы теории экстремума. Они освещены в книгах [1–3]. В докла-
де будет сделана попытка взглянуть на всю проблематику с современной точки
зрения и обозреть результаты, о которых шла речь на семинаре в последние
несколько лет.
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Let E be a Banach space with the norm ‖·‖. We consider the problem of finding
an unknown function u : [0,+∞)→ E from the relations

du(t)

dt
= Au(t),

∫ +∞

0

η(t)u(t) dt = u1. (1)

Here A is a closed linear operator with the domain D(A) dense in E. Suppose that A
generates a semigroup U(t) of class C0 (see [1]). For the chosen weight function η(t),
the integral of |η(t)| · ‖U(t)‖ over the interval [0,+∞) must be finite. Problem (1) for
the given element u1 ∈ E is called a nonlocal problem.

We call the vector function u(t) = U(t)u0 a generalized solution of the nonlocal
problem (1), where the element u0 ∈ E is found so that the integral of (1) gives the
true identity. In this case, if u0 ∈ D(A), then the solution u(t) = U(t)u0 is called

∗Supported by the Russian Foundation for Basic Research (project no. 18-01-00236).
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classical. For problems of this kind, see [2]. Recently it was found that the nonlocal
problem (1) admits a full study under two special assumptions.

Assumption 1. The semigroup U(t) is superstable in the space E; i.e., it has
infinite negative exponential type ω0 = −∞ (see [3, 4]).

Assumption 2. The function η(t) belongs to BV[0, τ ] for each τ > 0, and the
estimate Var {η(t)}

∣∣τ
0
≤ C eγτ is satisfied for some constants C ≥ 0 and γ ≥ 0. We

also require the value β ≡ η(0 + 0) to be nonzero.

Under the above assumptions, the nonlocal problem (1) reduces to the operator
equation βu0 − Bu0 = −Au1 with respect to the unknown initial state u0 ≡ u(0).
The operator

B = −
∫ +∞

0

U(t) dη(t) (2)

turns out to be quasinilpotent. This gives the following result.

Theorem. Suppose that Assumptions 1 and 2 are satisfied. Then for each element
u1 ∈ D(A) the nonlocal problem (1) has a unique generalized solution u(t) = U(t)u0

with the initial state

u0 =

∞∑
k=0

1

βk+1
Bk(−Au1) ∈ E. (3)

If u1 ∈ D(A2), then u0 ∈ D(A) and the solution u(t) = U(t)u0 is classical. If
u1 ∈ E \D(A), then problem (1) is not solvable.

Assumption 1 on the superstability of the semigroup U(t) plays the main role. It
guarantees the quasinilpotency of the operator (2) and the good convergence of the
Neumann series (3).

The formulated theorem admits a number of additions and corollaries. The above
abstract scheme is of interest to nonlocal problems connected with the transport
equation. One of the possible examples is in [5], where the Neumann series (3) turns
into a finite sum.
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On a quantum heavy particle
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We consider the Schrödinger equation for a particle on a flat n-torus in a bounded
potential, depending on time. The mass of the particle equals 1/μ2, where μ is a
small parameter. We show that the Sobolev Hν-norms, ν ≥ 1, of the wave function
grow approximately as tν on the time interval t ∈ [0, t∗], where t∗ is slightly less
than O(1/μ).

Оптимизационная задача стартового управления

распространением тепла в стержне

(Starting control optimization problem

for the distribution of heat in the rod)
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Рассматривается система линейных дифференциальных уравнений

ż = Cz, (1)

где z ∈ Rn, n ≥ 1, C — постоянная квадратная матрица. Далее, пусть даны
постоянная матрица B (порядка r × n), число T (> 0) и действительнозначная
векторная функция m(t) = (m1(t), . . . , mr(t))

′, 0 ≤ t ≤ T (штрих — знак транс-
понирования).
Задача стартового управления состоит в следующем. Найти начальный вектор

z0 ∈ Rn такой, чтобы для всех t ∈ [0, T ] имело место равенство

Bz(t) = m(t), 0 ≤ t ≤ T,

где z(t), 0 ≤ t ≤ T , — решение (1), удовлетворяющее условию z(0) = z0.
Рассмотрим семейство

Σ =
{

BetCa, 0 ≤ t ≤ T : a ∈ Rn
}

.

Задача стартового управления сводится к изучению структуры множества

R =
{

z0 ∈ Rn : BetCz0 = m(t), 0 ≤ t ≤ T
}

.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Республики Узбекистан (ОТ Ф-4-33).
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Введем в рассмотрение линейный оператор F : Rn → Σ,

F z0 = BetCz0, 0 ≤ t ≤ T.

Заметим, что одноточечность множестваR эквивалентна тому, что kerF = {0}.
Теорема 1. Для того чтобы kerF = {0}, необходимо и достаточно вы-

полнение условия rankK = n, где K = (B, BC, BC2, . . . , BCn−1)′ — матрица
размерности rn× n.
Пусть в системе (1) матрица C трехдиагональная, точнее,

C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−2 1 0 . . . 0 0
1 −2 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Матрица B содержит в каждой строке только один ненулевой элемент. Ес-
ли через i1, i2, . . . , is (s ≤ r) обозначить номера столбцов матрицы B, которые
содержат ненулевой элемент, то имеют место следующие утверждения.
Предложение 1. Для того чтобы множество R состояло из единствен-

ного элемента, необходимо и достаточно выполнение следующего равенства:

НОД(i1, i2, . . . , is, N + 1) = 1.

Предложение 2. Множество R состоит из векторов, разность любых
двух из которых имеет вид

(a1, . . . , ap−1, 0,−ap−1, . . . ,−a1, . . . , ap−1, 0, . . .),

где ai, i = 1, . . . , p− 1, — действительные числа.
Следующая оптимизационная задача разрешима:

min ‖a‖, a ∈ R. (2)

Теорема 2. Решением задачи (2) является

a0
kp−j =

1

q

q−1∑
i=1

(−1)i+1iψ(j−1)(q−1)+1 +

q−1∑
i=k

(−1)iψ(j−1)(q−1)+1,

k = 2, 4, . . . , q − 1,

a0
kp+j =

1

q

q−1∑
i=1

(−1)i+1iψ(j−1)(q−1)+1 +

q−1∑
i=k+1

(−1)iψ(j−1)(q−1)+1,

k = 0, 2, 4, . . . , q − 1,

a0
kp = ψ(q−1)(p−1)+k, k = 1, 2, . . . , q − 1, j = 1, 2, . . . , p− 1,

где числа ψi, i = 1, 2, . . . , (q − 1)p, p, q, находятся с помощью функций mj(·),
j = 1, 2, . . . , s, и их производных.
Пример. Система (1) имеет вид [1] ż1 = z2 + z3, ż2 = −αz2, ż3 = −βz3,

где zi ∈ Rn, n ≥ 1, i = 1, 2, 3; α, β — константы. Пусть B = (Ĩ , 0̃, 0̃), где Ĩ
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и 0̃— единичная и нулевая квадратные матрицы порядка n соответственно. Пусть
e1(t) =

∫ t

0 e−αs ds, f1(t) =
∫ t

0 e−βs ds. Тогда

Σ = {Bz(t) : Bz(t) = z10 + e1(t)z20 + f1(t)z30}.
Если m(·) ∈ Σ, то задача стартового управления, очевидно, разрешима.
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Рассматривается дифференциальная игра

ẋ = A(t)x + φB(t)ξ + η, x ∈ Rm, t ≤ p. (1)

Здесь p — момент окончания игры, а A(t) и B(t) — непрерывные при t ≤ p
матрицы размерностей m×m и m× n соответственно.
Задано число q > 1. Пусть задан начальный момент времени t0. Допустимым

управлением первого игрока являются неотрицательная функция φ(·) ∈ Lq[t0, p]
и произвольная функция ξ : [t0, p]×Rm → M , где множество M связно и симмет-
рично относительно начала координат в Rn. Допустимым управлением второго
игрока является произвольная функция η : [t0, p] × Rm → Q, где Q ⊂ Rm —
связный компакт.
Плата задается формулой

G(|〈ψ0, x(p)〉 − C|) +
∫ p

t0

φq(r) dr, (2)

где ψ0 ∈ Rm — заданный вектор, 〈·, ·〉 — скалярное произведение в Rm, C —
заданное число, G : R+ → R — заданная функция. Первый игрок минимизирует
величину (2), а второй игрок ее максимизирует.
Пусть ψ(t) является решением задачи Коши

ψ̇(t) = −A∗(t)ψ(t), ψ(p) = ψ0, t0 ≤ t ≤ p.

Положим

a(t) = max
ξ∈M

〈ψ(t), B(t)ξ〉, b+(t) = max
η∈Q

〈ψ(t), η〉, b−(t) = min
η∈Q

〈ψ(t), η〉.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-01-00264_a).
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Тогда a(t) ≥ 0. Из связности компактов M и Q следует, что

〈ψ(t), B(t)ξ〉 = −a(t)u, |u| ≤ 1, (3)

〈ψ(t), η〉 = 1

2
(b+(t) + b−(t)) + b(t)v, |v| ≤ 1, b(t) =

1

2
(b+(t)− b−(t)) ≥ 0. (4)

Введем новую переменную

z = 〈ψ(t), x〉 + 1

2

∫ p

t

(b+(r) + b−(r)) dr − C ∈ R (5)

и рассмотрим одномерную дифференциальную игру

ż = −φ(t)a(t)u + b(t)v, φ(t) ≥ 0, |u| ≤ 1, |v| ≤ 1 (6)

с платой

G(|z(p)|) +
∫ p

t0

φq(r) dr → min
u

max
v

. (7)

Если φ0(t), u0(t, z), v0(t, z) — оптимальные управления в игре (6), (7), то оп-
тимальные управления игроков в игре (1), (2) определяются с помощью фор-
мул (3)–(5).
Отметим, что движения x(t) в (1) и z(t) в (6) определяются с помощью лома-

ных [2].
Зафиксируем неотрицательную функцию φ(·) ∈ Lq[t0, p] и число ε ≥ 0. Рас-

смотрим игру (6) с условием окончания |z(p)| ≤ ε. Для такой игры Л.С. Понт-
рягин построил [1] альтернированный интеграл W (t0). Из его вида следует, что
z(t0) ∈ W (t0) тогда и только тогда, когда

f(φ(·)) = max

(
|z(t0)|+

∫ p

t0

(b(r) − φ(r)a(r)) dr; max
t0≤t≤p

∫ p

t

(b(r)− φ(r)a(r)) dr

)
≤ ε.

Предложение. Функция G : R+ → R является непрерывной, строго возрас-
тает, и G(ε)→ +∞ при ε → +∞.
Рассмотрим задачу

G(ε) +

∫ p

t0

φq(r) dr → min, f(φ(·)) ≤ ε, ε ≥ 0, φ(·) ∈ Lq[t0, p], φ(t) ≥ 0. (8)

Теорема 1. Решение в задаче (8) существует.
Теорема 2. Пусть ε∗ и φ∗(t) — решение задачи (8). Тогда оптимальными

управлениями игроков в игре (6), (7) являются φ0(t) = φ∗(t), u0 = v0 = sign z,
где в качестве sign 0 можно брать 1 или −1.
Теорема 3. Пусть ε∗ и φ∗(t) удовлетворяют неравенствам (8). Пусть су-

ществуют число λ ≥ 0 и неубывающая на отрезке [t0, p] функция θ(t) такие,
что

θ(t0) = 0; G(ε∗)−G(ε) ≤ (λ + θ(p))(ε∗ − ε) при любом ε ≥ 0,

λ

(∫ p

t0

θ(r)(b(r) − φ∗(r)a(r)) dr + |z(t0)| − ε∗
)

= 0,
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∫ p

t0

θ(r)(b(r) − φ∗(r)a(r)) dr = θ(p)ε∗; φ∗(t) =

(
a(t)

q
(λ + θ(t))

)1/(q−1)

. (9)

Тогда ε∗ и φ∗(t) являются решением задачи (8).

Теорема 4. Пусть функция G : R+ → R выпукла. Тогда существует реше-
ние ε∗, φ∗(t) задачи (8), для которого найдутся число λ ≥ 0 и неубывающая
функция θ : [t0, p]→ R, удовлетворяющие условиям (9).

Пример. К оси ротора электромотора жестко прикреплен один конец стерж-
ня так, что стержень может вращаться вместе с ротором вокруг его оси в верти-
кальной плоскости.
Пусть x1 — угол поворота стержня. Момент электромагнитных сил, прило-

женных к ротору со стороны статора, равен c1γ − c2ẋ1, ci > 0, i = 1, 2 (см. [3]).
Здесь γ — подаваемое на двигатель напряжение.
Уравнение Лагранжа, которое описывает движение стержня, имеет вид

ẍ1 = −δ sinx1 − kẋ1 + βγ, δ > 0, k > 0, β > 0. (10)

Целью выбора подаваемого напряжения γ является минимизация значения

|x1(p)− C|f +

∫ p

0

γ2(t) dt, f > 0, p > 0.

Интеграл задает значение расхода энергии.
Следуя [4], возьмем нелинейное слагаемое в уравнении (10) в качестве управле-

ния второго игрока η = −δ sinx1. Положим x2 = ẋ1, ξ = sign γ, φ = |γ|. Получим
игру (

ẋ1

ẋ2

)
=

(
0 1
0 −k

)(
x1

x2

)
+ φ

(
0
β

)
ξ +

(
0
1

)
η, |η| ≤ δ,

с критерием качества

|x1(p)− C|f +

∫ p

0

φ2(t) dt → min
ξ, φ

max
η

.

С помощью условий (9) найдены оптимальные управления игроков.
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In standard models of spatial harvesting, the resource is distributed over the com-
plete domain and the agent is able to control the harvesting activity everywhere all
the time. Recent work has made modeling of the issue more realistic by assuming that
the agent has to move in order to harvest the resource but may be able to harvest
continuously while travelling (see, e.g., [3, 4] and [2]). The latter setup has been
generalized in [5].

In some cases however, it is more realistic to assume that the resource is located
at a single point in space and that the agent is required to move before being able to
harvest. In these cases, the agent faces a combined travelling-and-harvesting problem.
We scrutinize this type of a two-stage optimal control problem, and investigate the
interdependences between the solution of travelling and that of the harvesting sub-
problem. Since the model is parsimoniously parameterised, we are able to analytically
characterise the optimal policy of the complete travelling-and-harvesting problem. In
an appendix we show how bounds on either control, i.e., on acceleration and on
the harvesting capacity, as well as a positive discount rate affect the solution of the
travelling-and-harvesting problem.

Exponential growth. In the paper we look at two different growth processes of
the resource, the exponential and the more multifaceted logistic case. In this abstract
we focus on the exponential case only.

Suppose that the stock of a renewable resource increases at a constant rate:
g(s(t)) = s(t) for all t ∈ Δ ≡ [t1, T ]. The stock is reduced by the catch
H(t) ≡ s(t)h(t), and evolves according to the differential equation

ṡ(t) = s(t)− h(t)s(t), s(t1) = s1, ∀ t ∈ Δ, h(t) ∈ H . (1)

Proposition 1. Let T < δ + t1 where δ ≡ log(h̄)/(h̄− 1) and the upper bound on
the harvest h̄ �= 1. Then the optimal harvesting policy is given by

h(t) = h̄, (2a)

s(t) = s1e(1−h̄)(t−t1), (2b)

π(t) =
h̄

h̄− 1

(
1− e(1−h̄)(T−t)

)
, (2c)

for all t ∈ Δ, where π(t) denotes the costate variable. The resulting maximised profit
amounts to

J∗
2 (s1, t1) ≡ s1

h̄

h̄− 1

(
1− e(1−h̄)(T−t1)

)
. (2d)
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Having solved the harvesting problem, we go back in time and solve the travelling
problem.

We begin our analysis with the simple case of a fixed travelling period, and then
continue also acknowledging the subsequent harvesting period by endogenising the
arrival time t1. This two-stage procedure follows the work of Tomiyama [6] and
Amit [1]. We are able to show which additional effects and which corresponding
optimality conditions have to be added to the solution of the former problem to
obtain the solution of the latter.

Assume that the cost of travelling depends linearly on speed v and quadratically
on acceleration a:

K(v, a) = cv + a2. (3)

The resulting aggregated travelling cost amounts to∫ t1

0

(cv(t) + a(t)2) dt (4)

Acknowledging the constraints that result from the standard double integrator
formulation of affecting the location x of the agent

ẋ(t) = v(t), v̇(t) = a(t), ṡ(t) = g(s(t)),

we obtain the Hamiltonian

H1 = −cv(t)− a(t)2 + π2(t)a(t) + π1(t)v(t).

For ease of tractability, we assume that there are no bounds on the control a—yet,
we will drop this assumption later. The familiar Pontryagin Maximum Principle then
yields

x(t) =
t2

12
(3K1 −K2t + ct), v(t) =

t

4
(2K1 −K2t + ct),

π1(t) = K2, π2(t) = K1 + t(c−K2),

with K1 and K2 constants. Together with the boundary conditions x(0) = v(0) =
v(t1) = 0 and x(t1) = x1, we obtain

Proposition 2. Given arrival time t1, the optimal travelling policy is given by

x(t) =
t2(3t1 − 2t)x1

t31
, v(t) =

6t(t1 − t)x1

t31
, a(t) =

6(t1 − 2t)x1

t31
,

π1(t) = c +
24x1

t31
, π2(t) =

12(t1 − 2t)x1

t31
,

and the minimised objective function equals

J∗
1 (t1) =

∫ t1

0

(a(t)2 + cv(t)) dt = cx1 +
12x2

1

t31
. (5)
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Optimal travelling-and-harvesting policy for exponential growth. Ac-
knowledging the transversality conditions, in case of exponential growth the following
conditions have to be added to the canonical system:

s(t) = s0et, π(t) =

(
1

h̄

)1/(h̄−1)

eT−t. (6)

Proposition 3. In the optimal travelling-and-harvesting policy the agent starts
harvesting at the arrival time. The optimal harvesting policy is characterised by
Proposition 1, while the optimal travelling policy is given by Proposition 2. The
resulting profit from the optimal travelling-and-harvesting policy is given by

V (t∗1) ≡ J∗(t∗1)− J∗
1 (t

∗
1) = s0et

∗
1

h̄

h̄− 1

(
1− e(h̄−1)(t∗1−T )

)
−
(
12x2

1

(t∗1)
3
+ cx1

)
, (7a)

where the optimal arrival time t∗1 is a function of h̄ and T, implicitly defined by

dV (t∗1)

dt1
=

36x2
1

(t∗1)
4
− s0et

∗
1

h̄

h̄− 1

(
h̄e(h̄−1)(t∗1−T ) − 1

)
= 0. (7b)

In this paper we contribute to the theory of spatial resource economics. We ex-
plicitly take into account the fact that in many real-world situations the agent has to
travel to the location of the resource before being able to harvest.

The travelling problem and the subsequent harvesting problem are linked by the
choice of the speed of travelling and the resulting arrival time. The latter determines
both the start of the harvesting period and the initial value of the size of the stock
and is thus the crucial decision variable for the optimal harvesting policy.

We are able to fully characterise the control programme for this combined problem,
employing recent tools for two-stage dynamic optimization problems. This allows us
to characterise the resulting optimal yield for the management of the remote resource.
Robustness checks involve the case of exponential and logistic growth functions, a
positive discount rate and bounds on acceleration in an appendix. We show that a
positive discount rate shifts the acceleration and hence speed costs towards the future
(the more the higher the speed costs), whereas bounds on acceleration hamper this
effect and a lower bound will be hit earlier the higher are the speed costs.
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Рассматривается C1-диффеоморфизм плоскости в себя с неподвижной гипер-
болической точкой в начале координат, предполагается наличие нетрансверсаль-
ной гомоклинической к ней точки. Основная цель доклада — показать, что в
произвольной окрестности нетрансверсальной гомоклинической точки может ле-
жать бесконечное множество многообходных устойчивых периодических точек,
характеристические показатели которых отделены от нуля.
Из [1–3] следует, что при определенных условиях, наложенных прежде все-

го на способ касания устойчивого многообразия с неустойчивым, в окрестности
нетрансверсальной гомоклинической точки может лежать бесконечное множе-
ство устойчивых периодических точек, но по крайней мере один из характери-
стических показателей у этих точек стремится к нулю с ростом периода. В ра-
боте [4] показано, что при ином способе касания устойчивого многообразия с
неустойчивым в окрестности нетрансверсальной гомоклинической точки может
лежать бесконечное множество однообходных устойчивых периодических точек,
характеристические показатели которых отделены от нуля.
Пусть f — диффеоморфизм плоскости в себя с гиперболической неподвижной

точкой в начале координат. Считаем, что f в некоторой ограниченной окрестно-
сти V начала координат имеет вид

f

(
x
y

)
=

(
λx
μy

)
, (1)

где 0 < λ < 1 < μ.
Предположим, что

λμ2 < 1. (2)

Существует такое γ̄ > 2, что λμγ̄ = 1.
Пусть W s(0) и W u(0) — устойчивое и неустойчивое многообразия нулевой точ-

ки. Предполагается наличие нетрансверсальной гомоклинической к ней точки,
а именно в пересечении W s(0) и W u(0) лежит отличная от нуля точка, которая
является точкой касания W s(0) с W u(0).
Пусть w1 = (0, y0), w2 = (x0, 0) — две точки из орбиты гомоклинической точки

такие, что w1 ∈ V , w2 ∈ V . Ясно, что fω(w1) = w2, где ω — натуральное число.
Пусть

V1 =
{
(x, y) : |x| < λ̄−1|x0|, |y| < μ̄|y0|

}
⊂ V, (3)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 16-01-00452).
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где λ < λ̄ < 1, 1 < μ̄ < μ. Предположим, что

x0 > 0, y0 > 0. (4)

Пусть U — такая окрестность точки w1, что U ⊂ V1, fω(U) ⊂ V1, f(U)∩V1 = ∅,
fω−1(U)∩V1 = ∅ и множества U, f(U), . . . , fω(U) попарно не пересекаются. Пусть
L = fω|U .
Определение. Периодическая точка u ∈ U диффеоморфизма f называется

s-обходной периодической точкой (s ≥ 1), если существуют натуральные числа
j1, j2, . . . , js такие, что f jsL . . . f j2Lf j1L(u) = u, для любого k = 1, 2, . . . , s−1 име-
ем f jkL . . . f j2Lf j1L(u) ∈ U , f jkL . . . f j2Lf j1L(u) �= u и для любого k = 1, 2, . . . , s
и любого l = 1, 2, . . . , jk имеем f lLf jk−1L . . . f j1L(u) ∈ V1. При s = 1 точка назы-
вается однообходной, при s > 1 — многообходной.
Пусть

L(x, y) =

(
x0 + F1(x, y − y0)

F2(x, y − y0)

)
.

В работах [1–3] предполагалось, что

∂F2(0, 0)

∂y
= . . . =

∂r−1F2(0, 0)

∂yr−1
= 0,

∂rF2(0, 0)

∂yr
�= 0.

Предположим, что

F1(x, y − y0) = ax + b(y − y0) + ϕ1(x, y − y0),

F2(x, y − y0) = cx + g(y − y0) + ϕ2(x),
(5)

где a, b, c — действительные числа такие, что

b < 0, c > 0, (6)

а g, ϕ1, ϕ2 — непрерывно дифференцируемые функции одной или двух пере-
менных, равные нулю вместе со своими производными первого порядка в начале
координат.
Пусть σk, εk — положительные стремящиеся к нулю последовательности, при-

чем последовательность σk убывает, а Δk — отрицательная стремящаяся к нулю
последовательность.
Предположим, что

σk − εk > σk+1 + εk+1 (7)

для любого k.
Пусть γ, p — не зависящие от k положительные постоянные, причем 1 ≤ γ < γ̄.
Пусть mk — строго возрастающая последовательность натуральных чисел, а

nk — такая последовательность натуральных чисел, что

nk = γkmk + pk, (8)

где 1 ≤ γk ≤ γ, |pk| ≤ p.
Предположим, что при любых k справедливы неравенства

10x0max
[
λnkμ(nk+mk), λmkμnk

]
≤ εk. (9)
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Введем обозначения

xk =
[
λnk(x0 + bΔk) + λ(mk+nk)a(x0 + bσk)

](
1− a2λ(mk+nk)

)−1
,

x̄k =
[
λmk(x0 + bσk) + λ(mk+nk)a(x0 + bΔk)

](
1− a2λ(mk+nk)

)−1
.

Пусть для любого k∣∣μmk(cxk + g(σk))− (y0 +Δk)
∣∣ < 0.1εkμ−nk ,∣∣μnk(cx̄k + g(Δk))− (y0 + σk

)∣∣ < 0.1εk.
(10)

Предположим, что при α > 1 + (γ̄ − γ)/2, при любом k и t ∈ (σk − εk, σk + εk)
справедливо неравенство ∣∣∣∣dg(t)

dt

∣∣∣∣ < μ−α(mk+nk). (11)

Теорема. Пусть f — диффеоморфизм плоскости в себя с неподвижной ги-
перболической точкой в начале координат и нетрансверсальной гомоклиниче-
ской к ней точкой. Пусть выполнены условия (1)–(11). Тогда в любой окрестно-
сти гомоклинической точки w1 лежит счетное множество s-обходных устой-
чивых периодических точек (s = 2), характеристические показатели которых
отделены от нуля.
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Об операторах, уравнениях и краевых задачах

(On operators, equations and boundary value problems)
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1. Пусть H1, H2 — гильбертовы (банаховы) пространства функций, опреде-
ленных на компактном многообразии (возможно, с краем) M , A : H1 → H2 —
линейный ограниченный оператор. Следуя [1], мы введем следующее
Определение 1. Оператор называется оператором локального типа, если

оператор PUAPV является компактным для любых двух компактных непересе-
кающихся множеств K1, K2 ⊂ M , K1 ∩ K2 = ∅; PK обозначает проектор на
множество K, точнее,

(PKf)(x) =

{
f(x), x ∈ K,

0, x ∈ M \K,
∀f(x) ∈ H1 (H2)

Всюду ниже мы будем рассматривать только операторы локального типа.
Обозначим через |||A||| существенную норму оператора A,

|||A||| ≡ inf‖A + T ‖,

где инфимум берется по всем компактным операторам T : H1 → H2.
Определение 2. Оператор Ax : H1 → H2 называется локальным предста-

вителем оператора A в точке x ∈ M , если для любого ε > 0 найдется такая
окрестность U точки x на многообразии M , x ∈ U ⊂ M, что выполняется нера-
венство

|||PU (A−Ax)||| < ε.

Обозначение A
x∼ Ax.

Определение 3. Символом оператора A называется оператор-функция
A(x) : M → {Ax}x∈M , определяемая его локальными представителями.
Нетрудно убедиться, что такое определение символа сохраняет все свойства

символического исчисления. Именно, с точностью до компактного слагаемого

• произведению и сумме двух операторов соответствуют произведение и сумма
их локальных представителей;

• сопряженному оператору соответствует сопряженный его локального пред-
ставителя;

• фредгольмову оператору соответствует фредгольмов локальный представи-
тель.

Под оператором Фредгольма (фредгольмовым оператором) мы будем пони-
мать линейный ограниченный оператор с конечным индексом.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (проект №7311.2017/8.9).
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В [1] приведен следующий
Критерий фредгольмовости. Оператор A фредгольмов тогда и только то-

гда, когда символ A(x) состоит из фредгольмовых операторов.
Пусть задано семейство операторов {Ax}x∈M .
Определение 4. Семейство {Ax}x∈M называется локально непрерывным,

если для любых ε > 0, x0 ∈ M найдется такая окрестность U ⊂ M точки x0, что
при всех x ∈ U выполняется неравенство

|||PU (Ax −Ax0)||| < ε.

Определение 5. Оператор A называется огибающим оператором семейства
{Ax}x∈M , если

A
x∼ Ax ∀x ∈ M.

В [1] доказано также существование единственного (с точностью до ком-
пактного) огибающего оператора для любого локально непрерывного семейства
{Ax}x∈M .

2. Пусть H ′
1, H ′

2 — гильбертовы пространства, состоящие из функций, опре-
деленных на Rm, Ã : H ′

1 → H ′
2 — линейный ограниченный оператор.

Поскольку M — компактное многообразие, для каждой точки x ∈ M имеются
окрестность U & x и диффеоморфизм ω : U → Dx ⊂ Rm, ω(x) ≡ y. Мы обозначим
через Sω следующий (локальный) оператор, действующий из Hk в H ′

k, k = 1, 2.
Для каждой функции u ∈ Hk, обращающейся в нуль вне U ,

(Sωu)(y) = u(ω−1(y)), y ∈ Dx, (Sωu)(y) = 0, y /∈ Dx.

Следующее определение соответствует понятию квазиэквивалентности [1].
Определение 6. Локальным представителем оператора A : H1 → H2 в точ-

ке x ∈ M называется оператор Ã : H ′
1 → H ′

2 такой, что для любого ε > 0 суще-
ствует окрестность Uj точки x ∈ Uj ⊂ M , для которой выполняется следующее
неравенство: ∣∣∣∣∣∣gjAfj − Sω−1

j
ĝjÃf̂jSωj

∣∣∣∣∣∣ < ε

для любой пары гладких функций fj, gj с носителями в Uj , f̂j , ĝj — их запись в
локальных координатах.

3. Отправляясь от приведенных выше фактов и учитывая дальнейшие при-
менения к псевдодифференциальным операторам [2, 3], мы дадим следующее
Определение 7. Оператор A называется эллиптическим, если его символ

состоит из обратимых операторов.
Мы рассмотрим здесь случай, когда семейство {Ax}x∈M не является локально

непрерывным в целом, однако сохраняет это свойство на отдельных (особых) под-
многообразиях Mk ⊆ M размерности k = 0, 1, . . . , m. Так, подмногообразие M0

представляет собой конечное объединение различных точек границы ∂M много-
образия M , Mn ≡ M — это исходное многообразие, Mn−1 ≡ ∂M , Mk ⊂ Mn−1,
k = 0, 1, . . . , n− 2. Пусть на M задано семейство {Ax}x∈M . Мы будем предпола-
гать, что это семейство локально непрерывно на M \

⋃n−1
k=1 Mk, причем существу-

ют пределы limx→xk∈Mk
Ax, вообще говоря, не совпадающие с Axk

, и локально
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непрерывно на каждом Mk \
⋃k−1

j=0 Mj и существуют пределы limx→xj∈Mj Ax, во-
обще говоря, не совпадающие с Axj .
Пусть теперь A — оператор, символом которого является описанное семейство

{Ax}x∈M .
Теорема 1. Эллиптический оператор всегда фредгольмов.
Замечание. Если эллиптичность нарушается на некоторых подмногообра-

зиях Mk, то, например, в случае псевдодифференциальных операторов следует
модифицировать локальный представитель, подклеив к нему граничный или ко-
граничный оператор [3].
С помощью разбиения единицы на многообразии M с использованием кон-

струкций [1] по эллиптическому символу A(x) можно построить n операторов Aj

согласно числу особых подмногообразий Mk, включая всю границу ∂M и само
многообразие M .
Теорема 2. Индекс фредгольмова оператора A представим формулой

IndA =
n∑

j=1

IndAj .

Список литературы
1. Симоненко И.Б. Локальный метод в теории инвариантных относительно сдвига

операторов и их огибающих. Ростов-на-Дону: ЦВВР, 2007.
2. Васильев В.Б. Регуляризация многомерных сингулярных интегральных уравнений

в негладких областях // Труды ММО. 1998. Т. 59. C. 73–105.
3. Васильев В.Б. Мультипликаторы интегралов Фурье, псевдодифференциальные

уравнения, волновая факторизация, краевые задачи. М.: КомКнига, 2010.
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Мы исследуем разрешимость операторных уравнений

Adud = vd (1)

для специального (но достаточно широкого) класса операторов Ad.
∗Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ, проект № 7311.2017/8.9
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Примем следующие обозначения: Zm — целочисленная решетка в Rm, Tm =
= [−π, π]m — m-мерный куб, h > 0, � = h−1. Для функций ud дискретного
аргумента, определенных на hZm, мы вводим дискретное преобразование Фурье

ũd(ξ) ≡ (Fdud)(ξ) =
∑

x∈hZm

ud(x)e
ix·ξhm, ξ ∈ �Tm.

Пусть Ad(ξ) — периодическая функция в Rm с основным кубом периодов �Tm.
Оператор вида

(Adud)(x) =
1

(2π)m

∑
y∈hZm

∫
�Tm

Ad(ξ)e
i(y−x)·ξud(y)h

m dξ, x ∈ Dd,

Dd = D ∩ hZm, D — область в Rm, мы называем дискретным псевдодифферен-
циальным оператором в дискретной области Dd.
Одними из основных задач являются описание условий однозначной разре-

шимости уравнения (1) в подходящих пространствах функций в дискретной об-
ласти Dd и применение полученных результатов к построению подходящих ап-
проксимаций классических псевдодифференциальных уравнений [1]. Основная
трудность заключается в том, что, когда область представляет собой часть Rm

(например, полупространство или конус), стандартного условия эллиптичности
символа A(ξ) уже недостаточно. Так, в случае полупространства в [2, 3] бы-
ли описаны условия разрешимости уравнения (1) в дискретных пространствах
Соболева–Слободецкого Hs(Dd).
В этом докладе показана применимость полученных результатов к построению

дискретных аппроксимаций для псевдодифференциального оператора с симво-
лом A(ξ),

u(x) �−→
∫
Rm

∫
Rm

A(ξ)ei(y−x)·ξu(y) dy dξ, x ∈ D.

Более конкретно, дано сравнение решений двух уравнений: уравнения

Au = v (2)

и уравнения (1) для достаточно гладкой правой части v.
Обозначим через S(Rm) класс Шварца бесконечно дифференцируемых быстро

убывающих на бесконечности функций, Hs(D), Hs(Dd) — пространства Собо-
лева–Слободецкого непрерывного и дискретного аргумента соответственно [1, 2].
По заданному символу A(ξ), удовлетворяющему условию

c1(1 + |ξ|)α ≤ |A(ξ)| ≤ c2(1 + |ξ|)α,

строится символ Ad(ξ) следующим образом: берется сужение A(ξ) на �Tm и пери-
одически продолжается на все Rm (обозначение: Ad(ξ) ≡ (QhA)(ξ)). Для построе-
ния удобной аппроксимации правую часть выберем так. Пусть �v — произвольное
продолжение v с D на все Rm. Вводим уравнение

(QhA)ud = F−1
d Qh(�̃v). (3)

Пусть D = Rm
+ ≡ {x ∈ Rm : x = (x1, . . . , xm), xm > 0} и κ — индекс фактори-

зации символа A(ξ) (см. [1]).
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Теорема. Если |κ − s| < 1/2, v ∈ S(Rm) и элементы факторизации сим-
вола A(ξ) бесконечно дифференцируемы на Rm, то сравнение решений уравне-
ний (2) и (3) дается оценкой

|u(x)− ud(x)| ≤ c hk, x ∈ hZm,

где постоянная c зависит только от функции v, k — произвольное положи-
тельное число.
Замечание. Теоремы о существовании и единственности решений уравне-

ний (1) и (2) имеются в работах [1–3].
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Spectral analysis of Volterra integro-differential

equations and its applications
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We study integro-differential equations with unbounded operator coefficients in a
Hilbert space. The principal part of these equations is an abstract hyperbolic op-
erator perturbed by summands of Volterra integral operators. Operator models of
this type have many applications in the linear viscoelasticity theory, homogeneza-
tion theory, heat conduction theory in media with memory, etc. In particular, these
integro-differential equations can be realized as a system of integro-partial differential
equations:

ρü(x, t)− Lu(x, t) +

∫ t

0

K1(t− s)L1u(x, s) ds +

∫ t

0

K2(t− s)L2u(x, s) ds = f(x, t),

where u = �u(x, t) ∈ R3 is the displacement vector of viscoelastic anisotropic media,
t > 0, x ∈ Ω ⊂ R3, Ω is a bounded domain with smooth boundary, u satisfies
the Dirichlet conditions in Ω, L1 = μ · (Δu + grad divu), L2 = λ · grad divu, Lu =
(L1+L2)u is the Lame operator of elasticity theory, K1 and K2 are memory relaxation
functions that are series of decreasing exponents with positive coefficients.

A spectral analysis of the operator-valued functions which are the symbols of the
considered integro-differential equations is performed. The structure and localization

∗This work was supported by the Russian Science Foundation, project no. 17-11-01215.
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of spectra for these operator-valued functions are analyzed (see [1, 2]). These results
are a natural generalization of our results obtained in [3].
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Модификация метода динамической регуляризации

решения задачи численного дифференцирования,

улучшающая его характеристики

(Modification of the method of dynamic regularization

of the solution of the numerical differentiation

problem which improves its characteristics)
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В работах [1, 2] Ю.С. Осиповым и А.В. Кряжимским рассматривалась задача
аппроксимации неизвестного воздействия v(·) в динамической системе

x′ = g(t, x) + f(t, x)v(t), t ∈ [a, b] = T, x(a) = x0

(x(·) : T → Rm, g(·) : T × Rm → Rm, f(·) : T × Rm → Rm×q, v(·) : T → Rq) по
неточной информации xh(·) о движении x(·).
При этом предполагалось, что |xh(ti) − x(ti)| ≤ h в равностоящих узлах

a = t0 < . . . < ti < . . . < tn = b разбиения T и |ti+1 − ti| = Δ(h). Предложенный
авторами алгоритм ее решения сводился к процедуре управления определенной
на T системой-моделью с начальным условием wh(a) = xh(t0),

wh(t) = wh(ti) + vh(t− ti) при t ∈ [ti, ti+1] (1)

Кусочно постоянное управление, определяемое при t ∈ [ti, ti+1) как результат
проекции на выпуклый компакт Q ⊂ Rq вектора

vh(t) = fT(ti, xh(ti))
xh(ti)− wh(ti)

α(h)
,

принималось в качестве приближения для v(·). Установлено, что при липшицевых
g(·) и f(·) и согласовании параметров таким образом, что α(h)+(h+Δ(h))/α(h) →
→ 0 при h → 0,

‖v(·)− vh(·)‖L2(T ) → 0 при h → 0.
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Таким образом, обсуждаемый алгоритм является неупреждающим, конечно-
шаговым, динамическим, регуляризирующим.
Дополнительная информация об ограниченности вариации v(·) на T и пред-

положение, что 0 ∈ Q, позволили [3] избежать процедуры проектирования на Q,
получить оценку погрешности ‖v(·) − vh(·)‖L[T ] и установить, что ее асимптоти-
ческий порядок точности равен 1/2.
В предлагаемой работе рассматривается задача численного дифференциро-

вания
x′(t) = v(t),

являющаяся частным случаем задачи, рассмотренной выше. По аналогии с [4]
рассмотрим непрерывную систему-модель

w′(t) =
x(t) − w(t)

α(h)
, w(a) = x0.

Пусть α(h) = α, Δ(h) = Δ. В качестве разностной модели, аналогичной (1),
станем использовать

wh(t) = wh(ti) + vh(ti+1)(t− ti) при t ∈ [ti, ti+1], (2)

постоянное управление которой на [ti, ti+1] определяется по правилу

vh(t) = vh(ti+1) =
xh(ti+1)− wh(ti+1)

α
Δ. (3)

Получение оценок разбивается на два этапа, первый шаг — это получение
погрешности для движения.
Лемма 1. Пусть v(·) обладает ограниченной вариацией на T, 0 ∈ Rq, пара-

метры α, α/Δ стремятся к нулю вместе с h. Тогда найдутся положительные
константы C1, C2, h∗ такие, что для всех h ∈ (0, h∗), t ∈ T

|wh(t)− xh(t)| ≤
α h

Δ
C1 + αC2.

С учетом полученного результата второй шаг будет состоять в получении оцен-
ки точности для приближения управления на шаге
Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда существуют положи-

тельные константы C3, C4 такие, что для всех i = 0, . . . , n− 1

|vh(ti+1)− v(ti+1)| ≤ C3
h

Δ
+ C4

α

α +Δ
+Var[ti,ti+1] v(·), (4)

где Var[ti,ti+1] v(·) — вариация v(·) на промежутке [ti, ti+1].
Теорема. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда существуют положи-

тельные константы C5, C6 такие, что

‖vh(t)− v(t)‖L(T ) ≤ C5
h

Δ
+ C6

α

α +Δ
+Var[a,b] v(·)Δ. (5)

Доказательство. На основании (4) и формулы прямоугольников для вычис-
ления определенного интеграла имеем

‖vh(t)− v(t)‖L(T ) =

∫ b

a

|vh(t)− v(t)| dt ≤
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≤
(

C3
h

Δ
+ C4

α

α +Δ

) n−1∑
i=0

Δ+

n−1∑
i=0

Var[ti,ti+1]
v(·)Δ =

= C3
h

Δ
(b− a) + C4

α

α +Δ
(b − a) + Var[a,b] v(·)Δ.

При C5 = C3(b− a), C6 = C4(b− a) получена оценка (5). Теорема доказана. �
Замечание 1. При согласовании параметров Δ =

√
h, α = h оптимальный

порядок правой части в (5) равен 1/2. Оценка точности, в отличие от [4], не
асимптотически, а просто оптимальна по порядку.
Замечание 2. Предложенный выбор параметров уменьшает число операций

на порядок по сравнению с исходным.
Замечание 3. Обсуждаемый алгоритм не является неупреждающим, по-

скольку формулы (2), (3) используют информацию о движении в узле ti+1.
Однако он может быть сделан таковым при формальном сдвиге левого конца
временно́го промежутка в точку a − Δ и выборе xh(a − Δ) = xh(a). Результат
формул (2), (3), полученный для промежутка [ti−1, ti], считается приближением
на промежутке [ti, ti+1]. Предложенный сдвиг на Δ вправо не изменит порядка
точности оценки.
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Optimality conditions for a nonconvex optimal control

problem with linear system
∗

M. V. Yanulevich

Matrosov Institute for System Dynamics and Control Theory SB RAS,
Irkutsk, Russia

max@irk.ru

Consider the linear control system

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) for a.e. t ∈ T = [t0, t1], x(t0) = x0 ∈ Rn, (1)

U =
{

u(·) ∈ Lr
∞(T ) | u(t) ∈ U for a.e. t ∈ T

}
, (2)

∗The reported study was supported by the RFBR, project no. 18-31-00465.
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under the standard assumptions [1, 2]. In particular, the set U is compact in Rn,
and the elements aij(t) and bil(t), i = 1, n, j = 1, n, l = 1, r, of the matrices A(t)
and B(t), respectively, are continuous on T .

Further, the objective of the problem consists in minimizing the following Lagrange
functional:

J(x, u) :=

∫
T

[
F (x(t), u(t), t)

]
dt ↓ min

u
, u ∈ U , (3)

subject to the control system (1), (2). Here the functional F (x, u, t) is continuous
with respect to the variable t ∈ T and is a function of A. D. Alexandrov [3] with
respect to the pair (x, u) ∈ Rn+r (or a so-called d.c. function [4]) such that

F (x, u, t) = g(x, u, t)− h(x, u, t) ∀(x, u, t) ∈ Rn × Rr × T, (4)

where the functions (x, u) �→ g(x, u, t) and (x, u) �→ h(x, u, t) are convex [2, 4] for all
t ∈ T (with respect to the pair (x, u)).

In this paper we denote by x(· ;u) a unique absolutely continuous solution of the
ODE system (1) corresponding to the control u(·), and J [u] := J(x(· ;u), u).

Note that for the considered problem (1)–(3) Pontryagin’s maximum principle
is a necessary optimality condition but not a sufficient one, in general. In [5–7]
A. S. Strekalovsky proposed and proved global optimality conditions, which are nec-
essary and sufficient for the optimal control problem when the function h(x, u, t) in the
objective functional does not depend on the control variable u, i.e., h(x, u, t) = h(x, t).

Further, according to the results of [5, 6], we propose optimality conditions when
the function h(x, u, t) in the objective functional J(·) depends on the control variable u
(see (3) and (4)).

Theorem 1. Let a control w(·) ∈ U be globally optimal in problem (1)–(3) and
z(t) = x(t;w), t ∈ T . Then, for each triple (y(·), v(·), β), where β ∈ R, y : T → Rn,
and v : T → Rr, satisfying the equality∫

T

h(y(t), v(t), t) dt = β − J [w], (5)

the following inequality holds :∫
T

g(x(t;u), u(t), t) dt−
∫
T

[
〈∇yh(y(t), v(t), t), x(t;u)〉 + 〈∇vh(y(t), v(t), t), u(t)〉

]
dt

≥ β −
∫
T

[
〈∇yh(y(t), v(t), t), y(t)〉 − 〈∇vh(y(t), v(t), t), v(t)〉

]
dt ∀u(·) ∈ U . (6)

Remark 1. Consider the following partially linearized problem (PL(y, v)):

I(u; y, v) :=

∫
T

[
g(x(t;u), u(t), t)− 〈∇yh(y(t), v(t), t), x(t;u)〉

− 〈∇vh(y(t), v(t), t), u(t)〉
]

dt ↓ min
u

, u ∈ U , (7)

for some triple (y(·), v(·), β) which satisfies equality (5) from Theorem 1. Note that
the functional I(· ; y, v) is really present on the left-hand side of inequality (6). It can
readily be seen that inequality (6) can be rewritten in the following form:

V(PL(y, v)) ≥ γ(y, v, β), (6′)
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where V(PL(y, v)) is the (optimal) value of the linearized problem (7) and the value
γ(y, v, β) is such that

γ(y, v, β) := β −
∫
T

〈∇yh(y(t), v(t), t), y(t)〉 dt −
∫
T

〈∇vh(y(t), v(t), t), v(t)〉 dt. (8)

It is well known that (PL(y, v)) is a convex optimal control problem. So, Pontry-
gin’s maximum principle [1, 2] turns out to be a necessary and sufficient condition
for a control u∗(·) to be (globally) optimal in (PL(y, v)). For instance, we can apply
the methods based on Pontryagin’s maximum principle to solve the auxiliary convex
problem (PL(y, v)).

Remark 2. Further, suppose that some triple (y(·), v(·), β) satisfies (5) and
ū(·) ∈ U is a control for which inequality (6) is violated. Let x̄(t) = x(t; ū), t ∈ T .
Then,

0 >

∫
T

g(x̄(t), ū(t), t) dt

−
∫
T

[
〈∇yh(y(t), v(t), t), x̄(t)− y(t)〉+ 〈∇vh(y(t), v(t), t), ū(t)− v(t)〉

]
dt.

Hence, due to the convexity of the function (x, u) �→ h(x, u, t), t ∈ T , it follows that

0 >

∫
T

[
g(x̄(t), ū(t), t)− h(x̄(t), ū(t), t) + h(y(t), v(t), t)

]
dt− β.

Taking into account (5), we obtain

0 >

∫
T

F (x̄(t), ū(t), t) dt− J [w] = J [ū]− J [w],

that is, J [ū] < J [w]. It means that conditions (6) possess the so-called constructive
property; i.e., if there exist a triple (y(·), v(·), β) and a feasible control ū(·) ∈ U for
which these conditions are violated, then the control ū(·) is better than the current
control w(·).

It should be noted that there exist other sufficient conditions for the considered op-
timal control problem or its special cases (for example, in [8]). However, our objective
is to construct a numerical method for obtaining a globally optimal control (solution)
in problem (1)–(3) under study using the constructive property of the optimality
conditions. In particular, our paper [9] shows that such optimality conditions enable
one to construct numerical methods.
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Лемма Л.С. Понтрягина

в дифференциальных играх убегания

(L.S. Pontryagin’s lemma in differential evasion games)

Л. П. Югай (L. P. Yugay)

Филиал НИТУ “МИСиС”, Алмалык, Узбекистан
yugailp@mail.ru

В постановке Л.С. Понтрягина–Е.Ф. Мищенко [1] рассматривается задача
уклонения от заданного терминального подпространства траекторий конфликт-
но управляемой динамической системы, описываемой линейными обыкновенны-
ми дифференциальными уравнениями. Управления выбираются двумя сторона-
ми (игроками), имеющими противоположные цели. Игрок, стремящийся укло-
нить траекторию от терминального подпространства на бесконечном интервале
времени, называется убегающим игроком, а соответствующую задачу уклонения
траекторий называют также дифференциальной игрой убегания (или уклоне-
ния).
Решение дифференциальной игры убегания в постановке [1] предполагает на-

хождение эффективных достаточных условий убегания из любой допустимой на-
чальной позиции, построение управления убегающего игрока и получение оценки
снизу для расстояния от текущего состояния z(t) конфликтно управляемой си-
стемы до терминального подпространства.
В работе [2] дано полное решение линейной дифференциальной игры убегания.

Ключевым моментом в доказательстве являлась “конструкция, позволяющая по-
строить обходное движение точки z(t), точнее, построить управление убегания с
тем, чтобы точка z(t) не попала на M ” [3, с. 379]. Эта конструкция была доказана
в предложении В работы [2, § 4]. В дальнейшем содержание предложения В ста-
ло называться леммой Л.С. Понтрягина о маневре обхода (или об убегании) или
леммой Л.С. Понтрягина о квадратах и развивалось многими авторами (Р.В. Гам-
крелидзе и Г.Л. Харатишвили, Н. Сатимовым, П.Б. Гусятниковым, Б.Н. Пшенич-
ным, М.С. Никольским, Дж. Йонгом и другими). Как правило, все рассмотрения
проводились в R2 для двумерных векторов, компоненты которых выбирались из
классов линейных конечномерных семейств аналитических функций, дополнен-
ных степенными функциями типа tk, k ∈ N.
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Ниже будет сформулирован основной результат, аналогичный лемме Л.С. Пон-
трягина о маневре обхода, для случая, когда рассматриваютсяm-мерные векторы
с компонентами из специальных классов функций.
Пусть Rm — евклидово пространство с фиксированной системой координат,

m ≥ 2; k1 ≤ k2 ≤ . . . ≤ km — натуральные числа; Σ — линейное конечномер-
ное семейство определенных на отрезке [0, 1] аналитических функций, включа-
ющее в себя также всевозможные линейные комбинации функций tki , i ∈ I =
= {1, 2, . . . , m}; q < +∞ — точная верхняя грань числа нулей функций из Σ;
d > 0 и ri > 0, i ∈ I, — заданные числа.
Тогда для каждой функции g(t) = (g1(t), g2(t), . . . , gm(t))T ∈ Rm, gi(t) ∈ Σ,

i ∈ I, T — транспонирование, найдется такой вектор w0 ∈ Rm, что |w0| ≤ d и при
всех t ∈ [0, 1] выполняется неравенство (оценка снизу)

|g(t)− Ω(t)w0| ≥
dtkm

δ(q, m) + 1

{
m∑
i=1

t2(km−ki)

r2i

}−1/2

, (1)

в котором δ(q, m) — целая часть положительного корня уравнения

xm −m(q + 1)x−m(q + 1) = 0,

Ω(t) = diag[r1tk1 , . . . , rmtkm ] — диагональная матрица порядка m.
Замечание 1. Исследование оценки (1) показывает, что в случаях, когда

m = 2, k1 = k2, оценка (1) совпадает с известными [2], а при k1 < k2 оценка (1)
оказывается предпочтительнее, чем в [2–4].
Замечание 2. Лемма справедлива для более широких, чем Σ, классов функ-

ций, введенных в [4].
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Computational technologies for solving nonconvex

optimal control problems with free right-hand end
∗
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The optimal control problem (OCP) with free right-hand end for a nonlinear system
with terminal functional is one of the main problems of control theory. When imple-
menting algorithms for numerically solving more complicated problems with terminal
and phase constraints, with integral functionals, and others, OCP appears in many
cases as an auxiliary problem, whose solution should be performed repeatedly under
iterations of the method. It can be argued, in our opinion, that this problem is the
preparatory stage for investigating a wide range of topical classes of problems.

Most results of theoretical studies are aimed at searching a local extremum in the
OCP. However, the logic of the development of control theory and the requirements
of practical applications are in need for solving multi-extremal problems of dynamical
optimization. The solution of nonconvex optimal control problems continues to be a
serious scientific problem.

The following statement of the problem is investigated, with the controlled dynamic
process described by a system of ordinary differential equations with fixed initial
conditions:

ẋ(t) = f(x, u, t), x(t0) = x0, t ∈ T = [t0, t1], (1)

u ∈ U =
{

u ∈ Er : uli ≤ u ≤ ugi, i = 1, r
}

, (2)

I0(u) = ϕ0(x(t1))→ min . (3)

The problem consists in finding the minimum value of the objective terminal func-
tional (3) obtained by optimal control from the closed convex admissible set U . The
functions f(x, u, t) and ϕ0 are assumed to be continuously differentiable with respect
to all arguments.

Using the standard methods of reducing problems to the presented formula-
tion (1)–(3), it is possible to solve problems of a wider class: problems with terminal
and phase constraints along with direct control constraints, optimization of both ter-
minal and integral functionals, optimization of both the control functions and control
constants, as well as speed problems and others.

The paper considers several families of algorithms for solving nonconvex OCPs
with free right-hand end. One of the most reliable and informative algorithms is
the multistart method (multiple searches from randomly generated initial controls),
which, in addition to finding the global optimum, also builds an approximation of
the reachable set (RS) of the system and estimates the attraction regions for various
extrema [1].

∗This work is partly supported by the Russian Foundation for Basic Research, project no. 17-07-
00627.
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(a) (b) (c) (d)

Figure 1. (a) The optimal trajectories and control; (b) the RS with extreme points;
(c, d) the RS constructed by the curvilinear search method with 1000 and 10 000
iterations, respectively.

The authors have implemented variants of Pontryagin’s method [2], which makes
it possible to find non-local OCP solutions. The developed algorithms, based on the
non-local maximum principle, demonstrate high efficiency on small-scale problems.

Alternative approaches to solving OCPs with free right-hand end realized by the
authors are convexification methods [3, 4], curvilinear search methods [5], and the
tunneling algorithm [6]. A special feature of the convexification algorithms, based
on Gamkrelidze’s technique, is that a solution is found by constructing an extended
problem with a convex velocity set. The methods of curvilinear search, based on
quadratic and cubic control variations, in many cases are able to achieve a globally
optimal solution quickly enough. The tunneling methods, based on the idea of a
transition from one local extremum to another, can also be classified as competitive.

For OCPs with relay controls, we propose specialized algorithms based on finite-
dimensional search in the space of control switching points: stochastic coverings al-
gorithms, genetic search algorithms, algorithms based on the Shepard operator, and
others. To estimate the quality of the obtained solutions, specialized tools of post-
optimization analysis and visualization are implemented.

To study the properties of the proposed algorithms, a collection of OCPs has been
developed [7] and is regularly updated. At present it includes more than 150 model
examples. Let us demonstrate the efficiency of the proposed algorithms on one of the
test examples of non-convex OCPs from this collection:

ẋ1 = x2, (4)

ẋ2 = −2x1 − 3x2 −
2

π
arctan5x2 + u− sin 15x1, (5)

x0 = (−1,−1), −10 ≤ u(t) ≤ 10, t ∈ T = [0, 2], (6)

I0(u) = 2x2
1(t1)− 1.05x4

1(t1) +
x6
1(t1)

6
− x1(t1)x2(t1) + x2

2(t1) + 1→ min . (7)

The optimal control and corresponding trajectories are shown in Fig. 1a. In this
problem, there are three extreme points: I loc1

0 (u) = 1.29864, achieved at the point
(−1.748,−0.874); I∗

0 (u) = 1.0, achieved at (0.000, 0.000); and I loc2
0 (u) = 1.29864,

achieved at (1.748, 0.874). These points are identified by markers on the reachable set
(Fig. 1b) constructed with using the stochastic multistart method. Figures 1c and 1d
show the results of a step-by-step solution of the problem by the curvilinear search
method (1000 and 10 000 iterations, respectively).
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A number of applied problems have been solved from various scientific fields, such
as mechanics, quantum physics, robotics, chemical kinetics, medical ecology, seismol-
ogy, electric power engineering, and others, with the application of the implemented
computational technologies for the study of nonconvex optimal control problems.
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Solutions of Newton’s aerodynamic problem
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The talk will be devoted to the following problem: find a body having minimal
resistance while moving in rare media. Newton proposed and solved this problem in
the class of convex surfaces of revolution. The solution founded by Newton has very
interesting structure: the body’s front part must be a flat disc. For a long time it was
thought that this solution is optimal in the class of all convex bodies. Nonetheless, in
1995, Guasoni [1] and Buttazzo [2] constructed a counterexample, which shows that
resistance takes smaller values on convex surfaces that are not surfaces of revolution.
The existence of an optimal convex body follows from Marcellini’s theorem (see [3],
1990). So these two facts triggered a search for the genuine optimal convex body,
whose shape is not known at present. There are a lot of heuristic hypotheses about
the shape, which are based on many numerical experiments. Our purpose is to con-
struct a new mathematical apparatus to analytically find the convex body of minimal
resistance.

299



References

1. Guasoni P. Problemi di ottimizzazione di forma su classi di insiemi convessi. Test di
Laurea, Univ. Pisa, 1995–1996.

2. Buttazzo G., Ferone V., Kawohl B. Minimum problems over sets of concave functions
and related questions // Math. Nachr. 1995. Bd. 173, No. 1. S. 71–89.

3. Marcellini. P. Non convex integrals of the Calculus of Variations, pages 16–57. Springer
Berlin Heidelberg, Berlin, Heidelberg, 1990.

4. Lokutsievskiy L.V., Zelikin M.I. Hessian measures in the aerodynamic Newton problem:
E-print, arXiv: 1709.00241.

Коэффициентные критерии равновесности

в одной дифференциальной игре двух лиц
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Тот, кто занимается теорией устойчивости, помнит раздел “коэффициентные
критерии устойчивости”. В нем без решения самой системы уравнений возму-
щенного движения сразу решается вопрос об устойчивости невозмущенного дви-
жения (неустойчивости, абсолютной, асимптотической условной устойчивости)
по ограничениям на коэффициенты системы. В предлагаемом сообщении сдела-
на попытка перенести этот подход на выявление вида равновесности, который
следует использовать в конкретной дифференциальной игре. В математической
теории дифференциальных игр многих лиц общепризнанными являются три ви-
да равновесий: равновесие по Нэшу (РН), равновесие по Бержу (РБ) и равновесие
угроз и контругроз (РУиК). Какие из них игрокам использовать? Каждый имеет
свои достоинства и недостатки!
В данной работе при выборе концепции равновесия предлагается базироваться

на коэффициентных критериях, т.е. на свойствах коэффициентов математиче-
ской модели дифференциальных игр многих лиц. Такой подход демонстрируется
на примере дифференциальной линейно-квадратичной игры двух лиц в нормаль-
ной форме

Γ =
〈
{1, 2},Σ, {Ai}i=1,2, {Ji(U1, U2, t0, x0)}i=1,2

〉
.

В Γ управляемая система Σ имеет вид

ẋ = A(t)x + u1 + εu2, x(t0) = x0,
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D11 D12 D21 D22 C1 C2 РН РБ РУиК
1 D11 < 0 ∀ ∀ D22 < 0 C1 < 0 ∀ ∃
2 ∀ D12 < 0 D21 < 0 ∀ ∀ C2 < 0 ∃
3 D11 < 0 D12 < 0 D21 < 0 D22 < 0 C1 < 0 C2 < 0 ∃ ∃
4 D11 > 0 D12 < 0 D21 < 0 D22 > 0 C1 < 0 C2 < 0 ¬∃ ∃ ∃
5 D11 > 0 ∀ ∀ ∀ ∀ ∀ ¬∃
6 ∀ D12 > 0 ∀ ∀ ∀ ∀ ¬∃
7 ∀ ∀ D21 > 0 ∀ ∀ ∀ ¬∃
8 ∀ ∀ ∀ D22 > 0 ∀ ∀ ¬∃

где A(·) ∈ Cn×n[0, ϑ], момент окончания игры ϑ > 0, начальная позиция (t0, x0) ∈
∈ [0, ϑ)× Rn, ε > 0 — малый параметр, множество стратегий i-го игрока

Ai =
{

Ui ÷ ui(t, x) = Qi(t)x ∀Qi(·) ∈ Cn×n[0, ϑ]
}

,

функция выигрыша i-го игрока (i = 1, 2)

Ji(U1, U2, t0, x0) = x′(ϑ)Cix(ϑ) +

∫ ϑ

t0

(
u′
1[t]Di1u1[t] + u′

2[t]Di2u2[t]
)

dt,

здесь считаем (n × n)-матрицы Ci, Dij (i, j = 1, 2) постоянными и симметрич-
ными, штрих означает операцию транспонирования, неравенство D > 0 (< 0)
означает, что квадратичная форма u′

iDui положительно (отрицательно) опреде-
лена, ui[t] = Qi(t)x(t), x ∈ Rn — фазовый n-вектор, x(t), t ∈ [t0, ϑ], — решение
системы Σ при управляющих воздействиях ui = ui(t, x) = Qi(t)x (i = 1, 2).
Чтобы решить задачу выбора концепции равновесия для игры Γ, следует с по-

мощью критериев Сильвестра или Якоби определить знакоопределенность мат-
риц Dij , Ci (i, j = 1, 2), а затем в зависимости от этого найти соответствующую
строку в прилагаемой таблице и выбрать соответствующую концепцию равновес-
ности.
Если таблица рекомендует равновесие по Нэшу или Бержу, то построение са-

мих соответствующих равновесных стратегий игроков можно найти в [1], а если
равновесие угроз и контругроз, то отсылаем к статье [2].
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