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1. ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ С ИСЧЕЗАЮЩИМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ

Будем рассматривать задачу оптимизации с исчезающими ограничениями (ЗОИО):

(1.1)

где f : �
n
  � – дважды дифференцируемая функция, а h : �

n
  �

l
, g : �

n
  �

m
, G, H : �

n
 

�
s
 – дважды дифференцируемые отображения. Название данного класса задач, введенного

в [1], связано со следующим обстоятельством. Если в точке x ∈ �
n
 для некоторого индекса i ∈ {1,

2, …, s} выполняется Hi(x) > 0, то для допустимости точки x в задаче (1.1) должно, в частности, вы<
полняться ограничение Gi(x) ≤ 0; если же Hi(x) = 0, то ограничение Gi(x)Hi(x) ≤ 0 выполняется ав<
томатически, т.е. ограничение Gi(x) ≤ 0 в такой точке x “исчезает”.

В работах [1], [2] приводятся примеры применения ЗОИО для моделирования задач опти<
мального дизайна топологий механических структур.

Пусть  ∈ �
n
 – допустимая точка задачи (1.1). Введем множества индексов

а также дальнейшее разбиение множества I+ на подмножества

f x( ) min, h x( ) 0, g x( ) 0,≤=

Hi x( ) 0, Gi x( )Hi x( ) 0, i≤≥ 1 2 … s,, , ,=

x

Ig Ig x( ) i 1 2 … m gi x( ), , , 0= ={ },= =

I+ I+ x( ) i 1 2 … s Hi x( ), , , 0>={ },= =

I0 I0 x( ) i 1 2 … s Hi x( ), , , 0= ={ },= =

I+0 I+0 x( ) i I+ Gi x( )∈ 0={ },= =
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а множества I0 на подмножества

Если I00 = ∅, то говорят, что в точке  выполнено условие строгой дополнительности нижнего
уровня. В [1] было показано, что при нарушении этого (весьма обременительного) условия огра<
ничения задачи (1.1) в точке  не удовлетворяют условию регулярности Мангасариана–Фромо<
вица, что делает ЗОИО трудными для анализа и численного решения. Специальные результаты
по условиям оптимальности, чувствительности и численным методам для ЗОИО, использующие
специальную структуру последних, были получены в [1], [3]–[9].

Заметим, что с помощью введения дополнительной переменной u ∈ �
s
 задачу (1.1) можно све<

сти к задаче оптимизации с комплементарными ограничениями (ЗОКО):

(1.2)

ЗОКО – относительно хорошо изученный класс задач (см., например, [10]–[12] и [13, § 4.3]). Од<
нако, помимо повышения размерности задачи, такое сведение имеет следующий серьезный не<
достаток: для данного (локального) решения  задачи (1.1) соответствующее оптимальное зна<
чение дополнительной переменной u определяется неоднозначно; более того, (локальные) ре<
шения (1.2) не могут быть строгими, что делает невозможным выполнение в этих решениях
никаких разумных достаточных условий оптимальности и вызывает трудности при анализе и
численном решении таких задач. Ниже будет показано, как от этого недостатка можно избавить<
ся с помощью специальной модификации целевой функции задачи (1.2).

Напомним некоторые понятия и факты из [1], [6], [7]. Допустимой точке  задачи (1.1) поста<
вим в соответствие две вспомогательные “обычные” задачи математического программирования
следующим образом: расширенная задача математическго программирования (РЗМП) имеет вид

  (1.3)

а суженная задача математического программирования (СЗМП) имеет вид

  (1.4)

Здесь для конечного множества I под yI понимается подвектор вектора y с компонентами yi, i ∈ I.

Далее, определим ЗОИО;функцию Лагранжа задачи (1.1):

где x ∈ �
n
 и μ = (μh, μg, μH, μG) ∈ �

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
.

Допустимая точка  задачи (1.1) называется сильно (слабо) стационарной точкой этой задачи,
если она стационарна для задачи (1.3) (задачи (1.4)) в традиционном смысле. Таким образом, сла<

бая стационарность означает существование  = ( , , , ) ∈ �
l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
 такого, что

(1.5)

(1.6)

и именно такие  будут пониматься под множителями Лагранжа задачи (1.4), а сильная стацио<
нарность означает, что, кроме того,

(1.7)

I+– I+– x( ) i I+ Gi x( )∈ 0<{ },= =

I0+ I0+ x( ) i I0 Gi x( )∈ 0>{ },= =

I00 I00 x( ) i I0 Gi x( )∈ 0={ },= =

I0– I0– x( ) i I0 Gi x( )∈ 0<{ }.= =

x

x

f x( ) min, h x( ) 0, g x( ) 0, G x( ) u– 0,≤ ≤=

H x( ) 0, u 0, Hi x( )ui≥ ≥ 0, i 1 2 … s., , ,= =

x

x

f x( ) min, h x( ) 0, g x( ) 0, HI0+
x( )≤ 0, HI00 I0–∪ x( ) 0, GI+0

x( ) 0,≤≥= =

f x( ) min, h x( ) 0, g x( ) 0, HI0+ I00∪ x( )≤ 0, HI0–
x( ) 0, GI+0 I00∪ x( ) 0.≤≥= =

� x μ,( ) f x( ) μh
h x( ),〈 〉 μg

g x( ),〈 〉 μH
H x( ),〈 〉– μG

G x( ),〈 〉 ,+ + +=

x

μ μh μg μH μG

∂�
∂x
������� x μ,( ) 0,=

μIg

g
0, μ 1 … m, ,{ }\Ig

g≥ 0, μI0–

H
0, μI+

H≥ 0, μI+0 I00∪

G
0, μI+– I0+ I0–∪ ∪

G≥ 0,= = =

μ

μI00

H
0, μI00

G≥ 0.=
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В последнем случае  называется ЗОИО;множителем, отвечающим сильно стационарной точке .

Будем говорить, что в допустимой точке  задачи (1.1) выполнено ЗОИО;условие линейности
независимости, если градиенты

, (1.8)

линейно независимы. Заметим, что это не что иное, как обычное условие линейной независимо<
сти в точке  для задачи (1.4). При выполнении этого условия локальное решение  задачи (1.1)
является сильно стационарной точкой этой задачи.

В дальнейшем также потребуется несколько более слабое условие регулярности для задачи (1.1).
Будем говорить, что в слабо стационарной точке  этой задачи выполнено ЗОИО;строгое условие
регулярности Мангасариана–Фромовица, если в точке  для задачи (1.4) выполнено традицион<
ное строгое условие регулярности Мангасариана–Фромовица, что означает единственность от<
вечающего  множителя Лагранжа  задачи (1.4). Эквивалентная форма этого условия в терми<
нах производных ограничений указана в [7].

Ниже будет использоваться кусочное достаточное условие второго порядка оптимальности

(1.9)

где

Это достаточное условие естественным образом соответствует кусочному необходимому усло<
вию второго порядка оптимальности. Индекс 2 символизирует то, что в отличие от стандартного
критического конуса задачи (1.1) в точке , конус C2 учитывает информацию второго порядка о
последнем ограничении в (1.1).

2. ПОДНЯТАЯ ЗОИО

Переформулировка ЗОИО, о которой пойдет речь в этом разделе, основана на той же идее, что
и переформулировка ЗОКО, предложенная в [14] и использованная в [15].

А именно, рассмотрим множество

которое представляет собой объединение ортанта и луча. Введем дополнительную переменную c

и зададим гладкими ограничениями множество S в пространстве �
3
 переменных (a, b, c) так, что<

бы проекция S на плоскость (a, b) совпадала с множеством D. Например, это можно сделать сле<
дующим образом:

На фиг. 1 изображено такое множество S (в виде сетки) и множество D.
Для всякого i = 1, 2, …, s пару ограничений Hi(x) ≥ 0, Gi(x)Hi(x) ≤ 0 можно записать в виде (Hi(x),

Gi(x)) ∈ D. Идея состоит в том, чтобы заменить это ограничение на включение (Hi(x), Gi(x), yi) ∈ S
с дополнительной переменной yi, появление которой как раз и мотивирует название “поднятая
ЗОИО” для получаемой таким образом задачи

(2.1)

где y ∈ �
s
 – дополнительная переменная. Здесь и далее операции минимума, максимума, возве<

дения в степень понимаются как покомпонентные.

μ x

x

hi' x( ), i 1 2 … l, gi' x( ), i Ig, Hi' x( ), i I0, Gi' x( ), i I+0 I00∪∈ ∈ ∈, , ,=

x x

x
x

x μ

∂2�

∂x
2

�������� x μ,( )ξ ξ, 0 ξ∀ C2\ 0{ },∈>

C2 C2 x( ) ξ �
n

h' x( )ξ∈ 0 gIg
' x( )ξ 0 HI0+

' x( )ξ,≤, 0 HI00 I0–∪
' x( )ξ 0,≥,= ={= =

GI+0
' x( )ξ 0 Gi' x( ) ξ,〈 〉 Hi' x( ) ξ,〈 〉 0 i I00 f ' x( ) ξ,〈 〉 0≤,∈,≤,≤ }.

x

D a b,( ) �
2

b 0 ab 0≤,≥∈{ },=

S a b c, ,( ) �
3

min 0 c,{ }( )2∈ b a max 0 c,{ }( )2≤,={ }.=

f x( ) min, h x( ) 0, g x( ) 0,≤=

min 0 y,{ }( )2
H x( )– 0, G x( ) max 0 y,{ }( )2

– 0,≤=
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Для допустимой точки  задачи (1.1) ограничениями задачи (2.1) дополнительная переменная y,
вообще говоря, определяется неоднозначно: подходящими являются все ее значения, удовлетво<
ряющие соотношениям

(2.2)

Более того, поскольку y не входит в целевую функцию задачи (2.1), из (2.2) следует, что если I0 ≠ ∅, то
( , ) не может быть строгим локальным решением задачи (2.1) ни при каком . Это порождает
трудности при непосредственном использовании поднятой задачи (2.1) для численного решения
задачи (1.1).

Природу нестрогости решений задачи (2.1) можно проинтерпретировать еще и так. Следуя
[14] и [15], строим поднятую задачу для задачи (1.2):

(2.3)

Последнее ограничение дает явное выражение для u:

(2.4)

Если с помощью этого выражения исключить переменную u, то задача (2.3) превращается в за<
дачу (2.1). Но тогда обсуждавшаяся выше неизбежная нестрогость локальных решений задачи (1.2)
порождает нестрогость локальных решений задачи (2.1).

Для преодоления указанной трудности задаче (1.2) можно поставить в соответствие следую<
щую задачу:

(2.5)

где c > 0 играет роль параметра штрафа за нежелательные вариации переменной u.

Предложение 1. Пусть  – локальное решение исходной задачи (1.1). Для произвольного числа c,
удовлетворяющего неравенству

(2.6)

x

yi

= – Hi x( )( )1/2
, i I+,∈

≥ Gi x( )( )1/2
, i I0+,∈

≥ 0, i I00 I0–.∪∈⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

x y y

f x( ) min, h x( ) 0, g x( ) 0,≤=

G x( ) u– 0, min 0 y,{ }( )2
H x( )–≤ 0, max 0 y,{ }( )2

u– 0.= =

u max 0 y,{ }( )2
.=

f x( ) ui
2

cui–( ) min, h x( )
i 1=

s

∑+ 0, g x( ) 0, G x( ) u– 0,≤ ≤=

H x( ) 0, u 0, Hi x( )ui≥ ≥ 0, i 1 2 … s,, , ,= =

x

c max 0 2max Gi x( ) i I0+∈{ },{ },>

1.0

0.5

0

−0.5

−1.0
1.0

0.5

−0.5
0

−1.0
−0.5

0
0.5

1.0

Фиг. 1.
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определим  ∈ �
s
 следующим образом:

(2.7)

Тогда точка ( , ) является локальным решением задачи (2.5).

Доказательство. При выполнении условия (2.6) из (2.7) вытекает, что если опустить в задаче (2.5)
заведомо неактивные в точке ( , ) ограничения, то получим следующую “локальную” версию
задачи (2.5):

(2.8)

(для любой близкой к ( , ) допустимой точки (x, u) задачи (2.5) автоматически выполняется
 = 0). Поскольку ограничения задачи (2.8) не содержат u, минимизацию по u можно осуществ<

лять независимо от x: минимум соответствующего слагаемого целевой функции всегда достига<
ется при ui =  = c/2, i ∈ I0. Отсюда следует требуемое. Предложение доказано.

Приведенное доказательство дает основание ожидать, что если  – строгое локальное реше<
ние задачи (1.1), то определенный в (2.7) элемент  будет отвечать строгому локальному реше<
нию ( , ) задачи (2.5).

Принимая во внимание выражение (2.4), модификация (2.5) задачи (1.2) соответствует следу<
ющей модификации поднятой задачи (2.1):

(2.9)

Аналогом предложения 1 для задачи (2.9) является следующий результат.

Предложение 2. Пусть  – локальное решение исходной задачи (1.1). Для произвольного числа c,

удовлетворяющего неравенству (2.6), определим  ∈ �
s
 следующим образом:

(2.10)

Тогда точка ( , ) является локальным решением задачи (2.9).

Доказательство. Рассуждение совершенно аналогично доказательству предложения 1, только
вместо (2.8) нужно рассматривать следующую “локальную” версию задачи (2.9):

(2.11)

(компоненты yi, i ∈ I+, определяются однозначно, отрицательны, и не влияют на значение целе<
вой функции задачи (2.9)). Предложение доказано.

Следующий пример демонстрирует главный потенциальный недостаток рассматриваемого
подхода: если даже точка  является глобальным решением задачи (1.1), то определяемое соглас<
но (2.10) локальное решение ( , ) задачи (2.9) глобальным может не быть, каким бы большим
ни выбиралось c > 0. Более того, в этом примере у глобального решения ( , ) задачи (2.9) компо<
нента  не является даже локальным решением задачи (1.1): в этой точке выполнено ЗОИО<усло<
вие линейной независимости и она является слабо стационарной, но не сильно стационарной.

u

u
0, i I+,∈

c/2, i I0.∈⎩
⎨
⎧

=

x u

x u

f x( ) ui
2

cui–( ) min, h x( )
i I0∈

∑+ 0, g x( ) 0, HI0
x( )≤ 0, GI+0

x( ) 0≤= =

x u
uI+

ui

x
u

x u

fc x y,( ) f x( ) max 0 yi,{ }( )4
c max 0 yi,{ }( )2

–( ) min,

i 1=

s

∑+=

h x( ) 0, g x( ) 0, min 0 y,{ }( )2
H x( )–≤ 0, G x( ) max 0 y,{ }( )2

– 0.≤= =

x

y

yi

Hi x( )( )1/2
, i– I+,∈

c/2( )1/2
, i I0.∈⎩

⎨
⎧

=

x y

f x( ) yi
4

cyi
2

–( ) min, h x( )
i I0∈

∑+ 0, g x( ) 0, –HI0
x( )≤ 0, GI+0

x( ) 0≤= =

x
x y

x̃ ỹ
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Пример 1. Пусть n = 2, l = m = 0, s = 1, f(x) =  + (x2 – 1)2, G(x) = x1, H(x) = x2. Единственным

глобальным решением соответствующей задачи (1.1) является точка  = (0, 1), где I+0 = {1}. Фор<
мула (2.10) дает  = –(H( ))1/2 = –1, и поэтому fc( , ) = 0 при любом c. Вместе с тем в задаче (2.9)
есть еще ровно одна стационарная точка ( , ), где  = (0, 0), а  = (c/2)1/2, причем при любом
c > 0 эта точка является локальным решением. Более того, при c > 2 имеем fc( , ) = 1 + (c/2)2 –
– c2/2 < 0 = fc( , ), т.е. именно ( , ) является глобальным решением задачи (2.9).

Тем не менее приводимые в разд. 5 численные результаты свидетельствуют о перспективности
данного подхода.

Продолжая изучение связей между задачами (1.1) и (2.9), выписываем функцию Лагранжа по<
следней задачи:

где x ∈ �
n
, y ∈ �

s
 и λ = (λh, λg, λH, λG) ∈ �

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
. Тогда

(2.12)

(2.13)

Предложение 3. Пусть  – допустимая точка задачи (1.1).

Тогда для всякого числа c, удовлетворяющего условию (2.6), справедливы следующие утверждения:

1) если  – слабо стационарная точка задачи (1.1), а  – отвечающий ей множитель Лагранжа
задачи (1.4), то для всякого множества индексов J ⊂ I00 ∪ I0– такого, что

(2.14)

точка ( , yJ), где yJ ∈ �
s
 имеет компоненты

(2.15)

является стационарной в задаче (2.9), причем ей отвечает множитель Лагранжа λ = ;

2) если  – сильно стационарная точка задачи (1.1), а  – отвечающий ей ЗОИО;множитель,
то точка ( , y) является стационарной точкой задачи (2.9) тогда и только тогда, когда y = yJ при
некотором J ⊂ I00 ∪ I0–, причем всем этим стационарным точкам отвечает множитель Лагранжа

 = ;

3) если ( , y) – стационрная точка задачи (2.9), а  – отвечающий ей множитель Лагранжа, то

y = yJ при некотором J ⊂ I00 ∪ I0–, и для  =  выполняется условие (1.5), а также (1.6), кроме, воз;

можно, неравенства  ≥ 0;

4) если J ⊂ I00 ∪ I0–, J ≠ ∅, то точка ( , yJ) не является даже локальным решением задачи (2.9).
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Доказательство. Из (2.12) и (2.13) вытекает, что система Каруша–Куна–Таккера (ККТ), харак<
теризующая стационарные точки задачи (2.9) и отвечающие им множители Лагранжа, имеет вид

(2.16)

С учетом (2.6) при x =  эта система превращается в следующую систему:

(2.17)

Если J ⊂ I00 ∪ I0– удовлетворяет условию (2.14), то для yJ, определяемого согласно (2.15), из
(1.5) и (1.6) вытекает, что пара (y, λ) = (yJ, ) удовлетворяет системе (2.17). Это доказывает утвер<
ждение 1) предложения 3.

Если же  является сильно стационарной точкой задачи (1.1), а  – отвечающим ей ЗОИО<мно<
жителем, то, привлекая дополнительно (1.7), получаем, что для yJ, определяемого согласно (2.15),
пара (y, λ) = (yJ, ) удовлетворяет системе (2.17) при любом J ⊂ I00 ∪ I0–. С другой стороны, если

пара (y, λ) ∈ �
s
 × (�

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
) удовлетворяет (2.17), то, полагая

получаем, что y = yJ. Это доказывает утверждения 2) и 3).

Наконец, если j ∈ J ⊂ I00 ∪ I0–, то для всякого t > 0 определим элемент y(t) ∈ �
s
 следующим

образом: yi(t) = , i ∈ {1, 2, …, s}\{ j}, yj(t) = t > 0 = . Тогда точка ( , y(t)) будет допустима в
задаче (2.9), причем

при любом достаточно малом t > 0. Таким образом, ( , yJ) не может быть локальным решением
задачи (2.9), что и доказывает утверждение 4). Предложение доказано.

В примере 1 точка  = (0, 0), отвечающая глобальному решению задачи (2.9), является по
крайней мере слабо (но не сильно) стационарной в задаче (1.1). Следующий пример показывает,
что компонента  стационарной точки ( , ) задачи (2.9) может не быть даже слабо стационар<
ной точкой задачи (1.1).

Пример 2. Пусть n = 2, l = m = 0, s = 1, f(x) = (x1 + 1)2 + (x2 – 1)2, G(x) = x1, H(x) = x2. Рассмотрим
точку  = (–1, 0), в которой I0– = {1}. Эта точка не является слабо стационарной в задаче (1.1),
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так как соотношению (1.5) удовлетворяют только  = –2 < 0,  = 0 и условие  ≥ 0 в (1.6)

нарушается. Однако соответствующая поднятая задача (2.9)

имеет стационарные точки вида ( , ) и ( , ), где  = 0,  = (c/2)1/2, причем  = ,  = .

Более того, при c ≥ 2 точка ( , ) является глобальным решением задачи (2.9) (при 0 < c ≤ 2 эта
задача имеет другое глобальное решение ( , ), где  = (–1, 1) – глобальное решение задачи (1.1),

 = –1).

Таким образом, задача (2.9) может иметь “паразитические” стационарные точки ( , ), среди
которых могут быть ее локальные (и даже глобальные) решения. Заметим, однако, что, согласно
утверждению 3) предложения 3, порождаемые ими точки  удовлетворяют условию лишь немно<

гим более слабому, чем слабая стационарность (может нарушаться лишь неравенство  > 0

в (1.6)), причем слабая стационарность на самом деле является здесь весьма сильной концепцией
стационарности (см. [9]). Ясно также, что на большее переход к поднятой задаче рассчитывать
не позволяет.

3. ПОЛУГЛАДКИЙ МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО КВАДРАТИЧНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ ДЛЯ ПОДНЯТОЙ ЗОИО

Для решения задачи (2.9) предлагается следующий вариант метода последовательного квадра<

тичного программирования (ПКП). Пусть (xk, yk, λk) – текущее приближение, где xk ∈ �
n
, yk ∈ �

s
,

λk = ((λh)k, (λg)k, (λH)k, (λG)k) ∈ �
l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
. Следующее прямое приближение (xk + 1, yk + 1) ∈

∈ �
n
 × �

s
 ищется как стационарная точка задачи квадратичного программирования

(3.1)

а следующее двойственное приближение λk + 1 ∈ �
l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
 – как отвечающий этой стаци<

онарной точке множитель Лагранжа. Здесь �k – симметричная (n + s) × (n + s)<матрица, и для

y ∈ �
s
 имеют место равенства

где для всякого z ∈ �
s
 через diag(z) обозначается диагональная s × s<матрица с диагональю z. За<

метим, что

В базовом методе последовательного квадратичного программирования (см. [16, § 4.4]) мат<
рица �k выбирается как матрица Гессе функции Лагранжа решаемой задачи. Однако в данном
случае такой выбор невозможен, поскольку и целевая функция, и ограничения задачи (2.9) диф<
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ференцируемы лишь один раз. Вместе с тем производные целевой функции и ограничений этой
задачи являются полугладкими и поэтому базовый выбор матрицы �k заменяется следующим:

где в правой части стоит так называемый B<дифференциал градиентного отображения (x, y) 

(x, y, λk) : �
n
 × �

s
  �

n
 × �

s
 (определения полугладкости и B<дифференциала см., на<

пример, в [16, § 4.5]). Методы такого рода изучались в [17], [18], а также в недавней работе [19]
применительно к задачам оптимизации с ограничениями<равенствами и, в частности, к подня<
тым задачам оптимизации с комплементарными ограничениями. С использованием (2.12),
(2.13) в данном случае B<дифференциал вычисляется явно и состоит из матриц вида

(3.2)

где для y ∈ �
s
 и λ ∈ �

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s

(3.3)

(3.4)

При анализе локального поведения описанного полугладкого метода ПКП ситуация упроща<
ется, поскольку метод сводится к обычному методу ПКП. Пусть  – сильно стационарная точка

задачи (1.1),  = ( , , , ) – отвечающий ей ЗОИО<множитель, а  определяется соглас<

но (2.10). Тогда если элемент yk ∈ �
s
 близок к , то из (3.4) вытекает равенство

(3.5)

Поэтому, согласно (3.2), (3.3), итерационная подзадача (3.1) совпадает с итерационной подзада<
чей базового метода ПКП для задачи

(3.6)

с дважды дифференцируемыми целевой функцией и ограничениями. Ограничение  –

– (x) = 0 служит лишь для определения компонент yi, i ∈ I+, которые больше нигде в задаче (3.6)

не встречаются, и это ограничение можно опустить, как и соответствующее линеаризованное
ограничение в подзадаче метода ПКП. Если, кроме того, опустить в (3.6) заведомо неактивные в
точке ( , ) ограничения, то получим задачу (2.11), использовавшуюся при доказательстве пред<
ложения 2. Из сказанного следует, что локальная сверхлинейная сходимость рассматриваемого
метода к стационарной точке ( , ) задачи (2.9) и отвечающему ей множителю Лагранжа 
(см. утверждение 2) предложения 3) обосновывается в тех же предположениях, в которых обос<
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новывается локальная сверхлинейная сходимость базового метода ПКП к стационарной точке

( , ) задачи (2.11) и отвечающему ей множителю Лагранжа ( , , , ).

Слабейшие условия такого рода были получены в [20]; помимо непрерывности вторых произ<
водных целевой функции и ограничений в искомой стационарной точке, они включают в себя
строгое условие регулярности Мангасариана–Фромовица и достаточное условие второго поряд<
ка оптимальности. Для задачи (2.11) первое из этих условий состоит в единственности множите<

ля Лагранжа ( , , , ), отвечающего стационарной точке ( , ). Разумеется, это усло<

вие выполняется автоматически при выполнении условия линейной независимости градиентов

(3.7)

Предложение 4. Пусть  – сильно стационарная точка задачи (1.1), число c удовлетворяет усло;
вию (2.6), а  определяется согласно (2.10).

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если в точке  выполнено ЗОИО;условие линейной независимости (1.8), то выполняется и усло;
вие линейной независимости градиентов в (3.7), а значит, и строгое условие регулярности Мангаса;
риана–Фромовица в стационарной точке ( , ) задачи (2.11);

2) если в стационарной точке ( , ), задачи (2.11) выполняется строгое условие регулярности

Мангасариана–Фромовица, то в точке  выполняется ЗОИО;строгое условие регулярности Манга;
сариана–Фромовица.

Доказательство. Утверждение 1) очевидно: система градиентов (1.8) из определения ЗОИО<усло<
вия линейной независимости содержит в себе систему градиентов (3.7).

Для доказательства утверждения 2) заметим сначала, что если  – множитель Лагранжа, от<
вечающий стационарной точке ( , ) задачи (2.9), то, согласно утверждению 3) предложения 3,

имеет место равенствоа  = 0. Отсюда немедленно следует, что из единственности множителя

Лагранжа ( , , , ), отвечающего стационарной точке ( , ) задачи (2.11), вытекает

единственность множителя Лагранжа  = ( , , , ), отвечающего стационарной точке ( , )

задачи (2.9): в последнем множителе по необходимости  = 0,  = 0, а остальные компо<
ненты совпадают с соответствующими компонентами множителя для задачи (2.11). Наконец, со<
гласно утверждению 1) предложения 3, из единственности множителя, отвечающего стационар<
ной точке ( , ) задачи (2.9), вытекает единственность множителя Лагранжа, отвечающего ста<
ционарной точке , но для задачи (1.4), а это и есть ЗОИО<строгое условие регулярности
Мангасариана–Фромовица. Предложение доказано.

Как показывает следующий пример, импликация, обратная установленной в утверждении 2)
предложения 4, вообще говоря, не имеет места.

Пример 3. Пусть n = 2, l = m = 0, s = 2, f(x) = (x1 + 1)2 + , G(·) ≡ (–1, –1), H(x) = (x2, x2). Един<

ственным (локальным и глобальным) решением задачи (1.1) является точка  = (–1, 0), в кото<
рой I0– = {1, 2}. Соответствующая СЗМП имеет вид

  min,

(ограничение повторяется). Отвечающие  = (–1, 0) множители Лагранжа СЗМП характеризу<
ются системой

которая имеет единственное решение  = 0. Таким образом, в точке  = (–1, 0) выполняется
ЗОИО<строгое условие регулярности Мангасариана–Фромовица.
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С другой стороны, для соответствующей поднятой задачи (2.9)

при любом c > 0 множители Лагранжа в точке ( , ), где  = ((c/2)1/2, (c/2)1/2) вычисляется со<
гласно (2.10), характеризуются системой

решение которой не единственно. Значит, строгое условие регулярности Мангасариана–Фромо<
вица для поднятой задачи не выполняется.

Далее, с учетом (2.10), достаточное условие второго порядка оптимальности для задачи (2.11)
имеет вид

(3.8)

где

(3.9)

(3.10)

Очевидно, что приведенное достаточное условие равносильно условию

Отсюда и из включения в (3.10) немедленно вытекает следующее

Предложение 5. Пусть  – сильно стационарная точка задачи (1.1),  – отвечающий ей ЗОИО;мно;
житель, причем выполнено кусочное достаточное условие второго порядка оптимальности (1.9). Пусть
число c удовлетворяет условию (2.6), а  определяется согласно (2.10).

Тогда в стационарной точке ( , ) задачи (2.9) для отвечающего этой стационарной точке мно;
жителя Лагранжа  выполняется достаточное условие второго порядка оптимальности (3.8).

Из утверждения 1) предложения 4, из предложения 5 и из результатов работы [20] вытекает
следующая характеризация локальной сверхлинейной сходимости полугладкого метода ПКП
для задачи (2.9) (напомним еще раз, что локально полугладкий метод ПКП для задачи (2.9) сов<
падает с базовым методом ПКП для задачи (2.11)).

Теорема 1. Пусть функция f и отображения h, g, H и G дважды дифференцируемы в некоторой
окрестности сильно стационарной точки  задачи (1.1), а их вторые производные непрерывны в
этой точке. Пусть в точке  выполнено ЗОИО;условие линейной независимости (1.8) и кусочное до;
статочное условие второго порядка оптимальности (1.9) для (единственного) отвечающего 

ЗОИО;множителя  = ( , , , ). Пусть число c удовлетворяет условию (2.6), а  определя;
ется согласно (2.10).

Тогда существует число δ > 0 такое, что при любом способе выбора матриц �k, удовлетворяю;
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статочно близкого к ( , , ), существует последовательность {(xk, yk, λk)} ⊂ �
n
 × �

s
 × (�

l
 × �

m
 ×

× �
s
 × �

s
) такая, что для всякого k точка (xk + 1, yk + 1) является стационарной точкой задачи (3.1),

а λk + 1 – отвечающим этой стационарной точке множителем Лагранжа, причем выполняется не;
равенство

и любая такая последовательность сходится к ( , , ) со сверхлинейной скоростью. Если, кроме
того, вторые производные функции f и отображений h, g, H и G локально липшицевы относительно

, то скорость сходимости квадратичная.

Заметим, что, согласно сказанному выше, ЗОИО<условие линейной независимости (1.8) в
этой теореме может быть несколько ослаблено: его можно заменить строгим условием Мангаса<
риана–Фромовица в стационарной точке ( , ) задачи (2.11).

В [7] для решения задачи (1.1) был предложен так называемый кусочный метод ПКП, локаль<
ная сверхлинейная сходимость которого была обоснована при выполнении ЗОИО<строгого
условия Мангасариана–Фромовица и кусочного достаточного условия второго порядка опти<
мальности (1.9). Согласно утверждению 2) предложения 4 и примеру 3, эти условия несколько
слабее того, что требуется для рассматриваемого здесь полугладкого метода ПКП. Для предло<
женных в той же работе [7] методов активного множества локальная сверхлинейная сходимость
обосновывается при выполнении того же ЗОИО<строгого условия Мангасариана–Фромовица,
но вместо кусочного достаточного условия второго порядка оптимальности (1.9) предполагается
несколько более сильное обычное достаточное условие второго порядка оптимальности. Кроме
того, для кусочного метода ПКП и методов активного множества отсутствует очевидная и гото<
вая к использованию стратегия глобализации, в то время как для полугладкого метода ПКП для за<
дачи (2.9) разумная и естественная стратегия глобализации будет описана в разд. 4.

Стратегия глобализации, о которой идет речь, основана на одномерном поиске для точной
штрафной функции для задачи (2.9). Однако направление pk = (xk + 1 – xk, yk + 1 – yk), где (xk + 1,
yk + 1) – стационарная точка задачи (3.1), гарантированно является направлением убывания та<
кой штрафной функции в точке (xk, yk) лишь в том случае, когда матрица �k положительно опре<
делена (см., например, [16, лемма 5.4.1]). Матрицы �k, вычисляемые согласно (3.2)–(3.4), поло<
жительно<определенными могут не быть. Эти матрицы можно заменить полными квазиньюто<
новскими аппроксимациями. При этом, однако, разрушается присутствующая в �k полезная
диагональная структура. Ниже излагается другой способ получения положительно<определен<
ных модификаций �k, использующий структуру этих матриц аналогично тому, как это делалось
для ЗОКО в [19].

Идея состоит в том, чтобы использовать стандартные квазиньютоновские формулы только

для верхнего левого блока (xk, λk) в (3.2), а элементы диагонали ac(yk, λk) правого нижнего

блока при необходимости заменять положительными числами, причем так, чтобы асимптотиче<
ски возмущение диагонали ac(yk, λk) исчезало. А именно, будем теперь определять �k следующим
образом:

(3.11)

где Hk – симметричная положительно<определенная n × n<матрица, получаемая с помощью ква<

зиньютоновских аппроксимаций (xk, λk), а вектор ak ∈ �
s
 вычисляется по формуле

(3.12)

Здесь ρ : �+  �+ – такая функция, что ρ(t) отделено от нуля положительной константой при t,

отделенных от нуля, и ρ(t)  0 при t  0+; σc : �
n
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 × (�
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 ×  × �
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невязка системы ККТ (2.16) задачи (2.9), т.е. такая функция, которая обращается в ноль в точках,
удовлетворяющих (2.16), и положительна в других точках; M > 0 – верхняя граница на элементы
ak, в качестве которой разумно брать “большое” число (наличие такой границы требуется в тео<
реме 3 о глобальной сходимости, а в теореме 2 для сохранения сверхлинейной скорости сходи<
мости достаточно выполнения условия M > 2c).

Введем отображение Ψc : �
n
 × �

s
 × (�

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
)  �

n
 × �

s
 × �

l
 × �

s
,

Ниже используются следующие невязки системы ККТ (2.16) (разумеется, существует множе<

ство других возможностей выбора функции σc): для x ∈ �
n
, y ∈ �

s
 и λ ∈ �

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
 положим

где ω : � × �  � – применяемая покомпонентно функция дополнительности, т.е. такая функ<
ция, для которой равенство ω(a, b) = 0 выполняется тогда и только тогда, когда a ≥ b, b ≥ 0, ab = 0. Две
наиболее часто используемые функции дополнительности – это функция естественной невязки

ω(a, b) = min{a, b}, а также функция Фишера–Бурмейстера ω(a, b) = a + b – ; соответ<

ствующие варианты функции  будем обозначать через  (от английского “Natural Residu<

al”) и .

В численных экспериментах, результатам которых посвящен разд. 5, использовалась невязка

. Что касается матриц Hk, то они вычислялись посредством квазиньютоновской формулы
Бройдена–Флетчера–Голдфарба–Шанно (БФГШ) с модификацией Пауэлла (см. [21, с. 536, 537]).

Очевидно, что если матрица Hk положительно определена и σc(xk, yk, λk) > 0, т.е. текущая точка
не удовлетворяет системе ККТ (2.16) задачи (2.9), то определяемая согласно (3.11) и (3.12) мат<
рица �k является положительно<определенной. В то же время, как показывает следующая тео<
рема, приведенная модификация сохраняет сверхлинейную скорость сходимости метода в пря<
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мых переменных. Обозначим через πS оператор проектирования на замкнутое выпуклое мно<
жество S.

Теорема 2. Пусть функция f и отображения h, g, H и G дважды дифференцируемы в некоторой
окрестности сильно стационарной точки  задачи (1.1), причем их вторые производные непрерывны
в этой точке, а  – отвечающий  ЗОИО;множитель. Пусть число c удовлетворяет условию (2.6),
M > 2c, а  определяется согласно (2.10). Пусть функция ρ: �+  �+ такова, что ρ(t) отделено от

нуля положительной константой при t отделенных от нуля, и ρ(t)  0 при t  0+, а σc : �
n
 ×

× �
s
× (�

l
 ×  × �

s
 × )  � – некоторая невязка системы ККТ (2.16) задачи (2.9). Пусть

{Hk} – последовательность симметричных n × n<матриц, последовательность {(xk, yk, λk)} ⊂ �
n
 × �

s
×

× (�
l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
) сходится к ( , , ), и пусть для всякого достаточно большого k матрица �k

вычисляется согласно (3.11), (3.12), точка (xk + 1, yk + 1) является стационарной точкой задачи (3.1),
а λk + 1 – отвечающий этой стационарной точке множитель Лагранжа.

Тогда если скорость сходимости {(xk, yk)} сверхлинейная, то выполняется аналог условия Дэнни;
са–Морэ:

(3.13)

Наоборот, если выполнено кусочное достаточное условие второго порядка оптимальности (1.9)
и аналог (3.13) условия Дэнниса–Морэ, то скорость сходимости {(xk, yk)} сверхлинейная.

Доказательство. Так как {yk} сходится к , из (2.10) следует, что для достаточно больших k вы<
полняется (3.5). Отсюда и из сходимости {λk} к  и из (1.6), (1.7) следует, что

    при k  ∞.

Таким образом, согласно (3.3),

  0,   2c при k  ∞, (3.14)

а значит,

(3.15)

Кроме того, из (3.14), из предельного соотношения ρ(σc(xk, yk, λk))  0 при k  ∞ и из не<
равенства M > 2c вытекает, что для любого достаточно большого k выполняются неравенства

а значит, согласно (3.12), имеют место равенства

(3.16)

Теперь покажем, что

(3.17)

Фиксируем i ∈ {1, 2, …, s}. Если  = (ac(yk, λk))i для всех достаточно больших k, то (3.17), очевид<
но, выполняется. В противном случае определим подпоследовательность {kj} всех индексов та<

ких, что  ≠ (ac( , ))i. Из (3.16) следует неравенство
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а также

где третье равенство выполняется в силу предельного соотношения σc(x
k, yk, λk)  0 при k  ∞ и

свойств функции ρ, а неравенство – в силу (3.15). Таким образом, доказано (3.17).

Согласно (3.2), (3.9), (3.11) и (3.17), условие (3.13) эквивалентно следующему:

(3.18)

Здесь

где для любого достаточно большого k вектор ac(yk, λk) однозначно определяется формула<
ми (3.3), (3.4).

Согласно сказанному выше, рассматриваемый здесь квазиньютоновский полугладкий метод
ПКП для задачи (2.9) можно интерпретировать как обычный квазиньютоновский метод ПКП
для задачи (3.6), причем (3.18) есть условие Дэнниса–Морэ для последнего метода. Нужный ре<
зультат теперь следует из [22, теорема 4.1] и предложения 5.

4. ГЛОБАЛИЗАЦИЯ СХОДИМОСТИ

Определим l1<точный штраф ψ : �
n
 × �

s
  � для ограничений задачи (2.9):

Этому штрафу отвечает семейство штрафных функций ϕc, β : �
n
 × �

s
  �,

где β > 0 – параметр штрафа. Следующий алгоритм комбинирует специальный квазиньютонов<
ский метод ПКП, предложенный в разд. 3, с одномерным поиском для штрафных функций этого
семейства, в духе традиционного способа глобализации сходимости методов ПКП (см. [16, алго<
ритм 5.4.1]).

Алгоритм 1 

Предварительный шаг. Выбираем параметры c > 0, M > 2c,  > 0 и ε, θ ∈ (0, 1). Выбираем функ<
цию ρ : �+  �+ такую, что ρ(t) отделено от нуля при t, отделенных от нуля, ρ(t)  0 при t  0+,
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и невязку σc : �
n
 × �

s
 × (�

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
)  � системы ККТ (2.16) задачи (2.9). Выбираем на<

чальную точку (x0, y0, λ0) ∈ �
n
 × �

s
 × (�

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
) и полагаем k = 0.

Шаг ПКП. Если σc(xk, yk, λk) = 0, то стоп. Иначе выбираем симметричную положительно<
определенную n × n<матрицу Hk и определяем матрицу �k согласно (3.3), (3.4), (3.11), (3.12). Вы<

числяем ( , ) ∈ �
n
 × �

s
 как стационарную точку задачи (3.1), а λk + 1 ∈ �

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
 –

как отвечающий ( , ) множитель Лагранжа. Полагаем ξk =  – xk, ηk =  – yk, pk =
= (ξk, ηk).

Шаг одномерного поиска. Выбираем

и вычисляем

Полагаем α = 1. Если неравенство

(4.1)

выполнено, полагаем αk = α. Иначе заменяем α на θα и снова проверяем (4.1), и т.д., пока не бу<
дет выполнено (4.1).

Полагаем

(4.2)

увеличиваем k на 1 и переходим к шагу ПКП.
При обосновании глобальной сходимости алгоритма 1 потребуются следующие вспомога<

тельные факты.

Лемма 1. Пусть даны ограниченная последовательность {ak} ⊂  и последовательность {bk} ⊂ �
q

такие, что

  0,   0 при k  ∞. (4.3)

Тогда 

  0 при k  ∞ ∀i = 1, 2, …, q.

Доказательство. Из неотрицательности элементов последовательности {ak}, из ограниченно<
сти этой последовательности и из первого условия в (4.3) вытекает, что для всякого i = 1, 2, …, q
справедливо

  0 при k  ∞ (4.4)

и поэтому

(4.5)

С другой стороны, для всякого i = 1, 2, …, q из второго условия в (4.3) и из предельного соот<
ношения в (4.4) выводим соотношения

В силу неотрицательности элементов последовательности {ak}, все слагаемые в сумме в правой
части неотрицательны и поэтому данное предельное соотношение имеет место тогда и только то<
гда, когда

  0 при k  ∞.
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Поэтому, снова учитывая неотрицательность элементов последовательности {ak}, имеем

  0 при k  ∞

и, значит,

(4.6)

Комбинируя (4.5) и (4.6), получаем требуемое. Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть даны числовые последовательности {ak} и {bk}, причем ak ≥ 0 для всех k.

Тогда, если выполняется условие

  0,   0 при k  ∞, (4.7)

то выполняется каждое из эквивалентных условий

  0 при k  ∞ (4.8)

и

  0 при k  ∞. (4.9)

Доказательство. Элементарно проверяется, что для любых чисел a ≥ 0 и b ≤ 0 справедливо не<
равенство

в то время как для любых чисел a ≥ 0 и b > 0 справедливо неравенство

Отсюда следует, что из (4.7) вытекает (4.8). Эквивалентность условий (4.8) и (4.9) следует из [23,
лемма 3.1]. Лемма доказана.

Заметим, что из (4.8) (а значит, и из эквивалентного условия (4.9)) условие (4.7), вообще гово<
ря, не следует. Чтобы убедиться в этом, достаточно взять ak = 1/k, b = k, k = 1, 2, ….

Из леммы 1 и 2 вытекает

Предложение 6. Пусть дана последовательность {(xk, yk, λk)} ⊂ �
n
 × �

s
 × (�

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
) та;

кая, что последовательность {λk} ограничена и (λg)k ≥ 0, (λG)k ≥ 0 для всех k.
Тогда для любого числа c из любого из эквивалентных условий

  0 при k  ∞

или

  0 при k  ∞

вытекает каждое из эквивалентных условий

  0 при k  ∞

и

  0 при k  ∞.

В следующей теореме устанавливаются свойства глобальной сходимости алгоритма 1. Заме<
тим, что здесь недостаточно просто сослаться на известные результаты о глобальной сходимости
методов ПКП (например, на [16, теорема 5.4.1] или на [24, теорема 17.2]), несмотря на то, что
структура алгоритма 1 достаточно традиционна. Дело в том, что матрицы �k в этом алгоритме не
являются, вообще говоря, равномерно положительно<определенными, что является одним из
основных ингредиентов традиционного анализа глобальной сходимости методов ПКП.

Теорема 3. Пусть функция f и отображения h, g, H и G дифференцируемы на �
n
, причем их произ;

водные удовлетворяют условию Липшица на �
n
. Пусть в алгоритме 1 в качестве невязки σc исполь;

ai
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зуется , ,  или , а матрицы Hk выбираются так, что последовательность {Hk} ограни;
чена и существует γ > 0 такое, что

(4.10)

для всех k.

Тогда для любого начального приближения (x0, y0, λ0) ∈ �
n
 × �

s
 × (�

l
 × �

m
 × �

s
 × �

s
) либо алгоритм 1

останавливается после конечного числа шагов в решении системы ККТ (2.16) задачи (2.9), либо огра;
ничения подзадачи (3.1) на некоторой итерации оказываются несовместимыми, либо алгоритм
определяет бесконечную последовательность {(xk, yk, λk)}, причем если

(4.11)

для всех достаточно больших k, то выполняется по крайней мере одно из следующих утверждений:
1) справедливо предельное соотношение

  –∞ при k  ∞; (4.12)

2) существует подпоследовательность {( , , )} такая, что

  0 при j  ∞, (4.13)

и, в частности, любая предельная точка подпоследовательности {( , , )} удовлетворяет си;

стеме ККТ (2.16) задачи (2.9). Кроме того, для любой подпоследовательности {( , , )} такой,
что

(4.14)

выполняются предельные соотношения

  0,   0 при j  ∞,

и, в частности, для любой предельной точки ( , , ) подпоследовательности {( , , )} под;

последовательность {( , )} сходится к ( , ) и любая предельная точка последовательно;

сти {( , , )} удовлетворяет системе ККТ (2.16) задачи (2.9).

Доказательство. Если для всякого k выполняется σc(xk, yk, λk) ≠ 0, то из (3.11), (3.12), (4.10) и
свойств функции ρ в алгоритме 1 следует, что матрица �k положительно определена. Таким об<
разом, подзадача (3.1) есть задача квадратичного программирования с сильно выпуклой целевой
функцией, и если ограничения этой задачи совместны, то шаг ПКП алгоритма 1 определяет точ<

ку ( , , ) (λk + 1 = ((λh)k + 1, (λg)k + 1, (λH)k + 1, (λG)k + 1) может определяться неоднознач<

но). При этом для ξk =  – xk и ηk =  – yk выполняются соотношения системы ККТ для
задачи (3.1):

(4.15)

σc σ̃c σc
NR σc

FB

Hkξ ξ,〈 〉 γ ξ 2 ξ∀ �
n

∈≥

βk β 0>=

ϕc β, x
k

y
k,( )

x
kj y

kj λ
kj

σc x
kj y

kj λ
kj, ,( )

x
kj y

kj λ
kj

x
kj y

kj λ
kj

infσc x
kj y

kj λ
kj, ,( )

j ∞→
lim 0,>

p
kj{ } σc x

kj y
kj λ

kj 1+
, ,( )

x y λ x
kj y

kj λ
kj

x
kj 1+

y
kj 1+

x y

x
kj 1+

y
kj 1+

λ
kj 1+

x̃
k 1+

ỹ
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Если ξk = 0 и ηk = 0, то (4.15) превращается в систему ККТ (2.16) задачи (2.9) при x = xk, y = yk и
λ = λk + 1 и поэтому σc(xk, yk, λk + 1) = 0. При этом pk = (ξk, ηk) = 0 и результатом итерации алго<
ритма 1 будет точка (xk + 1, yk + 1, λk + 1), где xk + 1 = xk, yk + 1 = yk, и поэтому σc(xk + 1, yk + 1, λk + 1) = 0,
что противоречит сделанному предположению.

Таким образом, pk ≠ 0, откуда следует, что

(см. [16, лемма 5.4.1]), и шаг одномерного поиска алгоритма завершится после конечного числа
дроблений начального пробного значения α = 1 принятием некоторого значения αk > 0. Следо<
вательно, очередное приближение (xk + 1, yk + 1, λk + 1) будет определено.

Если не существует подпоследовательности {( , , )}, удовлетворяющей (4.13), то най<
дется δ > 0 такое, что

(4.16)

для всех k. Тогда, в силу свойств функции ρ, существует  > 0 такое, что выполняется ρ(σc(xk, yk,

λk)) ≥  для всех k, и из (3.11), (3.12) и (4.10) следует, что

Таким образом, матрицы �k равномерно положительно определены и, кроме того, учитывая
(3.12) и ограниченность {Hk}, последовательность {�k} ограничена. Поэтому из стандартных ре<
зультатов о глобальной сходимости методов ПКП с одномерным поиском (см., например,
[16, теорема 5.4.1]) вытекает следующее: выполняется либо (4.12), либо

  0,   0 при k  ∞. (4.17)

Согласно (4.2) и предложению 6, принимая во внимание липшицевость каждой из функций

(·, ·, λk), (·, ·, λk), (·, ·, λk) и (·, ·, λk), из (4.17) получаем выполнение предельных со<
отношений

  0,   0,   0 при k  ∞,

где последнее соотношение противоречит (4.16).
Тем самым доказано, что если (4.12) не выполняется, то существует подпоследовательность

{( , , )}, удовлетворяющая (4.13).

Наконец, для подпоследовательности {( , , )}, удовлетворяющей (4.14), нужное утвер<
ждение получается повторением проведенных выше рассуждений для этой подпоследовательно<
сти. Теорема доказана.

Доказанная теорема дает основание ожидать, что для предельной точки ( , , ) последова<
тельности {(xk, yk, λk)}, генерируемой алгоритмом 1, пара ( , ) будет стационарной точкой зада<

чи (3.1), а  – отвечающим ей множителем Лагранжа. Заметим, правда, что последнее, вообще
говоря, не гарантирует даже слабую стационарность точки  в задаче (1.1), но единственным ин<

гредиентом слабой стационарности, который может отсутствовать, является условие  ≥ 0
(см. утверждение 3) предложения 3). Кроме того, как уже было отмечено выше, слабая стацио<
нарность для ЗОИО – на самом деле весьма сильная концепция стационарности.

5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В данном разделе приведены результаты численного сравнения алгоритма 1 с некоторыми
альтернативными методами на 23 примерах ЗОИО, взятых из всех известных авторам публика<
ций, касающихся данного класса задач.
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Для краткости будем обозначать номером 1 алгоритм 1, в котором матрицы Hk вычисляются
упомянутым выше способом, а именно по формуле БФГШ с модификацией Пауэлла. Номером 2 бу<
дем обозначать аналог алгоритма 1, в котором матрицы �k вычисляются целиком по формуле
БФГШ с модификацией Пауэлла (а не специальным способом, принятым в алгоритме 1). Номе<
ром 3 обозначается обычный квазиньютоновский (БФГШ с модификацией Пауэлла) метод
ПКП с одномерным поиском для l1<точной штрафной функции, применяемый напрямую к за<
даче (1.1) (без “поднятия” задачи или каких<либо иных модификаций). Указанные три метода
были реализованы без привлечения каких<либо способов преодоления возможной несовместно<
сти ограничений подзадач, а также способов преодоления эффекта Маратоса (см. [16, с. 230]).

Значения параметров алгоритма 1 и соответствующих им параметров других алгоритмов были

выбраны следующим образом: c = 200,  = 1, ε = 10–4, θ = 0.5. Параметр M, который был введен
в целях теоретического обоснования глобальной сходимости метода, на практике должен выби<
раться так, чтобы избегать его влияния на вычислительный процесс при нормальном ходе по<
следнего. В силу отсутствия очевидного разумного способа выбора M, в экспериментах он счи<
тался равным +∞.

Функция ρ была определена равенством

На каждой итерации параметр штрафа βk вычислялся по формуле

Заметим, что такой выбор может не удовлетворять условию (4.11) из теоремы 3 о глобальной схо<
димости, но он привлекателен своей простотой и хорошо работает на практике, поскольку до<
пускает уменьшение больших значений штрафного параметра, которые могут возникать на ран<
них итерациях. Разумеется, последнее свойство можно совместить с выполнением (4.11) в более
сложных правилах выбора βk (см., например, [21, разд. 18.3], [24, разд. 17.1]).

Вычисления проводились в среде Matlab. Для решения квадратичных подзадач использовался
встроенный в Matlab солвер quadprog. Для алгоритмов 1 и 2 использовался критерий остановки

Алгоритм 3 останавливался, когда аналогичная невязка системы ККТ исходной задачи (1.1) ста<
новилась меньше 10–6.

Запуск считался неудачным, если требуемая точность не была достигнута после 500 итераций
или если метод оказывался неспособным выполнить очередную итерацию по той или иной при<
чине.

Для каждого тестового примера осуществлялось 100 запусков алгоритмов из случайно сгене<
рированных начальных точек (одних и тех же для всех алгоритмов). Прямые начальные точки x0

генерировались в кубе с центром в (известном для каждого теста) решении , с ребрами куба,
равными 20. Для алгоритмов 1 и 2 начальное значение y0 вспомогательной переменной опреде<
лялось следующим образом:

Начальные значения двойственных переменных для всех алгоритмов генерировались аналогич<
но прямым, но в кубе с центром в нуле и с дополнительными ограничениями неотрицательности
для компонент, отвечающих ограничениям<неравенствам.

В случае удачного запуска сходимость к решению объявлялась в тех случаях, когда расстояние
от полученного прямого приближения xk до  оказывалось меньше, чем 10–3.

Фиг. 2 дает представление об относительном среднем количестве внешних и внутренних ите<
раций трех методов на один успешный запуск, где под внутренними итерациями понимаются
итерации quadprog. Результаты представлены в виде так называемых performance profiles: подоб<
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ный агрегированный способ представления результатов вычислительного эксперимента был
впервые предложен в [25]. Для каждого алгоритма приводится график функции (здесь и ниже ис<
пользуются следующие обозначения: для алгоритма 1 – сплошная, для алгоритма 2 – пунктир<
ная и для алгоритма 3 – штриховая линии), значение которой в τ ∈ [1, +∞) есть отнесенная к об<
щему количеству задач в наборе сумма долей успешных запусков для тех задач, для которых ре<
зультат (в данном случае среднее количество итераций) алгоритма был хуже (в данном случае
больше) наилучшего (среди трех алгоритмов) не более чем в τ раз. С известной долей условности,
это значение можно интерпретировать как вероятность того, что для задачи из данного набора
результат запуска данного алгоритма будет хуже наилучшего не более, чем в τ раз. При этом счи<
тается, что результат неудачного запуска в бесконечное число раз хуже, чем результат любого
успешного запуска. Точные формулы для функций, графики которых представлены в perfor<
mance profiles используемого здесь типа, можно найти в [26]. Значение такой функции при τ = 1 мож<
но интерпретировать как характеристику “чистой” эффективности алгоритма, т.е. вероятность
того, что алгоритм покажет наилучший результат, а значение при τ = +∞ – как характеристику
“чистой” робастности алгоритма, т.е. вероятность успешности запуска.

Из фиг. 2 можно видеть, что по количеству внешних итераций (а) алгоритм 3 несколько (не<
значительно) эффективнее алгоритма 1, а по количеству внутренних (б) итераций ситуация про<
тивоположная. В обоих случаях алгоритм 2 уступает по эффективности двум другим. Вместе с
тем алгоритм 3 явно уступает двум другим алгоритмам в плане робастности.

На фиг. 3 в аналогичной форме представлены данные об относительном среднем количестве
вычислений значений функций (см. фиг. 3а), задающих ограничения, и их производных
(см. фиг. 3б) на один успешный запуск. На фиг. 4а представлены данные об относительном сред<
нем количестве вычислений значений целевой функции. Во всех случаях полученная картина
аналогична фиг. 2.

Помимо эффективности и робастности, другой важной характеристикой любого алгоритма
является качество выдаваемого им итогового приближения, т.е. доля случаев, когда алгоритм
сходится действительно к решению, а не к какой<либо неоптимальной стационарной точке. Эта
характеристика рассматриваемых алгоритмов отображена на фиг. 4б. Здесь под “результатом”
алгоритма понимается обратная величина к количеству сходимостей к решению. Заметим, что
результат здесь считается равным +∞, если алгоритм ни разу не сошелся к решению, и такие слу<
чаи вносят дополнительный вклад в общее число неудачных запусков, несколько понижая ха<
рактеристики робастности алгоритмов на фиг. 4б по сравнению с предедыдущими performance
profiles.

Фиг. 4б показывает, что алгоритмы 1 и 2 имеют более сильные тенденции сходимости к реше<
нию, чем алгоритм 3. Этот несколько неожиданный результат является следствием более низкой
общей робастности алгоритма 3.

Круговые диаграммы на фиг. 5 призваны дать некоторое представление о способности алго<
ритмов достигать меньших (относительно других алгоритмов) значений целевой функции в слу<
чае успешных запусков: в таких случаях полученное прямое приближение является допустимым
или почти допустимым и поэтому достигнутое значение целевой функции может рассматривать<
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ся как еще одна разумная характеристика поведения алгоритма. Диаграммы на фиг. 5 получены
следующим образом. Для каждого алгоритма и каждой задачи вычисляется среднее достигнутое
значение целевой функции на один успешный запуск; если это значение минимально (среди
трех алгоритмов), то алгоритм относится в категорию “лучший”, а если максимально, то в кате<
горию “худший”. При этом среднее достигнутое значение целевой функции алгоритма счита<
лось равным минимальному (максимальному), если оно отличалось от минимального (соответ<
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ственно, максимального) менее чем на 10–3. Заметим, что для некоторых задач алгоритм мог быть
отнесен в обе указанные категории, если все три алгоритма имели одинаковые средние достиг<
нутые значения целевой функции. После определения количества попаданий каждого алгорит<
ма в каждую из категорий эти числа суммируются для каждой категории и доля каждого алгорит<
ма в полученной сумме отображается на фиг. 5. Точнее, на фиг. 5а отображаются доли
алгоритмов, отнесенных в категорию “лучший”, а на фиг. 5б – не отнесенных в категорию
“худший”. По указанным характеристикам все три алгоритма ведут себя сравнимым образом, хо<
тя алгоритм 2 несколько уступает остальным.

Подводя итог, в отличие от “стандартных” методов, применяемых напрямую к исходной зада<
че (1.1), для предложенного в данной работе подхода обоснована глобальная и локальная сверх<
линейная сходимость. Кроме того, как показывает вычислительный эксперимент, предложен<
ный метод и с практической точки зрения вполне конкурентоспособен.
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