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Аннотация 

Исследуется вопрос о сложности приближенного вычисления функций из 
различных функциональных компактов схемами, состоящими из элементов, 
реализующих заданные непрерывные операции. Для многих компактов до
казано, что почти все (в смысле некоторой колмогоровской меры) функции 
имеют асимптотически одинаковую сложность, равную сложности самой слож
ной функции компакта. При некоторых естественных ограничениях на функ
цию L(e) доказано существование в рассматриваемых компактах функций, 
сложность е-приближения которых по порядку равна L(e). 
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§ 1 Введение 
Статья является продолжением цикла работ [5-15,17] и содержит, в част

ности, подробные доказательства части результатов [9] и [12] и обобщение 
одной теоремы из [15], представляющее из себя попытку построения некото
рой классификации непрерывных функций по сложности их приближенного 
вычисления схемами и формулами в некоторых естественных непрерывных 
базисах. Подготовлена к печати она была в 1989 году, но по техническим 
причинам, не зависящим от автора, выходит только сейчас. Как и в [5-15,17] 
базисом назовем произвольное множество!? непрерывных функций (операций) 
Wk'- Штк —У Ж. Чаще всего будем использовать эквивалентные друг другу бази
сы {х + у, ху, —1/2} и {х — у, ху, 1/2}, состоящие из двух двуместных операций 
и одной константы каждый. Следуя [29] и [28], положим рв = 1/(т — 1) и 
тв = 1 / logm, где т = тв — наибольшее число существенных переменных у 
функций из базиса В (логарифмы здесь и далее двоичные). У всех конкретных 
базисов, рассматриваемых далее, величины рв и Тв равны 1. 

Схемой в базисе В назовем произвольную последовательность функций 
fi(X), . . ., / i ( X ) , X = (xi, . . ., хп), в которой первые п функций определяют
ся равенствами fi(X) = ж8-, а каждая следующая функция fi(X) вычисляется 
через некоторые из предыдущих с помощью одной из базисных операций Wk, 
к = к(1). Схему назовем формулой, если каждая функция fi(X), I > п, исполь
зуется в ней для вычисления следующих за ней функций не более одного раза 
(другими словами, граф, которым обычно изображают схему, может иметь 
ветвления только во входах). 

Сложностью схемы (или формулы) назовем число L, а глубиной — наи
большую длину подпоследовательности / 8 l , . . .,fiD, в которой каждая функ
ция fi., j < D, используется в рассматриваемой схеме для вычисления функ
ции /j -+1 (в графовых терминах глубина — это наибольшая длина ориенти
рованной цепи в схеме). Говорим, что функция / реализуется схемой S, если 
/ равна какой-то из функций /г- схемы S. Сложностью [схемной реализа
ции) функции f назовем число Ьв(/), равное наименьшей из сложностей схем, 
реализующих / . Аналогично определяется Ьв(/) — сложность формульной 
реализации и DB ( /) — глубина функции j . Все введенные понятия переносятся 
и на вектор-функции (операторы). 

Предыдущие определения происходят из теории сложности булевых функ
ций [29]. Так же, как и там, легко проверяется, что 

Вв(/) ^ LB(/) ^ Ьв(/) ^ 2D»UVT». (1) 

В терминах сложности реализации полиномов схемами в базисе В = {х + у, 
ху}иШ можно сформулировать многие задачи алгебраической теории сложно
сти [38-42,44,47], В параграфе 3 приведены доказательства асимптотически 
точных оценок сложности реализации некоторых классов полиномов схема
ми в базисе {х — у,ху, 1/2}, сформулированных в [12]. Эти оценки находят 
применение в следующих параграфах. 
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Для любых е > 0 и / £ С(1п), где I" есть n-мерный параллелепипед, 

Г = [ a b 6 i ] х . . . х [ a n ,& n ] c f f i n , 

определим сложность е-приближения функции / схемами в базисе В как 
LB{/,£) = mm{LB(g): \\f - д\\^^ s}, где \\<р\\ = тах{|<р(ж)|: х £ I"} и ана
логичным образом определим LB(f,e) и DB(f,e). Если все функции 

/ е /с с с(/п) 
с любой ТОЧНОСТЬЮ вычисляются в базисе В, то положим 

LB(JC,e) = max{LB(f,s): f £ 1С} 

и аналогичным образом определим LB(K,,e) и DB(f,e). Обратные к введен
ным функциям величины можно считать разновидностью так называемых по
перечников, интенсивно изучаемых в теории приближений [33]. С несколько 
другой точки зрения задача о сложности приближенного вычисления функций 
изучается в [34,35]. 

По-видимому, рассматриваемая здесь постановка задачи впервые появи
лась в [46]. Там, в частности, исследовалась задача о сложности приближен
ного вычисления действительных чисел схемами в базисе {х ± у,ху,х/у, 1}. 
Методом [46] можно доказать, что для любого конечного базиса В, любого 
конечномерного подпространства V С С(1п) и почти всех (в смысле меры 
Лебега) функций / £ V при любом е < Sf 

г it \^ rfl°gl/e / l o g l o g l o g l / e - c B ) 1 LB [J, e) ^ pB -— — 1 
l o g l o g l / e \ l o g l o g l / e 

А в ( / , е ) ^ cBt„dlogl/s, DB(f,s) ^ TBd\ogl/e - cB,n,d, 

где d = dim У, а с — константы, зависимость которых от разных параме
тров отмечается в индексах. Обобщение этого утверждения на некоторые 
бесконечномерные подмножества С(1п) приводится в § 2. 

Задача о сложности приближенного вычисления непрерывных функций бы
ла поставлена в начале шестидесятых годов А. Н. Колмогоровым [22]. Мера 
сложности, введенная Колмогоровым, сейчас называется битовой сложностью. 
Недавний результат о битовой сложности классов гладких функций см. в 
[43]. Колмогоровская постановка задачи отличается от рассматриваемой в 
[5-15,17] и настоящей статье. Подробнее об этом см. [17], где собраны вместе 
и подробно доказаны оценки мер сложности 

LB(K,,e), LB(K,,e), DB{lC,s) 

для естественных полиномиальных и кусочно-полиномиальных базисов и се
мейства классов функций конечной гладкости. Эти оценки даются в терми
нах е-энтропии и опираются на результаты [4,23]. Далее в параграфе 4 будут 
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получены асимптотически точные оценки величин Ьв()С, е) и Дв(/С, e) для не
которых естественных базисов и семейства классов аналитических функций, 
рассматриваемого в [22,23] (отличие от колмогоровской постановки задачи 
сказывается, в частности, в том, что в ней для классов аналитических функ
ций не удается получить точных по порядку оценок). 

Вообще говоря, ниоткуда не следует существование в произвольном клас
се /С функций / , сложность которых асимптотически равна сложности этого 
класса, то есть Ьв(/,£) — Ьв{К,,е). Действительно, если вместо любого клас
са /С рассмотреть класс 1С' = 1С П [В], где [В] — множество всех функций, 
точно выразимых в базисе В, предполагая, что В — полный базис (то есть 
/С' всюду плотно в /С), то его е-энтропия не изменится, а для любой функции 
f <E JC' Ьв(/,б) = 0 / ( 1 ) (здесь и далее используется символ «О большое», а 
индекс напоминает о его зависимости от указанной величины). 

Вопрос о сложности индивидуальных функций был поставлен А. Н. Кол
могоровым в том же докладе [22]. Посвященный ему результат [1] может 
быть доказан чисто теоретико-множественным образом, поэтому его можно 
перенести и в рассматриваемую здесь постановку задачи. Метод [1] приме
ним к классам функций конечной гладкости и дает нижние оценки, а верхние 
получаются как следствие неравенства 

LB(f,s)<:LB(IC,s). 

В параграфе 6 этот результат получен другим методом, с помощью которого 
доказывается также существование функций с заданной по порядку сложно
стью приближенной схемной реализации; в этом методе наряду с нижними 
получаются и верхние оценки, применим он также и к классам аналитических 
функций. 

Для других мер сложности, например, минимальной степени полинома, 
приближающего функцию с точностью е, подобные вопросы давно рассма
триваются в теории приближений (см. [3,32]). Очевидно, что для базиса 
В = {х + у, ху} U Ж справедливо равенство по порядку 

LB(f,s) х E(f,s) = min{n: En(f) ^ s}, 

где E(f) — точность приближения функции / £ С(I) алгебраическими поли
номами степени п; в параграфе 3 будет доказано более общее утверждение. 
Поэтому соответствующие результаты из [3,32] справедливы и для меры слож
ности Ls(f, £), но с точностью лишь по порядку. Подобным же образом полу
чить соответствующие результаты для меры сложности Ьв(/,£) не удается; 
другим способом это будет сделано в параграфе 6. 

В параграфе 5 доказано существование функций с заданной сложностью 
приближенной реализации формулами в базисе В = {х + у, ху} U Ж, а также 
функций, у которых меры сложности Ls(f, е) и Ls(f, е), где В = {х + у, ху}иШ 
или {х — у, ху, 1/2}, имеют «лакуны». Там же указаны примеры функци
ональных компактов К, для которых можно получить оценки мер сложно
сти LB(JC,S) неэнтропийного вида. 
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В параграфе 7 в качестве приложения результатов предыдущих парагра
фов доказано несколько утверждений о невозможности представления функ
ций из некоторых классов суперпозициями функций меньшего числа перемен
ных. В некотором смысле этот параграф «параллелен»Добавлению 1 к [23]. 

В последнем параграфе приведены конечно-автоматные аналоги некото
рых результатов из этой работы и статьи [17]. 

§ 2 Континуальные аналоги 
эффекта Шеннона 

В теории сложности булевых функций доказывается, что при п —У оо по
чти все функции п переменных имеют сложность, асимптотически равную 
сложности «самой сложной» функции (см. [26-29]). Это утверждение, по пред
ложению доказавшего его О. Б . Лупанова, называется эффектом Шеннона. 
В этом параграфе для некоторых бесконечномерных компактов в С(1п) бу
дут получены нижние оценки, обосновывающие вместе с верхними оценками 
параграфа 4 аналоги эффекта Шеннона. 

Пусть система функций 
{ p k : k e N " } 

удовлетворяет условиям пункта 1 параграфа 7 [22], то есть существует такое 
число А, что для любой конечной линейной комбинации 

справедливо неравенство 

s u p | a k | ^ ^ a k < £ > k ^ A ^ | a k | , (2) 

и пусть убывающая по каждой переменной функция 

Т: [0 ,+оо) п - ^ Ж + 

такова, что ряд 

Е^(к) 
k G H " 

сходится. Обозначим 9Л класс всех функций 

/ = X ak^k' 
k G H " 

коэффициенты которых удовлетворяют неравенствам | a k | <С ^"(k). Положим 

G(e)=log( П ^ ( k ) / £ 

4,^(k)>£ 
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Т е о р е м а 1 [9]. Можно построить такую колмогоровскую меру на 9Л, 
что для любого конечного базиса В для почти всех функций f £ 9Jt и лю
бого положительного е < e(f) справедливы следующие оценки 

(i) ЬВ(/,£)^РВТЩ^ V^G{£)-CB-' 
' logG(e) V b g G ( e ) 

(ii) LB(f,e) ^ cB,nG(e); 

(iii) DB (/ , e) ^ тв log G(e) - cB<n. 

• Отождествим естественным образом 9Jt со счетномерным параллелепи
педом 

Z = П J k С Ж", где J k = [-Т{к),Т{Щ С Ж 

(здесь и далее знак • означает начало и конец доказательства) . Определим на 
каждом отрезке J t равномерно распределенную вероятностную меру и>ь. По 
теореме Колмогорова на 3 существует такая счетноаддитивная вероятностная 
мера и>, что для любого конечного множества М С N n и любого цилиндра 

£ = Д d i 
kes'1 

где множество Ск ш^-измеримо, если к £ М , или равно J t , если к ф М, 
справедливо равенство w<£ = YI ш кСк . 

к е м 
Выберем число А(/) так, чтобы 

2G(A(0) =pN(l), где N(l) = (cB(l + n))1+l/pB, 

и определим множество Mi как 

JV, 

и°мо(Л). 
8 = 1 

где {/i, . . • , / JV, } — множество всех таких /8- £ С(1п), что LB(fi) <С I, a 

О л ( / ) = {5: 5 е Я Я & | Ь - / | К А } . 

Из (2) следует включение 

Я К П 0 А ( о ( Л ) С П [ а к - А ( / ) , а к + А(0]ПЯЯ, 
кей" 

а значит, и неравенство 

Ш * ( Я « П О А ( О ( Л ) ) ^ П ( A ( 0 / ^ ( k ) ) = 2 - G ( A « ) , 
к,^(к)^Л(() 
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где и>* — внешняя мера. Используя субаддитивность меры и>* и оценку 
О. Б. Лупанова 

Ni <: N(1) (см. [29]), 

получаем тогда, что 

N, 

Ш*(М,Г\Ш) <: £ V ( Я К П 0 А ( о ( Л ) ) ^ N,2-G(Ml)) ^ Ж(/)2- с ( л ( г ) ) = Г 2 , 
8 = 1 

откуда следует сходимость ряда 

^ ш * ( М , П9П). 

Поэтому согласно лемме Бореля-Кантелли множество 

IIS (Mi П Ж) 
l—)-oo 

имеет меру нуль. Следовательно, для почти всех / £ 9Л найдется такое / ( / ) , 
что 

fi U м'- (з) 

Пусть е(/) таково, что Ls(f, £(/)) JJ '(/)> и е < е(/) . Так как для некото
рой функции д G С(1п), такой, что 

-МйО =LB(f,e), 

справедливо неравенство | | / — д\\ <С е, то 

/еяяпаы, 
поэтому при е ^ X(LB(f,s(f))) 

f e MLBUAS)) С U м,. 

Противоречие с (3) показывает, что 

e>X(LB(f, е ( / ) ) ) , 

следовательно, при _L = Ls(f,£) справедливо неравенство 

L2N(L) = 2G^L^^2G^, 

значит, 
(3 + Ь/рв)(св + log(L + п)) > G(s), 
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откуда и следует неравенство (i). 
Неравенство (ii) доказывается аналогично, только вместо оценки числа 

схем данной сложности используется оценка О. Б . Лупанова [26] 

Ni <: (свп)1 

для числа различных формул в базисе В сложности не выше /. 
Неравенство (iii) следует из (ii) и (1). В доказательстве использовалась 

лишь левая часть неравенства (2), что дает возможность применять теорему 
в параграфе 4 во всех случаях. • 

Базис назовем почти конечным, если он состоит из конечного числа функ
ций и произвольного множества действительных констант. Для таких бази
сов теорема 1, вообще говоря, неверна, но при некоторых ограничениях и 
здесь можно получить нетривиальные нижние оценки. Базис назовем поли
номиальным (рациональным), если он состоит из алгебраических полиноми
альных (рациональных) функций, и жегалкинским, если в его функции все 
переменные входят только в первой степени (примером такого базиса служит 
{х ± у, ху, х/у} UM}). 

Т е о р е м а 2. 
(i) Если В — полиномиальный базис, то для почти всех функций f £ 9Jt 

(в смысле теоремы 1) и любого е < e(f) справедливы неравенства 

'*<>•*> * ™ ( т ^ т а ) 
DB (/ , е) ^ тв log G(2e) - св log log max(G(2e), 1/e). 

(ii) Если В — полиномиальный жегалкинский базис, то к оценкам пункта 
(i) добавляется асимптотическое неравенство 

(n + l ) l o g m a x ( G ( 2 e ) , l / e ) 

(iii) Если все функции из 9Л удовлетворяют одному и тому оке условию 
Еельдера с показателем г по всем переменным и В — рациональный базис, 
то при любом е < е ( / , В) неравенства п. (i) заменяются на неравенства 

L, , ( / , е) > m m (свуЩ^ТЩ, с ^ + ^ ) \ 

DB(f, г) > тв logG(5e + 2е2) - cB,n,r loglogmax(G(5e + 2е2), 1/е). 

(iv) Если в условиях п. (iii) предположить, что В — рациональный же
галкинский базис, то к неравенствам п. (iii) добавляется неравенство 

~ Cr(l + № ) G ( 5 £ + 2£
2) 

LB\J,£) £ \ 7-, • 
п log 1/e 
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• Теорема является комбинацией предыдущей теоремы и теоремы 3 [17] и 
доказывается подобно этим теоремам. • 

Аналогичная комбинация теоремы 1 и теоремы 2 [17] является следствием 
теоремы 1 и следующего утверждения. 

Т е о р е м а 3 . 
(i) Пусть В — произвольный почти конечный базис, все функции которо

го удовлетворяют по всем переменным одному и тому же условию Липшица 
и все константы которого принадлежат некоторому отрезку (такие ба
зисы называем далее липшицевыми) и В — конечный базис, получающийся 
удалением из В всех констант и добавлением операций х — у, ху и констан
ты 1/2. Тогда для любой функции f, такой, что при е —У О 

LBo{f, г)/log- - > о о , 

справедливы неравенства 

^ св min I \/LBo (/ , s + s2) log LBo (f,e + s2), 

DB (/ , e) ^ TB log LBo (/ , e + e2) - cB log max I 1 

LBo(f,£+£2)^LBo(f,e+e2) 

log 1/e 

log 1/e 

\ogLBo(f,s + s2 

(ii) Если в дополнение к условиям пункта (i) все функции базиса В удо
влетворяют условию Липшица \f(x) — f(y)\ ij max,' \xi — yi\, то первое нера
венство пункта (i) можно усилить до следующего неравенства по порядку 

Т , . w LBo (/ , 2е) log m i n ( £ B o (/ , 2e), 1/e) 

log 1/e 

(iii) Если в дополнение к условиям пункта (i) все функции базиса В удо
влетворяют по каждой переменной условию Липшица с множителем 1, то 
к неравенствам пункта (i) можно добавить неравенство 

LB(f,e)» Z»(f,e + e>) 
log m a x ( L B (/ , e + e2) , 1/e) 

(iv) Если базис является объединением липшицева и жегалкинского бази
сов, то справедливо неравенство 

W / , e + e2)\ 
LB (/ , е) ^ св min \l LBo (/ , е + е2 

log 1/e 
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• Пусть S — схема в базисе В, реализующая функцию / с точностью е и та
кая, что LB(S) = LB(f, е). Заменим все константы в S на рациональные дроби 
со знаменателем 2™, где т =] log l/8[, приближающие их с точностью S, кото
рую выберем позднее. Из леммы 27 [17] следует, что функция д, реализуемая 
новой схемой, удовлетворяет неравенству 

Положим 

\9-f\\^e + c^S. 

2-DB(S) 
6 С в 

тогда 
LBo(f,e + e2) ^ LBo(g). 

Реализуя константу 2~т в базисе {ху, —1/2} со сложностью O(logm) и заме
чая, что число к всех констант в схеме не превосходит LB(f,e), с помощью 
леммы 1 [15] и результата [45], получаем, что все эти константы можно реа
лизовать в базисе {ху, х — у, 1/2} со сложностью 

тк О [т + к + 
log m 

Построенная схема в базисе Во реализует функцию / с точностью е + е2, 
поэтому справедливо неравенство 

LBo(f,e + e2) ^LB(f,e) + o(m + k + - ^ \ ) < 
V ю&тк ' 

< LB (/, e)+DB ( / , £ )+ log l /e + 
(4) 

LB (f,e)(DB(f,e)+ log 1/e) 

\og(LB (f,e)(DB ( / , £ )+ log 1/e)) 

По условию 
LBo{f, г)/log- ->oo, 

' 6 

откуда с помощью (4) и (1) получаем, что 

LB(f,s) 
—v оо 

log(DB ( / , £ )+ log 1/e) 

Так как при условии log у <С 0(x), log ж <С О (у) справедливо неравенство 

ху ^ f ху 
\ogxy \\ogxy 

то из (1), (4) следует, что 

LBo{f,e + ez) = 0 
2^_^l LB (f,e)(DB (/,е) + log 1/e) 

log(LB(/,e)(£>B ( / , e )+ log 1/e)) 

file:///ogxy
file:////ogxy
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откуда 

LBo(f,e + s2)logLBo(f,s + s2)<:0(LB(f,s)(DB(f,s)+logl/s)). (5) 

Из (5) и (1) вытекают оценки пункта (i). 
Пункт (ii) доказывается аналогично, только вместо леммы 27 используется 

лемма 29 [17], в соответствии с ней выбирается S = е и получается неравенство 

LBo (f, 2s) « LB (f, s) + log 1/e + . ^ ( / / f} ^ f ^ , , 

из которого и следует оценка пункта (ii). 
Пункт (iii) также доказывается аналогично, только вместо леммы 29 ис

пользуется лемма 31 [17], в соответствии с ней выбирается S = е2 / ЬВ(Ф), и 
все константы, входящие в формулу Ф, реализуются с точностью S формула
ми в базисе {ху, х — у, 1/2} со сложностью 0( log 1/6) каждая. Получаем тогда 
равенство 

LBo(f,s + s2) = О (LB(f,s)logl/s) , 

из которого и следует оценка пункта (iii). 
Для доказательства пункта (iv) используем лемму 33 [17], выбираем 

а далее рассуждаем аналогично доказательству п. (iii). • 

§ 3 О сложности вычисления 
некоторых классов многочленов 
нескольких переменных 

В этом параграфе будут, в частности, доказаны утверждения [12]. Произ
вольный полином f(X) G М[-Х"], X = (xi, . . ., хп) записываем в виде ^2 ааХа, 

a£Mf 

где а = («1, . . .,ап) £ Щп, Ха = х"1 . . . х„п, Mj С N n . Множество всех поли
номов /(-X") £ М[-Х"], таких, что Mj = М, обозначим V(M); его подмножество, 
состоящее из всех полиномов с коэффициентами 0, . . ., к — 1, обозначим Vk(M). 
Множество М С N n назовем правильным, если вместе с каждым вектором оно 
содержит и все меньшие его вектора (по определению a <С /3, если при всех г 
оц ^ Pi)- Множество, полученное из правильного параллельным переносом, 
назовем Т-правильным. Множество 

{ Т Е Г : а ^ 7 ^ / 3 } 
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назовем n-мерным интервалом, а числа /?8 — а8 + 1 — его линейными размерами. 
Интервал, все размеры которого, кроме, быть может, одного, равны единице, 
назовем шпалой. Длиной шпалы назовем наибольший ее размер. Мощность 
множества М обозначим \М\. 

Т е о р е м а 4 [11]. Пусть базис В = {ху,х — у, 1/2}, М — правильное мно
жество, log, \M\ —У со. Тогда справедливы неравенства 

J € У к (М ) 

+ 0(\МПЕп-1х {0}|). 

(iii) Если М — правильный n-мерный интервал, то 

M n ( M ) K ^ f i . 5 1 o g ^ l M l + °« 
log, \M\ V log, \M\ 

(iv) Пусть Т: N n —У Ж — функция, убывающая по каждой перемен
ной, f(X) = ^2 аа¥а{Х) — обобщенный полином, где М С N n , 

а£М 
fa G C(In), aa G Ж, | я а | <С -^(а) , a G M, G(e) — функция, равная 

1°82 П 1-^7(а)1/е Ь С — число, равное ^2 ^Г(а)> К — число, равное 
\а£М ) а£М 

Y^ \\<Pa\\- Тогда 
а£М 

т (f л< G(e/2K) ( 3 log2 log2 G(e/2K) + 0 (1 ) 
B [h £> - log2 G(e/2K) { + log2 G(e/2K) 

+ 0(\M\ + loglog 1/e) + L B ( { ^ « : a G M } , e /2C) . 

• Для доказательства понадобятся две леммы. 

Л е м м а 1. Правильное множество М С N n можно покрыть не более чем 
п • \Муп~1"п непересекающимися шпалами. 

• Индукция по п. База (п = 1) очевидна. Шаг индукции. Разрежем М 
на слои: М = \Jp

i=1 М8 , где М8 = N{ х {г}, N{ С Е"'1, N0 Э Nx D . . ., 7V8 — 
правильные множества. Выберем индекс j так, чтобы 

\Nj\ < \М\{п~1^п, \Nj-il Z \M\{n~lVn. 

file:///Nj-il
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Возможно, что j = 0, то есть при всех j справедливо неравенство 

\Nj\ < \M\{n-^/n, 

или j = р + 1, то есть при всех j 

\Nj\ Z \M\{n~lVn. 

Покроем каждое Ni при г < j шпалами согласно предположению индукции, 
а при г J> j — шпалами, параллельными оси Охп. Общее число шпал в этом 
покрытии не превосходит 

i - i 

\Nj\ + Y^(n-1)\Mi\{n~2)'{n~1)-
8 = 0 

Оценивая \Nj\ сверху как \М\(п~1>'п, а сумму — с помощью неравенства Йен-
сена для степенной функции, получаем для мощности покрытия оценку 

| M | ( n - 1 ) / n + ( n - l ) i ^ r | M i _ 1 | ( n - 2 ) / ( n - 1 ) . 

Так как 
i - i 

^ М | ( п - 1 ) / п ^ | М г К | М | ; 

8 = 0 

то j <J IMI 1 ' " , и получаем оценку 

| M | ( n - i ) / n + ^п _ i J l M l ^ i r i M l ^ - 2 ) ^ " - 1 ) = п\М\{п-1^п. П 

Л е м м а 2. Правильное множество М С N n можно покрыть не более чем 

\М1 + п\М\(п-1)/п 
т 

непересекающимися шпалами длины, не большей т. 

• С помощью леммы 1 покроем М не более чем п | М | ( " - 1 ) ' " шпалами. 
Каждую из них разрежем на шпалы длины т и, может быть, одну шпалу 
меньшей длины. Число коротких шпал не больше п | М | ( " - 1 ) ' " , а длинных — 
не больше \M\jm. • 

Докажем п. (i) теоремы. Разрежем М с помощью леммы 2 на шпалы длины 
не более s3 , где 

s = [ l o g f c | M | - 4 1 o g f c l o g f c | M | ] . 

Их количество р не превосходит 

s-3\M\ + n\M\(n-1Vn. 

file:///M/jm
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Каждую из этих р шпал разрежем на шпалы длины не более s так , чтобы их 
количество q не превзошло 

s-l\M\ + n\M\{n-lVn. 

В соответствии со сделанными разрезами представим полином /(-X") в виде 

р р s2 — 1 s — 1 

J2 fi = J2 Х"' J2 Л Х ' > где X = (Ж1, . . ., хп), аг £ М, fa = ] Г Ь,х1
и. 

8 = 1 8 = 1 j = 0 1 = 0 

С помощью sn умножений вычисляем все мономы 

xt, 1 <С t <С п, 1 <С / <С s, 

а с помощью дополнительных s2n умножений вычисляем все мономы 

Теперь для вычисления всех полиномов вида 

J2bi4, i ^ ^ 
( = 0 

достаточно О(к'п) элементов, а для вычисления всех полиномов вида 

s - l 

J2bixl l^t^n, l ^ j ^ s 2 - ! , 
( = 0 

нужно еще kss2n элементов. Используя задачу 27 из п. 4.6.3 [21], замечаем, 
что для вычисления всех мономов 

xai, U K P , 

достаточно 
2 р 1 о ё 2 | М | + 2" 

элементов. Теперь для вычисления / нужно еще О(р) + q элементов. В итоге 
получаем оценку 

LB{f) ^q + 0(p) + 2plog2 \M\ + Т + kss2n + sn + s2n <C 

\M\ (л , 41og f c log f c |M| + 3n + 0 ( l o g * ) ^ , ^ . „ n . i 
^ Г^ТШ l + 1 \м\ " Ь ' + 5n\M\'~ log \M\ + T. 

log2 \M\ \ logfe \M\ 

Пункт (i) доказан. 
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Докажем пункт (ii). Воспользуемся представлением 

f= E X^J2<2'J2<S^^^ гдеМо = МПМ"-1х{0}, 
(6) 

-31og f c log f c |M|] . 

2 ^ 2 - 2 

r.s Jls js 
• 7 ^ П 7 П I ' ' ' ! ^Tl 7 * * * 

-s-2\M\ 

(3eM0, 

с помощью \Мо\ умножений. С помощью 0(ks) сложений вычислим все поли
номы вида 

s - l 

Y;bixn, hi e { o , i , . . . , * } , 
( = 0 

а потом с помощью ks s умножений — все полиномы вида 

s - l 

<sJ2blX"' hl e{0,l,...,Ar}, O^i <s. 
1 = 0 

Обозначим rripi число мономов вида 

aX?xl+is\ 0<:l<s2, 

в полиноме / . Тогда 

Y^mP,i = \М\-
j3,i 

Заметим, что сумму п слагаемых можно вычислить с помощью п + 2 операций 
вычитания. Поэтому каждый полином 

/ j хп Jp,i,j 
з 

вычисляется со сложностью не более 

]mpti/s[+2, 

а система из всех таких полиномов — со сложностью не более 

/зем0 i j 
s = [log, \M\ -

Вычислим все мономы 

с помощью не более чем 
0(s) + 

умножений, а потом — все мономы 

\M\/s + 2\M\/s2 + 3\M0\. 
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Для вычисления всех полиномов 

/ j хп / у хп Jfl,i,j 
i 3 

нужно еще 
2 |M|/s2 + 2|M0| 

операций, а для вычисления / — согласно представлению (6) еще 2|Мо| + 2 опе
раций. В итоге получаем оценку 

LB(f) ^ \M\/s + 5\M\/s2 + 8\M0\ + ¥s + 0{¥) ^ 

< 1М1 Л , 31ogfclogfc|M| + Q(l) \ 

Пункт (ii) доказан. 
Докажем пункт (iii). Обозначим размеры интервала М через d\, . . . ,dn. 

Если для некоторого г 
Ь>\о&\М\, 

то из пункта (ii) следует более сильное неравенство, чем в п. (ii). Поэтому 
далее предполагаем, что при всех г 

di^\og2
k\M\. 

Выберем индекс / так, чтобы 

п 

WkW\< П *^\о&\М\, (7) 

и воспользуемся представлением 

f = J2X"J2f"^ г д е а = К . . . , а , , 0 , . . . , 0 ) е М , (8) 
а г 

и число мономов в каждом полиноме fa>{ не превосходит 

s=[log f c |M|-51og f c log f c |M|] , 

а значения индекса г не превосходят величины 

п 

3=1 + 1 

Вычислим все мономы вида 

Ха, а= ( а ь . . . , а ; , 0 , . . . , 0 ) £ М, 
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xi3, /?= (о,.. . ,о,/?,+!,. . . , /?„) е м 
с помощью 

I п 

Y[dj+ П dj 
3 = 1 j=l+l 

умножений. Так как среди полиномов / а 8- не более 

s-1 Д dj 
3=1 + 1 

различных, то для их вычисления требуется 

O^k's'1 Д dj 
3=1 + 1 

сложений. Для вычисления / согласно представлению (7) нужно еще 

\M\/S+O mdj 
\=i 

операций. В итоге, учитывая (8), получаем оценку 

M / K W / s + o l J I ^ + Fs-1 f[ d^j<:\M\/s + o(iogf\M\)\M\<: 
51ogfelogfe | M | + 0 ( 1 ) 

£ м 1 
log, \M\ V log, \M\ 

Осталось доказать пункт (iv). Выберем функции фа(Х) так , чтобы 

Ьв(ШХ): а е М}) = ЬВ(ШХУ- « е М } , е / 2 С ) , 

Уа-фа\\^е/2С, 

число П Ё Н так, чтобы 
2 " п <^е/2К < 2 " n + 1 , 

и числа Ьа G "Ж, так , чтобы 

|2"п&« - аа\ <С 2 " " , | 6 а | <С 2 " | а а | <С 2KF(a)/e. 

Тогда 

| | / -2"" ^ & « ^ | К е , 
а£М 

(9) 
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(10) 

следовательно, 

LB (/ , е) <i Ьв (л~п ^ ЬафЛ <С 0( log n) + LB(s^ ЬафЛ <i 

^0(\оёп+\М\) + 1в({фа(ХУ- а е М}) + LB({ba: a e M}). 

Запишем числа Ьа в двоичной системе и рассмотрим полином 

Р(х,у) = J2 xa^2baiiy\ 
а£М 8 = 0 

где ba>i — соответствующие цифры, а 

па <: log(2KF(a)/e) 

при всех а £ М. 
Так как 

^2(na + l)^G(s/2K) + \M\, 
а£М 

то, применяя пункт (ii), получаем оценку 

LB(P(x, у)) <С 0(\М\) + LB ( 7 ] Г ba>ly> X) <С 

< 0(\МI) I G ( £ / 2 A ' ) Л , 3 1 o g 2 l o g 2 G ( £ / 2 A ' ) + 0 ( l ) 
log2 G(e/2A') V b g 2 G(e/2A') 

Коэффициенты полинома P(x,2) равны Ьа, поэтому из (9)—(11) следует нера
венство пункта (iv). • 

З а м е ч а н и я . Теорема 4 (i)-(iii) справедлива и для полиномов над конеч
ным полем и соответствующего базиса {1, ху, х + у}. Она является обобщением 
некоторых результатов [46], а ее доказательство основано на конструкци
ях, параллельных конструкциям О. Б . Лупанова [29]; из нее получается как 
следствие частный случай теоремы о сложности реализации булевых функ
ций схемами из функциональных элементов [29]. Мощностным методом [29] 
получается нижняя оценка 

Поэтому оценка пункта (i) при фиксированных п и к и \М\ —У оо является 
асимптотически точной. При некоторых ограничениях на \Мо\ оценка пунк
та (ii) дает лучший остаточный член. Пункт (iii) интересен тем, что дает 
асимптотику без каких-либо ограничений на п и к (кроме естественного усло
вия logfe \М\ —У схэ). Однако какое-то ограничение на форму множества М в 
нем необходимо, ибо 

LB(xi + • • -хп) = п + 0 ( 1 ) , 
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a | M | / l o g | M | в этом случае есть о(п). 
Теорема 4 (i)-(iii) справедлива также и для монотонного базиса {1,ху, х+у}. 

Ограничения на геометрию множества М в этом случае необходимы, так как 
без них, согласно [10], теорема, вообще говоря, не верна. В случае, если 
logfe \M\ ограничен, оценки теоремы 4 теряют точность. Однако для пра
вильного интервала М при к —У оо с помощью теоремы 4 (iii) и мощностного 
метода [29] можно получить асимптотику 

LB(Vk(M))~- Л г. 
log fc(|M|log fc) 

Т е о р е м а 5. Пусть М С N n — правильное множество. 
(i) Для В = {1, ху, х + у} справедливо неравенство 

DB(Vk(M)) <: log 2 ( |M| log2 к) + < V l o g 2 ( n + l ) l o g 2 ( | M | l o g 2 * ) , 

а для В = {ху, х + у} U Ж — неравенство 

DB(V(M)) <: log2 \M\ + < V l + l o g 2 n l o g 2 | M | . 

(ii) Для В = {1, ху, х + у} справедливо неравенство 

L(Vk(M))<:3}log2k[\M\-2, 

а для В = {ху, х + у} U Ж — неравенство 

L(V(M)) <$ 3 | M | - 2 . 

(iii) Если М — правильный интервал и В = {1, ху, х + у}, то при п —У оо 

ZB(7MM))~-J^-, 
\ogkn 

а при log2 к + di + • • • + dn = 2 

DB(Vk(M)) = log2 \M\ - log2 log, n + 0 ( 1 ) . 

• Для доказательства пункта (i) нужны две леммы. 

Л е м м а 3. Правильное множество М С N n при любом т <J \M\ можно 
разбить не более чем на (п + 1)\М\/т Т-правильных множеств мощности не 
более т каждое. 

• Индукция по п. База (п = 1) очевидна. Шаг индукции. Разрежем М на 
слои так же, как и в доказательстве леммы 1, и выберем j так , чтобы 

\Mj\ ^ т и |Mj+i | < m 
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(случаи, когда \Мо\ < га или при любом j \Mj\ >̂ га рассматриваются анало
гично). По предположению индукции множества М8- при г <С j можно разре
зать не более чем на 

j 

^2n\Mi\/m 
8 = 0 

Т-правильных множеств. Определим числовую последовательность ki, 
1 <i i <i r, так , чтобы к\ = j и при любом s < г 

fes + l - l &s + l 

]Г |Мг-Кга/2< J2 1М»1 
i=fcs + l i=fcs + l 

(возможно, что при всех к 

к 

i=j + l 

тогда г = 1). 
Так как при г < г 

fes+i fes+i-i 

га/2< Е |М,-|^2 Е |М,-|^т 
i=ks + l i=ks + l 

и множества 

U Mi 
i=ks + l 

Т-правильные, то множество 

i>j 

можно разбить на г штук Т-правильных множеств. В итоге множество М 
разбито не более чем на 

y"n\Mi\/m + r <С Y"n\Mi\/m+— V | M ; | + 1 <С ^—\М\ 
г' = 0 г' = 0 a > j 

Т-правильных частей мощности не более га каждая. • 

Л е м м а 4 . Пусть полином f(X) £ V(M), М С N n — правильное множе
ство, базис В = {ху, х + г/} U Ж « 

l o g 2 | M | ^ ( l + ] l o g 2 ( n + l)[)C„2. 

Тог (9а 
D B ( / ) ^ ( l + ] l o g 2 ( n + l ) [ ) C u

2
+ 1 . 

_Ec4« коэффициенты f(X) равны 0 « 1, то это верно и для В = {ху, х + у, 1}. 
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• Индукция по v. База (v = 1) очевидна. Шаг индукции. С помощью 
леммы 3 разобьем М на 

Т-правильных частей мощности не более 

2 « c » - i 

каждая, где 

g = l + ] l o g 2 ( n + l)[, 

и соответственно этому разбиению представим f(X) в виде 

s 

f = J2frXa', (12) 
8 = 1 

где 
а,- £ М, fi = ^apX?, \Ki\ <С 2«C»-S 

/зек, 

К{ — правильное множество, 1 <С г <С s. 
Из предположения индукции следует, что 

maxDB(fi)<:qCl (13) 
г 

а из (12)—(13) — нужная оценка 

DBU) ^ ] l o g 2 s [ + l + m a x { £ > B ( / , - ) , I > B ( A : a ' ) } ^ 
г 

<С 1+] log2(n + l)[+q(v - 1) + max{gC„2,] log2 \M\[} <C qv + qC2
v <C qC2

v + l . П 

Для доказательства пункта (i) выберем v так , чтобы 

qCl_1<\og2\M\^qCl 

и, применив лемму 4, получим,что для / £ V(M) 

DB(f) <: qCv + l = qiC2^ + 2v - 1) <C log2 \M\ + 2^2qlog2\M\ + q <C 

<: log2 \M\ + 0 ( V l o g 2 ( n + l ) l o g 2 | M | ) . 

Такое же неравенство верно и для / £ 7>2(М) и 5 = {жг/, х + у, 1}. 
Случай / £ Vk(M) сводится к случаю к = 2, если представить /(-X") 

в виде д(Х,2), где полином g(X,Y) имеет коэффициенты 0, 1 и состоит из 
\М\] log2 k[ мономов. 

В случае п = 1 и В = {ху, х + у} UM разложим / на линейные и квадратные 
множители и заметим, что каждый из них реализуется с глубиной 0 ( 1 ) , а их 
произведение — с глубиной log2 \M\ + 0 ( 1 ) . 



696 С. Б . Г А Ш К О В 

Докажем индукцией по п, что для любого / £ V(M) и В = {ху, х + у} U Ж 

Z B ( / K 3 | M | - 2 . 

База (п = 1) непосредственно проверяется с помощью схемы Горнера. Шаг 
индукции. Воспользуемся представлением 

f = ^2x%
nfi{xi,...,xn_i) = {fdnxn + fdn-i)x„ H h / o , 

8 = 0 

из которого следует, что 

dn 

М Л ^J^LB(fi) + 2dn, где /,- = ^ aaXa, Mi С Н""1. 
8 = 0 a£M, 

Применяя предположение индукции, получаем тогда нужное неравенство 

dn 

м я ^ £ ( 3 1 м » | - 2 ) + 2rf« = 3<Mi -2-
8 = 0 

Аналогично для / G V'i{M) и В = {ху, х + у, 1} получаем неравенство 

Z B ( / K 2 | M | - 2 . 
Случай / G Vk(M) сводится к случаю к = 2 так же, как и в пункте (i). 
Пункт (iii) доказан в [13]. • 

З а м е ч а н и я . Пункты (i) и (iii) теоремы 5 является некоторым аналогом 
результатов [42-44] и [26]. Ее оценки являются асимптотически точными, что 
вытекает из (1) и того факта , что для / £ V(M) с алгебраически независи
мыми коэффициентами и базиса В = {ху, х + у} U Ж справедливо неравенство 

МЛМ(5 |М| -1 ) /2 ] 

(см. [21, с. 529-531, 535]). 
Индукцией по построению формулы в базисе В можно показать, что муль

типликативная сложность / ф Ж[Х] не меньше d e g / . Отсюда и из [21, 
с. 529-531, 535] следует, что если все коэффициенты полинома / от одной 
переменой алгебраически независимы, то 

Z B ( / ) = 3 | M | - 2 И LB(f) = ^\M\ + 0(l), 

то есть оценка теоремы 5 (ii), вообще говоря, точная. Без требования алге
браической независимости коэффициентов предыдущие утверждения, вообще 
говоря, неверны, что видно на примере полинома 

fn = i + x + ... + x" ev2(M), м = {о,1,...,п}, 
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для которого 

LB{f)~\M\, L B ( / ) x l o g | M | , £ > B ( / ) = l o g | M | + 0 ( l ) . 

Все эти равенства доказываются с помощью формул 

/2™_! = (. . . ((1 + Х){1 + Х2)){1 + X4) . . .)(1 + Х^'1), 

/„ = (-.. ((/2-1-1 + ^ 1 / 2 - - l ) + *2"1+2"а/2«э-1) + •••) + ^ + • + 2 " в - 1 / 2 - - 1 , 

где и + 1 = 2" 1 + h 2«», a i < а 2 < • • • < as, 

fn = fn-y^-1 + xn-y^2(l + x + -- . + ХЬМ){\ + ХЬМ+Х*Ш + . • . + ХЬМ2-У*\). 

Оценки пункта (iii) уточняют при больших п одну из оценок пункта (ii), a 
при некоторых ограничениях на М — и одну из оценок пункта (i). 

В теории сложности булевых функций асимптотически точные оценки по
лучены О. Б . Лупановым для любых конечных полных базисов [26-29]. Полу
чить подобные результаты в рассматриваемых в настоящей статье задачах не 
удается, однако одну оценку теоремы 5 (ii) можно (с ухудшением мультипли
кативной константы) перенести на довольно широкий класс полиномиальных 
базисов. 

Базис В назовем полным, если для любых I", f £ C(In), е > 0 определена 
величина Ls(f, £)• 

Т е о р е м а 6. Для любого полного жегалкинского базиса В, такого, что 
Ж С В, справедлива оценка 

LB(V(M))<:O(\M\). 

• Можно считать, что В содержит нелинейный полином и полином, не 
являющийся мономом (в противном случае В не был бы полным). Далее по
надобится 

Л е м м а 5. Полиномы ху и х + с при любом c £ l можно реализовать в ба
зисе В простыми формулами (то есть не содержащими кратных вхождений 
переменных). 

• Первый случай: базис В состоит только из линейных функций и моно
мов. Тогда он содержит некоторый моном 

ах\ . . . хп, п J> 2, 

и линейный полином 
а\%\ + V атхт + а0, 

у которого а\ . . .ат ф 0 и либо ао ф 0, либо т J> 2. Любую функцию вида сх 
можно реализовать простой формулой, подставив в моном вместо Х2, • • •, хп 
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подходящие константы. Подставляя в моном вместо х3, . . . ,хп единицы, а по-
1 

том полученную формулу — в формулу, реализующую —х, получаем простую 
а 

формулу ДЛЯ Х\Х2-
Для реализации х + с подставляем в линейный полином вместо х\ формулу 

для х/а\, а вместо Х2, • • •, хт — подходящие константы; в случае т = 1 под
ставляем вместо х\ формулу для а$х/'са\ и полученную формулу — в формулу, 
реализующую сх/ао-

Второй случай: базис В содержит нелинейный полином Д не являющийся 
мономом. Без ограничения общности считаем, что / перестает быть тако
вым при любой подстановке констант вместо некоторых переменных. Пред
ставим / в виде f\xy + f2x + f3y + Д , где Д — жегалкинские полиномы, не 
содержащие х и у. 

Рассмотрим два возможных случая: а) Д = 0, б) Д ф 0. В случае а) имеем 
/ = Дж-|-Дг/ + Д , Д ф 0, Д ф 0 (иначе х или у были бы фиктивными перемен
ными). Так как при подстановке х = у = 0 полином / превращается в Д , то Д 
или моном, или линейная функция согласно сделанному предположению. Если 
первое, то подставив вместо всех переменных (кроме х и у) константы так, 
чтобы Д Д ф 0 (это возможно, так как полином Д Д не равен нулю), получим 
из / линейную функцию от х и у, и поэтому согласно рассмотренному перво
му случаю можно считать лемму доказанной. Следовательно, можно считать, 
что Д — линейная функция. Но / нелинеен, значит, Д или Д отличны от 
констант. Пусть, например, Д ф const. Тогда, подставляя у = 0, получим 
из / нелинейный полином жД + Д , который согласно сделанному предполо
жению должен быть мономом. Значит, как и ранее, можно считать лемму 
доказанной. 

Рассмотрим случай б). Можно считать без ограничения общности, что 
для любых переменных х и у выполнены условия б). Докажем, что любая 
функция х + с реализуется простой формулой в базисе {/} U Ж. 

Подставим в / константы так, чтобы получилась функция 

ipixy + (р2х + <рзУ + >Р4, где ifi (ЕШ, fi ф0, 

и положим 
да(х) = (ipia + ip2)x + ip3a + ip4. 

Для любого числа w ф 0 положим 

а = (w - <£>2)/Vi и b = (1 — <f2w)/<piw. 

Тогда 
Lpld + Lp2 = W, (<pib + <p2)w= 1, 

значит, 

9а{дь{х)) = (fib + Lp2){fia + V2)x + (ip3b + tp^)(ipia + ip2) + <p3a + <fi4 = 
= x + (w + l)(ipiipA - ip3ip2 + <Рз)/<Р1-
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Поэтому в случае 
lpllp4 _ ^3^2 + ^3 Ф О, 

варьируя w, можно реализовать простыми формулами все функции х + с, кро
ме 

X + [ipilpA - lp3lp2 + <Рз)/<Р1', 

но и ее можно реализовать, представив в виде (х + с/2) + с/2. В случае 

lpllp4 _ ^3^2 +>Р'2 ФО 

аналогичным образом доказывается то же самое утверждение. Значит, оста
лось рассмотреть случай, когда 

( / l ( / 4 / l - / 3 / 2 + / 2 ) = 0 , 

I / 1 ( / 4 / 1 - / з / 2 + / з ) = 0 

или, что равносильно, 
j Д = Д, 
\ / l / 4 = / 2 ( / 2 - l ) . ^ ^ 

Тогда 
£fa («) = (fid + ¥>2)(х + <P2/<Pl) ~ <P2/<Pl-

Допустим, что рациональная функция Д / Д принимает разные значения, 
например, Ь\ и &2, в каких-то разных точках. Значит, все функции ви
да с(х — hi) + hi можно реализовать простыми формулами, а потому и все 
функции х + а тоже, так как при а ф Ь\ — Ь2, взяв 

а 
с = 1 + 

получаем, что 

h, 

х + а = с ( ( -{х - Ь2) + Ь2 ) - &i ) + &i, 

а при а = Ь\ — Ь'2 — что 

х + а = (х + а/2) + а/2. 

Поэтому далее можно считать, что Д и Д пропорциональны, т. е. Д = с Д . 
Из (14) тогда следует, что 

f = fi{x + с)(у + с) - с. 

Без ограничения общности можно считать, что подобные тождества спра
ведливы для любых х ж у, причем константа с в них одна и та же, иначе можно 
было бы реализовать простыми формулами все функции вида а(х-\-с{) — с8-, где 
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г = 1, 2 , с\ ф С2, а а — произвольное число, и согласно предыдущему абзацу 
требуемое уже было бы доказано. 

Следовательно, при некотором c G l полином 

f(xi, ...,хп)+с 

делится на 
(xi + с) . . .{хп + с), 

а так как он жегалкинский, то 

/ = а(хг + с) . . . (хп + с) - с, где а £ Ж \ { 0 } . 

Обозначим Тс множество всех полиномов вида 

a Y[{xi -с)"1' -с, а е Ж . 
i 

Согласно предыдущему абзацу все нелинейные полиномы из В, не являющиеся 
мономами, содержатся в одном классе Тс. Но целиком базис В лежать в Тс 

не может, так как Тс замкнут относительно суперпозиции и все его функции 
при замене любой переменной на константу с сами превращаются в с, значит, 
базис В был бы неполным, что невозможно. Поэтому В содержит нелинейный 
полином / G Тс и либо моном, либо линейную функцию, не принадлежащую 
классу Тс. 

В обоих случаях подстановками констант можно получить какую-то функ
цию Ь\х + &2 ^ Тс и все функции вида d(x — с) + с, d £ l . 

Положив при любом а ф 0 

а , 1 
&2 — С + Ъ\С С?1&1 

можно представить х + а в виде суперпозиции функций 

di(x — с) + с, &1« + Ь'2, d'lix — с) + с. 

Значит, все функции х + а представимы простыми формулами в базисе В во 
всех возможных случаях. Подставим в функцию 

ipixy + (р2х + <рзУ + >Р4, где (pi ф 0, 

вместо х ж у простые формулы для х — <,s>2/Vi и х — ipz/ipi и полученную 
формулу подставим в простую формулу для функции 

. У2 + Уз - У2Уз 
X -| <£>4-

У1 



О СЛОЖНОСТИ ПРИБЛИЖЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ КОМПАКТОВ 701 

Полученная простая формула реализует функцию ip\xy. Подставим в нее 
вместо у число 1/Vf, а в полученную формулу подставим исходную форму
лу для ip\xy. Полученная простая формула реализует ху. • 

В одномерном случае теорема 6 следует из леммы 5 и схемы Горнера. В 
многомерном случае она следует из леммы 5 и теоремы 5 (ii), так как благо
даря равенству 

( Л( 1Л _2 2 
х + у = [ех + - j [еу + - \ - е - е ху 

функцию х + у можно с любой точностью на любом прямоугольнике реализо
вать простой формулой ограниченной сложности. • 

§ 4 О сложности приближенной реализации 
некоторых функциональных компактов 
в пространствах с базисом 

Допустим, что выполнены предположения, сделанные в начале парагра
фа 2, и положим 

V(u) = {k: ^ ( к ) £ и}, P(u) = \V(u)\, 

Q(U) = - J2 log^(k)> R(u)= E ^(k)< 
k,T(k)^u k,:F(k)<u 

v(u) = max{»: R(v) ^ u/2A}, s(u) = P{v{u)) = \S{u)\, 
и 

S(u) = {k: T(k) ^ v(u)}, S(u) = ^ — — , w(u) = max{v (u),S(u)}, 

T(u)=S(u)logJ^-)-Q(w(u)). 

Тогда для класса 9Jt, определенного в начале параграфа 2, справедливо нера
венство 

G(S)<:H£(M)<:T(S), 

где _ff£(9Jt) — е-энтропия класса 9Jt, то есть двоичный логарифм минимальной 
мощности е-сети для 9Jt, причем для справедливости нижней оценки вместо 
условия (2) достаточно выполнение более слабого условия 

min | a k | < 
k , a k ^ 0 

У^ДкУк 

Действительно, построим для любого 7 > 0 на отрезке / к = [—^"(k), ^"(k)] 
2е-различимое множество M k мощности не меньше Т(\а)/{е + 7)- Тогда мно
жество 

д- д = ^2 ck<^k, ck e Mk 
кеТ(е+1) 
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является 2е-различимым подмножеством в 9Л, откуда 

G(e) <: Не(Ш). 

Построим на каждом отрезке /к ^(е)-сеть N\^ мощности не больше 
1 + Т{к) /6(e). Тогда множество 

д- д = X dk<pk, dk e л̂ к 
kGS(e) 

образует е-сеть в 9Л, действительно, если 

/ = X ск№ е ш 
и 

keS(s)=>\dlt-ck\^S(s), 

kGS(e) 
^ X kk-rfk||bk||+ J2 КИЫКе-

kGS(£) k^S( £ ) 

Поэтому 

He(M)^ ] Г l o g ( l Як) 
(5(e) 7 ^ w ^ ° 6(e) 

<; s(£) + P ( u ; ( e ) ) l o g J _ _ Q ( w ( e ) ) <; s(£) l o g ^ _ Q ( w ( e ) ) = T(S). 
6(e) 6(e) 

Далее приводятся две общие теоремы, из которых будут получены кон
кретные следствия. 

Т е о р е м а 7 [9]. 

мад^^^ 3 1 о ё 1 о 8 Т ( £ ) + ( Ы 1 ) 
logT(e) logT(e) 

0(s(e)+loglogl/e) + LB Ф — ) 

sdeC = J2f(b), B = {x-y,xy,l/2}, Ф£ = { p k ( x ) : k e 5 (e )} . 
k 

• Построим на каждом отрезке /к 6(е)/2-сетъ N^, тогда множество 

д- д = X rfk<^k' rfk e ^ k 

kGS(£) 
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образует Зе/4-сеть в 9Л. Для оценки £в(<7,е/4) применим теорему 4, 
пункт (iv), при М = S(e), К = As(e), тогда 

G(e/8K) = G(S(e)/4) = s(e) log — - Q(v(e)) <C 

T(\D 

kGS(£) ^ ^ ' ' 

и из оценки теоремы 4 (iv) и неравенства 

LB(M,s) ^ тахЬв(д,е/А) 
я 

следует оценка теоремы 7. • 
Пусть система функций <£>k(x) G С(1п) такова, что для любой линейной 

комбинации 

Е Як<^к s u p | a k | 
к 

в частности, Ц^кЦ = 1 Д л я всех к. Тогда справедлив следующий аналог тео
рем 1 и 7. 

Т е о р е м а 8. Пусть 

ЯЯ= Ь(х) = J2 «k№(x): Vk |ak| <С ^(k) 

Тог i9a 

кей" 

С(£)^Я£(ЯЯ)^С(£) + 0(е) J2 TJU^G^ + P 

kev(e) 

и на 9Л можно построить такую колмогоровскую меру, что для почти всех 

/еяя 
Г ff ,-ч> G(£) Л i l°6l°6G(e)-Of(l)\ LBif>£) > Ъ^Щ V + ^Щ ) 

и для любой / £ 9Jt 

L; 
G(e/2) ( 3 1 o g l o g G ( | ) + Q ( l ) \ 

( U ' £ j ^ l o g G ( £ / 2 ) ^ + logG(£/2) J 

• 0 ( p ( | ) + l o g l o g l / £ ) + L B ( < & e , ^ 

г д е С = £ ^ ( к ) , 5 = { Ж - г / , ж г / , 1 / 2 } , Ф£ = { № ( х ) : к е 7>(е/2)}. 
к 
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Перед тем, как применять теоремы 7-8, сделаем несколько замечаний. 
Верхние оценки теорем 7-8 справедливы для любого базиса, содержащего 
х — у, ху и произвольную константу а £ (—1,1). Нижняя оценка теоремы 8 
справедлива для любого конечного базиса В, если добавить в нее множитель 
О. Б . Лупанова рв-

Как и в [23], можно разрешить мультиииндексу к принимать любые зна
чения из 7Ln. 

При использовании теоремы 7 в качестве <£>к(х) часто будем брать произ
ведение одномерных систем 

Wk,j(xj)}, 1 ^ j ^ п, 

удовлетворяющих условию (2), а последнее слагаемое в ней заменить на 

LB(Wk,j(xj): \к\ ^ s(e), 1 ^ j ^ п), Om(e/s(e))); 

в одномерном случае в качестве {ср^(х)} часто будем брать системы, равно
мерно ограниченные и ортонормальные относительно какого-либо веса р(х). 
В качестве ^"(к) будем брать функции вида 

Як) 8 = 1 ^ ' 

С, если 0 < г < 1, 

где С, q £ Ж+ , ( G R, h £ Ж". Тогда, чуть обобщая соответствующие рассу
ждения из [23], можно проверить, что G{e), T(e) и _ff£(9Jt) равны 

,! , { / . , , (1 + O Q n l n l n l / e ) ) , ( l n l n l / e ) t n / g v v ' ; ; 

где 
l+tn/q " 

7 = 7 i—-1(1о8е)П^ )7\ (q + njnl ±jL 

и справедливы равенства по порядку 

PQe) x s(s) x ( l n l / e ) n / 9 ( l n l n l / e ) - t n / 9 . 

Следуя [23], рассмотрим семейство функциональных классов Afn(N), со
стоящих из функций / G С(1п), имеющих аналитическое продолжение на 
G С С" , ограниченное по модулю константой N. В качестве G можно взять 
эллиптический полицилиндр Э\ х . . . х Эп, где Э8- — эллипсы с фокусами щ, 68-
и суммой полуосей щ, или произведение полос 

Pi(rfi) х . . . х Pn{dn), 
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где 
Pi(di) = {z: \Imz\ < rf8-}, 

причем в последнем случае класс Afn (N) по определению состоит из 27г-пе-
риодических по всем переменным функций, и I" = [—тг,тг]п. Для всех этих 
классов в [23] вычислена асимптотика е-энтропии, которая имеет вид 

c G ) / „ ( l o g l / e r + 1 , 

где ccjjri — константа. 

С л е д с т в и е 1. Пусть базис 

В = {х — у, ху, cos х, 1/2} 

и А — любой из упоминавшихся классов. Тогда справедливы неравенства 

ИМ) ^ 1 + 1 о 8 1 о 8 Я . ( А ) - 0 ( 1 ) Ч 
log Н£(А) V log Я* (А) 

< Н£(А) ( , MoglogH£(A)+0A(l) 

logH£(A) V log Я* (Л) 

LB(A,e)^H£(A), 

log H£(A) - 0 (1 ) ^ DB(A,s) <: logH£(A) + О ^logH£(A) 

причем cos x нужен в В лишь для справедливости двух последних соотноше
ний для классов периодических функций. 

С л е д с т в и е 2. Пусть В = {х — у, ху, 1/2} и 9Л — класс, соответствую
щий системе 

T k (x) = Tkl(xi) . . .Tkn(xn) 

(zdeTkt{xi) = cos(ki arccos ж8-) —полиномы Чебышева), интервалу I" = [— 1, 1]п 

и функции Т{к) в«(9а (15). Тогда 

п£(ш) f1 + iogiogn£imy 0( i)4 £ д ( а Д ) е К 
1о ёЯ£(аП) V 1о ёЯ£(аП) 

Я£(ЯЯ) / 31о ё1о ёЯ£(ЯЯ) + О о т (1 
£ 1о ёЯ£(9Л) V 1о ёЯ£(9Я) 

7 ( l n l / e ) 1 + n / 9 ( l n l n l / e ) - 1 - t n / ( ' , Z i 3 ( O T , e ) х Я £ ( 9 Я ) 

( l n l / e ) 1 + n / « ( l n l n l / e ) - t n / « , 

log Я £ (ЯП)-0(1) <С £>в(ЯЯ,е) <С 1оёЯ£(ЯЯ) + 0 ^logH£(M)) ~ f 1 + - W i n ^ . 

Можно указать такую колмогоровскую меру на ЯЯ, ч т о о\м почти всех 
функций f G 9Jt « любого положительного е < е ( / ) будут выполнены со
отношения, аналогичные вышеприведенным. 
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С л е д с т в и е 3 . Обозначим через 9Jti класс, определенный по функции 
Т(к) = 2~к и системе 

{совЗ^ж: к £ N } , 

а через ЯНг — класс, определенный по системе 

{2(р(Зкх): к <ЕЩ, где ср(х) = шт{\х - т\: m £ Z } , 

и введем на них метрики пространств С[—ТГ,ТГ] и С[0, 1] соответственно. 
Тогда для класса 9Jti и базиса В\ = {х — у, ху, cosx, 1/2}, а также для клас
са ЭЛг и базиса 5 2 = {ж — у,ху, \х\, 1/2} справедливы все соотношения, ана
логичные указанным в следствии 2, кроме соотношений для Д в 2 ( / , е). Для 
класса 9Jti, базиса В = {х — у,ху, 1/2} и меры сложности Ьв также спра
ведливы соотношения, аналогичные указанным в следствии 2. 

С л е д с т в и е 4 . Для классов ЯН следствия 2 и базисов В теоремы 6 

н-ДШ) 
Ьв(Ш,е) 

log 1/е : 

причем для почти всех функций f £ ЯН относительно соответствующей 
колмогоровской меры верно равенство по порядку Ьв(/,£) ~ Ьв(9Я, е). Для 
базиса В = {ху, х + у} U Ж справедливо неравенство 

ндш) 
DB (ЯП, е) <С log - ^ - 1 + О ^/Ъ^НЛЩ 

log 1/е V 

и для почти всех функций f £ ЯН — неравенство 

^ ( /'£)^ logig^-^ (1 )' 
причем при п = 1 в первом можно заменить О ( у log Н£ (ЯП)) на 0 ( 1 ) . 

С л е д с т в и е 5. Для В = {ху, х + у} U Ж « класса 9Jti следствия 3 

LB(m,e) ж log 1/е 

« Л/гл почти всех f £ 9Jti справедливо равенство по порядку 

LB(f,e)^LB(Wl1,e). 

С л е д с т в и е 6. ДЛЛ любой аналитической функции f £ C(In) и любого 
базиса В теоремы 6 справедливо неравенство по порядку 

L B ( / , £ ) < (log 1/е) 
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причем существует такая аналитическая функция f £ C(In), что 

Z B ( / , e ) x ( l o g l / e ) n , £ > B ( / , e ) ^ n l o g l o g l / e - 0 ( l ) . 

Для В = {ху, х + у} U Ж и любой аналитической функции f £ C(In) 

Ов (/ , е) ^ n log log 1/e + О/ ( V n ( l o g n ) l o g l o g l / e + 1J . 

Для В = {ху, х — у, 1/2} и любой аналитической функции f £ C(In) 

£>в (/, е) ^ (п + 1) log log 1/e + Of [\/n\og(n + 1) log log 1/e + l ) 

причем существует такая аналитическая функция f £ C(In), что 

Z B ( / , e ) x ( l o g l / e ) " + 1 , £ > B ( / , e ) £ ( n + l ) l o g l o g l / e - 0 ( l ) , 

( l o g l / e ) n + 1 

M/,e) log log 1/e 

• Все нижние оценки в следствиях 1-6 вытекают из теорем 1-2, соот
ношений (1), (14), замечаний, сделанных перед формулировкой следствий и 
соответствующих результатов [22]. Для доказательства следствия 6 доста
точно заметить , что любая аналитическая функция / £ С(1п) принадлежит 
классу Afn(N) при подходящем N и эллиптическом полицилиндре G = Э". 
Верхние оценки LB (/ , е) для конечных базисов В получаются с помощью тео
ремы 7, сделанных после нее замечаний и оценки 

LB((<Pi,. ..,<рт),е)^ 0(m + log 1/е). (16) 

В случае 
ipk(x) = Tk((x - a)/\I\) 

эта оценка следует из оценки 

LB(Ti(x), . . .,Тт(х)) ^ 0(т), 

вытекающей из известной рекуррентной формулы для полиномов Чебышева, 
и оценки 

О (log 1/6) 
LB((x-a)/\I\,S)<: 

log log 1/8 

вытекающей из теоремы 4. 
В случае 

щ{х) = 2(p(tx) 



708 С. Б. ГАШКОВ 

справедлива оценка 
LB{{<Pi,---,<Pm)) ^ 0{т), 

которая доказывается рассмотрением последовательности 

1ро = х - \ х - 1/з| + \х - 2 / 3 | - 1/3, п = <р0(1 - \2х - 1| 

№ = <po(<fk-i(x)), •••, 

ipm = ip0(ipm_1(x)) 

(здесь В = {х - у, ху, \х\, 1/2}). 

В случае 

оценка (16) следует из оценки 

cos кх, к ^> 0, 

— sin кх, к < 0 

LB((cosa;,sina;),()) ^ —— 
log log l /й 

(для этой величины известны гораздо лучшие оценки [38-40]; нужная нам 
оценка, например, для cosx получается, если приблизим его на [—7Г, 7г] с точ
ностью S полиномом Тейлора 

П ( г / ) - 1 2 , + 4 , + 4 f c , , * - l o g l o g l / < r 

представим в виде 

-L(j,4fc _ 4fc(4fc - l ) j / 4 f e - 2 + 4к(4к - 1) . . . 3j/2 + 4*!), 

вычислим 1 ,2 , . . . , 4AJ, 4fc(4fc —1), . . . , Ак(Ак — 1) . . . 3 , 4fc!, потом по схеме Горнера 
вычислим Ak\Pk{y) и воспользуемся оценкой 

вытекающей из теоремы 4). 
В случае 

ifk(x) = cos 3 ж 

оценка (16) выводится из оценки 

n ^ Q(logl/rf) 
£ B (cos;c ,d) ^ — 

l og log l /й 
рассмотрением последовательности 

<£>о = cos ж, (pi = Aipl - 3(fi0,..., ipm=4ip^_1-3ipm-1. 
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Оценки для LB(f,e) в следствиях 1, 2 доказываются с помощью схемы 
Горнера (или применения теоремы 5 (п)), а в следствии 3 — также с помощью 
неравенства 

LB{{<pi,...,<pm)) ^ 0{т2). 

В случае ipk{x) = 2ip(3kx) они доказываются с помощью рассмотрения после
довательности 

ui(x) = 1 - \2х - 1\,...,ик(х) = uk_i(ui(x)), . . .,и2к(х) = u2k-i(ui(x)), 

Vk(x) = u2k(3k2-2kx). 

В следствии 4 оценка доказывается с помощью теоремы 6, а в след
ствии 5 — с помощью оценки (16). 

Оценки для DB(f,e) доказываются с помощью теоремы 5 (i). • 
З а м е ч а н и я . Если добавить к базису мнимую единицу г, то все предыду

щие результаты можно перенести на соответствующие классы функций ком
плексной переменной. Если в следствии 6 взять базис В = {х2±у, ху, х—у, 1/2}, 
то для любой аналитической функции / £ С(1п) 

£>в (/, е К (п + 1) log log 1/е + 0 , ( 1 ) . 

Доказательство получается с помощью того факта , что для любого п £ N 

DB{n) ^ l o g l o g n + 0 ( l ) . 

Следствия 2-3 дают примеры континуальных аналогов эффекта Шенно
на (известного в теории сложности булевых функций [28, 30]). В следствиях 
4-5 этот эффект доказан в ослабленной форме. Следствия 1-6 содержат в 
обобщенном и дополненном виде результаты из [9]. 

Классы 9Jti и дЛ2 из следствия 3 содержат нигде не дифференцируемые 
функции Веиерштрасса и Ван дер Вардена соответственно, поэтому для мер 
сложности 

^ B i ( / , e ) , LB2(f,e), LB3(f,e), 

где В\ = {х — у, ху, 1/2}, В2 = В\ U {cos х}, Вз = В\ U {|ж|} обратные теоремы 
бернштейновского типа, вообще говоря, неверны. Э т о т факт для колмогоров-
ской сложности был отмечен самим А. Н. Колмогоровым [22]. В то же время 
для любой меры сложности Ьв(/,£), где В — любой базис из теоремы 6, та
кие теоремы верны и немедленно вытекают из теоремы 6 и бернштеиновских 
обратных теорем. 

Утверждения следствия 3 можно дополнить тем, что для для функций 
Ван дер Вардена 

а 
/(x) = ^ 3 - f e 2 { 3 M 

к = 0 
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и Вейерштрасса 

J2^~kcos3kx v(x) = 
к = 0 

и любого жегалкинского базиса В справедливы неравенства по порядку 

М / , е ) » 1 / е , LB(v,e)^> \ л] , 
log i /e 

для любого базиса из теоремы 6 и для базиса В = {х — у, ху, \х\, 1/2} — нера
венства 

ЬВ(f, е) <: 0(1/е) log 1/e, LB(v,e)<:0 (е" log=3) , 

для базиса В = {ху, х + у, \х\} U [—1, 1] — неравенства 

LB(f,e) ^ 0(1/е), LB(v,e) <С О ( V l 0 ^ 3 / log 1/e 

для базиса В = {ху, х + у} U Ж — неравенства и равенство по порядку 
log21/е - 0(1) ̂  £>в(/, е) ̂  log21/e + log2 log21/e + 0(1), 

(log2 3)(log21/e - log2 log21/e - 0(1)) <C DB(v, e) <C (log2 3)(log21/e) + 0(1), 
LB(v,e) x log 1/e, 

для базиса В = {ху, х — у, 1/2} — неравенство и равенство по порядку 

LB(f,e) ^ 0(log2e), LB(v,e) x log 1/e, 

а для базиса В = {ху, х — у, \х\, 1/2} — неравенство 

LB(f,s)<:0(logl/s). 

Можно рассмотреть также следующие варианты нигде не дифференциру
емых функций Ван дер Вардена и Вейерштрасса 

а ^ а 
Д(ж) = y^4~ f c -arcs in (sin ( т ^ ж ) J , v1(x) = ^ 3"fe cos 3kx. 

2 
7Г 

k=0 k=0 

Для них справедливы те же оценки, что и для f(x) и v(x), только показа
тель степени log2 3 нужно заменить на 1, оценки для Ьв($1,£) уменьшить в 
0( logl /e) раз по сравнению с оценками для Ls(f,£), в оценках для DB(V\,£) 

по сравнению с оценками для DB(V, e) исчезает множитель log2 3, а для функ
ции / i и базиса В = {ху, х + у} U Ж получаются равенства 

Z B ( / b e ) x l / e , £ > в ( / ь е ) = 1 о 8 2 1 / е + 0(1). 
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Функции v(x) и vi(x) являются тем самым эффективными примерами 
функций, для которых выполнено одно из утверждений следствия 5. След
ствие 3 вместе с приведенными оценками показывает, что мера сложности 
Ьв(9Л, е) существенно зависит от базиса. Эти же оценки показывают, что 
функции v(x) и vi(x) легко вычислимы в базисе {ху,х + у} U Ж благода
ря возможности ее вычисления «узкими» схемами (т. е. схемами, у которых 
сложность и глубина по порядку совпадают); при вычислении формулами они 
оказываются трудно вычислимыми. 

Верхние оценки, приведенные выше, доказываются с помощью оценок мо
дулей непрерывности 

w(f, т) <i 0(тlog 1/т), cu(v, т)^0 ( т 1 ^ 2) 

ш 2 ( Л , г ) ^ 0 ( г ) , ш2(ы,т)^0(т), 

теоремы Джексона, теорем 5, 6, следствия 3 и леммы 38 [17] (оценки для моду
лей непрерывности г> и i>i имеются в п. 93 [2], а оценки для / и Д доказываются 
рассуждениями, подобными имеющимся в [18], кроме того в [2] показано, что 
для всюду плотного множества значений х 

l i m s u p | A r ( t ; , a ; ) | / r l o g 3 2 > 0, Km sup |Аг(г>1, х)\ т log 1/т > О, 
г->0 ' г->0 ' 

w ( u b r ) ^ 0(тlog 1/т), 

и можно показать, что для почти всех х 

l i m s u p | A r ( / i , a ; ) | / r - y / l o g l / r log log log 1/т ^ 1/2, 
r->0 ' 

для континуума значений х 

| Д т ( / ь х)\^0(т) 

и для всех х G Ж 

H m s u p A r ( / i , a ; ) / r ^ 1, l iminf | А Г ( / Ь х)/т ^ - 1 , 
т->0 т->-° 

а также, что u>(fi, т) <С 0 (T log 1/т), где А Г ( / , х) — это f(x + т) — f(x), а и> 
и и>2 — модули непрерывности первого и второго порядков). Нижние оценки 
доказаны в [16]. 

Подобно сделанным замечаниям можно доказать, что для любого г £ N и 
сходящегося ряда 

а 

п = 1 
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можно эффективно указать такую г-кратно дифференцируемую почти всюду 
функцию / G С{1), что для базиса В = {х+у, ху, 1/ж}иЖили В = {х+у, ху}иШ 
справедливы неравенства по порядку 

1/г 
( 1 \ 
( „ Х,Л « Ь в ( / , е ) « £ - 1 / г , l o g l / e < L B ( / , e ) < l o g ?е, 

а также, что для любой стремящейся к нулю функции 8(e) найдется подпо
следовательность еп —?> 0 и такая г-кратно дифференцируемая почти всюду 
функция / G С{1), что 

LB(f,£n) - e~1/rS(en). 

Из теоремы 6 и леммы 17 [17] вытекает 

С л е д с т в и е 7. Для любого базиса В из теоремы 6 и любого класса 
/С С С(1) справедливо равенство 

1в(1С,е)жЕ(1С,е), 

где Е(К,,е) — минимальная степень полинома, достаточная для е-прибли-
жения любой функции f £ /С. 

В формулировке следствия 7 устранить ограничение на полиномиальные 
базисы, вообще говоря, нельзя. Это показывает пример функции д(х), ука
занный в [16], и базиса 

В = {х + у, ху, Т 3 (ж) ,1 /2} 

для которых 
LB(g,s)<:0(log2s). 

Укажем теперь некоторые следствия из теоремы 8. Положим 

am = 2k+ik(k+l), 

где 

' 1 1 
г = [log(ra + 3)], k = [loglog(ra + 3)], &i = 0, Ьт = ат 

ip(x) = max(0, 2 т т ( ж , 1 — х)), фт(х) = ф(атх — Ьт). 

При т ф 22 — 3, к G N, справедливо, что 

/22 - 4 1 2 ' - 4 1 m - 1 1 • 

V pf а* Р / а* , р / , а* 
t - l t = 22k - 3 t = 2 ' - 3 

fc_l 2 P _ I 2 2* + s + i _ 4 2 _ p _ 2 P _ s , - - 2 * - l 2 a * + ' + 1 - 4 2 _ f e _ 2 * _ s 

= a-[z2z2 z2 p(p+i)+ z2 z2 k(k + i ) + 
> = 1 S = 0 22P + s _ 3 ^\Г I S = 0 t = 2 2 * + s _ 3 V ' 

+ Ъk(k + \)J ~am{ k + ¥k[k+~i) + ¥Щ[к+~1)) е ' 
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а также 
Ьт<ат^ 0((т + 3)log(m + 3)(loglog(m + 3))2). 

Из предыдущего следует, что 

^2 1/аш = 1, 

поэтому при любом т носитель функции фт 

SUpp^m = [sm-l,Sm] С [0,1], 

где 
sm = l/ai + h l/am. 

Для любого мультииндекса m G Nn , компоненты которого не имеют вида 
22 — 3, положим 

V'm(x) = фт^Х-i) . ..фтп{Хп) & С[0, 1]". 

Тогда HV'mll = 1, по каждой переменной ж8- функция фт удовлетворяет условию 
Липшица с множителем 2ат> и система фт удовлетворяет условию теоремы 8. 

Рассмотрим базисы 

В1 = {ху,х-у,1/2}, B2 = B1U{\x\], 

Г х + у 1 
В3 = < ——,-х,тах(х,у),х*у'> U [0,1J, 
где х * у = Х(х)Х(у), Х(х) = min(max(0, x), 1/2). 

Справедливы следующие оценки, которые будут использованы при выводе 
следствий из теоремы 8: 

ЬВ1(Фе,6) <С О ((nlogj) ^ ( | ) ) , ЬВз(Фе) <С О (пР ( | 

1В2(Ф£) <:0[Р ( | ) logP ( | ) + " ) , ВВ2(Ф£) <: loglogP ( | ) + logn + 0 ( l ) 

гдеФ£ = | ^ m : m e - p ( l ) } , 

W { 4 " n < • . . « ™ , t : m e 7>(e)}) ^ 0(nV(s)), 

^ 3 ( { 4 - n < • . . » ; l ^ m e P(e)}) ^ logn + 0(1). 

Последние две вытекают из равенств 

/ 1 - 1 - 1 / Г \ I г\ • I X — S m _ l S„ 
4 ат Ц)т (х) = max (J, mm ' 2 ' 2 

4"na-1
i . . . а - ^ п ( х ) = 4-1a-1

iV>m1(>i) • • • 4 " 1 а ; 1 ^ т „ ( г „ ) . 
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Остальные доказываются с помощью неравенств 

LBl(ai, ...,am,bi,...,bm) ^ 0(m), DBl(am,bm) ^ log log m + 0 ( 1 ) , 

Ьв2{фт) ^ 0(п) + пЬв2(~ф) +2LB2(ami,.. .,amn,bmi,.. . , & m J ^ 

<С 0(п) + 0 ( l o g m i . . .m„) <С 0(п) + 0 ( 1 о ё Я ( е / 2 ) ) . 

При выводе первой оценки используется лемма 38 [17]. 

С л е д с т в и е 8. Пусть 9Л — функциональный компакт, удовлетворяющий 
условиям теоремы 8 и определенный по системе {фт} и такой функции ^"(к), 
что 

Р(е) = o(G(e)/logG(e)) и G(e) ~ G(e /2) . 

Тогда при е —> 0 справедливы асимптотические равенства 

LB2(M,s) ~ G(e ) / l ogG(e ) ~ Я£(ЯП)/1о ёЯ£(ЯП) 

« Л/гл почти всех / Е 9Л относительно соответствующей колмогоровской 
меры 

LB3(f,e)~LB3(m,e) 

(континуальный аналог эффекта Шеннона). Если же 

P(e) = 0 ( G ( e ) / l o g G ( e ) ) и G(e) = 0 ( G ( e / 2 ) ) , 

то справедливы равенства по порядку и неравенства 

ЬВ2(Ш,е) ж Я£(ЯП)/1о ёЯ£(ЯП), ЬВ2(Ш,е) ж Я£(ЯЯ), 

1оёЯ£(ЯЯ) - 0 (1 ) ^ DB2(mt,e) <: logP(e) + 

+ max ( log logP(e ) + logn + 0 ( l ) , l o g l o g l / e + 0 ( ^ l o g l o g l / e ) J ^ 

<C 1оёЯ£(ЯЯ) - log log Я £ (ЯП) + 

+ max (log log Я £ (ЯП) + log n + 0 ( 1 ) , log log l / e + 0 ( ^ l o g l o g l / e ) ) . 

С л е д с т в и е 9. Пусть класс 9Jti состоит из всех таких функций 

к 

что О <С ct <С -^(к) . Тогда 

G{2s)<:H£{m1)<:G{2s) + 0{s) Y, V - ^ k K G ( 2 e ) + Я ( 2 е ) . 

kGP(2£) 

ЯС4« 

^(к)^4— V-- -^ 1 



О СЛОЖНОСТИ ПРИБЛИЖЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ КОМПАКТОВ 715 

то 
ЬВз(т1ге) <: 0(nV(s)), DB3(mue) <: \og(nV(e)) + 0 ( 1 ) . 

Для почти всех f G SDti относительно соответствующей колмогоровской 
меры 

W / > < 0 Z ^ТГ, DB3(f,e) > log Я£(ЯП) - loglog l / e - 0 ( 1 ) . 
log i / e 

• Для доказательства следствия 9 достаточно воспользоваться равенством 

^ с к ^ к ( х ) = max{c k4 na f e l ...akn *4~п~1а^ . . .a^} 
k 

и теоремами 3 (ii) и 1. В доказательстве следствия 8 применяется теоре
ма 5 (i). • 

Из следствий 2, 4, 8, 9 с помощью выбора функции Т{к) согласно равен
ству (15) вытекает 

С л е д с т в и е 10. Для любых 7 > О, a > 1, /3 G M, n £ М существует такая 
функция f G C(I"), что f G 9Jt, 

Я£(ЯЯ) ~ a 7 ( l o g l / e ) a ( l o g l o g l / e ) ' 3 + 1 , 

и справедливы асимптотические равенства и равенства по порядку 

LB2(f,e) ~ 7 ( l o g l / e ) a ( l o g l o g l / £ ) ' 3 , LB2(f,e) x (log l / £ )« ( log log l/ef+1, 

DBa(f, e) = « l o g l o g l / e + 0 ( V l o g l o g l / e ) , 

L B 3 (/ , e) x Z B 3 ( / , e) x (log 1 /e)"" 1 (loglog l / e ) " , 

DBAJ,£) = ( « - l ) l o g l o g l / e + 0 ( V l o g l o g l / e ) . 

Существует также такая функция g G C(In), что для В = {ху, х + у} U Ж 

LBl(g,e) ~ 7 ( l o g l / e ) a ( l o g l o g l / £ ) ^ , Z B l («,,<•) ж (log l / e ) a ( l og log l/ef+1, 

DBl(g,s) = a log log l / e + 0 ( ^ l o g l o g l / e ) , 

Ьв(</,£) ~ M < / , < 0 ~ ( b g l / e ) " " 1 (log log 1/ef, 

DB(g,s) = (a - 1) log log l / e + O ^ b g l o g l / e ) , 

причем при п = 1 в последнем равенстве 0 ( ^ / l og log 1/е) можно заменить 
на 0 ( 1 ) . 

Следствие 10 показывает, что оценки теорем 2, 3, вообще говоря, по по
рядку достижимые. Можно привести и другие примеры применения след
ствий 8, 9, подобные следствию 10. Например, выбрав в определении клас
сов 9Л и 9Jti размерность п = 1 и функцию 

jr(fc) = 2 - ( l o s f e ) a , где а > 1, 
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получаем после некоторых вычислений равенства 

Р{е) = 2 0 ° g ^ ) 1 / a + 0 ( 1 ) , G(s) ~ Я£(ОТ) ~ ^Р(е) log"" 1 P(s), 

G(e) ~ # e ( 9 7 t i ) ~ G ( 2 e ) . 

Тогда для почти всех / G OTi относительно соответствующей колмогоровской 
меры при а > 2 справедливы асимптотические равенства 

W / , е)-#,№)/l°gЯ£(ОТО, 

при а ^ 2 — равенства по порядку 

LB2(f,s) ж H^m^/logH^Mi), LB2(f,s) ж Я£(ОТО 

и при любом а > 1 — неравенства 

1 о ё Я £ ( Я Я 1 ) - 0 ( 1 ) ^ 

<С DB2 (/ , е) <: log Я £ (ЯЯ!) + log log Я £ (OTi) + О ( ^ Ъ ф ^ Ж Щ ^ ) , 

logH^M^ -loglogl/e - 0(1) <: DBs(f,s) <: 

<С 1оёЯ£(ЯЯ1) - (а - 1) log log Я £ (ОТО + 0 ( 1 ) . 

Выбрав функцию 

Т(к) = 4(( | |* | | + 3) log(||A|| + 3)(loglog(||A|| + 3 ) ) 2 ) " \ 

где \\к\\ = maxfcj', получим, что класс ОТ состоит из функций, удовлетво-
i 

ряющих по каждой переменной условию Липшица с множителем 1. Можно 
проверить, что справедливы равенства по порядку 

Р{е) ж ( £ ( l o g l / e ) ( l o g l o g l / e ) 2 ) - n x G ( e ) х Я £ ( О Т ) 

и из теоремы 8 следует, что для почти всех функций / G O T 

Я£(ОТ) 
1оёЯ£(ОТ) 

Я£(ОТ) 

<^LB2(f,e)<^H£(mi), 

log Я £ (ОТ) <<С LBl ( / ' £ ) <<С Яг {Ш) b g Яг {Ш)' 

Я £ (ОТ) « LB2 (/ , е) « Я £ (ОТ) log Я £ (ОТ), 

log Я £ (ОТ) - 0 (1 ) <С DB2 (/ , е) <: log Я £ (ОТ) + log log Я £ (ОТ) + 0 ( ^ b g b g ^ M ) • 
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Из теоремы 2 и теоремы Ньюмена (см. [19] с. 141) следует, что для 
В = {ху, х + у, l/x} U Ж и почти всех функций / £ 9Л 

1оёЯ£(ЯЯ) 
« LB (/ , е) « Я £ (ЯЯ) log2 Я £ (ЯК). 

В случае п = 1 нижнюю оценку можно усилить до Я£(9Л), рассуждая подобно 
доказательству теоремы 9 [17]. В том же случае для базиса 

В = {х + с, ex: \с\ <С 1} U {тах(ж, г/), —х, ж/2} 

с помощью той же теоремы можно доказать существование такой функции 
/ G 9Jti, что справедливы равенства по порядку 

Z B ( / , e ) x F £ ( a n 1 ) x Z B ( a n 1 , e ) . 

Метод, изложенный в параграфе 4, позволяет доказать существование та
кой функции / £ С(1п), у которой (г—1)-я производная по каждой переменной 
удовлетворяет условию Липшица и 

e ( l o g i j ( l o g l o g l / e ) 2 J T l o g M « LB (/ , е) « (s Hog M Mog log J 

где 5 = {жг/, ж - г/, |ж | , 1 /2} . 
Упомянутую нижнюю оценку можно доказать также методом [1], но этот 

метод не дает верхних оценок; в качестве верхней оценки тогда придется 
взять оценку теоремы 5 [17]: 

LB(f,e) = 0(e-n/r)(logl/e)-1. 

В некоторых случаях можно получить асимптотически точные оценки 
сложности приближения компактов растущей размерности, правда, если рост 
размерности ограничивается некоторой функцией от е. 

С л е д с т в и е 1 1 . Пусть М — компакт с базисом, удовлетворяющий 
условиям следствия 2 при T(\s) = ce~(-h,gk'. Тогда при ограниченных 
А = (max/i8 ')/(min/ij '), \\h\\ и п —)> оо, но так, что п2 = o(logc/e)/loglogc/s, 
справедливы асимптотические равенства 

Н£(М)~ f l o g c / e ) n + 7 ( ( n + l ) ! ( l o g e ) n n A , - \ Х в ( Я Я , е ) ~ Я £ (М)/log Не(М). 

Для компакта аналитических функций Л(Эп, N, 1п) при ограниченных Pi/\Ii\, 
где pi — сумма полосей эллипса Э{, и ограниченном 

(maxlog(2#/ | / , - | ) ) / (min log(2#/ | / , - | ) ) 
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при п —> оо, но так, что п2 = o(log N/s)/loglogN/s, справедливы асимпто
тические равенства 

Н£(А) ~ (logN/eT+1 l((n+l)\\{\og(2pll\Il 

LB(A,e) ~ He(A)/logHe(A). 

• Повторяя с соответствующими уточнениями рассуждения § 7 [23], полу
чаем, что 

Я е ( Л < К ( 1 о 8 с / е ) п + у [(т1+1)!(1о 8е)пЦА 

+ ((\ogc/e)n\og\ogc/e) /Уп!(1о8е)пЦЛ,-

+ o(\(\ogc/e)n I ((п - l)!(loge)" П ^ ' 

а для класса, удовлетворяющего условиям леммы 3 § 7 [23] 

Я £ ( Л ^ 0 ^ ( ( 1 о 8 с 7 е ) п + 1 Д ( г г + 1 ) ! (1о ё е ) "Д / г г ^ (1 -О(п 2 (А + 1о ё1о ёс7е)) /т) , 

где т J> lnc'/e — nlnlogc' /e — 0(1), откуда при Л8- = 1п(2/9г/|Л'|) с = 2n7V, 
с' = Ne v ^ •' og '£ / получаем нужные неравенства для Н£(А). Нужные 
оценки сложности получаются отсюда с помощью теорем 1 и 7, ибо вычи
сление величины Т в теореме 7 в рассматриваемом случае совпадает с упоми
навшимся вычислением е-энтропии. • 

§ 5 Классы с неэнтропийными 
оценками сложности. 
Существование «лакун» в мерах сложности 
некоторых функций 

Как отмечалось во введении, из нижней оценки для LB (1С, е) не следует ни
каких оценок для Ьв(/,б) — мер сложности индивидуальных функций из К. 
А. Н. Колмогоров [22] поставил вопрос о существовании таких / £ К, что 
LB{I, S) x LB(JC,S). Интересен также вопрос о существовании таких / £ К, 
что Ьв(/,б) х L(e), где L(e) = О (LB (1С, е)) — заданная функция. Подоб
ные вопросы о существовании функций с заданной точностью приближения 
пространствами полиномов ограниченной степени и вообще любыми флага
ми конечномерных подпространств рассматривались С. Н. Бернштейном [3] 
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и А. Ф. Тиманом [32], а о существовании компактов с заданными последова
тельностями поперечников — В. М. Тихомировым [33]. 

В следующей теореме доказывается существование функций с заданной 
сложностью приближенной реализации формулами в стандартном почти-ко
нечном полиномиальном базисе, и функций, имеющих «лакуны» в соответству
ющих мерах сложности, как «формульной», так и «схемной». 

Т е о р е м а 9. 
(i) Пусть функции Li(e), Li(e) J; 2L2(e), монотонно стремятся к оо при 

е —?> 0 и не имеют «скачков», то есть 

Km Li(S) = 0( lim Li(6)). 
S—ys— S—ys + 

Тогда существует такая функция f £ С(I), что 

L2{s) <ZB(/ ,e) «M<0 

и для некоторых последовательностей {ег ')П}, i = 1,2, таких, что 

£\,п < £2,п, lim si„ = lim e2,n = О, 
n—)-oo n—)-oo 

справедливо равенство Ls(f, £i,n) = Li(sitn), где В = {ху, x + у} DM. 
(ii) Существуют такие функции f £ С(I), что меры сложности Ls(f,£), 

LB (f, £) как для базиса В = {х + у, ху} U Ж, так и для В = {х — у, ху, 1/2} 
содержат «лакуны», то есть для некоторой последовательности еп —У 0 при 
п —У оо 

lim LB(f,£n ~ S) / LB(f,£n) -+ оо. 

(iii) Пусть L(e) sj 0(s~1'r), г ф. N, и не имеет «скачков», тогда существу
ет такая функция f £ W(r, Mj, \\f\\, I), что для В = {х + у, ху} U Ж 

LB(f,e)^L(e), 

а в случае г £ N то оке самое верно для некоторой функции 

few2(r,r+i,Mf,\\f\\,i). 

Если log_L(e) <С o ( log l / e ) , то существует функция f £ С°°(1), а если 
L(e) <i 0(logl/e), то функция f £ А(Э, Nj, I), такая, что Ls(f,£) x L(e). 

• Следуя одной идее С. Н. Бернштейна (не связанной с упоминавшимся 
выше его результатом), в качестве f(x) возьмем g(arccos х), где д(х) — функ-

ция типа Вейерштрасса Y^ ancosbnx, 3 <С qn = bn+i/bn = 1 (mod 2), ап > О, 
п = 0 
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^2 ап = Rm, a {Rm} и {дп} выберем позднее. Так же, как и в [2, гл. 2, п. 42], 
га=гта 

проверяем, что среди всех тригполиномов порядка п, где Ьт <С n < 6m+i наи
менее уклоняется от д только начальный отрезок Sm ее ряда Фурье, причем 

\\д — Sm\\ = Rm+i-

Отсюда следует, что для всех п bm <С п < &m+i =>• En(f(x)) = Rm+i, поэтому 
при Rm+i ^ е < Rm согласно теореме 5 

Ът ^ LB(f,s) ^ ?Лт + 1. 

Если е = Rm+i, то LB{f,e) = LB(Pm), где Рт = Sm(a,iccosx), ибо 
LB(Pm) 5$ 3&т + 1 < 6 m +i , а для любого другого полинома Q степени, мень
шей bm+i, имеем \\Q - f\\ > \\Рт - f\\ = \\Sm - д\\ = Rm+i = £• 

Последовательности ег 'п и Ьп определяем по индукции. Выберем число £2,га 
так, чтобы 2bn ^ Ь2{е2>п) = 0(bn), а Е\)П < е2,п так, чтобы 

Ll(£l,n) ~ Li(s2,n), £\,п £ [Rn + 2, Rn + l)-

Выберем нечетное qn J> 3 так, чтобы &ngn <С Li(e2tn) ^ bn(qn + 2) и положим 
6 n + 1 = &ngn, чем и завершим индуктивный шаг определения. Определим по
следовательность ап так , чтобы Rn+i = £2,га- Согласно этим определениям 
-Rra + l S$ £ < Rn ==>• 

L2(e) ^ L2(Rn+1) = L2(e2,n) ~ &ra С LB(f,e) < -Li(e2,ra-i) = Li(Rn) ^ £ i ( e ) , 

значит всегда 1^2(e) <C LB(f, e) <C L\{e). Кроме того, LB(f,s2t„) = 
= LB(f,Rn+i) = LB(Pn) x &n x L2(s2t„), а так как £i>n e [Я„+ 2 , -R„+i) , то 
справедливы равенства по порядку 

LB{f,£l,n) ~ &га + 1 ^ £l(£2,ra) ^ -^l(£l,ra)-

Пункт (i) доказан. 
Докажем (ii). Обозначим (£(/, е) произвольную из упомянутых в теореме 

мер сложности. Определим ап = 2~п и выберем Ьт по индукции так, чтобы 
га 

(log &m_|_i)/(£(_Pm) —У оо (так как Рп = ^2 атТьт(х), то величина <£(Рт) конеч-
гга = 0 

на, ибо _Рт точно реализуется в В = {х — у,ху, 1/2}). Из результатов п. (i) 
и (1) следует, что 

£(/, Rm + 1 - 0 ) 2 log&m + b £( / , Rm + l) = &(Pm), 

откуда и следует утверждение теоремы. Пункт (ii) доказан. 
Докажем (iii). Выберем L-\_(e) = 2L2(e) = 2[L(e)], тогда с помощью п. (i) 

получаем, что при Ьп = (2к + 1)п , где к — константа, зависящая от L, и 
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L(Rn+i х Ьп справедливо равенство Ьв(/,£) ~ L(s). Заметим, что оно 
справедливо и для приближения только на отрезке [—2/3,2/3]. Достаточно 
проверить нижнюю оценку. Доказательство нижней оценки в п. (i) основы
валось на замечании, что если полином Q на отрезке [—1, 1] уклоняется от / 
не более чем на Rm+\, то его степень не меньше Ьт. Покажем, что то же 
верно и для отрезка [—2/3,2/3]. Как и в [2, гл. 2, п. 42] заметим, что тогда 
разность Q — Рт имеет на отрезке [—2/3, 2/3] корней с учетом кратности не 
менее, чем на отрезке [arccos 2 /3 , arccos(—2/3)] имеет экстремумов cosbm+ix, 
то есть больше Ьт, значит, и степень Q больше Ьт. Тем самым равенство 
Ьв{1,£) х L(e) верно и для для отрезка [—2/3,2/3]. 

Пусть L(e) = 0(s~1'r), тогда обратная к L функция 

L~l(n) = ini{e: L(e) <: п} = 0{n~r), 

откуда при некотором с > О 

ап = Rn- Rn+i ^ L~1(cbn_i) = 0(b~r). 

Достаточно проверить, что на отрезке [—2/3, 2/3] / £ Wy-цН", а = г—]г— 1[, 
если г ^ N, и / G Wr-\Z при г £ N (На — класс Гельдера с показателем а, 
Z — класс Зигмунда, состоящий из всех функций, у которых ш2{^) = 0(t)), в 
случае произвольного отрезка / сделаем линейную замену переменных. 

Пусть г ф N. Тогда надо доказать, что 

а 
D]r~1[f = J2 ат1$г-11Тьт(х) £ На. 

т = 0 

Разобьем сумму на части ^2 и Y1 • Последняя оценивается с помощью 
bm^l/h bm>l/h 

неравенства Бернштейна (см. [19,32,33]) как 

о( J2 кгь];-1[)=о( J2 b-A=o(h«). 
4„>l/ft \n>l/h ' 

Модуль непрерывности первой суммы оценивается как 

u,(h) = o(Y, b-rh\\D^TbJ\c[_2/3i2/A=o(Y, bi-ah)=0(ha). 
\n^.l/h ' \n^.l/h ' 

Отсюда cj(D^-^f, h) = 0(ha), значит, D^~^f G Ha. 
Если r £ N , T O модуль непрерывности второго порядка первой суммы оце

нивается как 

Ш2[К)=о( J2 ^ ^ 2 | | ^ г + 1 ^ Л с [ - 2 / з , 2 / з ] ) = о ( J2 bnhA=0(h), 
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аналогично оценивается вторая сумма и получается, что Dr 1 / £ Z. 
С помощью теоремы А. Ф. Т и м а н а - Ю . А. Брудного [19,32] можно полу

чить, что для любого г на отрезке [—1, 1] Ьв{/,е) = 0(s~1'r), но это далее не 
понадобится. Так как в силу той же теоремы для любой / , / £ W(r, Mj, \\f\\, I) 
или / £ W2(r,r + l,Mf, | | Л | , / ) в случае г £ N, 

lB(f,s)<:o(s-1^), 

то ослабить соответствующее условие на L(e) нельзя. 
Пусть теперь log_L(e) = o(log 1/е), тогда при любом с > О 

L-^n) = 0(п-с), an = Rn- Rn+1 <С ^ ( k b ^ ) = 0(Ь~С), 

откуда с помощью теорем о дифференцировании рядов следует, что / £ С°° (I). 
Условие log_L(e) = o(log 1/е) ослабить нельзя, так как если / £ С°°(1), то для 
любого г имеем Ьв{/,£) = 0(s~1'r). 

Если же L(e) = 0 ( l o g l / e ) , то аналогично ап <С 2 _ С П , и согласно [23] 
/ £ Л(Э, N, I) при подходящем эллипсе Э. Условие ослабить нельзя, так как 
если / £ Л(Э, N, I), то Ьв{/, е) = 0( log 1/е) согласно § 4. 

Можно еще дополнительно доказать, что для построенных функций / и 
базиса В = {х — у, ху, 1/2} LB{/, e) = 0(L(e — е2)) при L(e) 3> log l / e log log 1/е. 
Заметим еще, что если в формулировке теоремы условие отсутствия скачков 
заменить на более сильное условие, что функции Li не имеют двусторонних 
разрывов и Li(M+) содержит все натуральные числа, начиная с некоторого, и 
Li(s)IL2{s) —?> оо, то в п. (i) неравенства можно заменить на неравенства 

( J L 2 ( e ) - 2 ) / 3 ^ Z B ( / , e ) ^ 3 J L 1 ( e ) + l, 

а равенства по порядку — на равенства Ьв(/, £2,п) = -^2(£2,п) и неравенства 
Li{si,n) < LB{f, ) = 3Li(sitn) + 1-

В оставшейся части параграфа будет получен некоторый аналог теоремы 7 
и указаны примеры классов, для которых можно получить оценки сложности 
неэнтропийного вида. 

а 
Пусть 9Л — класс всех функций f(x) = ^2 апТз^{х), где \ап\ <С T{n), 

п = 0 
9Jto — его подкласс, определяемый неравенствами Т{п)/2 <С ап, а д<ж(х) = 

а 
= 5И Т{п)Тзп{х). Напомним обозначения § 4: 

п = 0 

Q(u)= J2 l ogl/^(fc), R(u)= J2 ^(*)' 
T{k)~}u T{k)<u 

v(u) =msix{v. R(v) ^u/2}, S{u) = {k: T(k) ^ v(u)}, s(u) = \S{u)\. 

Допустим, что Y^ ^{k) ^ nT(n) или, что равносильно, {nRn} моно-

тонно не возрастает, где Rn = ^2 ^(к). Тогда введенная в § 4 функция 
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w(u) = m&x{v(u),8(u)}, где 8(и) = u/(2s(u)), будет равна v(u) и поэтому 
Т(и) = s(u)log2/S(u) -Q(w(u)) = s(u)log4:s(u)/u - Q(v(u)). 

Т е о р е м а 10. Пусть В = {ху, х — у, 1/2} и Вв = {ху, х — у} U Ж. Тогда 

,-N г <™ , T(s) Л 31oglogT(e) + 0 ( l ) \ _ , NN 
(1) Ьв{ш>£) < b g ^ ) ( 1 + i o g r ( g ) ) + 0 { s { £ ) ) 

и для почти всех / G 9Jt относительно некоторой колмогоровской меры 

если при всех к верно, что log Ту*к — 1)/Т{к) ^> (loga к)/к. Последнее усло
вие выполняется для не слишком медленно убывающих Т{к), например, для 
Т(к) = 2 _ l o g к при с ^> а + 1. Если к тому же а ^> 1 и logs(e) 3> l o g l o g l / e , 
то вычитаемое в скобках можно не писать. 

При выполнении условия log^7(fc — 1)/T{k) ^> (loga k)/k, a > 1, в верхней 
оценке последнее слагаемое можно заменить на слагаемое 0 ( l / l o g a _ T(s)) 
внутри скобок. 

(ii) Пусть Т{к) <С к~2~с, где с > 0, тогда 

1вп (дж, е) х LBR (ЯП, е) х Г^2е) « Ьв (ЯП, е) <С 0(У^) + s(2e) log 1/e, 

причем, очевидно, уже при У1-1' ^> log 1/eloglog 1/е последнее слагаемое по
глощается первым и тогда справедливы равенства по порядку 

LBR{gm,e) ж 1Вн{Ш,е) ж 1в{Ш,е) ж LB{gm,e) ж 3S<2£). 

Кроме того, для всех функций f G ЯНо верно, что LBri(f,s) ^> у(4£> и для 
почти всех f G ЯНо относительно некоторой колмогоровской меры 

LB(f,e)> Т{£) 

logT(e) -

_Ec4« к тому же T(n)jТ(п + 1) > С > 1, то для всех функций f G ЯНо 

Z B ( / , e ) x 3 s ( £ ) . 

С л е д с т в и е 12. 
(i) _Ec4« ^"(и) удовлетворяет условиям (15), mo 

^ ( ^ £ ) ^ г ^ т ^ ' 3 1 0 ё 1 0 8 Т ( £ ) + 0 (1) 
logT(e) V b g T ( e ) 

и для почти всех f G ЯП относительно некоторой колмогоровской меры 

M / , ^ r ^ T ( i ' l o g l ° g T ( £ ) ~ 0 ( 1 ) 
logT(e) V b g T ( e ) 
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а также справедливы равенства по порядку 

LB(m,e) х 1Вн{Ш,е) х LBR{gm,e) х LB{gm,e) х 3<2£\ 

причем при q ^> 1 для всех f £ 9Jto имеем LB(f,s) х LBri(f,s) х З^ - 1 . 
(ii) £с4« J-(n) = 2 - 1 о 8 ° п , а > 1, тоТ(е) ~ s(e) l o g m a x ( a _ 1 , 1 ) s(e), Алл п о ч т и 

Tie) 
всех / £ 9Л справедливо равенство LB(f,e) х — , а если а > 2, т о 

logT(e) 
выполнены первые три соотношения п. (i). 

(iii) Если в определении класса 9Л систему {7з»(ж)} заменить на систему 
{Т3з»(ж)}, т о в верхних оценках для Ьв(9Л,е) величину 0(s(e)) надо заменить 
на 0(У(£>), нижнюю оценку для ЬВн(д<тл,е), заменить на З2 ~1, а нижние 
оценки для LBR(f,s), f £ 9Jto, заменить на З2 ~1, откуда следует, что 
£ В я ( / , е ) » 2 * ( 4 г ) . 

Если выбрать Т(п) как в п. (i) и (ii), то Т(е) = o(2s(-£>), значит, для 
всех f £ 9Jto имеем 2s(-4s' <С LB(f,s) <С 2S(£<1, а в случае q ^> 1 справедливо 
равенство по порядку LB(f,s) х 2S(£<1. 

• НИЖНЯЯ оценка для £ д (/, е) получается так же, как и в теореме 1, только 
надо заметить , что е-окрестность С £ ( / ) П 9Л содержится в множестве 

^ 2 £ ,п( / ) = Ь е Я Я : / - < / = 5 > „ Г 3 » ( : с ) , £ > „ | ^ 2 е 
^ п = 0 п = 0 

ибо если g £ Os(f) П 9Jt, то 

1 оо 

п = 0 

так как система {7з»(ж)} изометрична системе {совЗпж}, которая удовлетво
ряет условиям леммы 7 (такие системы называются в [20] сидоновскими). 

Л е м м а 7. Для любой последовательности {ап} 
оо 1 а 

'Y^a-nCosTx ^ 7 У ^ | a n | . 
п = 0 п = 0 

Для доказательства достаточно выбрать 
оо 

£ = - V 2 + ^ > ( s i g n a n ) / 3 n + 1 

п = 0 

и заметить , что Зпж = (7г/2)жп + 7r(sign a „ ) / 3 + уп, где |г/„ | ^ 7г/6, жп = - Зп + 
п - 1 

+ 2 J^ ± 3 m = 3 (mod 4) (ибо хп+\ — хп = 0 или —4 • Зп ), откуда следует, 
т = 0 

ЧТО 

а п совЗ п ж > | а „ | / 2 . • 
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Далее оценивается мера множества V2e,n{f) к а к 

(2sr+1/((n + l)\f[T(k) 

и L(s) выбирается с целью применения леммы Б о р е л я - К а н т е л л и так, чтобы 
(3 + L(s))(log £2(L(s))) ^ H(s) = T(s) — 0(s(s)). Отсюда, как и в теореме 1, 
выводится, что для почти всех / £ 9Л 

log Я log Я 

Остается применить лемму 8. 

Л е м м а 8. 
(i) T(u) ^ s(u)log4s(u)/u. 
(ii) Если при всех к log^7(fc — 1)/ Т(к) х (loga к)/к, то 

Т(и) > s(u) loga s(u). 

• Пункт (i) очевиден. Пункт (ii) следует из преобразования Абеля и инте
грального признака сходимости: 

Т(и) = s(u) \ogAs(u)/u - Q(v(u)) = 
s(u) — 1 s(u) — 1 

= s(u) + ^ п1оё(^(п-1)/^(п))^ ^2 l ° g a n x s(M)logas(M). П 
n = l n = l 

Для класса 9Jto доказательство аналогично. • 
Верхняя оценка для LB($R, s) следует из теоремы 7 и леммы 9. 

Л е м м а 9. Сложность реализации системы {Тз»(ж): п <С т} в базисе В 
схемами равна по порядку т, а формулами — 3™. 

• Верхние оценки следуют из тождеств 

Т 3 ф ) = T3(T3»-i(x)), Т 3 ф ) = (4T3»-i(x)T3»-i(x) - 3)T3„-i(:c). 

Первая нижняя оценка очевидна, а вторая следует из леммы 17 [17]. • 
оо 

Пусть теперь д(х) = ^2 а(п)Т3п(х) £ 9Л. Так как 

J2a(n)T^(x) 5$ Rm + l, 
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то согласно определениям функции s(u) и леммам 2 и 9 [17] 

LBR(g,e)^nlLBJ ] Г а(п)Т3»(х) = ЩУ^), 
^ ^ п = 0 ' ' 

s(2e-2e2)-l 

LB{g,e)^n(LB( J^ а{п)Т3п{х),е2)) <^ 
^ ^ п = 0 ' ' 

s{2e-2e2)-l 

^ 0 ( s ( 2 e - 2 e 2 ) ) + ^ Z B ( a ( n ) , e 2 / s ( 2 e - 2е2)) + 0 (3 S ( 2 £ " 2 £ 2 ) ) ^ 
п = 0 

^ 0(3 s < 2 £ - 2 £ 2 ) + s{2e - 2е2) log 1/e). 

Для получения верхних оценок остается доказать леммы 10 и 11. 

Л е м м а 10. Пусть Т(к) <С к~2~с, где с > 0, тогда 

s(2e-2e2) <$ s(2e) + 1. 

• Так как 

Y^ f(n)^s, ^ Т(п)^е-е2, 
n^s(2s) n^s(2s-2s2) 

V] Т(п) > е, \ J -^(n) > £ — £ 
ra^s(2e)-l n^s(2s-2s2)-l 

2 

то можно считать, что 

£ - £2 < ^ T(n) ^ e, 
n^s(2s) 

иначе уже s(2s — 2s2) = s(2s). Отсюда 

s ( 2 e ) - 1 " c > (s(2e) + l ) ^ ( s (2e ) ) ^ ^ • ? » > £ , 
n^s(2e) 

s(2e) = 0{£-1+c), T{s(2e)) > e 2 " c > e2 при e < e0 , значит, J2 F{n) ^ 
n^s(2e) + l 

^ e — ^7(s(2e)) < e — e2 , откуда и следует лемма. • 

Л е м м а 11 . Пусть при всех п Т (п) / Т (п-\-1) > С > 1, тогда s(e) <С s(2e) + 
+ 0(1). 

• Так как 

n^s(2e) 
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то T{s{2e)) <С е, значит, для любого S > 0 найдется такое А > 0, что 
T(s{2e) + А) < 8е, а так как 

к^п к=0 

то при S = (1 - 1 /С) /2 

] Г ^ ( n ) <С ^ ( s (2e ) + Д ) / ( 1 - 1/С) < <fc/(l - 1/С) ^ е /2 , 

откуда s(s) ^ s(2e) + A. • 
оо 

Рассмотрим д<ж(х) = ^ Т(п)Тз* (х). Согласно полученной при доказа-
п = 0 

тельстве теоремы 9 импликации 

Rm+i ^ £ < Rm =>• LBR(gmt,s) ^ bm = 3™, 

а согласно определению функции s(u) имеем га + 1 = s(2e), откуда и следует 
нижняя оценка. Из нее вытекают нижние оценки для произвольных функций 
/ G 9Jto, если заметить , что R„/2 ^. R'n ^ Rn, где 

и вывести отсюда, что 

s'(2e) - 1 = min{n: R'n ^ е} ^ min{n: Д п ^ 2е} = s(4e) - 1. П 

§ 6 О существовании функций 
со сложностью 
приближенного вычисления, 
по порядку совпадающей с заданной 

Покажем, что с использованием системы Ф а б е р а - Ш а у д е р а (см. [20], с. 214) 
можно методом параграфа 3 получить во многих случаях точные по порядку 
результаты о существовании «самых сложных» функций. Как и ранее, обо
значим W(r, M, N, I") класс всех функций / £ С(1п), у которых | | / | | <С N 
и по каждой переменной производная порядка ]г — 1[ удовлетворяет условию 
Гельдера 

ш(т)^Мта, где а = г—]г — 1[. 
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Т е о р е м а 11 . Для любых г <£ N, r,M,N £ Ж+ , и £ N в классе 
W(r, М, N, I") существуют такие функции f, что для базиса В = {ху, х — у, 
1/2} справедливы равенства по порядку 

ы м • HAW) ••'-"" log He(W) l o g l / e ' 

а для базиса В = {ху, х — у, \х\, 1/2} 

LB(f,s)^H£(W), DB{f,e)~logHe{W). 

• Верхние оценки следуют из теорем 5-7 [17]. Нижняя оценка для глу
бины вытекает из оценки для L(f,e) с помощью соотношения (1). Докажем 
остальные оценки. Для простоты предположим, что I" = [О, 1]П и рассмотрим 
вначале случай п = 1. 

Рассмотрим систему Ф а б е р а - Ш а у д е р а {(рк(х)}, где <р\{х) = х и для любых 
га £ N , А: = 2 т + 1 , . . . , 2 т + 1 

p(z) = т а х ( 1 - 2 т + 1 |ж + 1 - (2Аг - l p " ™ " 1 ! , 0). 

Система {2срк(х)} удовлетворяет условиям (2) параграфа 2 при А = 2. Дей
ствительно, Н ^ (ж) || = 1 и справедлива 

Л е м м а 12. 

^ - m a x | c f e | . (17) 

• В справедливости неравенства (17) можно убедиться индукцией по s. 
База (s = 1) очевидна. Шаг индукции. Представим функцию 

S 

f = ^2ckipk(x) 
k = l 

в виде 
2* s 

f = h + g = 'Y^ckLpk{x) + ^ ckipk(x), 
k = l k = 2* + l 

где 2* < s < 2 t + 1 , и заметим, что 

1Ы1 = max Ы = т а х | 5 ( ж ) | , 
2*<k<:s x£Mt 

где 
M t = { ( 2 i - l ) 2 - ' - 1 : i = l , 2 , . . . , 2 ' } . 
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t-1 
Так как д(х) = 0 при х £ Nt = [J Mi , то из предположения индукции следует, 

8 = 0 

что 
| |Л| £ m a x | A ( z ) | = | | A | | £ i m a x : \ c k \ . 

Можно считать, что 
| | / i | |<L^aiJcfe |' 

иначе все уже доказано. Тогда 

11/11 £ 1Ы1- |Н| >^ max Ы 
и все опять доказано. • 

Построим последовательность векторов од, а2, • • •, « г - i , в которой од = 
= (1, —1) и каждый следующий вектор получается из предыдущего приписыва
нием в его конце всех его компонент в обратном порядке с противоположными 
знаками: 

«8 + 1 = («8 + 1,1, • • • , « i + l ^ ' + O = («г',Ь • • • , «г',2-, -«г ' ,2 - , • • • , - « i . l ) -

Положим 
2г~г 

^(г) _ ^ ar-lti(p2r-i+i (18) 
8 = 1 

и определим сплайн ф(г> степени г с носителем [0, 1] так, чтобы 

D r - V ( r ) = p ( r ) . (19) 

Индукцией по г проверяем, что на каждом отрезке [(г — 1 ) 2 _ г , г'2_Г] сплайн 
ф(г) 

совпадает с некоторым полиномом. Выберем р так , чтобы 2p~l < r <С 2P, и 
положим 

( - 1 

r = r + p, S o = 0 , S i = l , . . . , S ; = ^ 2 - , . . . , ^ r ) = ^ W . 

8 = 0 

Для любого к £ (s;, s;+i] определим функцию <£>). как 

V> ( r ) (2 ' f«-fc + s ; + l ) . 

Тогда 
s u p p ^ r ) = [(к - s i - 1)2'г", (А - s ; ) 2 ' l 

и система {aripjj'} удовлетворяет условиям (2) параграфа 2 при подходя
щем аг. Для доказательства проверим с помощью индукции по г, что 

lbir)IKa(i), 
и установим, что справедлива 
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Л е м м а 13. 

max \сЛ = Ог 
l<k<s 

» ^Ckfk'iXl 
к = 1 

• Для ее доказательства потребуется 

Л е м м а 14. Для любого полинома р(х) степени d, числа к <i d и (q + l)-mo-
чечного множества Mq, разбивающего отрезок I на q ^> d равных отрезков, 
справедливо неравенство 

\\Dkp\\c(I)<:Oq(\I\-krnaj\p(x)\). 
x£Mq 

• Из неравенств В. А. и А. А. Марковых [32] следует, что 

\\Dkp\\c{I) = Od(\I\-k\\p(x)\\c{I)). 

Неравенство 
\\p\\c(i) = Oq(max\p(x)\) 

x£Mq 

доказывается с помощью интерполяционной формулы Лагранжа и очевидной 
оценки для суммы модулей фундаментальных полиномов Лагранжа. • 

Индукцией по s докажем неравенство 

| | / | | ^ max \f(x)\ ^ br max \ck\, где si<s^.st+1. (20) 

В качестве базы используем неравенство 

| |Л| ^ max \f(x)\ = | C l | m a x | ^ W ( x ) | ^ 6 r | C l | . 
x G Nf x G Nf 

Представим функцию 
s 

V'x) 

si s 

Ckfk (X) 

k = l 
в виде 

h+g = J2ckfik)(x)+ Yl 
k = l k = si + l 

где si < s <C s;_|_i. Так как g(x) = 0 при х £ Nif, то по предположению 
индукции 

| |Л| ^ max \f(x)\ ^ max \h(x)\ ^ &r max |cfe|. (21) 

Рассмотрим производную г — 1-го порядка 

s I m i n ( s p + i , s ) 

Dr-1f = J2ckDr-1^){x) = J2 J2 ck2P^r-^Dr-^^{2Pfx-k + sp + l). 
k = l p = 0 k = sp-\-l 
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Разлагая ее по системе {срк} и используя соотношения (IT)—(19), получаем, что 

\\Dr~lf\\ > max Ы ^ - 1 ) - 1 . 

Применяя лемму 14 к каждому из отрезков 

[ i 2 - ( ' r " + r ) , ( i + l ) 2 - ( ' r " + r ) ] , 

выводим отсюда, что при достаточно малом Ьг 

| |Л| ^ max \f(x)\^br max \ck\. 

Вместе с (21) это и дает неравенство (20). • 
Выберем Т{к) = Ск~г, где С, г £ Ж+ , и определим так же, как и в пара

графе 1 класс 9Л по системе {аг<р£ } (а в случае г <С 1 — по системе {2ifk})-
Так как для любой функции / Е 9Л имеет место разложение 

к 

г Д е \ск\ ^ ^{к), то ее производная D'r~1'-f согласно (IT)—(18) представима 
рядом 

'^20r(k~a)ipk, где а = г-]г-1[. 
к 

Поэтому согласно теореме Чисельского (см. [20], с. 221) при г ф N 

mcW{r,Or{l),Or{l),[0,i\). (22) 

Применяя теорему 2, получаем, что для почти всех функций / Е 9Л 

М / , е ) » G ( e ) / l o g G ( e ) , Z B ( / , e ) » G(e), 

где 5 = {х- у,ху, |ж|, 1/2}, 

G(e) = Y, \ogT{k)/s^P{s)log--rlog{P{£y.)^ 
kev(s) 

5> Р(е) log - - r(P(s) log P(e) - P(e) log e + О (log P(s)))> e~1/r. 
s 

Из полученных неравенств и включения (22) следуют нужные оценки. 
В случае п > 1 рассмотрим произведение п экземпляров одномерных си

стем {aripk
r }, индукцией по п проверим выполнение условий (2) параграфа 2, 

положим Т{к) = С\\к\\~г, оставим в полученной системе только элементы, ин
дексы к которых удовлетворяют условиям «однородности»: для некоторого / 
и для всех г 

ki £ (shsi+i] 
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(остальные элементы считаем нулями), потом, как и в случае п = 1, опреде
лим класс 9Л, с помощью неравенства (где для краткости N = s/, М = s;_i, 

] Г log(C | |A | | -7e ) »]г[(ЛГ - М ) " = П г , „К+2) > 
k,\\k\\^N 
mmfe,>M J> fir>n((C*/e)n/r) = 0 . ) П ( e " n / r ) 

получим оценку G(s) ^ Г2Г ) П (е _ п ' г ) , применим теорему 2 и выведем из (22) ана
логичное включение для класса 9Л С С([0, 1]"). Заканчиваем доказательство 
так же, как и в случае п = 1. • 

З а м е ч а н и е . При г £ N можно доказать, что для класса Бернштейна 
Wr-\B{M,N,In), состоящего из функций / £ C{In), | | / | | ^ N, у которых 
модуль непрерывности по г'-й переменной производной г — 1-го порядка по 
той же переменной удовлетворяет неравенству 

W ( D [ - 1 / , r ) ^ M r ( l + | l o g r | ) , 

верно следующее: 

^ ( W r - i B . e ) = V£, В Г , ^ ( W r - i B . e ) = О - l o g -

l o g i Ve e 

и найдется такая функция / £ Wr-iB(M, N,In), что 

( l / eW r ~ , 
м / ' е ) > > ь ^ ' i B l ( / '£ ) > > ( 1 / £ ) r' 

где В = {x - у, xy, 1/2}, 5 1 = B U {|ж|}. 
А для класса Зигмунда Wr-\Z(M, N, I"), состоящего из функций / £ C(In), 

11Л | <С N, у которых модуль непрерывности второго порядка по г'-й переменной 
производной г—1-го порядка по той же переменной удовлетворяет неравенству 

w2(Dr
i-1f,r)^Mr, 

справедливо следующее: 

0(l/e)n/r ~ i 
LB(Wr-iZ,e) = ! 'J. , LBl(Wr-iZ,e) = 0 ( l / e ) n / r , 

log 1/e 

и существует такая / £ Wr-\Z(M, N, I"), что 

/ i Jf\njr ^ 
M / ' e ) > > l^V^' W/><0»(i/<On/r-

В следующей теореме будет доказано более общее утверждение. Обо
значим А г ^ ( / , е) величину | / | / т , где Tru>k(Dr / , т) = е, г, /г > 0, г, /г £ N, 
u>k(Drf, т) — к-ж модуль непрерывности г-ж производной функции / . Как 
и в § 5 [17], положим Xkj(s) = \I\/ui^ ( / ,£)• Используем также обозначения 
Afc,u>((/,£)) = Щ/ик1^)' хг,к(и,е) = \1\/т, где тгшк(т) = е. 
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Т е о р е м а 12. Пусть и>к(т) удовлетворяет условиям 

2~ < liminfwfe(r)/wfe(2r) <С \\т^щ>шк(т) / шк(2т) < 1 

и не убывает с ростом т и класс 

К = WrH%(N,I) = {/ £ C r ( J ) : | |Л| <С Ж « wk(Drf,r) <С и* ( г )} . 

(i) Тогда найдется такая f G А', ч т о 

ojk(Dr f, т) = Qrtk(ojk(T)), ojk+r(f,T) = £1г^{тгшк{т)), 

LB{f,e) = ttr,k{LB{lC,s)) = Qr)k(\r+kj (e)) / log A r+fe>/ (e) = 

= fir.fc (Ar)fc ( / , £ ) ) / l o g Ar)fe ( / , £ ) , 

LBl(f,e) = Qrik(LBl{lC,s)) = nrik(Xr+kJ(e)) = Qr)k{Xr)k{f,e)), 

где B± = В U {|ж|}, 5 = {x - y, xy, 1/2}. 
(ii) Для BR = В U Ж найдется такая f £ А', ч т о 

OJk(DTf,T) = Qrtk(0Jk(T)), OJk+r(f,T) = Qrtk(TrOJk(T)), 

LBR{f,e) = ttr,k{LBR{!C,s)) = nrik(Xr+kJ(e)) = 0Г)/г(АГ)/г(/, e)), 

и вообще для любой функции L(e) = Ог<к(Хгк(и>, е)), не имеющей скачков в 
смысле теоремы 9, найдется такая f G К, что 

LBR(f,s) = Qr,k(L(s)). 

З а м е ч а н и е . Утверждения теоремы 11 и предыдущего замечания (кроме 
касающихся классов Бернштейна) вытекают в одномерном случае из теоре
мы 12 при к = 1, w i ( r ) = Мта, 0 < а < 1, к = 2, ш2{т) = Мт. Теорема 12 (ii) 
обобщает одно утверждение теоремы 9 (iii). 

Существование функции, у которой к-ж модуль непрерывности совпадает 
по порядку с заданной функцией типа к-ro модуля непрерывности, следует из 
одной теоремы Б а р и - С т е ч к и н а (см. [19], с. 170) при более слабых условиях 
на и>к, но здесь доказаны еще и утверждения о сложности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Сначала заметим, что из условия на и> сле
дует, что 

Xr+k,w{Qr,k{£J) = ^r,k(K+k,w(s)), ХГ)к(и>,£1Г)к(е)) =£1Г)к(ХГ)к(и>,е)). 

Докажем (i). Так как и>к+г(/,т) <С Tru>k(Dr f, r ) , то 

•V+fcj(e) ^ K,k(f,s), 

и верхние оценки следуют из теорем 5-6 [17] (и доказываемых далее нижних 
оценок). 
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Докажем нижние оценки методом теоремы 11. Используем применяемые в 
ней обозначения. Для любого п £ (s;, sj+i] определим функцию фп как arip,

n
+k , 

тогда при подходящем аг система {фп} удовлетворяет условиям (2) § 2. Вы
берем Т{п) = Сп~ги>к(1/п) и определим так же, как и в параграфе 2, класс 9Л 
по системе {фп}- Тогда для любых / £ 9Л и 1 <С т <С г + к 

оо 

(так как supp ^а- П supp ф^ — 0 при i ф j Е («г, ^/+i, а ряд 

со 

Х > Г Г + т О г , * Ы 1 / « 0 ) . 
( = 0 

как будет видно далее, сходится, значит, согласно признаку Вейерштрасса 
почленное дифференцирование законно). 

Выберем р так , чтобы sp = 0,гк(1/т) и представим / в виде д + h, где 

р оо 

9 = ^2 X ! j r ( n )V 'n , /г = ^ ^ Т(п)фп. 
1 = 0 S ( _ | _ i ^ n > S i ^ > p S ( _ | _ i ^ n > S ( 

Учитывая сделанное ранее в скобках замечание, оценим LOk{Dr/г,т) как 
Ofc(||£>fcA||), а ||£>*А|| — как 

ОО ОО ОО 

J20r{F{si)){sl+1 - Sl)r ^ ^ O r , f c K ( l / s j ) ) ^ Orik{Luk{l/sp))J2<l~' ^ 
1>р 1>р 1 = 0 

^ Ortk(ojk(l/sp)) ^ 0Г!к(шк(т)). 

Аналогично оценим uik(Drд,т) как T f e | |D r+ feg||, a ||-Dr+fe(j'|| — к а к 

р v 

J2or,k(nst))\\Dr+k^\\si+k ^ S>?a,*Mi/s,)) ^ 
оо 

<С Orik(sk
pujk(l/sp))J2<l~l ^ O r ) f e ( s ^ f e ( l / s p ) ) ^ Or,fe(r-fewfe(-r))-

( = 0 

Из доказанного следует, что выбрав С = СГук в определении Т достаточно 
малым, получим, что u>k(Dr/, т) <С и>к(т), откуда 9Л С WrH^(N,I) при неко
тором 7V. Теперь нижние оценки получаются как и в теореме 11, если для 
класса 9Л оценить снизу функцию G(e) как 

Y, b g ( ^ W / e ) ^ E b g ( ^ ( n ) / ^ ( m ) ) ^ £ l o g ( ^ ( n ) / ^ ( m ) ) ^ 
«£•?(£) «£•?(£) n ^ m / 2 

^ ^ log ( (m/n ) r w f e ( l / n ) /w f e ( l /m) ) ^ ^ r^Qr(m), 

п^.тп/2 п^.тп/2 
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где т = max{n: F{n) ^ £ } ^ l / m a x { r : тги>к(т) = е/С} — 1, откуда 
G(e) ^ nr(Xrik(ui,e/C)) = 9,Г)к{\Г)к{ш,е)). 

Утверждения о модулях непрерывности функции / вытекают из осталь
ного, если заметить , что если для некоторой последовательности еп —У О, 
Uk(f,£n) = o(er

nuik(en)) или uik(Drf,en) = о(шк(е„)), то для некоторой после
довательности еп —?> 0 соответственно \r+kji£\ _ 0(\г+к ши„)) и л и ^r,k(f,£n) = 
= o(Xrtk(oj,sn)). 

Докажем (ii). Достаточно доказать последнюю часть этого утверждения, 
так как первая вытекает из нее, что доказывается подобно п. (i). Сделаем 
это методом, использованным в теореме 9. Достаточно внести изменения в 
доказательство, что / принадлежит соответствующему классу. 

Пусть L(e) = 0Гук{\Гук (и>, е)), тогда обратная к L функция 

L-^n) = ini{e: L(e) <С п} = O r,fc(n_rWfc(l/n)), 

откуда при некотором к > О 

ап = Rn- Rn+i ^ L~1(kbn_i) = Ortk(b~rojk(l/bn)). 

Достаточно проверить, что на отрезке [—2/3, 2/3] 

feWrHF, c = cr<k, 

а в случае произвольного отрезка / сделаем линейную замену переменных. 
Дифференцируя почленно ряд для / , получаем 

Drf= Y,amDrTbJx). 
m = 0 

Разобьем сумму на части ^2 и Y1 • Последняя оценивается с помощью 
Ьт^1/т Ьт>1/т 

неравенства Бернштейна (и с учетом условий, наложенных на и>к) как 

Ог,к{ ^2 ЬпГшк{1/Ьп)Ьг
п) =0Г)к[ ^2 ик(1/Ъп)\ =0Г)к(ик(т)). 

\п>1/т ' \П>1/Т ' 

Модуль непрерывности первой суммы подобным же образом оценивается как 

иЛ ^2 amDrTbm(x),T 

= OrJ J2 bnr^k(l/bn)rk\\Dk+rTbn\\c[_2/3i2/3] 

= Or,k( ^2 Ькпшк{1/Ьп)тк) =0Г)к{шк{т)). 
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Отсюда ui(Drf, т) ^ Ог,к{^к{т)), значит, 

/ G WrHc
k -2 /3 ,2 /3 ] ) , с = сг>к.а 

З а м е ч а н и е . Подобно теореме 11, теорему 12 (i) можно обобщить на мно
гомерный однородный случай. 

Далее будет описан метод, который позволяет доказать существование 
функций с заданной по порядку сложностью приближенной реализации при 
незначительных ограничениях на последнюю. 

Пусть, как и в теореме 8, 971 — класс всех функций 

где | a k K ^ ( k ) , £ ^ (к) = С < о о , 
кей" 

G ( e ) = l o g Д Т(к)/е, V(e) = {к е N" : ^ ( k ) £ e}, P(e) = \V(e)\, 

kGP(£) 

система {(рь: к G Мп} такова, что для любой линейной комбинации 

У^ДкУк 
к 

s u p | a k | 
к 

Т е о р е м а 13. Пусть А(га),//(га),/(га) G N — произвольные монотонно 
возрастающие последовательности, удовлетворяющие условиям: для любо
го га 

А(га) - А ( г а - 1) ^ 4, А(га) = 0(А(га - 1)), 
т— 1 

/(га) = 0 ( / ( г а - 1 ) ) , ^ / ( f c ) = 0 ( / ( г а ) ) , 

/(га) <С ц{т)/2, //(га) <С G(e(ra)) - G(s(m - 1)/8) - Р(е(га - 1)/8) , 

где е(т) = 2"Л(™). 
Тогда для любого конечного базиса В найдется такая f £ 9Jt, ч т о о\м 

любого е < 0 справедливы неравенства 

М/,е)» 
Я 

log Я ' 
М / , е ) » Я , £ в ( / , е ) ^ г в 1 о ё Я - 0 ( 1 ) 

2Н = С1{?\, a = \-1(logl/8s), A - 1 ( n ) = {maxra: A(ra) ^ n } , 
/ j ( a 

а если {ж — г/, ж?/, 1/2} С В , mo 

^ ( / . ^ О ( , Д ( Ф , А ) + ' Н + ' ° 8 1 / £ + 1 О ^ ^ , ; 



О СЛОЖНОСТИ ПРИБЛИЖЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ КОМПАКТОВ 737 

LB(f,e)^o(bB (фв,^)+1(а)1оё1/е 

Д в ( / , е ) ^ т а х | д в Us, ^Л , log log 1/e + о ( ^ / b g log 1/e) 1 + log 1(a) + 0 ( 1 ) , 

где (5 = 2-A<a+2), Ф«5 = {^к: к е -р(сГ)}. 

• Рассмотрим последовательность булевых массивов 

Ат = { a k j ' , ™ : k e - p ( e ( m ) / 8 ) , 1 <С j <С A(m)}, 

удовлетворяющих условиям: элемент массива равен нулю при любых к, j та
ких, что j < log 1/T(\L), а также при любом j Е]А(га — 1), A(m — 1) + 3]; мас
сив Ат-\ является подмассивом Ат, то есть 

^kj',m— 1 — ^kj',m 

при любых k, j , таких, что 

к е Р ( е ( г а - 1 ) / 8 ) , 1 <$ j <$ А(га - 1); 

справедливо равенство 
| | A m | | - | | A m _ i | | = i (m), 

где ЦАЦ — число единиц в массиве А. 
Такие последовательности можно построить, так как число элементов мас

сива Ат, не входящих в Ат-\ и не равных заведомо нулю, оценивается снизу 
как 

J2 (A(m)+log^(k))-
к е Р ( г ( т ) ) 

^2 ( A ( m - l ) + 3 + l o g ^ ( k ) ) + P ( e ( m - l ) / 8 ) 
ч к е Р ( г ( т - 1 ) / 8 ) 

= G(s(m)) - G(s(m - 1)/8) - Р(е(т - 1)/8) J> //(га), 

а по условию /(га) <С /«(га)/2. 
Отсюда также следует, что число способов доопределения массива Ат-\ 

до массива А т , удовлетворяющих указанным условиям, не меньше чем С , \. 
Последовательности массивов Ат сопоставим последовательность функ

ций 
/™(х) = ^2 ak ) m<^k(x) = ^2 ak ) m<^k(x) , 

k€V(e(m)/8) kGP(£(m)) 

где 
A(m) 

a k ,m — / ^ Q>V.j,m^ • V ^/ 
i = i 
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Докажем, что для любого конечного базиса В последовательность Ат можно 
выбрать так, чтобы для всех т выполнялись неравенства 

1огС"- т ) 

М/ т ,е(т) /4)» "М 
log log С (К 

^ ^ jj,{m) 
LB(fm,e(m)/4)»logCl^Jy ^ 

DB(fm,e(m)/4) > log log C ^ g - 0 ( 1 ) . 

Строить последовательность Ат будем по индукции. База очевидна. Допу
стим, что А\, . . ., Ат-\ уже построены. Рассмотрим множество всех доопре
делений массива Ат-\ до массива Ат и соответствующее множество функ
ций, из которого будем выбирать fm. Любые две функции из этого множества 
различаются хотя бы в одном коэффициенте не менее чем на е(га), а значит, 
согласно условию, наложенному на систему {<,£>к}, уклоняются друг от дру
га по норме || • | |с(/») тоже не менее чем на е(га). Поэтому е ( т ) / 2 - е м к о с т ь 
этого множества, а следовательно, и е ( т ) / 4 - энтропия не меньше log С "Ч 
(согласно теореме 4 [23]). Отсюда так же, как и в теореме 1, выводим с 
помощью соответствующих оценок О. Б . Лупанова [26,29] и соотношения (1), 
что функцию / т можно выбрать так, что выполнятся неравенства (23). 

З а м е т и м , ч т о 

ЧР) 

Як,т - я к , Р = ^2 а^>р2~3 ^ е ( т ) / 8 , 
j = A(m)+4 

значит, существует 

а к = Km а к т и 0 ^ а к - а к т ^ е(га) /8. 
т—)-оо 

Поэтому функция 
/ = V «k №(x)ec(f) 

удовлетворяет неравенству 
k G H " 

I I / - /m| | ^ max m a x | a k - a k m | , max a k ^ e (m) /8 , (25) 
\ k k^V(e(m)/8) J 

которое следует из свойств системы {<,ck}. 

Значит, для любой меры сложности / справедливо неравенство 

£ B ( / , e ( m ) / 8 ) ^ £ B ( / m , e ( m ) / 4 ) , 

поэтому при всех ее ]е ( га + 1)/8,е(га) /8] 
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для Ьв(/,б), Ьв(/,б) и Д в ( / , е) выполняются неравенства (23). Из неравен
ства 

е(га + 1)/8 < е ^ е(га)/8 
следует, что 

га = A-^logl /ee) , 
значит, нижние оценки теоремы 13 доказаны, причем соотношения 

т— 1 

0(/(га-1)), J2 '(*) = °( /Н) 

не использовались. 
Докажем верхние оценки. В силу (24) для любой меры сложности С спра

ведливо неравенство 

£в(/,е(т)) ^ £ в ( / т , е ( т ) / 2 ) . 

Так как 
/ т = 2__, ak,m<^k(x), 

кеР(г(т)) 

то для мер сложности С = LB И £ Д справедлива оценка 

£( / т , е (га) /2) <С £ (ф-(™)> ^ ) + £ ( К , т : к е V(s(m))}) + 0(1(т)), 

а для глубины — оценка 

DB{fm,£-^j ^2 + log/(a) + 

+ m a x i m s Ые(т),£-^г) ,DB({aKm: k£? (e ( ra ) )} ) 

ведь число ненулевых слагаемых в рассматриваемой сумме не больше О (/(га)). 
Из равенства (22) и теоремы 5 следует, что 

DB({aKm: k e P ( £ ( m ) ) } ) <С log A(ra) + О^/log A(ra), 

ZB({ak ) m : k е Р(е(га))}) = 0(А(га)/(га)). 

Так как 

J2aKj = \\Ат\\ = 11̂11 + J2 (\\М ~ IIA-ill) = £ ' « = 0(/Н), 
k j ' i = 2 i = l 

то в случае /(га) J> A(ra) 
m 

M W , ™ : к е Р(е(га))}) <С А(га) + ^ / ( i ) = 0(/(га)), 
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а в случае /(га) < А(га), используя теорему [45], получаем, что 

M W , ™ : к е V(e(m))}) = О (/(га) + LB { 2 " а - 1 <С j <С 0( / ( га ) )}) = 

/(га) log A(ra) 
О /(га) + А(га) + 

log(/(ra) log A(ra)) 

Остается заметить , что при е(га) < е <С e(m — 1) справедливы соотношения 

A _ 1 ( l o g l / e ) = га- 1, га-2 = A _ 1 ( log8 /e ) = а ^ г а - 1 , /(га) = 0 ( / ( а ) ) , 

А ( г а - 1) <С l o g l / e < А(га), А(га) = О (log 1/e), е(га) ^ 2 " A ( a + 2 ) , 

и применить полученные ранее оценки. • 
Перед тем, как получить некоторые следствия из теоремы 13, заметим, 

что если 
log/(га) < с log//(га), 

где с < 1 — некоторая константа, то справедливо равенство 

H = logCl$)xl(a)log»(a) 

и нижние оценки теоремы 13 приобретают вид 

LB(f,s) » / { " ) 1 ° e / ' ( " \ v LB(f,s) » / ( a ) log//(a) , log(/(a)log//(a)) 

1>в (/, e) £ r B (log J(a) + l o g log 0 ( a ) ) - 0 ( 1 ) . 

Пусть 9Jt — компакт, определенный перед следствием 8. 

С л е д с т в и е 1 3 . Для любой монотонно стремящейся к оо при е —У 0 функ
ции L(e), удовлетворяющей при х —У 0 условиям 

Це/2)=0(Це)), log ^ = О ( log ^ 

найдется такая функция f G C(In), что для базиса 

В = {х-у,ху,х2, |ж|, 1/2} 

справедливы равенства по порядку 

LB(f,s)^L(s), LB(f,s)^L(s)logL(s), DB(f, e) x logL(e) . 

• Положим 

A(s) = l o g ^ и .F(k) = 2 V-i V, 
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где константы с и с\ выберем далее. Тогда из условия 

l o 8 r - w o N = О (log • Ь~Ц2х) V L-Цх)^ 

следует, что Х(х + 1) = Ос(А(ж)), и из условия 

Це/2) = О(Це)) -

что при достаточно большом с 

Х(х+ 1) - А(ж) ^ 6. 

Далее получаем, что 

А " 1 ^ + 6) - Х'^х) <$ 1, 6х - 0 (1 ) < Х(х) < 2°^х\ 

1оё(ж + 2) « А - 1 (ж) <С тг + СН1), l o g l o g l / e « l o g . L ( e ) « log 1/е, 

Р(е) х 2 C l A _ 1 ( l o g l / ' £ ) . 

Положим 

е ( т ) = 2"[А ( т ) ] , //(га) = [G(e(ra)) - G(e(ra - 1)/8) - Р(е(т - 1)/8)]. 

Тогда 

Р(е(т - 1)/8) <С /Яга) <С G(efra)) <С Р(е(т)) log - Д | = 0 ( Р ( е ( ( т ) ) А ( т ) ) , 
е(т) 

с\т — 0(1 ) ^ log//(га) = 0(га) = 0(log_P(e(ra))). 

Выберем /(га) равным [ 2 с т ] , тогда при ci > 2с 

га <С log/(га) <С era < - log//(га) 

/(A-1(logl/£)) = /Qlogi,(e)^ =[L(e)]. 

Так как число а, определенное по последовательности [А(га)] так же, как в 
теореме 13, отличается от A _ 1 ( l o g l / e ) на аддитивную константу 0 ( 1 ) , то 
справедливы равенства по порядку 

1(a) ж L(e), log/(a) x log ц(а) ж а ж log P(S), 

где S, как и в теореме 13, равно 2—[А(а+2)1. 
Нижние оценки следствия вытекают теперь из теоремы 13 с учетом сде

ланного после нее замечания, причем 

DB(f,s) ^logL(s) +loglogL(s) - 0(1). 

Для доказательства верхних оценок применим теорему 13 и лемму 15. 
Пусть Фг = {рк'. k G Р(6)}, где система {<,£>к} определена так же, как пе
ред следствием 8. 
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Лемма 15. Пусть Ф — произвольное подмножество Ф,5, состоящее не 
более чем из d функций, d <С P(S), а базис В = {ху, х — у, \х\, 1/2}. Тогда 

М Ф ) « d + \agP[8) + lo
d^Zl{p%)y 1в{Ф) = ° ( й 1 ° 8 р ( * ) ) ' 

£>в(Ф) ^ loglogjP(«5) + О [yioglogP(S)i 

• По определению 

<£>k(x) = ^ O i ) . . .^ г е (ж п ) , 

где 

(рт(х) = (р(атх - Ьт), ср(х) = max(0, 2 т т ( ж , 1 - х)), am,bm £ N, 

Ьт < ат = 0(т log ra(log log m)2). 

Поэтому с помощью теоремы 5 получаем, что 

Ав(у>к) = 0(n + LB(akt,bkt: 1 ^ г ^ га)) = 

= O U + ^ S o g ( ^ + l )J = 0(n + logjP(<5)), 
^ 8 = 1 ' 

Ав(<Рк) ^ 0(1) + logn + max£>B(afei,&fei) ^ 

<С loglog(||*|| + 3) + О ^/loglog(| |*| | + 3)J + logn ^ 

<С log log P(S) + 0 (^ loglogP(J) ) + log n, 

откуда и следуют последние неравенства леммы. • 
Число Ьв(Ф) можно оценить как 0(nd) плюс сложность системы из не 

более чем 2nd натуральных чисел, равных 0(Р2(6)). Разлагая все эти числа 
по степеням двойки и вычисляя все степени 

2 2
2 2 2 1 o g P ( < 5 ) + 0 W J 7 ^ 7 

со сложностью 2 log Р(8) + 0(1), сводим задачу к оценке сложности р = 0(nd) 
линейных форм от q = О (log P(S)) переменных с коэффициентами О, 1 и ме
тодом [45] получаем оценку 

o(p+q+-^_)=o(nd+i0gp(s)+,^!?si;(i).n 
V logpqj \ log(dlog P(S)) J 

Повторяя доказательство верхних оценок в теореме 13, заметим что в сум
ме 

fm = 2_^ ak,m<^k(x) 
кеР(г(т)) 
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число ненулевых слагаемых не больше 

^ a k j - > m = ||Лп|| = 0(1(т)), 

что дает возможность воспользоваться леммой 15 при d = 0(/(га)) и получить 
равенства 

М / m ) = О f/(ra) + log{P{s{m))X{m)) + 

/(га) log Р(е(т)) /(ra)logA(ra) 
log(/(ra) log P(s(m))) log(/(ra) log A(ra)) 

LB{fm) = 0(/(ra) logP(e(m)) + A(ra)/(ra)) = О (l(m) log Ы " ) . 
\ £m J 

Если воспользоваться наличием в базисе В функции х2 (это будем делать 
только в этом месте), то в последней оценке можно заменить А(га) на log A(ra), 
так как 

LB(xn) = 0(logn), 

и получим равенство 
M / ™ ) = 0(/(ra)log/(ra)). 

Для глубины с помощью леммы 15 получаем оценку 

DB{fm) ^ log(n/(ra)) + logA(ra) + О [^J\ogA(ra)) . 

Заканчивая доказательство так же, как и в теореме 13, и вспоминая, что 

А(га) = 0( logl /e) , /(га) ж /(a) ж L{e), log P(s(m)) ж log/(a) x log L(e), 

получаем оценку 

M / , e ) ~ Д<0> М / > < 0 ~ L(s)logL(s), 

DB{f,s) <: log{nL{s)) + log log 1/e + О (>/loglog 1/e) < l o g i ( e ) . 

Отметим, что при 
l o g L ( e ) = 0 ( l o g l / e ) 

равенство по порядку 
Z B ( / , e )xL(e ) logL(e ) 

справедливо и для базиса 5 = {ху, х — у, \х\, 1/2}, а также 

DB(f,e) <: log L(e) + log log L(e) + О (^/log log L(e)) . • 

0(/(ra)), 



744 С. Б. ГАШКОВ 

З а м е ч а н и е . При L(e) = 0(s~("~c>), где с > 0 — произвольная константа, 
можно доказать, что функции / , существование которых утверждает след
ствие 13, удовлетворяют условию Липшица по всем своим переменным. 

При 
2\ ~п1т 

L(s) = I e ( l o g - J (log l o g -

можно доказать тем же методом, что и в следствии 13, существование такой 
функции / G С(1п), у которой (г — 1)-я производная по каждой переменной 
удовлетворяет условию Липшица и 

1 

< L B ( / , e ) < | e ( l o g - ) (loglo; 

0(l)<:DB(f,e)<: 

где В = {ху,х- у, |ж | , 1 /2} . 
Можно доказать, что для любого конечного базиса В и любой стремящейся 

к нулю при е —?> 0 функции 8(e) найдется такая / £ С{1), у которой (г — 1)-я 
производная удовлетворяет условию Липшица и 

У LB(f,s)logl/s LB(f,s) 
1 П П S U P X( \П I M/r > ° ' l l m S U P X( \П I M/r > 0 -

Например, в случае г = 1 возьмем достаточно быстро растущую последо
вательность А(га), разобьем отрезок / на отрезки Im длины | / | 2 _ т , а отрез
ки Im — на отрезки длиной \Im\2~x(-m> и по полученному разбиению отрезка / 
построим систему функций {ср^(х)} подобно тому, как это сделано перед след
ствием 8. Положив Т(к) = , где длина к-го отрезка построенного 

разбиения, определим, аналогично тому, как это делалось ранее, класс 9Л. Яс
но, что все его функции удовлетворяют условию Липшица с множителем 1. В 
качестве //(га) возьмем 2 A ( m ) - m и положим /(га) = /«(га)/2. Тогда так же, как 
в теореме 13, получим, что для некоторой функции / £ 9Л 

т , г , ч /,ч u(m) S(e(m)) 
LB(J,e(ra)/4)» , V Д > V V " log /«(га) е(га) log l /e ( ra) 
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LB(f,s(m)/4) > / / ( m ) > 8{e{m))/e{m), 

что и требовалось доказать. 
Ценой усложнения доказательства теорему 13 и следствие 13 можно осво

бодить от некоторых ограничений и усилить. Обозначение / ( e ) \. О означает 
далее, что / ( e ) монотонно стремится к нулю. 

Т е о р е м а 14. 
(i) Для любой монотонно стремящейся к оо при е —> 0 функции L(e) та

кой, что 
L(s/2) = 0(L(s)) и £ ( < • ) » log 1/е, 

найдется такая функция / £ C(In), что для В = {ху, х — у, \х\, 1/2} справед
ливо равенство по порядку 

LB(f,e)^L(e). 

Если к тому же 
Lie) < e" -f+s 

где n,r £ N, S > 0 — не зависящие от е константы, то такую функцию f 
можно выбрать в любом классе W(r, M, N, I"). 

(ii) Если дополнительно к условиям п. (i) выполнено условие 

l o g i ^;oV ( £ ) 
log l / e ) \ l o g l / e 

то равенство по порядку можно заменить асимптотическим равенством 

LB{f,e)~L{e). 

(iii) Если условие 

заменить на условие 

ш ю 
log 1/е 

logL(e) 
;о, ( l o g l / e ) c 

где а < 1/2, то можно доказать существование бесконечно дифференцируе
мой и 27Г-периодической по всем переменным функции f £ С(Шп) такой, что 
для базиса В = {ху, х — у, cos x, 1/2} справедливо равенство пункта (ii), а для 
базиса В = {ху, х — у, 1/2} — равенство пункта (i). 

(iv) Если выполнены условия 

L(e) x L ( e l o g l / e ) и log 1/е «С L(s) = 0 ( l o g l / e ) n - < 5 , S > 0, 

то существует аналитическая и 27Г-периодическая по всем переменным 
функция f £ С(Шп) такая, что для нее справедливы равенства пункта (iii). 
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• Как и ранее, используем обозначения, введенные в параграфах 2 и 4. 
Докажем пункты (i) и (ii). Рассмотрим вначале случай г = 1. 

Пусть 

Т(к) = 4(| |k| | + 3)- 1( log( | |k | | + 3))- 1 ( loglog( | |k | | + З ) ) - 2 

и система {^ к (х)} и класс 9Л определены так же, как и в следствии 8. Положим 

Мт = | ( k , j ) : k G V(e{m)) к Л ( т - 1) + К j <С \{т) к 2"->' <С ^ ( к ) 

где е(т) = 2~х(-т>, а последовательность {А(т )} (в которой А(0) = 0) бу
дет определена позднее. Обозначим мощность множества Мт через / / ( т ) . 

Пусть {я(т)} — такая последовательность, что я(т) <С - / / ( m ) ; более точ
но ее выберем позднее. Обозначим 2lm множество всех булевых массивов 
Ат = {at j - : ( k , j ) G Мт к a^j G (0 ,1)} , содержащих x (m) единиц, и по
ложим 21 = (^)2lm . Пусть A G 21 — произвольная последовательность {y l m } , 

т 

-4т = { a k j : ( k , j ) G M m } . 

Сопоставим ей функцию 

/ л = ^ я к ^ к , где a k = ^ a k j - 2 " J . 
к j 

Множество всех таких функций обозначим $ = $ ( { А ( т ) } , {х(га)}, 9Я). Ясно, 
что $ С 9Я. 

Определим на множестве 21 (и тем самым на $) вероятностную меру v, 
являющуюся произведением мер ь>т, равномерно распределенных на множе
ствах 21. Далее рассуждаем так же, как и в доказательстве теоремы 1. Пусть 

- е ( г а + 1 ) ^ е < -е ( га ) . 

Тогда для любой функции д G С(1п) множество Ое{д) П $ состоит только из 
функций j A , у которых последовательность А начинается с т фиксированных 
членов А\, . . ., Ат. Действительно, в противном случае найдутся функции j A 
и j А' такие, что для всех I <i m А\ ф А\, значит, 

II/А ~ IA'\\ ^ s u p | a k - a k | ^ sup |ak j- - a k -|e(/) - -e(l) ^ - e ( m ) > 2е, 
k j '•> 2 2 

что противоречит включению / л , / л ' G Ое{д). 
Поэтому внешняя мера 

и(аыпз)^ ПСГШ 1 

i = i 
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Повторяя далее рассуждения из доказательства теоремы 1, получаем, что для 
почти всех относительно меры v функций / £ $ и любого е > О 

LB(f,s)>g(s(m))/logg(s(m)), (26) 

где 

д(е(т)) = f > g C ; g ; , \е{т + 1) <С е < \е{т). 
i = i 

Последовательность {я(т)} можно выбрать так, чтобы 

\д(е(т)) - L(e(m)) log L(e(m))\ <С log^(m). (27) 

Для этого, рассуждая по индукции, выбираем х(га) так, чтобы 

logC"ft - (L(e(j))logL(e(j)) - L(e(j - 1)) log L(e(j - 1))) ^( i ) ^ log//(j), 

и соответствующим образом подбираем знаки в этих разностях (в случае 
j = 1, разумеется, в скобке вычитаемое отсутствует). Так как 

Р(2е(т)) <: i,(m) <С log - J _ p ( e ( m ) ) , (28) 
e(m) 

то справедливы равенства 

logii(m) ~ logP(e(m)) x log——, (29) 

поэтому из (26) и (27) и условия 

L{s) > l o g l / e 

следует, что 
LB(f,s)^>L(s(m)). 

Выбрав А(т) с помощью следующей леммы, выводим из нее и из условия 
L(e/2) = 0(L(s)), что LB(f,s) » L(e). 

Лемма 16. Для любой монотонной функции f: Ш+ —У Ш+, такой, что 
f(x)/x стремится к бесконечности, a (logf(x))/x монотонно стремится к 
нулю, можно определить такую последовательность 

{А(т)}, A(ra)£N, 

/3(т) = А ( т + 1 ) - А ( т ) > 2, / (А(т+1) ) ~ / ( А ( т ) ) , log/(A(m)) > m/logm, 
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т 
J24J) = o(f(\(mj)). 
i= i 

Если условия леммы заменить на более слабые условия 

/ ( * ) » * и f(x+l) = 0(f(x)), 

то ее утверждение останется справедливым, только знаки о и ~ заменятся 
на О и х . 

• Так как 
log/(a; + l) log f{x) 

X + 1 ^ X 

log f(x) 

Положим 

тогда 

o<:iogf(x + i)-\ogf(x)<: 

f{x + l)~f{x) 

h(m) — m m i n { / ( n ) / n } , 
n~>m 

Til 
h(m) <: f(m) —^ I 0. 

ft ra 

Определим по индукции последовательность {д(т)}, так , чтобы 

g(l) = 1, g(m + 1) = min{ft(ra + 1), (ra + 2)g(m)/m}. 

Тогда при т ^> mo 

, N w N , , , , , o(m + 1) fl(ra) 
ra + 1 ra 

Проверим, что m/g(m) монотонно стремится к нулю. Это очевидно, если д(т) 
бесконечно часто совпадает с Л (га). Если же при любом га J> rao 

</(га + 1) = (га + 2)д(т)/т, 

fif(m-l) 5(1) 
и опять утверждение очевидно. 

Положим а(т) = \Jg(m)jrn и выберем последовательность {(р(т)} так , 
чтобы 

0 < ср(т) <С а(т), 0 <С Аср(т) = ср(т + 1) — ср(т) <С —, ср(т) —У со. 
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Тогда 
т— 1 

Lp[m) = ip"' l) + jr A^J) ^ v(i) + Ё - ^lnm + °w 
i = i i = i J 

m— 1 1 

ip(m) — ip(m — [ip(m)]) <C 2_. ~ = 0(f(m))/m, j 
j=m-[ip(m)] 

m m — [(p(m)] ср(т)[ср(т)] — 0(ср(т)) 
ср(т) <p(m — [(p(m)]) ср(т)ср(т — [ср(т)]) 

га + 1 га (p(m) — 0(1) 
(p(m + 1) (p(m) (p(m+l)(p(m) 

Положим 
C(m) = [2m/^(™)]. 

Из предыдущего следует, что 

(*(га + 1) — С(т) = 0(С(т)/ср(т)), (*(га + 1) ~ C(m)i log(*(ra) > m / log га. 

Отделяя в сумме последние [<,с(га)] слагаемых, получаем оценку 

m m-[ip(m)] 

i = i i = i 

Учитывая вытекающее из предыдущего равенство 

С(т) ~ 2(*(га — [^(т)]) 

и применяя достаточное число раз полученную оценку, находим, что 

т то 

J2((J) ^ 0(p(m)C(m)) +J2CU) ^ 0(р(т)С(т)) + 0 (1 ) = 

= 0(у(га)С(га)) = 0(С(т)а(т)) = 0(((т)а(((т))) = о(д(((т))). 

Положим 

\(т) = [Г1Шт)))}, 
тогда при га ^ п ^ гао 

га о(га) д(т) д(п + 1) т+1 п + 2 / г а \ 2 

\{т)<:({т), — < $ — — = — — . . . — — <$ - . . . < I — I , 
n <АП) <Am — J-j <АП) га — 1 и V и / 

5(С(га))(С(га + 1 ) / С Н ) <С д(С(т + 1)) < д(((т))(((т + 1)/С(га))2 ~ д(((т)), 

д(С(т + 1)) - д(((т)) = 0{д{С{т))/<р{т)), 
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т т 
E A W ^ Е С ( Я = ° ( Ж М ) ) = о(/(А(т))), 
3=1 3=1 

f(\(mj) ~ д(((т)) ~ 5 (С(т + 1)) ~ / (А(т + 1)), 

log/(A(ra)) ~ logg((*(m)) J> logC(m) > m/logm. 

Так как 

/?(т) = А(т + 1) - А(т) > / ^ Ш ™ + 1))) - Г ^ Ж М ) ) " 1, 

то осталось проверить, что 

Г 1 ( 5 ( С ( т + 1 ) ) ) - Г 1 ( 5 ( С ( т ) ) ) ^ 4 . 

Из условия леммы следует, что 

/ (* )=2* / ' ( * ) , г д е 1 М Ж ) ; 0 . 

Можно считать, что последовательность ср(т) выбрана так, чтобы 

(р(т) < о(р(т)). 

Обозначим / _ 1 (д(С( т ) ) ) через х(т). Тогда 

f(x(m))=g(((m))=2m^m\ 

где 

(р(т)/2 < ip(m) < ip{m), 

откуда при т ^ гао 

ж(т) ^ т, р(х(т)) ^> р(т), 

f(x(m) + 4) = 2^+V ^ 2 ^ 7 = 

= f(x(mj) (l + ~ ^ \ ) = Я(СМ) (1 + 4 4 ) < 5(С(т + 1)), 

значит, 

ГЧ9(С(т + 1))) £ z(m) + 4, / ^ Ш ™ + 1))) " Г ^ Ж М ) ) > 4. 

Осталось доказать последнее утверждение леммы. Для этого предполага
ем без ограничения общности, что f(x) ^> х, определения {h(m)}, {A(m)}, 
{х(т)} и {д(т)} оставляем без изменений (но уже не обязательно, чтобы 
т/д(т) —У 0), определяем С(т) равенством 

((т) =]с% где c = supf(x + 1)//(ж), 
X 
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с помощью условия sup/(ж + 1)//(ж) < схэ проверяем равенства 

/(А(т)) ж д(С(т)) ж д(((т + 1)) ж / (А(т + 1)), 

и оценки 

т т 

]Г A(j) ^ £C(J) = °(ЯАМ))> log/(A(m)) > 2т - 0(1) 
i = i i = i 

и, наконец, проверяем, что 

f(x(m)+4) <С c4 /W™)) = с4
5(С(т)) <С </(СН)(С(т+1)/С(т)) <С </(С(т+1)). • 

Для получения верхней оценки воспользуемся неравенством 

LB(f,s)<:LB(fm), (30) 

где 

fm = ^2 а к > т^к, ак>т = ^ аь/2~3, е (т ) ^ е < е ( т - 1). 
kGP(£(m)) J 

(M)eULMi 

Так как 

где 

/ т — / yffi, 
( = 1 

(kj)GM, 

ТО 
т 

^ ( / т ) ^ Е ^ ( 2 Л ( ' " 1 ) + 2 ^ ) + 0(А(т)). (31) 
( = 1 

Так же, как и в доказательстве теоремы 13, из (38) выводится, что 

LB{fm) ^ Ьв{фъ- k e 7>(е(т)) & (3j akj- = 1)) + 
K(m)\ogj3(m) N ^ ' 

+ О А(т) + К(т) + , , ч , чч 
V log(A'(m)log/3(m)). 

где 
т 

/?(т) = max ( A ( / ) - A ( / - l ) ) , A ' ( m ) = V x ( / ) . 
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Далее пользуемся оценкой 

1в{фъ: k e V(e{m)) к {3j aKj = 1)) <С £ Ч в ( ^ к : 3J (ak>i = l k ( k ' ^ e M ' ) ) ' 

(33) 
i=i 

Так как 
( k , j ) G M , = > k e 7 > ( e ( 0 ) , 

то для оценки слагаемых в (33) можно воспользоваться леммой 15 и получить 
оценку 

L B ( ^ k : к е 7>(е(т)) & (3 j akj- = 1)) <С 

^ N v ^ , n , „ » v ^ x(l)logP(s(l)) (34) 

Пусть L(e) = 0(e-n+s). 

Тогда из (27)-(29) следует, что 

x(m) < i ( e ( m ) ) = 0{s{m)-n+s) 

и 
1 о8 С * ( т ) х ( г а ) 1 о8 М г а ) - х(т) log Р(е(т)). 

Поэтому из (29), (30), (32), (34) можно с помощью леммы 16 вывести равенство 

x( / ) log/ / ( / ) 
LB(f,e) = 0(L(e(m))+J2 

i=i 
log(x(/) log fi(l)) 

(35) 

Применяя неравенство Иенсена к выпуклой функции х/1одх , из (35) получаем 
равенство 

/ 

LB(f,s) = 0 
X>(0logM0 \ 

L{e{m)) + i=i 

log ^ (x (0 io g / / ( 0 )A 
(36) 

v vtr n 
Из (43), (34), (36) и условий п. (i) с помощью леммы 16 следует, что 

LB(f,s) = 0(L(s(m))). 

Вспоминая, что е(га) <С е(т— 1), и учитывая уже полученную нижнюю оценку, 
выводим отсюда с помощью леммы 16 равенство пункта (i). Тем самым при 
г = 1 утверждение пункта (i) доказано. 

Для доказательства пункта (ii) можно воспользоваться следующим уточ
нением леммы 15. 
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Л е м м а 17 . Пусть Ф — произвольное подмножество Ф,5, состоящее не 
более чем из d функций. Тогда для базиса В = {ху, х — у, \х\, 1/2} 

• Повторяя доказательство леммы 15, получаем что 

1В(Ф) ^0(nd) + LB(akt,bkt: keV(S) t фк е Ф t 1 ^ i ^ n). 

Вспомнив, что 

ат = 2k+ik{k + 1), где г = [log(ra + 3)], k = [loglog(ra + 3)], 

последнее слагаемое можно оценить как 

0{nd+\ogP{S)) + LB{bkt: \LET(5) k фъ е Ф & 1 <С i <С п). 

Так как все числа bkt £ Н и н е больше, чем 

2я = 0 ( m ( l o g m ) ( l o g l o g m ) 2 ) , где т ^ Р^)1^, 

то, разлагая их по степеням двойки, и вычисляя 2,4, ...,2я со сложностью 
O(q) = 0(logP(S)), сводим задачу к вычислению nd линейных форм с коэф
фициентами 0,1 от q переменных. Методом [45] можно оценить сложность 
этой системы линейных форм как 

(\ + o(\))ndq п . , . {l + o{l))dlogP{S) „ . , , п . . . . V У" 4+0{nd + q)=K— ; " ° У ' +0{nd + \ogP{S)). 
log(ndq) log(dlog P(S)) 

Из полученных оценок и следует утверждение леммы. • 
Пусть выполнено условие 

loeLWioW^L^«]. ( 3 7 ) 
log 1/e ) \ l o g l / e 

Повторяя доказательство пункта (i), выбираем А(га) с помощью леммы 16, 
положив в ней f(x) = L(2~x). Далее, выбираем я(т) <С L(e(m)) так , чтобы 
выполнялось соотношение (27). Из (27), (29) тогда следует, что 

G(e(m)) ~ L(e(m)) log L(e(m)) (38) 

lo&C*(m) - я(т) l °g / " ( m ) - Hm) l ogP(e (m) ) , (39) 

а поэтому из (26) следует оценка 

LB(f,s)>L(s(m)). (40) 
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С помощью леммы 16 и вытекающего из (37) равенства 

L(2s) ~ L(s) 

из (40) следует, что 
LB(f,e)>L(e). 

Применяя для оценки слагаемых в (33) лемму 17, получаем с помощью 
теоремы Штольца (см. Фихтенгольц, т. 1, гл. 1, § 2.33) вместо (34) оценку 

ады * о(к<„,)+£logfwo)) + (1+o(D)£ ^ ^ Р Ш ) |41) 

Из (29) и условия (37) следует, что при т —У оо 

log P(e(m)) 
log(x(m)) 

Из (29), (41), (42) с помощью леммы 16 следует неравенство 

(42) 

м ы * .№<•»>» + (i+o(D) £ ^ Д ш г (43) 

Подобно (36), из (43) с помощью (29) и теоремы Штольца выводим оценку 

т 

(1 + 0(1)) ;>>(о log мо 
LB(f,s)<:o(L(s(m))) + — ^ !=± - . (44) 

log(^(x(01og//(0)A 

Из (38), (39) и определения Q(e(m)) с помощью теоремы Штольца получаем 
равенство 

т 
^ x ( / ) l o g / U ( / ) ~g(e(m)) ~L(e(m))logL(e(m)). (45) 
1=1 

Из (43), (44), (37) и соотношений леммы 16 следует, что 

LB(f,s)<L(s(m))<L(s), 

тем самым равенство пункта (ii) доказано. 
Для того, чтобы доказать первую часть утверждения (i), выбираем функ

цию 
Як) = ||к||-С, с> О, 
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так, чтобы 
L(e) = 0(P(e))l-\ 6>0, 

и повторяем проведенные выше рассуждения. 
Случай г G N, г > 1, рассматривается аналогично, только в определении 

класса 9Л функцию Т{к) возведем в r-ю степень, а в определении системы 
{V'k(x)} функцию 

ф(х) = max(0, 2 т т ( ж , 1 — х)) 

заменим на функцию сг(д(х)(1 — д(х)))г, где д(х) = т а х ( 0 , т т ( ж , 1)), при под
ходящем сг. Тогда любая функция из класса 9Л будет (г — 1)-кратно непре
рывно дифференцируемой по каждой переменной и 

Ш С W{r,Mr,Nr, [0 , l ] n ) . 

Случай произвольного класса W(r, M, N, I") сводится к рассмотренному. 
Докажем пункт (iii). Рассмотрим класс 9Л, определяемый по тригономе

трической системе 
{yk(x)} = {cosfci«i . . .cosknxn} 

и функции 

Т{к) = 2-( l osllkll)a , a > 1, при ||k|| > 1 и Т{к) = 2 при ||k|| <С 1. 

Он состоит из бесконечно дифференцируемых 27г-периодических и четных по 
всем переменным функций. Вычислим для этого класса функции Р(и), Щи), 
Q(u), v(u), w(u), s(u), S(u). Ясно, что 

P(u) = ln, гДе1=\Ф°е1/иУ,а]+1. (46) 

Тогда 

оо 

R(u)= Y, -^(k) = Y, 2-(iosiikn)a ^Y,n(k + 1)n~l2~il°6k)a ^ 
k,:F(k)<u Pll^< k=l 

oo oo 

( log/ 

Так как при к > / и и < ио 

((к + 1)а - п(к + 1)) - (ка - пк) > 1, 

то 
оо 

/

оо 
2~ха+пх ^х __ \ г 2_fea+nfe _|_ о (2-[c+i]a+«[c+i] _|_ 2~с"+г' 

к = [с] + 1 
— Q (2-[e+l]a+n[c+l] \ _|_ Q I 2 - [c+l ] a +n[c+l ] _|_ 2-с"+пс\ — Г) (<2-с"+пс^ 
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Взяв 

c = log/=(logl/M)1 / a + O(l/0, 

получаем тогда, что 

-са + с = log и - 0(l//)(log l/uf-lla + (log l/u)1/a = 1оёи + (log 1/и)1/а - o(l) 

и справедливо равенство 

Щи) = О (пиФ°е1/^1/а) . 

Поэтому функцию 
v(u) = maxjti: R{v) ^ и/2А} 

оцениваем снизу как 

и2-(\ое1/иУ'° _0( l o g l / „ )2 /a - l ; 

значит, согласно (46) 

s(u) = P(v(u)) = 2«0°81/«(«))» + о ^2(n-1)(lo81/"(u))i \ 

= 2n^°e1/")i + (n/a)(log l /и)?"1 + 0(log l/u)i~2, 
(47) 

<*(«) = u2-n^°e1^)a - 0(\ogl/u)i-\ 

w(u) = max{v(u),S(u)} = u2-{Xo^llu^'a - 0(log 1/и)2/6-1. (48) 

Вычислим теперь Q(u): 

I 

Q(u) = - J2 log^(k) = ^ ( l o g | | k | | ) a = ^ ( ( f c + i r - ^ ) ( l o g f c ) a + 0(2"). 

Так как 

J2km{\ogk)a = f xm(\ogx)adx + 0(r(\ogl)a), 
k = l { 

/

jm + 1 f 

xm(logx)adx = ( l o g / ) a - г / xm(\ogx)a-1dx = V 5 ; rn + V S ; (ra + l ) ln2y l S ' 
l l 

= ̂ TT((iog/r- i^(iog/r1 + o((iog/r2)), 
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' jm + 1 
J2km(logk)a = ^ j ((log/)a - — ( l o g / ) " - 1 +0 ( ( l og / ) a - 2 ) ) 
k = l 

0(«) = Г ((log!)" - i ^ O e e ' ) - 1 + 0(( log()°- ' ) ) = 

= ^"- , 1 ( 1 =«;- in( 1 *;) , " i + 0 ( ( b « l V " " 1 

Отсюда и из (46)-(48) следует, что 

G(u) = Р(и) log 1/u - Q(u) = 2"(lo8i/«)- ( Л. fiog ±.\ ' + 0 (log ± ) 

— — 1 

T(u) = s(u) log - A - - Q(№(«)) = 2 " K i) ' + - flog -) ' + 
o[u) a \ uj 

+ 0 ( l o g - ) l o g - + n ( l o g - ) + 0 ( l o g -
V uj \ u V « / V «, 

a \ и / 

+ 0( l0g^)" (10^+(10^)"-1п^(108Г " 
+ o ( log±V + 0 ^ 1 o g l X 

Поэтому при a ^ 2 

Т<"> = 1 ^ Ю ^ " - " ( l + О (log-) 

значит, при а > 2 справедливы асимптотические равенства 

1 — — 
G(«) ~ T(«) ~ ^ (log £ ) a 2"( l o 8i /«) - , 

а при a = 2 — равенства по порядку 

G(u) ж Т(«) ж ^ (log i ) a
2 n( iog i / . ) ^ 
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Из доказанного и теорем 1, 7, подобно следствию 1, выводится, что при 
а > 2, В = {ху, х — у, 1/2} и почти всех / £ 9Л 

1 — — 

М / ^ ) - G ( e ) / l o g G ( e ) ~ - ^ - f l o g - ) " 2 " ( l o 8 i / 0 ^ 
n m z \ e / 

а при а = 2 справедливы равенства по порядку 

М / , е ) х G ( e ) / l o g G ( e ) х г " ^ 1 / ^ . 

Аналог неравенства (16) при этом выводится из неравенств 

8 
LB((coskiXi .. .cosknxn: k £ 5(e)) , S) < LB ( c o s ^ i , . . . ,cosxn),cr.. 

\ l{v{e)Y 

+ LB{{Ti{xi),... ,Ti(v(£)){xi)): 1 ^ г ^ n) + (n - l )s(e) , 

Ьв((Т1(ж8-) , . . . ,Т((ж8-),г71(ж8-),.. .,Ui{xi))\ 1 ^ i ^ n) = 0 ( n / ) , 
(49) 

где 
5(e) = { 0 , 1 , . . . , l(v(e))}n, 

Ti, Ui — полиномы Чебышева первого и второго рода. Первое из этих нера
венств получается с помощью известной оценки для производной полиномов 
Чебышева, а второе — с помощью тождеств 

Тт{х) = xTm_i(x) - (1 - x2)Um-i(x),Um(x) = T m _ i ( « ) + xUm-i(x). 

Пусть теперь L(e) удовлетворяет условиям пункта (iii), в частности, 

logL(e) 
(log 1/е)ь ; 0 , 6 < 1/2. (50) 

Выберем а £ (2, 1/6), тогда — —> 0. Так как L(e) удовлетворяет услови
ям также пункта (ii), то можно повторить рассуждения доказательства этого 
пункта. Из (46) и (28) при этом будет следовать выполнение условия (29) и 
нижняя оценка будет доказана так же, как и в пункте (ii). 

Для получения верхней оценки выбираем т так , чтобы 

е(т) ^ 6(e) < е(т — 1), 

а вместо V(e) рассматриваем 5(e) . Из (46) и (47) следует, что 

logs(e) ~ log_P(e) , 

а из (48) и (50) — 
logL(e) > logL(S(s)) 

( l o g l / e ) b " ( l o g l / ^ e ) ) 6 ' 
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откуда 

log L(s)<: logL(S(s)) <: (logL(s)) ( l + n & ( l o g l / e ) b i + 0 ( l o g l / e ) f -

значит, 
log L(S(s))-log L(s)^0, L{6{e))~L{e). 

Далее доказательство проводится так же, как в пунктах (i)-(ii), только 
вместо леммы 16 используются леммы 18 и 19. Обозначим Ф£ множество 
{cosfci«i . . .cosknxn: О <J кг<^. l(v(s)), 1 <J г <J п}, где { 0 , 1 , . . . , l(v(s))}" = 5(e) . 

Л е м м а 18 . Пусть Ф — произвольное подмножество Ф£, состоящее не 
более чем из d функций. Тогда для базиса В = {ху, х — у, cos x, 1/2} 

^ , = s (I + o(l))dloes(e) ^ , , , NN LB Ф ^ 1 , , ' ' , V ' +0(nd + logs(s)). log(alogs(e)) 

• Лемма доказывается методом [45] подобно лемме 17. • 

Л е м м а 19 . Пусть Ф — произвольное подмножество Ф£, состоящее не 
более чем из d функций. Тогда для базиса В = {ху, х — у, 1/2} 

• Лемма доказывается методом [45] с помощью аналога неравенств (49) и 
тождеств 

Ti+j(x) = Щх)Т,(х) - (1 - х2)Щ(х)и^х), 

Ui+j(x) = Ti(x)Uj(x) + Ui(x)Tj(x), 

которые означают, что если (1 —ж2) и 0 заранее вычислены, то для вычисления 
Ti+j (x) и Ui+j (x) по известным полиномам 

Tj(x), Т{(х), Uj(x), Ui(x) 

требуется 8 операций из базиса В. • 
Докажем пункт (iv). Рассмотрим класс 9Л, определяемый по тригономе

трической системе 
{yk(x)} = {cosk\X\ . . .cosknXn) 

и функции T(k) = C e _ h , k , С > 0, h £ Ж" . Он состоит из аналитических 27г-пе-
риодических и четных по всем переменным функций (см. [23]). В параграфе 4 
было вычислено, что 

P ( £ ) x S ( e ) x ( l o g l / £ ) n , 

значит, справедливы равенства 

l o g S ( e ) ~ l o g P ( £ ) , S(e)^e(logl/e)-n. 
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Из условий пункта (iv) следуют равенства 

L(S(e))^L(e), L(e) = 0(Р(е))°, <т < 1. 

Далее доказательство проводится так же, как в пункте (iii). П 
З а м е ч а н и е . Для систем {<,£>&}, удовлетворяющих условию Сидона 

к к 

примером которых служит рассматривавшаяся в параграфе 4 система 
{совЗ^ж} (см. [20], с. 328), все полученные ранее нижние оценки можно не
сколько уточнить. А именно, в оценках теорем 1, 2 и неравенстве (21) можно 
вместо G(e) взять G(2e) + log(P(2e)!). Некоторое улучшение прежних оценок 
будет тогда наблюдаться при 

Т{к) = 2 - ( l o s f e ) a , a ^ 2 . 

Можно доказать, что для сидоновской и чебышевской систем 

{cos3 х} и {Т3к(х)} 

и соответствующих классов 9Л справедливы соотношения, полученные в до
казательстве пункта (iii) теоремы 14. Из теоремы 11 и сделанных выше заме
чаний следует, что используемые в ней базисы не являются сидоновскими. 

Для базиса 5 з из следствий 9, 10 методом теоремы 14 с помощью теоремы 3 
можно доказать, что если при некотором с > 1 и любом е > 0 

cL(e) <L{s/2) = 0{L{s)), 

то существуют функции / £ С(1п) такие, что 

L{e) « LB3{f,e) <С LB3{f,e) « L(e). 

Если вместо нормы || | |с(/») взять || ||c(if>); г Д е К" С С™ — описанный во
круг I" полицилиндр, то для любой функции L(e), удовлетворяющей условиям 
пунктов (ii) и (iv), и базиса В = {ху, х — у, 1/2} найдутся аналитические в К" 
функции / , для которых выполнено равенство пункта (ii). 

Для базиса В = {ху, х — у, 1/2} и любой функции / £ С(1п), принимающей 
иррациональные значения в некоторой двоично-рациональной точке, можно 
доказать, что 

l i m s u p - —— > 0, 
£ ^ о l o g l / e 

а для базиса В = {ху, х — у, 1/х, 1} и любой монотонной функции 

L{s) > l o g l / e 
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найдется аналитическая функция / G С[а, Ь] такая, что 

l i m m f M ^ < i . 
г^о L(e) 

Существует аналитическая функция / G С[а,Ь], для которой справедливо ра
венство LB(f,e) х l o g l / e . 

§ 7 Обобщение некоторых результатов 
второго параграфа и замечание 
о представлении непрерывных функций су
перпозициями 

Т е о р е м а 15. Пусть 

Bc{feC(imy. Д/т)с/}, 
причем все его функции удовлетворяют условию Липшица 

Hx)-^(y)UM||x-y|| 
и 

кс{/еС(Г)- Ж п ) с / } . 
Тогда 

DB(JC,e) > TBlog(H2e(K)/Hs(B)) - св,п, 

а в случае М = 1 число S будет равно s/2DB(JC, е). Если 

ВС W(l,l,N!,Im), 

то 
LB{IC,s)^H2£{K)/Hs{B), 

где 8 = s/2LB(JC,s). 

• Для любой функции / G К и е > 0 выберем функцию g G C(In) так , 
чтобы 

| | / - < / | | ^ е и DB{g)^DB{K,e). 

Пусть Ф — формула глубины DB(g) в базисе В, реализующая функцию д. 
Выберем для В 2(5-сеть 

NG{f: / ( / m ) C / } 
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мощности и заменим в Ф каждую функцию на ближайшую к ней функ
цию из N. Полученная формула Ф,5 реализует некоторую функцию д$ £ С(1п). 
Индукцией по Дв(</) проверим, что справедливо неравенство 

\\д - gs\\^ 2S (l + М + М2 + • • • + М ^ ^ " 1 ) ^ -^——26 <i е. (51) 

Значит, множество всех таких функций образует 2е-сеть для К. Поэтому, оце
нивая число всех формул в базисе N глубины не больше DB (1С, е) с помощью (1) 
и упоминавшейся в параграфе 2 оценки О. Б . Лупанова как 

1#Г В ( К " ) / Г В <; (о(п)Г°в('с">/тв 

и логарифмируя, получаем, что 

н2е(к) <: (н5(в) + оп(1))2°^Ут*, 
откуда и следует оценка теоремы. Последнее неравенство теоремы доказыва
ется аналогично, только вместо (51) используется оценка 

\\g-gs\\^SLB(IC,s).D 

С л е д с т в и е 14. Пусть 

В = W(q, М, N, 1т) П {/: f(Im) С / } , К = W(r, М>, N', Г) П {/: / ( / " ) С / } 

« - > —. Тогда DB(1С, е) > log lie. 
г q 

• Следствие непосредственно вытекает из предыдущей теоремы и теоре
мы 14 [23]. • 

' х + у 
З а м е ч а н и е . По порядку эта оценка точна, так как для В 

2 

тах(ж, у), —х, 1 > и К = W I I , - , - , [—1, 1] П {/: / (0 ) = 0} справедливо асим
птотическое равенство 

£ > B ( £ , £ ) ~ l o g l / e . 

Для справедливости теоремы 15 ограниченность базиса В, вообще говоря, 
необходима. Соответствующий пример имеется в § 2 [17]. 

Методом теоремы 11 можно доказать для любых r,M,N £ Ж+ , 1п С Шп 

существование функции / £ W(r, M, N, I") такой, что для любого базиса 

71 ТП 
B = W(q,M,N,Im)C){f: f(In)CI}, M , # £ N , - > — 

г q 

справедливо равенство по порядку 

£ > B ( / , e ) x l o g l / e . 
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Сформулированные результаты являются некоторыми количественными ана
логами теорем 16 и 17 [23]. 

Используя одну идею из [30] (развитую там применительно к колмогоров-
ской сложности) и результаты параграфов 2, 4, 5, можно предложить еще од
но доказательство теоремы А. Г. Витушкина и некоторых ее аналогов, один 
из которых несколько уточняет известный результат Д. Гильберта. Обозна
чим F" класс всех r-кратно непрерывно дифференцируемых на Жп функций, 
Jp — класс Ж е в р э всех бесконечно дифференцируемых на Жп функций, таких, 
что для любых г G N n , х £ Жп 

IDVMi^ncHWi; /Зг; 

А" — класс всех аналитических на Жп функций, А" — его подкласс, состоя
щий из всех 27г-периодических по всем переменным функций, аналитические 
продолжения которых удовлетворяют условию 

| / ( z ) | = 0 ( e £ . l I m ^ 

Известно (см., напр., [37]), что J\ = A. 
Множество всех суперпозиций функций из В обозначаем [В]. 

Т е о р е м а 16. 
п тп 

(i) При — > — класс F" не содержится в [F™]; 
г q ч 

(ii) при п> га класс А" не содержится в [Ат]; 
(iii) при п(р — l)/p > m(q — l)/q класс А" не содержится в [А™], а при 

п(р — 1)/р > га — ив классе [Ат]. 
(iv) при п/3 > га7 класс J ? не содержится в [</!"]. 

• Выберем 
В = {х-у,ху,1/2} и Гп = [-п,п]п. 

Методом теорем 1, 11 можно с помощью лемм 5, 6 [17] доказать существование 
функции / i G F" такой, что 

£-п/г 

(log г) ( 1 о 8 1 о 8 г ) 

(здесь и далее приближение осуществляется в метрике пространства С(1п)). 
Методом теоремы 1 можно с помощью теоремы 21 [23] доказать существова
ние такой функции /2 G А", что 

" ( р - 1 ) +1 (log Г 

М/2,е)> V , 1 1 • (5 3) 
log log т 
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Объясним подробнее, как еще можно доказать существование такой / з G Jg , 
что 

( l o g i ) n / 3 + 1 

log log i 

Как и в параграфе 4, определим по тригонометрической системе в простран
стве С(1п) и функции 

^(k) = e - E , I M ^ 

класс УЛ. Так как 
п 

8 = 1 

то согласно теореме 1 и замечаниям из параграфе 4 в классе 9Л найдется 
функция / , удовлетворяющая неравенству (54). Дифференцируя ряд Фурье 
для / , получаем оценку 

оо п п / п г. 

IDV(X)I ̂  5>(к)П № ^ ПЕе""г|1/>Г' = о (п / • 
к 8 = 1 8 = 1 fe 4 = 1 1 

'''V'd* 

0(Пе-^ /3г ,+ /3-1^) = О (Пг(/?г,-+ /?-!)) ^Пс^+1(г» + 1 
- л u * i — ^ 1 Д Ц К ' | Т ^ " ^ М ^ 1 1 Ь / 3 1'8 "Г J-

= 1 

из которой следует, что / £ J ? . 
Пункт (ii) следует из (iii). Для доказательства пунктов (i), (iii), (iv) доста

точно проверить, что функции /8-, удовлетворяющие неравенствам (59)—(61), 
не выражаются суперпозициями функций из соответствующих классов Кт. 
Допустим противное, а именно, что / т о ч н о реализуется формулой Ф в ба
зисе 05 С Кт • Можно считать, что переменные в Ф принадлежат отрезку 
[—7г,7г]. Выберем отрезок / так, чтобы при ограничении всех функций из Ф 
на 1т эта формула по-прежнему реализовала бы на [—7Г, тг]п функцию / . Пусть 
J — отрезок, содержащий / строго внутри. Заметим, что все функции из Ф 
принадлежат некоторому классу 

W{l,M,N,Jm). 

При достаточно малом е, выбирая S = fi(e) с помощью (51) и заменяя в Ф 
каждую функцию на ее наилучшее приближение на I™ в базисе В, получаем, 
чтоЬв(/,е) = 0(Ьв(Ъ,6)). 

Осталось оценить сверху LB(%$,S) И заметить , что получается противоре
чие с неравенствами (52)-(54). 

Для этого для любой д £ К"1 оценим на I™ сложность Ьв{д,5). В случае 
Km = F"1 эта оценка следует из теоремы 1. 5, в случае К"1 = А"1 — из 
следствия 6 параграфа 4, в случае К"1 = А™ оценка доказывается подобно 
следствиям 2, 3 параграфа 4 с помощью теоремы 21 [23]. Для ее доказательства 
в случае Km = G™ потребуется 
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Л е м м а 20 . Для любого р > 0 существует функция <£>(х) £ J™+1/ , рав
ная 1 на [—1,1]™ и нулю вне [—2,2]™. 

• С помощью формулы Лейбница для кратной производной проверяется, 
что класс Зр замкнут относительно умножения, поэтому достаточно доказать 
лемму при га = 1, а для этого достаточно построить функцию 

Цх) £ Jl+1/p, 

такую, что 
0, если х <С О, 
1, если х ^> 1, 

и перемножить функции h(x + 2) и /г(2 — х). Обобщая один пример из [18], в 
качестве h(x) на (0, 1) возьмем 

ехр (-х-р ехр{-{1 - х)-р)) . 

На интервале (0,ер) производную Drh(x) можно оценить, как и в [37], учиты
вая, что h(z) аналитична в С \ {0, 1}, и при \z\ < e 

| е х р ( - ( 1 - z ) - * ) | < < * ( e ) , 

значит, 
г! [ \h(z)\ 

i i i j ^—^TTdz^clrlx-eM-c.x-n, \Drh(x)\£ . 
ZTTI 

с 
где С — окружность с центром х, касающаяся лучей arg z = ±7г/4р. Макси
мизируя по х, получаем при х £ (0,ер) оценку 

\Drh{x)\ ^cr
prr{l+llp\ 

На интервале (1 — ер, 1) производную Drh(x) вычисляем по формуле 

г h(z) 
Drh(x) = — / y-+—rdz, 

V ; 2тп J (z - x)r+l ' 
с 

где С — окружность с центром х, касающаяся лучей arg( l — z) = ±7г/4р. Так 
как при х —У 1 

-Х-Р е х р ( - ( 1 - х)-р) = (1 + Ор(1 - х)) е х р ( - ( 1 - х)~Р), 

то 
% ) = 1 + 0 ( е х р ( - ( 1 - ж ) - р ) ) , 

и замечая, что 

f-f^—dz- I dZ + [Ш^-dz- I k{z) - l dz 
J (z-xy+iaz-J (z_xy+i+J (z-xy+iaz-J (z-xy+iaz' 
С С С С 
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получаем как и ранее при х £ (1, 1 — ер) оценку 

1^"%)1 ^ / | 7 Г ^ Т Г ^ ^ с ^ ! (1 - * Г ехр(-ср(1 - хГП $ cyW'K 
с 

Так как h(x) аналитически продолжается в окрестность отрезка [ер, 1 — ер], 
то согласно [37] на нем 

\Drh(x)\ <£.crrr. 

В итоге h(x) £ ^i+i/p' D 

Пусть 
s 6 j ; , 1 + 1 /р< 7 , 

тогда 
</AeJ™, suppc/ЛС [-2,2]™, 

и можно выбрать 27г-периодическую по всем переменным функцию / £ JT™ 
так, что f = gh = д на кубе [—1, 1]™. Согласно лемме 6 [17] можно считать, 
что / = [—1,1]. Разложим функцию /(х) в m-кратный ряд Фурье. Вычисляя 
его коэффициенты а^ по формулам Фурье и r-кратно интегрируя по частям 
по подходящей переменной, получаем оценку 

К | <С (2п)-тч~г J...J | В Д х ) | Ас <С АГ11АГ/МН <С Аг W = | | * | | - W 

[0,2тг]™ 

Выбрав 
г = [ ( 1 1 1 , 1 1 / 2 ^ ^ 1 

заметим, что при достаточно большом ||к|| 

| а к К 2 - П | к | К 2 - -с-,\\Ы\1/у 

то есть /(х) принадлежит классу 9Jt, определенному по тригонометрической 
системе с помощью функции 

i k i 1 / - ' 
jT(k) = е-с-"т 

(см. параграф 4). Теперь методом, которым доказывались следствия 2, 3 па
раграфа 4, получаем нужную оценку 

V log log 1/(5 У V loglogl/e У 

По существу также было доказано, что для любого класса JS на любом 
параллелепипеде 1п справедливо равенство по порядку 

г ( jn . ( b g l / £ ) 1 + ^ 
LB(JP>e>~ loglogl/e ' 
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причем для некоторых / £ J? 

i B ( / , £ ) x i B ( j ; , £ ) . 

Отсюда и из теоремы 1 следует равенство по порядку 

tfe(J£)x(logl/£)
1+'"3, 

что можно проверить и непосредственно. 
В одномерном случае предыдущие утверждения можно уточнить. Обозна

чим Jg(m) класс всех таких f(x) £ jl, что 

\Drf(x)\^c\x\mr(r\)P. 

Применяя результаты П. Л. Ульянова [36] и рассуждая так же, как и в дока
зательстве теоремы 16, можно получить асимптотику 

/ J4 1+/3 / г 

LB(Jp(m),e) ~ 7 ( I n - J / i n I n - , где 7 -
(/5+ 1)227г' 

причем найдутся такие функции / £ Jl(m), что 

LB(f,e) ~ £ в (J^(ra),e) , 

а также 
Я £ ( ^ Н ) ~ 7 ( / 3 + 1 ) ( 1 о 8 е ) ( 1 п 1 / £ ) 1 + ' 3 . 

§ 8 О некоторых автоматных аналогах 
Некоторые результаты предыдущих параграфов имеют теоретико-авто

матные аналогии. Обозначим TL'i множество {0, 1}°° двоичных последователь
ностей, Z^ — декартову степень множества Ж,2, а V" — множество п-местных 
детерминированных функций. На множестве 7L1 определим метрику 

р(Ъ, с) = 2 _ т , где т = min{i: 68- ф с,-}, 

индуцированную метрикой поля 2-адических чисел. На множестве ТП^ опреде
лим метрику равенством 

р(Ъ,с) = max p(bi,Ci), 
l<^.i<^.n 

где Ь = (bi, . . ., b„), с = (ci. . . ., дсп), Ьг, с,- £ Ж, 2- Тогда класс V" совпадает, 
как известно, с множеством всех функций 

/: К -* Z2, 
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удовлетворяющих условию Липшица 

р ( / ( х ) , / ( у ) ) ^ р(х,ду), 

а множество Ж^ гомеоморфно n-ой степени канторова множества. 
Определим метрику на множестве V" равенством 

P(f,g) = max/?(/(x),£f(x)) . 
xgZJ 

Э т а метрика удовлетворяет условию «неархимедовости»: 

P{f,g) ^ max(p( / , h),p(h,g)). 

Тогда е-емкость и е-энтропия компактов (Ж^, р) и (V", р) вычисляются по фор
мулам (в которых ]х[= min{n £ Z , п J> х}). 

Сг{Щ) = HS(Z%) =п log — 
2]logi[n 

Ce(Vn) = He(Vn) = -
2" - 1 

Пусть В С V = [J V" — произвольный А-полный базис (определение 
п = 0 

см. в [25]).Тогда обычным образом можно определить Ьв(/,£) для любых 
/ £ ? и е > 0. В качестве В часто будем использовать стандартный пол
ный базис Во = {&, V, ~ ,3o,3i} , состоящий из детерминированных функций 
единичного веса и задержек (см. [25]). Как известно [25], функции из V" мож
но отождествить с бесконечными полными корневыми 2п-арными деревьями, 
ребра которых помечены символами 0 или 1. Выбирая для каждого ребра 
эти символы с вероятностью 1/2, определяем на множестве V" естественную 
вероятностную меру. Тогда справедлив следующий аналог теоремы 5 [17] и 
теоремы 1 из § 2 настоящей статьи. 

Т е о р е м а 17. Для любой функции f £ V" справедлива оценка 

2]iog i[„ / 31og log l / e + 0 ( y i o g l o g l / e ) \ 

м/'£К Г9П и , ! i + рА 
(2П — l j n l o g ^ I n l o g ^ / 

и для почти всех функций f £ V" — оценка 

LB[L £) > ( 2 » - l ) n log I V + r T b g l 

• Нижняя оценка доказывается методом теоремы 1. Она справедлива и для 
реализации детерминированных функций схемами с обратной связью. Верх
няя оценка легко получается с помощью теоремы О. Б . Лупанова о сложности 
схемной реализации булевых функций [29]. • 

Теорема 17 может быть использована для получения следующего аналога 
теоремы 16. 
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Т е о р е м а 18 . Для почти всех f £ "Р™+1 справедливо неравенство 

а в случае реализации схемами с обратной связью — неравенство 

log 1/е 
i P » ( / , £ ) » 

log log 1/e 

• Пусть / такова, что для нее выполняется неравенство теоремы 17. Рас
смотрим схему в базисе V" сложности _L-p»(/, е), приближающую функцию / 
с точностью е. Заменим в этой схеме все функции из V" на е-приближающие 
их схемы в базисе Во сложности не выше LBo(Vn, е). Тогда, пользуясь тем, 
что функции из множества V" удовлетворяют условию Липшица, и «неархи
медовостью» метрики р, получаем оценку 

LBo(f,s)<:LTn(f,s)LBo(Vn,e), 

из которой с помощью теоремы 17 получаем первую из нужных нам оценок. 
Вторая оценка получается таким же образом, если устранить обратные связи 
известным приемом из [25]. • 

С л е д с т в и е 15 . Почти все функции класса "Р™+1 не выражаются через 
функции класса V" с помощью суперпозиции и обратной связи. 

Существование таких функций было ранее доказано в [30]. 
Класс V" всех ограниченно-детерминированных функций из V" (опреде

ление см. в [25]) всюду плотен в пространстве (V", р) и имеет те же самые 
е-емкость и е-энтропию, что и V", но образует в нем множество меры нуль, 
и для любой функции / G V" очевидно неравенство 

LB0 ( / , £ ) « log 1/e, 

причем эта оценка, вообще говоря, по порядку точная. В то же время 

ЬВо(Т:д,е)~ЬВо(Гп,е). 

Из сказанного видно, что применить метод теоремы 18 для доказательства 
невыразимости класса V"^1 через класс V" с помощью операции суперпози
ции не удастся. И действительно, Д. И. Бабиным было недавно доказано, что 
класс Род"1 выражается через класс V" с помощью операции суперпозиции. 

Справедлив следующий автоматный аналог теорем 13 и 14. 

Т е о р е м а 19 . Для любой возрастающей последовательности {1(т)}, 
/(га) G N, такой, что при га J> rao 

ути 
Д/(га) = /(га) — /(га — 1) 3> га, /(га) < 1, 

тп 
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найдется функция f G V", для которой справедливо равенство по порядку 

L B ( / , e ) x i ( ] l o g l / e [ ) . 

Если к тому же 

log/(ra) 
lim —: = оо, lim A ( ( m l / m = оо, 

m—)-сю l o g /77 m—)-сю 

£ в ( / , £ ) - / ( ] log l /2e[) . 

• Пусть {fc(ra)}, 0 <J fc(ra) <J 2 m n _ 1 , некоторая последовательность, ко
торую более точно определим далее. Как известно, произвольную функцию 
/ G V" можно отождествить с последовательностью булевых функций { / т } , 
fm £ р™п ( р * — это класс всех fc-местных булевых функций). Обозначим 
через 2lm класс всех функций fm G _P̂ ™n, таких, что 

card{5: fm(a) = 1} = k(m), 

а через /л т — равномерно распределенную на 2 1 т вероятностную меру. Тогда 
на множестве 

2 l = ( g ) 2 l m C P n 

m 

естественным образом определяется мера ц = (^) /л т 
т 

Последовательность {fc(m)} можно выбрать так, чтобы 

logC*^8? - {l{i) logi(i) - i(i - 1) log/(i - 1)) 

(ведь /(г) log/(г) <J logC'^n, ), тогда имеем 

nik(i) ^> Д/(г) log/(г) — ш 3> г log г, 

0( 

V_] log C2„; — l(m) log /(ra) 
8 = 1 

откуда следует асимптотическое равенство 

0(пт ) 

$ > 8 С * # /log HTlogC -ч/г(г 

и согласно лемме Б о р е л я - К а н т е л л и для почти всех функций / G 21 

М / , £ ) > * ( ] log 1/2е[). 
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Получим верхнюю оценку. Так как 

k(m)l log га ^> (А/(га) log / ( ra) ) / (nra log га) —> оо, 

то, применяя теорему О. Б . Лупанова [27] о сложности булевых функций с 
данным числом единиц, получаем асимптотическую оценку 

г , f . ^ ( l + o ( l ) ) l o g C ^ ) 

i{&,v,-}(/m) ^ fc(m) + O(ran) . 
l o g l o g C 2 i J 

Заменяя в соответствующей схеме логические элементы на ограниченно-де
терминированные функции единичного веса, получаем ограниченно-детерми
нированную функцию Fm единичного веса, которая в базисе Во имеет ту же 
сложность, что и fm в базисе {&,V,~} . Построим константную о. д. функ
цию G\ = 1000. . . и с помощью цепи из г — 1 задержки — константные о. д. 
функции 

G2 = 01000 . . . , G 3 = 0 0 1 0 0 0 . . . , . . . , G r _ i = 0 . . . 0 1000 . . . . 
Т - 1 

Тогда / реализуется с точностью 2 _ r <С е < 2 _ r + 1 формулой 

т - 1 

Ф = \/ Ft & Gt, 
t=i 

откуда с помощью теоремы Штольца, неравенства Иенсена для функции 
х/ log х и условия log/(га) / log га —> оо следует асимптотическая оценка 

LB0 (F, e)<:J2 L*° (Ft) +0(r)<:(l + o(l))J2 , ^ ^ " ш ) + 0 ( r 2 ) ^ 
t=i t=i loglogC* 2y 

< (1 + о ( 1 ) ) — М ^ ^ г г Т + 0(r2) $ iog{ET
t:;iogc^>/rj 

<C 0(r2) + (1 + o ( l ) ) / ( r - 1) ^ (1 + o ( l ) ) / ( r - 1) < /(] log l /2e[) . 

В случае А/(га) 3> га вместе с теоремой О. Б . Лупанова применяем теорему 
Б. И. Финикова (см. [27]) и получаем ту же оценку, но не асимптотическую, 
а лишь по порядку. • 

Подобным приемом доказывается и верхняя оценка в теореме 17. 
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