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Для задач минимизации с ограничениями — равенствами и неравенствами излагаются необхо-
димые условия первого и второго порядков локального экстремума, содержательные в случае
нарушения традиционных условий регулярности ограничений. Применяемый подход основан на
концепции 2-регулярности; он объединяет и обобщает предыдущие исследования авторов, осно-
ванные на этой концепции.

1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть X и Y — банаховы пространства. Будем рассматривать задачу математического
программирования

f(x) → min, x ∈ D, (1.1)

где
D =

{
x ∈ X | F (x) = 0, g(x) ≤ 0

}
. (1.2)

Здесь f : X → R — гладкая функция, а F : X → Y и g : X → R
m — гладкие отображения.

Литература по условиям первого и второго порядков локального экстремума для зада-
чи (1.1), (1.2) чрезвычайно обширна (см., например, [1, гл. 1; 2, § 3.2, 3.4; 3, Ch. 2, Sect. 5.2.2]
и цитированную там литературу). Однако в подавляющем большинстве случаев (за некото-
рыми исключениями, о которых речь пойдет ниже) приводимые в этих публикациях условия
экстремума содержательны лишь при выполнении в рассматриваемой точке x∗ ∈ D условия
регулярности Мангасариана–Фромовица, состоящего в том, что im F ′(x∗) = Y и существует
ξ̄ ∈ X такой, что

F ′(x∗)ξ̄ = 0, 〈g′i(x∗), ξ̄〉 < 0 ∀ i ∈ I(x∗), (1.3)

где I(x∗) = {i = 1, . . . ,m | gi(x∗) = 0} — множество номеров активных в точке x∗ ограничений-
неравенств.

Всюду в этой работе будем предполагать, что подпространство im F ′(x∗) замкнуто. Тради-
ционные исследования задачи (1.1), (1.2) основываются на принципе Лагранжа и используют
функцию Лагранжа этой задачи

L(x, λ0, λ, µ) = λ0f(x) + 〈λ, F (x)〉 + 〈µ, g(x)〉, (1.4)
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где x ∈ X, λ0 ∈ R, λ ∈ Y ∗, µ ∈ R
m. Классическое необходимое условие первого порядка состоит

в следующем: если точка x∗ является локальным решением задачи (1.1), (1.2), то существуют
множители λ0 ∈ R, λ ∈ Y ∗ и µ ∈ R

m, не равные нулю одновременно и такие, что

∂L0

∂x
(x∗, λ0, λ, µ) = 0, λ0 ≥ 0, µ ≥ 0, 〈µ, g(x∗)〉 = 0. (1.5)

При выполнении в точке x∗ условия Мангасариана–Фромовица данное необходимое усло-
вие может выполняться только при λ0 > 0 и, значит, равносильно следующему: существуют
множители λ ∈ Y ∗ и µ ∈ R

m такие, что

∂L

∂x
(x∗, 1, λ, µ) = 0, µ ≥ 0, 〈µ, g(x∗)〉 = 0. (1.6)

Если же условие Мангасариана–Фромовица в точке x∗ нарушается, то необходимое усло-
вие (1.5) выполняется автоматически при λ0 = 0 и некоторых λ ∈ Y ∗ и µ ∈ R

m, не равных нулю
одновременно, а в такой форме это условие просто равносильно нарушению в точке x∗ условия
Мангасариана–Фромовица и соответственно ничего больше не выражает. Поэтому построение
более тонких необходимых условий экстремума, содержательных в случае возможного нару-
шения условия Мангасариана–Фромовица, представляет большой интерес.

В [4, 5] была введена следующая обобщенная функция Лагранжа задачи (1.1), (1.2):

L2(x, h, λ0, λ
1, λ2, µ1, µ2) = λ0f(x) + 〈λ1, F (x)〉 + 〈µ1, g(x)〉 + 〈λ2, F ′(x)h〉 + 〈µ2, g′(x)h〉, (1.7)

где x, h ∈ X, а λ0 ∈ R, λ1, λ2 ∈ Y ∗, µ1, µ2 ∈ R
m играют роль множителей Лагранжа. С исполь-

зованием этой функции были получены содержательные в нерегулярном случае необходимые
условия первого и второго порядков локального экстремума для задачи с ограничениями-
равенствами (т.е. при m = 0), а в [6] — примыкающие к ним достаточные условия второго
порядка. Элемент h играет здесь роль параметра и изменяется в некотором множестве, опре-
деляемом первой и второй производной отображения F в точке x∗. В основе этих построе-
ний лежит понятие 2-регулярности, соответствующее обобщение которого играет центральную
роль и в настоящей работе.

Результаты из [4, 5] получили дальнейшее развитие в [7], где они были распространены на
задачи вариационного исчисления, и в [8], где рассматривались задачи оптимального управле-
ния. В [9] эти результаты были распространены на случай ослабленных требований гладкости,
а в [10] — на случай, когда im F ′(x∗) не предполагается замкнутым. Близкие идеи исполь-
зовались в [11, 12] для случая ограничений-неравенств. Вместе с тем случай наличия как
ограничений-равенств, так и ограничений-неравенств при нарушении условия Мангасариана–
Фромовица до сих пор исследован не был. Данная работа восполняет этот пробел.

Несколько слов относительно используемых обозначений. Для заданного линейного нор-
мированного пространства U через U∗ обозначается его сопряженное пространство, а через
Bε(ū) = {u ∈ U | ‖u − ū‖ ≤ ε} обозначается шар с центром в точке ū ∈ U радиуса ε > 0.
Для заданного множества S ⊂ U через int S обозначается его внутренность, через cl S его
замыкание, через lin S его линейная оболочка (минимальное линейное подпространство, со-
держащее S), через aff S его аффинная оболочка (минимальное аффинное множество, содер-
жащее S), через cone S его коническая оболочка (минимальный конус, содержащий S), а через
S⊥ = {l ∈ U∗ | 〈l, u〉 = 0 ∀u ∈ S} его аннулятор. Далее через dist(ū, S) = infu∈S ‖u− ū‖ обозна-
чается расстояние от точки ū ∈ U до множества S. Если V — другое линейное нормированное
пространство, то L(U, V ) — пространство непрерывных линейных операторов, действующих
из U в V . Для заданного линейного оператора A : U → V через im A обозначается его образ
(множество значений), а через ker A обозначается его ядро (множество нулей).
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2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФАКТЫ

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение, которое вытекает из [13, теоре-
мы 17, 18].

Лемма 1. Пусть U и V — банаховы пространства, P ⊂ U — замкнутое выпуклое
множество, Φ: U → V — непрерывное в окрестности точки ū ∈ P отображение, v̄ = Φ(ū).
Предположим, что существуют числа a > 0, ε1 > 0 и ε2 > 0 такие, что

dist
(
u,Φ−1(v) ∩ P

)
≤ a‖Φ(u) − v‖ ∀u ∈ Bε1(ū) ∩ P, ∀ v ∈ Bε2(v̄).

Тогда найдутся числа c = c(a) > 0, δ1 = δ1(a, ε1, ε2) > 0 и δ2 = δ2(a) > 0 такие, что для
любого отображения ϕ : U → V, удовлетворяющего на Bδ1(ū) условию Липшица с констан-
той l < 1/a и условию ‖v̄ + ϕ(ū)‖ ≤ δ2, найдется u ∈ P такой, что

Φ(u) + ϕ(u) = 0, ‖u − ū‖ ≤ c‖v̄ + ϕ(ū)‖.

Лемма 2. Пусть U и V — банаховы пространства, A ∈ L(U, V ), подпространство im A
замкнуто, B ∈ L(U, Rs), l ∈ U∗, a ∈ R, v ∈ V, w ∈ R

s. Предположим, что

S =
{
u ∈ U | Au + v = 0, Bu + w ≤ 0

}
�= ∅. (2.1)

Тогда условие
〈l, u〉 + a ≥ 0 ∀u ∈ S (2.2)

равносильно следующему : найдутся λ ∈ V ∗ и µ ∈ R
s такие, что

l + A∗λ + B∗µ = 0, µ ≥ 0, a + 〈λ, v〉 + 〈µ,w〉 ≥ 0. (2.3)

Доказательство. Для конечномерных U и V импликация (2.2) ⇒ (2.3) доказана в [14,
гл. 3, теорема 12.3]. Распространение этого доказательства на бесконечномерный случай не со-
ставляет труда. Идея доказательства состоит в сведении неоднородного случая к однородному.
А именно введем множество

S̃ =
{
(u, τ) ∈ U × R+ | Au + τv = 0, Bu + τw ≤ 0} �= ∅

и докажем, что
〈l, u〉 + aτ ≥ 0 ∀ (u, τ) ∈ S̃. (2.4)

Действительно, при τ > 0 это утверждение следует немедленно из (2.2). С другой стороны,
если предположить, что существует ũ ∈ U , для которого

〈l, ũ〉 < 0, Aũ = 0, Bũ ≤ 0,

то для произвольного u ∈ S имеем u + tũ ∈ S ∀ t ≥ 0, причем 〈l, u + tũ〉 + a < 0 для любого
достаточно большого t ≥ 0, что противоречит (2.2). Тем самым доказано (2.4). Требуемое
утверждение теперь легко следует из (2.4) и леммы о сопряженном конусе [2, с. 277].

Импликация (2.3) ⇒ (2.2) проверяется непосредственно. Лемма доказана.
Напомним, что конус K ⊂ V называется конечно порожденным, если он является кониче-

ской оболочкой конечного числа точек из V .
Лемма 3. Пусть V — банахово пространство, W ⊂ V — замкнутое линейное подпро-

странство, а K ⊂ V — конечно порожденный конус.
Тогда конус W + K замкнут.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2007, т. 256
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Доказательство. Пусть K = cone{v̄1, . . . , v̄s}, где v̄1, . . . , v̄s — заданные точки. Доказа-
тельство проведем индукцией по s.

Пусть s = 1. Если v̄1 ∈ W , то W + K = W — замкнутое множество. Пусть v̄1 /∈ W . Тогда
из второй теоремы отделимости для выпуклых множеств (см., например, [15, с. 210]) следует,
что найдется такой линейный непрерывный функционал ν ∈ W⊥, что 〈ν, v̄1〉 �= 0. Рассмотрим
произвольную последовательность {vk} ⊂ W + K, сходящуюся к некоторому v̄ ∈ V . Для
всякого k точка vk представима в виде vk = wk + θkv̄

1, wk ∈ W , θk ≥ 0. Поэтому

θk〈ν, v̄1〉 = 〈ν, vk〉 → 〈ν, v̄〉 при k → ∞,

откуда в силу неравенства 〈ν, v̄1〉 �= 0 следует, что последовательность {θk} ограничена. Пере-
ходя при необходимости к подпоследовательностям, добьемся сходимости {θk} к некоторому θ̄.
Тогда из равенства wk = vk − θkv̄

1 и из сходимости {vk} к v̄ следует, что {wk} → w̄ = v̄ − θ̄v̄1,
причем w̄ ∈ W в силу замкнутости W . Отсюда имеем v̄ = w̄+ θ̄v̄1 ∈ W +K, что и требовалось.

Докажем требуемое утверждение для s = r, предполагая, что оно уже доказано для s =
= r − 1. Сначала предположим, что {−v̄1, . . . ,−v̄r} ⊂ W + K. Покажем, что при этом

W + K = W + lin K. (2.5)

Действительно, включение W + K ⊂ W + lin K очевидно. С другой стороны, поскольку
±v̄i ∈ W + K ∀ i = 1, . . . , r и W + K — выпуклый конус, то lin K = lin{v̄1, . . . , v̄r} ⊂ W + K,
откуда в силу очевидного включения W ⊂ W +K следует включение W +lin K ⊂ W +K, что и
завершает доказательство равенства (2.5). В свою очередь из (2.5) следует замкнутость W +K
(поскольку, как известно, сумма замкнутого и конечномерного линейных подпространств за-
мкнута).

Пусть теперь −v̄i /∈ W + K хотя бы для одного i = 1, . . . , r, например для i = r. Конус
K̃ = W + cone{v̄1, . . . , v̄r−1} замкнут по предположению индукции. Рассмотрим произволь-
ную последовательность {vk} ⊂ W + K, сходящуюся к некоторому v̄ ∈ V . Для всякого k
точка vk представима в виде vk = wk + θkv̄

r, wk ∈ K̃, θk ≥ 0. Если последовательность {θk}
ограничена, то, переходя при необходимости к подпоследовательностям, добьемся сходимости
{θk} к некоторому θ̄. Тогда из равенства wk = vk − θkv̄

r и из сходимости {vk} к v̄ следует, что
{wk} → w̄ = v̄− θ̄v̄r, причем w̄ ∈ K̃ в силу замкнутости K̃. Отсюда имеем v̄ = w̄+ θ̄v̄r ∈ W +K,
что и требовалось.

Если же {θk} → +∞ при k → ∞, то из равенства vk = wk + θkv̄
r имеем 1

θk
wk = vk

θk
− v̄r и

из сходимости {vk} следует, что {wk/θk} → −v̄r. При этом все точки этой последовательности
лежат в замкнутом конусе K̃, и поэтому −v̄r ∈ K̃ ⊂ W +K, что противоречит предположению
−v̄r /∈ W + K. Лемма доказана.

Напомним следующее понятие. Говорят, что коразмерность линейного подпространства L в
линейном пространстве V не превосходит r, если существует линейное подпространство M ⊂ V
такое, что dim M = r и L+M = V . Это свойство эквивалентно существованию (не обязательно
непрерывных) линейных функционалов νi : V → R, i = 1, . . . , r, таких, что L =

⋂r
i=1 ker νi.

Ниже нам потребуется следующее утверждение, доказанное, например, в [16, гл. 3, § 5,
с. 203].

Предложение 1. Пусть U и V — банаховы пространства, Λ ∈ L(U, V ). Предположим,
что коразмерность im Λ в V конечна.
Тогда im Λ замкнуто.

Лемма 4. Пусть U и V — банаховы пространства, A ∈ L(U, V ), подпространство im A
замкнуто, B ∈ L(U, Rs).

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2007, т. 256
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Тогда подпространство M = {(v,w) ∈ V × R
s | ∃u ∈ X такой, что v = Au, w = Bu}

замкнуто.
Доказательство. В силу замкнутости im A замкнутое в V ×R

s подпространство im A×R
s

можно рассматривать как банахово пространство (с индуцированной нормой). Определим опе-
ратор Λ ∈ L(U, im A × R

s) формулой Λu = (Au,Bu). Очевидно, что коразмерность im Λ в
im A × R

s не превосходит s. Поэтому согласно предложению 1 подпространство M = im Λ
замкнуто. Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть U и V — банаховы пространства, A,Λ ∈ L(U, V ), подпространство
Λ(ker A) замкнуто, B ∈ L(U, Rs), v̄ ∈ V, w̄ ∈ R

s. Предположим, что

S =
{
u ∈ U | Au + v̄ = 0, Bu + w̄ ≤ 0

}
�= ∅, (2.6)

и пусть
cl(lin Λ(S)) = V. (2.7)

Тогда
int Λ(S) �= ∅. (2.8)

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что 0 ∈ Λ(S) (в противном
случае во всех рассуждениях этого доказательства Λ(S) следует заменить на Λ(S) − v при
произвольном фиксированном v ∈ Λ(S): ни на (2.7), ни на (2.8) такая замена никак не влияет).

Положим L = ker A ∩ ker B. Очевидно, что S + L = S, откуда следует, что L ⊂ lin S и

Λ(L) ⊂ lin Λ(S). (2.9)

Выберем произвольный элемент ū ∈ U такой, что Aū + v̄ = 0. Тогда в силу (2.6), (2.7) и
замкнутости Λ(ker A)

V = cl(lin Λ(S)) ⊂ cl(lin Λ(ker A + ū)) ⊂ cl(Λ(ker A) + lin{Λū}) ⊂

⊂ cl Λ(ker A) + cl(lin{Λū}) = Λ(ker A) + lin{Λū}. (2.10)

Очевидно, что коразмерность L в ker A не превосходит s, т.е. найдется линейное подпростран-
ство M в ker A такое, что dim M = s и L + M = ker A. Из (2.10) имеем

V = Λ(L + M) + lin{Λū} = Λ(L) + Λ(M) + lin{Λū}, (2.11)

откуда следует, что коразмерность Λ(L) в V не превосходит s + 1. Поэтому в силу предложе-
ния 1 im Λ(L) замкнуто. Из (2.9) и (2.11) легко следует, что

lin Λ(S) = Λ(L) +
(
Λ(M) + lin{Λū}

)
∩ lin Λ(S),

поэтому lin Λ(S) замкнуто как сумма замкнутого и конечномерного линейных подпространств.
Тогда в силу (2.7)

lin Λ(S) = V. (2.12)

Далее так как Λ(L) — замкнутое линейное подпространство, имеющее в V конечную ко-
размерность, то существует конечномерное подпространство Ṽ в V такое, что V = Λ(L) ⊕ Ṽ .
Обозначим через π проектор на Ṽ вдоль Λ(L), т.е. π ∈ L(V, Ṽ ), π2 = π, im π = Ṽ , ker π = Λ(L).
В силу (2.12)

lin π(Λ(S)) = π(lin Λ(S)) = im π = Ṽ .

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2007, т. 256



НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА 11

Поскольку 0 ∈ Λ(S), то 0 ∈ π(Λ(S)) и поэтому aff π(Λ(S)) = lin π(Λ(S)) = Ṽ . Но если аффинная
оболочка выпуклого множества в конечномерном пространстве совпадает со всем простран-
ством, то внутренность этого множества непуста (см., например, [14, гл. 3, теорема 1.12]).
Таким образом,

int π(Λ(S)) �= ∅. (2.13)

Из равенства S + L = S очевидным образом следует равенство

Λ(S) + Λ(L) = Λ(S), (2.14)

откуда в свою очередь вытекает равенство

π−1(π(Λ(S))) = Λ(S). (2.15)

Действительно, если v ∈ π−1(π(Λ(S))), то πv ∈ π(Λ(S)), т.е. существует v1 ∈ Λ(S) такой, что
π(v − v1) = 0. Иными словами, v2 = v − v1 ∈ ker π = Λ(L), откуда и из (2.14) следует, что
v = v1 + v2 ∈ Λ(S). Таким образом, π−1(π(Λ(S))) ⊂ Λ(S). Обратное включение очевидно.

Поскольку при непрерывном отображении прообраз открытого множества открыт, то
из (2.13) и (2.15) следует (2.8). Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть U и V — банаховы пространства, A,Λ ∈ L(U, V ), подпространство
Λ(ker A) замкнуто, B ∈ L(U, Rs), v̄ ∈ V, w̄ ∈ R

s. Предположим, что выполнено (2.6).
Тогда множество Λ(S) замкнуто.

Доказательство. Выберем произвольный элемент ū ∈ U такой, что Aū + v̄ = 0. Тогда

Λ(S) =
{
v ∈ V | ∃u ∈ ker A такой, что v = Λ(ū + u), B(ū + u) + w̄ ≤ 0

}
. (2.16)

Положим U0 = ker A, V0 = Λ(ker A) и введем оператор Λ0 ∈ L(U0, V0 ×R
s), Λ0u = (Λu,Bu),

и множество

Ω =
{
(v,w) ∈ V × R

s | ∃u ∈ ker A такой, что v = Λ(ū + u), w ≥ B(ū + u) + w̄
}
.

Очевидно, что коразмерность im Λ0 в V0 × R
s конечна и поэтому в силу предложения 1 im Λ0

замкнуто. Кроме того,

Ω = im Λ0 + (Λū, Bū + w̄) + {0} × R
s
+

и, значит, из замкнутости im Λ0 и леммы 3 следует замкнутость Ω. С другой стороны, в си-
лу (2.16) Λ(S) = {v ∈ V | (v, 0) ∈ Ω}, откуда и из замкнутости Ω следует замкнутость Λ(S).
Лемма доказана.

Наконец, отметим одно простое следствие теоремы о среднем (см. [4]). Пусть U и V —
линейные нормированные пространства, Φ: U → V — дважды дифференцируемое по Фреше
в точке ū ∈ U отображение. Тогда для u1, u2 ∈ U справедлива оценка

‖∆(u1) − ∆(u2)‖ = o(‖u1‖ + ‖u2‖)‖u1 − u2‖, (2.17)

где

∆(u) = Φ(ū + u) − Φ′(ū)u − 1
2
Φ′′(ū)[u, u].
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3. УСЛОВИЯ 2-РЕГУЛЯРНОСТИ ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКОВ

Всюду далее будем предполагать, что отображения F и g дважды дифференцируемы по
Фреше в точке x∗ ∈ D. Линеаризацией множества D в окрестности точки x∗ является конус,
задаваемый формулой

H1(x∗) =
{
ξ ∈ X | F ′(x∗)ξ = 0, 〈g′i(x∗), ξ〉 ≤ 0 ∀ i ∈ I(x∗)

}
. (3.1)

Определение 1. Будем говорить, что в точке x∗ выполнено условие 2-регулярности по
направлению h ∈ X, если

im F ′(x∗) + F ′′(x∗)[h,H1(x∗)] = Y (3.2)

и существуют ξ̄1 ∈ X и ξ̄2 ∈ H1(x∗) такие, что

F ′(x∗)ξ̄ 1 + F ′′(x∗)[h, ξ̄ 2] = 0, 〈g′i(x∗), ξ̄ 1〉 + g′′i (x∗)[h, ξ̄ 2] < 0 ∀ i ∈ I(x∗). (3.3)

Заметим, что условие 2-регулярности по направлению h = 0 совпадает с условием Мангаса-
риана–Фромовица (при ξ̄ = ξ̄ 1). Более того, если в точке x∗ выполнено условие Мангасариана–
Фромовица, то в этой точке выполняется и условие 2-регулярности по любому направлению
h ∈ X, включая h = 0 (можно взять ξ̄ 1 = ξ̄, ξ̄2 = 0).

В случае отсутствия ограничений-неравенств условие 2-регулярности принимает вид

im F ′(x∗) + F ′′(x∗)[h, ker F ′(x∗)] = Y, (3.4)

что эквивалентно введенному в [4] понятию 2-регулярности отображения F в точке x∗ по
направлению h.

Замечание 1. Легко проверить, что условие 2-регулярности устойчиво по отношению к
малым возмущениям h.

Приведенное условие 2-регулярности позволяет охарактеризовать элементы контингентно-
го конуса (внешнего касательного множества первого порядка) к допустимому множеству и
получить содержательные необходимые условия первого порядка локального экстремума (см.
разд. 4 и 5 ниже). Поэтому данное условие естественно было бы назвать условием 2-регу-
лярности первого порядка. Наряду с ним будет использоваться, вообще говоря, более слабое
условие 2-регулярности второго порядка, которое требуется для характеризации элементов
касательного множества второго порядка и получения необходимых условий второго порядка
локального экстремума (см. разд. 4 и 6 ниже).

Для всякого h ∈ X введем множество индексов I(x∗, h) = {i ∈ I(x∗) | 〈g′i(x∗), h〉 = 0} и
положим

S2(x∗, h) =
{

x ∈ X
∣∣ F ′(x∗)x + F ′′(x∗)[h, h] = 0, 〈g′i(x∗), x〉 + g′′i (x∗)[h, h] ≤ 0 ∀ i ∈ I(x∗, h)

}
.

(3.5)
Предполагая трехкратную дифференцируемость отображений F и g по Фреше в точке x∗,
введем следующее

Определение 2. Будем говорить, что в точке x∗ выполнено условие 2-регулярности вто-
рого порядка по направлению h ∈ X, если

0 ∈ int
(
im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)] + F ′′′(x∗)[h, h, h]

)
(3.6)

и существуют x̄1 ∈ X и x̄2 ∈ S2(x∗, h) такие, что

F ′(x∗)x̄1 + 3F ′′(x∗)[h, x̄2] + F ′′′(x∗)[h, h, h] = 0, (3.7)

〈g′i(x∗), x̄1〉 + 3g′′i (x∗)[h, x̄2] + g′′′i (x∗)[h, h, h] < 0 ∀ i ∈ I(x∗). (3.8)
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Как легко проверить, если h ∈ H1(x∗), то и в (3.3), и в (3.8) множество I(x∗) можно
заменить на I(x∗, h): условие 2-регулярности и условие 2-регулярности второго порядка по
направлению h от этого не изменятся. Кроме того, несложно убедиться, что если S2(x∗, h) �= ∅,
то 2-регулярность по направлению h является достаточным условием 2-регулярности второго
порядка по этому направлению, но, вообще говоря, не наоборот. Действительно, из (3.1) и (3.5)
очевидным образом следует включение

S2(x∗, h) + H1(x∗) ⊂ S2(x∗, h). (3.9)

Но тогда из непустоты S2(x∗, h) в силу (3.2) легко выводится (3.6). Далее зафиксируем эле-
менты x̃1 ∈ X и x̃2 ∈ S2(x∗, h) такие, что F ′(x∗)x̃1 + 3F ′′(x∗)[h, x̃2] + F ′′′(x∗)[h, h, h] = 0
(такие элементы существуют в силу доказанного соотношения (3.6)). Положим x̄1 = x̃1 + tξ̄1,
x̄2 = x̃2 + 1

3 tξ̄2, где ξ̄ 1 ∈ X и ξ̄2 ∈ H1(x∗) — элементы из (3.3). Тогда при достаточно большом
t > 0 получаем (3.7), (3.8), причем из (3.9) следует, что x̄2 ∈ S2(x∗, h).

Отсутствие обратной импликации иллюстрируется примерами 3, 4 ниже. При отсутствии
ограничений-неравенств условия 2-регулярности и 2-регулярности второго порядка эквива-
лентны (и соответственно эквивалентны условию (3.4)).

4. КОНТИНГЕНТНЫЙ КОНУС И КАСАТЕЛЬНОЕ
МНОЖЕСТВО ВТОРОГО ПОРЯДКА

Контингентный конус к множеству D в точке x∗ определяется как

TD(x∗) =
{
h ∈ X

∣∣ ∃ {tk} ⊂ R+ \ {0} такая, что {tk} → 0, dist(x∗ + tkh,D) = o(tk)
}

. (4.1)

Соответственно (внешнее) касательное множество второго порядка к множеству D в точке x∗
по направлению h ∈ X определяется как

T 2
D(x∗, h) =

{
x ∈ X

∣∣∣ ∃ {tk} ⊂ R+ \{0} такая, что {tk} → 0, dist
(

x∗ + tkh+
1
2
t2kx,D

)
= o

(
t2k

)}
.

(4.2)
Как известно, оба этих множества всегда замкнуты (см., например, [3]).

Введем конус

H2(x∗) =
{

h ∈ H1(x∗)
∣∣ ∃x ∈ X такой, что F ′(x∗)x + F ′′(x∗)[h, h] = 0,

〈g′i(x∗), x〉 + g′′i (x∗)[h, h] ≤ 0 ∀ i ∈ I(x∗, h)
}

=

=
{
h ∈ H1(x∗) | S2(x∗, h) �= ∅

}
(4.3)

и обозначим через H1
2 (x∗) конус, состоящий из таких h ∈ H2(x∗), что в точке x∗ выполнено

условие 2-регулярности по направлению h. Аналогично через H2
2 (x∗) обозначим конус, состо-

ящий из таких h ∈ H2(x∗), что в точке x∗ выполнено условие 2-регулярности второго порядка
по направлению h. В силу сказанного выше H1

2 (x∗) ⊂ H2
2 (x∗).

Следующее утверждение вытекает из [17, теорема 6′]. Тем не менее для полноты изложения
приведем его доказательство.

Теорема 1. Справедливы включения

H1
2 (x∗) ⊂ TD(x∗) ⊂ H2(x∗). (4.4)

Доказательство. Для простоты будем считать, что g(x∗) = 0 (в противном случае нужно
заменить g на отображение с компонентами gi, i ∈ I(x∗)).
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В пространстве Y × R
m введем конус K = {0} × R

m
− . Рассмотрим отображение Φ: X →

→ Y × R
m, Φ(x) = (F (x), g(x)). Из (1.2) следует, что

D = {x ∈ X | Φ(x) ∈ K}. (4.5)

Кроме того, Φ(x∗) = 0 и в силу леммы 3 im Φ′(x∗) замкнуто. Из (3.1), (3.5), (4.3) несложно
вывести, что

H2(x∗) =
{
h ∈ X | Φ′(x∗)h ∈ K, Φ′′(x∗)[h, h] ∈ K + im Φ′(x∗)

}
. (4.6)

Если h ∈ TD(x∗), то согласно (4.1) и (4.5) найдутся последовательности {tk} ⊂ R+ \ {0} и
{rk} ⊂ X такие, что {tk} → 0, rk = o(tk) и Φ(x∗ + tkh + rk) ∈ K для всякого k. Тогда

K � Φ(x∗ + tkh + rk) = tkΦ′(x∗)h + Φ′(x∗)rk +
1
2
t2kΦ

′′(x∗)[h, h] + o
(
t2k

)
,

и поэтому

K � tkΦ′(x∗)h + o(tk), K + im Φ′(x∗) �
1
2
t2kΦ

′′(x∗)[h, h] + o
(
t2k

)
,

причем согласно лемме 3 множество в левой части последнего включения замкнуто. Отсюда
и из (4.6) немедленно следует, что h ∈ H2(x∗).

Пусть теперь h ∈ H1
2 (x∗). Зафиксируем ξ̄ 1 ∈ X и ξ̄2 ∈ H1(x∗) согласно определению 1.

Положим U = X ×X, V = Y , P = X ×H1(x∗) и определим отображение Φ равенством Φ(u) =
= F ′(x∗)x1 + F ′′(x∗)[h, x2], u = (x1, x2) ∈ U . Положим ū = (ξ̄ 1, ξ̄ 2) ∈ P , v̄ = Φ(ū). Тогда в
силу равенства в (3.3) v̄ = 0. Из (3.2) и теоремы устойчивости Робинсона (см. [18], а также
теорему 2.87 и с. 71 в [3]) следует, что при некоторых a > 0, ε1 > 0 и ε2 > 0 для введенных объ-
ектов выполнены все предположения леммы 1. Пусть числа c > 0, δ1 > 0 и δ2 > 0 определены
согласно лемме 1.

Для x ∈ X положим

∆1(x) = F (x∗ + x) − F ′(x∗)x − 1
2
F ′′(x∗)[x, x], (4.7)

∆2(x) = g(x∗ + x) − g′(x∗)x − 1
2
g′′(x∗)[x, x]. (4.8)

Тогда согласно оценке (2.17)

∆1(th) = o(t2), ∆2(th) = o(t2). (4.9)

Положим
τ(t) = 4max

{
‖∆1(th)‖1/2, ‖∆2(th)‖1/2, t3/2

}
. (4.10)

Из (4.9), (4.10) следует, что

τ(t) = o(t), lim
t→0+

t2

τ(t)
= 0. (4.11)

Зафиксируем произвольный x ∈ S2(x∗, h) (согласно (4.3) S2(x∗, h) �= ∅) и для произвольных
x1, x2 ∈ X и t > 0 положим

x(x1, x2; t) = x∗ + th + τ(t)x2 +
1
2
t2x + tτ(t)x1, (4.12)
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ϕt(u) = ϕt(x1, x2) =
t2

2τ(t)
F ′′(x∗)[h, x] + tF ′′(x∗)[h, x1] +

+
1

2tτ(t)
F ′′(x∗)

[
τ(t)x2 +

1
2
t2x + tτ(t)x1, τ(t)x2 +

1
2
t2x + tτ(t)x1

]
+

+
1

tτ(t)
∆1

(
x(x1, x2; t) − x∗

)
. (4.13)

Из оценки (2.17) и (4.11) вытекает, что на любом ограниченном множестве отображение ϕt

удовлетворяет условию Липшица с константой, стремящейся к нулю при t → 0+. Кроме того,
согласно оценке (2.17) и (4.11)∥∥∥∥∆1

(
th + τ(t)ξ̄ 2 +

1
2
t2x + tτ(t)ξ̄ 1

)∥∥∥∥ ≤ ‖∆1(th)‖ +

+
∥∥∥∥∆1

(
th + τ(t)ξ̄ 2 +

1
2
t2x + tτ(t)ξ̄ 1

)
− ∆1(th)

∥∥∥∥ =

= ‖∆1(th)‖ + o(tτ(t)) (4.14)

и аналогично ∥∥∥∥∆2

(
th + τ(t)ξ̄ 2 +

1
2
t2x + tτ(t)ξ̄ 1

)∥∥∥∥ = ‖∆2(th)‖ + o(tτ(t)). (4.15)

Из (4.9)–(4.14) получаем, что ϕt(ū) → 0 при t → 0+.
Таким образом, для любого достаточно малого t > 0 отображение ϕt удовлетворяет на

Bδ1(ū) условию Липшица с константой l < 1/a, причем ‖v̄ + ϕt(ū)‖ ≤ δ2.
Далее для u = (x1, x2) ∈ U в силу (4.7), (4.12), (4.13), определения Φ и включений h ∈

∈ H1(x∗), x ∈ S2(x∗, h) (см. также (3.1), (3.5)) имеем

F (x(x1, x2; t)) = τ(t)F ′(x∗)x2 + tτ(t)F ′(x∗)x1 + tτ(t)F ′′(x∗)[h, x2] +

+
1
2
t3F ′′(x∗)[h, x] + t2τ(t)F ′′(x∗)[h, x1] +

+
1
2
F ′′(x∗)

[
τ(t)x2 +

1
2
t2x + tτ(t)x1, τ(t)x2 +

1
2
t2x + tτ(t)x1

]
+ ∆1(x(t) − x∗) =

= τ(t)F ′(x∗)x2 + tτ(t)(Φ(u) + ϕt(u)).

Но тогда, применяя к множеству P и отображениям Φ и ϕ = ϕt лемму 1, заключаем, что для
любого достаточно малого t > 0 найдутся x1(t) ∈ X и x2(t) ∈ H1(x∗) (см. (3.1)) такие, что при
x(t) = x(x1(t), x2(t); t) имеет место

F (x(t)) = 0, (4.16)

‖x1(t) − ξ̄ 1‖ + ‖x2(t) − ξ̄ 2‖ = ‖u − ū‖ ≤ c‖v̄ + ϕt(ū)‖ = c‖ϕt(ū)‖. (4.17)

В (4.17) считается, что норма в X × X вводится стандартно как сумма норм в X.
Поскольку ϕt(ū) → 0 при t → 0+, то из (4.17) следует, что

‖x1(t) − ξ̄1‖ → 0, ‖x2(t) − ξ̄ 2‖ → 0 (4.18)

при t → 0+ и, в частности, в силу (4.11) и (4.12) x(t) = x∗ + th + o(t). Поэтому согласно (4.1)
и (4.16) остается показать, что g(x(t)) ≤ 0 для любого достаточно малого t > 0.
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16 Е.Р. АВАКОВ и др.

Из (4.8), (4.12) и включения x2(t) ∈ H1(x∗) (см. также (3.1)), а также из (4.10), (4.11), (4.15),
(4.18) имеем

g(x(t)) = tg′(x∗)h + τ(t)g′(x∗)x2(t) +
1
2
t2

(
g′(x∗)x + g′′(x∗)[h, h]

)
+

+ tτ(t)
(
g′(x∗)x1(t) + g′′(x∗)[h, x2(t)]

)
+

1
2
t3g′′(x∗)[h, x] + t2τ(t)g′′(x∗)[h, x1(t)] +

+
1
2
g′′(x∗)

[
τ(t)x2(t)+

1
2
t2x+ tτ(t)x1(t), τ(t)x2(t)+

1
2
t2x+ tτ(t)x1(t)

]
+ ∆2(x(t)−x∗) ≤

≤ tg′(x∗)h +
1
2
t2

(
g′(x∗)x + g′′(x∗)[h, h]

)
+ tτ(t)

(
g′(x∗)ξ̄ 1 + g′′(x∗)[h, ξ̄ 2]

)
+ o(tτ(t)).

(4.19)
Если i ∈ {1, . . . ,m} \ I(x∗, h), то согласно включению h ∈ H1(x∗) справедливо неравенство
〈g′(x∗), h〉 < 0 (см. (3.1)) и из (4.19) следует, что gi(x(t)) < 0 для любого достаточно малого
t > 0. Если же i ∈ I(x∗, h), то 〈g′(x∗), h〉 = 0 и в силу включения x ∈ S2(x∗, h) (см. также (3.5))
из (4.19) и неравенств в (3.3) следует, что

gi(x(t)) ≤ tτ(t)
(
g′(x∗)ξ̄ 1 + g′′(x∗)[h, ξ̄ 2]

)
+ o(tτ(t)) < 0

для любого достаточно малого t > 0. Теорема доказана.

Таким образом, H2(x∗) является внешней аппроксимацией контингентного конуса TD(x∗),
а H1

2 (x∗) — его внутренней аппроксимацией. Для случая отсутствия ограничений-неравенств
теорема 1 была впервые получена в [4]. Более раннюю версию этого результата при более
сильных требованиях гладкости можно найти в [19].

Из приведенного доказательства теоремы 1 легко видеть, что оба включения в (4.4) оста-
нутся верны, если контингентный конус TD(x∗) заменить на так называемый внутренний ка-
сательный конус

T i
D(x∗) =

{
h ∈ X | dist(x∗ + th,D) = o(t), t ≥ 0

}
к множеству D в точке x∗.

Определение 3. Будем говорить, что в точке x∗ выполнено условие 2-регулярности, если
в этой точке выполнено условие 2-регулярности по любому направлению h ∈ H2(x∗) \ {0}, т.е.
если H2(x∗) \ {0} = H1

2 (x∗) \ {0}.
Из теоремы 1 вытекает
Следствие 1. Пусть в точке x∗ выполнено условие 2-регулярности.
Тогда TD(x∗) = H2(x∗).
Более того, из замкнутости TD(x∗) вытекает, что равенство TD(x∗) = H2(x∗) имеет место,

если H1
2 (x∗) всего лишь плотно в H2(x∗).

Напомним, что в случае выполнения в точке x∗ условия Мангасариана–Фромовица в этой
точке выполняется и условие 2-регулярности по любому направлению h ∈ X, т.е. H1

2 (x∗) =
= H2(x∗). Более того, в этом случае H2(x∗) = H1(x∗). Действительно, для всякого h ∈ H1(x∗)
зафиксируем элемент x̃ ∈ X такой, что F ′(x∗)x̃ = −1

2F ′′(x∗)[h, h] (такой элемент существует,
поскольку im F ′(x∗) = Y ). Положим x = x̃ + tξ̄, где ξ̄ ∈ X — элемент из (1.3). Тогда при
достаточно большом t > 0 получаем включение x ∈ S2(x∗, h), т.е. согласно (4.3) h ∈ H2(x∗).

Таким образом, в случае выполнения в точке x∗ условия Мангасариана–Фромовица след-
ствие 1 сводится к традиционному описанию контингентного конуса равенством TD(x∗) =
= H1(x∗). Однако область применимости теоремы 1 и следствия 1 гораздо шире, чем случай
выполнения условия Мангасариана–Фромовица.
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Для случая отсутствия ограничений-равенств аналоги теоремы 1 и следствия 1 были по-
лучены в [11, 12].

Предполагая трехкратную дифференцируемость отображений F и g по Фреше в точке x∗,
для всяких h, x ∈ X введем множество индексов

I(x∗, h, x) =
{
i ∈ I(x∗, h) | 〈g′i(x∗), x〉 + g′′i (x∗)[h, h] = 0

}
и положим

S3(x∗, h) =
{
x2 ∈S2(x∗, h)

∣∣ ∃x1 ∈X такой, что F ′(x∗)x1 + 3F ′′(x∗)[h, x2] + F ′′′(x∗)[h, h, h] = 0,

〈g′i(x∗), x1〉 + 3g′′i (x∗)[h, x2] + g′′′i (x∗)[h, h, h] ≤ 0 ∀ i ∈ I(x∗, h, x2)
}

. (4.20)

Теорема 2. Для всякого h ∈ X справедливо включение

T 2
D(x∗, h) ⊂ S3(x∗, h). (4.21)

Если же h ∈ H2
2 (x∗), то справедливо и обратное включение, т.е.

T 2
D(x∗, h) = S3(x∗, h). (4.22)

Доказательство. Вновь без ограничения общности будем считать, что g(x∗) = 0.
Если T 2

D(x∗, h) �= ∅, то из (4.1) и (4.2) следует, что h ∈ T 2
D(x∗), и поэтому в силу второго

включения в (4.4) h ∈ H2(x∗).
Пусть x∈T 2

D(x∗, h). Из (1.2), (4.2) следует, что найдутся последовательности {tk}⊂R+\{0}
и {rk} ⊂ X такие, что {tk} → 0, rk = o(t2k) и Φ

(
x∗ + tkh + 1

2 t2kx + rk
)
∈ K для всех k.

Обозначим через m̃ количество элементов в множестве I(x∗, h). Введем конус K = {0}×R
m̃
−

в Y × R
m̃, а также отображение g̃ : X → R

m̃ с компонентами gi(x), i ∈ I(x∗, h), и отображение
Φ: X → Y × R

m̃, Φ(x) = (F (x), g̃(x)). Тогда Φ(x∗) = 0 и в силу (3.1), (4.3) и включения h ∈
∈ H2(x∗) имеем h ∈ ker Φ′(x∗). Кроме того, из (3.5) следует, что

S2(x∗, h) =
{
x ∈ X | Φ′(x∗)x + Φ′′(x∗)[h, h] ∈ K

}
. (4.23)

Для всякого k, используя включение h ∈ ker Φ′(x∗), имеем

K � Φ
(

x∗ + tkh +
1
2
t2kx + rk

)
=

1
2
t2k

(
Φ′(x∗)x + Φ′′(x∗)[h, h]

)
+ o

(
t2k

)
.

Отсюда в силу (4.23) x ∈ S2(x∗, h).
Теперь переобозначим через m̃ количество элементов в множестве I(x∗, h, x), а через

g̃ : X → R
m̃ отображение с компонентами gi(x), i ∈ I(x∗, h, x). Введем конус K ⊂ Y × R

m̃

и отображение Φ: X → Y × R
m̃ так же, как и выше, но с новыми m̃ и g̃. Тогда по-прежнему

Φ(x∗) = 0, в силу леммы 3 im Φ′(x∗) замкнуто и h ∈ ker Φ′(x∗). Из (4.20) следует, что

S3(x∗, h) =
{
x ∈ S2(x∗, h) | 3Φ′′(x∗)[h, x] + Φ′′′(x∗)[h, h, h] ∈ K + im Φ′(x∗)

}
. (4.24)

Кроме того, из определения множества I(x∗, h, x), из (4.3) и из включения h ∈ H2(x∗) следует
равенство Φ′(x∗)x + Φ′′(x∗)[h, h] = 0. Поэтому для всякого k имеем

K � Φ
(

x∗ + tkh +
1
2
t2kx + rk

)
= Φ′(x∗)rk +

1
2
t3k

(
Φ′′(x∗)[h, x] +

1
3
Φ′′′(x∗)[h, h, h]

)
+ o

(
t3k

)
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18 Е.Р. АВАКОВ и др.

и, следовательно,

K + im Φ′(x∗) �
1
2
t3k

(
Φ′′(x∗)[h, x] +

1
3
Φ′′′(x∗)[h, h, h]

)
+ o

(
t3k

)
,

причем согласно лемме 3 множество в левой части последнего включения замкнуто. Отсюда
и из (4.24) немедленно следует, что x ∈ S3(x∗, h).

Пусть теперь h ∈ H2
2 (x∗), а x = x2 ∈ S3(x∗, h). Возьмем произвольный элемент x1 ∈ X

такой, что

F ′(x∗)x1 + 3F ′′(x∗)[h, x2] + F ′′′(x∗)[h, h, h] = 0, (4.25)

〈g′i(x∗), x1〉 + 3g′′i (x∗)[h, x2] + g′′′i (x∗)[h, h, h] ≤ 0 ∀ i ∈ I(x∗, h, x2) (4.26)

(такой элемент существует в силу (4.20)). Зафиксируем x̄1 ∈ X и x̄2 ∈ S2(x∗, h) согласно опре-
делению 2. Для всякого фиксированного θ ∈ (0, 1] положим x̂1(θ) = (1 − θ)x1 + x̄1, x̂2(θ) =
= (1− θ)x2 + x̄2. Покажем, что x̂2(θ) ∈ T 2

D(x∗, h). Тогда из замкнутости T 2
D(x∗, h) будет следо-

вать включение x2 ∈ T 2
D(x∗, h), поскольку x̂2(θ) → x2 при θ → 0+.

Из (3.5), (4.20) и из (3.7), (3.8) и (4.25), (4.26) следует, что x̂2(θ) ∈ S2(x∗, h) и

F ′(x∗)x̂1(θ) + 3F ′′(x∗)[h, x̂2(θ)] + F ′′′(x∗)[h, h, h] = 0, (4.27)

〈g′i(x∗), x̂1(θ)〉 + 3g′′i (x∗)[h, x̂1(θ)] + g′′′i (x∗)[h, h, h] < 0 ∀ i ∈ I(x∗, h, x2). (4.28)

Положим U = X × X, V = Y , P = X × S2(x∗, h) и определим отображение Φ равенством
Φ(u) = F ′(x∗)x1+3F ′′(x∗)[h, x2]+F ′′′(x∗)[h, h, h], u = (x1, x2) ∈ U . Положим ū = (x̂1(θ), x̂2(θ)) ∈
∈ P , v̄ = Φ(ū). Тогда в силу равенства (4.27) v̄ = 0. Из (3.6) и теоремы устойчивости Робинсона
следует, что при некоторых a > 0, ε1 > 0 и ε2 > 0 для введенных объектов выполнены все
предположения леммы 1. Пусть числа c > 0, δ1 > 0 и δ2 > 0 определены согласно лемме 1.

Для всякого x ∈ X введем ∆1(x) и ∆2(x) согласно (4.7) и (4.8). Для произвольных
x1, x2 ∈ X и t > 0 положим

x(x1, x2; t) = x∗ + th +
1
2
t2x2 +

1
3!

t3x1, (4.29)

ϕt(u) = ϕt(x1, x2) = tF ′′(x∗)[h, x1] +
3
t3

F ′′(x∗)
[
1
2
t2x2 +

1
3!

t3x1,
1
2
t2x2 +

1
3!

t3x1

]
+

+
3!
t3

∆1(x(x1, x2; t) − x∗) − F ′′′(x∗)[h, h, h]. (4.30)

Из оценки (2.17) вытекает, что отображение ϕt : U → V удовлетворяет на любом ограниченном
множестве условию Липшица с константой, стремящейся к нулю при t → 0+. Кроме того,
согласно (4.7)

∆1

(
th +

1
2
t2x2 +

1
3!

t3x1

)
=

1
3!

t3F ′′′(x∗)[h, h, h] + o(t3) (4.31)

и аналогично согласно (4.8)

∆2

(
th +

1
2
t2x2 +

1
3!

t3x1

)
=

1
3!

t3F ′′′(x∗)[h, h, h] + o(t3). (4.32)

Из (4.30), (4.31) получаем, что ϕt(ū) → 0 при t → 0+.
Таким образом, для любого достаточно малого t > 0 отображение ϕt удовлетворяет на

Bδ1(ū) условию Липшица с константой l < 1/a, причем ‖v̄ + ϕt(ū)‖ ≤ δ2.
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Далее для u = (x1, x2) ∈ U в силу (4.7), (4.29)–(4.31), определения Φ и включения h ∈
∈ H1(x∗) (см. также (3.1)) имеем

F (x(x1, x2; t)) =
1
2
t2F ′(x∗)x2 +

1
3!

t3F ′(x∗)x1 +
1
2
t2F ′′(x∗)[h, h] +

1
2
t3F ′′(x∗)[h, x2] +

+
1
3!

t4F ′′(x∗)[h, x1]+
1
2
F ′′(x∗)

[
1
2
t2x2 +

1
3!

t3x1,
1
2
t2x2 +

1
3!

t3x1

]
+∆1(x(t)−x∗) =

=
1
2
t2

(
F ′(x∗)x2 + F ′′(x∗)[h, h]

)
+

1
3!

t3(Φ(u) + ϕt(u)) = 0.

Но тогда, применяя к множеству P и отображениям Φ и ϕ = ϕt лемму 1, заключаем, что для
любого достаточно малого t > 0 найдутся x1(t) ∈ X и x2(t) ∈ S2(x∗, h) (см. (3.5)) такие, что
при x(t) = x(x1(t), x2(t); t) имеет место

F (x(t)) = 0, (4.33)

‖x1(t) − x̂1(θ)‖ + ‖x2(t) − x̂2(θ)‖ = ‖u − ū‖ ≤ c‖v̄ + ϕt(ū)‖ = c‖ϕt(ū)‖. (4.34)

В (4.34) считается, что норма в X × X вводится как сумма норм в X.
Поскольку ϕt(ū) → 0 при t → 0+, то из (4.34) следует, что

‖x1(t) − x̂1(θ)‖ → 0, ‖x2(t) − x̂2(θ)‖ → 0 (4.35)

при t → 0+ и, в частности, в силу (4.29)

x(t) = x∗ + th +
1
2
t2x̂2(θ) +

1
2
t2(x2(t) − x̂2(θ)) +

1
3!

t3x1(t) = x∗ + th +
1
2
t2x̂2(θ) + o(t2).

Поэтому согласно (4.2) и (4.33) для доказательства включения x̂2(θ) ∈ T 2
D(x∗, h) остается

показать, что g(x(t)) ≤ 0 для любого достаточно малого t > 0.
Из (4.8), (4.29), а также из (4.32), (4.35) имеем

g(x(t)) = tg′(x∗)h +
1
2
t2

(
g′(x∗)x2(t) + g′′(x∗)[h, h]

)
+

1
3!

t3g′(x∗)x1(t) +
1
2
t3g′′(x∗)[h, x2(t)] +

+
1
3!

t4g′′(x∗)[h, x1(t)] +
1
2
g′′(x∗)

[
1
2
t2x2 +

1
3!

t3x1,
1
2
t2x2 +

1
3!

t3x1

]
+ ∆2(x(t) − x∗) =

= tg′(x∗)h +
1
2
t2

(
g′(x∗)x2(t) + g′′(x∗)[h, h]

)
+

+
1
3!

t3
(
g′(x∗)x1(t) + 3g′′(x∗)[h, x2(t)] + g′′′(x∗)[h, h, h]

)
+ o(t3). (4.36)

Если i ∈ {1, . . . ,m} \ I(x∗, h), то согласно включению h ∈ H1(x∗) справедливо неравенство
〈g′(x∗), h〉 < 0 (см. (3.1)) и из (4.36) следует, что gi(x(t)) < 0 для любого достаточно ма-
лого t > 0. Если же i ∈ I(x∗, h) \ I(x∗, h, x̂2(θ)), то 〈g′(x∗), h〉 = 0 и согласно включению
x̂2(θ) ∈ S2(x∗, h) имеем 〈g′i(x∗), x̂2(θ)〉 + g′′i (x∗)[h, h] < 0 (см. (3.5)) и из (4.35), (4.36) следует,
что

g(x(t)) =
1
2
t2

(
g′(x∗)x2(t) + g′′(x∗)[h, h]

)
+ o(t2) =

1
2
t2

(
g′(x∗)x̂2(θ) + g′′(x∗)[h, h]

)
+ o(t2) < 0

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2007, т. 256 2*



20 Е.Р. АВАКОВ и др.

для любого достаточно малого t > 0. Наконец, если i ∈ I(x∗, h, x̂2(θ)), то 〈g′(x∗), h〉 = 0 и
согласно включению x̂2(t) ∈ S2(x∗, h) из (4.35), (4.36) и (4.28) следует, что

gi(x(t)) ≤ 1
3!

t3
(
g′(x∗)x1(t) + 3g′′(x∗)[h, x2(t)] + g′′′(x∗)[h, h, h]

)
+ o(t3) =

=
1
3!

t3
(
g′(x∗)x̂1(θ) + 3g′′(x∗)[h, x̂1(θ)] + g′′′(x∗)[h, h, h]

)
+ o(t3) < 0

для любого достаточно малого t > 0. Теорема доказана.

Из приведенного доказательства теоремы 2 легко видеть, что оба ее утверждения останутся
верны, если касательное множество второго порядка T 2

D(x∗, h) заменить на так называемое
внутреннее касательное множество второго порядка

T i,2
D (x∗, h) =

{
x ∈ X

∣∣∣ dist
(

x∗ + th +
1
2
t2x,D

)
= o(t2), t ≥ 0

}

к множеству D в точке x∗ по направлению h ∈ X.

5. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Данный раздел посвящен необходимым условиям первого порядка локального минимума
в задаче (1.1), (1.2). Эти условия являются условиями первого порядка в том смысле, что в
них фигурирует только первая производная целевой функции задачи. Кроме того, эти условия
являются естественным развитием обычных необходимых условий первого порядка локального
экстремума. Таким образом, будем предполагать, что функция f дифференцируема по Фреше
в рассматриваемой точке x∗.

Из теоремы 1 немедленно вытекает следующее необходимое условие первого порядка.
Предложение 2. Пусть x∗ является локальным решением задачи (1.1), (1.2).
Тогда

〈f ′(x∗), h〉 ≥ 0 ∀h ∈ H1
2 (x∗).

Оставшаяся часть этого раздела посвящена выводу необходимого условия первого порядка
в лагранжевой форме.

Для произвольного h ∈ X введем линейный оператор G(x∗, h) : X × X → Y ,

G(x∗, h)(x1, x2) = F ′(x∗)x1 + F ′′(x∗)[h, x2]. (5.1)

Заметим, что именно этот оператор присутствует в левой части (3.2). Кроме того, определим
конус

C2(x∗) =
{
h ∈ H2(x∗) | 〈f ′(x∗), h〉 ≤ 0

}
, (5.2)

являющийся сужением критического конуса задачи (1.1), (1.2) в точке x∗ (см. (5.14) ниже).
Наконец, определим обобщенную функцию Лагранжа задачи (1.1), (1.2) соотношением (1.7).

Теорема 3. Пусть x∗ является локальным решением задачи (1.1), (1.2), причем подпро-
странства im F ′(x∗) и G(x∗, h)(X × ker F ′(x∗)) замкнуты.
Тогда для любого h ∈ C2(x∗) найдутся λ0 = λ0(h) ≥ 0, λ1 = λ1(h) ∈ Y ∗, λ2 = λ2(h) ∈ Y ∗,

µ1 = µ1(h) ∈ R
m и µ2 = µ2(h) ∈ R

m такие, что λ0, λ2 и µ2 не равны нулю одновременно и

∂L2

∂x
(x∗, h, λ0, λ

1, λ2, µ1, µ2) = 0, (F ′(x∗))∗λ2 + (g′(x∗))∗µ2 = 0, (5.3)

µ1 ≥ 0, 〈µ1, g(x∗)〉 = 0, µ2 ≥ 0, 〈µ2, g(x∗)〉 = 0. (5.4)
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Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда h ∈ H1
2 (x∗). Рассмотрим задачу

минимизации
〈f ′(x∗), ξ〉 → min, ξ ∈ H2(x∗). (5.5)

Из предложения 2 и (5.2) следует, что

〈f ′(x∗), h〉 = 0. (5.6)

Кроме того, согласно замечанию 1 найдется δ > 0 такое, что H2(x∗) ∩ Bδ(h) ⊂ H1
2 (x∗), и

поэтому в силу предложения 2

〈f ′(x∗), ξ〉 ≥ 0 ∀ ξ ∈ H2(x∗) ∩ Bδ(h).

В совокупности с (5.6) это означает, что h является локальным решением задачи (5.5).
Далее рассмотрим задачу

〈f ′(x∗), ξ〉 → min, (x, ξ) ∈ D2(x∗), (5.7)

D2(x∗) =
{

(x, ξ) ∈ X × H1(x∗)
∣∣ F ′(x∗)x + F ′′(x∗)[ξ, ξ] = 0,

〈g′i(x∗), x〉 + g′′i (x∗)[ξ, ξ] ≤ 0 ∀ i ∈ I(x∗, h)
}

. (5.8)

В силу определения множества H2(x∗) (см. (3.5), (4.3)) найдется элемент x(h) ∈ X такой, что
(x(h), h) ∈ D2(x∗). Из сказанного выше следует, что такая точка (x(h), h) является локаль-
ным решением задачи (5.7), (5.8), причем, как нетрудно видеть, из условия 2-регулярности по
направлению h следует, что в этом решении ограничения задачи (5.7), (5.8) удовлетворяют
условию регулярности Робинсона (см., например, [3, (3.13)]). Отсюда с помощью леммы о
сопряженном конусе [2, с. 277] и (1.7) легко выводятся требуемые соотношения (5.3), (5.4) при
λ0 = 1 и некоторых λ1 ∈ Y ∗, λ2 ∈ Y ∗, µ1 ∈ R

m и µ2 ∈ R
m.

Пусть теперь h /∈ H1
2 (x∗). Обозначим через s количество элементов в множестве I(x∗) и

введем отображение g̃ : X → R
s с компонентами gi(x), i ∈ I(x∗).

Сначала предположим, что нарушено условие (3.2). Положим U = X × X, V = Y , S =
= X × H1(x∗) и определим линейные операторы A, Λ и B равенствами Au = F ′(x∗)x, Λu =
= G(x∗, h)u, Bu = g̃ ′(x∗)x, u = (x, ξ) ∈ U . Положим v̄ = 0, w̄ = 0. Применяя лемму 6, получаем,
что выпуклый конус G(x∗, h)(X×H1(x∗)) замкнут. Нарушение условия (3.2) означает, что этот
конус не совпадает со всем Y , откуда в силу второй теоремы отделимости (см. [15, с. 210])
вытекает, что найдутся y ∈ Y и λ2 ∈ Y ∗ такие, что

〈(F ′(x∗))∗λ2, x〉 + 〈(F ′′(x∗)[h])∗λ2, ξ〉 = 〈λ2, G(x∗, h)(x, ξ)〉 > 〈λ2, y〉 ∀x ∈ X, ∀ ξ ∈ H1(x∗)

(см. (5.1); при этом автоматически λ2 �= 0). Из полученного соотношения следует, что

(F ′(x∗))∗λ2 = 0, 〈(F ′′(x∗)[h])∗λ2, ξ〉 ≥ 0 ∀ ξ ∈ H1(x∗),

откуда с помощью леммы о сопряженном конусе [2, с. 277] и (3.1), (1.7) выводятся требуемые
соотношения (5.3), (5.4) при λ0 = 0, некотором λ1 ∈ Y ∗, указанном λ2 ∈ Y ∗ \ {0} и µ1 = 0,
µ2 = 0.

Пусть, наконец, условие (3.2) выполнено, но нарушено условие (3.3). Последнее означает,
что множество

S =
{

(y, z) ∈ Y × R
m̃

∣∣ ∃ ξ1 ∈ X, ξ2 ∈ H1(x∗) такие, что y = G(x∗, h)(ξ1, ξ2),

z > g̃ ′(x∗)ξ1 + g̃ ′′(x∗)[h, ξ2]
}

(5.9)
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не содержит 0, причем очевидно, что множество S выпукло, а из (3.2) следует, что int S �= ∅.
Отсюда в силу первой теоремы отделимости (см. [15, с. 209]) вытекает, что найдутся λ2 ∈ Y ∗

и µ̃2 ∈ R
s, не равные нулю одновременно и такие, что

〈λ2, y〉 + 〈µ̃2, z〉 ≥ 0 ∀ (y, z) ∈ S. (5.10)

Согласно (5.9) S + {0} × R
s
+ ⊂ S, откуда в силу (5.10) µ̃2 ≥ 0.

Кроме того, согласно (5.9) и (5.10)〈
(F ′(x∗))∗λ2 + (g̃ ′(x∗))∗µ̃2, ξ1

〉
+

〈
(F ′′(x∗)[h])∗λ2 + (g̃ ′′(x∗)[h])∗µ̃2, ξ2

〉
=

=
〈
λ2, G(x∗, h)(ξ1, ξ2)

〉
+

〈
µ̃2, g̃ ′(x∗)ξ1 + g̃ ′′(x∗)[h, ξ2]

〉
≥ 0

∀ ξ1 ∈ X, ∀ ξ2 ∈ H1(x∗).

Отсюда имеем
(F ′(x∗))∗λ2 + (g̃ ′(x∗))∗µ̃2 = 0 (5.11)

и 〈
(F ′′(x∗)[h])∗λ2 + (g̃ ′′(x∗)[h])∗µ̃2, ξ

〉
≥ 0 ∀ ξ ∈ H1(x∗).

Из последнего соотношения в силу леммы о сопряженном конусе [2, с. 277] и (3.1) следует
существование таких λ1 ∈ Y ∗ и µ̃1 ∈ R

s, что µ̃1 ≥ 0 и

(F ′(x∗))∗λ1 + (g̃ ′(x∗))∗µ̃1 + (F ′′(x∗)[h])∗λ2 + (g̃ ′′(x∗)[h])∗µ̃2 = 0. (5.12)

Определим векторы µ1 ∈ R
m и µ2 ∈ R

m равенствами µ1
i = µ̃1

i , µ2
i = µ̃2

i , i ∈ I(x∗),
µ1

i = µ2
i = 0, i ∈ {1, 2, . . . ,m} \ I(x∗). Тогда из (1.7), (5.11) и (5.12) выводятся требуемые

соотношения (5.3), (5.4) при λ0 = 0 и указанных λ1 ∈ Y ∗, µ1 ∈ R
m и λ2 ∈ Y ∗, µ2 ∈ R

m, причем
λ2 и µ2 не равны нулю одновременно. Теорема доказана.

Положим
C1

2 (x∗) = C2(x∗) ∩ H1
2 (x∗). (5.13)

Несложно убедиться, что если h ∈ C1
2 (x∗), то соотношения (5.3), (5.4) выполняются только при

λ0 > 0. Отсюда и из доказательства теоремы 3 следует, что для всякого h ∈ H2(x∗) выполнение
соотношений (5.3), (5.4) при λ0 = 0 и некоторых λ1, λ2 ∈ Y ∗ и µ1, µ2 ∈ R

m таких, что λ2 и µ2

не равны нулю одновременно, эквивалентно нарушению в точке x∗ условия 2-регулярности по
направлению h.

Если в точке x∗ выполнено условие Мангасариана–Фромовица, то доказанная теорема
непосредственно превращается в традиционные необходимые условия первого порядка в фор-
ме (1.6). Действительно, как было отмечено выше, в этом случае H1

2 (x∗) = H2(x∗) = H1(x∗) и
из (5.2) и (5.13) следует, что C1

2 (x∗) совпадает с обычным критическим конусом

C(x∗) = C1(x∗) =
{
h ∈ H1(x∗) | 〈f ′(x∗), h〉 ≤ 0

}
(5.14)

задачи (1.1), (1.2) в точке x∗. В частности, C1
2 (x∗) содержит элемент h = 0. Применяя теорему 3

с h = 0 и пользуясь вытекающим из (1.4) и (1.7) равенством

L2(x, 0, λ0, λ
1, λ2, µ1, µ2) = L(x, λ0, λ, µ)

∀x ∈ X, ∀λ1 = λ ∈ Y ∗, ∀λ2 ∈ Y ∗, ∀µ1 = µ ∈ R
m, ∀µ2 ∈ R

m,
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получаем из (5.3), (5.4) требуемые соотношения (1.6) (напомним, что в этом случае λ0 не может
равняться нулю).

Более того, как легко видеть, при выполнении в точке x∗ условия Мангасариана–Фромо-
вица второе равенство в (5.3) и условия на µ2 в (5.4) могут выполняться одновременно лишь
при λ2 = 0 и µ2 = 0. Но тогда, пользуясь вытекающим из (1.4) и (1.7) равенством

L2(x, h, λ0, λ
1, 0, µ1, 0) = L(x, λ0, λ, µ) ∀x, h ∈ X, ∀λ1 = λ ∈ Y ∗, ∀µ1 = µ ∈ R

m,

получаем, что соотношения (5.3), (5.4) сводятся к (1.6) для любого h ∈ C(x∗) (а не только для
h = 0).

В то же время в нерегулярном случае, когда условие Мангасариана–Фромовица нарушает-
ся, соотношения (5.3), (5.4) (возможно, с λ2 �= 0 и/или µ2 �= 0) дают содержательную инфор-
мацию о рассматриваемой точке x∗.

Пример 1. Пусть X = R
3, Y = R, m = 1, f(x) = 〈l, x〉, l ∈ R

3, F (x) = x1x3, g(x) = x2
1 +

+ x2
2 − x2

3. Точка x∗ = 0 допустима в задаче (1.1), (1.2), причем F (x∗) = g(x∗) = 0, F ′(x∗) =
= g′(x∗) = 0. Таким образом, условие Мангасариана–Фромовица нарушается и стандартные
необходимые условия первого порядка выполняются в точке x∗ тривиальным образом, каким
бы ни было l.

Вместе с тем из (3.1), (3.5), (4.3) и (5.2) следует, что

C2(x∗) =
{
h ∈ R

3 | h1 = 0, h2
2 ≤ h2

3, l2h2 + l3h3 ≤ 0
}

и, как нетрудно проверить, C1
2 (x∗) = C2(x∗) \ {0}.

Для всякого h ∈ C2(x∗) соотношения (5.3), (5.4) выполняются при любых числах λ1, λ2 и
µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, удовлетворяющих равенствам

l1 + λ2h3 = 0, l2 + 2µ2h2 = 0, l3 − 2µ2h3 = 0. (5.15)

Легко проверить, что если l2 �= 0 или l3 �= 0, то найдется такой h ∈ C2(x∗)\{0}, что µ2, удо-
влетворяющее последним двум равенствам (5.15), не существует. Поэтому согласно теореме 3
в этом случае x∗ не может быть локальным решением задачи (1.1), (1.2).

В то же время если l2 = l3 = 0, то (5.15) выполняется для любого h ∈ C2(x∗) \ {0} при
λ2 = −l1/h3 и µ2 = 0. Легко видеть, что в этом случае x∗ действительно является решением
задачи (1.1), (1.2). Отметим, что в этом решении (1.5) выполняется только с λ0 = 0.

Таким образом, в этом примере теорема 3 полностью характеризует наличие или отсут-
ствие локального экстремума в точке x∗. Однако, разумеется, ситуация может измениться при
добавлении к f , F или g членов порядка выше второго (см. пример 2 ниже).

6. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Этот раздел посвящен необходимым условиям второго порядка локального минимума в
задаче (1.1), (1.2). Эти условия являются условиями второго порядка в том смысле, что в них
фигурируют первые две производные целевой функции задачи и они являются естественным
развитием обычных необходимых условий второго порядка оптимальности. Таким образом,
будем предполагать, что функция f дважды дифференцируема по Фреше в рассматриваемой
точке x∗. Вместе с тем придется предположить, что отображения F и g трижды дифферен-
цируемы по Фреше в точке x∗.

Положим
C2

2 (x∗) = C2(x∗) ∩ H2
2 (x∗). (6.1)

Следующее предложение содержит необходимое условие второго порядка.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2007, т. 256



24 Е.Р. АВАКОВ и др.

Предложение 3. Пусть x∗ является локальным решением задачи (1.1), (1.2).
Тогда для любого h ∈ C2

2(x∗)

〈f ′(x∗), x〉 + f ′′(x∗)[h, h] ≥ 0 ∀x ∈ S3(x∗, h). (6.2)

Доказательство. Согласно (6.1) и теореме 2 для любых h ∈ C2
2 (x∗) и x ∈ S3(x∗, h)

найдется отображение r : R+ → X такое, что r(t) = o(t2) и x∗ + th+ 1
2t2x+ r(t) ∈ D ∀ t ≥ 0. Но

тогда поскольку x∗ — локальное решение задачи (1.1), (1.2), то для любого достаточно малого
t ≥ 0 с учетом (5.2) и (6.1) получаем

0 ≤ f

(
x∗ + th +

1
2
t2x + r(t)

)
− f(x∗) =

= 〈f ′(x∗), h〉t +
1
2
(
〈f ′(x∗), x〉 + f ′′(x∗)[h, h]

)
t2 + o

(
t2k

)
≤

≤ 1
2
(
〈f ′(x∗), x〉 + f ′′(x∗)[h, h]

)
t2 + o(t2).

Отсюда немедленно следует (6.2). Предложение доказано.
Если в точке x∗ выполнено условие Мангасариана–Фромовица, то согласно сказанному

выше C2
2(x∗) = C1

2 (x∗) = C2(x∗) = C(x∗). Более того, в этом случае для всякого h ∈ X имеет
место равенство S3(x∗, h) = S2(x∗, h). Действительно, ∀x = x2 ∈ S2(x∗, h) зафиксируем эле-
мент x̃ ∈ X такой, что F ′(x∗)x̃ = −3F ′′(x∗)[h, x] − F ′′′(x∗)[h, h, h] (такой элемент существует,
поскольку im F ′(x∗) = Y ). Тогда, полагая x1 = x̃+ tξ̄, где ξ̄ ∈ X — элемент из (1.3), при доста-
точно большом t > 0 получим выполнение всех условий в правой части (4.20), т.е. x ∈ S3(x∗, h).
В данном случае утверждение предложения 3 известно (см., например, [3, Lemma 3.44]).

Перейдем к необходимому условию второго порядка в лагранжевой форме.
Теорема 4. Пусть x∗ является локальным решением задачи (1.1), (1.2), причем подпро-

странства im F ′(x∗) и G(x∗, h)(X × ker F ′(x∗)) замкнуты.
Тогда для любого h ∈ C2(x∗) найдутся λ0 = λ0(h) ≥ 0, λ1 = λ1(h) ∈ Y ∗, λ2 = λ2(h) ∈ Y ∗,

µ1 = µ1(h) ∈ R
m и µ2 = µ2(h) ∈ R

m такие, что λ0, λ2 и µ2 не равны нулю одновременно,
имеют место (5.3), (5.4) и

∂2L2

∂x2

(
x∗, h, λ0, λ

1,
1
3
λ2, µ1,

1
3
µ2

)
[h, h] ≥ 0. (6.3)

Доказательство. Обозначим через m̂ количество элементов в множестве I(x∗, h), через
m̃ — в множестве I(x∗) и введем отображения ĝ : X → R

m̂ с компонентами gi(x), i ∈ I(x∗, h),
и g̃ : X → R

m̃ с компонентами gi(x), i ∈ I(x∗).
Рассмотрим два случая. Пусть сначала h ∈ C2

2 (x∗). Докажем, что в этом случае утвержде-
ние теоремы выполняется при λ0 = 1.

Положим U = X × X, V = Y × Y , s = m̂ + m̃. Определим линейные операторы A и B и
линейный функционал l равенствами

Au =
(
F ′(x∗)x2, F ′(x∗)x1 + 3F ′′(x∗)[h, x2]

)
,

Bu =
(
ĝ ′(x∗)x2, g̃ ′(x∗)x1 + 3g̃ ′′(x∗)[h, x2]

)
,

〈l, u〉 = 〈f ′(x∗), x2〉, u = (x1, x2) ∈ U . Положим a = f ′′(x∗)[h, h],

v =
(
F ′′(x∗)[h, h], F ′′′(x∗)[h, h, h]

)
, w =

(
ĝ ′′(x∗)[h, h], g̃ ′′′(x∗)[h, h, h]

)
.

Из (3.5) и (4.3) следует, что S2(x∗, h) �= ∅. Для произвольного x ∈ S2(x∗, h) из (3.5) имеем

F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)] ⊂ F ′′(x∗)[h, x] + F ′′(x∗)[h, ker F ′(x∗)]. (6.4)
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Из (3.6) следует, что
int

(
im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)]

)
�= ∅,

поэтому с учетом (6.4)

int
(
im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, ker F ′(x∗)]

)
�= ∅,

и поскольку в левой части этого неравенства стоит линейное подпространство, то

im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, ker F ′(x∗)] = Y.

Отсюда и из определения оператора A легко следует, что im A = im F ′(x∗)×Y и поэтому im A —
замкнутое подпространство (в силу замкнутости im F ′(x∗)). Кроме того, из (3.5) и из условия
2-регулярности второго порядка по направлению h следует, что вводимое согласно (2.1) мно-
жество S непусто: оно содержит пару (x̄1, x̄2) ∈ X × S2(x∗, h), удовлетворяющую (3.7), (3.8).
Наконец, из (3.5), (4.20) и предложения 3 следует справедливость неравенства (2.2). Отсюда
в силу леммы 2 следуют требуемые соотношения (5.3), (5.4), (6.3) при λ0 = 1 и некоторых
λ1, λ2 ∈ Y ∗, µ1, µ2 ∈ R

m.
Рассмотрим второй случай. Пусть теперь h /∈ C2

2(x∗), т.е. h ∈ C2(x∗) \ H2
2 (x∗) (см. (6.1)).

Докажем, что в этом случае утверждение теоремы выполняется при λ0 = 0.
Сначала предположим, что

int
(
im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)]

)
= ∅. (6.5)

Положим U = X × X, V = Y , s = m̂ и определим линейные операторы A, Λ и B равенствами
Au = F ′(x∗)x2, Λu = F ′(x∗)x1 + 3F ′′(x∗)[h, x2], Bu = ĝ ′(x∗)x2, u = (x1, x2) ∈ U . Положим v̄ =
= F ′′(x∗)[h, h], w̄ = ĝ ′′(x∗)[h, h]. Заметим, что замкнутость G(x∗, h)(X×ker F ′(x∗)) равносильна
замкнутости Λ(ker A), а из включения h ∈ C2(x∗) и из (4.3) и (5.2) следует, что множество
S = X × S2(x∗, h), вводимое согласно (2.6), непусто. Применяя лемму 5, получаем, что (6.5)
может иметь место, только если нарушено (2.7), т.е.

cl
(
lin

(
im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)]

))
�= Y. (6.6)

Если −F ′′′(x∗)[h, h, h] ∈ im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)], то последнее условие равносильно
следующему:

cl
(
lin

(
im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)] + F ′′′(x∗)[h, h, h]

))
�= Y. (6.7)

Таким образом, (6.6) означает, что либо выполнено (6.7), либо

−F ′′′(x∗)[h, h, h] /∈ im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)]. (6.8)

Кроме того, из леммы 6 следует замкнутость im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)].
Из второй теоремы отделимости (см. [15, с. 210]) следует, что как в случае выполнения (6.7),

так и в случае выполнения (6.8) найдется λ2 ∈ Y ∗ \ {0} такой, что〈
λ2, F ′(x∗)x1 + 3F ′′(x∗)[h, x2] + F ′′′(x∗)[h, h, h]

〉
≥ 0 ∀x1 ∈ X, ∀x2 ∈ S2(x∗, h).

Положим U = X × X, V = Y , s = m̂ и определим линейные операторы A и B и линейный
функционал l равенствами Au = F ′(x∗)x2, Bu = ĝ ′(x∗)x2, 〈l, u〉 = 〈λ2, F ′(x∗)x1+3F ′′(x∗)[h, x2]〉,
u = (x1, x2) ∈ U . Положим a = 〈λ2, F ′′′(x∗)[h, h, h]〉, v = F ′′(x∗)[h, h], w = ĝ ′′(x∗)[h, h]. Приме-
няя лемму 2, получаем требуемые соотношения (5.3), (5.4) при λ0 = 0, некоторых λ1 ∈ Y ∗ и
µ1 ∈ R

m, указанном λ2 ∈ Y ∗ \ {0} и µ2 = 0.
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Теперь предположим, что

int
(
im F ′(x∗) + 3F ′′(x∗)[h, S2(x∗, h)]

)
�= ∅, (6.9)

но либо нарушено (3.6), либо не существует x̄1 ∈ X и x̄2 ∈ S2(x∗, h), удовлетворяющих (3.7)
и (3.8). Очевидно, что при этом 0 /∈ intS, где

S =
{

(y, z) ∈ Y × R
m̃

∣∣ ∃x1 ∈ X, x2 ∈ S2(x∗, h) такие, что

y = F ′(x∗)x1 + 3F ′′(x∗)[h, x2] + F ′′′(x∗)[h, h, h],

z > g̃ ′(x∗)x1 + 3g̃ ′′(x∗)[h, x2] + g̃ ′′′(x∗)[h, h, h]
}

. (6.10)

Очевидно, что множество S является выпуклым.
Покажем, что int S �= ∅. Положим U = X × X, V = Y , P = X × S2(x∗, h) и определим

отображение Φ равенством Φ(u) = F ′(x∗)x1 + 3F ′′(x∗)[h, x2] + F ′′′(x∗)[h, h, h], u = (x1, x2) ∈ U .
Из (6.9) следует, что int Φ(P ) �= ∅. Это значит, что найдется ū = (x̂1, x̂2) ∈ P такой, что
v̄ = Φ(ū) ∈ int Φ(P ). При этом из теоремы устойчивости Робинсона следует, что при некоторых
a > 0, ε1 > 0 и ε2 > 0 для введенных объектов выполнены все предположения леммы 1. Пусть
числа c > 0, δ1 > 0 и δ2 > 0 определены согласно лемме 1. Для произвольного y ∈ Bδ2(v̄)
введем отображение ϕ : U → V , ϕ(u) ≡ −y. Это отображение удовлетворяет на U условию
Липшица с константой l = 0, а также условию ‖v̄ +ϕ(ū)‖ = ‖y− v̄‖ ≤ δ2. Тогда в силу леммы 1
получаем, что найдется u ∈ P такой, что

Φ(u) = y, ‖u − ū‖ ≤ c‖y − v̄‖ ≤ cδ2,

т.е.
Bδ2(v̄) ⊂ Φ(P ∩ Bcδ2(ū)). (6.11)

Введем множество

S̃ = Bδ2(v̄) ×
{

z ∈ R
m̃

∣∣∣
zi > max

j∈I(x∗)

(
‖g′j(x∗)‖(‖x̂1‖ + cδ2) + ‖g′′j (x∗)[h]‖(‖x̂2‖ + cδ2) + ‖g′′′j (x∗)[h, h, h]‖

)
, i ∈ I(x∗)

}
.

Очевидно, что int S̃ �= ∅, причем из (6.10), (6.11) и из определения P и Φ следует, что S̃ ⊂ S.
Таким образом, int S �= ∅.

Из первой теоремы отделимости (см. [15, с. 209]) вытекает, что найдутся λ̃2 ∈ Y ∗ и µ̃2 ∈ R
m̃,

не равные нулю одновременно и такие, что

〈λ̃2, y〉 + 〈µ̃2, z〉 ≥ 0 ∀ (y, z) ∈ S. (6.12)

Согласно (6.10) S + {0} × R
m̃
+ ⊂ S, откуда и из (6.12) следует, что µ̃2 ≥ 0.

Кроме того, согласно (6.10) и (6.12)
〈
(F ′(x∗))∗λ̃2 + (g̃ ′(x∗))∗µ̃2, x1

〉
+ 3

〈
(F ′′(x∗)[h])∗λ̃2 + (g̃ ′′(x∗)[h])∗µ̃2, x2

〉
+

+
〈
λ̃2, F ′′′(x∗)[h, h, h]

〉
+

〈
µ̃2, g̃ ′′′(x∗)[h, h, h]

〉
≥ 0

∀x1 ∈ X, ∀x2 ∈ S2(x∗, h).
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Отсюда имеем
(F ′(x∗))∗λ̃2 + (g̃ ′(x∗))∗µ̃2 = 0 (6.13)

и

3
〈
(F ′′(x∗)[h])∗λ̃2 + (g̃ ′′(x∗)[h])∗µ̃2, x

〉
+

〈
λ̃2, F ′′′(x∗)[h, h, h]

〉
+

〈
µ̃2, g̃ ′′′(x∗)[h, h, h]

〉
≥ 0

∀x ∈ S2(x∗, h).

Из последнего соотношения и из (3.5), применяя лемму 2 при U = X, V = Y , s = m̂, A = F ′(x∗),
B = ĝ ′(x∗), l = (F ′′(x∗)[h])∗λ̃2 + (g̃ ′′(x∗)[h])∗µ̃2, a = 〈λ̃2, F ′′′(x∗)[h, h, h]〉 + 〈µ̃2, g̃ ′′′(x∗)[h, h, h]〉,
v = F ′′(x∗)[h, h], w = ĝ ′′(x∗)[h, h], получаем существование таких λ1 ∈ Y ∗ и µ̂1 ∈ R

m̂, что
µ̂1 ≥ 0 и

(F ′(x∗))∗λ1 + (ĝ ′(x∗))∗µ̂1 + 3(F ′′(x∗)[h])∗λ̃2 + 3(g̃ ′′(x∗)[h])∗µ̃2 = 0, (6.14)

〈λ, F ′′(x∗)[h, h]〉 + 〈µ̂1, ĝ ′′(x∗)[h, h]〉 + 〈λ̃2, F ′′′(x∗)[h, h, h]〉 + 〈µ̃2, g̃ ′′′(x∗)[h, h, h]〉 ≥ 0. (6.15)

Положим λ2 = 3λ̃2 и определим векторы µ1 ∈ R
m и µ2 ∈ R

m равенствами µ1
i = µ̂1

i , i ∈
∈ I(x∗, h), µ1

i = 0, i ∈ {1, 2, . . . ,m}\I(x∗, h), µ2
i = 3µ̃2

i , i ∈ I(x∗), µ2
i = 0, i ∈ {1, 2, . . . ,m}\I(x∗).

Тогда из (1.7) и (6.13)–(6.15) выводятся требуемые соотношения (5.3), (5.4) и (6.3) при λ0 = 0 и
указанных λ1 ∈ Y ∗, µ1 ∈ R

m и λ2 ∈ Y ∗, µ2 ∈ R
m, причем λ2 и µ2 не равны нулю одновременно.

Теорема доказана.

Несложно убедиться, что если h ∈ C2
2 (x∗), то соотношения (5.3), (5.4), (6.3) выполняются

только при λ0 > 0. Отсюда и из доказательства теоремы 4 следует, что для всякого h ∈ H2(x∗)
выполнение соотношений (5.3), (5.4), (6.3) при λ0 = 0 и некоторых λ1, λ2 ∈ Y ∗ и µ1, µ2 ∈ R

m

таких, что λ2 и µ2 не равны нулю одновременно, эквивалентно нарушению в точке x∗ условия
2-регулярности второго порядка по направлению h.

Следующий пример демонстрирует ситуацию, когда теорема 3 не позволяет установить
отсутствие экстремума в рассматриваемой допустимой точке, а теорема 4 позволяет.

Пример 2. Пусть X = R
4, Y = R

2, m = 1, f(x) = x1, F (x) = (x1x3 + x3
3, x

2
1 + x2

2 − x2
3),

g(x) = x2
1 − x2

4. Точка x∗ = 0 допустима в задаче (1.1), (1.2), причем F (x∗) = 0, g(x∗) = 0,
F ′(x∗) = 0, g′(x∗) = 0 и условие Мангасариана–Фромовица в точке x∗ нарушается.

Аналогично примеру 1 получаем

C2(x∗) =
{
h ∈ R

4 | h1 = 0, h2
2 = h2

3

}
,

причем C1
2 (x∗) = {h ∈ C2(x∗) | h2 �= 0, h4 �= 0}.

Для всякого h ∈ C1
2 (x∗) \ {0} соотношения (5.3), (5.4) выполняются с λ0 = 1 и с произволь-

ными λ1, λ2 ∈ R
2 и µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, удовлетворяющими равенствам

1 + λ2
1h3 = 0, λ2

2h2 = 0, λ2
2h3 = 0, µ2h4 = 0. (6.16)

Таким образом, необходимые условия первого порядка из теоремы 3 в точке x∗ выполняются.
В то же время для h = (0, 1, 1, 1) ∈ C1

2 (x∗) (6.16) влечет равенства λ2 = (−1, 0), µ2 = 0, и
поэтому

∂2L2

∂x2

(
x∗, h, 1, λ1,

1
3
λ2, µ1,

1
3
µ2

)
[h, h] = −2µ1 + 2λ2

1 < 0

для всех λ1, λ2, µ1 ≥ 0 и µ2, удовлетворяющих (6.16). Таким образом, согласно теореме 4
x∗ не может быть локальным решением задачи (1.1), (1.2).
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Заметим, что если в этом примере ограничение-неравенство заменить на ограничение-
равенство, то

C2(x∗) =
{
h ∈ R

4 | h1 = h4 = 0, h2
2 = h2

3

}
и C1

2 (x̄) = ∅. Поэтому полученные ранее результаты для задач с 2-регулярными ограничени-
ями-равенствами в данном примере неприменимы.

Известно необходимое условие второго порядка, которое может быть содержательным и
при нарушении условия Мангасариана–Фромовица; это условие из [20]. А именно если x∗ явля-
ется локальным решением задачи (1.1), (1.2), то для любого h ∈ C(x∗) найдутся λ0 = λ0(h) ≥ 0,
λ = λ(h) ∈ Y ∗ и µ = µ(h) ∈ R

m, не равные нулю одновременно и такие, что выполнены
условия (1.5) и

∂2L

∂x2
(x∗, λ0, λ, µ)[h, h] ≥ 0. (6.17)

Покажем, что это утверждение является частным случаем теоремы 4.
Действительно, предположим вначале, что h ∈ C2(x∗). Выберем λ0, λ1, λ2, µ1 и µ2 со-

гласно теореме 4. Если λ2 = 0 и µ2 = 0, то λ0 > 0 и требуемое утверждение при λ = λ1 и
µ = µ1 вытекает из (1.4), (5.2)–(5.4) и (6.3). Пусть теперь λ2 и µ2 не равны нулю одновременно.
Из (3.1), (4.3) и (5.2)–(5.4) имеем

〈λ2, F ′′(x∗)[h, h]〉 + 〈µ2, g′′(x∗)[h, h]〉 = −λ0〈f ′(x∗), h〉 − 〈λ1, F ′(x∗)h〉 − 〈µ1, g′(x∗)h〉 ≥ 0. (6.18)

Теперь требуемое утверждение при λ0 = 0 и при λ = λ2 и µ = µ2 вытекает из второго
соотношения в (5.3) и из (5.4) и (6.18).

Пусть теперь h ∈ C(x∗) \ C2(x∗) = C(x∗) \ H2(x∗), т.е. h ∈ H1(x∗), S2(x∗, h) �= ∅ (см. (4.3),
(5.2), (5.14)).

Вновь обозначим через m̂ количество элементов в множестве I(x∗, h). Введем конус K =
= {0} × R

m̂
− в Y × R

m̂, отображение ĝ : X → R
m̂ с компонентами gi(x), i ∈ I(x∗, h), а также

отображение Φ: X → Y ×R
m̂, Φ(x) = (F (x), ĝ(x)). Тогда пустота S2(x∗, h) равносильна условию

Φ′′(x∗)[h, h] /∈ K + im Φ′(x∗),

причем из лемм 3 и 4 следует замкнутость выпуклого конуса K + im Φ′(x∗). Тогда в силу
второй теоремы отделимости (см. [15, с. 210]) найдется ν = (λ, µ̂) ∈ Y ∗ × R

m̂ такой, что

〈ν, η + Φ′(x∗)ξ〉 ≤ 0 < 〈ν,Φ′′(x∗)[h, h]〉 ∀ ξ ∈ X, ∀ η ∈ K.

Отсюда и из определения K и Φ следует, что µ̂ ≥ 0,

(F ′(x∗))∗λ + (ĝ ′(x∗))∗µ̂ = 0, 〈λ, F ′′(x∗)[h, h]〉 + 〈µ̂, ĝ ′′(x∗)[h, h]〉 > 0,

что и дает требуемое утверждение при λ0 = 0, при указанном λ и при µ ∈ R
m, определяемом

равенствами µi = µ̂i, i ∈ I(x∗, h), µi = 0, i ∈ {1, 2, . . . ,m} \ I(x∗, h).
В связи с упомянутым необходимым условием экстремума из [20] полезно ввести следующее
Определение 4. Будем говорить, что в точке x∗ выполнено условие регулярности вто-

рого порядка по направлению h ∈ X, если im F ′(x∗) = Y и существует x̄ ∈ X такой, что

F ′(x∗)x̄ + F ′′(x∗)[h, h] = 0, (6.19)

〈g′i(x∗), x̄〉 + g′′i (x∗)[h, h] < 0 ∀ i ∈ I(x∗). (6.20)
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Возьмем произвольный h ∈ C(x∗). Легко заметить, что если условие регулярности второго
порядка по этому направлению h выполнено, то (1.5), (6.17) выполняются только при λ0 > 0,
хотя при этом условие Мангасариана–Фромовица может нарушаться. Этот же факт непосред-
ственно следует из теоремы 4. Действительно, из выполнения в точке x∗ условия регулярности
второго порядка по направлению h ∈ X несложно выводится 2-регулярность второго порядка
по этому направлению. При этом из (3.5), (4.3), (5.2), (6.19), (6.20) следует, что h ∈ C2(x∗).
Но из условия 2-регулярности второго порядка по направлению h ∈ C2(x∗) в силу (3.1), (4.3)
и (5.2)–(5.4) вытекают неравенство (6.18), а также равенство

〈λ2, F ′(x∗)x̄〉 + 〈µ2, g′(x∗)x̄〉 = 0,

где x̄ ∈ X выбран согласно определению 4. Складывая полученные соотношения, имеем〈
λ2, F ′(x∗)x̄ + F ′′(x∗)[h, h]

〉
+

〈
µ2, g′(x∗)x̄ + g′′(x∗)[h, h]

〉
≥ 0.

Согласно (5.4), (6.19) и (6.20) это неравенство может иметь место только при µ2 = 0. Но тогда
из второго соотношения в (5.3) и из равенства im F ′(x∗) = Y следует, что λ2 = 0. Тем самым
показано, что при выполнении в точке x∗ условия регулярности второго порядка по направ-
лению h ∈ C2(x∗) соотношения (5.3), (5.4) могут выполняться только при λ2 = 0 и µ2 = 0.
Иными словами, в этом случае утверждение теоремы 4 полностью сводится к необходимому
условию из [20] с λ0 > 0.

С другой стороны, если в точке x∗ не выполнено условие регулярности второго порядка,
то, как легко заметить, необходимое условие из [20] выполняется автоматически с λ0 = 0. В то
же время теорема 4 при этом дает содержательную информацию о рассматриваемой точке x∗.

Пример 3. Пусть X = R, m = 1, f(x) = x, g(x) = x3. Легко проверить, что в допустимой
точке x∗ = 0 задачи (1.1), (1.2) выполняется необходимое условие из [20], причем C2(x∗) = R−,
C2

2 (x∗) = R \ {0}, но необходимое условие второго порядка из теоремы 4 нарушено и, зна-
чит, точка x∗ не является локальным решением задачи (1.1), (1.2). Заметим также, что здесь
C1

2 (x∗) = ∅ и необходимое условие первого порядка из теоремы 3 выполняется с λ0 = 0.
Наконец, следующий пример показывает, что 2-регулярность второго порядка может быть

слабее 2-регулярности и в том случае, когда рассматриваемая точка является локальным ре-
шением задачи (1.1), (1.2).

Пример 4. Пусть X = R
2, m = 2, f(x) = x1x2, g(x) = (x3

1, x
3
2). Точка x∗ = 0 является

локальным решением задачи (1.1), (1.2), причем H1
2 (x∗) = ∅, C2

2 (x∗) = H2
2 (x∗) = {h ∈ R

2 |
h1 < 0, h2 < 0}. Легко убедиться, что в точке x∗ для h ∈ C2

2 (x∗) необходимое условие первого
порядка из теоремы 3 может выполняться с λ0 = 0, а вот необходимое условие второго порядка
из теоремы 4 выполняется только с λ0 > 0.
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