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В работе представлены точные решения одномерных не-
стационарных задач адиабатического сжатия и расширения 
сферического и цилиндрического слоев из вязкой жидко-
сти, описываемой моделью Навье-Стокса. Решения полу-
чены в лагранжевых переменных и в предположении, что 
в начальный момент времени распределения радиальных 
скоростей удовлетворяют условию несжимаемости. Эти 
решения, в частности, могут быть использованы для тести-
рования программ численного расчета и оценки эффектив-
ности новых численных методов. Кроме того, решение для 
сферического слоя может быть полезным при выборе кине-
тического уравнения для пористости (или параметра объ-
емной поврежденности, при моделировании так называе-
мого вязкого разрушения) материала. Ранее аналогичные 

результаты были получены для толстостенных оболочек 
из несжимаемого вязкопластического материала, описы-
ваемого уравнениями модели типа Соколовского-Пэжины 
(Киселев А.Б. Аналитические решения задач об адиабатиче-
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In paper present analytical solutions for one-dimensional dynamical 
problems of adiabatic compression and extension of spherical and 
cylindrical layers from viscous fluid Navier-Stokes type. Solutions 
obtained in Lagrangian coordinates and at hypothesis that in 
initial moment distributions of radial velocity satisfy condition 
of incompressibility. These solutions, in particular, can be used 
for testing programs of computing calculations and for estimate 
of effectiveness of new numerical methods. In addition, solution 
for spherical layer can be useful for sampling kinetic equation 
for porosity (or volume damage parameter under modeling so-
called viscous fracture) of material. Previously similar results were 

obtained for thick-walled shells from incompressibility viscoplastic 
material Socolovsky-Perzyna type (Kiselev A.B. Analytical solutions 
for problems of adiabatic compression of thick-walled spherical 
and cylindrical shells from incompressibility viscoplastic material // 
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Для тестирования новых программ и методов 
численного расчета задач механики сплошной сре-
ды необходимо знание точных решений. Особенно 
остро стоит вопрос для численных методов и про-
грамм, ориентированных на решение задач динами-
ческой упруговязкопластичности и динамики вязкой 
жидкости, ввиду их особой сложности. 

В данной работе представлены точные решения 
одномерных задач сжатия и расширения сфериче-
ского и цилиндрического слоев из вязкой жидкости 
модели Навье-Стокса. Решения получены в лагран-
жевых переменных и в предположении, что в началь-
ный момент времени распределения радиальных 
скоростей удовлетворяют условиям несжимаемости. 

Прикладная 
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Найденные решения, в частности, могут быть ис-
пользованы для тестирования программ численного 
расчета и оценки эффективности новых численных 
методов. Ранее аналогичные результаты были полу-
чены для толстостенных оболочек из несжимаемого 
вязкопластического материала [1, 2], описываемого 
уравнениями модели типа Соколовского-Пэжины [3]. 

1. сжатие сферического слоя
В одномерном приближении (все параметры за-

висят от радиальной лагранжевой координаты R  и 
времени t) рассмотрим процесс адиабатического 
сжатия сферического слоя жидкости, внутренний и 
внешний радиусы которого меняются с течением 
времени по закону r r R t

0 0
= ( , )  и r r R t

1 1
= ( , )  соответ-

ственно, где R0  и R1  – ее внутренний и внешний ра-
диусы при t = 0  (рисунок). R r t= −=| 0

так называе-
мая начальная лагранжева координата материальной 
частицы; r −  ее эйлерова координата.

Поведение среды описывается уравнениями мо-
дели вязкой жидкости Навье-Стокса [4], которые в 
предположении несжимаемости и одномерном сфе-
рическом приближении имеют следующий вид:

σ µR Rp e= − + 2 ,  σ µθ θ= − +p e2 .  (1)

Здесь σR ,  σθ −  радиальное и кольцевое напряже-
ния соответственно; p R= − + −( ) /σ σθ2 3 давление; 
e v RR = ∂ ∂/ ,  e v Rθ = −/ радиальная и кольцевая ско-
рости деформаций соответственно; v − радиальная 
скорость; µ  − динамическая вязкость жидкости.

Условие несжимаемости жидкости e eR + =2 0θ  
дает уравнение для нахождения распределения ско-
ростей в сферическом слое:

∂
∂

+ =
v
R

v
R
2 0.  (2)

Решение уравнения (2) имеет следующий вид:

v C t
R

=
( )
.

2
 (3)

C t( ) ≤ 0,  поскольку происходит сжатие слоя и 
скорость v ≤ 0.  В начальный момент времени 
t = 0  C V R( ) ,0

0 0

2=  где V0 − начальная скорость вну-
тренней поверхности слоя. 

Используя соотношения (1)...(3), получим:

σ µ σ µθR
C t
R

p C t
R

p= − − = −4 2
3 3

( )
,

( )
.      (4)

Уравнение движения имеет вид

ρ
σ σ σθ

v
R R
R R=

∂
∂

+
−

2 ,  (5)

где ρ −  плотность жидкости; точка над символом 
здесь и далее означает материальную производную 
по времени t .

Уравнение для плотности внутренней энер-
гии (на единицу массы) U sph  в адиабатическом 
приближении

ρ σ σθ
U v

R
v
R

sph
R=

∂
∂

+ 2

с учетом соотношений (3) и (4) примет следующий 
вид:

ρ µU C t
R

sph =12
2

6

( )
.  (6)

Скорость изменения полной внутренней энер-
гии слоя U sph

Σ  в момент времени t будет

 U R U dRsph sph

R

R

Σ = ∫ 4 2

0

1

π ρ .

Используя (6), получим

U C t
R R

sph
Σ = −









16
1 12

0

3

1

3
πµ ( ) .   (7)

Подстановка выражения (4) в уравнение движе-
ния (5) дает следующее уравнение:

∂
∂

= −
p
R R

C tρ
2

 ( ).   (8)

Кинетическая энергия сферического слоя опреде-
ляется следующим образом:

K R V dR C t
R

dR

C t
R R

sph

R

R

R

R

= =

−

∫∫
1

2
4

1

2
4

1 1

2 2

2

2

2

0

2

1

0

1

π ρ πρ

πρ

( )

( )

 =

= 2
11









.

  (9)

Его начальная кинетическая энергия – 

t = 0 t > 0
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K V R R
R

sph
0 0

2

0

3 0

1

2 1= −








πρ .

В процессе сжатия слоя его кинетическая энергия 
переходит во внутреннюю энергию и в момент оста-
новки сжатия t ts

sph= , если такой момент времени 
ts
sph < +∞  наступает, вся кинетическая энергия пере-

ходит во внутреннюю энергию. В момент времени t  
( )0 ≤ ≤t ts

sph  выполняется закон сохранения полной 
энергии: K t U t Ksph sph sph

( ) ( )+ =Σ 0
 или 

 K t U tsph sph
( ) ( ) .+ =Σ 0

 (10)

Используя соотношения (7) и (9), из (10) получим 
обыкновенное дифференциальное уравнение для 
функции C C t= ( ) :

C t C t( ) ( ) ,+ =α 0  (11)

где

α
µ

ρ
= + +











4
1

0

2

0

1

0

2

1

2R
R
R

R
R

.

Решение уравнения (11) с начальным условием 
C V R( )0

0 0

2=  будет

C t V R t( ) exp( ).= −
0 0

2 α  (12)

Как видно из (12), остановки движения жидкости 
не происходит за конечное время ts

sph , что принципи-
ально отличает полученное ранее решение от реше-
ний для сферических оболочек из несжимаемого вяз-
копластического материала [1, 2]. С течением 
времени скорость жидкости асимптотически стре-
мится к нулю:

v R t V R
R

t( , ) exp( ).= −
0

0

2

2
α   (13)

Используя (13), найдем значение текущей эйлеро-
вой радиальной координаты для лагранжевой мате-
риальной частицы с координатой R:

 
r r R t R v R t dt

R V R
R

t

t

= = + =

= + − −( )









∫( , ) ( , )

exp( ) .

0

0 0

2

3
1 1

α
α

  (14)

Полученное решение имеет смысл до момента 
времени, когда значения координат внутренней по-
верхности оболочки станут нулевыми, т.е. произой-
дет схлопывание слоя. Используя (14), найдем этот 
момент времени:

t R
Vs

sph = − +










1
1

0

0α
α

ln .  (15)

Как видно из (15), начальная скорость внутренней 
поверхности слоя не может быть произвольной вели-
чиной и должна быть ограничена:

 V V R
R

R
R

R
R

sph
0 0 0

0

0

1

0

2

1

2

4
1> = − = − + +









( ) .

* α
µ

ρ
  (16)

Значение модуля критической скорости при сжатии 
слоя | ( ) |

*V sph
0

 более всего зависит от величины дина-
мической вязкости μ и размеров слоя (его внутреннего 
радиуса R0). Так для глицерина, плотность которого 
ρ =1260 кг/м3, а значения динамической вязкости при 
трех различных температурах равны µ =12 10, Па ⋅ с 
при температуре T = 0 0С, µ =1 48, Па ⋅ с при T = 20 0С  
и µ = 0 33, Па ⋅ с при T = 40 0С (см. [5]) для случая, на-
пример, когда R

0
0 001= ,  м и R

1
0 002= ,  м, получим 

следующие значения критических скоростей: 
| |

*V
0

67=  м/с, | | ,
*V
0

8 3= м/с и | | ,
*V
0

1 8=  м/с соответ-
ственно. Если же размер слоя уменьшить, например, в 
10 раз (сохраняя тем же отношение радиусов R R

0 1
/ ) , 

то в 10 раз возрастет и критическая скорость.
Градиент давления можно найти из формулы (8):

∂
∂

= −
p
R

V R
R

tαρ α
0

0

2

2
exp( ).

В начальный момент времени t = 0  градиент дав-
ления следующим образом распределен по радиусу:

∂
∂

= + +








=

p
R R

R
R

R
R

Vt| .
0 2

0

1

0

2

1

2 0

4
1

µ

В конце процесса схлопывания слоя t ts
sph=  рас-

пределение градиента давления будет следующим:

∂
∂

=
∂
∂

⋅ + + +


















= =

p
R

p
R V R

R
R

R
Rt t t

s
sph| |

0

0 0

0

1

0

2

1

2
1

4
1

µ
ρ

..

Максимальной величины начальная кинетиче-
ская энергия сферического слоя при фиксированном 
внешнем радиусе R1  и начальной скорости V0  дости-
гается при следующем соотношении его радиусов 
R R
0 1
0 75= ,  : ( ) ,

max
K V Rsph
0 0

2

0

3
0 5= πρ . 

2. Расширение сферического слоя
В случае расширения слоя радиальные скорости 

направлены от его центра и V0 0> . Все выше полу-
ченные формулы справедливы и в случае расшире-
ния слоя. Теряет смысл только введение критической 
скорости V

0

*  (16).
Как следует из формулы (13), полная остановка 

расширения слоя происходит за бесконечно большое 
время ts

sph → +∞ . Используя (14), найдем эйлерову 
координату материальной частицы с лагранжевой ко-
ординатой R  при ts

sph → +∞ :

r R R V R
R R R R R

( , )
( / / )

+∞ = +
+ +









1

2 1

0 0

4

3

0 1 0

2

1

2

ρ
µ

.

Введем объемное содержание пор в материале ω  
(теперь заменим термин «сферический слой» на 
«сферическая пора», более точно описывающий су-
щество дела). Тогда, если принять, что в малом пред-



91
ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА и МАТЕМАТИКА · 1 · 2013

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА 

ставительном объеме жидкости все поры имеют 
один размер, ω = ( ( , ) / ( , )) .r R t r R t

0 1

3  Используя (14), 
получим формулу для изменения пористости мате-
риала применительно к рассмотренной ранее мо-
дельной задаче:

ω ω
α

ω α

α

α=
+ −

+ −










−

−0

0 0

0 0 0

3

1 1

1 1

V e R
V e R

t

t

( ) /

( ) /
.

Здесь ω
0 0 1

3= −( / )R R начальная пористость.
Конечное значение пористости при t → +∞  будет 

равно величине

ω ω
α

ω α
|

/

/
.t

V R
V R→+∞ =

+
+









0

0 0

0 0 0

3

1

1

3. сжатие цилиндрического слоя
Рассмотрим теперь бесконечный цилиндрический 

слой, имеющий в начальный момент времени t = 0 
внутренний радиус R0 и внешний радиус R1 . В мо-
мент времени t > 0 внутренний радиус r r R t

0 0
= ( , ), 

внешний – r r R t
1 1

= ( , ). 
Поскольку в одномерном цилиндрическом при-

ближении движение жидкости вдоль оси симметрии 
z отсутствуют, то есть скорость деформации ez = 0, 
уравнения модели вязкой несжимаемой жидкости 
Навье-Стокса [4] будут иметь вид:

σ µR Rp e= − + 2 ,  σ µθ θ= − +p e2 ,  σZ p= − .  (17)

Здесь σZ − напряжение вдоль оси z; давление p  
теперь запишется следующим образом:

p Z R R= − + + = − +( ) / ( ) /σ σ σ σ σθ θ3 2 .

Условие несжимаемости жидкости e eR + =θ 0  дает 
уравнение для нахождения распределения скоростей 
в цилиндрическом слое:

∂
∂

+ =
v
R

v
R

0.  (18)

Решение уравнения (18) имеет следующий вид:

v B t
R

=
( )
.  (19)

B t( ) ,≤ 0  поскольку происходит сжатие слоя и 
скорость v ≤ 0.  В начальный момент времени 
t = 0  C V R( ) ,0

0 0
=  где V0 − начальная скорость вну-

тренней поверхности слоя. 
Используя соотношения (17)...(19), получим:

σ µ σ µθR
B t
R

p B t
R

p= − − = −2 2
2 2

( )
,

( )
.      (20)

Уравнение движения имеет вид

ρ
σ σ σθ

v
R R
R R=

∂
∂

+
− .  (21)

Уравнение для плотности внутренней энер-
гии (на единицу массы) U cyl  в адиабатическом при-
ближении для цилиндрического случая

ρ σ σθ
U v

R
v
R

cyl
R=

∂
∂

+

с учетом соотношений (19) и (20) примет следующий 
вид:

ρ µU B t
R

cyl = 4
2

4

( )
.  (22)

Скорость изменения полной внутренней энер-
гии цилиндрического слоя единичной длины U cyl

Σ  в 
момент времени t будет

 U R U dRcyl cyl

R

R

Σ = ∫ 2
0

1

π ρ .

Используя (22), получим

U B t
R R

cyl
Σ = −









4
1 12

0

2

1

2
πµ ( ) .  (23)

Подстановка выражения (20) в уравнение движе-
ния (21) дает следующее уравнение:  

∂
∂

= −
p
R R

B tρ
( ).  (24)

Кинетическая энергия цилиндрического слоя еди-
ничной длины определяется следующим образом:

K R V dR B t
R

dR

B t R
R

cyl

R

R

R

R

= = ∫∫
1

2
2

1

2
2

2

2

2 1

0

2

1

0

1

π ρ πρ

πρ

( )

( ) ln .

 =

=   
(25)

Его начальная кинетическая энергия – 

K V R R
R

cyl
0 0

2

0

2 1

0

= πρ ln .

В процессе сжатия слоя его кинетическая энергия 
переходит во внутреннюю энергию и в момент оста-
новки сжатия t ts

cyl= , если такой момент времени 
ts
cyl < +∞  наступает, вся кинетическая энергия пере-

ходит во внутреннюю энергию. В момент времени t  
(0 ≤ ≤t ts

cyl )  выполняется закон сохранения полной 
энергии: K t U t Kcyl cyl cyl

( ) ( )+ =Σ 0
 или 

 K t U tcyl cyl
( ) ( ) .+ =Σ 0  (26)

Используя соотношения (23) и (25), из (26) полу-
чим обыкновенное дифференциальное уравнение 
для функции B B t= ( ) :

B t B t( ) ( ) ,+ =β 0  (27)

где

β
µ

ρ
=

− 









−
2

1

2

0

2

0

2

1

2

1

0

1

( )
ln .

R R
R R

R
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Решение уравнения (27) с начальным условием 
B V R( )0

0 0
=  будет

B t V R t( ) exp( ).= −0 0 β  (28)

Как видно из (28), остановки движения жидко-
сти в случае цилиндрической симметрии не проис-
ходит за конечное время ts

cyl , как и в случае сфери-
ческой симметрии. С течением времени скорость 
жидкости в цилиндрическом слое асимптотически 
стремится к нулю:

v R t V R
R

t( , ) exp( ).= −
0

0 β  (29)

Используя (29), найдем значение текущей эйлеро-
вой радиальной координаты для лагранжевой мате-
риальной частицы с координатой R:

r r R t R v R t dt

R V R
R

t

t

= = + =

= + − −( )









∫( , ) ( , )

exp( ) .

0

0 0

2
1 1

β
β

  (30)

Полученное решение имеет смысл до момента 
времени, когда значения координат внутренней по-
верхности слоя станут нулевыми, т.е. произойдет 
схлопывание слоя. Используя (30), найдем этот мо-
мент времени:

t R
Vs

cyl = − +
1

1
0

0
β

β
ln( ).   (31)

Как видно из (31), начальная скорость внутренней 
поверхности цилиндрического слоя не может быть 
произвольной величиной и должна быть ограничена:

V V R R R
R R

R
R

cyl
0 0 0

1

2

0

2

0 1

2

1

0

1

2
> = − = −

− 









−

( )
( )

ln
* β

µ
ρ

. (32)

Градиент давления можно найти из формулы (8):

∂
∂

= −
p
R

V R
R

tβρ β
0

0 exp( ).

В начальный момент времени t = 0  градиент дав-
ления следующим образом распределен по радиусу:

∂
∂

=
−

=

p
R

R R
R R R

R
R
Vt|

( )
ln .

0

1

2

0

2

0 1

2

1

0

0

2µ

В конце процесса схлопывания слоя t ts
cyl=  рас-

пределение градиента давления будет следующим:

∂
∂

=
∂
∂

⋅ +
− 










= =

−
p
R

p
R

R R
V R R

R
Rt t t

s
cyl| |
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ln

0

1

2

0

2

0 0 1

2

1

2

1

1
2µ

ρ








.

Максимальной величины начальная кинетиче-
ская энергия цилиндрического слоя единичной дли-
ны при фиксированном внешнем радиусе R1  и на-
чальной скорости V0  достигается при следующем 
соотношении его радиусов R R e R

0 1 1
0 6065= / , :  

( ) ,
max

K V Rcyl
0 0

2

0

2
0 5= πρ . 

4. Расширение  
цилиндрического слоя

В случае расширения цилиндрического слоя ра-
диальные скорости направлены от его центра и 
V0 0> . Все полученные в параграфе 3 формулы 
справедливы и в случае расширения слоя. Теряет 
смысл только введение критической скорости ( )

*V cyl
0

 
(32) и пористости среды.

Как следует из формулы (29), полная остановка 
расширения цилиндрического слоя происходит за 
бесконечно большое время ts

cyl → +∞ . Используя 
(30), найдем эйлерову координату материальной ча-
стицы с лагранжевой координатой R  при ts

cyl → +∞ :

r R R V R
R R R

R
R

( , )
( / )

ln+∞ = +
−









1

2 1

0 0

3

2

0

2

1

2

1

0

ρ
µ

.

5. Замечание
Отметим, что поскольку из условий несжимаемо-

сти материала сферического и цилиндрического сло-
ев (2), (18) определяются распределения радиальных 
скоростей в них, в том числе и на граничных поверх-
ностях R R=

0
,  R R= 1 , т.е. имеют место кинематиче-

ские граничные условия, другие граничные условия, 
например, свободной поверхности, в данной поста-
новке для рассмотренных ранее задач не могут быть 
реализованы.

6. Заключение
Таким образом, получены точные решения одно-

мерных задач сжатия и расширения сферического и 
цилиндрического слоев из несжимаемой вязкой 
жидкости. Решения могут использоваться для те-
стирования программ численного расчета и оценки 
эффективности новых численных методов, анало-
гично тому, как это было сделано в работе [6], в ко-
торой использовалось точное решение, полученное 
в [7]. Кроме того, решение для сферического слоя 
может быть полезным при выборе кинетического 
уравнения для пористости (или параметра объем-
ной поврежденности, при моделировании так назы-
ваемого вязкого разрушения) материала ω  (см., на-
пример, [8...10]).
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