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íÅÔÏÄÉËÁ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

ðÒÏÂÌÅÍÙ ÏÄÁÒÅÎÎÏÓÔÉ É ÓÔÁÄÉÊÎÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

á. ñ. âÅÌÏ×, ò. ñ×ÉÞ
úÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÝÉÈÓÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ. éÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔØ

ÉÍÅÎÕÀÔÓÑ \ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÁÒÅÎÎÙÍÉ". ïÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÛËÏÌØÎÏÊ É ×ÕÚÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÉ ÎÅ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÎÅ ÄÏÓÔÕÐÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÁÓÓÅ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ
É Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÐÒÅÄÍÅÔÁÍÉ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÕÞÅÎÉÅ É Ï×ÌÁÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄ-
ÍÅÔÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÒÁÂÏÔËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÐÏÜÔÁÐÎÏ, É ËÁÖÄÙÊ ÜÔÁÐ
ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉ ÚÁÄÁÞÉ É Ó×ÏÀ ÍÅÔÏÄÉËÕ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ. îÁÒÕÛÅÎÉÅ ÜÔÁÐÎÏÓÔÉ (× ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅ-
×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÓÐÅÃÉÆÉËÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÁÐÁ) ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÅÞÁÌØÎÙÍ ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍ. ÷ ÜÔÏÍ
ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÉÞÉÎ ÐÌÏÈÏÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÐÒÅÄÍÅÔÁ. ðÒÉ ÎÁÞÁÌÅ ÚÁÎÑÔÉÊ ËÌÀÞÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅ-
ÅÔ ×ÙÒÁÂÏÔËÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ, ÇÏ×ÏÒÑ ÔÏÞÎÅÅ, ÐÒÅÏÄÏÌÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë
ÎÅÍÕ ËÁË Ë Ó×ÏÄÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÁ×ÉÌ É ÐÌÏÈÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÉÊ. ðÅÒ×ÁÑ ÆÁÚÁ ÏÂÕÞÅ-
ÎÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ Ó×ÏÅÊ ÃÅÌØÀ. é ÌÉÛØ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ | ×ÙÒÁÂÏÔËÕ ÚÎÁÎÉÊ,
ÕÍÅÎÉÊ ÎÁ×ÙËÏ×, Ï×ÌÁÄÅÎÉÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ
ïÄÁÒÅÎÎÏÓÔØ ÄÅÔÅÊ ×ÓÅÇÄÁ ÂÙÌÁ É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊ ÄÅÎØ ÚÁÇÁÄËÏÊ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÉÓÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÒÏÄÉÔÅÌÅÊ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ É ÒÁÚ×ÉÔÉÑ
ÏÄÁÒÅÎÎÙÈ ÄÅÔÅÊ ÎÁ ×ÓÅÈ ÜÔÁÐÁÈ ÉÈ ÏÂÕÞÅÎÉÑ. ðÏÎÉÍÁÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍ ÁÄÁÐÔÁÃÉÉ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÐÅÒÅÄ
ÏÄÁÒÅÎÎÙÍÉ ÄÅÔØÍÉ, ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

ïÄÎÁËÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÄÁÒÅÎÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ É ÄÒÕÇÏÊ ÁÓÐÅËÔ. ôÁË ÌÉ \ÂÅÚÄÁÒÎÙ" ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÅÔÉ?
îÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ × ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ \ÂÅÚÄÁÒÎÏÓÔØ" ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎ-
ÔÁÃÉÉ ÌÉÞÎÏÓÔÉ? îÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÓÐÅËÔÏ× ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ? é ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÞÔÏ ÔÕÔ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ?

ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÝÉÈÓÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ. ïÓÔÁÌØ-
ÎÙÅ ÉÍÅÎÕÀÔÓÑ \ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÁÒÅÎÎÙÍÉ". ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÛËÏÌØ-
ÎÏÊ É ×ÕÚÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÎÅ ÄÏÓÔÕÐÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÁÓÓÅ ÕÞÁÝÉÈÓÑ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ É Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÐÒÅÄÍÅÔÁÍÉ.

îÁÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ËÁÞÅÓÔ×Á \ÏÄÁÒÅÎ-
ÎÙÈ" É \ÂÅÓÔÁÌÁÎÎÙÈ" ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ÎÏ É ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÌÉÞÎÏÓÔÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ

÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ. \óÌÁÂÙÅ" ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ
Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ ËÁË Ë Ó×ÏÄÕ ÎÅËÉÈ ÐÒÁ×ÉÌ É ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ. é ÇÌÁ×ÎÏÅ | ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ
ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ ÏÛÉÂËÕ. ôÅ ÕÞÁÝÉÅÓÑ (ÛËÏÌØÎÉËÉ ÉÌÉ ÓÔÕÄÅÎÔÙ), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÍÏÇÌÉ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÔÁËÏÅ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ, ÕÞÁÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ \ÏÄÁÒÅÎÎÙÍÉ". óÐÏÒÕ
ÎÅÔ, Õ ÎÉÈ ÕÖÅ ÅÓÔØ ÚÁÓÌÕÇÁ.

ïÐÙÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÏÔÌÉÞÎÉËÁ ÏÔ ÒÑÄÏ×ÏÇÏ ÓÔÕÄÅÎÔÁ ÚÁËÌÀÞÁ-
ÅÔÓÑ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÅ × ÉÎÔÅÌÌÅËÔÅ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Õ ÏÔÌÉÞÎÉËÁ ÚÄÒÁ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ ÎÁ
ÓÁÍ ÐÒÅÄÍÅÔ. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÚÁÎÑÔÉÊ, × ÐÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÍ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ×, ÏÓÏÂÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë
ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕ ÎÅ ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÅÔ (ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÁÑ ÍÅÔÏÄÉËÁ ÓÔÁÒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÕÊÔÉ ÏÔ ÔÒÕÄÎÙÈ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×). óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ Ô×ÏÒÞÅÓËÁÑ ÏÄÁÒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ.

óÔÁÄÉÊÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÕÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÏÐÙÔÕ ËÒÕÖËÏ×ÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ×ÕÚÁ ×
ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÁÓÓÅ \ÓÌÁÂÙÅ" É ÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÕÞÉÔØ ÔÁË, ËÁË ÕÞÁÔ (12-ÌÅÔÎÉÈ) ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ËÒÕÖËÁÈ.
íÅÔÏÄÙ ËÒÕÖËÏ×ÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÇÏÄÑÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ \ÓÉÌØÎÙÈ". üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×
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ÎÁÄÏ ÕÞÉÔØ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ, ÏÂÕÞÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÉÅÍÁÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÁÔÅ-
ÒÉÁÌÁ. ïÔ ÜÔÏÇÏ ÏÎÉ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÎÅ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÓÉÌØÎÅÅ.

îÏ ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ËÒÕÖËÏ×ÏÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ? ïÔÞÅÇÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ ËÁË Ë
ÎÁÂÏÒÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÁ×ÉÌ? þÔÏ ÔÕÔ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ? ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ-
ÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ Ï ×ÅÄÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ ÄÌÑ ÎÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.

ëÒÕÖËÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ, ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÂÏÒ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÂÏÌÅÅ ÇÉÂÏË, ÞÅÍ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ
ÛËÏÌØÎÏÊ ÉÌÉ ×ÕÚÏ×ÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ. ïÎ ÕÐÒÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÁÍÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ,
ÏÎ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ. ó ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ. íÙ
ÕÂÅÖÄÅÎÙ, ÞÔÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÎÙÊ ÏÐÙÔ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ×ÁÖÎÙÍ É ÄÌÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ \ÓÌÁÂÙÍ" ÕÞÁ-
ÝÉÍÓÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÔÁÄÉÊÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ðÒÉ ÐÅÒ×ÏÍ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Å
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÜÔÏ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÕËÁ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ É ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍÏË (É ÎÅ-
ÍÎÏÇÏ | Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÐÒÉÒÏÄÎÙÈ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÑÈ). ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÕÚËÉÍ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÄÏÐÕÓÔÉÍÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÝÉ, ËÏÔÏÒÙÅ \É ÔÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÙ". ÷ÎÁÞÁÌÅ ÎÕÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ,
ËÁË ÓÔÒÏÇÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, É ÔÏÌØËÏ ÐÏÔÏÍ ÏÓÏ-
ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÓÔÒÏÇÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. îÏ ÜÔÏ | ÒÁÂÏÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÜÔÁÐÁ.

éÚÕÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×ÏÏÂÝÅ É ÌÀÂÏÊ ÔÅÍÙ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (ÐÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ) Ä×ÕÈ
ÜÔÁÐÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÓÍÅÛÉ×ÁÔØ. ðÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÐ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÎÔÕÉÃÉÉ (\ÍÙ-
ÓÌÅÏÂÒÁÚÏ×"), ÚÁÔÅÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÚÎÁÎÉÅ É ÚÁÔÅÍ | ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÍÅÎÉÑ ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ
Ó×ÏÉÍ ÍÙÛÌÅÎÉÅÍ.

ëÁË ÇÏ×ÏÒÉÌ ò. âÅÒÎÓ: \ô×ÏÊ ÓÔÉÌØ, ÓÕÈÏ×ÁÔÙÊ É ÓÄÅÒÖÁÎÎÏ ËÒÁÔËÉÊ, ÂÅÚ ÕÍÏÌËÕ È×ÁÌÑÔ
ÄÒÕÚØÑ. õÚÄÅÞËÁ ÎÕÖÎÁ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÁ×ÉÔØ ÌÏÛÁÄËÏÊ, ÎÏ ÇÄÅ ÖÅ ÌÏÛÁÄËÁ Ô×ÏÑ?" ôÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÅ-
ÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ Ó ÕÚÄÅÞËÉ. ðÒÅÖÄÅ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÎÁ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ËÒÁÊÎÅ ×ÒÅÄÎÏ.
ïÎÏ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ \ÜÆÆÅËÔ ÓÏÒÏËÏÎÏÖËÉ"1. õÞÅÂÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÜÔÁÐÏ×.
äÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÒÁÚÎÙÈ ÜÔÁÐÏ× ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÏÞÅÎØ ÐÌÏÈÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ.

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÅÔÏÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÓÌÅ-
ÄÕÑ é. ó. òÕÂÁÎÏ×Õ.

ôÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÅ (Ô.Å. ÐÌÏÈÏÅ) ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÅÇÏ ÓÌÏ×ÅÓÎÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ,
ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ. íÁÎÉÐÕÌÑÃÉÉ ÚÁËÒÅÐÌÑÀÔÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×.

ðÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÖÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.

óÎÁÞÁÌÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÚÂÉÒÁÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÁÑ
úÁÄÁÞÁ 1. þÉÓÌÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÉÚ 27 ÅÄÉÎÉÃ, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 27.
éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÂÌÏËÁ ÐÏ 9 ÅÄÉÎÉÃ ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. ëÁÖÄÙÊ

ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ 1000000001000000001 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 27.
äÁÌÅÅ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
úÁÄÁÞÁ 2. þÉÓÌÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÉÚ 81 ÅÄÉÎÉÃÙ, ÉÄÕÝÅÊ ÐÏÄÒÑÄ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

81.
úÁÔÅÍ ÉÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÞÉÓÌÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍ ÉÚ 243 ÅÄÉÎÉÃ, É Ô.Ä. ÷ ËÏÎÃÅ

ËÏÎÃÏ×, ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÎÁÄÏÅÄÁÅÔ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ-ÂÌÉÚÎÅÃÙ É ÏÎÉ ÚÁÈÏÔÑÔ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ \× ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ".
îÏ ËÁË ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ \ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ" ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ? ó ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÏÓÏÚÎÁÎÉÅ.

òÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÅÒÉÊ ÚÁÄÁÞ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
úÁÄÁÞÁ. 4 ÐÒÑÍÙÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏ-

ËÒÁÓÉÔØ × ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ Ã×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÙÌÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ Ã×ÅÔÁ.
éÄÅÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ,

ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ.
äÁÌÅÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÑÍÙÈ É ÒÁÂÏÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ,

ÞÔÏ É ÄÌÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÅÒÉÉ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ Õ ÕÞÁÝÉÅÓÑ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ
1óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÇÅÎÄÅ, ÓÏÒÏËÏÎÏÖËÁ ÒÁÚÕÞÉÌÁÓØ ÈÏÄÉÔØ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÕÂÅÄÉÌÉ ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏ Ä×ÉÇÁÔØ ËÁÖÄÙÍ ÞÌÅÎÏÍ.

ïÔÓÀÄÁ ×ÏÚÎÉË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÒÍÉÎ.
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× ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ.
éÔÁË, ÐÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÐ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÒÁÚÂÏÒÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÌÀÞÅ×ÙÈ

ÚÁÄÁÞ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ ÏÝÕÝÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ \ÄÌÑ ÞÅÇÏ-ÔÏ ÂÏÌØÛÅÇÏ" ÞÁÓÔÏ
Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ \ÄÌÑ ÞÅÇÏ-ÔÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ".

æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÍÅÔÏÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ
ÂÕÄÕÔ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ, É ÎÁ ÐÅÒ×ÙÈ ÐÏÒÁÈ ÍÅÔÏÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÎÁÚ×ÁÎ
\ÐÌÁÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ".

ðÒÏÃÅÓÓ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÅÄÍÅÔÕ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÉÎÔÕ-
ÉÃÉÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÐÏÌÑ ÍÙÓÌÅÏÂÒÁÚÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ËÒÕÇ
ÚÁÄÁÞ. éÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï \ÓÌÏ×ÏÆÏÒÍÁÈ".

óÏÚÄÁÎÉÅ ÉÎÔÕÉÃÉÉ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × Ä×Á ÜÔÁÐÁ. ðÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÐ ÓÏÓÔÏÉÔ × \×ÙÚÙ×ÁÔÅÌØÎÏÊ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÅ" (ÐÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ÏËËÕÌØÔÉÓÔÏ×), Ô.Å. × ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÉ ÍÙÓÌÅÏÂÒÁÚÏ× ÉÚ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ.
÷ÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÙÓÌÅÆÏÒÍ.

íÅÈÁÎÉÚÍ ×ÙÚÏ×Á ÉÌÉ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ (ÍÙÓÌÅÆÏÒÍ, ÓÌÏ×ÏÆÏÒÍ) ÏÓÏÂÅÎÎÏ ×ÁÖÅÎ ÄÌÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×Á-
ÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ É, ×ÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ ×ÚÒÏÓÌÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÈÏÞÅÔ ÉÚÕÞÉÔØ ÔÏÔ
ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÐÒÅÄÍÅÔ.

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÒÕÖËÅ ÄÌÑ ÎÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.
ëÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ \ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ" | ÜÔÏ É ÐÒÁ×ÄÁ, É ÎÅÐÒÁ×ÄÁ.

óÔÕÄÅÎÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÔÒÕÄÎÑÀÔÓÑ ÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÏÊ, ÎÏ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ ÏÝÕÝÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÅÓÔØ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁÖÄÏÍÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÅÌÏ×ÅËÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Ó ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÑÂÌÏËÏ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÁÔÏÍÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÅÎØÛÅ úÅÍÌÉ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ
Ó ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ ÕÓ×ÁÉ×ÁÀÔÓÑ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÔÒÕÄÏÍ. ðÒÉÞÉÎÁ ÎÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ
ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÙÅ, Á × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÕÌØÔÕÒÎÏÍ ÂÁÒØÅÒÅ.

éÔÁË, ÐÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÐ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÔÕÉÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÉ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ÎÁ-
ÇÌÑÄÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ É Ô.Ð . üÔÉ \ÂÙÔÏ×ÙÅ ÍÙÓÌÅÆÏÒÍÙ" ÓÌÕÖÁÔ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ ÐÒÉ
ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ (ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ | ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ) ÍÙÓÌÅÏÂÒÁÚÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÐÒÅÄÍÅ-
ÔÕ.

ò. æÅÊÎÍÁÎ × Ó×ÏÉÈ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÐÏ ÆÉÚÉËÅ ÁËÔÉ×ÎÏ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ×ÙÚÏ×ÏÍ ÍÙÓÌÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÂÉÒÁÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÏÎ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÄÉÁÌÏÇ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÏÇÏ É
ÄÁÍÙ:

{ ÷Ù ÅÈÁÌÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 60 ÍÉÌØ × ÞÁÓ.
{ ðÒÏÓÔÉÔÅ óÜÒ, ÎÏ Ñ ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÁÓ 60 ÍÉÌØ ÎÅ ÐÒÏÅÈÁÌÁ.
{ îÏ ÷Ù ÅÈÁÌÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 30 ÍÅÔÒÏ× × ÓÅËÕÎÄÕ!
{ îÏ ÛÔÒÁÆÕÀÔ ÚÁ 60 ÍÉÌØ × ÞÁÓ, Á ÎÅ ÚÁ 30 ÍÅÔÒÏ× × ÓÅËÕÎÄÕ!

÷ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÉ ÍÙÓÌÅÏÂÒÁÚÏ× É ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ \ÐÒÉÎÃÉÐ ÎÁÇÌÑÄÎÏÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ".
åÓÔØ ÒÁÓÈÏÖÅÅ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ ÎÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÓËÁÖÅÍ, ÉÎÖÅÎÅÒÏ×, ÄÏÌÖÎÁ

ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂÕÞÁÔØ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍÕ ÕÔÉÌÉÔÁÒÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÍÕ. íÙ
ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÓÑ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÕÔÉÌÉÔÁÒÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÞÅÌÏ×ÅË ×ÙÕÞÉÔ
ÓÁÍ, Á ÎÁÛÁ ÃÅÌØ | ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÞÅÌÏ×ÅËÕ, ÚÁÞÅÍ ÜÔÏ ÅÍÕ ÎÕÖÎÏ (Ô. Å. ÓÏÚÄÁÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÔÉ-
ÍÕÌÙ), ÐÒÉ×ÌÅÞØ ÏÂÒÁÚÙ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÎÁÞÁÔØ ÓÔÁ×ÉÔØ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÄÉ ÐÌÏÈÏ ÕÞÁÔÓÑ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÎÅ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÇÌÕÐÙÅ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏ
ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ, ÃÅÌØÀ ÍÏÖÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ×ÙÒÁÂÏÔËÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ.
ðÒÉ×ÌÅÞØ ÚÄÒÁ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ É ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÜÓÔÅÔÉËÕ ÍÏÖÎÏ ÕÖÅ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÖÅ ÔÁËÉÅ ËÒÁÔËÉÅ ËÕÒÓÙ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÁÖÎÙÍÉ. íÙ ÉÍÅÌÉ ÏÐÙÔ ×ÅÄÅÎÉÑ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ ÄÌÑ ÈÉÍÉËÏ×. úÁ ÏÄÎÏ ÚÁÎÑÔÉÅ × ÎÅÄÅÌÀ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÂÕÞÉÔØ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÅ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÁÓÏÔÏÊ ÓÔÏÉÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ, É
ÎÁÞÁÔØ ÓÔÁ×ÉÔØ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÔÉ ÐÒÅÄÍÅÔÁ. óÉÌÁ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÈÏÄÉÔ × ÏÂÌÉËÅ ËÒÁÓÏÔÙ.
Beauty is power itself. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÂÙÌ ×ÚÑÔ ÚÁËÏÎ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÌÅËÕÌ ÐÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍ
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É ÏÃÅÎËÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÈÉÍÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÁËÃÉÊ. ãÅÌØ ÎÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÕÞÉÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, Á × ÔÏÍ,
ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÂÏÔÁÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÎÅÊ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÀÖÅÔÁ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Ä×ÏÅ
ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÄÏËÌÁÄÙ×ÁÌÉ Ó×ÏÉ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ÛËÏÌØÎÙÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÑÈ × íÏÓË×Å É ïÂÎÉÎÓËÅ.
ôÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÍÙ ÂÙ ÎÁÚ×ÁÌÉ \ÐÒÏÂÎÙÍ ÏÂÕÞÅÎÉÅÍ". íÎÏÇÉÅ ÐÏÒÏËÉ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ \ÔÒÁÄÉ-
ÃÉÏÎÎÏÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ" ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÝÅÇÏ, ÞÔÏ
ÞÅÌÏ×ÅË ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÍÉÒ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÕÚËÕÀ ÝÅÌØ ÓÏÚÎÁÎÉÑ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÚÎÁÎÉÅ |
ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÙÛÌÅÎÉÅÍ É ÏÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÁÄÒÅÓÁÔÏÍ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ
ÏÂÕÞÅÎÉÑ.

îÅÄÏÐÕÓÔÉÍÏ É ×ÒÅÄÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÏÓÏÚÎÁÎÉÀ ÞÅÇÏ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ
ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×. óËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÕÍÁÌÑÅÔ ÒÏÌØ ÓÏÚÎÁÎÉÑ. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÅ ÍÎÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÒÅÆÌÅËÓÉÅÊ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á ×ÚÒÏÓÌÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ
ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ × ÕÍÅÎÉÉ ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ Ó×ÏÉÍ ÍÙÛÌÅÎÉÅÍ. íÙ ÎÅ ÐÒÏÔÉ× \ÕÚÄÅÞËÉ", ÐÒÏÓÔÏ
ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ \ÌÏÛÁÄËÉ".

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÜÔÁÐÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ (ÎÁ ÎÅÍ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÕÞÅÎÉËÉ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌ É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÕÞÉÔÅÌÅÊ) ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÐÌÁÎ ×ÙÈÏÄÉÔ ×Ï-
ÐÒÏÓ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. ïÔÓÀÄÁ ÐÅÒÅËÏÓ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ × ÛËÏÌØÎÏÍ
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ É ÎÅÄÏÓÔÁÔËÉ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÇÏ ÓÔÉÌÑ, ×ÙÚ×ÁÎÎÙÅ ÓÕÂßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÛËÏÌØ-
ÎÙÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ. óÔÒÏÇÏÓÔØ ×ÏÚ×ÏÄÉÔÓÑ × ÁÂÓÏÌÀÔ É ÞÅÌÏ×ÅË ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÅÍÕ. åÍÕ
ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÞÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. \áËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÇÒÙ" ÎÁ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï \É ÔÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ×ÅÝÅÊ" É Ô. Ð. ÎÕÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ ÉÍÅÎÎÏ Ë ÜÔÏÍÕ ÜÔÁÐÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,
Á ÒÁÎØÛÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÂÅÇÁÔØ.

úÁËÌÀÞÅÎÉÅ

ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇÉ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÕÞÅÎÉÅ É Ï×ÌÁÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ Á ÔÁËÖÅ ×ÙÒÁÂÏÔËÁ ÉÎÔÕ-
ÉÃÉÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏÜÔÁÐÎÏ É ËÁÖÄÙÊ ÜÔÁÐ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉ ÚÁÄÁÞÉ É Ó×ÏÀ ÍÅÔÏÄÉËÕ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ.
ðÒÉ ÎÁÞÁÌÅ ÚÁÎÑÔÉÊ ËÌÀÞÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÙÒÁÂÏÔËÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ,
ÇÏ×ÏÒÑ ÔÏÞÎÅÅ, ÐÒÅÏÄÏÌÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ËÁË Ë Ó×ÏÄÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÁ×ÉÌ É ÐÌÏÈÏ ÏÓÍÙ-
ÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÉÊ. é ÐÅÒ×ÁÑ ÆÁÚÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÅÊ ÃÅÌØÀ É ÌÉÛØ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ
ÏÞÅÒÅÄØ ×ÙÒÁÂÏÔËÕ ÚÎÁÎÉÊ, ÕÍÅÎÉÊ ÎÁ×ÙËÏ×, Ï×ÌÁÄÅÎÉÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ. ÷ÙÒÁÂÏÔËÁ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ É ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÜÔÁÐÕ. äÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï \ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ" ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ \ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÇÒÙ" ÄÏÌÖÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ
ÜÔÁÐÕ.

ðÒÏÐÕÓË ÐÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÁÐÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÂÏÌÅÅ ÔÑÖÅÌÙÍ ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍ, ÞÅÍ ÐÒÏÐÕÓË ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕ-
ÇÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÚÒÕÛÅÎÉÀ ÍÏÔÉ×ÁÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÔÒÕÄÎÅÅ ÉÓÐÒÁ×ÉÔØ, × ÏÔÌÉÞÉÅ
ÏÔ ÓÂÏÅ× × ÏÂÕÞÅÎÉÉ ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜÔÁÐÏ×. ðÌÏÈÏÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÐÒÅÄÍÅÔÁ É ÏÔ-
×ÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÎÅÍÕ ÚÁÞÁÓÔÕÀ Ó×ÑÚÁÎÏ ÓÏ ÓÂÏÅÍ × ÐÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÐÅ.

éÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË ÐÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÁÐÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÕÄÎÏÊ É ×ÁÖÎÏÊ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ÷
ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÕÓÐÅÛÎÙÍ ÐÏËÁÚ ËÒÁÓÏÔÙ ÐÒÅÄÍÅÔÁ ÎÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ
ÐÒÉÍÅÒÅ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁÎÑÔÉÊ, É ÃÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÐÒÉ
ÕÓÌÏ×ÉÉ ÅÅ ÕÓÐÅÛÎÏÓÔÉ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏËÏÊ, ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÄÁÖÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.

âÅÌÏ× áÌÅËÓÅÊ ñËÏ×ÌÅ×ÉÞ,
ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ íéïï
ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË.

Email: kanelster@gmail.com

ñ×ÉÞ òÏÍÁÎ,
ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ Ariel Academic Center,
óÁÍÁÒÉÑ, éÚÒÁÉÌØ.



õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ × ÚÁÄÁÞÁÈ
î. ó. áÓÔÁÐÏ×

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ × ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÒÑÄÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. ðÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ
ÓÄÅÌÁÎÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÉÌÕ É ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÍÅÔÏÄÁ.

÷ ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ:
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚ-

ÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÌÀÂÙÍ Ä×ÕÍ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÌÀÂÙÍ ÔÒÅÍ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË ÏÄ-

ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ Ï ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÏ×,
ÏÂ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÌÉÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÎÁÐÒÉÍÅÒ: ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅ-
ÄÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÅÌÑÔÓÑ ÐÏÐÏÌÁÍ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÒÉÓÕÑ. ÷ÅËÔÏÒÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ËÒÁÔËÏ
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍ É ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ. ë ÞÉÓÌÕ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ, ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÔÏÞËÁ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ
ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÎÉÇÅ: çÏÔÍÁÎ ü. ç., óËÏÐÅÃ ú. á. \úÁÄÁÞÁ ÏÄÎÁ | ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÅ", í.:
ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 2000.

îÁÚÏ×ÅÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÂÁÚÉÓÏÍ ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å | ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÏÔ-
ËÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ (ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ;
ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ ÌÅÖÉÔ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÏ ÏÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÉ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB É AC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÏÞËÉ C1 É B1 ÔÁË, ÞÔÏ
AC1=AB = m É AB1=AC = k. ïÔÒÅÚËÉ BB1 É CC1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ M . ÷ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ
ÔÏÞËÁ M ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×?

òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ CM=CC1 = x, BM=BB1 = y. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ABC ×ÙÂÅÒÅÍ ×ÅËÔÏÒÙ −→b = −−→AB, −→c = −→AC. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ x É y ×ÙÒÁÚÉÍ ×ÅËÔÏÒ −−→AM
Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ôÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ CC1, ÐÏÜÔÏÍÕ −−→AM = −→AC + −−→CM =−→AC + x−−→CC1 = −→c + x(−−→c + m−→b ), Á ÔÁË ËÁË ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ É ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ BB1, ÔÏ −−→AM =−−→AB + −−→BM = −−→AB + y−−→BB1 = −→b + y(−−→b + k−→c ). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ Ä×ÕÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ mx = 1− y É 1− x = ky ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ x É y, ÏÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ

x = 1− k
1−mk; y = 1−m

1−mk:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ
BM
MB1

= y
1− y = 1−m

m−mk;
CM
MC1

= x
1− x = 1− k

k −mk:
6
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË B1 É C1 ×ÎÕÔÒÉ ÏÔ-
ÒÅÚËÏ× AC É AB. åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, BB1 É CC1 | Ä×Å ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ m = 1=2 É
k = 1=2, ÔÏ CM=MC1 = (1− k)=(k −mk) = 2 É BM=MB1 = (1−m)=(m−mk) = 2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÅÄÉÁÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÄÉÁÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ×
ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ. ðÏÐÕÔÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AM ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ:

−−→AM = m−mk
1−mk

−→b + k −mk
1−mk

−→c :

úÁÄÁÞÁ 2. ÷ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ úÁÄÁÞÉ 1 ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ AM ÄÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÏ-
ÒÏÎÏÊ BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC × ÔÏÞËÅ A1. ÷ÙÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ AM=MA1 É CA1=CB ÞÅÒÅÚ m
É k.

òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ MA1=AM = z É CA1=CB = n. úÁÐÉÛÅÍ ×ÅËÔÏÒ −−−→MA1 Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙ-
ÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. éÍÅÅÍ −−−→MA1 = z−−→AM . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÔÏÞËÁ A1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÕ CB, ÔÏ−−−→MA1 = −−→MA+−→AC +−−→CA1 = −−−→AM +−→c +n(−−→c +−→b ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ−−→AM ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

(z + 1)m−mk
1−mk = n; (z + 1)k −mk

1−mk = 1− n; (∗)

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÍ: n = (m−mk)=(m+ k − 2mk).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

AM
MA1

= 1
z = m+ k − 2mk

(1−m)(1− k) = k
1− k + m

1−m = AB1
B1C

+ AC1
C1B

;

ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÁÎ-ïÂÅÌÑ: ÅÓÌÉ ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ M , ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÔÏÞËÁ MÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ), ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, × ËÏÔÏ-
ÒÙÈ Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÅÌÑÔ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ÜÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÙ). ðÒÉÍÅÎÑÑ
ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÁÎ-ïÂÅÌÑ É ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ AA1, BB1, CC1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÄÅÌÉÔ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÕ AA1:

AM
MA1

= AB1
B1C

+ AC1
C1B

= AB
BC + AC

BC = AB +AC
BC :

òÁÚÄÅÌÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (*) ÎÁ ×ÔÏÒÏÅ É ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ë ×ÉÄÕ

m
1−m · 1− n

n · 1− k
k = 1

(ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ÕÓÌÏ×ÉÅÍ þÅ×Ù ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ"). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÁÎ ÞÁÓÔÎÙÊ
ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ þÅ×Ù: ÅÓÌÉ C1, A1, B1 | ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÓÔÏÒÏÎ AB, BC É CA
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ AA1, BB1, CC1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ,
ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

AC1
C1B

· BA1
A1C

· CB1
B1A

= 1:

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ Ï ÔÅÏÒÅÍÁÈ þÅ×Ù É ÷ÁÎ-ïÂÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ × ËÎÉÇÅ: âÁÌË í. â. \çÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ Ï ÃÅÎÔÒÅ ÔÑÖÅÓÔÉ", í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1959. éÚ ÜÔÏÊ ÖÅ ËÎÉÇÉ ×ÙÂÒÁÎÙ
ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÚÁÄÁÞ.

úÁÄÁÞÁ 3 (ôÅÏÒÅÍÁ çÁÕÓÓÁ). åÓÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ
ÎÅ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÉÌÉ Ó ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÓÔÏÒÏÎ) ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÐÒÑÍÏÊ çÁÕÓÓÁ).
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òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ K | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ BD, ÔÏÞËÁ L | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ AC
ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD, R | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ AB É CD, S | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÓÔÏÒÏÎ BC É AD, ÔÏÞËÁ í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ RS. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ K, L É í ÌÅÖÁÔ ÎÁ
ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ×ÙÂÅÒÅÍ ×ÅËÔÏÒÙ −→a = −−→DA É −→c = −−→DC. ôÏÇÄÁ −−→DB = �−→a + 
−→c ,
ÐÒÉÞÅÍ � 6= 1 É 
 6= 1, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ AB ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ CD É AD ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ BC. ÷ÅËÔÏÒ−−→KL = −−→KD+−→DL = −1

2
−−→DB+ 1

2(−−→DA+−−→DC) = 1
2(1−�)−→a + 1

2(1− 
)−→c . äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ −−→DR
×ÙÒÁÚÉÍ ÅÇÏ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ R ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÐÒÑÍÏÊ CD, ÔÏ −−→DR = m−→c . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÏÞËÁ R ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÊ AB, ÐÏÜÔÏÍÕ −−→DR =−−→DA+ k−−→AB = −→a + k(−−→a +−−→DB) = (1− k + k�)−→a + k
−→c . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 1 − k + k�=0 É m = k
 ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ k É m. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ � 6= 1 É 
 6= 1. ÷
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÍÅÅÍ −−→DR = 


1−�
−→c . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ −→DS = �

1−

−→a . é, ÎÁËÏÎÅÃ,

−−→KM = −−→KD +−−→DM = −1
2
−−→DB + 1

2(−−→DR+−→DS) = �

2(1− 
)

−→a + �

2(1− �)

−→c = �

(1− �)(1− 
)

−−→KL:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÉ ÔÏÞËÉ K, L É M ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ

KM
KL = �


(1− �)(1− 
) :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ L É M ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � + 
 = 1, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ
ÔÏÞËÁ C ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ AB.

úÁÄÁÞÁ 4 (ôÅÏÒÅÍÁ óÉÍÓÏÎÁ{öÅÒÇÏÎÁ). ïÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅ×ÙÐÕËÌÏÇÏ, Ó ÓÁ-
ÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÓÔÏÒÏÎ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ) ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ
É ÄÅÌÑÔÓÑ ÅÀ ÐÏÐÏÌÁÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ á1, B1, C1 É D1 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ AB, BC, CD É DA ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á
M É N | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ AC É BD ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABCD. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ −→a = −−→DA, −→b = −−→DB, −→c = −−→DC. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ S1 ÐÒÑÍÏÊ A1C1 ÉÍÅÅÍ−→DS1 = −−→DC1 + m−−−→C1A1 = −−→DC1 + m(−−→C1D + −−→DA + −−→AA1) = 1

2
−→c + m(−1

2
−→c + −→a + 1

2(−−→a + −→b )) =
= 1

2
−→c + 1

2m(−−→c +−→a +−→b ).
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ S2 ÐÒÑÍÏÊ B1D1 ÉÍÅÅÍ −−→DS2 = −−−→DD1 +k−−−→D1B1 = −−−→DD1 +k(−−−→D1D+−−→DC +−−→CB1) = 1

2
−→a + k(−1

2
−→a +−→c + 1

2(−−→c +−→b )) = 1
2
−→a + 1

2k(−−→a +−→c +−→b ).
åÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ A1C1 É B1D1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× m É

k, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÉ S1 É S2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ −−→DS1 = −−→DS2. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2, ÐÏÌÕÞÉÍ
ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ m = 1 − k, m = k, 1 − m = k, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ m =
k = 1=2. ðÒÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÔÏÞËÉ S1 É S2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ× A1C1 É
B1D1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× A1C1 É B1D1 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ,
ÐÒÉÞÅÍ −−→DS1 = −−→DS2 = 1

4
−→a + 1

4
−→b + 1

4
−→c . åÓÌÉ ÔÏÞËÁ K | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ MN , ÔÏ

−−→DK = 1
2(−−→DM +−−→DN) = 1

2(1
2(−−→DA+−−→DC) + 1

2
−−→DB) = 1

4(−→a +−→b +−→c ) = −−→DS1 = −−→DS2;

ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÇÏ
ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→b , −→c ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÏÞËÉ
S1, S2 ÐÒÉ m = k = 1=2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ× A1C1, B1D1 É ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞËÏÊ K
ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ−−→DS1 = −−→DS2 = −−→DK. äÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÏÒÏÞÅ: ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒÅÂÅÒ
ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÅÌÑÔÓÑ ÅÀ ÐÏÐÏÌÁÍ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÖÅ ÔÏÞËÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ (ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ | ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.
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úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ ABCD | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (ÎÏ ÎÅ ÐÌÏÓËÉÊ) ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-
ÎÉË; A1, B1, C1, D1 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÏ× AB, BC, CD, DA ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ A1C1 É B1D1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (\ÕÓÌÏ×ÉÅ þÅ×Ù ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ"):

AA1
A1B

· BB1
B1C

· CC1
C1D

· DD1
D1A

= 1:

òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ AA1=A1B = k=k1, BB1=B1C = l=l1, CC1=C1D = m=m1, DD1=D1A =
n=n1. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ −→a = −−→DA, −→b = −−→DB, −→c = −−→DC. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ S1 ÐÒÑÍÏÊ C1A1
ÉÍÅÅÍ −−→DS1 = −−→DC1 + x−−−→C1A1 = −−→DC1 + x(−−−→DC1 +−−→DA+−−→AA1)

= m1
m+m1

−→c + x
(
− m1
m+m1

−→c +−→a + k
k + k1

(−−→a +−→b )
)
:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ S2 ÐÒÑÍÏÊ B1D1 ÉÍÅÅÍ −−→DS2 = −−−→DD1 + y−−−→D1B1 = −−−→DD1 +
+y(−−−−→DD1 +−−→DC +−−→CB1)

= n
n+ n1

−→a + y
(
− n
n+ n1

−→a +−→c + l1
l + l1

(−−→c +−→b )
)
:

åÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ A1C1 É B1D1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× x É y, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ −−→DS1 = −−→DS2. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

x k1
k + k1

= n
n+ n1

(1− y); x k
k + k1

= l1
l + l1

y; (1− x) m1
m+m1

= l
l + l1

y: (∗∗)

éÓËÌÀÞÉ× x ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (**), ÎÁÊÄÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

1
y = (n+ n1)k1l1 + (l + l1)nk

nk(l + l1) ;

ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÑ ËÏÔÏÒÏÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 0 < y < 1. ôÁËÏÅ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 0 < x < 1 ÍÏÖÎÏ
ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÄÌÑ x. éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (**) ÎÁÊÄÅÍ

1
y = (k + k1)m1l1 + (m+m1)kl

km1(l + l1) :

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ä×Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ 1=y, ÐÏÓÌÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï nklm = n1k1l1m1,
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ \ÕÓÌÏ×ÉÀ þÅ×Ù ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ". úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 < x < 1
É 0 < y < 1 ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ A1C1 É B1D1 ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ
ÏÔÒÅÚËÁÍ A1C1 É B1D1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ
ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 É ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ \ÕÓÌÏ×ÉÑ þÅ×Ù ÄÌÑ
ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ" ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 6 (×ÁÒÉÁÃÉÑ ÚÁÄÁÞÉ í433, \ë×ÁÎÔ", 1977, �3). ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÐÑÔØ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË A, B, C, D É E ÔÁË, ÞÔÏ BC ‖ AD, CD ‖ BE, DE ‖ AC É AE ‖ BD. äÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ AB ‖ CE.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË BC ‖ AD, ÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ A, B, C É D ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÞËÁ
E ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ BCD, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ CD ‖ BE. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÐÑÔØ ÔÏÞÅË
A, B, C, D É E ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÐÑÔØ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (AB ‖ CE) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÔÒÉ
ÔÏÞËÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, B, C É D ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ×ÅËÔÏÒÙ −−→BC É−−→BD. úÁÐÉÛÅÍ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ×ÉÄÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÈ: −−→AD = k−−→BC, −−→BE = l−−→CD, −→AC =
m−−→DE, −→AE = n−−→BD. ÷ÙÒÁÚÉÍ ×ÅËÔÏÒ −−→AB ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÅÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ:

−−→AB = −−→AD +−−→DB = k−−→BC −−−→BD;



10 î. ó. áÓÔÁÐÏ×
−−→AB = −→AE +−−→EB = n−−→BD − l−−→CD = n−−→BD − l

(
−−−→BC +−−→BD

)
= l−−→BC + (n− l)−−→BD;

−−→AB = −→AC +−−→CB = m−−→DE −−−→BC = m
(
−−−→BD +−−→BE

)
−−−→BC = m

(
−−−→BD + l−−→CD

)
−−−→BC =

= m
(
−−−→BD + l

(
−−−→BC +−−→BD

))
−−−→BC = − (ml + 1)BC +m (l − 1)−−→BD:

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

k = l = −ml − 1; n− l = −1 = ml −m;

ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ:

k = l = −m =
√

5 + 1
2 ; n =

√
5− 1
2 ; k = l = −m = −

√
5− 1
2 ; n =

√
5 + 1
2 :

äÒÕÇÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ÷ÙÒÁÚÉÍ ×ÅËÔÏÒ −−→CE ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ:
−−→CE = −−→CB +−−→BE = −−−→BC + l−−→CD = −−−→BC − l−−→BC + l−−→BD = −(l + 1)−−→BC + l−−→BD:

ôÁË ËÁË −−→AB = k−−→BC − −−→BD = l−−→BC − −−→BD É −(l + 1)=l = l=(−1) = −l ÐÒÉ l =
(±√5 + 1

)
=2, ÔÏ−−→CE = −l−−→AB É ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.

ïÂÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ:
ÐÅÒ×ÏÅ | ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCDE, ×ÔÏÒÏÅ | ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ
ADBEC. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ×ÓÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ A, B É C, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË:
AB = 1, BC = 2, ∠ABC = 120◦. ðÏÓÔÒÏÉÍ −−→AD =

√
5+1
2
−−→BC, −−→CE =

√
5+1
2
−−→BA. ôÏÇÄÁ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË

ABCDE | ÉÓËÏÍÙÊ (ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). äÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÅÓÔØ
× ËÎÉÇÅ ðÒÁÓÏÌÏ×Á ÷.÷. \úÁÄÁÞÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ", Þ. 2, ÓÔÒ. 9, 16, �13.10 (×ÔÏÒÏÅ
ÉÚÄÁÎÉÅ, í.: îÁÕËÁ, 1991).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÉÓØ × ÒÁÚÎÙÅ ÇÏÄÙ ÎÁ ×ÓÔÕÐÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÁÈ × îÏ×ÏÓÉ-
ÂÉÒÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 7 (îçõ, 2001 Ç., ííæ). ÷ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ SABCD ÌÅ-
ÖÉÔ ÔÒÁÐÅÃÉÑ ABCD, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ AB Ë ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ CD ÒÁ×ÎÏ 2:3. ôÏÞ-
ËÉ K;L;M;N ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ SA; SB; SC; SD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ SM = MC,
SK : KA = 3 : 2, ÏÔÒÅÚËÉ KN É LM ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. îÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ KN , ÅÓÌÉ LM=5.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ×ÅËÔÏÒÙ −→b = −−→AB, −→d = −−→AD É −→s = −→AS. éÍÅÅÍ
−−→KN = −−→KS +−−→SN = 3

5
−→s + t(−−→s +−→d ) = (3

5 − t)−→s + t−→d ;
−−→LM = −→LS +−−→SM = m−→BS + 1

2
−→SC = m(−−→BA+−→AS) + 1

2(−→SA+−−→AD +−−→DC) =

= m(−−→b +−→s ) + 1
2(−−→s +−→d + 3

2
−→b ) = (−m+ 3

4)−→b + 1
2
−→d + (m− 1

2)−→s :
éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ −−→KN = n−−→LM . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
n(−m+ 3

4) = 0, 1
2n = t, n(m− 1

2) = 3
5 − t. ïÔÓÀÄÁ m = 3

4 , n = 4
5 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ KN = 4.

úÁÄÁÞÁ 8 (îçõ, 2002 Ç., ííæ). ÷ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ ABCDA1B1C1D1 Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ABCD
É ÂÏËÏ×ÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ AA1, BB1, CC1, DD1 ÔÏÞËÉ M , N , F , G | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÒÅÂÅÒ A1B1, CC1,
AD É CD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÌÏÓËÏÓÔØ FB1D1 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË MN × ÔÏÞËÅ K, Á ÐÌÏÓËÏÓÔØ
GB1D1 | × ÔÏÞËÅ L. îÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ MK : KL : LN .

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ×ÅËÔÏÒÙ −→a = −−→AA1, −→b = −−→AB É −→d = −−→AD. éÍÅÅÍ−−→MK = t−−→MN = t(−−−→MB1 +−−−→B1C1 +−−→C1N) = t(1
2
−→b +−→d − 1

2
−→a ), Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ

−−→MK = −−−→MB1 +−−−→B1K = −−−→MB1 + k−−−→B1D1 +m−−→D1F =



ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ × ÚÁÄÁÞÁÈ 11

= 1
2
−→b + k(−→d −−→b ) +m(−−→a − 1

2
−→d ) = −m−→a + (1

2 − k)−→b + (k − 1
2m)−→d :

éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÁ −−→MK, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: −m =
−1

2 t, 1
2 − k = 1

2 t, k− 1
2m = t. ïÔÓÀÄÁ t = MK=MN = 2=7. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ML=MN = 2=5.

é ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÔ×ÅÔ 10 : 4 : 21.
úÁÄÁÞÁ 9 (îçõ, 2008 Ç., ííæ). ÷ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ SABCD ÌÅÖÉÔ

ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ABCD. ôÏÞËÉ K, L, M , N ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ AB, AD,
SB, SC ÔÁË, ÞÔÏ AK = KB, AL = LD, SM = 2BM É ÐÒÑÍÁÑ LN ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ DKM .
îÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ SN : NC.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÙÂÅÒÅÍ ×ÅËÔÏÒÙ −→a = −−→BA, −→c = −−→BC, −→s = −→BS.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ DKM ×ÏÚØÍÅÍ ×ÅËÔÏÒÙ −−→KD = −−→KA + −−→AD = 1

2
−→a + −→c É −−→KM =−−→KB +−−→BM = −1

2
−→a + 1

3
−→s . ÷ÙÒÁÚÉÍ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ×ÅËÔÏÒ −−→BN . ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ N

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÅÂÒÕ SC, ÔÏ −−→BN = −→BS + x−→SC = −→s + x(−−→s +−→c ) = x−→c + (1− x)−→s . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÐÒÑÍÁÑ LN ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ DKM , ÐÏÜÔÏÍÕ

−−→BN = −−→BA+−→AL+−−→LN = −−→BA+−→AL+ y−−→KD + z−−→KM = −→a + 1
2
−→c + y(1

2
−→a +−→c ) + z(−1

2
−→a + 1

3
−→s ) =

= (1 + 1
2y −

1
2z)

−→a + (1
2 + y)−→c + 1

3z
−→s :

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÅÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÔÒÅÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ

1 + 1
2y −

1
2z = 0; x = 1

2 + y; 1− x = 1
3z:

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ x = 3=8, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ SN : NC = x=(1− x) = 3=5.

îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÓÉÌÁ É ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÍÅÔÏ-
ÄÁ. áÐÐÁÒÁÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÙÍ É ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÍ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÎÏ É ÚÁÄÁÞ ÆÉÚÉËÉ, ÔÅÈÎÉËÉ É ÄÁÖÅ ÜËÏÎÏÍÉËÉ.

áÓÔÁÐÏ× îÉËÏÌÁÊ óÔÅÐÁÎÏ×ÉÞ,
ÄÏÃÅÎÔ ËÁÆÅÄÒÙ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ îçõ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË.

Email: nika@hydro.nsc.ru



ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÐÅÒÉÍÅÔÒÅ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ
ÄÉÁÍÅÔÒÁ

æ. ì. ÷ÁÒÐÁÈÏ×ÓËÉÊ, ï. ó. ìÏÇ×ÉÎÅÎËÏ
÷ ÚÁÍÅÔËÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÐÅÒÉÍÅÔÒÅ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ 5-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ

ÄÉÁÍÅÔÒÁ. ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 5-ÕÇÏÌØÎÉË. íÁÔÅÒÉÁÌ ÓÔÁÔØÉ ÍÏÖÎÏ
ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ × ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÈ
ÚÁÎÑÔÉÊ.

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÐÅÒÉÍÅÔÒÅ
×ÙÐÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÏ ÄÌÑ n = 4 ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
ÄÉÁÍÅÔÒÁ d, ÐÅÒÉÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÏÌØÛÅ 3d, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÐÅÒÉÍÅÔÒ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ d
ÒÁ×ÅÎ 2

√
2d. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ × ÓÌÕÞÁÅ n = 5.

÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ

ÅÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÂÏÌØÛÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ 1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÔÏÒÏÎÁ FT ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ FPMNT ÒÁ×ÎÁ 1.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ Ò ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ FPMNT ÍÅÎØÛÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1.

ðÒÏ×ÅÄÅÍ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !(T; FT ), 
(F; FT )1.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ P , M , N ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ × ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ! É 
 É ÓÔÏÒÏÎÏÊ FT (ÒÉÓ. 1).
ðÕÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ òí É MN ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÄÕÇÉ ÏÂÅÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ !, 
.

òÉÓ. 1. òÉÓ. 2.

éÚ ÒÉÓ. 1 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ p ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ FPMNT ÍÅÎØÛÅ ÐÅÒÉÍÅ-
ÔÒÁ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ FóZí1N1T , ÇÄÅ C | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÄÕÇÉ FP1Z, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ
ÔÏÞËÉ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÏ ÅÅ ËÏÎÃÏ× ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÄÅÌÉÔ
ÄÕÇÕ ÐÏÐÏÌÁÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: p < 4 sin 15◦ + 1 + �
3 ≈ 3;082.

ðÅÒÉÍÅÔÒ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÒÁ×ÅÎ 10 sin 18◦ ≈ 3;090, ÏÔËÕÄÁ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË FPMNT ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ.

óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÐÒÑÍÙÅ PM , MN ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÄÕÇÕ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ !, 
,
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÒÉÓ. 2),

p < FP1 + P1M1 +M1N1 + 1 + 1 < �
3 + 1 + 1 ≈ 3;047:

1ô.Å. ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ T ÒÁÄÉÕÓÁ FT É Ó ÃÅÎÔÒÏÍ F ÒÁÄÉÕÓÁ FT | ÐÒÉÍ. ÒÅÄ.
12
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ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ÷ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁ×ÎÙ 1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×-

ÎÁ 1. ðÕÓÔØ × ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ FPMNT (ÒÉÓ. 3) PT = 1.
ðÒÏ×ÅÄÅÍ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ: !(T; PT = 1) É 
(P; PT = 1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉ-

ËÁ ÂÕÄÕÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÉÌÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ
!, 
. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ M , N , F ÌÅÖÉÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ PT , Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ |
ÐÏ ÄÒÕÇÕÀ.

òÉÓ. 3. òÉÓ. 4.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ MN ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÄÕÇÉ ÏÂÅÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ! É 
.
äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ FM < 1 É ÔÏÞËÁ í ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ M ′. ôÏÇÄÁ, ÓÍÅÓÔÉ× ÔÏÞËÕ

í × ÂÌÉÚËÕÀ ÔÏÞËÕ í ′′ ×ÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ ôí ′, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÂÏÌØÛÅÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ,
Ô. Å. ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË FPMNT ÎÅ ÂÙÌ ÂÙ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ.

íÏÖÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ
FM , ôM ′ ÒÁ×ÎÁ 1.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ FN , PN ′ ÒÁ×ÎÁ 1.
ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ MN ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÉÚ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ !, 
 (ÒÉÓ. 4). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ÏÐÔÉÍÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÉËÁËÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ 1. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ÷ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÞÅÔÙÒÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁ×ÎÙ 1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÔÒÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ

×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:
1) ä×Å ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÔÒÅÔØÅÊ.
2) ïÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÔÒÅÔØÅÊ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. îÁ ÒÉÓ. 5 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË MNTFP , × ËÏÔÏÒÏÍ FM =

FN = TP = 1.
ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ 
(N;NF = 1), !(M;MF = 1), '(F; FM = FN = 1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ' É ! ÞÅÒÅÚ L, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ' É 
 | ÞÅÒÅÚ K.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ P É T ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ

ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ FM É FN , ×ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ MNF , Ô. Ë. ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÐÕËÌÙÊ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ × ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ 
, ! É ' (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ä×Å ÏÂÌÁÓÔÉ
ÚÁÔÕÛÅ×ÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 5). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ P ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÄÕÇÅ MK, Á ÔÏÞËÁ ô ÎÅ ÍÏÖÅÔ
ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÄÕÇÅ NL, ÔÁË ËÁË × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÁ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÒÁ×ÎÁ 1, Á ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ××ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.
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òÉÓ. 5. òÉÓ. 6.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ NP < 1 É MT < 1. ðÒÏ×ÅÄÅÍ Ä×Á ÜÌÌÉÐÓÁ:

l1 Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ M , F , ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P ;

l2 Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ N , F , ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ T .

ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:

Á) ÏÂÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ × ÔÏÞËÅ P É × ÔÏÞËÅ T ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÜÌÌÉÐÓÁÍ l1 É l2 ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ
ÏÔÒÅÚËÕ PT .

óÍÅÓÔÉÍ ÏÔÒÅÚÏË Pô ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ ×ÄÏÌØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ PP ′ É TT ′ ÎÁ ÓÔÏÌØ ÍÁÌÏÅ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P ′ É ô ′ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ, Á ÄÌÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ NP ′
É MT ′ ÂÕÄÕÔ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÍÅÎØÛÅ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ MP ′FT ′N ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ
ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ MPFTN .

îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË MPFTN ÎÅ ÂÙÌ ÂÙ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÉÚ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ NP , MT ÒÁ×ÎÁ 1.

Â) ïÄÎÁ ÉÚ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ × ÔÏÞËÅ P ÉÌÉ × ÔÏÞËÅ T Ë ÜÌÌÉÐÓÁÍ l1 É l2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ PT .

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ÔÏÞËÅ P Ë ÜÌÌÉÐÓÕ l1 ÎÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ PT . ðÒÏ×ÅÄÅÍ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ � Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ T É ÒÁÄÉÕÓÏÍ PT = 1 (ÒÉÓ. 6).

óÍÅÓÔÉÍ ÔÏÞËÕ P ÐÏ ÄÕÇÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �, × ÂÌÉÚËÕÀ ÔÏÞËÕ P ′, ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÅ ÜÌÌÉÐÓÁ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÄÌÉÎÁ PT ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ PP ′ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P ′
ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ NP ′ ÎÅ
ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ 1. ðÅÒÉÍÅÔÒ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ MP ′FTN ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ
ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ MPFTN . îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË
MPFTN | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ NP É
MT ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ. îÁ ÒÉÓ. 7 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË MPFTN , × ËÏÔÏÒÏÍ
TP = MT = NP = 1.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏ NF < 1 É MF < 1 É ÚÁÍÅÎÉ× ÔÏÞËÕ F ÂÌÉÚËÏÊ ÔÏÞËÏÊ F ′, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ,
ÞÔÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ MPF ′TN ÂÏÌØÛÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ MPFTN .

îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË MPFTN ÎÅ ÂÙÌ ÂÙ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ NF , MF
ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
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òÉÓ. 7. òÉÓ. 8.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ïÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËMPFTN , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁ×ÎÙ

1 (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÔÏÌØËÏ ÔÁËÏÊ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ).
ðÕÓÔØ PN = MT = FM = FN = 1, PT = c (ÒÉÓ. 8).
ðÏÌÏÖÉÍ ∠FMN = ∠FNM = ', ∠TMN = �, ∠PNM = �, ∠NPT = �, ∠PTM = 
,

FO⊥MN . îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ p ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ MPFTN ÒÁ×ÅÎ:

Ò = 2 cos'+ 2 sin '− �
2 + 2 sin '− �

2 +
√

(c− 1)2 + 4c sin2 

2 +

√
(c− 1)2 + 4c sin2 �

2 :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ó = 1, Ô. Å. ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ 1. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ

p = 2 cos'+ 4 sin 
 + �
4 cos 
 − �

4 + 4 sin 2'− (�+ �)
4 cos � − �

4 ≤

≤ 2 cos'+ 4 sin 
 + �
4 + 4 sin 2'− (�+ �)

4 = 2 cos'+ 4 sin �+ �
4 + 4 sin 2'− (�+ �)

4 =

= 2 cos'+ 8 sin '4 cos '− (�+ �)
4 ≤ 2 cos'+ 8 sin '4 ;

ÔÁË ËÁË � + � = � + 
. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ g(') = 2 cos'+ 8 sin '
4 .

g′(') = −2 sin'+ 2 cos '4 = 2
(

sin (−') + sin
(

90◦ − '
4

))
=

= 4 sin
(

45◦ − 5
8'

)
cos

(3
8'+ 45◦

)
:

ôÁË ËÁË 2 cos' < 1 , ÔÏ cos' < 1=2 , ' > 60◦.
úÎÁÞÉÔ 60◦ < ' < 90◦, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 67;5◦ < 3

8'+ 45◦ < 78;75◦. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (3

8'+ 45◦) | ÕÇÏÌ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ, Ô. Å. cos(3
8'+ 45◦) > 0.

sin
(

90◦ − 5
4'

2

)



< 0 ÐÒÉ 5
4' > 90◦; Ô. Å.' > 72◦;

= 0 ÐÒÉ 5
4' = 90◦; Ô. Å.' = 72◦;

> 0 ÐÒÉ 5
4' > 90◦; Ô. Å.' < 72◦:

ðÏÜÔÏÍÕ p ≤ 2 cos'+ 8 sin '
4 ≤ 2 cos 72◦ + 8 sin 18◦.
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÌÕÞÁÅ Ó = 1 ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ó < 1.
ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÜÌÌÉÐÓÙ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ò É ô Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ F , M É F , N .

ðÕÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÜÌÌÉÐÓ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÕÇÕ ! ÉÌÉ � (ÒÉÓ. 8). ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÜÌÌÉÐÓ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ô , ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÄÕÇÕ � . ôÏÇÄÁ, ÓÍÅÓÔÉ× ×ÅÒÛÉÎÕ ô × ÂÌÉÚËÕÀ
ÔÏÞËÕ ô ′ ÄÕÇÉ FT , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÂÏÌØÛÅÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÜÌÌÉÐÓÁ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÄÕÇ. îÏ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÕÇÉ � , × ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÌÌÉÐÓ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ÄÕÇÉ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÒÉÓ. 9). ôÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÄÕÇÉ !. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÜÌÌÉÐÓÁ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÄÕÇ, ÔÏ � = �. ïÃÅÎÉÍ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

òÉÓ. 9. òÉÓ. 10.

ôÁË ËÁË � = � ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ PT ‖ MN , ÏÔËÕÄÁ 
 = �, � = � (ÒÉÓ. 10). ÷×ÉÄÕ ÜÔÏÇÏ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ c = 2 cos�− 2 cos', p = 2√1− 2c cos'+ 4 sin '−�

2 + 2 cos'.
äÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï √1− 2Ó cos' < 2 sin �

2 . éÍÅÅÍ:

1− 2c cos'− 4 sin2 �
2 = 1− 2c cos'− 2(1− cos�) = 1− 2c cos'− 2(1− ( c2 + cos')) =

= 1− 2c cos'− 2 + c+ 2 cos' = −1 + c+ 2 cos'(1− c) = (1− c)(−1 + 2 cos') < 0;

ÔÁË ËÁË c < 1, (1− c) > 0 É 2 cos'− 1 < 0, ' > 60◦. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1− 2c cos' < 4 sin2 �
2Ô: Å:

√
1− 2Ó cos' < 2 sin �2 :

úÎÁÞÉÔ,

Ò = 2 cos'+ 2
√

1− 2c cos'+ 4 sin '− �
2 < 2 cos'+ 4 sin �2 + 4 sin '− �

2 =

= 2 cos'+ 8 sin '4 cos '− 2�
4 ≤ 2 cos'+ 8 sin '4 ≤ 2 cos 72◦ + 8 sin 18◦:

éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ MPFTN É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

÷ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÐÒÉ n > 5, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.

÷ÁÒÐÁÈÏ×ÓËÉÊ æÅÄÏÒ ìÅÏÎÉÄÏ×ÉÞ,
ÄÏÃÅÎÔ ËÁÆÅÄÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÍÅÔÏÄÉËÉ
ÉÈ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçðõ.
Email: varpah@ya.ru
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çïõ óïû �307 Ç. íÏÓË×Ù.
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÷ ÓÔÁÔØÅ "Simple trigonometric substitutions with broad results", Mathematical Re
ection,
2009, ×ÙÐÕÓË 6, × ÒÁÚÄÅÌÅ "Problem for Independent Study" Á×ÔÏÒÙ C. Daniel É V. Verdan ÐÒÉ-
×ÅÌÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÕÀ Bui Viet Anh. ðÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÓÎÏ-
×Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ Ä×Á
ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ É ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï ûÕÒÁ. úÁÔÅÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ
ÄÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÒÑÄÁ ÓÌÏÖÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÓÌÏÖÎÁÑ, ÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÔÅÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔÏ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ. åÓÌÉ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ Ó ÞÁÓÔÑÍÉ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ
ÏÂÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ûÕÒÁ, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó ÞÁÓÔÑÍÉ × ×ÉÄÅ ÒÁÄÉËÁÌÏ×, ×ÏÏÂÝÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÒÕÄÎÅÅ. ÷ ÓÔÁÔØÅ [1] Á×ÔÏÒ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ,
ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ:

ðÕÓÔØ a; b; c | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + 2

√
abc

(a+ b) (b+ c) (a+ c) ≥ 2:

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁÄÁÞÁÍÉ. ïÎ
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÒÁÄÉËÁÌÏ× ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÑÅÍ Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÚÁÔÅÍ Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ (óá-óç) É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ûÕÒÁ. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÜÔÉÍ
ÒÅÛÅÎÉÑÍ.

òÅÛÅÎÉÅ 1. óÎÁÞÁÌÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï óá-óç Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÀ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
(a+ b) (b+ c) (c+ a), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

abc
(a+ b) (b+ c) (c+ a) ≤

1
8 :

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

2
√

abc
(a+ b) (b+ c) (a+ c) ≥

4abc
(a+ b) (b+ c) (c+ a) :

úÎÁÞÉÔ, ÔÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + 4abc

(a+ b) (b+ c) (c+ a) ≥ 2:

õÍÎÏÖÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ (a+ b) (b+ c) (a+ c) É ÓÏËÒÁÔÉ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÞÌÅÎÙ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÍÙ
ÐÒÉÄÅÍ Ë:

(a+ b+ c)3 − 4 (a+ b+ c) (ab+ bc+ ac) + 9abc ≥ 0:
ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ûÕÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 3.

17



18 ôÕÁÎ ìÅ

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ a = 0, b = c, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ
ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ.

òÅÛÅÎÉÅ 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a+ b+ c = p, ab+ bc+ ac = q É abc = r. ðÅÒÅÐÉÓÁ× ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÔ a; b; c
× ÔÅÒÍÉÎÁÈ p; q; r, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b = p3 − 2pq + 3r

pq − r ; 2
√

abc
(a+ b) (b+ c) (a+ c) = 2

√ r
pq − r :

íÙ ÐÒÏÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏ×ÅÒËÕ Ä×ÕÈ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÔÏÖÄÅÓÔ× É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÅÒÎÙ. ó
ÉÈ ÕÞÅÔÏÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + 2

√
abc

(a+ b) (b+ c) (a+ c) = p3 − 2pq + 3r + 2
√
r (pq − r)

pq − r :

á ÔÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ:

p3 − 4pq + 9r + 2
√
r (pq − r)− 4r ≥ 0:

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÎÏ×Á ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ûÕÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 3, ÎÏ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÑÍÏ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ
p; q; r ×ÍÅÓÔÏ a; b; c ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

p3 − 4pq + 9r ≥ 0:
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

2
√
r (pq − r)− 4r ≥ 0: (∗)

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï óá-óç, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

r (pq − r) ≥ 8r:
éÚ×ÌÅËÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ 2, ÉÍÅÅÍ:

2
√
r (pq − r) ≥ 4r

√
2 ≥ 4r:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗) ×ÅÒÎÏ.
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ a = 0, b = c, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÕËÁÚÁÎ-

ÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ.
2. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÈÏÔÑ ÏÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ, ËÁË ÏÂÙÞ-
ÎÏ, × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉ a = b = c, ÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉ a = 0, b = c. ôÁËÖÅ, ÉÚÕÞÁÑ ÒÅÛÅÎÉÅ
2, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ 2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Á. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ a; b; c | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b +

√
2abc

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 2:

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ, ÞÔÏ É × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÉ 1, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ:

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + 4abc

(a+ b) (b+ c) (a+ c) ≥ 2;

ÞÔÏ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÏ ×ÙÛÅ × ÒÅÛÅÎÉÉ 1.
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ a = 0, b = c, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÕËÁÚÁÎ-

ÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ.
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3. ïÂÏÂÝÅÎÉÑ
îÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÅÇÞÉÔ ÎÁÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ:

a
b+ c + b

a+ c + c
a+ b + u

[ abc
(a+ b) (b+ c) (c+ a)

]k
≥ 2;

ÇÄÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ u ÉÌÉ k ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.
íÙ ÐÏÄÏÊÄÅÍ Ë ÜÔÏÊ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÏ ÔÒÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ: ÆÉËÓÉÒÕÑ k, ÆÉËÓÉÒÕÑ

u É ÆÉËÓÉÒÕÑ u É k ×ÍÅÓÔÅ. ÷ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÏÊ 2 É
ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ \ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ u ÉÌÉ k". ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ u É k Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ, | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÅÌØ
ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ. éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ a; b; c | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É u = const ≥ 1
2 . îÁÊÔÉ

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

a
b+ c + b

a+ c + c
a+ b + u

[ abc
(a+ b) (b+ c) (c+ a)

]k
≥ 2:

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ k > 1 ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ b =
c = 1, É a ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ:

a
2 + 2

1 + a + u
( a

2 (1 + a)2

)k
≥ 2;

ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ

u
( a

2 (1 + a)2

)k
≥ a (3− a)

2a+ 2 :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ a ∈ (0; 1) ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a(3−a)
2a+2 > a

2 , ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ:

u
( a

2 (1 + a)2

)k
> a

2 :

òÁÚÄÅÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ
(

a
2(1+a)2

)k
, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ u:

u >

(
2 (1 + a)2

)k

2ak−1 :

ëÏÇÄÁ a ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0, ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ k > 1. úÎÁÞÉÔ,
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÐÒÉ ×ÓÅÈ a, ÔÁË ËÁË u | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

éÔÁË, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k, ÅÓÌÉ
ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÄÏÌÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ (0; 1].

2-Ê ÓÌÕÞÁÊ: k ∈ (0; 1].
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ u ≥ 4, ÔÏ k = 1 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ u < 4, ÔÏ k = log2u
log8 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.
òÅÛÅÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÅ u ≥ 4. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ k, ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ×ÙÛÅ, ÒÁ×ÎÏ 1. þÔÏÂÙ ÜÔÏ

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÅÔÏÄ, ÞÔÏ É × ÒÅÛÅÎÉÉ 1 × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ. éÔÁË, ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

a
b+ c + b

a+ c + c
a+ b + 4abc

(a+ b) (b+ c) (a+ c) ≥ 2;
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ÞÔÏ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÏ ×ÙÛÅ.
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ a = 0, b = c, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÕËÁÚÁÎ-

ÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ u ≥ 4 ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ.
òÅÛÅÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÅ u < 4. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÒÁ×ÎÏ log2u

log8 . þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÍÙ
ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ, ÞÔÏ É ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

p3 − 2pq + 3r + ur
log2u
log8 (pq − r)1− log2u

log8 ≥ 2 (pq − r) :

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ:

p3 − 4pq + 9r + ur
log2u
log8 (pq − r)1− log2u

log8 − 4r ≥ 0: (∗)

ðÏÓËÏÌØËÕ 1− log2u
log8 ≥ 0, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï óá-óç Ë pq É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ u ≥ 1=2, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

ur
log2u
log8 (pq − r)1− log2u

log8 ≥ ur
log2u
log8 (8r)1− log2u

log8 = 4r:
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ p3 − 4pq + 9r ≥ 0, × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ûÕÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 3. ðÏÜÔÏÍÕ (*)
×ÅÒÎÏ.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ a = b = c ÉÌÉ a = 0, b = c, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3.
ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÂÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÓÆÏÒ-

ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ:
úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ a; b; c | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á k | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ (0; 1] (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏËÁÚÁÌÉ ×ÙÛÅ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ k > 1). îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ u, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + u

[ abc
(a+ b) (b+ c) (a+ c)

]k
≥ 2:

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a = b = c. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÃÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ: u ≥ 23k−1. íÙ
ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÅÓÔØ ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ u. äÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + 23k−1

[ abc
(a+ b) (b+ c) (a+ c)

]k
≥ 2:

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ, ÞÔÏ É ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

p3 − 2pq + 3r + 23k−1rk (pq − r)1−k ≥ 2 (pq − r) : (∗∗)

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï óá-óç Ë pq, ÉÍÅÅÍ:

23k−1rk(pq − r)1−k ≥ 23k−1rk(8r)1−k = 4r;

ÐÏÓËÏÌØËÕ 1− k ≥ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p3 − 4pq + 9r ≥ 0 ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ûÕÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 3. óÌÏÖÉ× Ä×Á ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ (∗∗).

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ a = b = c ÉÌÉ a = 0; b = c.
ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÔÏÞËÅ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÉÄÙ ÎÁÛÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ

ÐÒÉ×ÅÄÅÔ ÎÁÓ Ë ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÏÂÝÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ:
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úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ a; b; c | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, u É k | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.
îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ:

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + u

[ abc
(a+ b) (b+ c) (c+ a)

]k
:

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÉÄÏ× ÏÂÝÅÇÏ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Á, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓËÁÞËÏÏÂÒÁÚÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ËÏÇÄÁ k
ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÁÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ×ÙÒÁ-
ÖÅÎÉÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

óÌÕÞÁÊ 1: k ≤ 1.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. íÉÎÉÍÕÍ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎ:

3
2 + u

8k ÐÒÉ u ∈ (0; 23k−1) É a = b = c;

2; ÐÒÉ u ∈ [23k−1;∞) É a = 0; b = c:
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁ×ÅÎ 3

2 + u
8k , ÅÓÌÉ u ∈

(0; 23k−1). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ abc
(a+b)(b+c)(c+a) ≤ 1

8 ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ óá-óç, ÉÍÅÅÍ:

u( abc
(a+ b)(b+ c)(c+ a))k ≥ u81−kabc

(a+ b)(b+ c)(c+ a) :

ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ:

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + u81−kabc

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥
3
2 + u

8k :

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ, ÞÔÏ É ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ:

8k(p3 − 4pq + 9r) + pq(23k−1 − u)− r(9 · 23k−1 − 9u) ≥ 0:
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï óá-óç Ë pq, ÉÍÅÅÍ:

pq
(

23k−1 − u
)
− r

(
9 · 23k−1 − 9u

)
≥ 9r

(
23k−1 − u

)
− r

(
9 · 23k−1 − u

)
= 0:

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, 8k
(
p3 − 4pq + 9r

) ≥ 0 ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ûÕÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 3. éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÍÙ
ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ a = b = c.
îÁËÏÎÅÃ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁ×ÅÎ 2, ÅÓÌÉ u ∈ [

23k−1;∞)
.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ, ÞÔÏ É × ÐÅÒ×ÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ. ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ
ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÒÎÏ:

u
[ abc

(a+ b) (b+ c) (c+ a)

]k
≥ 23k−181−kabc

(a+ b) (b+ c) (c+ a) = 4abc
(a+ b) (b+ c) (c+ a) :

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + 4abc

(a+ b) (b+ c) (c+ a) ≥ 2;

ÞÔÏ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÏ ×ÙÛÅ.
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ a = 0; b = c É ÐÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ

Ó×ÑÚÅÊ.
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óÌÕÞÁÊ 2: k > 1.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Á×ÔÏÒÕ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÏÐÙÔËÉ.

õÄÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÁÖÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ × ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÕËÁ-
ÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÅÓÔØ, ÔÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÕÞÁÅ× a = b = c ÉÌÉ a = 0, b = c,
ÉÌÉ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ a = b, ÐÒÉ ÜÔÏÍ c | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅÒÅÛÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

îÅÒÅÛÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ a; b; c | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á u; k | ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, k > 1. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + u

[ abc
(a+ b) (b+ c) (c+ a)

]k
:

4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ

îÁÛ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ, ÎÏ É ÐÏÌÅÚÅÎ ÐÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÄÒÕÇÉÈ ×ÉÄÏ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ Ä×Á ÐÒÉÍÅÒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÕÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌÅÇËÏ
ÒÅÛÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÒÕÇÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ×ÒÏÄÅ \ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×" ÉÌÉ \ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ". ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÓÌÕÞÁÅ 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ
ËÏÒÏÔËÉÅ É ÐÒÏÓÔÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.

1-Ñ ÚÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ a; b; c | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

3a3 + abc
b3 + c3 + 3b3 + abc

a3 + c3 + 3c3 + abc
a3 + b3 ≥ 6:

(Tran Quoc Anh)

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï óá-óç, ÐÏÌÕÞÉÍ:

abc( 1
a3 + b3 + 1

b3 + c3 + 1
c3 + a3 ) ≥ 3abc

3
√

(a3 + b3)(b3 + c3)(c3 + a3)
:

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

a3

b3 + c3 + b3
a3 + c3 + c3

a3 + b3 + abc
3
√

(a3 + b3)(b3 + c3)(c3 + a3)
≥ 2:

ðÕÓÔØ a3 = x; b3 = y; c3 = z, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë

x
y + z + y

x+ z + x
y + z + 3

√ xyz
(x+ y)(y + z)(z + x) ≥ 2;

ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ × ÓÉÌÕ ÎÁÛÅÇÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ó k = 1
3 É u = 1.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ a = b = c.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ, ËÁË × ÜÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ, Ó k ≥ 3, ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ
ka3 + abc
b3 + c3 + kb3 + abc

a3 + c3 + kc3 + abc
a3 + b3 ≥ 3k + 1

2 :

2-Ñ ÚÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ a; b; c | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ
Ä×Á ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
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a
b+ c + b

c+ a + c
a+ b + 3 3√a2b2c2

2(ab+ bc+ ac) ≥ 2:

(quykhtn-qa1 ÎÁ ÆÏÒÕÍÅ MathLinks)

òÅÛÅÎÉÅ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

3 3√a2b2c2

2(ab+ bc+ ac) ≥
4abc

(a+ b)(b+ c)(c+ a) : (∗ ∗ ∗)

ðÏÌÏÖÉÍ a+ b+ c = p, ab+ bc+ac = q É abc = r É ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:

3(pq − r) ≥ 8q 3√r:

ðÒÉÍÅÎÑÑ óá-óç, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ p ≥ 3 3√r, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ:

q 3√r ≥ 3r:

üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÅÒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ q ≥ 3 3√r2.
éÔÁË, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗ ∗ ∗) ×ÅÒÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

a
b+ c + b

a+ c + c
a+ b + 4abc

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 2:

üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ × ÓÉÌÕ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ó k = 1 É u = 4.
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ a = b = c ÉÌÉ a = 0; b = c.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
[1] Campos Daniel and Verdiyan Verdan. Simple trigonometric substitutions with broad results.

Mathematical Re
ection, Issue 6 (2009).

Tuan Le,
ÕÞÁÝÉÊÓÑ 12 ËÌÁÓÓÁ ÛËÏÌÙ Fairmont H.S.,
Anaheim, CA, USA.

Email: kid10462000@yahoo.com

ðÅÒÅ×ÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ: éÍÁÊËÉÎ ÷.í.



óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
(ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÷ôõÚÏ×ÓËÏÍÕ ËÕÒÓÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ)

á. é. òÕÂÉÎÛÔÅÊÎ

÷ ×ÕÚÏ×ÓËÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÍÏÝÎÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ×ÁÖÎÅÊÛÅÇÏ ËÌÁÓ-
ÓÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÕÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. úÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÜÔÉÍÉ ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ ÏÔ á. ðÕÁÎËÁÒÅ É
á. ìÑÐÕÎÏ×Á, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÅÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÉ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÈÏÄÑÝÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÉÎÖÅÎÅÒÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ËÁÞÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ
ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× ÕÄÅÌÅÎÏ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ. îÁ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÕËÁÚÙ×ÁÌ ÅÝ£ ÁËÁÄÅÍÉË ì. ó. ðÏÎ-
ÔÒÑÇÉÎ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÞÉÔÁ×ÛÉÊ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÐÑÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ
ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÕÒÓ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÏÎ ÎÁÐÉÓÁÌ ÐÏÚÖÅ ÕÞÅÂÎÉË [1]. åÝ£ × Á×ÔÏÒÓËÏÍ ×ÓÔÕÐÌÅÎÉÉ Ë [1] ìÅ× óÅÍÅÎÏ×ÉÞ ÇÏ×ÏÒÉÔ:
�îÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÅ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ-
ÈÏÄÑÔ × ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ É × ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ�. ÷ [1] ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÁ
(ÓÔÒ. 218{224) ÐÅÒ×ÁÑ × ÉÓÔÏÒÉÉ ÎÁÕËÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÑ | ÒÁÂÏÔÁ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÉÎÖÅÎÅÒÁ ÷ÙÛÎÅÇÒÁÄÓËÏÇÏ �ï ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁÈ ÐÒÑÍÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ� (1876
ÇÏÄ), ÉÓÓÌÅÄÏ×Á×ÛÁÑ ÃÅÎÔÒÏÂÅÖÎÙÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ õÁÔÔÁ ÐÁÒÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÙ É ÕÓÔÁÎÏ×É×ÛÁÑ ËÒÉÔÅÒÉÉ
(ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ!) ÅÇÏ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÒÁÂÏÔÙ. òÁÂÏÔÁ ÷ÙÛÎÅÇÒÁÄÓËÏÇÏ ÂÙÌÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÒÁÎØÛÅ ËÌÁÓ-
ÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÅÍÕÁÒÁ á. ðÕÁÎËÁÒÅ �ï ËÒÉ×ÙÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ�
[2] (ËÏÎÅÃ 19 ÓÔÏÌÅÔÉÑ) É ÒÁÂÏÔ á. í. ìÑÐÕÎÏ×Á ÏÂ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.

÷ [1] (ÓÔÒ. 244{250) ÉÚÌÏÖÅÎÏ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ á. á. áÎÄÒÏÎÏ×Á Ï ÒÁÂÏÔÅ (Á×ÔÏËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ)
ÌÁÍÐÏ×ÏÇÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ. ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× Á×ÔÏ-
ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÇÏ×ÏÒÉÌ × ËÏÎÃÅ 20-È ÇÏÄÏ× XX ÓÔÏÌÅÔÉÑ ì. é. íÁÎÄÅÌØÛÔÁÍ.

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ (ÄÁÖÅ × ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ) ÂÉÆÕÒËÁÃÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× × ÐÒÁ×ÙÈ
ÞÁÓÔÑÈ, ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÕÄÅÌÅÎÏ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÕÒÓÁÈ ÷õúÏ× ÎÉËÁËÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ.

îÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÓÐÅËÔÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ
ÚÎÁÎÉÊ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ä×ÕÈ ÐÅÒ×ÙÈ ËÕÒÓÏ× ÷õúÏ×, É ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ
ÒÁÂÏÔÁ.

óÒÅÄÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÎÏÍÎÁÑ ÓÉÓÔÅ-
ÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ

{ dx
dt = P (x; y)
dy
dt = Q(x; y) (1)

× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÁÈ ÒÁÄÉÏÔÅÈÎÉËÉ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ É Ô.Ä. ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁ-
ÅÔ ×ÏÐÒÏÓ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ x(t + T ) = x(t), y(t + T ) = y(t) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
t ∈ (−∞; +∞) É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ T > 0, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÃÉËÌÁÍÉ (ÓÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1] ÓÔÒ.
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224{243). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÉ P (x; y), Q(x; y) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÙÔØ
ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. îÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ
[1] ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ { dx

dt = −y − x(x2 + y2 − 1)
dy
dt = x− y(x2 + y2 − 1); (2)

ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ) ËÏÔÏÒÏÊ
{
x = cos t
y = sin t (3)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ (ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ), Á ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (2) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
{
x = cos t

(
1− Ce−2t)− 1

2

y = sin t
(
1− Ce−2t)− 1

2
; 1− Ce−2t > 0: (4)

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ (x; y) ÐÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍ (3), (4) ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÕÇÌÏ-
×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ:

d
dt

(
arctg y(t)

x(t)

)
= 1: (5)

óÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ (2), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÙ ÔÒÅÍ.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÏÐÒÏÓ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÉÄÁ

{ dx
dt = A1 +B1x+ C1y +D1x2 + 2E1xy + F1y2

dy
dt = A2 +B2x+ C2y +D2x2 + 2E2xy + F2y2;

(6)

ÓÒÅÄÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ (3), ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÃÉËÌÙ?
÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÉÐÁ (5) | Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ

ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ | Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÖÅÓÔËÉÍ. âÅÚ ÔÁËÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÒÕÇÏ×ÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ
ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÉÄÁ (6), Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Õ ÓÉÓÔÅÍÙ

{ dx
dt = (x+ 2)y + x2 + y2 − 1
dy
dt = −x(x+ 2);

(7)

ÓÍ. [3], ÓÔÒ. 512. éÚ (7) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

1
2
d
dt(x

2 + y2 − 1) = xdxdt + ydydt = x
(
x2 + y2 − 1

)
;

ÔÏ ÅÓÔØ x2 + y2 − 1 = 0 | ÒÅÛÅÎÉÅ (7). ôÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ, ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÓÔÒ. 512
ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [3]. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ (3) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ (7). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (3) × (6), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

{
− sin t = A1 +B1 cos t+ C1 sin t+D1 1 + cos 2t

2 + E1 sin 2t+ F1 1− cos 2t
2

cos t = A2 +B2 cos t+ C2 sin t+D2 1 + cos 2t
2 + E2 sin 2t+ F2 1− cos 2t

2 ;
ÏÔËÕÄÁ {

A1 + 1
2 (D1 + F1) = 0; B1 = 0; C1 = −1; E1 = 0; 1

2 (D1 − F1) = 0;
A2 + 1

2 (D2 + F2) = 0; B1 = 1; C2 = 0; E2 = 0; 1
2 (D2 − F2) = 0

É ÓÉÓÔÅÍÁ (6) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ
{ dx

dt = −y +A1
(
1− x2 − y2)

dy
dt = x+A2(1− x2 − y2):

(8)
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ôÏÞËÉ ÐÏËÏÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) | ÒÅÛÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
{ −y +A1

(
1− x2 − y2) = 0

x+A2
(
1− x2 − y2) = 0 ; A2

1 +A2
2 > 0 (9)

| ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ:




x(±)
0 = A2

2(A2
1 +A2

2)
(

1±
√

1 + 4
(
A2

1 +A2
2
))

y(±)
0 = − A1

2(A2
1 +A2

2)
(

1±
√

1 + 4
(
A2

1 +A2
2
))
:

(10)

éÚ (10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
A1x(±)

0 +A2y(±)
0 = 0: (11)

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÐÏ×ÏÒÏÔÕ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ (x = 0; y = 0):




x = 1√
A2

1+A2
2

(A1� −A2�)
y = 1√

A1
2+A2

2
(A2� −A1�) ⇔





� = 1√
A2

1+A2
2

(A1x+A2y)
� = 1√

A2
1+A2

2
(−A2x+A1y) : (12)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ ÐÏËÏÑ (10) ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÓÉ � = 0 (ÏÓØ O�). ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ (12) × (8) ÄÁÅÔ




d�
dt = −� +

√
A2

1 +A2
2
(
1− �2 − �2) = �(�; �)

d�
dt = � = 	(�; �):

(13)

éÚ (13) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
d�
d� = �

−� +
√
A2

1 +A2
2 (1− �2 − �2)

; (14)

ÏÔËÕÄÁ
�(−�) = �(�): (15)

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (14) É (15) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ ×ÓÅÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ | ÒÅÛÅÎÉÊ (8) É (13)
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ A1x+ A2y = 0 ÉÌÉ � = 0. ÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÌÀÂÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ
ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, Á ÔÏÞËÁ (x(−)

0 ; y(−)
0 ) ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ �ÃÅÎÔÒ�. ðÒÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ (12)

ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÕ

�0 = 0; �(−)

0 = 2
√
A2

1 +A2
2

1 +
√

1 + 4
(
A2

1 +A2
2
)


 ; 0 < �(−)

0 < 1: (16)

ôÏÞËÁ (x(+)
0 ; y(+)

0 ) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÕ
(
�0 = 0; �(+)

0 = −1 +
√

1 + 4 + (A2
1 +A2

2)
2
√
A2

1 +A2
2

)
; �(+)

0 < −1 (17)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �(−)
0 �(+)

0 = −1. ôÁË ËÁË

@�
@� = −2

√
A2

1 +A2
2�; @�

@� = −1− 2
√
A2

1 +A2
2�;

@	
@� = 1; @	

@� = 0;





(18)
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ÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÁÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (13) × ÔÏÞËÅ
(
�0 = 0; �(−)

0

)
| ÔÏÞËÅ

(16), ÅÓÔØ
∣∣∣∣∣∣
−� −

(
1 + 4(A2

1+A2
2)

1+
√

1+4(A2
1+A2

2)

)

1 −�

∣∣∣∣∣∣
= �2 +

(
1 + 4(A2

1 +A2
2)

1 +
√

1 + 4(A2
1 +A2

2)

)
= 0

É ÉÍÅÅÔ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ ËÏÒÎÉ, Á × ÔÏÞËÅ
(
�0 = 0; �(+)

0

)
| ÔÏÞËÅ (17) |

∣∣∣∣
−�

√
1 + 4(A2

1 +A2
2)

1 −�
∣∣∣∣ = �2 −

√
1 + 4(A2

1 +A2
2) = 0 (19)

É ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÚÎÁËÏ×. ôÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÁÒÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (13)
ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ ÐÏËÏÑ

(
�0 = 0; �(+)

0

)
ÔÉÐÁ �ÓÅÄÌÏ�. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÅÄÌÅ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ [1], ÓÔÒ. 253{

260) ÔÏÞËÁ (x(+)
0 ; y(+)

0 ) (ÓÍ.(10)) ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ �ÓÅÄÌÏ�.
ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ (ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅ (14), (15)), ÔÏÞËÁ ÐÏËÏÑ (x(−)

0 ; y(−)
0 ) ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ

(8) ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ �ÃÅÎÔÒ�. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÉÎÄÅËÓ ðÕÁÎËÁÒÅ ([3],
ÓÔÒ. 217), ÉÌÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 47 ÎÁ ÓÔÒ. 300 × [3].

úÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (13), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×ÎÕÔÒÉ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÒÁÅË-
ÔÏÒÉÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÏÊ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ (ÐÒÉ t = −∞) É ×ÈÏÄÑÝÅÊ (ÐÒÉ t = +∞) × ÔÏÞËÕ
(x(+)

0 ; y(+)
0 ) = (�0 = 0; �(+)

0 ). ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Ë ÜÔÏÊ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÅ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ

~h1 =
((

1 + 4(A2
1 +A2

2)
) 1

4 ; 1
)
; ~h2 =

(
− (

1 + 4(A2
1 +A2

2)
) 1

4 ; 1
)
;

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ | ËÏÒÎÑÍ (19):

�1 =
(
1 + 4(A2

1 +A2
2)

) 1
4 ; �2 = − (

1 + 4(A2
1 +A2

2)
) 1

4 :

òÉÓ. 1.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ lim |x| = lim |y| = +∞, × ÓÉÌÕ (8)
ÉÍÅÅÍ: dydx ≈

A2
A1

, ÐÏÜÔÏÍÕ

y ≈ A2
A1
x+ C; (20)

Ô.Å. ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÒÉ t → ±∞ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-
ÞÅÓËÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ (20) ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÙ ÐÒÑÍÏÊ A1x + A2y = 0 | ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÁÚÏ-
×ÏÇÏ ÐÏÒÔÒÅÔÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÉÌÉ (13). æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÜÓ-
ËÉÚÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (8) ÐÒÉ
A1 = A2 = −1

{ dx
dt = −y + (x2 + y2 − 1)
dy
dt = x+ (x2 + y2 − 1):

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÉ ÐÏËÏÑ ÅÓÔØ

(x(−)
0 ; y(−)

0 ) =
(1

2;−1
2

)
; (x(+)

0 ; y(+)
0 ) = (−1; 1):

óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ A1, A2 (A2
1 +A2

2 > 0) ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÂÉÆÕÒËÁÃÉÉ.
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ôÅÐÅÒØ ×ÙÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× A1, A2 × ÓÉÓÔÅÍÅ
{ dx

dt = −y +A1x(x2 + y2 − 1);
dy
dt = x+A2y(x2 + y2 − 1);

(21)

ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÒÉ ×ÓÅÈ A1, A2 ÒÅÛÅÎÉÅ (3). ôÁË ËÁË ÐÏ (21)

1
2
d
dt

(
x2 + y2) = xdxdt + ydydt =

(
A1x2 +A2y2) (

x2 + y2 − 1
)
;

ÔÏ ÐÒÉ A2
1 +A2

2 > 0 ÓÉÓÔÅÍÁ (21) ÉÍÅÅÔ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ x2 + y2 = 1 ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ; ÐÒÉ



{
A1 > 0;
A2 ≥ 0;{
A1 ≥ 0;
A2 > 0;

| ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ; ÐÒÉ




{
A1 < 0;
A2 ≤ 0;{
A1 ≤ 0;
A2 < 0;

| ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÞËÁ (0; 0) ÐÏËÏÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ É ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÆÏËÕÓÏÍ. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÐÒÉ A2

1 +A2
2 = 0 ÔÏÞËÁ (0; 0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ.

åÓÌÉ (x0; y0) | ÔÏÞËÁ ÐÏËÏÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (21), ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ (0; 0), ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, x0y0 6= 0. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÌÕÞÁÅ A1A2 < 0, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÌØËÏ É ÏÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ, ÔÏÞËÉ ÐÏËÏÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ
ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

{ −y +A1x(x2 + y2 − 1) = 0;
x+A2y(x2 + y2 − 1) = 0 (22)

É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

−yx = A1
A2

x
y ⇔

(y
x

)2
= −A1

A2
> 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
y0 = kx0; ÉÌÉ y0 = −kx0; ÇÄÅ k =

√
−A1
A2

> 0: (23)

éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × (22) ÐÒÉ x 6= 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

∓
√
−A1
A2

+A1

((
1− A1

A2

)
x2

0 − 1
)

= 0;

ÏÔËÕÄÁ

x2
0 =

1∓ 1
A1

√
−A1
A2

1− A1
A2

=
1∓ (sgnA1) 1√−A1A2

1− A1
A2

> 0: (24)

ðÏ (24) ÉÍÅÅÍ:

Á) ÅÓÌÉ 0 < −A1A2 ≤ 1, ÔÏ x2
0 =

1+ 1√
−A1A2

1−A1
A2

É x0 = ±
√

1+ 1√
−A1A2

1−A1
A2

, y0 =
√
−A1
A2
x0, ÐÒÉÞÅÍ x2

0+y2
0−1 =

1√−A1A2
> 0, Ô.Å. ÐÏÍÉÍÏ ÔÏÞËÉ ÐÏËÏÑ (x = 0; y = 0) ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÐÏËÏÑ

(
x0;

√
−A1
A2
x0

)
, ÏÂÅ

ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2 − 1 = 0;

Â) ÅÓÌÉ −A1A2 > 1, ÔÏ x2
0 =

1± 1√
A1A2

1−A1
A2

> 0 É x0 = ±
√

1± 1√
−A1A2

1−A1
A2

, y0 =
√
−A1
A2
x0, Ô.Å. ÐÏÍÉÍÏ ÔÏÞËÉ

ÐÏËÏÑ (x = 0; y = 0) ÉÍÅÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ ÐÏËÏÑ, Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ

x0 = ±

√√√√1 + 1√−A1A2

1− A1
A2

; y0 =
√
−A1
A2
x0



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ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2 − 1 = 0, Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ |

x0 = ±

√√√√1− 1√−A1A2

1− A1
A2

; y0 =
√
−A1
A2
x0




| ×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2 − 1 = 0. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ A1A2 < 0 ÔÏÞËÉ ÐÏËÏÑ,
ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2 − 1 = 0, ÉÍÅÀÔ ÔÉÐ �ÓÅÄÌÏ�, Á ×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2− 1 =
0 | ÔÉÐ �ÃÅÎÔÒ�

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ A1, A2, A2
1 + A2

2 > 0 × ÓÉÓÔÅÍÁÈ (21), × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ
ÓÉÓÔÅÍ (8), ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÂÉÆÕÒËÁÃÉÉ: min(A1;A2) ≥ 0 → A1A2 < 0 → max(A1;A2) ≤ 0.

îÁ ÒÉÓ. 2 É 3 ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÜÓËÉÚÙ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÐÏÒÔÒÅÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÉÓÔÅÍ
{ dx

dt = −y + x(x2 + y2 − 1)
dy
dt = x− y(x2 + y2 − 1)

(25)

É { dx
dt = −y + 2x(x2 + y2 − 1)
dy
dt = x− 2y(x2 + y2 − 1):

(26)

òÉÓ. 2.
{ dx

dt = −y + x(x2 + y2 − 1)
dy
dt = x− y(x2 + y2 − 1): òÉÓ. 3.

{ dx
dt = −y + 2x(x2 + y2 − 1)
dy
dt = x− 2y(x2 + y2 − 1):

óÉÓÔÅÍÁ (25) ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÏËÏÑ:

(0; 0); (1; 1); (−1;−1); (27)

ÓÉÓÔÅÍÁ (26) | ÐÑÔØ ÔÏÞÅË ÐÏËÏÑ:

(0; 0);
(
−1

2; 1
2

)
;

(1
2;−1

2

)
;

(
−
√

3
2 ;−

√
3

2

)
;

(√
3

2 ;
√

3
2

)
: (28)

úÁÍÅÎÁ {
x = 1√

2(� − �)
y = 1√

2(� + �) ⇔
{
� = 1√

2(x+ y)
� = 1√

2(−x+ y) (29)

ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÓÉÓÔÅÍÕ (25) Ë ×ÉÄÕ 



d�
dt = −�(�2 + �2)
d�
dt = −�(�2 + �2 − 2);

(30)
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ÏÔËÕÄÁ
d�
d� = �

�
�2 + �2 − 2
�2 + �2 ; (31)

Á ÓÉÓÔÅÍÕ (26) | Ë ×ÉÄÕ 



d�
dt = �(1− 2(�2 + �2))
d�
dt = �(3− 2(�2 + �2));

(32)

ÏÔËÕÄÁ
d�
d� = �

�
3− 2(�2 + �2)
1− 2(�2 + �2) : (33)

éÚ (31) É (33) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÐÏÒÔÒÅÔÙ ÓÉÓÔÅÍ (25) É (26) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÐÒÑÍÙÈ � = 0 É � = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ x + y = 0 É x − y = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ
ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍ (25) É (26) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ. ïÔÓÀÄÁ É ÔÏÞËÉ ÐÏËÏÑ ×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
x2 + y2 − 1 = 0 ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÔÉÐ �ÃÅÎÔÒ�.

ðÒÉ lim |x| = lim |y| = +∞ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ (25) É (26) ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÐÏÄÏÂÎÏ ÒÅÛÅÎÉÑÍ

dy
dx = −yx;

ÔÏ ÅÓÔØ xy ≈ C. úÎÁÞÉÔ, × ÐÒÅÄÅÌÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ | ÒÁ×ÎÏÂÏËÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ Ó ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ x = 0 É
y = 0.
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ï ÐÒÉÎÃÉÐÁÈ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ
ó. ÷. ä×ÏÒÑÎÉÎÏ×

÷ ÓÅÎÔÑÂÒÅ 2010 Ç. ÉÓÐÏÌÎÉÌÏÓØ ÂÙ 75 ÌÅÔ ÄÏËÔÏÒÕ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, ÐÒÏÆÅÓ-
ÓÏÒÕ óÁÍÁÒÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ìØ×Õ íÅÊÌÉÈÏ×ÉÞÕ âÅÒËÏ×ÉÞÕ. üÔÁ ÚÁÍÅÔËÁ
ÐÏÓ×ÑÝÁÅÔÓÑ ÐÁÍÑÔÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÐÅÄÁÇÏÇÁ É ÞÅÌÏ×ÅËÁ.

õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ÐÒÉÍÅÒÏ× ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÏ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

1. ï ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

ðÅÒ×ÙÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÏÔËÒÙÌ æÒÁÎÓÕÁ ÷ÉÅÔ. üÔÏÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÅÊÞÁÓ
ÉÚÕÞÁÀÔ × ÛËÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

x2 + px+ q = 0 (1)
É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x = x1. äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ
ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÄÅÌÁÅÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÕ

x = x1 + z; (2)
ÇÄÅ z | ÎÏ×ÁÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ. äÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

(x1 + z)2 + p(x1 + z) + q = 0; ÉÌÉ x2
1 + 2x1z + z2 + px1 + pz + q = 0:

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÕÍÍÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ É ÛÅÓÔÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
2x1z + z2 + pz = 0, ÉÌÉ z(2x1 + z + p) = 0. åÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ z = 0, ÔÏ ËÏÒÅÎØ x ÂÕÄÅÔ
ÒÁ×ÅÎ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ËÏÒÎÀ x1, É ÎÏ×ÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. ðÒÉ z 6= 0 ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï z = −2x1 − p. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

x = −x1 − p: (3)
æÏÒÍÕÌÁ (3) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÏÄÉÎ. ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ,
ÞÔÏ ËÏÒÎÅÊ (ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) Õ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÄÒÕÇÕÀ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÚÁÍÅÎÕ:

x = z
x1
: (∗)

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

z2

x2
1

+ p zx1
+ q = 0; ÉÌÉ z2 + pzx1 + qx2

1 = 0:

ôÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ px1 = −q− x2
1, ÔÏ z2 + z(−q− x2

1) + qx2
1 = 0. ïÔÓÀÄÁ z(z − q)− x2

1(z − q) = 0,
ÉÌÉ (z− q)(z− x2

1) = 0. åÓÌÉ z− x2
1 = 0, ÔÏ x = x1, É ÎÏ×ÏÇÏ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÙ ÎÅ

ÎÁÈÏÄÉÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, z − x2
1 6= 0 É ÐÏÜÔÏÍÕ z = q. óÏÇÌÁÓÎÏ (*), ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ

ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒ×ÙÊ:

x = q
x1
: (4)

æÏÒÍÕÌÙ (3), (4) ÚÁÄÁÀÔ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.
31
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÉÅÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.
ôÁË ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ax3 + bx2 + cx + d = 0 ÐÒÉ a 6= 0 ÔÒÅÔÉÊ ËÏÒÅÎØ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÏÒÎÑ x1 É x2 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

x3 = − d
ax1x2

: (5)

æÏÒÍÕÌÙ (3), (4), (5) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ × ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ)
ÓÌÕÞÁÅ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÉÌÉ ËÏÒÎÉ) ÂÉË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅ-
ÎÉ x4 +px2 +q = 0 ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÒÎÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
Y 2 + pY + q = 0, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ x = ±√Y .

2. ï ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′′ + y = 0 ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ: y1 = cosx, y2 = sinx,
ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. úÁÍÅÞÁ-
ÔÅÌØÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÉÌÉ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

y = C1y1 + C2y2; ÉÌÉ y = C1 cosx+ C2 sinx:
úÄÅÓØ C1 É C2 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ. åÝÅ ÐÒÉÍÅÒ: ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′′ − y = 0
ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ y = C1ex + C2e−x.

òÅÛÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÕÍÅÌ ì. üÊ-
ÌÅÒ × ËÏÎÃÅ 18-ÇÏ ×ÅËÁ. ôÁËÖÅ É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ n ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ:

y = C1y1 + C2y2 + :::+ Cnyn: (6)
æÏÒÍÕÌÁ (6) ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÕÀ ( = ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ) ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

xn = a1xn−1 + a2xn−2 + :::+ akxn−k:
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

xn = 5xn−1 − 6xn−2:
òÁÚÙÓËÉ×ÁÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ xn = �n, ÐÏÌÕÞÉÍ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �

�2 = 5�− 6;
ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÍ �1 = 2; �2 = 3. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ xn =
C1 · 2n + C2 · 3n É ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ä×Á ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ 2n É 3n | ÔÁËÏ×Ï ÚÄÅÓØ ÐÒÏÑ×ÌÅÎÉÅ
ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ.

3. ï ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉËËÁÔÉ

îÅÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

dy
dt = P (t)y2 +Q(t)y +R(t) (7)
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ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
t, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ òÉËËÁÔÉ. ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7).
÷ÙÐÏÌÎÉÍ ÚÁÍÅÎÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÅÌÁÌÉ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: y = y1 + z, ÇÄÅ z |
ÎÏ×ÁÑ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ z ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

dz
dx = Pz2 + (2Py1 +Q)z: (8)

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8) | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ âÅÒÎÕÌÌÉ (ÏÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ âÅÒÎÕÌÌÉ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8)
ÚÁÍÅÎÏÊ z = 1

u ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÀ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

u = CY (x) + f(x):
úÄÅÓØ f(x) | ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Y (x) | ÞÁÓÔÎÏÅ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ) ÒÅÛÅÎÉÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, C | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉËËÁÔÉ:

y = y1 + 1
CY (x) + f(x) (9)

æÏÒÍÕÌÁ (9) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÏÒÎÅÊ ÂÉË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉË-
ËÁÔÉ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉËËÁÔÉ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉËËÁÔÉ (7) (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈ
ÆÕÎËÃÉÊ y(t), y1(t), y2(t), y3(t), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑ-
ÝÅÊ ÏÔ t) ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÎÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ
ÆÕÎËÃÉÊ:

y − y1
y − y2

: y3 − y1
y3 − y2

= C (10)

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ y1(t), y2(t), y3(t), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉËËÁÔÉ (7). ôÏÇÄÁ
ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ y(t)

y(t) = (y1 − y3)y2C + y1(y3 − y2)
(y1 − y3)c+ (y3 − y2) : (11)

÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (11) C | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ
y(t0). æÏÒÍÕÌÁ (11) ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉËËÁÔÉ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÅÇÏ ÞÁÓÔÎÙÈ
ÒÅÛÅÎÉÑ.

ìÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ËÁË ÎÁÒÁÓÔÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÅÈ ÆÏÒÍÕÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÕÐÅÒ-
ÐÏÚÉÃÉÉ | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. äÌÑ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (3), (4), (5).
äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ
ÅÇÏ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. äÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉËËÁÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (11) ÅÓÔØ ÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÔÒÅÈ ÅÇÏ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÎÑÔÎÁ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÍ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. á ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÁÌØÛÅ? þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÙÛÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ? éÌÉ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ? éÓÔÏÒÉÑ ÚÄÅÓØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ!

4. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ åÒÍÁËÏ×Á-ðÉÎÎÉ

ëÉÅ×ÓËÉÊ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÷. ð. åÒÍÁËÏ× (1845{1922) × 1880 ÇÏÄÕ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÒÁÂÏ-
ÔÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ
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y′′ + a(x)y − by−3 = 0 (12)
(ÚÄÅÓØ b | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ Y ′′+ a(x)Y = 0, ÔÏÞÎÅÅ ÞÅÒÅÚ ÔÁËÉÅ Ä×Á ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Y1(x) É Y2(x), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ åÒÍÁËÏ×Á ÔÁËÏ×Á:

y(x) =
√
AY 2

1 +BY1Y2 + CY 2
2 :

úÄÅÓØ á;÷;ó | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ B2 − 4AC = −4b. ÷ ÉÔÏÇÅ ÎÁ
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ (ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ åÒÍÁËÏ×Á ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ (Á ÎÅ ÏÔ ÔÒÅÈ, ËÁË ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁ-
ÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ).

æÏÒÍÕÌÁ åÒÍÁËÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ | ÏÂÝÅÅ ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ åÒÍÁËÏ×Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y = F (Y1(x); Y2(x); c1; c2);
ÇÄÅ Y1(x), Y2(x) | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × 1950 ÇÏÄÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÐÕÓÔÑ 70 (!) ÌÅÔ ÐÏÓÌÅ ÐÏ-
Ñ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ åÒÍÁËÏ×Á, ÐÏÌÕÞÉÌ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË å. Pinney, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÒÁÂÏÔÏÊ
åÒÍÁËÏ×Á. ôÅÐÅÒØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (12) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ åÒÍÁËÏ×Á-ðÉÎÎÉ.

÷ ÓÌÏ×ÁÒÅ [1] Ï ÷. ð. åÒÍÁËÏ×Å ÓËÁÚÁÎÏ ËÒÁÔËÏ: \ÒÕÓÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ÐÅÄÁÇÏÇ, ÞÌÅÎ-ËÏÒÒÅÓÐÏÎ-
ÄÅÎÔ ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ îÁÕË Ó 1884 ÇÏÄÁ, Á×ÔÏÒ ÔÒÕÄÏ× ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ".

÷ ÓÌÏ×ÁÒÅ [5] ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÏÄÉÌÓÑ ÷ÁÓÉÌÉÊ ðÁ×ÌÏ×ÉÞ 27 ÆÅ×ÒÁÌÑ (11 ÍÁÒÔÁ ÐÏ ÎÏ×ÏÍÕ
ÓÔÉÌÀ) × ÓÅÌÅ ôÅÒÀÈÁ çÏÍÅÌØÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ âÅÌÏÒÕÓÓÉÉ, × 1868 ÇÏÄÕ ÏËÏÎÞÉÌ ëÉÅ×ÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉ-
ÔÅÔ, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÁÌ × 1877 ÇÏÄÕ. ÷ 1870 Ç. ÏÔËÒÙÌ ×ÅÓØÍÁ ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×. õÄÅÌÑÌ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ, × 1884-86 ÇÏÄÁÈ ÉÚÄÁ×ÁÌ
\öÕÒÎÁÌ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ".

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï ÎÅÍ × ËÎÉÇÅ [2]: \ðÒÏÆÅÓÓÏÒ ÷ÁÓÉÌÉÊ ðÁ×ÌÏ×ÉÞ åÒÍÁËÏ×, ×ÅÓØÍÁ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÙÊ × ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÍÎÏÇÏ ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÉ × ÛËÏÌÅ, ×ÌÁÄÅÌ ÏÓÏÂÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÞÔÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÎÉÇ. ïÎ ÞÉÔÁÌ ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ
ÎÏ×ÏÊ ËÎÉÇÉ, ÞÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ËÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÓÅÂÅ ÓÔÁ×ÉÔ Á×ÔÏÒ, ÚÁÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ, ÞÔÏÂÙ
ÕÚÎÁÔØ, Ë ËÁËÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ Á×ÔÏÒ ÐÒÉÈÏÄÉÔ, É, ÚÁËÒÙ× ËÎÉÇÕ, ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÌ ÐÕÔØ
ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. îÅ ÒÁÚ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ åÒÍÁËÏ×ÙÍ, ÏËÁÚÙ-
×ÁÌÓÑ ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ Á×ÔÏÒ ËÎÉÇÉ. îÁÕËÁ × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÂÏÇÁÝÁÌÁÓØ
ÎÏ×ÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ.

öÅÌÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÛËÏÌØÎÉË, ÞÉÔÁÑ ÒÁÓÓËÁÚÙ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÚÁÄÁÞ, ÐÏÓÔÕÐÁÌ
ÐÏ ÓÐÏÓÏÂÕ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ åÒÍÁËÏ×Á, ÓÔÁÒÁÑÓØ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ
ÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÝÅ ÌÕÞÛÅ, ÄÁÔØ Ó×ÏÊ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ. ó ÔÁËÉÈ ÐÏÐÙÔÏË ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØ-
ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÎÁÞÁÌÁÓØ Ô×ÏÒÞÅÓËÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ËÒÕÐÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×. ÷ \öÕÒÎÁÌÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ", ÉÚÄÁ×Á×ÛÅÍÓÑ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ åÒÍÁËÏ×ÙÍ ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÕÞÁÝÉÈÓÑ
ÛËÏÌ, Ó ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÎÁÞÁÌ Ó×ÏÅ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Ï ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÇÅ-
ÎÉÁÌØÎÙÈ ÒÕÓÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× | çÅÏÒÇÉÊ æÅÏÄÏÓØÅ×ÉÞ ÷ÏÒÏÎÏÊ (\òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×Å ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ." öÕÒÎÁÌ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÉ, 1886, ÓÔÒ. 11). ÷ ÔÏÍ ÖÅ ÖÕÒÎÁÌÅ ÐÅÞÁÔÁÌÉ Ó×ÏÉ ÐÅÒ×ÙÅ ÀÎÏÛÅÓËÉÅ ÐÏÐÙÔËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ä. á. çÒÁ×Å, é. é. é×ÁÎÏ×,
÷. æ. ëÁÇÁÎ, é. é. þÉÓÔÑËÏ× É ÄÒÕÇÉÅ."

5. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ëÕÍÍÅÒÁ-û×ÁÒÃÁ

äÒÕÇÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× ÐÒÉÎÃÉÐ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:
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1
2
y′′
y − 3

4

(y′
y

)2
+ by2 = a(x):

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

y(x) = (AY 2
1 +BY1Y2 + CY 2

2 )−1:
úÄÅÓØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ á;÷;ó ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ B2 − 4AC = −4b, Y1(x), Y2(x) | ÆÕÎ-
ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Y ′′ + a(x)Y = 0.
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ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
ó. ëÕÌÅÛÏ×, á. óÁÌÉÍÏ×Á, ó. óÔÁ×ÃÅ×

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ËÕÒÓÁÎÔÁÍ
÷ÏÅÎÎÏ-×ÏÚÄÕÛÎÏÊ ÉÎÖÅÎÅÒÎÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ ÉÍ. ÐÒÏÆ. î. å. öÕËÏ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÅÍÙ 9 É 10. ôÅÍÙ 7 É 8 ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ.

ôÅÍÁ 9

ðÒÑÍÁÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ðÒÑÍÁÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å | ÏÂßÅËÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ, ÞÅÍ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

ÉÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ó×ÑÚÁÎÏ ÜÔÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÒÅÈÍÅÒÎÏ, Ô. Å. × ÎÅÍ ÅÓÔØ
ÔÒÉ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó×ÏÂÏÄÙ, Á ÐÒÑÍÁÑ | ÏÄÎÏÍÅÒÎÁ (ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ Ó×ÏÂÏÄÙ). ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÕÓÔÒÁÎÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ
ÓÔÅÐÅÎØ Ó×ÏÂÏÄÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÁÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ1, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ!

56. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

òÉÓ. 9.1. ë ×Ù×ÏÄÕ ËÁ-
ÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l × ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0; z0) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ−→a (p; q; r) (×ÅËÔÏÒ −→a , ËÁË É ÒÁÎÅÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ
ÐÒÑÍÏÊ). ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕM(x; y; z) × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÒÉÓ. 9.1)
É ×ÙÑÓÎÉÍ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÏÐÁÄÅÔ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ −−−→M0M
ÏËÁÖÅÔÓÑ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ −→a :

M ∈ l ⇔ −−−→M0M || −→a
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ

ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ: −−−→M0M || −→a ⇔ −−−→M0M = t−→a ;
ÇÄÅ t | ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

x− x0 = tp; y − y0 = tq; z − z0 = tr ⇔ x− x0
p = y − y0

q = z − z0
r : (9.1)

éÔÁË, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÐÒÑÍÕÀ l, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:
x− x0
p = y − y0

q = z − z0
r : (9.2)

úÄÅÓØ (x0; y0; z0) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÒÑÍÏÊ l, Á (p; q; r) | ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9.2) ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
1éÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÐÒÉÒÏÄÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + y2 = 0

× ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ Ä×ÕÍÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ: x = 0, y = 0.
36
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57. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ: x = x(t), y = y(t), z = z(t), ÇÄÅ t | ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ t | ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ É ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9.1) × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ:





x− x0 = tp;
y − y0 = tq;
z − z0 = tr

⇔




x = x0 + tp;
y = y0 + tq;
z = z0 + tr:

(9.3)

58. ïÂÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

òÉÓ. 9.2. ë ÏÂÝÅÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÐÒÑÍÏÊ ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÓÎÏ×Ù-
×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ Ä×Å ÎÅÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

�1: A1x+B1y + C1z +D1 = 0; (9.4)
�2: A2x+B2y + C2z +D2 = 0: (9.5)

÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÅÍÁÈ ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ −→n1(A1; B1; C1) É −→n2(A2; B2; C2)
ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

ïÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÒÉÓ. 9.2, ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M(x; y; z) ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ
ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÏÐÁÄÅÔ ËÁË × ÐÌÏÓËÏÓÔØ �1, ÔÁË É
× ÐÌÏÓËÏÓÔØ �2. úÎÁÞÉÔ, ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
(9.4), ÔÁË É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (9.5). ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l | ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ

l:
{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0;
A2x+B2y + C2z +D2 = 0: (9.6)

ôÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÝÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

59. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÅËÃÉÑÈ
åÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÄÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ

ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l:

l: x− x0
p = y − y0

q = z − z0
r :

éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÉÓÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉM0(x0; y0; z0), ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÑÍÁÑ,
É ÎÁÊÔÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ −→a (p; q; r) ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ
ÐÒÑÍÏÊ l ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÅËÃÉÀ
M1(x0; y0; 0) ÔÏÞËÉ M0 ÎÁ ÔÕ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ−→a1(p; q; 0).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ l1 (ÐÒÏÅËÃÉÉ l ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 0) | ÜÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:

l1: x− x0
p = y − y0

q ; z = 0:
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ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÚÄÅÓØ ×ÙÐÉÓÁÎÙ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ:

�1: x− x0
p = y − y0

q É Oxy: z = 0

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÐÒÑÍÏÊ l ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ x = 0 É y = 0:

l2: y − y0
q = z − z0

r ; x = 0;

l3: x− x0
p = z − z0

r ; y = 0:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÉÚ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÐÁÒ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

�1: x− x0
p = y − y0

q ;

�2: y − y0
q = z − z0

r ;

�3: x− x0
p = z − z0

r :

îÁ ÒÉÓ. 9.3 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ Ä×Å ÔÁËÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ
ÐÒÑÍÏÊ l. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ | ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ: 




x− x0
p = z − z0

r ;

x− x0
p = y − y0

q :

îÏ ÉÚ ÎÅÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:
x− x0
p = z − z0

r = y − y0
q ;

Ô. Å. ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l.

òÉÓ. 9.3. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÅËÃÉÑÈ

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1 ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ z. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ (x; y; 0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1, ÔÏ
ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÔÏÞËÁ (x; y; z)
Ó ÌÀÂÙÍ z. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÏÞËÕ (x; y; 0) ÐÅ-
ÒÅÍÅÝÁÔØ ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÉÉ, ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ
× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ �1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ
ÏÓÉ Oz.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ �2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ Ox, Á ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔØ �3 | ÏÓÉ Oy. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, Á ÓÉÓÔÅÍÁ

l:





x− x0
p = z − z0

r ;

x− x0
p = y − y0

q ;

y − y0
q = z − z0

r :

(9.7)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÅËÃÉÑÈ.
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60. ÷ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ l É l′ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÇÕÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ (l = l′), ÂÙÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ

(l ‖ l′), ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ M (l∩ l′ = M) ÉÌÉ ÓËÒÅÝÉ×ÁÔØÓÑ (l−. l′). îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ |
ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÜÔÉ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÐÒÑÍÙÈ:

l: x− x0
p = y − y0

q = z − z0
r ; l′: x− x′0

p′ = y − y′0
q′ = z − z′0

r′ :

éÚ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0; z0), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÐÒÑÍÏÊ l, ÔÏÞËÕ M ′
0(x′0; y′0; z′0),

ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÑÍÁÑ l′, É ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ −→a (p; q; r) É −→a ′(p′; q′; r′) ÜÔÉÈ ÐÒÑ-
ÍÙÈ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÖÅ ×ÅËÔÏÒ

−→m =
−−−−→
M ′

0M0(x0 − x′0; y0 − y′0; z0 − z′0):

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÉÓÓÌÅÄÕÑ ÜÔÉ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÐÒÑÍÙÅ l É l′. ïÂÒÁ-
ÔÉÍÓÑ Ë ÒÉÓ. 9.4.

îÁ ÒÉÓ. 9.4, Á ÏÔÒÁÖÅÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ: l = l′. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ
ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ: −→a , −→a ′ É −→m ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ (ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÌÌÉÎÅ-
ÁÒÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

òÉÓ. 9.4. ÷ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å: Á) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ; Â) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ; ×) ÐÅÒÅÓÅËÁÀ-
ÝÉÅÓÑ; Ç) ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÚÁ-
ÄÁÎÎÙÈ ÒÁÚÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:

l: x− 2
−2 = y − 3

1 = z − 4
2 ;

l′: x− 4
4 = y − 2

−2 = z − 2
−4 :

úÄÅÓØ −→a (−2; 1; 2), −→a ′(4;−2;−4) = −2−→a É −→m =
= (−2; 1; 2) = −→a .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ l 6= l′, ÎÏ l ‖ l′
(ÒÉÓ. 9.4, Â). ôÏÇÄÁ ÉÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ
ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, Ô. Å.

p
p′ = q

q′ = r
r′ ;

ÎÏ −→m ∦ −→a .
÷ÙÐÉÛÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×ÅËÔÏ-

ÒÏ× É ×ÅËÔÏÒÁ −→m ÄÌÑ ÐÒÑÍÙÈ:

l: x
−2 = y − 3

1 = z − 4
2 ; l′: x− 4

4 = y − 2
−2 = z − 2

−4 :

−→a (−2; 1; 2), −→a ′(4;−2;−4) = −2−→a , −→m(−4; 1; 2). ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ −→a ‖ −→a ′, ÎÏ −→m ∦ −→a . úÎÁÞÉÔ,
ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÎÏ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

ðÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 9.4, ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, −→a ∦ −→a ′. ïÄÎÁËÏ
É × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÔÓÑ (ÒÉÓ. 9.4, Ç), ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÒÑÍÙÈ ÎÅ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ! ëÁË ÖÅ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ?

÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÉÓÓÌÅÄÕÑ ÒÉÓ. 9.4, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ÏÔ-
ÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ × ÏÄÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→a ′ É −→m ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, Á × ÐÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕËÁ-
ÚÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ!
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ïÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÑ: ×ÅËÔÏÒÙ −→a , −→a ′ É −→m ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 〈−→a ;−→a ′;−→m〉 = 0. ïÓÔÁÌÏÓØ
×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ:

〈−→a ;−→a ′;−→m〉 =

∣∣∣∣∣∣

p q r
p′ q′ r′

x0 − x′0 y0 − y′0 z0 − z′0

∣∣∣∣∣∣
:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ ÒÁ×ÅÎ
ÎÕÌÀ, ÔÏ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ô. Å. ÍÏÇÕÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ, ÂÙÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÉÌÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ.
ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ.

ðÒÉÍÅÒ 9.1. ÷ÙÑÓÎÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ:

l1: x− 3
1 = y + 5

2 = x− 2
3 ; l2: x− 3

0 = y + 5
2 = x+ 1

−1 ; l3: x− 6
2 = y + 2

1 = x− 4
−1 :

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ:

−→a1(1; 2; 3); −→a2(0; 2;−1); −→a 3(2; 1;−1):

ôÏÞËÉ Mi, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÐÒÑÍÙÍ li (i = 1; 2; 3), ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

M1(3;−5; 2); M2(3;−5;−1); M3(6;−2; 4):

÷×ÅÄÅÍ ×ÅËÔÏÒÙ −→m12 = −−−−→M1M2(0; 0;−3) É −→m13 = −−−−→M1M3(3; 3; 2).
÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

〈−→a1;−→a2;−→m12〉 =

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
0 2 −1
0 0 −3

∣∣∣∣∣∣
= −6 6= 0;

ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ l1−. l2.
ôÅÐÅÒØ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ l1 É l3, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÎÁÊÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ:

〈−→a1;−→a 3;−→m13〉 =

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
2 1 −1
3 3 2

∣∣∣∣∣∣
= 1(2 + 3)− 2(4 + 3) + 3(6− 3) = 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÐÒÑÍÙÅ l1 É l3 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ó ÄÒÕ-
ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, −→a1 ∦ −→a 3 (ÐÏÞÅÍÕ?). úÎÁÞÉÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÅÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É ÍÏÇÕÔ
ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ!

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ l2 É l3 ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ
×ÙÛÅ ÓÈÅÍÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

61. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ
Ë ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ ÐÒÑÍÙÍ

éÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ l, ÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÝÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ l1 É l2 ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ (ÒÉÓ. 9.5).
üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏÍ Ë ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ ÐÒÑÍÙÍ.
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òÉÓ. 9.5. ïÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ
Ë ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ ÐÒÑÍÙÍ

ãÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ | ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÁ Ë ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ ÐÒÑÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÚÁÄÁÎÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:

l1: x− x1
p1

= y − y1
q1

= z − z1
r1

;

l2: x− x2
p2

= y − y2
q2

= z − z2
r2

:

éÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÙ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÞËÉ
M1(x1; y1; z1) É M2(x2; y2; z2), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÐÒÑÍÙÍ l1 É l2, É ÉÈ
ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ −→a1(p1; q1; r1) É −→a 2(p2; q2; r2).

ïÄÎÁËÏ ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÉÓÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒ-
ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ l, ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÎÁÔØ ÅÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ−→a (p; q; r) É ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0; z0) ∈ l:

îÁÞÎÅÍ Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ l⊥l1 É l⊥l2, ÔÏ
ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ −→a ⊥−→a1 É −→a ⊥−→a2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [−→a1;−→a2]⊥−→a1 É [−→a1;−→a2]⊥−→a2. úÎÁÞÉÔ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀ-
ÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ −→a = [−→a1;−→a2]: åÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

îÏ ×ÏÔ ÔÏÞËÕ M0 ∈ l ÕÇÁÄÁÔØ ËÒÁÊÎÅ ÓÌÏÖÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å M0 ×ÙÂÒÁÔØ
ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ l1 ÉÌÉ l2, ÔÏ ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ l′,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→a , ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. ôÁË ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ
ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÄÌÑ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ M0 Õ ÎÁÓ ÎÅÔ.

òÉÓ. 9.6. ðÒÑÍÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ

ïÄÎÁËÏ ËÒÏÍÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÅÝÅ É ÏÂÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÐÒÑ-
ÍÕÀ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ,
ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÐÒÑÍÙÈ l1 É l2
ÎÁÊÔÉ Ä×Å ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÈ ÏÂÝÉÊ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ
ÓÉÔÕÁÃÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÓËÒÅÝÉ-
×ÁÀÝÉÍÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ×ÉÄÅÎ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÔÞÅÔÌÉ×Ï. üÔÏ
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÐÒÑÍÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ, Ô. Å.
× ÔÁËÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ, ÇÄÅ ÂÏËÏ×ÙÅ ÒÅÂÒÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ (ÒÉÓ. 9.6).

åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ×ÙÂÒÁÔØ
l1 = (D1A1) É l2 = (AB), ÔÏ ÉÈ ÏÂÝÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑ-
ÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÒÅÂÒÏ (AA1) = l. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
(AA1)) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ËÁË ÎÉÖÎÅÍÕ, ÔÁË É ×ÅÒÈ-
ÎÅÍÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ. úÎÁÞÉÔ, ÒÅÂÒÏ (AA1) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÎÏ ×ÓÅÍ ÐÒÑÍÙÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ. ðÏÜÔÏÍÕ
(AA1)⊥l1 É (AA1)⊥l2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÑÍÁÑ (AA1) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ l1 × ÔÏÞËÅ A1, Á ÐÒÑÍÕÀ l2
× ÔÏÞËÅ A.

éÚ ÒÉÓÕÎËÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ (AA1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÇÒÁÎÅÊ ADD1A1 É ABB1A1, ÉÎÁÞÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, l = �1 ∩ �2. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÝÉÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l (ÓÍ. ÓÔÒ. 37).

îÁÞÎÅÍ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1. éÚ ÒÉÓÕÎËÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �1 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ
M1(x1; y1; z1) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a1(p1; q1; r1) É −→a (p; q; r). ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ −→a1 ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÊ ÐÒÑÍÏÊ l1, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ −→a ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ
ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [−→a1;−→a2]. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
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ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1:

�1:

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
p1 q1 r1
p q r

∣∣∣∣∣∣
= 0:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ �2 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M2(x2; y2; z2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a É−→a2(p2; q2; r2). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

�2:

∣∣∣∣∣∣

x− x2 y − y2 z − z2
p2 q2 r2
p q r

∣∣∣∣∣∣
= 0:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (9.8), ÞÔÏ ÄÁÓÔ ÎÁÍ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ.

l:





∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
p1 q1 r1
p q r

∣∣∣∣∣∣
= 0;

∣∣∣∣∣∣

x− x2 y − y2 z − z2
p2 q2 r2
p q r

∣∣∣∣∣∣
= 0:

(9.8)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÑÍÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Ñ×ÌÑÌÉÓØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÒÅÂÅÒ. ðÏÄÕÍÁÊÔÅ,
ËÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ (ÏÔ×ÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ).

÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 9.10 ÒÁÚÏÂÒÁÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ. íÙ ÖÅ
ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ ÎÅ ÚÕÂÒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (9.8), Á ÚÁÐÏÍÎÉÔØ ÒÉÓ. 9.6 É ÔÏÔ
ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÁ-
ÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.

62. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ
÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÓÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ. îÁ ÒÉÓ. 9.7, Á | ÜÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ AA1.

òÉÓ. 9.7. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ
ÐÒÑÍÙÍÉ



ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ 43

òÉÓ. 9.8. ðÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÄÌÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ
ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ

åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÓÍÏÇÌÉ ÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÁ ÓÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÅÛÅÎÁ. îÏ,
ËÁË ×Ù ÐÏÎÉÍÁÅÔÅ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÒÅÛÉÔØ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,
ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÓÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÕÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÎÁÊÔÉ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ.

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ l1 ÐÌÏÓËÏÓÔØ �1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l2,
Á ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M2 | ÐÌÏÓËÏÓÔØ �2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l1, ËÁË ÐÏ-
ËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 9.7, Â. éÚ ÒÉÓÕÎËÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ AA1 |
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ �1 É �2.

åÓÌÉ ÎÁÊÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÇÒÁÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÁÔ ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ �1 É �2, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÅÖÄÕ
ÐÒÑÍÙÍÉ, ÓÏ×ÐÁÄÁÌÏ ÂÙ Ó ×ÙÓÏÔÏÊ h ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ. ôÁËÏÊ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 9.8. åÇÏ ÒÅÂÒÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ ×ÅËÔÏÒÙ

−→a1, −→a 2 É −→m = −−−−→M1M2.
ïÓÔÁÌÏÓØ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ×ÙÓÏÔÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍ V ÐÁÒÁÌÌÅ-

ÌÅÐÉÐÅÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Sh (ÇÄÅ h | ×ÙÓÏÔÁ, Á S | ÐÌÏÝÁÄØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ)
ÉÌÉ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

V = |〈−→a1;−→a2;−→m〉| :
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÌÏÝÁÄØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ | ÜÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ

ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→a1 É −→a2, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÌÉÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

S = |[−→a1;−→a2]|:
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

�(l1; l2) = |〈−→a1;−→a2;−→m〉|
|[−→a1;−→a2]| : (9.9)

ðÏÄÒÏÂÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÐÒÉÍÅÒÅ 9.11.

63∗. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
÷ ÌÅËÃÉÉ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÉÓØ Ó ÔÁËÉÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ËÁË ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÏÎÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÕÞËÁ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

úÄÅÓØ ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ, ÉÓÓÌÅÄÏ×Á× ÐÕÞÏË ÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ P2.

ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ô. Å. ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ É ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

x
p = y

q = z
r :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÏÊ-
ËÕ ÞÉÓÅÌ (p; q; r). ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÔÁËÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ � ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÎÏ×ÕÀ ÔÒÏÊËÕ, ÈÏÔÑ ÐÒÑÍÁÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ ÞÉÓÅÌ
Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ: (p : q : r). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �

(p : q : r) = (�p : �q : �r):
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63.1. ëÁÒÔÙ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ËÁË-ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÎÁÊÔÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ËÁË
ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ, ÔÁË É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ.

áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ux ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÔÅÍ ÐÒÑÍÙÍ

x
p = y

q = z
r ;

Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ p ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ
(q
p;
r
p

)

×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÉÌÉ ÔÏÞËÅ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ux ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,
ÞÔÏ É ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
(Opqr) É ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (1; 0; 0) ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ux, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ p = 1 (ÒÉÓ. 9.9).

ôÏÇÄÁ �ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï� ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÕÔ ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ, ÅÓÌÉ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ux ××ÅÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
(Opxy). ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ

l: x
p = y

q = z
r

ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ux ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p 6= 0, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ m ÂÕÄÅÔ
ÉÍÅÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

(
1; qp ;

r
p

)
× ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÌÉ

(q
p;
r
p

)
× ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

(Opxy).

òÉÓ. 9.9. ëÁÒÔÁ Ux ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

ðÌÏÓËÏÓÔØ Ux ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÁÒÔÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÅÅ ÔÏÞËÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ
ÔÏÞËÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÂÌÉÚËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏ-
ÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÂÌÉÚËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÒÔÙ
(ÓÍ. ÒÉÓ. 9.9).

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ ×ÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÌÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÓÔÁ×ÑÔ Ó×ÏÊ ÓÌÅÄ
ÎÁ ËÁÒÔÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÙÅ l4 É l5 ÎÁ ÒÉÓ. 9.9 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÕÔ
ËÁÒÔÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÒÔÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ ÌÉÛØ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÈÏÔÑ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÕÀ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ËÁÒÔÅ Ux ÂÕÄÕÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÑÍÙÍ

l: x
0 = y

q = z
r :

ìÀÂÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ p = 0, ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÏÊ Ux, É ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ
ÔÏÞËÕ, ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ P1. ïÂÏÚÎÁ-

ÞÉÍ ÜÔÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÌÅÖÁÝÕÀ × ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÞÅÒÅÚ L∞.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÁÒÔÙ Ux (ÏÂÙË-

ÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L∞. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: Á ËÁË ÜÔÉ ËÕÓËÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ?

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ËÁË ËÁÒÔÕ Ux (ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ l�), ÔÁË É ÐÌÏÓËÏÓÔØ p = 0 (ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ l) (ÒÉÓ. 9.10).
ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ
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ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ, ÌÅÖÁÝÕÀ, ÏÞÅ-
×ÉÄÎÏ, × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÞÅÒÅÚ L�. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÒÔÅ Ux ×ÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ
ÐÒÑÍÁÑ L�, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ËÁËÏÊ?), ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÏÂÙÞÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ l�.

òÉÓ. 9.10. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ L,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÒÑÍÙÍ × ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ �

îÁ ÐÒÑÍÏÊ l� ×ÙÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË m1, m2,
m3; : : :, �ÕÈÏÄÑÝÕÀ × ÐÌÀÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ�. üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÑÍÙÍ l1; l2; : : : (ÔÏÞËÁÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). ðÒÉÞÅÍ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ lim

mi→∞
li = l |

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ � É p = 0. ïÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÔÏÞËÅ m ∈ L∞ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

íÏÖÎÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l� ×ÙÂÒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË
m−1, m−2; : : :, �ÕÈÏÄÑÝÕÀ × ÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ�, É ÕÂÅÄÉÔØ-
ÓÑ, ÞÔÏ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÔÏÞËÁ m ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË L� ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ, ÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ËÁÒÔÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÐÒÑÍÁÑ l�,
ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ËÒÉ×ÕÀ
(Ë ÏÂÏÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÍ ËÏÎÃÁÍ ÐÒÑÍÏÊ l� ÐÏÄËÌÅÉ×Á-
ÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ m ∈ L∞).

íÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÅÝÅ Ä×Å ËÁÒÔÙ | ÐÌÏÓËÏÓÔØ Uy: q = 1 É
ÐÌÏÓËÏÓÔØ Uz: r = 1. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
(ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ)
ÐÏÐÁÄÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÕ ËÁÒÔÕ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, P2 = Ux ∪Uy ∪
Uz.

îÁ ÒÉÓ. 9.11 ÐÏËÁÚÁÎÙ Ä×Å ËÁÒÔÙ Ux É Uy. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁ-
ÎÉÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ËÒÏÍÅ {p = 0; q = 0}, ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÌÉÂÏ × ÏÄÎÕ, ÌÉÂÏ × ÄÒÕÇÕÀ ËÁÒÔÕ. úÎÁÞÉÔ,
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ux ∪ Uy ÄÁÅÔ ×ÓÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

òÉÓ. 9.11. ä×Å ËÁÒÔÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÒÉÓ. 9.11 ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÌÏÖÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÅ Ï ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØ-
ÓÑ, ÞÔÏ × ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ Ä×Å ËÁÒÔÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ.
îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÂÝÁÑ ÞÁÓÔØ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÂÅÚ Ä×ÕÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ

x
p = y

q = z
r

ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÅÄ ÎÁ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ Ux É Uy ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-
ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ p 6= 0 É q 6= 0. þÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
ÓÅÂÅ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÉÓ. 9.12, ÎÁ ËÏ-
ÔÏÒÏÍ ÐÒÑÍÙÅ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÁÒÔ
Ux ÉÌÉ Uy, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ, ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÓÅÒÙÍ
Ã×ÅÔÏÍ.

ðÒÑÍÙÅ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ p = 0, ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÀÔ × ËÁÒ-
ÔÕ Ux, Á ÌÅÖÁÝÉÅ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ q = 0 | × ËÁÒÔÕ Uy. ÷ÓÅ
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÕÔ ÏÂÅ ËÁÒÔÙ Ux É Uy. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÑ-
ÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ O(0; 0; 0) É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ p = 0, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ Lp=0, Á ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ q = 0, | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ Lq=0.
úÎÁÞÉÔ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ux∩Uy | ÜÔÏ ×ÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÂÅÚ Ä×ÕÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ.
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òÉÓ. 9.12. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ, ÎÅ ÐÏÐÁ×ÛÉÈ ×
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÁÒÔ Ux ∪ Uy

òÉÓ. 9.13. óÆÅÒÁ ËÁË ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ

63.2. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. åÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÆÅÒÕ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÒÉÓ. 9.13).

ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ ÜÔÕ ÓÆÅÒÕ ÒÏ×ÎÏ ×
Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÆÅÒÕ,
Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓËÌÅÉÌÉ ×ÓÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ! äÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÓÏ ÓÆÅÒÏÊ ÐÏÓÌÅ ÔÁËÏÊ ÓËÌÅÊËÉ. ïÄÎÁËÏ ÔÁËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×Ï
ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ.
63.3. ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁË ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ
(Ô. Å. ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÅÅ ÞÁÓÔØ) ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÏÂÙÞÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ
×ÏÐÒÏÓ: ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁÒÔÕ
Ux É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÕÀ l� (ÒÉÓ. 9.10). üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÑÍÙÅ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÌÅÖÁÝÉÅ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ ËÁÒÔÅ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ ÎÅËÕÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ L� ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÅ ×ÓÀ,
Á ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÐÏÞÅÍÕ?).

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÎÁ ËÁÒÔÅ Ux Ä×Å ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ l� É l�′ . ïÎÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ
ÐÒÑÍÙÅ L� É L�′ , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÑÍÙÍ × ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ � É �′ (ÒÉÓ. 9.14).

÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � É �′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ l, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÔÏÞËÅ m ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. üÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ L� É
L�′ (ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ × ËÁÒÔÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ l� É l�′) × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ
ÔÏÞËÕ m, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ×ÉÄÎÁ ÎÁ ËÁÒÔÅ.

òÉÓ. 9.14. ä×Å ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ
ÐÒÑÍÙÅ

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ
ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Ô. Å. ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. æÁËÔ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÊ, ÎÏ ÏÎ
ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÓÔÒÁÎÎÙÊ ÔÅÚÉÓ: ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÎÁ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ m, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÛÌÁ
ÒÅÞØ ×ÙÛÅ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ ËÁÒÔÅ Ux, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÅÉÍ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ L� É L�′ , ËÏÔÏÒÙÅ × �ËÏÎÅÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�, Ô. Å. ÎÁ
ËÁÒÔÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ

ðÒÉÍÅÒ 9.2. ðÒÑÍÁÑ ÚÁÄÁÎÁ ÏÂÝÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:

l:
{

2x− 5y + 4z + 5 = 0;
x+ 2y − z + 1 = 0: (9.10)
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úÁÐÉÓÁÔØ ÅÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
òÅÛÅÎÉÅ. þÔÏÂÙ ×ÙÐÉÓÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ (9.2), ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ
ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, É ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÊ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÞËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ M0(x0; y0; z0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÊ l, ÔÏ ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÉÓÔÅÍÅ, ×ÙÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÐÒÉÍÅÒÁ. ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ 2 ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ É ÔÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ! ðÏÜÔÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ | ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ). îÏ ×ÅÄØ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-
ÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ! ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, z = 1 (ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÕÄÏÂÎÏÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ). ôÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ:

{
2x− 5y = −9;
x+ 2y = 0:

òÉÓ. 9.15. òÉÓÕ-
ÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 9.2

éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÍ x = −2y É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
× ÐÅÒ×ÏÅ:

−4y − 5y = −9;
ÏÔËÕÄÁ y = 1. úÎÁÞÉÔ, x = −2. ÷ÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÌÉ z = 1, ÎÁÈÏÄÉÍ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ M0(−2; 1; 1), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ó ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ. þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ,
ËÁË ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÉÓ. 9.15. îÁ ÎÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ �1, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (9.10),
É ÐÌÏÓËÏÓÔØ �2, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÁÑ l ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �1, ÔÏ ÏÎÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÎÏÒÍÁÌÉ
Ë ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ô. Å. l⊥−→n1(2;−5; 4). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÑÍÁÑ l ÌÅÖÉÔ É × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �2, Á ÚÎÁÞÉÔ,
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ É ×ÅËÔÏÒÕ−→n2(1; 2;−1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ−→a ÐÒÑÍÏÊ ÄÏÌÖÅÎ
ÂÙÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ËÁË ×ÅËÔÏÒÕ −→n1, ÔÁË É −→n2.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ [−→n1;−→n2] ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÏÂÏÉÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→n1 É −→n2. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒ −→a = [−→n1;−→n2] ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ËÁË
ÉÝÕÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ:

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
2 −5 4
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣
= −3−→{ + 6−→| + 9−→k :

éÔÁË, ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ | ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ −→a (−3; 6; 9).
úÎÁÞÉÔ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

x+ 2
−3 = y − 1

6 = z − 1
9 :

ðÒÉÍÅÒ 9.3. ÷ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ M1(0; 2;−1) É M2(−1; 2; 3).
òÅÛÅÎÉÅ. ðÁÒÁ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ −→a = −−−−→M1M2(−1; 0; 4).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕM1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ
×ÅËÔÏÒÕ −→a (ÆÏÒÍÕÌÁ (9.2) ÎÁ ÓÔÒ. 36):

l: x
−1 = y − 2

0 = z + 1
4 :

ðÒÉÍÅÒ 9.4. äÁÎÁ ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ:

l1: x
2 = y − 1

3 = z + 1
−1 ;

l2: x+ 2
4 = y

6 = z − 1
−2 :
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õÂÅÄÉÔØÓÑ × ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ É ×ÙÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÜÔÉ
ÐÒÑÍÙÅ.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÐÉÛÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÒÑÍÙÈ É ×ÅËÔÏÒÁ −→m, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ
ÔÏÞËÉ M1(0; 1;−1) ∈ l1 É M2(−2; 0; 1) ∈ l2:

−→a1(2; 3;−1); −→a2(4; 6;−2); −→m(−2;−1; 2):

ôÁË ËÁË −→a2 = 2−→a1, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −→a 1 É −→m ÎÅÐÒÏ-
ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ (ÓÍ. ÓÔÒ. 39), l1 6= l2.

òÉÓ. 9.16. òÉÓÕÎÏË Ë ÚÁÄÁÞÅ 9.4

ðÌÏÓËÏÓÔØ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÙÅ l1 É l2,
ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÏÞËÉ M1(0; 1;−1) É M2(−2; 0; 1)
(ÒÉÓ. 9.16). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅËÔÏÒ −→m = −−−−→M1M2 ‖ �.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÌÅÖÉÔ ÐÒÑ-
ÍÁÑ l1, ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÊ −→a1 ÔÏÖÅ ÐÁ-
ÒÁÌÌÅÌÅÎ �. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏ ÔÏÞËÅ É Ä×ÕÍ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒ-
ÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ, ÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ. ôÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÕ ÕÖÅ
ÒÅÛÅÎÁ × ÐÒÉÍÅÒÅ Ë ÔÅÍÅ 8. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
××ÅÓÔÉ ×ÅËÔÏÒ −−−→M1M(x; y−1; z+ 1) Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × M1 É
ËÏÎÃÏÍ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ M(x; y; z) É ÚÁÍÅÔÉÔØ,

ÞÔÏ M ∈ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ −→a1, −→m É −−−→M1M ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, Ô. Å.

�:

∣∣∣∣∣∣

x y − 1 z + 1
2 3 −1
−2 −1 2

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ 5x− 2y + 4z + 6 = 0:

ðÒÉÍÅÒ 9.5. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ:

l1: x
2 = y − 1

3 = z + 1
−1 ; l2: x+ 2

4 = y
6 = z − 1

−2 :

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 9.17, ÏÔÍÅÔÉ× ÎÁ ÎÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ:
M1(0; 1;−1), M2(−2; 0; 1), −→a1(2; 3;−1).

îÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ −→m = −−−→M1M2(−2;−1; 2) É −→a1 ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ M1M2AB. åÇÏ ×ÙÓÏÔÁ h
É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ.

òÉÓ. 9.17. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖ-
ÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ |[−→m;−→a1]| ÒÁ×ÎÁ ÐÌÏ-
ÝÁÄÉ S ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ S=|−→a1| |
ÄÌÉÎÁ ×ÙÓÏÔÙ h, Ô. Å. ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ:

[−→m;−→a1] =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
−2 −1 2

2 3 −1

∣∣∣∣∣∣
= −5−→{ + 2−→| − 4−→k :

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

S = |[−→m;−→a1]| =
√

(−5)2 + 22 + (−4)2 =
√

45 = 3
√

5:

äÌÉÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ |−→a1| =
√

4 + 9 + 1 =
√

14. ðÏÜÔÏÍÕ,

�(l1; l2) = h = 3
√

5
14 = 3

√
70

14 :
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ðÒÉÍÅÒ 9.6. îÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ l1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÑ-
ÍÏÊ l2, ÅÓÌÉ

l1: x+ 2
3 = y − 4

2 = z
5 ; l2: x+ 1

2 = y − 5
1 = z + 2

0 :

òÅÛÅÎÉÅ. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ M1(−2; 4; 0) ∈ l1 É ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ −→a 1(3; 2; 5). éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l2 ÉÚ×ÌÅËÁÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÅ
ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ −→a2(2; 1; 0).

ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ l1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ M1 É
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ×ÅËÔÏÒÕ −→a1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ � ‖ l2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ‖ −→a2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M1(−2; 4; 0)
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a1(3; 2; 5) É −→a2(2; 1; 0):

�:

∣∣∣∣∣∣

x+ 2 y − 4 z
3 2 5
2 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ −5x+ 10y − z − 50 = 0:

ðÒÉÍÅÒ 9.7. õÂÅÄÉ×ÛÉÓØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ

l1: x+ 6
4 = y − 1

3 = z + 2
6 ; l2: x+ 5

5 = y − 2
3 = z + 2

12
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.
òÅÛÅÎÉÅ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÒÑÍÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: −→a1(4; 3; 6) É−→a2(5; 3; 12). ôÁË ËÁË ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. úÎÁÞÉÔ, l1
É l2 ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÒÑÍÁÑ l1 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M1(−6; 1;−2), Á l2 ÞÅÒÅÚ M2(−5; 2;−2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ−−−−→M1M2(1; 1; 0). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ l1 É l2 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
×ÅËÔÏÒÙ −→a 1, −→a2 É −−−−→M1M2 ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ:

〈−→a1;−→a2;
−−−−→M1M2〉 =

∣∣∣∣∣∣

4 3 6
5 3 12
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 4 · (−12)− 3 · (−12) + 6 · 2 = 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ É
ÐÒÑÍÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× ' ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ
ÉÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ

cos' = (−→a1;−→a2)
|−→a1| · |−→a2| = 4 · 5 + 3 · 3 + 6 · 12

(
√

16 + 9 + 36)(
√

25 + 9 + 144) = 101√
61 · 178

= 101
√

10858
10858 :

ðÒÉÍÅÒ 9.8. õÂÅÄÉ×ÛÉÓØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ l: x+ 1
4 = y − 2

3 = z − 1
1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �:

− x+ y + z − 6 = 0, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �(l; �) ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÊ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ −→a (4; 3; 1). ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ: −→n (−1; 1; 1). éÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (−→a ;−→n ) = 4 · (−1) + 3 · 1 + 1 · 1 = 0. úÎÁÞÉÔ,−→a ⊥−→n . ðÏÜÔÏÍÕ l ‖ �.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÒÁ×ÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞ-
ËÉ ÐÒÑÍÏÊ ÄÏ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. éÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ M0 ∈ l:
M0(−1; 2; 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �(M0; �), ÞÔÏ ÌÅÇÞÅ ×ÓÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅ-
ÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
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þÔÏÂÙ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÁÎÎÏÇÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÎÕÖÎÏ
ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ N =

√
(−1)2 + 12 + 12 =

√
3:

�: − x√
3

+ y√
3

+ z√
3
− 6√

3
= 0:

ôÅÐÅÒØ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ
∣∣∣∣−
−1√

3
+ 2√

3
+ 1√

3
− 6√

3

∣∣∣∣ = 2√
3

= 2
√

3
3 :

ðÒÉÍÅÒ 9.9. îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÏÊ l: x2 = y + 1
3 = z − 1

0 É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ �: 2x−y+5z−6 = 0.

òÉÓ. 9.18. õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÏÊ
É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ

òÅÛÅÎÉÅ.
éÚ ÒÉÓ. 9.18 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ sin' = | cos |. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÓÌÕÞÁÅ,

ÅÓÌÉ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −→n É −→a ÏËÁÖÅÔÓÑ ÔÕÐÙÍ, ÔÏ ËÏÓÉÎÕÓ
ÕÇÌÁ ' ÂÕÄÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ, Á ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ' ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÄÏÌÖÅÎ
ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÅÒÅÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
ÏÔ cos . îÏ  | ÜÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −→n (2;−1; 5) É −→a (2; 3; 0).
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

sin' = | cos | = |4− 3|
(
√

4 + 1 + 25)(
√

4 + 9) = 1√
390

=
√

390
390 :

ðÒÉÍÅÒ 9.10. îÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ l Ë
ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ ÐÒÑÍÙÍ

l1: x− 2
2 = y + 1

3 = z
−1 ; l2: x− 3

3 = y + 1
3 = z − 2

2 :

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ×ÙÐÉÛÅÍ ×ÓÅ ÄÁÎÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ. îÁÐÒÁ-
×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÒÑÍÙÈ: −→a1(2; 3;−1), −→a2(3; 3; 2). ôÏÞËÉ M1(2;−1; 0), M2(3;−1; 2) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ
ÐÒÑÍÙÍ.

îÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ −→a ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ËÁË −→a1, ÔÁË É −→a2.
ðÏÜÔÏÍÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

−→a = [−→a1;−→a2];

ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

−→a =

∣∣∣∣∣∣

−→{ −→| −→k
2 3 −1
3 3 2

∣∣∣∣∣∣
= 9−→{ − 7−→| − 3−→k :

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ −→a (9;−7;−3).
ôÅÐÅÒØ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÉÓ. 9.6, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ �1 É �2.
ðÌÏÓËÏÓÔØ �1 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M1(2;−1; 0) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a1 É −→a . ðÏÜÔÏÍÕ ÅÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË

�1:

∣∣∣∣∣∣

x− 2 y + 1 z
2 3 −1
9 −7 −3

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ −16(x− 2)− 3(y + 1)− 41z = 0 ⇔

⇔ 16(x− 2) + 3(y + 1) + 41z = 0 ⇔ 16x+ 3y + 41z − 29 = 0:
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ðÌÏÓËÏÓÔØ �2 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M2(3;−1; 2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ −→a2 É −→a .

�2:

∣∣∣∣∣∣

x− 3 y + 1 z − 2
3 3 2
9 −7 −3

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ 5(x− 3) + 27(y + 1)− 48(z − 2) = 0 ⇔

⇔ 5x+ 27y + 48z + 108 = 0:

éÓËÏÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ:

l:
{

16x+ 3y + 41z − 29 = 0;
5x+ 27y + 48z + 108 = 0:

ðÒÉÍÅÒ 9.11. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ:

l1: x− 2
2 = y + 1

3 = z
−1 ; l2: x− 3

3 = y + 1
3 = z − 2

2 :

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ × ÐÒÉÍÅÒÅ 9.10 ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ: −→a1(2; 3;−1), −→a2(3; 3; 2),
−→m = −−−−→M1M2(1; 0; 2).

÷ÎÏ×Ø ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÒÉÓ. 9.8, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ×ÙÓÏÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ É ÅÓÔØ
ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. ïÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ V = |〈−→a1;−→a2;−→m〉|, ÇÄÅ

〈−→a1;−→a2;−→m〉 =

∣∣∣∣∣∣

2 3 −1
3 3 2
1 0 2

∣∣∣∣∣∣
= 2 · 6− 3 · 4− 1 · (−3) = 3;

ÔÏÇÄÁ V = 3. ðÌÏÝÁÄØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ | ÜÔÏ ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

S = |[−→a1;−→a2]| = |−→a |:

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÙ × ÐÒÉÍÅÒÅ 9.10:−→a (9;−7;−3). ïÔÓÀÄÁ

S =
√

81 + 49 + 9 =
√

139:

úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ

�(l1; l2) = V
S = 3√

139
= 3

√
139

139 :

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ
9.1. úÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ëÁËÏ× ÓÍÙÓÌ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×,

×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ?
9.2. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å? ëÁË ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ËÁÎÏÎÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÊ Ë ÅÅ ÏÂÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ?
9.3. úÁÐÉÛÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÉÈ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. þÔÏ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÂÝÅÇÏ É × ÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÉÅ?
9.4. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÅËÃÉÑÈ. ëÁËÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÈ

ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ?
9.5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÈ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
9.6. ïÐÉÛÉÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ëÁË ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÉÔØ ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÐÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÐÒÑÍÙÈ?
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9.7. ëÁË ÎÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑÍÉ?

9.8. ïÐÉÛÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë Ä×ÕÍ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀ-
ÝÉÍÓÑ ÐÒÑÍÙÍ.

9.9. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÅÔÏÄÉËÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ. óÄÅÌÁÊÔÅ
ÐÏÑÓÎÑÀÝÉÊ ÒÉÓÕÎÏË.

9.10. ëÁË ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ ÄÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ?
9.11. ïÐÉÛÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ.

úÁÄÁÞÉ
9.1◦. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(1; 2;−3) ÐÁÒÁÌ-

ÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→l = −3−→{ + 5−→| + 2−→k :
9.2◦. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(0; 1; 2) ÐÅÒÐÅÎÄÉ-

ËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ 2x− 3y + z − 1 = 0:
9.3◦. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ

P (1; 2;−1) É Q(2; 1; 3).

9.4. éÚ×ÅÓÔÎÙ ÏÂÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ
{

2x+ y − 4z = 0;
x+ y − 3 = 0: úÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ É ÐÁÒÁ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

9.5. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ x− 1
0 = y

2 = z + 1
2 ÐÅÒÐÅÎÄÉ-

ËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ x+ y − z = −1:
9.6. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ

{
2x− 3y − 3z − 9 = 0;
x− 2y + z + 3 = 0 Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ.

9.7. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(5; 2;−1) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÓØ
Oy, É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÕ −→{ − −→| + 3−→k . óÏÓÔÁ×ØÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ É ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

9.8. ðÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(0; 1;−2) É B(1; 3; 4). úÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

9.9. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ x− 2
5 = y − 3

1 = z + 1
2 ÐÅÒÐÅÎ-

ÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ x+ 4y − 3z + 7 = 0.
9.10. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÒÑÍÏÊ x

4 = y − 4
3 = z + 1

−2 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ x− y + 3z + 8 = 0:
9.11. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(1; 0; 1) ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-

ÎÏ ÐÒÑÍÏÊ
{

3x− y + 2z = 7;
x+ 3y − 2z = 3:

9.12. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ l1 É l2:
a) l1 : x− 1

2 = y
3 = z + 3

1 ; l2 :
{
x− z = 1;
y + z = 1;

Â) l1 : x− 2
3 = y + 1

4 = z
2; l2 : x− 7

3 = y − 1
4 = z − 3

2 ;

×) l1 :





x = t− 3;
y = 2t− 1;
z = t− 1;

l2 :
{
x− 3z + 4 = 0;
y − z − 2 = 0;

Ç) l1 : x = y − 9
4 = −z + 2

3 ; l2 : x− 2
2 = −y2 = z + 7

9 :

9.13. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ

x
4 = y

−2 = z − 1
1 É x− 1

−8 = y + 1
4 = z

−2 :
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9.14. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÒÑÍÙÅ:
Á) l1 : x+ 1

1 = y − 2
4 = z + 2

−3 É l2 : x− 2
2 = y

8 = z + 1
−6 ;

Â) l1 :
{
x− z + 2 = 0;
y − 2z − 1 = 0 É l2 :





x = 3t+ 2;
y = t+ 4;
z = t+ 2:

9.15. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÔÏÞËÉ A(1;−2; 3) ÎÁ ÏÓØ Oy:
9.16. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ÐÒÑÍÙÍ

x
1 = y − 9

4 = z + 2
−3 É x− 2

2 = y
−2 = z + 7

9 :

îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ.
9.17. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ A(0; 2;−3) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x = y = z:
9.18. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÅÓÌÉ

Á) l : x+ 2
−1 = y − 1

1 = z + 3
2 É � : x+ 2y − z − 2 = 0;

Â) l :





x = t+ 3;
y = −t− 2;
z = 8

É � : 5x+ 9y + 4z − 25 = 0;

×) l : x− 7
3 = y − 3

1 = z + 1
−2 É � : 2x+ y + 7z − 3 = 0:

9.19. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ x
1 = y + 1

2 = z − 3
3 É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, × ËÏÔÏ-

ÒÏÊ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÏÓØ Ox É ÔÏÞËÁ M(6;−1; 7):
9.20. ðÅÒ×ÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÏÊ

{
x− 2y + 1 = 0;
2x+ 2y − 3z = 0: ÷ÔÏÒÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ

P (7; 3; 2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÅÒ×ÏÊ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÕËÁÖÉÔÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ 6x+ 3y + 2z − 6 = 0:

9.21. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÏÊ x
2 = y − 1

3 = z + 2
−1 É ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ x+ y + z − 1 = 0:

9.22. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A(0; 0; 3) É ÐÒÑÍÕÀ x− 1
−1 =

= y
−2 = z

0, É ÕËÁÖÉÔÅ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ É ÏÓØÀ Oy:

9.23. ðÒÑÍÁÑ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÏÊ
{
x+ y = 5;
2x− y + z = 1: îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏ-

ÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(0; 1; 0); B(−1; 2; 3) É C(0; 2; 1):
9.24. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 2x + 3y − 5z + 1 = 0: úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒ-

ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(1; 5;−2): îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞËÕ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ É ÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

9.25∗. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÔÏÞËÉ P (5; 2;−1) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ 2x− y + 3z + 23 = 0:
9.26∗. îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞËÕ B; ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÅ A(1; 3;−4) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ 3x+y−2z = 0:
9.27∗. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÔÏÞËÉ M ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l, ÅÓÌÉ

Á) M(2;−1; 3) É l:





x = 3t;
y = 5t− 7;
z = 2t+ 2;

Â) M(1; 1; 1) É l: x− 7
3 = y − 1

4 = z − 3
2 :

9.28∗. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Q, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ P (4; 1; 6) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ
{
x− y − 4z + 12 = 0;
2x+ y − 2z + 3 = 0:

9.29∗. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅËÔÏÒ −→b ; ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÕ −→a (1; 2; 3) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x+ y − z + 1 = 0:
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ðÌÏÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
÷ ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ËÒÉ×ÙÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÇÒÁÀÝÉÍÉ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ

× ÎÅÂÅÓÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ, × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÔÉËÅ É ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy.
63.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÅÏ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F (x; y) = 0, ÇÄÅ F | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ëÒÉ×ÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ F | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

óÒÁÚÕ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÅÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ x2+y2+1 = 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÒÅÛÅÎÉÊ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÒÉ×ÙÅ | ÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. îÁÓ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ
ËÒÉ×ÙÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, Ô. Å. ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
63.5. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (x; y) = 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ËÒÉ×ÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÌÉ ËÏÎÉËÏÊ1, ÅÓÌÉ F (x; y), | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ:

F (x; y) = a11x2 + a12xy + a22y2 + b1x+ b2y + c: (10.1)

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (10.1), | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ
(×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ), ÌÉÂÏ ÐÁÒÁÂÏÌÁ, ÌÉÂÏ ÜÌÌÉÐÓ, ÌÉÂÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ2. îÁÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÉÍÅÎÎÏ
ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ ÔÉÐÁ ËÒÉ×ÙÈ.

64. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ
64.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÎÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

y2 = 2px; (p > 0): (10.2)

ðÒÉ ÜÔÏÍ É ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÓÁÍÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ.

òÉÓ. 10.1. ðÁÒÁÂÏÌÁ

ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÐÁÒÁÂÏÌÕ
(ÒÉÓ. 10.1). ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÊ
ÎÅÔ ÔÏÞÅË (x; y) Ó x < 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ y2 > 0.
ëÒÉ×ÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÁË
ËÁË ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ (0; 0) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
ÐÁÒÁÂÏÌÙ. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y)
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÎÉËÅ, ÔÏ É ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÁÍÉ (x;−y) ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ. úÎÁÞÉÔ,
ÏÓØ Ox Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ.

ïÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ-
×ÁÔØ ÅÅ ÏÓØÀ (ÎÁ ÒÉÓ. 10.1 ÜÔÏ ÏÓØ Ox). ôÏÞËÁ
ÐÁÒÁÂÏÌÙ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ

×ÅÒÛÉÎÏÊ (ÎÁ ÒÉÓ. 10.1 ÔÏÞËÁ O). þÉÓÌÏ p × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏËÁÌØÎÙÍ ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÏÍ, Á ÞÉÓÌÏ p=2 | ÆÏËÕÓÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ. ôÏÞËÕ F (p=2; 0) ÉÍÅÎÕÀÔ ÆÏËÕÓÏÍ ÐÁÒÁÂÏÌÙ.
÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x = −p=2 | ÜÔÏ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÁ ÐÁÒÁÂÏÌÙ. äÌÉÎÕ

1îÁÚ×ÁÎÉÅ �ËÏÎÉËÁ� ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÌÕÞÉÌÁ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË
ÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ.

2äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ.
54
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ÏÔÒÅÚËÁ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÆÏËÕÓÁ ÐÁÒÁÂÏÌÙ Ë ÔÏÞËÅ M ÎÁ ÎÅÊ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏËÁÌØÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ (ÎÁ ÒÉÓ. 10.1 ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ r = FM).

65. äÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÁÒÁÂÏÌÙ
65.1. ôÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÆÏËÕÓÁ É ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÁÒÁ-
ÂÏÌÕ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: 1) ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ M(x; y)
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÁÒÁÂÏÌÅ, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ ÒÁ×ÎÏ ÆÏËÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÄÉÕÓÕ; 2) ÅÓÌÉ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M(x; y) ÄÏ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ MF , ÔÏ ÔÏÞËÁ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÐÁÒÁÂÏÌÅ.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M(x; y) ÄÏ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ ÒÁ×ÎÏ MA = x + p
2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.2) (ÐÒÉ ÜÔÏÍ

ÎÅ×ÁÖÎÏ, ÌÅÖÉÔ ÌÉ ÔÏÞËÁ M ÎÁ ÐÁÒÁÂÏÌÅ ÉÌÉ ÎÅÔ).

òÉÓ. 10.2. òÉÓÕÎÏË Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÄÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏ-
ÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÁÒÁÂÏÌÙ

æÏËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ r ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÏ ÔÅÏÒÅ-
ÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
FBM . äÌÉÎÁ ËÁÔÅÔÁ BM ÒÁ×ÎÁ |y| (ÔÏÞËÁ M
ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ É ÎÉÖÅ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ), Á ËÁÔÅÔÁ
FB | |x − p

2 | (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ
ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ p=2). úÎÁÞÉÔ,

r2 = y2 +
(
x− p

2
)2
:

ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ MF ÎÅ ÕÞÉÔÙ×Á-
ÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÁÒÁÂÏÌÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÆÏËÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÒÁ×ÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ
ÏÔ ÔÏÞËÉ M ÄÏ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ, Ô. Å.

y2 +
(
x− p

2
)2

=
(
x+ p

2
)2

(10.3)

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÁÒÁÂÏÌÅ, Ô. Å. y2 = 2px. äÏËÁÖÅÍ
ÜÔÏ.

y2 +
(
x− p

2
)2

=
(
x+ p

2
)2

⇔ y2 + x2 − px+ p2

4 = x2 + px+ p2

4 ⇔ y2 = 2px: (10.4)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M ÄÏ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ ÒÁ×ÎÏ MF , Ô. Å.
√
y2 +

(
x− p

2
)2

=
(
x+ p

2
)
: (10.5)

îÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÐÁÄÅÔ ÎÁ ÐÁÒÁÂÏÌÕ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ y2 = 2px. ÷ÏÚ×ÅÄÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10.5), ÐÏÌÕ-
ÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (10.3). íÏÖÎÏ ×ÎÏ×Ø ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (10.4), ËÏÔÏÒÙÅ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: y2 = 2px. 2

66. ïÐÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÁÒÁÂÏÌÙ
ëÏÇÄÁ ÒÁÓÓÕÖÄÁÀÔ ÏÂ ÏÐÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ËÒÉ×ÏÊ ÉÌÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔÓÑ ÏÔ×Å-

ÔÏÍ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÓÅÂÑ ×ÅÓÔÉ ÌÕÞ Ó×ÅÔÁ ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÉÌÉ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ÷ÏÐÒÏÓ, ÚÁÍÅÔØÔÅ, ÎÅ ÐÒÁÚÄÎÙÊ. ïÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÔÁËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÎÁÔØ, ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÉÚÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÉ ÚÅÒËÁÌ ÉÌÉ ÉÚÌÕÞÁÀÝÉÈ ÁÎÔÅÎÎ Ó ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.
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òÉÓ. 10.3. ðÌÏÓËÏÅ ÚÅÒËÁÌÏ

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁÄÁÞ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÈÏÔÑ
É ÎÅ ÏÞÅÎØ ÔÏÞÎÙÈ, ÎÏ ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉÅÍÌÅÍÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÔÉËÉ: ÌÕÞ Ó×ÅÔÁ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÐÒÉ
ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÉÄÅÁÌØÎÏ ÒÏ×ÎÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÇÏÌ ÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ
ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÓÔÏÉÔ ÐÏÑÓÎÉÔØ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.
ðÁÄÁÀÝÉÊ ÌÕÞ AO (ÒÉÓ. 10.3) ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏ-
ÓÔÉ × ÔÏÞËÅ O, Á ÌÕÞ OB ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÍ ÌÕÞÏÍ. õÇÏÌ �

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÐÁÄÅÎÉÑ, Á � | ÕÇÌÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÏÐÔÉËÉ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ � = �.

òÉÓ. 10.4. ëÒÉ×ÏÅ ÚÅÒËÁÌÏ

åÓÌÉ ÏÔÒÁÖÁÀÝÁÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏ×ÎÁÑ, ÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÐÏ-
ÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÇÌÏÍ ÐÁÄÅÎÉÑ, Á ÞÔÏ ÕÇÌÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ.
á ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÁÖÁÀÝÁÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ? ÷ ÜÔÏÊ
ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÉÎÑÔÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÏÔÒÁÖÁÀÝÅÊ ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÕÇÌÙ ÐÁÄÅÎÉÑ É ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÍÅÒÑÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÏÔ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ËÁË ÜÔÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 10.4.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÏÐÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÁ-
ÒÁÂÏÌÙ ÎÁÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ
Ë ÎÅÊ.

66.1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ. ÷ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ×Ù ÕÖÅ ÉÚÕÞÁÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ. ìÀÂÕÀ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ (×ÅÒÈÎÀÀ ÉÌÉ ÎÉÖÎÀÀ) ÍÏÖÎÏ
×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = ±√2px. ÷Ù×ÅÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0) ÐÁÒÁÂÏÌÙ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ y0 > 0. ÷ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ (y0 < 0) ÒÁÚÂÅ-
ÒÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

òÉÓ. 10.5. òÉÓÕÎÏË Ë ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ
Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÁÒÁÂÏÌÙ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ×
ÔÏÞËÅ (x0; y0) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

y = y0 + f ′(x0)(x− x0):

ðÕÓÔØ f(x) = √2px, ÔÏÇÄÁ3 f ′(x0) = p√2px0
. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ

M0(x0; y0) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÁÒÁÂÏÌÅ, Ô. Å. y0 = √2px0. ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÍ:

f ′(x0) = p
y0
:

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

y = y0 + p
y0

(x− x0);

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË
yy0 = y2

0 + px− px0:
ïÐÑÔØ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ y2

0 = 2px0 É ÚÁÍÅÎÉÍ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ y2
0:

yy0 = p(x+ x0): (10.6)

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.
66.2. ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÉÚ ÆÏËÕÓÁ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ×ÙÐÕÓÔÉÔØ ÌÕÞ Ó×ÅÔÁ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÐÁÒÁÂÏÌÙ
ÏÎ ÓÔÁÎÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÅÅ ÏÓÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ ÒÉÓ. 10.5 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÐÁÒÁÂÏÌÁ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉ-
ÅÍ y2 = 2px, ÌÕÞ Ó×ÅÔÁ, ×ÙÐÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ ÆÏËÕÓÁ F ÐÁÒÁÂÏÌÙ, ÔÏÞËÁ M(x0; y0), × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ
ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÒÉ×ÏÊ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ (BM).

3íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ x0 6= 0. åÓÌÉ ÖÅ x0 = 0, ÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ | ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ.
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þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M ÐÒÏ×ÅÄÅÎ ÌÕÞ [MN), ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÏÓÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ∠BMF = �
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÐÁÄÅÎÉÑ. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∠NMA = � | ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: � = �.

ôÁË ËÁË ÌÕÞ [MN) ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÔÏ ∠NMA = ∠FBM . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: ∠FBM = ∠BMF , ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
|BF | = |FM |.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ |FM | = r | ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÄÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ
ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÒÁ×ÅÎ x0 + p

2 .
ôÏÞËÁ B | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ yy0 = p(x + x0), Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ B(x1; 0), ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ × ÎÅÍ y = 0:

0 · y0 = p(x1 + x0) ⇔ x1 = −x0:

äÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ BF ÒÁ×ÎÁ |BO| + |OF |. îÏ |OF | = p
2 , Ô.Ë. ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÆÏËÕÓÁ F (p2 ; 0), Á |BO| =

|x1| = x0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |BF | = x0 + p
2 = |FM |. úÎÁÞÉÔ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BMF ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ É

ÎÕÖÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÇÌÏ× ÄÏËÁÚÁÎÏ. 2

67. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÜÌÌÉÐÓÏÍ
67.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÎÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ Oxy, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

a2 + y2

b2 = 1; (a > b > 0): (10.7)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÁË É ÓÁÍÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ.
ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÌÌÉÐÓ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÑÀÔ ÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÔÏ |x| 6 a. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ |x| > a, ÔÏ x2
a2 > 1 É ÞÔÏÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(10.7) ÂÙÌÏ ×ÅÒÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ y2

b2 < 0, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, |y| 6 b. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÑ ËÒÉ×ÁÑ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ×ÎÕÔÒÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 10.6.

òÉÓ. 10.6. üÌÌÉÐÓ

ôÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (±a; 0) É (0;±b) ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÁÔ ÜÌÌÉÐÓÕ. ïÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.
ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÑ-
ÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÔÁË ËÁË ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ
ÔÏÞËÏÊ (x; y) ÜÌÌÉÐÓÁ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ
(±x;±y), ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (10.7). óÁÍ
ÜÌÌÉÐÓ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 10.6.

îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O(0; 0) ÓÌÕÖÉÔ ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÉ ÜÌÌÉÐÓÁ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÏÍ.

÷ ÔÁÂÌ. 10.1 ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÜÌÌÉÐÓÁ ÄÌÑ
ÓÌÕÞÁÑ a > b.

68. æÏËÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÌÉÐÓÁ
68.1. ôÅÏÒÅÍÁ. óÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
(10.7), ÄÏ ÆÏËÕÓÏ× ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁ×ÎÁ 2a.
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ôÁÂÌÉÃÁ 10.1. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÜÌÌÉÐÓÁ (a > b)

a ÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ

b ÍÁÌÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ

c =
√
a2 − b2 ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ

2c ÆÏËÕÓÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

e = c
a =

r
1− b2

a2 ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ4

x = 0 ÍÁÌÁÑ ÏÓØ

y = 0 ÂÏÌØÛÁÑ (ÆÏËÁÌØÎÁÑ) ÏÓØ

O(0; 0) ÃÅÎÔÒ

(±a; 0), (0;±b) ×ÅÒÛÉÎÙ

(±c; 0) ÆÏËÕÓÙ

x = ±ae (e 6= 0) ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ

r1, r2 ÆÏËÁÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ

òÉÓ. 10.7. æÏËÁÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ÜÌÌÉÐÓÁ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÍ ÚÄÅÓØ ÎÁÄÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ
ÆÏËÁÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ÔÏÞËÉ M(x; y) ÜÌÌÉÐÓÁ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ
ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÉÓ. 10.7. ÷ÅÌÉÞÉÎÕ r1 ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ F1AM .

AM = |y|. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ |AF1|, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ ×Ù-
ÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÇÄÅ ÌÅÖÉÔ
ÔÏÞËÁ ÜÌÌÉÐÓÁ. äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ É ÔÏÞËÕ M ′

(ÒÉÓ. 10.7). òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ |AF1| = |x| − |c|, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ x < 0, ÔÏ
|AF1| = |x + c|. åÓÌÉ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, ËÁË
ÄÌÑ ÔÏÞËÉ M ′, ÔÏ |A′F1| = |OA′|+ |OF1| = |x+ c|.

éÔÁË, × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, |AF1| = |x+ c|. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
ðÉÆÁÇÏÒÁ r2

1 = (x + c)2 + y2: õÞÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ (10.7) ÓÌÅÄÕÅÔ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ y2 = b2

(
1− x2

a2

)
:

r2
1 =(x+ c)2 + b2

(
1− x2

a2

)
=

=x2 + 2cx+ c2 + b2 − x2 b2
a2 =

(
1− b2

a2

)
x2 + 2cx+ c2 + b2:

îÏ c2 = a2 − b2; Á 2cx = 2 · ea · ax, ÐÏÜÔÏÍÕ

r2
1 = c2

a2x
2 + 2cx+ a2 = e2x2 + 2eax+ a2 = (ex+ a)2:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, r1 = |ex + a| (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ r1 | ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ
ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÍ). ïÃÅÎÉÍ ÚÎÁË ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ex+ a. ïÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ x > 0, ÔÁË
ËÁË a > 0 É e =

√
1− b2

a2 > 0.
ðÕÓÔØ x < 0. ôÏÇÄÁ

ex+ a > 0 ⇔ a > −ex⇔ a > e|x| ⇔ |x| 6 a
e :

4þÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÜÌÌÉÐÓÁ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÏÍ ÜÌÌÉÐÓÁ
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÷ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ |x| 6 a, ÐÏÓËÏÌØËÕ x | ÁÂÓÃÉÓÓÁ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (10.7) a > b É ÐÏÜÔÏÍÕ e =

√
1− b2

a2 < 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a 6 a
e É ex + a > 0. éÔÁË,

r1 = ex+ a.
äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ r2 ÎÕÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ F2A′M ′. ðÒÉ×ÅÄÅÍ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÏÐÕÓËÁÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ:
r2

2 = |A′F2|2 + |A′M ′|2; |A′M ′| = |y|, |A′F2| = |c− x|. ðÏÜÔÏÍÕ

r2
2 =(c− x)2 + y2 = c2 − 2cx+ x2 + b2

(
1− x2

a2

)
=

(
1− b2

a2

)
x2 + c2 + b2 − 2cx =

= c2

a2x
2 + a2 − 2cx = (ex)2 − 2aex+ a2 = (a− ex)2;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, r2 = |a− ex| = a− ex:
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÆÏËÁÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ÔÏÞËÉ M(x; y) ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ ÒÁ×ÎÙ

r1 = a+ ex; r2 = a− ex; (10.8)

Á ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁ×ÎÁ 2a. 2

68.2. ôÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ Ä×ÕÈ
×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÍ.

òÉÓ. 10.8. éÌÌÀÓÔÒÁÃÉÑ Ë ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 68.2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ
ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × ÔÅÏÒÅÍÅ, ÞÅÒÅÚ F1 É F2 É ××ÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ F1F2, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 10.8.
ðÕÓÔØ |F1F2| = 2c, Á ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ |MF1| É |MF2| ÒÁ×ÎÁ 2a.
ôÏÇÄÁ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: 2a = r1+r2 > 2c
(ÒÉÓ. 10.8).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

r2
1 = B + 2xc; r2

2 = B − 2xc; ÇÄÅ B = x2 + y2 + c2:

ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ r1 + r2 = 2a, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË
√
B + 2xc+

√
B − 2xc = 2a:

÷ÏÚ×ÅÄÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × Ë×ÁÄÒÁÔ É ÐÒÉ×ÅÄÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ

2B + 2
√
B2 − 4x2c2 = 4a2;

ÏÔËÕÄÁ
a2 = B +

√
B2 − 4x2c2

2 :

üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ X2−BX+
+C = 0, ÇÄÅ C = x2 · c2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ
D = B2−4C = B2−4x2c2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ X × ÎÅÍ ÒÁ×ÅÎ −B. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ
×ÙÇÌÑÄÑÔ ÔÁË:

X1;2 = B ±√B2 − 4x2c2

2 :

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a2 | ËÏÒÅÎØ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ô. Å. ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

a4 −Ba2 + x2c2 = 0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ.
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ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ B = y2 + x2 + c2 É ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ:

a4 − y2a2 − x2a2 − c2a2 + x2c2 = 0;

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË
y2a2 + x2(a2 − c2) = a4 − c2a2:

äÅÌÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ a2(a2 − c2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ

x2

a2 + y2

b2 = 1;

ÇÄÅ b2 = c2 − a2. 2

69. äÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÌÉÐÓÁ
69.1. ôÅÏÒÅÍÁ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ ÄÏ ÆÏËÕÓÁ É ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë ÎÅÍÕ
ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÍÕ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÕ e (ÓÍ. ÔÁÂÌ. 10.1).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ M(x; y) ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ x2

a2 + y2

b2 = 1. òÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÅ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ ÆÏËÕÓÁ F1 | ÜÔÏ ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ r1 = ex+ a (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (10.8)).

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ | ÜÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ DM , ÒÁ×ÎÁÑ
∣∣a
e + x

∣∣ (ÉÚ ÒÉÓ. 10.9). ðÏÜÔÏÍÕ
ÉÓËÏÍÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ

r1
|DM | = ex+ a∣∣a

e + x
∣∣ = e: 2

òÉÓ. 10.9. ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÄÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÌÌÉÐÓÁ

70. ïÐÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÌÉÐÓÁ
îÁÞÎÅÍ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ.

70.1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ (10.7), ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÕ M0(x0; y0), ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x0x
a2 + y0y

b2 − 1 = 0: (10.9)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ù×ÅÄÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M0 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ
ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÜÌÌÉÐÓÁ, Ô. Å. y0 > 0. óÌÕÞÁÊ y0 < 0 ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.
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òÉÓ. 10.10. ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÐÔÉÞÅÓËÏ-
ÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÌÌÉÐÓÁ

÷ÅÒÈÎÀÀ ÞÁÓÔØ ÜÌÌÉÐÓÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÇÒÁ-
ÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

y = b
√

1− x2

a2 = b
a
√
a2 − x2:

åÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y′ = − bx
a
√
a2 − x2 = − bx

aab · ba
√
a2 − x2 = − b

2

a2 ·
x
y ;

Ô. Ë. y = b
a
√
a2 − x2.

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

y = y0 − b2
a2 ·

x0
y0

(x− x0):

õÍÎÏÖÉÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ y0=b2:

yy0
b2 = y2

0
b2 −

x0
a2 (x− x0) ⇔ yy0

b2 + xx0
a2 = y2

0
b2 + x2

0
a2 :

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ y2
0
b2 + x2

0
a2 = 1, ÔÁË ËÁË M0(x0; y0) | ÔÏÞËÁ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ. 2

70.2. ôÅÏÒÅÍÁ. ìÕÞ Ó×ÅÔÁ, ×ÙÐÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÆÏËÕÓÁ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÜÌÌÉÐÓÁ
ÐÏÐÁÄÅÔ × ÄÒÕÇÏÊ ÆÏËÕÓ (ÒÉÓ. 10.10).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ M0(x0; y0) ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÜÌÌÉÐÓÁ É ÓÏÅÄÉ-
ÎÉÍ ÅÅ Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0 ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ (AB) Ë ÜÌÌÉÐÓÕ (ÒÉÓ. 10.10). äÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ∠AM0F1 = ∠BM0F2.

ôÁË ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AM0F1 É BM0F2 ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ, ÔÏ ÎÕÖÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÇÌÏ× ÂÕÄÅÔ
×ÅÒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏÄÏÂÎÙ. ðÏÄÏÂÉÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ×ÙÞÉÓÌÉ×
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ.

çÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× | ÜÔÏ ÆÏËÁÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ÂÙÌÉ
×ÙÞÉÓÌÅÎÙ (ÓÍ. (10.8)):

|M0F1| = r1 = a+ ex; |M0F2| = r2 = a− ex:

äÌÉÎÙ ÖÅ ËÁÔÅÔÏ× F1A É F2B ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÆÏËÕÓÏ× ÄÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ × ÔÅÍÅ �ðÒÑÍÁÑ ÎÁ
ÐÌÏÓÏËÓÔÉ�. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ (10.9) ÎÕÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ.
÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:

N =
√(x0

a2

)2
+

(y0
b2

)2
:

ôÏÇÄÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË:
x0x
Na2 + y0y

Nb2 −
1
N = 0:

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÆÏËÕÓÁ F1(−c; 0). ðÏÜÔÏÍÕ

|F1A| =
∣∣∣∣
x0(−c)
Na2 + y0 · 0

Nb2 − 1
N

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
x0(−c)
Na2 − 1

N

∣∣∣∣ = 1
Na2

∣∣x0c+ a2∣∣ :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
|F2B| =

∣∣∣∣
x0c
Na2 −

1
N

∣∣∣∣ = 1
Na2

∣∣x0c− a2∣∣ :
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úÎÁÞÉÔ,
|F1A|
|F2B| = |x0c+ a2|

|x0c− a2| :

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ c = ea (ÔÁÂÌ. 10.1).
|F1A|
|F2B| = |x0ea+ a2|

|x0ea− a2| = |x0e+ a|
|x0e− a| = r1

r2
= |F1M0|
|F2M0| :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÏÂÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÇÌÏ×. 2

71. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ
71.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÉÐÅÒÂÏÌÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÉËÁ, × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

a2 −
y2

b2 = 1 (a > 0; b > 0): (10.10)

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (ËÁË É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÆÏÒÍÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÁÂ-

ÓÃÉÓÓ, ÔÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ. åÓÌÉ |x| = a, ÔÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (10.10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y = 0.
úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÉ (±a; 0) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ (ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ). åÓÌÉ ÖÅ |x| < a,
ÔÏ x2

a2 < 1 É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10.10) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÐÏÌÏÓÅ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ
ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ x = ±a, ÎÅÔ ÔÏÞÅË ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ.

òÁÚÒÅÛÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y:

y = ±b
√
x2

a2 − 1 (10.11)
É ×ÙÞÉÓÌÉÍ

lim
x→+∞

y
x = ±b lim

x→+∞

√
1
a2 −

1
x2 = ± ba:

üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÐÁÒÁ
ÐÒÑÍÙÈ y = ± b

ax. üÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ.
çÉÐÅÒÂÏÌÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 10.11, Á ÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÔÁÂÌ. 10.2.

ôÁÂÌÉÃÁ 10.2. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ

a ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ

b ÍÎÉÍÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ

c =
√
a2 + b2 ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ

2c ÆÏËÕÓÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

e = c
a =

r
1 + b2

a2 ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ5

x = 0 ÍÎÉÍÁÑ ÏÓØ

y = 0 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ (ÆÏËÁÌØÎÁÑ) ÏÓØ

O(0; 0) ÃÅÎÔÒ

(±a; 0) ×ÅÒÛÉÎÙ

(±c; 0) ÆÏËÕÓÙ

x = ±ae ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ

y = ± bax ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ

r1, r2 ÆÏËÁÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ
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72. æÏËÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ
72.1. ôÅÏÒÅÍÁ. íÏÄÕÌØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ ÄÏ ÆÏËÕÓÏ× ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ É
ÒÁ×ÅÎ 2a:

|r1 − r2| = 2a:

òÉÓ. 10.11.çÉÐÅÒÂÏÌÁ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÏËÁÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ r1 É r2 ÔÏÞËÉ
M(x; y) (ÒÉÓ. 10.12). óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×É ÇÉÐÅÒ-
ÂÏÌÙ, ÏÓÔÁ×É× ÓÌÕÞÁÊ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÔ×É × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÅÒ×ÙÊ ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÉÝÅÍ ÉÚ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ F1AM . ôÁË ËÁË F1(−c; 0), ÔÏ |F1A| = x+c. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |AM | = y.
úÎÁÞÉÔ, r2

1 = (x+ c)2 + y2.

òÉÓ. 10.12.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏËÁÌØÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ×

úÁÍÅÎÉÍ × ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ y2, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (10.11), É ÒÁÓËÒÏÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔ.

r2
1 = x2 + 2xc+ c2 + b2

(x2

a2 − 1
)

=
(

1 + b2
a2

)
x2 + 2xc+ c2 − b2:

5þÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ.
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÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ c2 = a2 + b2, ÔÏÇÄÁ

r2
1 =

(
1 + c2 − a2

a2

)
x2 + 2xc+ a2 = c2

a2x
2 + 2xc+ a2:

õÞÔÅÍ, ÞÔÏ c
a = e: r2

1 = e2x2 + 2xea + a2 = (ex + a)2. úÎÁÞÉÔ, r1 = ex + a (ÐÏÓËÏÌØËÕ ex + a > 0
ÐÒÉ x > 0).

÷ÔÏÒÏÊ ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ F2AM :

r2
2 =(x− c)2 + y2 = x2 − 2xc+ c2 + b2

(x2

a2 − 1
)

=
(

1 + b2
a2

)
x2 − 2xc+ c2 − b2 =

=
(

1 + c2 − a2

a2

)
x2 − 2xc+ a2 = c2

a2x
2 − 2xc+ a2 = e2x2 − 2xea+ a2 = (ex− a)2:

ïÔÓÀÄÁ r2 = |ex − a|. ÷ÙÑÓÎÉÍ ÚÎÁË ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ex − a ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ x > a (ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ
ÎÁ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×É ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ e = c
a É c =

√
a2 + b2. ðÏÜÔÏÍÕ e =

√
1 + b2

a2 > 1. úÎÁÞÉÔ, ex > x > a É
×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ex− a ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔËÕÄÁ r2 = ex− a.

÷ÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ r1 = ex+ a, ÐÏÌÕÞÉÍ: |r1 − r2| = 2a.
íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×É ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, Ô. Å.

x > 0. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÏËÁÌØÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÏÓÔÁ×É× ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ:

r1 =
{
a+ ex; ÅÓÌÉ x > 0;
−(a+ ex); ÅÓÌÉ x < 0; r2 =

{
ex− a; ÅÓÌÉ x > 0;
−(ex− a); ÅÓÌÉ x < 0; (10.12)

éÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. 2

73. äÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ

òÉÓ. 10.13. ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÄÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ

73.1. ôÅÏÒÅÍÁ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÄÏ ÆÏËÕÓÁ Ë ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÉ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë ÆÏËÕÓÕ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÍÕ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÕ e.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÌÑ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×É ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ
×ÅÔ×É ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.
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òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ M(x; y) ÄÏ ÆÏËÕÓÁ F2 | ÜÔÏ ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ r2 = ex−a (ÓÍ. (10.12)).
òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ M ÄÏ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ | ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ MD, ÒÁ×ÎÁÑ x− a=e (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.13). óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ,

r2
|MD| = ex− a

x− a=e = e: 2

74. ïÐÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ

74.1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ. ëÁË ×Ù ÕÖÅ ÐÏÎÑÌÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ,
ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÏÐÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÒÉ×ÏÊ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÎÅÊ. ÷Ù×ÅÄÅÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ × ÔÏÞËÅ M(x0; y0) × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

ôÏÇÄÁ y = b
√
x2

a2 − 1 É y′ = b
a2

x√
x2
a2 − 1

. õÍÎÏÖÉ× ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁ b,

ÐÏÌÕÞÉÍ

y′ = b2
a2

x
b
√

x2
a2 − 1

= b2
a2
x
y :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ × ÔÏÞËÅ M(x0; y0), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

y = y0 + b2
a2
x0
y0

(x− x0):

õÍÎÏÖÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ y0
b2 :

yy0
b2 = y2

0
b2 + x0

a2 (x− x0) = y2
0
b2 + x0x

a2 − x2
0
a2 :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ y2
0
b2 −

x2
0
a2 = −1. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ × ×ÉÄÅ

xx0
a2 − yy0

b2 = 1: (10.13)

74.2. ôÅÏÒÅÍÁ. ìÕÞ Ó×ÅÔÁ, ×ÙÐÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ ÆÏËÕÓÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ
ÓÏ×ÐÁÄÅÔ Ó ÌÕÞÏÍ, ×ÙÐÕÝÅÎÎÙÍ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÆÏËÕÓÁ (ÒÉÓ. 10.14).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÉÓ. 10.14, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÐÒÑ-
ÍÁÑ (AB), ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ × ÔÏÞËÅM(x0; y0); ÌÕÞÉ [F2M) É [F1C), ×ÙÐÕÝÅÎÎÙÅ ÉÚ ÆÏËÕÓÏ×
ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ. îÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÕÞ [F2M) ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÐÏÊÄÅÔ ×ÄÏÌØ
ÌÕÞÁ [MC). üÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÇÌÙ � = ∠BMF2 É � = ∠AMC ÂÕÄÕÔ
ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.
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òÉÓ. 10.14. ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∠F1MB = ∠AMC = � ËÁË ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∠F1MB=∠BMF2 = �.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÉÀ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× F1MB É F2DM .
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ | ÜÔÏ ÆÏËÁÌØÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ: |F1M | = r1 =
= a+ ex0 É |F2M | = r2 = ex0 − a. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÉÎÙ ËÁÔÅÔÏ× BF1 É DF2, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÑ ÉÈ ËÁË
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÆÏËÕÓÏ× ÄÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ (10.13) Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ:

x0
a2N x− y0

b2N y − 1
N = 0:

úÄÅÓØ N =
√
x2

0
a4 + y2

0
b4 . ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ F1 ÄÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÁ×ÎÏ

|F1B| =
∣∣∣∣
x0
a2N (−c)− y0

b2N · 0− 1
N

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
x0c
a2N + 1

N

∣∣∣∣ ;

Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ F2 ÄÏ ÎÅÅ |

|F2D| =
∣∣∣∣
x0
a2N (c)− y0

b2N · 0− 1
N

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
x0c
a2N − 1

N

∣∣∣∣ :

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
|F1B|
|F2D| =

∣∣ x0c
a2N + 1

N
∣∣

∣∣ x0c
a2N − 1

N
∣∣ = |x0c+ a2|

|x0c− a2| = x0e+ a
x0e− a = r1

r2

É ÐÏÄÏÂÉÅ ÎÕÖÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÏËÁÚÁÎÏ. 2

75. ðÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ðÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÜÔÏ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ, ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ

× ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÉ, × ÒÁÄÁÒÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÅ, Á ÔÁËÖÅ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ. óÏ ÓÆÅÒÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×Ù ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ËÕÒÓÅ, Á ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ×ÁÖÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ó ÎÅÊ ×ÁÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ, ÞÔÏ-
ÂÙ ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ËÒÉ×ÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
üÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÄÌÉÎ ËÒÉ×ÙÈ É ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÆÉÇÕÒ,
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ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÏ ÒÅÛÉÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏ,
ÎÅ ÉÍÅÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ.
75.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÌÀÓÁ (ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚ-
ÍÅÝÁÅÔÓÑ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ) É ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÌÕÞÁ, Ô. Å. ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ
ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ r ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ ÐÏÌÀÓÁ É ÕÇÌÏÍ ' ÍÅÖÄÕ ÌÕÞÏÍ, ÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÏÔ ÐÏÌÀÓÁ Ë ÔÏÞËÅ, É ÐÏÌÑÒÎÙÍ ÌÕÞÏÍ (ÒÉÓ. 10.15, Á). õÇÏÌ ÌÅÖÉÔ × ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
' ∈ [0; 2�) ÉÌÉ ' ∈ [−�; �). ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÇÏÌ, ÉÚÍÅÒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ËÁË ÎÁ
ÒÉÓÕÎËÅ) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, Á ÐÒÏÔÉ× | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ.

åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉ× ÅÅ ÎÁÞÁÌÏ Ó ÐÏÌÀÓÏÍ, Á ÏÓØ Ox
ÎÁÐÒÁ×ÉÔØ ×ÄÏÌØ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÌÕÞÁ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ É ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ (ÒÉÓ. 10.15, Â). éÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

x = r cos'; y = r sin': (10.14)

òÉÓ. 10.15. ðÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÒÉÍÅÒ 10.1. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:
r = 1.
òÅÛÅÎÉÅ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔ ÐÏÌÀÓÁ ÎÁ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÉ 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÐÏÌÀÓÅ, ÔÁË ÞÔÏ É ÎÁÞÅÒÔÉÔØ ÅÅ
ÌÅÇËÏ.

ðÒÉÍÅÒ 10.2. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:
r = 2 cos'.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÁÔØ Ë ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ËÒÉ×ÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ r | ÜÔÏ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ' ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ
ÎÁ ÎÁÛÅÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ cos' > 0. üÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÄÉÁÐÁÚÏÎ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÕÇÌÁ:
−�=2 6 ' 6 �=2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÔØ ÐÏÌÑÒÎÕÀ É ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,
ÔÏ ×ÓÑ ÉÓËÏÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÐÒÁ×ÅÅ ÏÓÉ Oy.

òÉÓ. 10.16. óÈÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÒÉ-
×ÏÊ r = 2 cos'

ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÕÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ. åÓÌÉ
' = 0, ÔÏ r = 2 cos 0 = 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ M Ó ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
(2; 0) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÕÇÏÌ ' Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÏÔ 0 ÄÏ �=2, ÔÏ
r = 2 cos' ÂÕÄÅÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ ÏÔ 2 ÄÏ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, cos' | ÆÕÎËÃÉÑ
ÞÅÔÎÁÑ. úÎÁÞÉÔ, ËÒÉ×ÁÑ ÂÕÄÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÌÕÞÁ.
ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍ, ÉÚÏÂÒÁÚÉÍ ËÒÉ×ÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 10.16.

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ 2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ×
ÔÏÞËÅ (1; 0). ÷ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ-
ÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ: (x−1)2+y2 = 1. òÁÓËÒÏÅÍ × ÎÅÍ ÓËÏÂËÉ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ
ÞÌÅÎÙ É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (10.14), ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).

ðÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

x2 − 2x+ y2 = 0:
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ðÏÜÔÏÍÕ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË

r2 = 2r cos' ⇔ r = 2 cos':

éÔÁË, ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ËÒÉ×ÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.

ðÒÉÍÅÒ 10.3. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ:
r = sin 3'.
òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÎÁÊÄÅÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÇÌÁ ', ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ: sin 3' > 0. òÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

2�k 6 3' 6 � + 2�k;

òÉÓ. 10.17. óÈÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÒÉ-
×ÏÊ r = sin 3'

ÇÄÅ k | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÔÓÀÄÁ
2�k

3 6 ' 6 �
3 + 2�k

3 :

íÅÎÑÑ k ÏÔ 0 ÄÏ 2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁÛÁ
ËÒÉ×ÁÑ:

0 6 ' 6 �
3 ;

2�
3 6 ' 6 �; 4�

3 6 ' 6 5�
3 :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ sin 3' | ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2�=3, ÔÏ ÕÞÁÓÔËÉ
ËÒÉ×ÙÈ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÁÈ, ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ

ÄÒÕÇÁ ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÐÅÒ×ÏÍ
ÓÅËÔÏÒÅ.

åÓÌÉ ' = 0 ÉÌÉ ' = �=3, ÔÏ r = sin 3' = 0. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÕÞÁÓÔÏË
ËÒÉ×ÏÊ �ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ� É �ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ� × ÐÏÌÀÓÅ. ëÒÉ×ÁÑ ÂÕÄÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ ÐÏÌÀÓÁ
ÎÁ 1 ÐÒÉ ' = �=6. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÅÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ (ÒÉÓ. 10.17).

íÙ ÓÏ×ÅÔÕÅÍ ×ÁÍ ÐÏÕÐÒÁÖÎÑÔÓÑ × ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÒÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÉ 10.24{10.27.

76. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ×ÓÅ ÎÅÂÅÓÎÙÅ ÔÅÌÁ (× ÐÅÒ×ÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ) Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÐÏ ËÒÉ-
×ÙÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á × ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÉ ÐÒÉÎÑÔÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÉÌÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÎÉË × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
76.1. ðÁÒÁÂÏÌÁ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÁÂÏÌÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ËÁÎÏ-
ÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2 = 2px. ðÏÌÀÓ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÍ × ÆÏËÕÓÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ, Á ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÌÕÞ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ×ÄÏÌØ ÅÅ ÏÓÉ (ÒÉÓ. 10.18).

òÉÓ. 10.18. ðÁÒÁÂÏÌÁ × ÐÏ-
ÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

éÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ O1MN ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ |O1N | =
= r cos'. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |O1N | = x− p

2 . ðÏÜÔÏÍÕ Ó×ÑÚØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ É
ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË

x = r cos'+ p
2 ; y = r sin':

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÄÅÓØ r | ÜÔÏ ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÄÉÒÅËÔÏÒÉ-
ÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÐÁÒÁÂÏÌÙ (ÓÔÒ. 55) ÒÁ×ÅÎ r = x+ p

2 . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÀÄÁ
×ÍÅÓÔÏ x ÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ

r − p = r cos';

ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ × ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ:

r = p
1− cos': (10.15)
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76.2. üÌÌÉÐÓ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÌÉÐÓ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2

a2 + y2

b2 = 1. ðÏÍÅÓÔÉÍ ÐÏÌÀÓ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×
ÌÅ×ÙÊ ÆÏËÕÓ ÜÌÌÉÐÓÁ, Á ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÌÕÞ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ×ÄÏÌØ ÂÏÌØÛÏÊ ÅÇÏ ÏÓÉ (ÒÉÓ. 10.19).

òÉÓ. 10.19. üÌÌÉÐÓ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ

äÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ON ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ |O1N | = x+ c. ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁ ÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
ÒÁ×ÎÁ |O1N | = r1 cos', ÇÄÅ r1 | Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÆÏ-
ËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÐÏÌÑÒÎÙÊ, Ô. Å. r1 = r.
ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

x+ c = r1 cos': (10.16)

æÏËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÜÌÌÉÐÓÁ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ (ÓÍ. ÓÔÒ. 59):

r1 = a+ ex; (10.17)

ÇÄÅ e | ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÜÌÌÉÐÓÁ: e = c
a . ÷ÙÒÁ-

ÚÉÍ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (10.16) x É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ × (10.17):

r1 = a+ e(r1 cos'− c) ⇔ r1 = a+ er1 cos'− c2

a :

÷ÙÒÁÖÁÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á r1 É ×ÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ r1 = r | ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

r = a− c2
a

1− e cos':

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÅÒÅÚ p ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÜÌÌÉÐÓÁ

p = a− c2

a = a2 − c2

a = b2
a

É ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:

r = p
1− e cos': (10.18)

òÉÓ. 10.20. ðÒÁ×ÁÑ ×ÅÔ×Ø ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌÙ

76.3. çÉÐÅÒÂÏÌÁ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÐÒÁ×ÕÀ ×ÅÔ×Ø ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ (ÒÉÓ. 10.20), ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x2

a2 −
y2

b2 = 1:

æÏËÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ r2 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ: r2 = ex − a, ÇÄÅ
e = c

a | ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÐÒÑ-
ÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AF2M ÎÁÈÏÄÉÍ x − c = r2 cos'. ïÔÓÀÄÁ
x = r2 cos'+ c. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x × ÆÏÒÍÕÌÕ ÆÏËÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ:

r2 = er2 cos'+ ec− a
É ×ÙÒÁÚÉÍ r = r2

r = ec− a
1− e cos':

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÌÉÐÓÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ p ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔÕ

p = ec− a = c2 − a2

a = b2
a :
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ðÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÙÐÉÛÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

r = p
1− e cos': (10.19)

76.4. éÔÏÇ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÒÉ×ÙÈ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
(10.15), (10.18) É (10.19), ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÏÎÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, ÅÓÌÉ ××Å-
ÓÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÐÁÒÁÂÏÌÙ e = 1.

÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÉÐ ËÒÉ×ÏÊ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉ-
ÔÅÔÁ. õ ÜÌÌÉÐÓÁ ÏÎ

e = c
a =

√
a2 − b2
a < 1;

Õ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ
e = c

a =
√
a2 + b2
a > 1;

Á Õ ÐÁÒÁÂÏÌÙ e = 1.

ðÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ

ðÒÉÍÅÒ 10.4. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2 = −5x, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÅ ÔÉÐ,
ÕËÁÚÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÆÏËÕÓÁ. úÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ.

òÉÓ. 10.21. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 10.4

òÅÛÅÎÉÅ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅ-
ÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÁÒÁÂÏÌÙ (10.2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÁÒÁÂÏÌÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÄÅÌÁ×
ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y1 = y É x1 = −x, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë

y2 = −5x ⇔ y1
2 = 5x1 ⇔ y1

2 = 2 · 5
2x1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÐÁÒÁÂÏÌÙ p = 5
2 .

ðÁÒÁÂÏÌÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox É ÅÅ ×ÅÔ×É
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ×ÌÅ×Ï (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.21). ÷ÅÒÛÉÎÁ ÐÁÒÁÂÏÌÙ |
ÔÏÞËÁ O(0; 0):

÷ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ox1y1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÆÏËÕÓÁ
F (5=4; 0) É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ x1 = −5=4. ïÞÅ-
×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ F (−5=4; 0) É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÉÒÅËÔÒÉ-
ÓÙ x = 5=4.

ðÒÉÍÅÒ 10.5. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 4x2 + y2 = 16. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÅ ÔÉÐ, ÎÁÊÔÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ, ÆÏËÕÓÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ ÄÉÒÅËÔÒÉÓ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ.

òÅÛÅÎÉÅ. óÄÅÌÁ× ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

4x2 + y2 = 16 ⇔ x2

22 + y2

42 = 1;

ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÜÌÌÉÐÓÁ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÐÏÌÕÏÓÅÊ a = 2 É b = 4. ÷ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ ÜÌÌÉÐÓÁ A1(2; 0); A2(−2; 0); B1(0;−4); B2(0; 4).

ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ b > a. üÔÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÉ×ÁÅÔ ÓÐÅÃÉÆÉËÕ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.
íÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, Á ÍÏÖÎÏ
ÓÒÁÚÕ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÜÌÌÉÐÓÁ.
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äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ6

c =
√
b2 − a2 =

√
42 − 22 = 2

√
3:

ôÁË ËÁË b > a, ÔÏ ÆÏËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ (ÐÒÑÍÁÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÆÏËÕÓÙ) | ÜÔÏ ÏÓØ Oy
(ÓÍ. ÒÉÓ. 10.22), ÔÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÆÏËÕÓÏ× | F1(0;−2

√
3); F2(0; 2

√
3).

òÉÓ. 10.22. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 10.5

üËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÜÌÌÉÐÓÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ

e = c
b = 2

√
3

4 =
√

3
2 :

äÉÒÅËÔÒÉÓÙ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÆÏËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ,
Ô. Å. × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÏÓÉ Oy (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.22). õÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ ÄÉÒÅËÔÒÉÓ:

y = ±be ⇔ y = ± 4√
3=2

⇔ y = ±8
√

3
3 :

ðÒÉÍÅÒ 10.6. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ ÐÏ ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y2

16 −
x2

49 = 1.
ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÉÐ ËÒÉ×ÏÊ, ÎÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ, ÆÏËÕÓÏ×, Á
ÔÁËÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÉÒÅËÔÒÉÓ É ÁÓÉÍÐÔÏÔ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÜËÓ-
ÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ.

òÅÛÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ y2

16 −
x2

49 = 1 ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ. ïÄÎÁËÏ
ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ (10.10) ÚÎÁËÏÍ ÐÒÉ x2

É y2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1 = y; y1 = x; ÔÏÇÄÁ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

x2
1

16 −
y2

1
49 = 1:

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a = 4, b = 7; Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÔÁÂÌ. 10.2.

òÉÓ. 10.23. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 10.6

6ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÔÁÂÌ. 10.1 ÐÒÉ b > a ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÎÅÌØÚÑ!
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éÔÁË, × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ox1y1 ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ A1(4; 0), A2(−4; 0); ÆÏËÕÓÙ F1(c; 0);
F2(−c; 0); ÇÄÅ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ c =

√
a2 + b2 =

√
42 + 72 =

√
65: õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÉÒÅËÔÒÉÓ |

x1 = ±ae ⇔ x1 = ±a
2

c ⇔ x1 = ± 42
√

65
⇔ x1 = ±16

√
65

65 :

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔ:
y1 = ± bax1 ⇔ y1 = ±7

4x1:

÷ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ A1(0; 4); A2(0;−4);

ÆÏËÕÓÙ F1(0;
√

65), F2(0;−√65); ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÉÒÅËÔÒÉÓ y = ±16
√

65
65 É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔ y =

= ±4
7x (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.23).

ðÒÉÍÅÒ 10.7. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ x2 + y2 − 4x = 5.
òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÉÄÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÐÁÒÁÂÏÌÙ (10.2) ÉÌÉ ÜÌÌÉÐÓÁ (10.7), ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ (10.10). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x± a)2 = x2 ± 2ax+ a2: (10.20)

éÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

x2 − 4x+ y2 = 5 ⇔ (x2 − 4x+ 4)− 4 + y2 = 5 ⇔

⇔ (x− 2)2 + y2 = 9 ⇔ (x− 2)2

9 + y2

9 = 1:

òÉÓ. 10.24. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 10.7 òÉÓ. 10.25. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 10.8

÷×ÏÄÑ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1 = x − 2; y1 = y, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ Ó
ÒÁ×ÎÙÍÉ ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ, Á ÔÏÞÎÅÅ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

x2
1

32 + y2
1

32 = 1:

ãÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ax1y1 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ A(0; 0). ôÁË ËÁË x = x1 + 2;
y = y1, ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ A(2; 0). òÁÄÉÕÓ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ ÔÒÅÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.24).

ðÒÉÍÅÒ 10.8. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ y2 − 2x+ 4y + 2 = 0:
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òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (10.20):

y2 + 4y − 2x+ 2 = 0 ⇔ y2 + 4y + 4− 4− 2x+ 2 = 0 ⇔
⇔ (y + 2)2 = 2x+ 2 ⇔ (y + 2)2 = 2(x+ 1):

åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1 = x+ 1; y1 = y+ 2 É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
Ax1y1, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÎÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

y2
1 = 2x1;

ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÁÒÁÂÏÌÙ 10.2. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ A × ÓÉÓÔÅÍÅ Oxy
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ××ÅÄÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ x = x1 − 1 = 0 − 1 = −1; y = y1 − 2 = 0 − 2 = −2, Ô. Å.
A(−1;−2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.25).

äÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÉÎÉÉ ÓÔÒÏÉÍ ÐÁÒÁÂÏÌÕ y2
1 = 2x1 × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ax1y1, Á ÚÁÔÅÍ

ÓÔÒÏÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy, ÓÍÅÝÅÎÎÕÀ ÐÏ ÏÓÉ Ax1 ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÐÒÁ×Ï É ÐÏ ÏÓÉ Ay1 ÎÁ
2 ÅÄÉÎÉÃÙ ××ÅÒÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.25).

ðÒÉÍÅÒ 10.9. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 16x2 + 25y2− 32x+ 50y− 359 = 0:
òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÉÎÉÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÉÅÍÁÍÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× 10.7, 10.8:

16x2 − 32x+ 25y2 + 50y − 359 = 0 ⇔ 16(x2 − 2x) + 25(y2 + 2y)− 359 = 0 ⇔
⇔ 16(x2 − 2x+ 1)− 16 + 25(y2 + 2y + 1)− 25− 359 = 0 ⇔

⇔ 16(x− 1)2 + 25(y + 1)2 = 400 ⇔ (x− 1)2

25 + (y + 1)2

16 = 1:

÷×ÅÄÅÍ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1 = x− 1, y1 = y + 1, ÔÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÎÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

x2
1

52 + y2
1

42 = 1;

Ô. Å. ÓÏÇÌÁÓÎÏ 10.7 ÄÁÎÎÁÑ ÌÉÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÍ Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a = 5 É b = 4. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÜÌÌÉÐÓ ×
ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ax1y1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 10.26), ÇÄÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ××ÅÄÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ x = x1 + 1,
y = y1 − 1 × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ A(1;−1). äÁÌÅÅ ÓÔÒÏÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ Oxy, ÓÍÅÝÅÎÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ax1y1 ×ÌÅ×Ï É ××ÅÒÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ (ÓÍ.
ÒÉÓ. 10.26).

òÉÓ. 10.26. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 10.9

ðÒÉÍÅÒ 10.10. éÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅ-
ÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 9x2 − 16y2 − 54x− 64y = 127:
òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ ÌÉÎÉÉ ×ÙÄÅÌÉÍ ÐÏÌÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ:

9x2 − 54x− 16y2 − 64y = 127 ⇔
⇔ 9(x2 − 6x)− 16(y2 + 4y) = 127 ⇔

⇔ 9(x2 − 6x+ 9)− 9 · 9−
− 16(y2 + 4y + 4) + 4 · 16 = 127 ⇔

⇔ 9(x− 3)2 − 81− 16(y + 2)2 + 64 = 127 ⇔
⇔ 9(x− 3)2 − 16(y + 2)2 = 144 ⇔

⇔ (x− 3)2

16 − (y + 2)2

9 = 1:
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÷ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ax1y1 ÐÒÉ x1 = x − 3,
y1 = y + 2 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÎÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

x2
1

16 −
y2

1
9 = 1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ÌÉÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a = 4, b = 3. îÁ ÒÉÓ. 10.27
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÜÔÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ × ÓÉÓÔÅÍÅ Ax1y1. óÏÇÌÁÓÎÏ ××ÅÄÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ x = x1 + 3,
y = y1 − 2 × ÓÉÓÔÅÍÅ Oxy ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ A(3;−2). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÒÏÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
Oxy ÓÍÅÝÅÎÎÕÀ ×ÌÅ×Ï ÎÁ 3 ÅÄÉÎÉÃÙ É ××ÅÒÈ ÎÁ 2 ÅÄÉÎÉÃÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ Ax1y1 (ÓÍ.
ÒÉÓ. 10.27).

òÉÓ. 10.27. ë ÐÒÉÍÅÒÕ 10.10

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ
10.1. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÁÒÁÂÏÌÙ. ïÂßÑÓÎÉÔÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÅÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ

ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
10.2. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏËÁÌØÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÐÁÒÁÂÏÌÙ? ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÆÏËÕÓÁ

ÐÁÒÁÂÏÌÙ?
10.3. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÐÁÒÁÂÏÌÙ?
10.4. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÄÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÁÒÁÂÏÌÙ.
10.5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÁÒÁÂÏÌÙ.
10.6. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. õËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ. ëÁË

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?
10.7. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ ÜÌÌÉÐÓÁ? ëÁËÏ×Ù

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÓÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÏÌÕÏÓÅÊ?
10.8. þÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÏÍ ÜÌÌÉÐÓÁ? þÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓ-

ÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÜÌÌÉÐÓÁ?
10.9. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ? çÄÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÆÏËÕÓÙ É ÄÉÒÅËÔÒÉ-

ÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?
10.10. úÁÐÉÛÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÆÏËÕÓÏ× ÜÌÌÉÐÓÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ×:

Á) ÆÏËÕÓÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÓÉ Ox;
Â) ÆÏËÕÓÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÓÉ Oy.
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äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÚÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÉÒÅËÔÒÉÓ ÜÌÌÉÐÓÁ.
10.11. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÄÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÌÉÐÓÁ.
10.12. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÌÉÐÓÁ.
10.13. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÎÁÚÏ×ÉÔÅ ÅÅ ÐÏÌÕÏÓÉ. ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁ-

ËÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ, Á ËÁËÁÑ ÍÎÉÍÏÊ?
10.14. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ.
10.15. úÁÐÉÛÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÆÏËÕÓÏ× ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÉÒÅËÔÒÉÓ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ×:

Á) ÆÏËÕÓÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÓÉ Ox;
Â) ÆÏËÕÓÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÓÉ Oy.

10.16. ÷ ÞÅÍ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÄÉÒÅËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ?
10.17. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ.
10.18. ïÂßÑÓÎÉÔÅ, ËÁË ÐÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ËÒÉ×ÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÎÑÔØ, Ë ËÁËÏÍÕ ÔÉÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ

ËÒÉ×ÁÑ? ÷ ÞÅÍ ÓÕÔØ ÍÅÔÏÄÁ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ?
10.19. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

úÁÄÁÞÉ
10.1◦. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ËÒÉ×ÙÅ:

Á) y2 = 6x; Â) x2 = 3y; ×) y2 = −2x; Ç) x2 = −y;

Ä) x2 + y2 = 64; Å) x
2

25 + y2

9 = 1; Ö) 3x2 + 4y2 = 12; Ú) x2 − 9y2 = 0;

É) x
2

4 − y2

25 = 1; Ë) 16x2 − 9y2 = 144:

10.2◦. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÁÒÁÂÏÌÕ y2 = 2x; ÕËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÆÏËÕÓÁ, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÛÉÔÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÙ.

10.3◦. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ìÅÖÁÔ ÌÉ ÎÁ
ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ A(1; 2); B(

√
2;
√

2); C(0;−2); D(−2; 0); E(2;−2)?
10.4◦. ãÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 5 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ C(−1; 3): úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ìÅÖÁÔ ÌÉ ÔÏÞËÉ P (3; 4) É Q(2;−1) ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?
10.5◦. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÐÏÌÕÏÓÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ a = 3; b = 4.
10.6◦. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÜÌÌÉÐÓ x2

25 + y2

4 = 1. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ÆÏËÕÓÏ× É ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ.
úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÉÒÅËÔÒÉÓ ÜÌÌÉÐÓÁ.

10.7◦. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÜÌÌÉÐÓ x2 + y2

9 = 1. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ÆÏËÕÓÏ× É ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ.
úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÉÒÅËÔÒÉÓ ÜÌÌÉÐÓÁ.

10.8◦. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ:

Á) x
2

4 − y2

9 = 1; Â) y2 − 4x2 = 16:

îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔ É ÄÉÒÅËÔÒÉÓ ÜÔÉÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌ. õËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÈ ÆÏ-
ËÕÓÏ× É ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ. ðÏÄ ËÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÉÐÅÒÂÏÌ?

10.9. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ:
Á) ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÓÉ Oy, ÌÅÖÉÔ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ p = 6;
Â) ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox É ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(2;−6);
×) ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy É ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ K(4; 8).

10.10. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÉ O(0; 0) É B(8; 1):
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10.11. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ p ÐÁÒÁÂÏÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉ-
ÑÍÉ:

Á) y = x2 − 6x+ 1; ×) x = 2y2 − 4y; Â) y = −x2 + 8x+ 3; Ç) x = 1− 5y − y2:

éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÜÔÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ.
10.12. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉO(0; 0) ÉM(4; 0) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÃÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.
10.13. ÷ ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x2 + y2 = 4 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ 2x+ y − 2 = 0?
10.14. õËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÏ× ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ:

Á) x2 + y2 − 6x = 0; ×) x2 + y2 − 4x+ 10y + 25 = 0;
Â) x2 + y2 = 8y; Ç) x2 + y2 + 5x− 7y = 17; 5:

10.15. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ:
Á) ÜÌÌÉÐÓ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A(0; 2) É B(5; 0);

Â) ÜÌÌÉÐÓ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ P
(3

2 ;
1
2

)
É Q

(
−1;

√
2
3

)
;

×) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÏËÕÓÁÍÉ ÜÌÌÉÐÓÁ ÒÁ×ÎÏ 8, Á ÅÇÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ a = 5;
Ç) ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÜÌÌÉÐÓÁ ÒÁ×ÅÎ

√
5=3; Á ÅÇÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ a = 3;

Ä) ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÜÌÌÉÐÓÁ ÒÁ×ÅÎ
√

15=4, Á ÅÇÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ b = 4.
10.16. áÂÓÃÉÓÓÙ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2+y2 = 25 ÓÏËÒÁÝÅÎÙ × ÐÑÔØ ÒÁÚ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÕËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÅ ÆÏËÕÓÏ× É ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ.
10.17. ïÒÄÉÎÁÔÙ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2 = 9 Õ×ÅÌÉÞÅÎÙ × 4 ÒÁÚÁ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÕËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÅ ÆÏËÕÓÏ× É ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ.
10.18. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

ÆÏËÕÓÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÌÅÖÁÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÏÓÉ Ox, Á ÔÁËÖÅ:
Á) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÏËÕÓÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ 12, Á ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ 6;
Â) ÔÏÞËÉ M1(2;−5) É M2(

√
2; 2

√
5) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ;

×) ÐÏÌÕÏÓØ a = 2, Á ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ e =
√

2;
Ç) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÏËÕÓÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ 8, Á ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ e = 4√

3 ;
Ä) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ 2√

5 ; Á ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ e =
√

5;
Å) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ 18√

13 ; Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔ y = ±2
3x:

10.19. éÚ×ÅÓÔÅÎ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÒÅÍÑ. ðÏ ËÁËÏÊ ÔÒÁ-
ÅËÔÏÒÉÉ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

Á) x = 3 cos t; y = 5 sin t; Â) x = −t2 + 2; y = 3− t; ×) x = 1− t; y = 2t2 − 3t;
Ç) x = −6t+ t2; y = t− 1; Ä) x = 4t2 + 1; y = 2t− 2; Å) x = a(1 + cos t); y = a(1 + sin t)?

10.20. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÒÉ×ÙÈ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÉÈ ÔÉÐ, ÕËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ËÒÉ×ÙÅ:

Á) y = x2 − 6x+ 1; Â) x2 + 9y2 − 6x = 0; ×) x2 − y2 − 6x = 0;
Ç) 6y2 − 12y = x− 8; Ä) x2 + y2 + 2y = 3; Å) y2 − 4y − 20x+ 24 = 0;
Ö) 9x2 + y2 + 2y = 8; Ú) x2 + 9y2 + 2x− 8 = 0; É) 4x2 − y2 + 8y = 0;
Ë) y2 + 3x− 6y + 12 = 0; Ì) x2 − y2 + 6x− 4y = 4; Í) x2 + 4y2 + 16y = 0;
Î) x2 − y2 = 2x− 2y − 1; Ï) x2 − y2 = 2x; Ð) x2 + 4x− 24y + 76 = 0;

Ò) 4x2 + 9y2 − 40x+ 36y + 100 = 0; Ó) 5x2 + 2y2 − 40x+ 8y + 78 = 0:
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10.21. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÌÉÎÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:

Á) x = √−y; Ú) y = −2 +
√−x− 5; Â) y =

√
2x− x2;

É) x = 2 +
√

15 + 2y − y2; ×) y = −3−
√

14x− x2; Ë) y = −2 +
√−x− 5;

Ç) y = 3 +
√

4− y; Ì) x = −4−
√
−8 + 6y − y2; Ä) y =

√
8x− 2x2;

Í) y = −2 +
√

8− 18x− 9x2; Å) x =
√
−3y2 + 12y − 3; Î) x = 1− 2

√
−y2 − 2y + 3;

Ö) x = 3 +
√
y2 − 2y + 5; Ï) y = −1−

√
x2 − 2x+ 10:

10.22. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÌÉÎÉÑÍÉ, É ÕËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÌÉÎÉÊ:

Á) y = 4− x2; 3x− 2y − 6 = 0;
Â) x =

√
36− y2; x = −6−

√
36− y2;

×) x = 8− y2; x = −2y;
Ç) x2 − 2x+ y2 = 0; x2 − 4x+ y2 = 0; y = 0; y = x√

3
;

Ä) x2 − 4y + y2 = 0; x2 − 8y + y2 = 0; y = x; x = 0:

10.23. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ:

Á) x2 + y2 < 1; x > 1
2; y > 0; Â) x

2

4 + y2 6 1; x > 0;

×) y > x2; y 6 4− x2; Ç) y2 − x2 6 1; x2 + y2 6 9;
Ä) x2 + y2 > 2x; x2 + y2 6 4x:

10.24. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r = 4 sin'.
10.25. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r = 2 cos 2'.
10.26. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r = 3 sin2 2'.
10.27. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r2 = sin 2'.
10.28∗. ÷ÅÒÛÉÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a ÌÅÖÉÔ × ÆÏËÕÓÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ, Á ÐÒÏÔÉ-

×ÏÌÅÖÁÝÁÑ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÔÏÒÏÎÁ | ÎÁ ÄÉÒÅËÔÒÉÓÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÆÏËÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÜÔÏÊ
ÐÁÒÁÂÏÌÙ.

10.29∗. ôÏÞËÁ M(2; 1) | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÈÏÒÄÙ ÐÁÒÁÂÏÌÙ y2 = 4x. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÁ
ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÜÔÁ ÈÏÒÄÁ.

10.30∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÜÌÌÉÐÓÁ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë ÆÏËÕÓÕ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÏÔ ÎÅÇÏ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÆÏËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ.

10.31∗. ïÒÂÉÔÁ ÚÅÍÎÏÇÏ ÛÁÒÁ | ÜÌÌÉÐÓ, ÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 150 · 106 ËÍ, Á ÜËÓ-
ÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÒÁ×ÅÎ 0; 017. éÍÅÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ óÏÌÎÃÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÆÏËÕÓÅ ÜÔÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ,
×ÙÞÉÓÌÉÔÅ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ÄÌÉÎÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ úÅÍÌÉ ÄÏ óÏÌÎÃÁ × ÉÀÎÅ ÂÏÌØÛÅ ËÒÁÔ-
ÞÁÊÛÅÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × ÄÅËÁÂÒÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

10.32∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ É ÎÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÅÓÔØ ÜÌÌÉÐÓ. îÁÊÄÉÔÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ
ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÁ ÜÔÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ ÏÔ ÕÇÌÁ ' ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ.

10.33∗. îÁÊÄÉÔÅ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.
10.34∗. îÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ x

2

49−
y2

16 = 1 ÕËÁÖÉÔÅ ÔÏÞËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÄÁÌØÛÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ,
ÞÅÍ ÏÔ ÄÒÕÇÏÊ.

10.35∗. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÆÏËÕÓÁÈ ÜÌÌÉÐÓÁ x
2

25 +y2

9 = 1; Á ÅÅ ÆÏËÕÓÙ | × ×ÅÒÛÉÎÁÈ
ÜÔÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ.



éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ

ïÔ ÒÅÄÁËÃÉÉ

ï ×ÙÈÏÄÅ ËÎÉÇÉ ÷. ÷. ãÕËÅÒÍÁÎÁ

÷ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Å \éËÁÒ" ×ÙÛÌÁ × Ó×ÅÔ ËÎÉÇÁ ÷ÉÔÁÌÉÑ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÉÞÁ ãÕËÅÒÍÁÎÁ \äÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ", ÁÎÎÏÔÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÁ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ×
ÎÁÛÅÍ ÖÕÒÎÁÌÅ, �2(50), 2009Ç. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ËÎÉÇÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍ, Á ÔÁË-
ÖÅ ÓÔÒÏÇÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ. ëÎÉÇÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÏÂÒÅÓÔÉ × ËÉÏÓËÅ éÎÓÔÉÔÕÔÁ
ÒÕÓÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÉÍÅÎÉ á.ó.ðÕÛËÉÎÁ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ: íÏÓË×Á, ÕÌ. ÷ÏÌÇÉÎÁ, Ä. 6. ãÅÎÁ 300 ÒÕÂ.

ïÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÓÏÓÔÁ×Á ÒÅÄËÏÌÌÅÇÉÉ ÖÕÒÎÁÌÁ

îÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ ÒÅÄÁËÃÉÏÎÎÏÊ ËÏÌÌÅÇÉÉ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÓÏÓÔÏÑ×ÛÅÍ-
ÓÑ 8 ÑÎ×ÁÒÑ 2010Ç., ÉÚ ÓÏÓÔÁ×Á ÒÅÄËÏÌÌÅÇÉÉ ×Ù×ÅÄÅÎ óÅÒÇÅÊ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞ äÏÒÉÞÅÎËÏ ÐÏ ÅÇÏ
ÐÒÏÓØÂÅ. âÌÁÇÏÄÁÒÉÍ óÅÒÇÅÑ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞÁ ÚÁ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Ï.
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ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ

æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ ÓÐÏ-
ÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ.
æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ, ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ
ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒ-
ÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ
ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÄÁÎÉÀ ÎÁÕÞÎÏÊ, ÕÞÅÂÎÏÊ É ÍÅÔÏ-
ÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×
ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÔÅÌÅÆÏÎÕ: (495) 107-31-46 .
áÄÒÅÓ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ æÏÎÄÁ: 141075 Ç. ëÏÒÏÌÅ× íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌ., ÐÒ-Ô ëÏÓÍÏÎÁ×ÔÏ×

9-167.
E-mail: matob@yandex.ru
óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× 1-4 ÚÁ 2010 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) {

60 ÒÕÂÌÅÊ.
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ

ÄÏËÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ÏÐÌÁÔÕ ÐÏÄÐÉÓËÉ. óÏÏÂÝÉÔÅ ÁÄÒÅÓ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ×Ù ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ
ÐÏÌÕÞÁÔØ ÖÕÒÎÁÌ. ÷ ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 2010 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:
ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
òÁÓÞÅÔÎÙÊ ÓÞÅÔ É ÂÁÎË ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ:
Ò/Ó 40703810700010001416 × ïáï âÁÎË \òÁÚ×ÉÔÉÅ-óÔÏÌÉÃÁ", Ç. íÏÓË×Á,
Ë/Ó 30101810000000000984, âéë 044525984, ïëðï 45084342
÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ ÐÒÅ-

ÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷ ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ,
ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏ ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓ-
ÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á ÓÏÈÒÁ-
ÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ
10 ÜËÚ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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