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1 Введение
Взаимодействие потока плазмы солнечного ветра и магнитного поля земного диполя приводит к формиро-
ванию плазменной оболочки нашей планеты – магнитосферы Земли (см. схему на рисунке 1). На ночной
стороне магнитосфера характеризуется сильно вытянутыми силовыми линиями магнитного поля и повы-
шенной плотностью горячей плазмы, формирующей плазменный слой (англ. – plasma sheet, с энергиями
1−10 кэВ). Ионный состав плазменного слоя определяется вкладами от Земли (однократно ионизированные
молекулы кислорода) и солнечного ветра (протоны). Электростатическую нейтральность магнитосферной
плазмы обеспечивают электроны, источниками которых являются как солнечный ветер, так и земная ионо-
сфера [см. обзор 1]. При этом, энергии ионов и электронов ионосферы и солнечного ветра не превышают
десятков эВ, а их нагрев до десятков кэВ осуществляется в плазменном слое за счёт широкого диапазона
механизмов ускорения заряженных частиц [см., например, 2]. Будучи нагретой до столь высоких энергий,
плазма существенно деформирует магнитное поле плазменного слоя и приводит к ряду динамически явле-
ний, таких как магнитосферные бури и суббури, в ходе которых потоки горячей плазмы инжектируются из
плазменного слоя в ближнюю магнитосферу (inner magnetosphere) и радиационные пояса (radiation belts;
см. схему на рисунке 1). Предсказание таких событий крайне важно для моделирования угроз околоземным
спутникам (в частности, спутникам систем связи GPS, Galileo, ГЛОНАСС), спутникам на геосинхронной
орбите, и пилотируемым космическим программам [более подробно см. в 3].

Рис. 1: Схематичное изображение основных областей Земной магнитосферы. Чёрными линиями показаны
силовые линии магнитного поля (рисунок взят с сайта https://bigenc.ru/physics/text/2154116).

Для изучения и прогнозирования динамики плазменного слоя магнитосферы необходим постоянный мо-
ниторинг конфигурации магнитного поля в этой области магнитосферы. Однако большинство научных спут-
никовых миссий, проводящих измерения в плазменном слое, такие как Interball-tail [4], Geotail [5], Cluster
[6], THEMIS [7], MMS [8], предоставляют информацию лишь о небольшой области пространства, пересека-
емой орбитами спутников, и эти измерения можно использовать лишь для построения крупномасштабных
эмпирических моделей магнитного поля [cм., например, обзор 9]. Для быстрой диагностики конфигура-
ции магнитного поля плазменного слоя вместо измерений спутников, орбиты которых лежат в плазменном
слое, используют спутники на низковысотных орбитах (см. неполный список таких спутников на рисунке
2). Двигаясь по таким орбитам, спутники делают полный оборот вокруг Земли за времена порядка несколь-
ких десятков минут (в сравнении с днями, необходимыми для одного оборота вокруг Земли спутниками,
проходящими через плазменный слой). Как следствие, низковысотные спутники пересекают силовые линии
магнитного поля, сходящиеся около Земли и пересекающие магнитный экватор на всём протяжении плазмен-
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ного слоя (см. схему на рисунке 1). Анализ потоков энергичных частиц, приходящих вдоль силовых линий
магнитного поля из пламенного слоя и фиксирующихся аппаратурой низковысотных спутников, позволяет
«прозондировать» конфигурацию магнитного поля [см., 10]. Как следствие, на первый план выходят модели,
позволяющие сопоставить свойства потоков частиц, «высыпающихся» из плазменного слоя, и конфигурацию
магнитного поля в окрестностях магнитного экватора.

Рис. 2: Схематичное изображение орбит низковысотных научных спутников (рисунок взят с сайта https:
//www.tes.com/lessons/UQuaRdH98FEcCg/science-chapter-5).

Магнитное поле в плазменном слое существенно ослаблено по сравнению с полем вблизи Земли, и, как
следствие, заряженные частицы плазменного слоя оказываются запертыми в магнитной ловушке: частицы
движутся вдоль силовых линий магнитного поля к Земле, но «разворачиваются» сильным полем около Зем-
ли и возвращаются в плазменный слой. Такое движение связано с сохранением двух интегралов движения
частиц: полной энергии H = m(v2‖ + v2⊥)/2 и магнитного момента µ = mv2⊥/2B, где B – интенсивность маг-
нитного поля, а v‖, v⊥ – компоненты скорости частиц вдоль и поперёк силовых линий магнитного поля; см.
схематичный рисунок 3 и [11]. Комбинация этих уравнений даёт v‖ = ±

√
2(H − µB)/m. То есть с ростом B

скорость частиц вдоль силовых линий (v‖) падает, и при определённом B̃ = H/µ частицы разворачиваются
магнитным полем (направление v‖ меняется на противоположное). Из-за этого эффекта потоки частиц из
плазменного слоя, как правило, не доходят до низковысотных спутников. Но есть важное исключение, лежа-
щее в основе метода «зондирования» конфигурации магнитного поля по данным низковысотных спутников.
Это исключение связано с т.н. рассеянием частиц, когда за счёт движения частиц вдоль кривых силовых
линий, магнитный момент µ претерпевает случайные скачки. Это явление носит название «нарушение сохра-
нения адиабатического инварианта» [12] и хорошо изучено для динамики заряженных частиц в магнитных
ловушках [13]. При уменьшении µ увеличивается B̃, до которого может долететь частица, и, получается,
что рассеяние частиц в плазменном слое приводит к росту потоков частиц, измеряемых низковысотными
спутниками.

Величина скачка µ за одно прохождение экватора составляет порядка ∼ exp(κ2F (µ∗)), где κ2 – отноше-
ние гирорадиуса частицы и радиуса кривизны силовых линий магнитного поля, а функция F зависит от
µ∗ = µ/2H = (1/2) sin2 α (см. определение α на схеме 3, а также работы [13, 14]). Кроме того, эта функ-
ция определяется конкретным видом конфигурации магнитного поля. Как следствие, рост потоков частиц,
измеряемых низковысотными спутниками, как правило, связывают с уменьшением значения κ, то есть с
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Рис. 4: Схематичное изображение силовых линий магнитного поля в токовом слое (левая панель) и на фронте
диполизации (правая панель). Rc – радиус кривизны силовых линий магнитного поля (показан в области с
минимумом Rc).

уменьшением амплитуды экваториального магнитного поля Beq [см. 15, 16]. Однако, в основе такого предпо-
ложения лежит представление об упрощённой конфигурации поля, когда κ2 пропорционально B2

eq (см. схему
4).

Такая конфигурация силовых линий магнитного поля достаточно типична для токового слоя – локализо-
ванной области в центре плазменного слоя с повышенной плотностью токов горячих ионов и электронов [см.
обзор 17]. Таким образом, оценка величины κ из данных измерений низковысотных спутников позволяет оце-
нить пространственное (вдоль плазменного слоя, т.е. вдоль горизонтальной оси на рсиунке 1) распределение
Beq и его временные изменения, являющиеся важным индикатором динамических процессов в магнитосере
Земли [см., модели в работах 18, 19, 20]. С другой стороны, используемые формулы для оценки κ игнорируют
существование более сложных конфигураций магнитного поля, для которых κ и F (µ∗) задаются формулами,
отличными от используемых.

Рис. 3: Компоненты скорости заряженной
частицы и питч-угол частицы в системе с
магнитным полем.

Одним из важных примеров таких сложных конфигураций
является т.н. фронт диполизации, характеризующийся резким
градиентом магнитного поля Beq. На рисунке 4 показано срав-
нение силовых линий магнитного поля для конфигурации токо-
вого слоя (левая панель) и для конфигурации диполизационно-
го фронта (правая панель). Как видно из рисунка, смена кон-
фигураций поля связана и со сменой положений максимальной
кривизны силовых линий магнитного поля [именно в окрестно-
стях положений максимальной кривизны происходит скачок µ,
см. 13]: если для конфигурации токового слоя радиус кривиз-
ны силовых линий Rc достигает минимума на экваторе, то для
конфигурации диполизационного фронта минимумы Rc оказы-
ваются смещены от экватора вдоль оси z (выбранная система
координат с осью z, направленной вдоль магнитного диполя
Земли, и осью x, направленной от Земли к Солнцу, называ-
ется геоцентрической солнечно-магнитосферной системой ко-
ординат). Из-за изменения положений областей рассеяния ча-
стиц могут поменяться и выражения для κ и F (µ∗). Вопросу
получения аналитических выражений для κ и F (µ∗), со-
ответствующих конфигурации фронта диполизации, и
посвящена данная курсовая работа.

Заметим, что формирование фронта диполизации связано
с таким явлением, как пересоединение магнитных силовых ли-
ний [21], являющееся ключевым процессом для геомагнитных
суббурь [22]. На рисунке 5, взятом из работы [23], показана мо-
дельная конфигурация силовых линий в магнитосере Земли при формировании диполизационного фронта.
Данная конфигурация восстановлена на основе сочетания эмпирической модели магнитного поля [24] и дан-
ных измерений спутников, находившихся в магнитосфере на момент формирования фронта (см. риуснок
5). Рисунок показывает, что на расстояниях ∼ −18RE (RE - радиус Земли) в магнитосфере конфигурация
силовых линий трансформируется из вытянутой, соответствующей токовому слою, к конфигурации с прак-
тически вертикальными линиями в окрестности экватора. Данная курсовая работа посвящена, в частности,
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сопоставлению эффективности рассеяния заряженных частиц в плазменном слое с двумя показаными на
рисунках 5, 4 конфигурациями силовых линий магнитного поля.

Рис. 5: Схематичное изображение хвостовой области земной магнитосферы при формировании фронта дипо-
лизации (англ. – dipolarization front или reconnection front). Система координат – геоцентрическая солнечно-
магнитосферная (GSM) с осью z вдоль земного магнитного диполя. Цветными кружками показано распо-
ложение спутников GOES-15 (G15), THEMIS A, D, E (P3-P5), Geotail (GT), ARTEMIS P1 и P2 (P1, P2).
Чёрными линиями показаны силовые линии магнитного поля (рисунок взят из работы [23]).

2 Постановка задачи
Основной характеристикой рассеяния заряженных частиц в магнитном поле с малым радиусом кривизны
силовых линий является скорость рассеяния – величина изменения питч-угла частицы ∆αeq за одни период
осцилляций частицы между магнитными пробками, ограничивающими её движение вдоль силовых линий
магнитного поля. Для решения задачи оценки скорости рассеяния заряженных частиц требуется задать
модельную конфигурацию магнитного поля и вычислить основные характеристики рассеяния, определяющие
выражение ∆αeq – κ и F (µ∗). Решение этой задачи разбивается на три стадии, отражённые в структуре
курсовой работы.

На первой стадии требуется определиться с модельной конфигурацией магнитного поля, позволяющией,
в рамках варьирования параметров модели, рассмотреть переход от конфигурации токового слоя к конфи-
гурации диполизационного фронта (см. рисунок 4). Этот вопрос решается в разделе 3.

На второй стадии требуется определить основные выражения, описывающие скачок питч-угла (или скачок
адиабатического инварианта µ) в заданной конфигурации магнитного поля. Ряд таких выражений был ранее
выведен в работах [13, 14], и в частном случае силовых линий магнитного поля токового слоя в работе [25].
В рамках рассматриваемой курсовой формулы из работы [25] обобщаются на случай произвольной плоской
конфигурации магнитного поля. Этот вопрос решается в разделе 4.

На третьей стадии требуется провести вычисления скачков питч-угла в широком диапазоне параметров
модели магнитного поля и продемонстрировать зависимость этих скачков от особенностей конфигурации
силовых линий магнитного поля. Этот вопрос решается в разделе 5.

Курсовая работа завершается выводами проведённого исследования (раздел 6) и обсуждением возможных
обобщений полученных результатов и их важности в контексте магнитосферных исследований (раздел 7).

3 Модель магнитного поля
Для решения задачи о рассеянии частиц необходимо задать модель магнитного поля, которая будет включать
как области с силовыми линиями, соответствующими конфигурации токового слоя (Bx ∼ B0z/L и Bz, см.
[26]), так и области с силовыми линиями, соответсвующими диполизационному фронту (сильный градиает
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∂Bz/∂x). Простой пример такой модели выглядит следующим образом:

Bx =
z

L
,

Bz = beq

(
bn + 1 + tanh

xβ

L

)
, (1)

где L – характерный размер (толщина) токового слоя, beq, bn – константы, отвечающие за интенсивность
поля на экваторе, β – параметр, определяющий соотношение между толщиной слоя и масштабом градиента
∂Bz/∂x. Отметим, что магнитные поля в модели (1), нормированы на амплитуду поля Bx – B0.

Уравнение силовых линий магнитного поля dz/Bz = dx/Bx для данной модели принимает вид:

z

L
=

√
2beq
β

√
(1 + bn)(ξ − ξ1) + ln

cosh(ξ)

cosh(ξ1)
, (2)

где произведена замена ξ = xβ/L; ξ1 = x1β/L - координата пересечения силовой линией плоскости экватора
z = 0.

Наличие гиперболического тангенса в проекции магнитного поля на ось z (1) позволяет рассматривать
переход между сильным и слабым градиентами с помощью варьирования координаты ξ1 пересечения эква-
ториальной плоскости. Параметр β отвечает за масштаб градиента по оси z (см. рисунок 6).

Рис. 6: Изображение силовых линий используемой модели при параметре beq = 1. Цветом обозначены линии
для различных значений параметра β: красным – β = 5, черным – β = 10. Ось ξ имеет противоположный
знак в GSM координатах.

В таком виде для силовых линий нетрудно получить распределение интенсивности магнитного поля. Учи-
тывая выражение для модуля магнитного поля B =

√
Bx

2 +Bz
2 и полученное ранее уравнение (2), запишем:
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Bz = beq (bn + 1 + tanh ξ) ,

Bx =

√
2beq
β

√
(1 + bn)(ξ − ξ1) + ln

cosh(ξ)

cosh(ξ1)
, (3)

B =

√
Bx

2 +Bz
2 = beqf(ξ, ξ1).

Функция f(ξ, ξ1) введена очевидным образом и в дальнейшем используется для удобства выражения
координаты s вдоль силовой линии:

s(ξ, ξ1) =

x∫
x1

√
1 +

(
dz

dx̃

)2

dx̃ =

x∫
x1

√
1 +

(
Bz
Bx

)2

dx̃ =

= R

ξ∫
ξ1

f(ξ̃, ξ1)dξ̃

z(ξ̃)/L
, R = beq

L

β
(4)

В совокупности формулы (3) и (4) задают зависмость интенсивности магнитного поля вдоль силовой
линии от координаты вдоль силовых линий – s. При этом, в целях упрощения процедуры вычисления скач-
ков питч-угла, данную зависимость можно аппроксимировать выражением вида B(s) =

√
1 + as2 + cs3 + ds4,

a, c, d – параметры, большие нуля. Вид аппроксимации подобран с учетом зависимости градиента от коор-
динаты пересечения плоскости экватора. Так, для больших значений модуля ξ1 наибольшее влияние будет
оказывать квадратичная компонента, для малого значения ξ1 влияние будут оказывать сначала квадра-
тичная компонента, а дальнейший резкий рост интенсивности будет обеспечиваться компонентами высшего
порядка (см. рисунок 7).

Рис. 7: Значение коэффициентов аппроксимации интенсивности магнитного поля вдоль силовых линий для
различных значений ξ1. Коэффициентам соответсвуют цвета: a – синий, c – красный, d – зеленый. Для
значений ξ1, больших нуля, значение для коэффициента a ненулевое.
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Рис. 8: Зависимость вещественной и мнимой части решения уравнения B(s) = 0 от параметра ξ1. Появ-
ление вещественной части корня соответствеут появлениею вкладов от параметров аппроксимации c и d

(рисунок 7).

4 Уравнения для скачка питч-угла
Формула для скачка магнитного момента была получена в работе [25] и имеет следующий вид:

∆µ∗ = −µ
∗

2
Im

∫
C3′

dχ

[
exp(iΨ0 − χ) ·

(
Bn

4B0rG0

)1/8
1

(−χ)9/8
+ i

exp(2iΨ0 − 2χ)

2χ

]
. (5)

Ψo ' i
q

mc
Im

s0∫
0

dsB√
v2 − 2µB

= iIm
qBeqR

mcv

η0∫
0

dηb(η)√
1− 2µ∗b(η)

= iκ2F (µ∗) , (6)

с уже введённым параметром µ∗ = 2µB/v2 = (1/2) sin2(αeq). C3′ – контур интегрирования по комплексной
гирофазе частицы, обходящий Ψ0 – точка нулевого значения интенсивности магнитного поля (результаты
численного решения – см. рисунок 8). Для конфигурации поля, используемой в задаче, присутствуют ком-
плексные значения гирофазы, имеющие вещественную часть, в отличие от модели, рассмотренной в работе
[25], где решение мнимое.

В работе [25] показано, что основной фактор, котролирующий величину скачка ∆µ∗ – это экспонента
∼ exp(κ2F (µ∗)), в то время как множитель при этой экспоненте существенным образом зависит от деталей
выбранной конфигурации магнитного поля и во многих задачах его рассчитывают численно [см. 27, 28].
Как следствие, имеет смысл рассмотреть зависимость ∼ exp(κ2F (µ∗)), а точнее функции F (µ∗), от типа
конфигурации силовых линий магнитного поля (в используемой модели от ξ1).

5 Питч-угловое рассеяние
На рисунке 9 покзаны функции F (µ∗), рассчитанные для разных значений ξ1 и нормированные на F (0).
Каждое значение ξ1 соответствует силовой линии со своей конфигурацией. Так, ξ1 = −1.5 соответсвует
конфигурации токового слоя, а ξ1 = −3.3 – конфигурации диполизационного фронта. Как видно из рисунка,
для ξ1 = −3.3 функция F (µ∗) имеет большие значения при малых 0.5− µ∗ (больших µ∗, то есть для частиц
с большими питч-углами) по сравнению с функцией, полученной при ξ1 = −1.5. Отклонения нижней кривой
совпадают с наличием вещественной составляющей корня B(s) = 0.

7



10
-2

10
-1

0.5- *

10
0

10
1

F
/F

0
     -5

-4.1875

 -3.375

-2.5625

  -1.75

1

Рис. 9: Значение интеграла F (µ∗) (нормированное на минимальное значение). Для значений ξ1 от −10 до −5

и от −1.75 до 10 значения совпадают с нижней кривой.

6 Основные результаты
В работе рассмотрено рассеяние электронов в криволинейном магнитном поле, моделирующем геометрию си-
ловых линий в хвостовой области магнитосферы в процессе диполизации. Показано, что для силовых линий,
проходящих через область диполизации, происходит смещение положения области максимальной кривизны
силовых линий от экваториальной плоскости (корень уравнения B = 0 имеет действительную часть). За счёт
изменения конфигурации силовых линий происходит увеличение амплитуды рассеяния магнитного момента
(экваториального питч-угла).

7 О возможных приложениях
Полученное соотношение, описывающее рассеяние заряженных частиц на фронте диполизации, открывает
возможность обобщить и детализировать интерпретацию результатов анализа потоков частиц, измеряемых
низковысотными спутниками. Так, на данные момент доминирующая концепция анализа таких измерений
утверждает, что изотропизация потока частиц (то есть приближённое равенство потоков, приходящих вдоль
и поперёк силовых линий магнитного поля) связано с усилением рассеяния из-за локального (в пространстве)
падения амплитуды экваториального магнитного поля Beq – падения значений κ [29]. Однако, результаты,
полученные в данной курсовой работе, показывают, что интенсификация рассеяния частиц и изотропизации
потоков, измеряемых низковысотными спутниками, может быть связана с ростом Beq, сопровождаемым фор-
мированием сильных градиентов ∂Beq/∂x. Как следствие, конфигурация магнитного поля, соответствующая
наблюдению изотропных потоков частиц, может представлять собой не токовый слой с вытянутыми силовы-
ми линиями магнитного поля, а диполизационный фронт. Проверка этого результата требует аккуратного
анализа данных спутниковых наблюдений потоков частиц и сопряжённых им наблюдений конфигурации
магнитного поля в плазменном слое.

Кроме того, следует отметить, что полученные выражения для рассеяния частиц (скачков питч-угла),
применимы лишь в системах с достаточно малыми скачками (достаточно большими κ), когда такое рассеяние
можно описывать в рамках теории возмущений. Однако, в реалистичных конфигурациях магнитного поля
не исключены случаи с κ ∼ 1, для которых выражения для скачков питч-угла можно получить лишь с
помощью масштабного численного исследования динамики заряженных частиц. Такой анализ был выполнен
для конфигурации магнитного поля, соответствующей токовому слою, в работах [30, 31]. Аналог такого
анализа для конфигурации диполизационного фронта планируется выполнить в рамках дальнейшей работы
по исследованию рассеяния заряженных частиц.
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