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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Математические соотношения, полученные в результате исследова-

ния реального явления или процесса, называются математической моделью 

этого явления. Если эти соотношения описывают связи между некоторой 

функцией и ее производными или дифференциалами, модель называется 

динамической. С помощью динамических моделей, как правило, описыва-

ются процессы, развивающиеся во времени. В результате построения таких 

моделей возникают дифференциальные уравнения, если модель непрерыв-

на, и разностные уравнения, если модель дискретна. Они описывают, и тем 

самым позволяют исследовать поведение различных систем в самых раз-

ных областях науки — в механике, экономике, химии, экологии, социоло-

гии и т.д. 

Дифференциальные и разностные уравнения изучаются в первых 

главах книги. Затем рассматриваются различные приложения дифференци-

альных уравнений к решению экономических и финансовых задач, а также 

задач вариационного исчисления и оптимального управления. Так как 

дифференциальные уравнения, возникающие при описании реальных эко-

номических процессов, часто не поддаются точному решению, в отдельной 

главе рассматриваются численные методы их решения.  

Следующая часть учебника посвящена уравнениям математической 

физики. В ней подробно изучаются вольновое уравнение, уравнение тепло-

проводности и уравнение Лапласа. В отдельной главе рассматривается 

уравнение Блэка — Шоулза, которое, наряду с уравнением теплопроводно-

сти, играет ключевую роль в различных разделах финансовой математики. 

Основам финасовой математики посвящена заключительная часть 

книги. Наряду с традиционными разделами, связанными с процентными 

расчетами и потоками платежей, подробно рассматриваются расчеты, свя-

9



  

занные с облигациями, теория инвестиционного портфеля и факторные мо-

дели.  

На протяжении всей книги неизменно подчеркивается глубокая связь 

математических методов с экономическими и финансовыми задачами. 

Прежде всего, это связано с тем, что в последние годы все большее значе-

ние придается переплетению математики с экономикой и другими соци-

альными науками. Причем это проявляется не только при решении практи-

ческих задач, но и в фундаментальной науке.  

Еще в 1969 году первую Нобелевскую премию по экономике получи-

ли Рагнар Фриш (Норвегия) и Ян Тинберген (Нидерланды) за создание и 

применение динамических моделей к анализу экономических процессов. 

Первый американский Нобелевский лауреат по экономике Пол Сэмуельсон 

считает язык математики наиболее подходящим для современной экономи-

ческой теории. В своих работах он предпринял попытку выразить важней-

шие экономические категории и зависимости математическим образом. По 

мнению Самуэльсона, именно математический метод исследования позво-

ляет сделать экономику наукой. Активно использовали в своих работах ма-

тематический аппарат такие известные экономисты, как В. Леонтьев, К. 

Эрроу, Дж. Харсаний и Дж. Нэш. Широкое применение получило эконо-

метрическое моделирование, благодаря которому были построены модели 

не только отраслей или сфер экономики, но и национальных экономик от-

дельных стран и мировой экономики. Здесь приоритет принадлежит Л. 

Клейну, хотя моделирование активно применяли и другие ученые: Ж. Деб-

ре, Р. Солоу, Г. Марковиц, М. Миллер, У. Шарп. Нобелевской премии по 

экономике был удостоен в 1975 году и советский математик Л. Канторо-

вич. 

Данная книга написана на основании многолетнего опыта препода-

вания финансовой математики (дисциплины «Основы финансовых вычис-

лений», «Математические основы финансового анализа») студентам эко-

номических направлений подготовки бакалавров, а также дисциплин 
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«Дифференциальные уравнения» и «Уравнения математической физики» 

студентам, обучающимся по направлению «Прикладная математика и ин-

форматика» Финансового университета при Правительстве РФ.  

Книга, с одной стороны, позволяет получить базовые знания по ма-

тематическим методам, применяемым в экономике и финансах, а с другой, 

— дает необходимые навыки для решения практических задач.  

Главы 1—5 написаны И.Г. Шандра. 

Главы 6—7 — И.Е. Денежкиной.  

Глава 8 — В.В. Киселевым. 

Главы 10—12 — С.В. Петропавловским. 

Глава 13 — А.Б. Шаповалом. 

Глава 14 написана совместно И.А. Александровой и В.Ю. Поповым.  

Глава 15 написана совместно И.А. Александровой, В.Ю. Поповым и 

В.М. Гончаренко. 

Глава 16 написана совместно И.А. Александровой, В.Ю. Поповым и 

А.Б. Шаповалом. 

Глава 17 написана совместно И.А. Александровой и А.Б. Шаповалом.  

Приложение 1 написано В.М. Гончаренко. 

А.Б. Шаповал выполнил свою часть работы в Лаборатории исследо-

вания социальных отношений и многообразия общества РЭШ при под-

держке Министерства образования и науки Российской Федерации, грант 

Правительства РФ, договор № 14.U04.31.0002. 

Книга может рассматриваться как естественное продолжении учеб-

ника [2], в котором изучались основные оптимизационные методы, приме-

няемые в экономике и финансах, но, при этом, читаться независимо. 
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ГЛАВА 1. ОБЫКНОВЕННЫЕ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Многие задачи математики, физики, экономики, описывающие раз-

личные явления и процессы, приводят к необходимости решения уравне-

ний, содержащих в качестве неизвестной некоторую функцию и ее произ-

водные (или дифференциалы) до некоторого порядка. Такие уравнения на-

зываются дифференциальными. Основы теории  дифференциальных урав-

нений были заложены во второй половине семнадцатого века независимо 

друг от друга И.Ньютоном и Г.Лейбницем (термин дифференциальные 

уравнения принадлежит Г.Лейбницу). В дальнейшем эта теория существен-

но обогатилась трудами многих выдающихся математиков: И. Бернулли, 

Л.Эйлера, Ж.Лагранжа, О.Коши и других.  

1.1. Основные понятия и примеры 

Определение 1.1. Уравнение, связывающее независимые перемен-

ные с неизвестной функцией и ее производными до некоторого порядка на-

зывается дифференциальным уравнением. 

Например, дифференциальными являются следующие уравнения: 

    y' + 4y = x2,                             (1.1) 

   
2

2 0.z z

x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
                      (1.2) 

Определение 1.2. Порядком дифференциального уравнения называ-

ется порядок старшей производной, входящей в это уравнение. 

Приведенные выше дифференциальные уравнения (1.1) и (1.2) являют-

ся уравнениями соответственно первого и второго порядка. 

Определение 1.3. Дифференциальное уравнение называется обык-

новенным, если неизвестная функция зависит от одной переменной. Если 
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же в уравнение входят частные производные неизвестной функции по не-

скольким независимым переменным, то уравнение называется дифферен-

циальным уравнением в частных производных. 

Так, уравнение (1.1) является примером обыкновенного дифференци-

ального уравнения, а уравнение (1.2) – примером дифференциального урав-

нения в частных производных. 

Данная глава посвящена изучению обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Условимся  на протяжении данной главы, если это не оговорено 

особо, под термином дифференциальное уравнение понимать обыкновенное 

дифференциальное уравнение.  

Любое (обыкновенное) дифференциальное уравнение n-го порядка 

может быть записано в виде 

F(x, y, y',…, y(n)) = 0,    (1.3) 

где F − некоторая заданная функция, x − независимая переменная, 

y(x) − искомая функция, а y'(x),…, y(n)(x) − ее производные. 

Определение 1.4. Решением  дифференциального уравнения назы-

вается функция y = ϕ (х), такая, что ее подстановка в это  уравнение об-

ращает его в тождество. 

Определение 1.5. График решения дифференциального уравнения 

называется интегральной кривой. 

Определение 1.6. Решение дифференциального уравнения, заданное 

неявно соотношением   

Ф(x, y) = 0, 

называется интегралом этого уравнения. 

Пример 1.1. Рассмотрим дифференциального уравнения  

y' = 2x. 

Его  решением, как нетрудно убедиться, является функция  

y = x2 
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Этому решению соответствует интеграл  

y –  x2 = 0 

Очевидно, что решением этого уравнения также будет и любая функ-

ция вида 

y(x) = x2 +C,                          (1.4) 

где С − произвольная постоянная, что говорит о том, что данное 

уравнения имеет бесконечно много решений. Более того, формулой (1.4) 

определяются все решения данного уравнения, или, как говорят, задается 

общее решение уравнения. Отметим, что общее решение зависит от произ-

вольной постоянной С. Придавая ей определенные числовые значения, мы 

будем получать конкретные решения, или, как принято говорить частные 

решения. 

Пример 1.2. Рассмотрим в качестве ещё одного примера дифферен-

циальное  уравнение второго порядка 

 y'' = 6x.     (1.5) 

Имеем 
2

13y x C′ = +  

и далее 

 3
1 2 ,y x C x C= + +      (1.6) 

где C1, C2 − произвольные постоянные. Очевидно, что при любых 

значениях С1 и С2 полученная функция y будет решением уравнения (1.5), 

то есть формула (1.6) задает общее решение уравнения (1.5). Заметим, что в 

данном случае  общее решение зависит от двух произвольных постоянных 

С1 и С2 (что совпадает с  порядком  данного уравнения). Придавая постоян-

ным в соотношении (1.6) конкретные значения, мы будем  получать част-

ные решения уравнения (1.5). 

Замечание 1.1. В дальнейшем понятия общего и частного решения 

дифференциального уравнения будут уточнены. Однако ряд важных об-
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стоятельств можно отметить уже сейчас, исходя из рассмотренных выше 

примеров: 

1) дифференциальное уравнение может иметь бесконечно много ре-

шений; 

2) общее решение дифференциального уравнения зависит от произ-

вольных постоянных; 

3) частные решения получаются из общего, если указанным постоян-

ным придаются конкретные  значения. 

Замечание 1.2. Дифференциальное уравнение не обязательно имеет 

бесконечно много решений. Так, например, уравнение 

2y y′ = −  

имеет единственное решение y(x) = 0. 

Замечание 1.3. Процесс нахождения решения дифференциального 

уравнения принято называть интегрированием этого уравнения. 

Замечание 1.4. В теории дифференциальных уравнений под выра-

жением вида ( )f x dx∫   понимают не множество всех первообразных функ-

ции ( ),f x  а какую-либо одну фиксированную первообразную. Само выра-

жение ( )f x dx∫  называют квадратурой функции f (x), а найти решение 

дифференциального уравнение в квадратурах означает выразить его ре-

шение в виде конечного числа квадратур от элементарных функций. 

К сожалению, проинтегрировать в квадратурах можно лишь сравни-

тельно небольшой класс уравнений. Поэтому, наряду с методами отыска-

ния точных решений дифференциальных уравнений, большое значение для 

практики имеют методы построения приближённых решений (так назы-

ваемые численные методы) и методы качественного анализа, позволяю-

щие описать поведение интегральных кривых без получения их уравнений 

в явном виде. 
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