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Tikhonov I. V., Podoroga A. V. The asymptotic behavior of closed traffic flows
on a ring road. We discuss some approaches to mathematical description of road traffic. The
evolution of closed traffic flow on a ring road is considered. Special effects connected with the
stabilization of possible solutions are noted.

Обсуждаются различные подходы, применяемые при математическом описании про-
цессов дорожного движения. Рассмотрена модельная задача об эволюции замкнутого транс-
портного потока на кольцевой автодороге. Отмечены специальные эффекты, связанные со
стабилизацией возможных решений при увеличении времени.

Тематика, связанная с математическим описанием дорожного движения,
интересна тем, что она позволяет сочетать принципиально разные методы ис-
следования. Так, выводы, следующие из теории дифференциальных уравнений,
можно проверять средствами компьютерного моделирования. И, наоборот, ре-
зультаты численных экспериментов часто подсказывают новые содержательные
задачи для дифференциальных уравнений. Об одной такой конкретной ситуа-
ции пойдет речь в настоящем сообщении.

Некоторое время назад на кафедре математической физики факультета
ВМК МГУ была разработана компьютерная программа “Cars”, имитирующая
движение индивидуальных транспортных средств (автомобилей) по однополос-
ной дороге. Допустим, что ансамбль состоит из n автомобилей:

a[n], a[n− 1], . . . , a[3], a[2], a[1],

последовательно расположенных на однополосной дороге и движущихся друг за
другом в положительном направлении. Каждый индивидуальный автомобиль
a[j ] снабжен тремя числовыми переменными

xk[ j ], vk[ j ], wk[ j ], (1)

означающими координату, скорость и ускорение j-го авто в момент времени

tk = kτ, k ∈ N ∪ 0. (2)

Шаг τ для приращения времени t в формуле (2) выбирается достаточно малым,
порядка 10−1 с. Две первые величины в (1) изменяются по законам кинематики:

vk+1[ j ] = vk[ j ] + τwk+1[ j ], xk+1[ j ] = xk[ j ] + τvk+1[ j ]. (3)
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Управляющим параметром в формулах (3) является ускорение автомобиля, ко-
торое вычисляется на каждом шаге, исходя из текущего состояния самого ав-
томобиля и другого авто, двигающегося перед ним:

wk+1[ j ] = F
(
xk[ j ], vk[ j ], wk[ j ]; xk[ j − 1], vk[ j − 1], wk[ j − 1]

)
. (4)

Правило (4) соответствует естественному поведению водителя на автодороге
и составляет главное содержание алгоритма “Cars”. Значения переменных (1) и
внутренних параметров алгоритма (4) изменяются в диапазонах, характерных
для «реальных» автомобилей.

Основной принцип работы алгоритма (4) можно выразить достаточно
просто: требуется, чтобы каждый автомобиль двигался с максимальной воз-
можной скоростью, но ни при каких обстоятельствах не допускал столкновения
с впереди идущим автомобилем. Состояние xk[j ] ⩾ xk[j−1] считается ошибкой
при работе алгоритма (4). В результате последовательной отладки программы
“Cars” удалось добиться отсутствия ошибок, по крайней мере, на всех основных
режимах, испытанных в системе.

Программа написана на языке C# и имеет удобный интерфейс, позво-
ляющий визуально наблюдать за текущим состоянием транспортного потока.
Все данные хранятся также в цифровом формате и могут быть использованы
для дальнейшей обработки.

К настоящему моменту проведено значительное число экспериментов и
получен объемный материал (см. [1]–[4]). Особенно удобным для моделирова-
ния оказался случай кольцевой автодороги, поскольку здесь можно создать за-
мкнутый транспортный поток, отождествив финальную точку x = L с началь-
ной точкой x = 0. Обычно выбиралось кольцо длины L = 5 км с диапазоном
изменения числа n (количества автомобилей) от 75 до 500 авто. Рассматрива-
лась также длина L = 20 км с диапазоном изменения n от 200 до 2000 авто.

Эксперименты на кольце выявили одну особенность. В большинстве слу-
чаев, независимо от начального состояния системы, достаточно быстро про-
исходила характерная стабилизация транспортного потока к тому или иному
устойчивому режиму . Если общее число автомобилей было небольшим (мень-
шим некоторого критического значения для заданной длины кольца), то через
фиксированное время элементы потока свободно распределялись по кольцу и
начинали двигаться с максимальной скоростью, совсем не затормаживая друг
друга. Если же общее число автомобилей превосходило упомянутое критиче-
ское значение, то через некоторое время образовывался регулярный затруднен-
ный поток, содержащий внутри себя устойчивые локальные уплотнения. Эти
уплотнения (“jams”) смещались в дальнейшем как единое целое в направлении
против хода движения автомобилей. Означенный эффект наглядно наблюдает-
ся на рисунке, где повышенная интенсивности темного цвета в плоскости (t, x)
соответствует возрастанию плотности и уменьшению скорости транспортного
потока. Раз возникшее уплотнение продолжает смещаться по кольцу бесконеч-
но долгое время.

Отметим также, что если общее число автомобилей оказывалось близким
к критическому значению, то картина становилась менее устойчивой, и стабили-
зация потока наступала за более длительное время с возможным последующим
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Рис. 1: Движение локальных уплотнений в плоскости (t, x)

нарушением стабильности.
Представляется, что отмеченные эффекты стабилизации допускают про-

стое объяснение на языке квазилинейных дифференциальных уравнений, ис-
пользуемых при макроскопическом описании транспортных потоков. В рамках
макроскопического подхода [5] транспортный поток трактуется как специфиче-
ский поток сплошной среды со стандартными характеристиками

ρ = ρ(x, t), v = v(x, t), q = q(x, t). (5)

Величины (5) выражают соответственно плотность, скорость и интенсивность
транспортного потока в точке x ∈ R в момент времени t ⩾ 0. Аналогом уравне-
ния неразрывности выступает следующий закон сохранения автомобилей

∂ρ

∂t
+

∂q

∂x
= 0, x ∈ R, t ⩾ 0. (6)

Справедлива формула потока

q(x, t) = ρ(x, t) v(x, t). (7)

Центральную роль играет специальный закон безопасного движения

v = V (ρ), 0 < ρ ⩽ ρmax, (8)

с непрерывной, монотонно убывающей функцией V (ρ), для которой приняты
краевые условия

V (0+) = vmax, V (ρmax) = 0. (9)

Соотношения (8), (9) выражают естественное убывание скорости транспортного
потока при возрастании его плотности. Совмещая формулы (7) и (8), получаем
зависимость интенсивности потока от плотности:

q = ρ V (ρ) = Q(ρ), 0 ⩽ ρ ⩽ ρmax. (10)
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Выражение q = Q(ρ) из формулы (10) называют фундаментальной диаграм-
мой дорожного движения (см. [5]). Подставляя фундаментальную диаграмму в
закон сохранения (6), приходим к основному уравнению дорожного движения

∂ρ

∂t
+

∂Q(ρ)

∂x
= 0, ρ = ρ(x, t). (11)

Это квазилинейное уравнение первого порядка относительно неизвестной функ-
ции ρ. Поскольку для квазилинейных уравнений типичными являются разрыв-
ные решения (см. [6]–[8]), то наряду с (11) удобно рассматривать также проин-
тегрированное соотношение

d

dt

β∫
α

ρ(x, t) dx = Q(ρ(α, t))−Q(ρ(β, t)). (12)

Всякая кусочно непрерывная функция ρ, удовлетворяющая соотношению (12)
при почти всех α, β ∈ R и почти всех значениях t ⩾ 0, называется обобщенным
решением квазилинейного уравнения (11). При этом, конечно, предполагается,
что 0 ⩽ ρ(x, t) ⩽ ρmax для всех x ∈ R и t ⩾ 0.

Стандартной для (11) является задача Коши с начальным условием

ρ(x, 0) = ρ0(x) x ∈ R. (13)

Здесь кусочно непрерывная функция ρ0(x) выбрана так, чтобы 0 ⩽ ρ0(x) ⩽ ρmax

при всех x ∈ R. В задаче на кольце фиксированной длины L > 0 естественно
считать все функции L-периодическими по x при любом фиксированном t ⩾ 0.

Как уже отмечалось ранее (см. [2]), многочисленные эксперименты, про-
веденные в программе “Cars”, показывают, что транспортный поток при стан-
дартных настройках параметров программы хорошо соответствует фундамен-
тальной диаграмме, предложенной в работе Нагеля–Шрекенберга [9]. Эта диа-
грамма имеет вид

Q(ρ) =

{
k1ρ, 0 ⩽ ρ ⩽ ρ∗,

k2(ρmax − ρ), ρ∗ ⩽ ρ ⩽ ρmax,
(14)

с коэффициентами
k1 =

qmax

ρ∗
, k2 =

qmax

ρmax − ρ∗
. (15)

Здесь ρ∗ — фиксированное значение из интервала (0, ρmax), отвечающее пере-
ходной плотности от свободного движения потока (при 0 < ρ < ρ∗) к затруднен-
ному движению (при ρ∗ < ρ < ρmax). Значения максимальной плотности ρmax и
максимальной интенсивности qmax считаются заданными константами.

Конечно же, фундаментальная диаграмма (14) не вполне точно отра-
жает все происходящее, но она является наилучшим «первым приближением»
к истинным (более сложным) процессам, проходящим в транспортных потоках
программы “Cars”.
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Типовые обобщенные решения уравнения (11), возникающие в модели
Нагеля–Шрекенберга (14), (15), указаны в работе [2]. Дополним прежние сооб-
ражения следующей гипотезой, объясняющей стабилизацию решений при до-
статочно больших значениях t > 0.

Итак, рассматриваем поведение L-периодических решений задачи Коши
(11), (13) в модели Нагеля–Шрекенберга (14), (15). Ключевой характеристикой
является значение

M =

L∫
0

ρ0(x) dx, (16)

соответствующее общему числу автомобилей на кольце в начальный момент
времени t = 0. Из тождества (12) следует, что данное значение не изменяется
при возрастании t > 0 в том смысле, что

M =

L∫
0

ρ(x, t) dx, t > 0, (17)

для решения поставленной задачи Коши. Используя закон сохранения (17) и
явные формулы решений из работы [2], требуется доказать такое утверждение.

Утверждение . Пусть ρ0(x) — кусочно непрерывная L-периодическая
функция, удовлетворяющая условию 0 ⩽ ρ0(x) ⩽ ρmax при x ∈ R. Пусть вели-
чина M > 0 определена формулой (16). Предположим, что ρ(x, t) — обобщенное
L-периодическое решение задачи Коши (11), (13) в модели Нагеля–Шрекенберга
(14) с коэффициентами k1, k2 из формулы (15). Имеет место следующая аль-
тернатива.

(i) Если M < Lρ∗, то существует момент времени t∗, зависящий лишь
от длины кольца L и параметров фундаментальной диаграммы (14), такой,
что 0 ⩽ ρ(x, t) ⩽ ρ∗ при всех x ∈ [0, L] и t ⩾ t∗. В этом случае

ρ(x, t) = f(x− k1t), x ∈ [0, L], t ⩾ t∗, (18)

с некоторой функцией f = f(s), такой, что 0 ⩽ f(s) ⩽ ρ∗ при всех s ∈ R.
(ii) Если M > Lρ∗, то существует момент времени t∗, зависящий лишь

от длины кольца L и параметров фундаментальной диаграммы (14), такой,
что ρ∗ ⩽ ρ(x, t) ⩽ ρmax при всех x ∈ [0, L] и t ⩾ t∗. В этом случае

ρ(x, t) = g(x+ k2t), x ∈ [0, L], t ⩾ t∗, (19)

с некоторой функцией g = g(s), такой, что ρ∗ ⩽ g(s) ⩽ ρmax при всех s ∈ R.

Другими словами, в случае (i) наступает стабилизация решения в виде
прямой волны (18), а в случае (ii) — в виде обратной волны (19). Обе форму-
лы согласованы с наблюдаемой картиной в модели “Cars” и хорошо объясняют
эффекты, отмеченные ранее на других примерах в [9]–[11].

Сейчас мы не располагаем полным доказательством сформулированного
утверждения, но наши предварительные рассмотрения убеждают в его истин-
ности. Особую специфику имеет пограничный случай M = Lρ∗, когда число ав-
томобилей равно критическому. В силу имеющихся примеров неединственности
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(см. [2], [4]) после стабилизации решения к теоретическому значению ρ(x, t) ≡ ρ∗

возможно последующее разрушение решения, новая стабилизация и так далее.
Отметим, наконец, что вопросы стабилизации решений представляют тра-

диционный интерес для теории квазилинейных дифференциальных уравнений
(см. [12], [13]).
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