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Как известно (см. [1]), для задачи Коши

𝜆
𝜕Ψ

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑥) =

𝜆2

2𝑚
ΔΨ(𝑡, 𝑥) + 𝑉 (𝑥)Ψ(𝑡, 𝑥), Ψ(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ]× R𝑛,

где 𝜆 > 0, решение определяется равенством (формула Фейнмана–Каца)

Ψ(𝑡, 𝑥) = E𝑓

(︂
𝑥+

√︂
𝜆

𝑚
𝐵𝑡

)︂
exp

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑉

𝜆

(︂
𝑥+

√︂
𝜆

𝑚
𝐵𝑠

)︂
𝑑𝑠

)︂
.

В [2] доказывается, что в случае уравнения Шрёдингера

𝑖ℎ
𝜕Ψ

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑥) =

−ℎ2

2𝑚
ΔΨ(𝑡, 𝑥) + 𝑉 (𝑥)Ψ(𝑡, 𝑥), Ψ(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ]× R𝑛,

решение аналогичной задачи Коши определяется равенством

Ψ(𝑡, 𝑥) = E ̃︀𝑓(𝑥+
√
𝑖ℎ𝐵𝑡) exp

(︂
1

𝑖ℎ

∫︁ 𝑡

0

̃︀𝑉 (𝑥+
√
𝑖ℎ𝐵𝑠) 𝑑𝑠

)︂
,

где E – математическое ожидание, функции ̃︀𝑓( · ) и ̃︀𝑉 ( · ) являются аналитическими про-
должениями по аргументу функций 𝑓( · ) и 𝑉 ( · ) в подходящую область (см. [2]).

В этой работе показано, что подобным образом может быть записано решение стохасти-
ческого уравнения Шрёдингера–Белавкина, если известна рандомизированная формула
Фейнмана–Каца для евклидова аналога этого уравнения.

О рандомизированной формуле Фейнмана–Каца речь идет в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть 𝐶0(𝑡1, 𝑡2) – пространство непрерывных функций, обращающихся
в нуль в точке 𝑡1 , со стандартной мерой Винера 𝑤𝑡1,𝑡2 . Тогда функция Ψ𝜔( · )( · ), опреде-
ляемая равенством

Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) =

∫︁
𝐶0(0,𝑡)

exp

(︂
𝑏

∫︁ 𝑡

0

𝑉 (𝜏, 𝑞+ 𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 + 𝑐

∫︁ 𝑡

0

𝑅(𝑞+ 𝜉(𝜏)) 𝑑𝐵𝜔(𝜏)

)︂
𝜙0(𝑞+ 𝜉(𝑡))𝑤0,𝑡 (𝑑𝜉),

является решением задачи Коши

𝑑Ψ𝜔(𝑡)( · ) = 𝑎(Ψ𝜔(𝑡))′′( · ) + 𝑏𝑉 (𝑡, · )Ψ𝜔(𝑡)( · ) + 𝑐𝑅( · )Ψ𝜔(𝑡)( · ) 𝑑𝐵𝜔(𝑡), Ψ𝜔(0)( · ) = 𝜙0(𝑞),

причем 𝑎, 𝑏, 𝑐 – положительные числовые параметры и для всех 𝑞 ∈ 𝑄 выполнена оценка
𝑅(𝑞) > 0, функции 𝑅( · ), 𝜙0 вещественные и непрерывные, 𝑉 (𝑡, · ) – интегрируема и огра-
ничена на 𝑄, где 𝑄 – конфигурационное пространство, на котором определена Ψ𝜔( · )( · ).

c○ А.А. Лобода, 2019
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Схема доказательства. Как и в детерминированном случае, используется формула
Ито; с ее помощью получается следующее равенство:

𝑑

(︂
exp

(︂
𝑏

∫︁ 𝑡+𝑠

𝑡

𝑉 (𝜏, 𝑞 + 𝜉(𝑡) + 𝜉1(𝜏)) 𝑑𝜏 + 𝑐

∫︁ 𝑡+𝑠

𝑡

𝑅(𝑞 + 𝜉(𝑡) + 𝜉1(𝜏))

)︂
𝑑𝐵𝜔(𝜏)

×
∫︁

𝐶0(0,𝑡)
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(︂
𝑏

∫︁ 𝑡

0

𝑉 (𝜏, 𝑞 + 𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 + 𝑐

∫︁ 𝑡

0
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𝑏
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𝑡
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∫︁ 𝑡+𝑠

𝑡

𝑅(𝑞 + 𝜉(𝑡) + 𝜉1(𝜏)) 𝑑𝐵𝜔(𝜏)

)︂
×

∫︁
𝐶0(0,𝑡)

exp

(︂
𝑏

∫︁ 𝑡

0

𝑉 (𝜏, 𝑞 + 𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 + 𝑐

∫︁ 𝑡

0

𝑅(𝑞 + 𝜉(𝜏)) 𝑑𝐵𝜔(𝜏)

)︂
× 𝜙0(𝑞 + 𝜉(𝑡+ 𝑠))𝑤0,𝑡 (𝑑𝜉)

×
(︀
𝑏𝑉 (𝜏, 𝑞 + 𝜉(𝑡) + 𝜉1(𝑡+ 𝑠)) + 𝑐𝑅(𝑞 + 𝜉(𝑡) + 𝜉1(𝑡+ 𝑠))

)︀
𝑑𝐵𝜔

+
𝑑

𝑑𝑠

(︂∫︁
𝐶0(0,𝑡)

exp

(︂
𝑏

∫︁ 𝑡

0

𝑉 (𝜏, 𝑞 + 𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏 + 𝑐

∫︁ 𝑡

0

𝑅(𝑞 + 𝜉(𝜏)) 𝑑𝐵𝜔(𝜏)

)︂)︂
+

1

2

𝑑2

𝑑𝑠2

(︂∫︁
𝐶0(0,𝑡)

. . .

)︂
.

Далее, обе его части интегрируются по 𝐶0(𝑡, 𝑡+𝑠) и осуществляется переход к пределу при
𝑠→ 0 (подробнее см. [3]).

Для последующего важен случай, когда задача Коши из теоремы 1 имеет вид

𝑑Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) = 𝛼
𝑑2Ψ𝜔(𝑡)(𝑞)

𝑑𝑞2
𝑑𝑡+

(︂
𝛼𝑉 (𝑞)− 𝜆

4
𝑞2
)︂

Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) 𝑑𝑡+

√︂
𝜆

2
𝑞Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) 𝑑𝐵𝜔(𝑡),

Ψ𝜔(0, · ) = 𝜙0( · ),
(1)

где функция 𝜙0( · ) ∈ 𝐶𝑏(R1), 𝛼 ∈ C ∖ {0}, Re𝛼 > 0. В этом случае ее решение определяется
следующей формулой Фейнмана–Каца:

Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) =

∫︁
exp

{︂∫︁ 𝑡

0

𝛼𝑉 (𝑞 + 𝜉(𝜏))𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑡

0

𝜆

2
(𝑞 + 𝜉(𝜏))2𝑑𝜏

}︂
× exp

{︂√︂
𝜆

2

∫︁ 𝑡

0

(𝑞 + 𝜉(𝜏)) 𝑑𝐵𝜔(𝑡)

}︂
𝜙0(𝑞 + 𝜉(𝑡))𝑤𝛼

0𝑡 (𝑑𝜉). (2)

В самой формуле Фейнмана–Каца параметр 𝛼 вещественный и положительный. При
таких значениях параметра получается как раз евклидов аналог стохастического уравнения
Шрёдингера.

В статье [2] из формулы Фейнмана–Каца для уравнения теплопроводности получена
формула Фейнмана–Каца для (нестохастического) уравнения Шрёдингера.

В работах [2] и [4] для получения представления решения уравнения Шрёдингера в виде
интеграла по траекториям используют аналитическое продолжение по параметру; см. так-
же [5], [6]. При таком варианте аналитического продолжения счетно-аддитивная мера
не появляется, что было отмечено в работе [4]. Вместо нее возникает обобщенная мера,
называемая мерой Фейнмана, определенная на подходящем функциональном простран-
стве. Отметим, что в важных для приложений случаях никакое аналитическое продолже-
ние счетно-аддитивной меры, определенное на бесконечномерном пространстве, не может
оказаться счетно-аддитивной мерой. Отметим также, что мера Фейнмана может быть
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получена принципиально другим способом – с помощью применения теоремы Чернова или
близких к ней предложений (см. [7], [8]).

Далее используется еще один подход, восходящий к работе Досса [2], основанный на ана-
литическом продолжении интегрируемой функции. При этом мера, по которой производит-
ся интегрирование, заменяется ее образом, который снова оказывается счетно-аддитивной
мерой.

Именно, пусть

𝜙(𝑡, 𝑞) =

∫︁
𝐶0([0,𝑡],𝑄)

exp

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑉 (𝑞 + 𝜉(𝜏)) 𝑑𝜏

)︂
𝜙0(𝑞 + 𝜉(𝑡)𝑤(𝑑𝜉));

тогда после замены переменной получается следующая цепочка равенств

𝜙

(︂
𝑡,

𝑞√
−𝑖

)︂
=

∫︁
𝐶0([0,𝑡],𝑄)

exp

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑉

(︂
𝑞√
−𝑖

+ 𝜉(𝜏)

)︂
𝑑𝜏

)︂
𝜙0

(︂
𝑞√
−𝑖

+ 𝜉(𝑡)

)︂
𝑤(𝑑𝜉)

=

∫︁
𝐶0([0,𝑡],𝑄)

exp

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑉

(︂
𝑞√
−𝑖

+

√
−𝑖𝜉(𝜏)√
−𝑖

)︂
𝑑𝜏

)︂
𝜙0

(︂
𝑞√
−𝑖

+

√
−𝑖𝜉(𝑡)√
−𝑖

)︂
𝑤(𝑑𝜉)

=

∫︁
𝐶0([0,𝑡],𝑄)

exp

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑉

(︂
1√
−𝑖

(𝑞 + 𝜉1(𝜏)) 𝑑𝜏

)︂
𝜙0

(︂
1√
−𝑖

(𝑞 + 𝜉1(𝜏)

)︂
𝑤𝑓−1 (𝑑𝜉1),

где 𝑓(𝜉) = 𝜉1 =
√
−𝑖𝜉. Таким образом,

𝜙(𝑡, 𝑞1) =

∫︁
𝐶0([0,𝑡],𝑄)

exp

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑉

(︂
𝑞1 +

𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)︂
) 𝑑𝜏

)︂
𝜙0

(︂
𝑞1 +

𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)︂
)𝑤𝑓−1 (𝑑𝜉1), (3)

где 𝑞1 = 𝑞/
√
−𝑖.

Далее будет описано обобщение метода Досса на стохастический случай. С помощью
этого обобщения формула Фейнмана–Каца для уравнения Шрёдингера–Белавкина будет
выведена из формулы Фейнмана–Каца для стохастического уравнения теплопроводности.
Этот метод получения формулы Фейнмана–Каца для уравнения Шрёдингера–Белавкина
отличается от использованного в работе [9].

Он состоит в том, что все функции, входящие в формулу Фейнмана–Каца, соответству-
ющую уравнению теплопроводности, аналитически продолжаются в подходящую область
и затем продолжаются по непрерывности на ее замыкание, после чего к полученному
интегралу применяется формула замены переменной. То, что полученный интеграл по
счётно-аддитивной мере будет давать представление решения уравнения Шрёдингера–Бе-
лавкина, вытекает из теоремы 1 в силу единственности аналитического продолжения.

При доказательстве приводимой ниже основной теоремы используется следующая лем-
ма.

Лемма. Пусть 𝜓 : [0,∞) → 𝐿2(R1) – решение уравнения

𝜓(𝑡)− 𝜓(0) =

∫︁ 𝑡

0

((𝜓(𝜏))′′ − 𝑖𝑉 𝜓(𝜏)) 𝑑𝜏,

причем для каждого 𝑡 > 0 функция 𝑥 ↦→ 𝜓(𝑡)(𝑥) допускает аналитическое продолжение
на область {︂

𝑧 ∈ C : 𝑧 = 𝜌𝑒−𝑖𝛼, 𝛼 ∈
[︂
0,
𝜋

4

)︂
, 𝜌 > 0

}︂
и продолжение по непрерывности на ее замыкание. Пусть функция 𝜙 : [0,∞) → 𝐿C

2 (R1)
(𝐿C

2 (R1) – комплексификация пространства 𝐿2(R1)) определяется так:

𝜙(𝑡)(𝑥) = 𝜓(𝑡)(
√
−𝑖𝑥),

√
−𝑖 = 𝑒−𝑖𝜋/4,
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где дифференцирование производится по пространственной переменной. Тогда функция 𝜙
является решением уравнения

𝑖𝜙(𝑡)− 𝑖𝜙(0) =

∫︁ 𝑡

0

(−(𝜙(𝜏))′′ + 𝑉 𝜙(𝜏)) 𝑑𝜏.

Доказательство. Этот факт проверяется следующим образом:

𝑖𝜙(𝑡)(𝑥)− 𝑖𝜙(0)(𝑥) = 𝑖𝜓(𝑡)(
√
−𝑖𝑥)− 𝑖𝜓(0)(

√
−𝑖𝑥) =

∫︁ 𝑡

0

(𝑖(𝜓(𝜏))′′(
√
−𝑖𝑥) + 𝑉 𝜓(𝜏)(

√
−𝑖𝑥)) 𝑑𝜏

=

∫︁ 𝑡

0

(−(𝜙(𝜏))′′(𝑥) + 𝑉 𝜙(𝜏)(𝑥)) 𝑑𝜏 ;

при этом используются равенства

𝜙′(𝑡) = 𝜓′(𝑡), (𝜙(𝑡))′(𝑥) = exp

(︂
−𝜋

4

)︂
(𝜑(𝑡))′(𝑥), (𝜙(𝑡))′′(𝑥) = −𝑖(𝜓(𝑡))′′(𝑥),

𝑖(𝜓(𝑡))′′(𝑥)− 𝑖 · 𝑖𝑉 𝜓(𝑡)(𝑥) = −(𝜙(𝑡))′′(𝑥) + 𝑉 𝜙(𝑡)(𝑥).

По определению решением приведенного выше стохастического уравнения теплопровод-
ности (1) является решение следующего стохастического интегрального уравнения:

Ψ𝜔(𝑡)(𝑞)−Ψ𝜔(0)(𝑞) =

∫︁ 𝑡

0

𝛼Δ(Ψ𝜔(𝜏))(𝑞) 𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

𝛼𝑉 (𝑞)Ψ𝜔(𝜏))(𝑞) 𝑑𝜏

+

∫︁ 𝑡

0

−𝜆
4
𝑞2(Ψ𝜔(𝜏))(𝑞) 𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

√︂
𝜆

2
𝑞Ψ𝜔(𝜏))(𝑞) 𝑑𝐵𝜔(𝜏). (4)

Если функция (𝑡, 𝑞, 𝜔) ↦→ Ψ𝜔(𝜏))(𝑞) является решением этого уравнения, то функция 𝜂𝜇,
определяемая равенством 𝜂𝜇(𝑡)(𝑞, 𝜔) = Ψ𝜔(𝑡)(

√
−𝜇𝑞), является решением следующего урав-

нения:

𝜇(𝜂𝜇(𝑡)(𝑞, 𝜔)− 𝜂𝜇(0)(𝑞, 𝜔))

=

∫︁ 𝑡

0

−1

2
𝛼Δ(𝜂𝜇(𝜏))(𝑞, 𝜔) 𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

𝛼𝜇𝑉 (
√
−𝜇𝑞)𝜂𝜇(𝜏)(𝑞, 𝜔) 𝑑𝜏

−
∫︁ 𝑡

0

−𝜆
4

(
√
−𝜇𝑞)2(𝜂𝜇(𝜏))(𝑞, 𝜔) 𝑑𝜏 −

∫︁ 𝑡

0

√︂
𝜆

2

√
−𝜇
√
−𝜇𝑞𝜂𝜇(𝜏)(𝑞, 𝜔) 𝑑𝐵𝜔(𝜏). (5)

Это проверяется непосредственным дифференцированием. Таким образом, справедлива
следующая теорема.

Теорема 2. Пусть Ψ – решение следующей задачи Коши:

𝑑Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) = 𝑖
𝑑2Ψ𝜔(𝑡)(𝑞)

𝑑𝑞2
𝑑𝑡+

(︂
𝑖𝑉 (𝑞)− 𝜆

4
𝑞2
)︂

Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) 𝑑𝑡+

√︂
𝜆

2
𝑞Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) 𝑑𝐵𝜔(𝑡),

Ψ𝜔(0, · ) = 𝜙0( · ).
(6)

Тогда

Ψ(𝑡, 𝑞1) =

∫︁
exp

{︂∫︁ 𝑡

0

𝑖𝑉

(︂
𝑞1 +

𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)︂
𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

−𝑖𝜆
4

(︂
𝑞1 +

𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)︂2

𝑑𝜏

}︂
× exp

{︂∫︁ 𝑡

0

𝑖

√︂
𝜆

2

(︂
𝑞1 +

𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)︂
𝑑𝐵𝜔(𝜏)

}︂
𝜙0

(︂
𝑞1 +

1√
−𝑖

𝜉1(𝑡)

)︂
𝑤𝑓−1 (𝑑𝜉1) (7)

(в обозначениях (3)).
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Доказательство. Продолжим функцию 𝜇 ↦→ 𝜂𝜇 на область{︂
𝑧 ∈ C : 𝑧 = 𝜌𝑒−𝑖𝛼, 𝛼 ∈

(︂
−𝜋

2
, 0

]︂
,

3

2
> 𝜌 >

1

2

}︂
,

переходя на ее замыкание по непрерывности. Уравнение (6) получается из (5) при 𝜇 = 𝑖.
Каково бы ни было вещественное 𝜇, для функции 𝜂𝜇 справедлива формула Фейнмана–
Каца. При этом равенство (2) все время выполнено в силу единственности аналитиче-
ского продолжения. Согласно теореме 1 решение уравнения (1) при вещественном 𝛼 –
это функция (2). Легко видеть, что функция (7) получается из функции (2) с помощью
замены, указанной в лемме. Тогда по лемме функция (7) является решением уравнения
Шрёдингера–Белавкина.

Автор выражает благодарность О. Г. Смолянову за полезные замечания и внимание к
работе.
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