
1 Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î ïîâåäåíèå ðîáîòîâ â ëàáèðèíòàõ. Âîïðîñû

ýòîé òåìîé ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîäâèæå-

íèÿ â íåêîòîðûõ âàæíûõ çàäà÷àõ òåîðåòè÷åñêîé Computer Science ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû èç îáëàñòè ïîâåäåíèÿ ðîáîòîâ â ëàáèðèíòàõ. Òàêîå ïîëîæåíèå äåë

äåëàåò àêòóàëüíûìè çàäà÷è äàííîé òåìàòèêè. Ðîáîòû â ëàáèðèíòàõ î÷åíü âàæ-

íû, â ÷àñòíîñòè, èì ïîñâÿùåíî ìíîãî ëèòåðàòóðû. Â äàííîé ðàáîòå ðåøàþòñÿ

íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû, ïîñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè Àíäæàíñà: êàêèå

ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ìîæåò îáîéòè ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êàêèå

ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ìîæåò îáîéòè ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è êàì-

íåì, êàêèå ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ìîæåò îáîéòè ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ

÷èñåë, êàìíåì è ôëàæêîì, êàêèå ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ìîæåò îáîéòè ðîáîò ñ ãå-

íåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êàìíåì è ïëîñêîñòüþ ôëàæêîâ. Ïîäîáíûå çàäà÷è

ïîìîãàþò ðàçâèòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò â äàííîé îáëàñòè, êðîìå òîãî â ýòîé

ðàáîòû ìû èçó÷àåì ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åííîå ïîâåäåíèå ðîáîòà ñ ãåíåðàòîðîì

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì ïåðåíîñ êîìáèíàòîð-

íûõ ìåòîäîâ ðàçðàáîòàííûõ À. Ì. Ðàéãîðîäñêèì â çàäà÷è ýòîé òåìàòèêè.

Çàäà÷è ýòîé òåìû ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçíûå âèäû. Íî åñòü íåñêîëüêî îáùèõ

÷àñòåé. Îñíîâíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ðîáîò. Ýòî íåêîòîðûé êîíå÷íûé àâòîìàò,

íî ó íåãî ìîæåò áûòü ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë èëè ïàìÿòü â êàêîé-òî ôîð-

ìå. Îí ïåðåìåùàåòñÿ â íåêîòîðîé ñðåäå. Å¼ íàçûâàþò ëàáèðèíòîì. Â ýòîé ñðåäå

ìîãóò áûòü êàìíè, êîòîðûå ðîáîò ìîæåò ïåðåíîñèòü, èëè ýòà ñðåäà ìîæåò áûòü

ðàñêðàøåíà. Ìíîæåñòâî ôëàãîâ â ëàáèðèíòå, êîòîðûå ðîáîò ìîæåò óâèäåòü, íî

íå ìîæåò ïåðåíîñèòü, ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ äâóõöâåòíîé ðàñêðàñêîé. Ðîáîò ðåøàåò

ðàçíûå çàäà÷è íà÷èíàÿ ñ îáõîäà ëàáèðèíòà, ÷òî ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

íàõîæäåíèÿ êëåòêè âûõîäà èç íåãî, âñòðå÷è äâóõ ðîáîòîâ, çàêàí÷èâàÿ ðàñïî-

çíàâàíèåì òèïà ëàáèðèíòà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó-

÷àéíûõ áèòîâ îáõîäèò Z2 è íå ìîæåò îáîéòè Z3, ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ

áèòîâ è êàìíåì îáõîäèò Z4 è íå ìîæåò îáîéòè Z5, ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó-

÷àéíûõ áèòîâ, êàìíåì è ôëàæêîì îáõîäèò Z6 è íå ìîæåò îáîéòè Z7, ðîáîò ñ

ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ áèòîâ, êàìíåì è ïëîñêîñòüþ ôëàæêîâ îáõîäèò Z8 è íå

ìîæåò îáîéòè Z9. ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ.

2 Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ íàøåé ìîäåëè

Ñíà÷àëà äàäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ ðåøå-
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íèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû, ñðåäîé, â êîòîðîé äâèæåòñÿ

ðîáîò, áóäåì ñ÷èòàòü íåêîòîðóþ ãðóïïó. Òîãäà íàøó ìîäåëü ìîæíî îïèñàòü ñ

ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé. ×àñòü èç ýòèõ òåðìèíîâ äàíû â óðåçàííîì

âàðèàíòå è ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøàåìûõ çàäà÷.

Ñèñòåìîé ëàáèðèíò-ðîáîò íàçûâàåòñÿ L = (G,R, n,D,M), ãäå G - íåêîòîðàÿ

ãðóïïà, R- êîíå÷íûé àâòîìàò ñïåöèàëüíîãî âèäà, n - íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå

÷èñëî, D - ïîäìíîæåñòâî G, M - ïîäìíîæåñòâî G.

Îïðåäåëåíèå 2.

Êîíå÷íûé àâòîìàò c ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåëR = (Q, q0, δ,ξ = (ξ1, . . . , ξk, . . .))

íàçûâàåòñÿ àâòîìàòîì ðîáîòà. Q - ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà, q0εQ- íà÷àëü-

íîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà, δ ⊂ Q×{0, 1}n+2 → Q - ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ â àâòîìàòå,

ξ = (ξ1, . . . , ξk, . . .) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, P (ξi = 0) = P (ξi = 1) = 1
2
.

Çàìå÷àíèå 1.

Ïåðåõîäû â àâòîìàòå R = (Q, q0, δ,ξ) îñóùåñòâëÿþòñÿ ïî áèòîâûì âåêòîðàì

äëèíû n+ 2.

Îïðåäåëåíèå 3.

Ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû ëàáèðèíò-ðîáîò íàçûâàåòñÿ íàáîð (a, s1, s2, . . . , sn, k, q),

ãäå aεG, siεG, qεQ, kεN. Áóäåì íàçûâàòü a - ðàñïîëîæåíèåì ðîáîòà, si - ðàñ-

ïîëîæåíèÿìè êàìíåé, k - íîìåð õîäà ðîáîòà, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíå ξk, êîòîðàÿ äàåò ñëó÷àéíûé áèò. Íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû ëàáèðèíò-

ðîáîò áóäåò (e, e, e, . . . , e, 1, q0), ãäå e - íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 4.

(d1, d2, . . . , dm) = D íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäíûìè ýëåìåíòàìè ñèñòåìû ëàáèðèíò-

ðîáîò.

Îïðåäåëåíèå 5.

Õîäîì â ñîñòîÿíèè qεQ íàçûâàåòñÿ ïàðà (d, p), ãäå dεD, pε{0, 1}n.
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Ïî ñóòè õîä ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåùåíèþ ðîáîòà â G è ìíîæåñòâó êàìíåé,

êîòîðûå îí ïåðåíåñåò ñ ñîáîé. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Q× {0, 1}n+2 ñâîé õîä

Îïðåäåëåíèå 6.

Ðåçóëüòàòîì õîäà ðîáîòà â ñîñòîÿíèè ñèñòåìû (a, s1, s2, . . . , sn, k, q) áóäåò ñî-

ñòîÿíèå (a′, s′1, s
′
2, . . . , s

′
n, k + 1, q′) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü (d, p) õîä

ñîîòâåòñòâóþùèé ñîñòîÿíèþ q; a′ = ad, s′i = sid, åñëè i-ûé áèò p ðàâåí 1 è si = a,

èíà÷å s′i = si; wε{0, 1}n+2 ïðè÷åì i-ûé áèò w ðàâåí 1, åñëè si = a, èíà÷å 0, n+1-

ûé áèò ðàâåí 1, åñëè aεM èíà÷å 0, n+ 2-îé áèò ïîëó÷àåòñÿ èç ξk; q
′ ïîëó÷àåòñÿ

èç ñîñòîÿíèÿ q â àâòîìàòå R ïî âåêòîðó w.

Â öåëîì ñèñòåìà ëàáèðèíò-ðîáîò L ðàáîòàåò òàê. Íà÷èíàåì ñ íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ, è ïîî÷åð¼äíî èçìåíÿåì ñîñòîÿíèÿ ñîãëàñíî õîäàì ðîáîòà. Òî åñòü,

ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ãåíåðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé

lk, ñîãëàñíî âûøåîïèñàííûì ïðàâèëàì. Ðàñïîëîæåíèå ðîáîòà íà k-îì õîäó îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ak. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïåðåìåùåíèé íå çàâèñÿò îò

íîìåðà õîäà.

Ëåììà 1.

Äëÿ çàäà÷ îáõîäà G ðàâíîñèëüíî ðàññìàòðèâàòü ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî

àâòîìàòà ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è ñóùåñòâîâàíèå íåäåòåðìåíèðîâàí-

íûé àâòîìàò ñ ðàöèîíàëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà.(Òóò ìû äåéñòâóåì â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóåò didj = e)

Åñëè ñóùåñòâóåò àâòîìàò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, òî ñóùåñòâóåò

íåäåòåðìåíèðîâàííûé àâòîìàò ñ ðàöèîíàëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà, òàê

êàê ïî ñóòè àâòîìàò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ÷àñòíûé ñëó÷àé íåäåòåð-

ìåíèðîâàííîãî àâòîìàòà ñ ðàöèîíàëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî è â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïîñòðîèì àâ-

òîìàò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Òàì áóäóò ñîñòîÿíèÿ àíàëîãè÷íûå ñîñòî-

ÿíèÿì íåäåòåðìåíèðîâàííîãî àâòîìàòà. Åñëè ïåðåõîäû èç âåðøèíû èìåëè âåðî-

ÿòíîñòè (p1
q1
, p2
q2
, . . . , pk

qk
), òîãäà ïðèâåäåì èõ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ (

p′1
q
,
p′2
q
, . . . ,

p′k
q
).

Ïîñòðîèì ïåðåõîäû ñ ïðîìåæóòî÷íûì ñîñòîÿíèÿìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áû-

ëè àíàëîãè÷íûå ïåðåõîäû ñ âåðîÿòíîñòüþ (
p′1
22q
,
p′2
22q
, . . . ,

p′k
22q

) è âîçâðàò â èñõîäíóþ

âåðøèíó ñ òåì æå ñîñòîÿíèåì ñ âåðîÿòíîñòüþ
22q−

∑
p′
i

22q
. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ñáà-

ëàíñèðîâàííîå áèíàðíîå äåðåâî èç èñõîäíîé âåðøèíû ñ 22q ëèñòàìè. Õîä ìåæäó

íèìè èìååò âèä (di, p) èç âåðøèíû íå÷åòíîãî óðîâíÿ è (dj, p) èç âåðøèíû ÷åò-
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íîãî óðîâíÿ, ãäå p = 0n, à ïåðåõîäû çàâèñÿò òîëüêî îò ñëó÷àéíîãî áèòà. Èç

p′i ëèñòîâûõ âåðøèí ïåðåõîä â âåðøèíó àíàëîãè÷íîé òîé, â êîòîðóþ áûë ïåðå-

õîä ñ âåðîÿòíîñòüþ pi
qi
c òàêèì æå õîäîì. Èç îñòàâøèõñÿ ëèñòîâ îäíîçíà÷íûå

ïåðåõîäû â åùå îäíó äîáàâëåííóþ âåðøèíó ñ õîäîì (di, p), à èç íåå ïåðåõîä â èñ-

õîäíóþ âåðøèíó ñ õîäîì (dj, p) .Òàê êàê
22q−

∑
p′
i

22q
< 1, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ðîáîò

â êàêîé-òî ìîìåíò ïåðåéäåò â îäíî èç ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäàì

íåäåòåðìåíèðîâàííîãî àâòîìàòà èç ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû.

�

Îáùèé ñìûñë ýòèõ îïðåäåëåíèé â òîì, ÷òî ó íàñ åñòü ðîáîò, êîòîðûé ÿâ-

ëÿåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì R, n êàìíåé, ëàáèðèíò G è

ìíîæåñòâî ôëàãîâ íà íåì M. Ðîáîò èòåðàöèîííî ïåðåõîäèò ïî ñâîèì ñîñòîÿíè-

ÿì è â ñîîòâåòñòâèè ýòèì ïåðåõîäàì õîäèò ïî ëàáèðèíòó. Êðîìå òîãî îí ìîæåò

íîñèòü ñ ñîáîé êàìíè, åñëè íàõîäèòñÿ ñ íèìè â îäíîé êëåòêå. Ïî ñóòè ðîáîò ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîãðàììîé ñ êîíå÷íîé ïàìÿòüþ è ñ âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷àòü ñëó÷àéíûå

áèòû, ÷òî ìû èñïîëüçóåì äàëåå äëÿ áîëåå óäîáíîé äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòè

îáõîäà íåêîòîðûõ ëàáèðèíòîâ. Ðàâíîñèëüíîñòü ýòèõ óòâåðæäåíèé ðàñïèñûâàòü

íå áóäåì, íî çàäà÷à íàïèñàòü ïðîãðàììó ïî ðîáîòó èëè ïîñòðîèòü ðîáîòà ïî

ïðîãðàììå íå ñîñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà.

3 Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ

3.1 Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé

Îïðåäåëåíèå 7

Ïðîñòîå äèñêðåòíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â Zk � ýòî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

{Yn}n>0 ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, èìåþùèé âèä

Yn = Y0 +
n∑
i=1

Xi, ãäå Y0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå(0k);

P (Xi = ej) = P (Xi = −ej) =
1

2k

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi, i = 1, 2, . . . ñîâìåñòíî íåçàâèñèìû.
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Óòâåðæäåíèå 1

Äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â Zk ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ

1. P(Yi = {0}k áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç)=1 (Èíà÷å ãîâîðÿ

∀l P (x : ∃i1, i2, . . . , il : i1 < i2 < . . . < il ∀j Yij(x) = {0}k)) = 1).

Áóäåì ïèñàòü

P (x : ∃i1, i2, . . . , il : i1 < i2 < . . . < il ∀j Yij(x) = {0}k)),

êàê P ( Yi={0}k õîòÿ áû k+1 ðàç).

2. P(x : ∃i > 0:Yi(x) = {0}k) =1. Ãäå x ýëåìåíò âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà,
íà êîòîðîì çàäàíî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå). Íàçîâåì ýòî âîçâðàòíîñòüþ ñëó-

÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.

3. ∀x Åñëè ∃i : P (Yi = −→x ) > 0, òî P(∃i:Yi = x ) =1. P(∃i > 0:Yi = {0}k) >0

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîêàæåì, íåñêîëüêî ñëåäñòâèé ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè.

1=>2

Òàê êàê, åñëè Yi = {0}k áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî Yi = {0}k

ïðè êàêîì-òî i > 0.

2=>1

Ïóñòü 1 íå âåðíî, à 2 âåðíî. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê

∃k: P (Yi = 0 ðîâíî k ðàç ) = δ > 0 è ∀ε∃m : P (∃i: 0 < i < m, Yi = {0}k) > 1− ε.

Òîãäà äëÿ m(ε) è âåðíî, ÷òî

P (ïðè 0 < i < (k + 1) ·m : Yi = {0}k õîòÿ áû k+1 ðàç) > (1− ε)k+1.

Çíà÷èò
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P (Yi={0}k õîòÿ áû k+1 ðàç) > (1− ε)k+1,

íî

P(Yi=0 ðîâíî k ðàç) + P(Yi={0}k õîòÿ áû k+1 ðàç)61

Èç ýòîãî ñëåäóåò

∀k, δ > 0∃ε : (1− ε)k+1 + δ > 1.

Ïðîòèâîðå÷èå.

3=>2

Áåðåì−→õ =0
1=>3

P(Yi = {0}k áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç)=1.Òîãäà, åñëè

∃i : P(Yi=−→x )>0, òî P(y:∃i>0 : Yi(y)=-−→x ) =1.

Çíà÷èò èç ∃i : P (Yi =
−→x ) > 0, ñëåäóåò P(y : ∃i > 0 : Yi(y) = −−→x ) =1. Ïîñëå

i-îãî õîäà ìû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âîçâðàùàåìñÿ â òî÷êó {0}k(ìû áû íå óñïåëè

ïîáûâàòü òàì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç). Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ

−−→x ( à ïðî íåãî óæå èçâåñòíî, ÷òî∃i : P (Yi = −−→x ) > 0), ïîëó÷èì

P (∃i > 0 : Yi =
−→x ) = 1.

Çàìå÷àíèå 2

Ïî ñóòè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå îáõîäèò ïðîñòðàíñòâî Zk çíà÷èò, ÷òî ìû äîé-

äåì äî âñåõ êëåòîê, êðîìå íà÷àëüíîé ñ âåðîÿòíîñòüþ îäèí. Íî ïîñëå 1îãî õîäà

ó íàñ âñå òî æå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, êîòîðîå îáõîäèò âñå ïðîñòðàíñòâî, êðîìå

êëåòêè, â êîòîðîé ìû íàõîäèìñÿ, òî åñòü âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå õîäà îñòàâëÿþ-

ùåãî íàñ â òîé æå êëåòêå ìû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 â íåå åùå ïîïàäåì íà ñëåäóþùèõ

õîäàõ, à åñëè ìû îñòàëèñü â òîé æå êëåòêå, òî ìû â íåå óæå ïîïàëè. Òîãäà

âûïîëíÿåòñÿ 2-å óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ 1.

Êðîìå òîãî, åñëè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå âîçâðàòíî è ìîæåò äîéòè äî ëþáîé

êëåòêè, òî îíî îáõîäèò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ òðåòüå óñëîâèå

óòâåðæäåíèÿ 1. Ïîýòîìó âîçâðàòíîñòü äëÿ ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ýê-

âèâàëåíòíà îáõîäó ïðîñòðàíñòâà.
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Çàìå÷àíèå 3

P(x : ∃i > 0:Yi(x) = {0}k) =1 ýêâèâàëåíòíî ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
i=0

P (Yi = {0}k).

Äîêàçàòåëüñòâî

∞∑
i=0

P (Yi = {0}k) =
∞∑
k=1

P (x : ∃i1, i2, . . . , ik : i1 < i2 < . . . < ik ∀j Yij(x) = {0}k))

Òàê êàê îáå ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ìàò îæèäàíèåì êîëè÷åñòâà ïîñåùåíèé {0}k ïîä-
ñ÷èòàííûå ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Â îäíîì ñëó÷àå íàõîäèìñÿ ëè ìû â {0}kíà i-îì
õîäó, âî âòîðîì ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ìû ïîáûâàëè â {0}k õîòÿ áû l ðàç. À

P (x : ∃i1, i2, . . . , il : i1 < i2 < . . . < il ∀j Yij(x) = {0}k)) =

= (P (x : ∃i > 0 : Yi(x) = {0}k))l.

Îáîçíà÷èì P(x : ∃i > 0:Yi(x) = {0}k) ÷åðåç ε, òîãäà

∞∑
i=0

P (Yi = {0}k) = 1+
∞∑
i=1

εi,

à ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ε < 1, è ðàñõîäèòñÿ ïðè ε = 1.

Îïðåäåëåíèå 8

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå π = (π1, π2, . . .) ìíîæåñòâà (1, 2, . . .) â ñåáÿ

íàçîâåì êîíå÷íîé ïåðåñòàíîâêîé, åñëè πn = n äëÿ âñåõ n, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü

ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 9

Åñëè ξ = (ξ1, ξ2, . . .) - íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

òî ÷åðåç π(ξ) áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ = (ξπ1, ξπ2, . . .). Îáîçíà-

÷èì F∞n = σ(ξn, ξn+1, . . .) - σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè
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ξ1, ξ2, . . .. È ïóñòü F ′ =
∞⋂
n=1

F∞n . Ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå σ-àëãåáð åñòü ñíîâà σ-

àëãåáðà, òî F ′ åñòü σ-àëãåáðà. Ýòà σ-àëãåáðà áóäåò íàçûâàòüñÿ ¾õâîñòîâîé¿ èëè
¾îñòàòî÷íîé¿.

Îïðåäåëåíèå 10

Ñîáûòèå À = {ξεB}, BεB(R∞), òî ÷åðåç π(A) îáîçíà÷èì ñîáûòèå

{π(ξ)εB}, BεB(R∞).

Îïðåäåëåíèå 11

Ñîáûòèå À = {ξεB}, BεB(R∞), íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì, åñëè äëÿ ëþ-

áîé êîíå÷íîé ïåðåñòàíîâêè π ñîáûòèå π(A) ñîâïàäàåò ñ À.

Òåîðåìà 1 (çàêîí ¾0 èëè 1¿ Õüþèòòà è Ñýâèäæà).

Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . .) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è A = {ξεB}-ïåðåñòàíîâî÷íîå ñîáûòèå. Òîãäà âå-
ðîÿòíîñòü Ð(À) ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü äâà çíà÷åíèÿ: íóëü èëè åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïîñìîòðåòü â [2].

Çàìå÷àíèå 4

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî áëóæäàíèÿ Yi ñ øàãîì Xi A=(Yi = {0}k áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîáûòèåì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi. Çíà÷èò

ïî Òåîðåìå 1 P(A) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 èëè 1.

3.2 Âîçâðàòíîñòü ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå

Äîêàæåì, ÷òî ïðîñòîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ïëîñêîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

ïîáûâàåò âî âñåõ êëåòêàõ ïëîñêîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

P (∃i > 0 : Yi = {0}2) = 1.
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Ïîòîìó ÷òî òîãäà òîãäà âåðíà è òðåòüÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ 1, à òàê êàê âñå

êëåòêè ïëîñêîñòè äîñòèæèìû, òî áëóæäàíèå ïîáûâàåò â íèõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

∑
P (Yi = {0}2)→ +∞.

Âåðîÿòíîñòü îêàçàòüñÿ íà 2n-îì õîäó â èçíà÷àëüíîé êëåòêå

P (Y2n = {0}2) =
n∑
a=0

(Cn
2n · (Ca

n)
2 · (1

4
)2n),

ãäå Cn
2n- êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç 2n ïåðåìåùåíèé n ïåðåìåùåíèé

ââåðõ è âïðàâî,(Ca

n)
2 -êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü à ïåðåìåùåíèé ââåðõ â îä-

íîé ïîëîâèíå è à ïåðåìåùåíèé âíèç âî âòîðîé, (1
4
)2n-âåðîÿòíîñòü êîíêðåòíîãî

ïåðåìåùåíèÿ íà k øàãîâ.

n∑
a=0

(Ca
n)

2 = Cn
2n,

ïîýòîìó

P (Y2n = {0}2) = (Cn
2n · (

1

4
)n)2,

íî

Cn
2n ∼

4n

(πn)0.5
,

òîãäà

P (Y2n = {0}2) ∼ 1

πn
,

à

∑ 1

πn
→ +∞.

Åñëè áû

P (∃i > 0 : Yi = {0}k) = ε<1,

òîãäà

∑
P (Yi = {0}2) = 1 + ε+ ε2 + ε3 + . . . =

1

1− ε
.

Òàê êàê
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∞∑
i=0

P (Yi = {0}2) =
∞∑
k=1

(∃i1, i2, . . . , ik : i1 < i2 < . . . < ik, P (Yij = {0}2)).

Ïðîòèâîðå÷èå. �

3.3 Íåâîçâðàòíîñòü ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ c òðåìÿ íåêîì-

ïëàíàðíûìè âåêòîðàìè íà Zk

Äîêàçàòåëüñòâî íåâîçâðàòíîñòè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ c òðåìÿ íåêîìïëà-

íàðíûìè âåêòîðàìè íà Zk ðàçîáüåì íà òðè ÷àñòè:

1. Íåâîçâðàòíîñòü ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Z3

2. Cìåñü äâóõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, îäíî èç êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî ïðîñòî-

ìó ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ íà Z3íåâîçâðàòíî.

3. Íåâîçâðàòíîñòü ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ c òðåìÿ íåêîìïëàíàðíûìè âåêòî-

ðàìè íà Zk

Äëÿ íà÷àëà ðàçáåðåìñÿ ñ íåâîçâðàòíîñòüþ ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà

Z3. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî
∞∑
i=0

P (Yi = {0}3) êîíå÷íà, òàê êàê èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî

P (∃i > 0 : Yi = {0}k) = ε<1.

P (Y2n+1 = {0}3) = 0, ïîòîìó ÷òî ìû íå ìîæåì âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ êëåòêó

çà íå÷åòíîå ÷èñëî øàãîâ.

P (Y2n = {0}3) =
i+j<=n∑
i,j>=0

(
(2n)!

(i! · j! · (n− i− j)!)2
· (1
6
)2n) =

= 2−2n · Cn
2n·

i+j<=n∑
i,j>=0

(
n!

i! · j! · (n− i− j)!
· (1
3
)n)2 6

6 2−2n · Cn
2n · Cn·

i+j<=n∑
i,j>=0

n!

i! · j! · (n− i− j)!
· (1
3
)2n,

ãäå Cn = max n!
i!·j!·(n−i−j)! , òîãäà
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P (Y2n = {0}3) 6 2−2n·Cn
2n·Cn·3−n·

i+j<=n∑
i,j>=0

n!

i! · j! · (n− i− j)!
·(1
3
)n = 2−2n·Cn

2n·Cn·3−n.

Ïîêàæåì, ÷òî Cn ∼ n!
dn
3
+1e!3 ∼

n!
bn
3
c!3 .

Ïîíÿòíî, ÷òî Cn ≥ n!
bn
3
c!3 (âîçüìåì i, j, n− i− j ≥ bn

3
c). Êðîìå òîãî, çàìåòèì,

÷òî åñëè i > bn
3
c > j, òî (i − 1)! · (j + 1)! <i! · j!, òîãäà óñðåäíÿÿ òàêèì îáðàçîì

ïàðû èç i, j, n − i − j ìû òîëüêî óâåëè÷èâàåì n!
i!·j!·(n−i−j)! . Åñëè ìû áîëüøå íå

ñìîæåì óâåëè÷èâàòü èõ òàêèì îáðàçîì, òî i, j, n − i − j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

bn
3
c, dn

3
e,dn

3
+ 1e. Êðîìå òîãî ïðîöåññ òî÷íî îñòàíîâèòñÿ, òàê êàê ïîñëå êàæäîãî

äåéñòâèÿ | i− bn
3
c | + | j − bn

3
c | + | n− j − i− bn

3
c |óìåíüøàåòñÿ íà 2. Ïðèìåíèâ

ê

2−2n · Cn
2n ·

n!

dn
3
+ 1e!3

· 3−n

ôîðìóëó Ñòèðëèíãà ïîëó÷èì 3
√
3

2·π1.5·n1.5 .∑
3
√
3

2·π1.5·n1.5 ñõîäèòñÿ, çíà÷èò P (Y2n = {0}3) îãðàíè÷åíà ôóíêöèåé, ñóììà ðÿ-
äà êîòîðîé ñõîäèòñÿ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

∑
P (Y2n = {0}3) ñõîäèòñÿ (òàê êàê

P (Y2n = {0}3) ≥ 0). Çíà÷èò áëóæäàíèå ÿâëÿåòñÿ íåâîçâðàòíûì, à ñëåäîâàòåëüíî

íå ìîæåò îáîéòè âñå ïðîñòðàíñòâî �

Çàìå÷àíèå 5

P (Yn = −→x ) 6 63 ·(P (Yn = {0}3)+P (Yn+1 = {0}3)+P (Yn+2 = {0}3)+P (Yn+3 = {0}3).
Âåêòîð −→x èç óòâåðæäåíèÿ âûøå ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê −→x = (x1, x2, x3)

Äîêàæåì ýòî.

Îáîçíà÷èì (x1%2)+(x2%2)+(x3%2) ÷åðåç x′, ãäå a%b îáîçíà÷åíèå äëÿa mod b.

P (Y2n+|x1|+|x2|+|x3| =
−→x ) =

=

i+j<=n∑
i,j>=0

(
(2n+ | x1 | + | x2 | + | x3 |)!

i! · j! · (n− i− j)! · (i+ | x1 |)! · (j+ | x2 |)! · (n− i− j+ | x3 |)!
· (

1

6
)2n+|x1|+|x2|+|x3|) 6

6 63·
i+j<=n∑
i,j>=0

(
(2n+ | x1 | + | x2 | + | x3 | +x′)!

i! · j! · (n− i− j)! · (i+ | x1 | +(x1%2))! · (j+ | x2 | +(x2%2))! · (n− i− j+ | x3 | +(x3%2))!
·(
1

6
)2n+|x1|+|x2|+|x3|+x′)) 6
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6 63·
i+j<=n∑
i,j>=0

(
(2n+ | x1 | + | x2 | + | x3 | +x′)!

((i+ (| x1 | +(x1%2))/2)! · (j+ | x2 | +(x2%2))/2)! · ((n− i− j) + (| x3 | +(x3%2))/2)!)2
·(
1

6
)2n+|x1|+|x2|+|x3|+x′

) 6

6 63·
i+j<=n′∑
i,j>=0

(
(2n′)!

(i! · j! · (n′ − i− j)!)2
· (

1

6
)2n

′
) = 63 · P (Y2n′ = {0}3)

Ãäå n′ = n+ (| x1 | + | x2 | + | x3 | +(x1%2) + (x2%2) + (x3%2))/2.

Òîãäà 2n′ − 2n− (| x1 | + | x2 | + | x3 |) = 0, 1, 2 èëè 3.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî P (Yn = −→x ) ≤ c
n
√
n
, ãäå c íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Òåïåðü ïåðåéäåì êî âòîðîìó ïóíêòó äîêàçàòåëüñòâà.

Ñìåñü áëóæäàíèé X, Y, ñ âåðîÿòíîñòÿìè p,q (p+q=1; p,q>0), ãäå X - ýêâè-

âàëåíòåí ïðîñòîìó ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Z. Òîãäà

P (Zn = −→z ) =
∑

−→x+−→y =−→z

n∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin.

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî P (Zn = −→z ) < b
n
√
n
äëÿ íåêîòîðîãî b. Îáîçíà÷èì çà

ε = min(p, q)2 è äîêàæåì, ÷òî òàêèå êîíñòàíòû b åñòü äëÿ

∑
−→x+−→y =−→z

i < εn∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin

è

∑
−→x+−→y =−→z

i 6 n∑
i>εn

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin.

Íà÷íåì ñ

∑
−→x+−→y =−→z

i 6 n∑
i>εn

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin 6

6 max
i>εn,−→x

(P (Xi =
−→x ))·

∑
−→x+−→y =−→z

i 6 n∑
i>εn

P (Yn−i =
−→y ) · pi · qn−i · Ñin =

= max
i>εn,−→x

(P (Xi =
−→x ))·

i 6 n∑
i>εn

∑
−→x+−→y =−→z

P (Yn−i =
−→y ) · pi · qn−i · Ñin =

= max
i>εn,−→x

(P (Xi =
−→x ))·

i 6 n∑
i>εn

pi · qn−i · Ñin·
∑

−→x+−→y =−→z

P (Yn−i =
−→y ) 6
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6 max
i>εn,−→x

(P (Xi =
−→x ))·

i 6 n∑
i>εn

pi · qn−i · Ñin 6

6 max
i>εn,−→x

(P (Xi =
−→x )) · (p+ q)n = max

i>εn,−→x
(P (Xi =

−→x )) ≤ c

εn
√
εn

=
c′

n
√
n
.

Òåïåðü ðàçáåðåì âòîðóþ ÷àñòü

∑
−→x+−→y =−→z

i < εn∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin.

Òàê êàê ε 6 1
4
, p′ = min(p, q), q′ = 1− p′, òî

∑
−→x+−→y =−→z

i < εn∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · p′i · q′n−i · Ñin >

>
∑

−→x+−→y =−→z

i < εn∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(i) = p′i · q′n−i ·Ñin. Ïîêàæåì, ÷òî f(i) âîçðàñòàåò íà (0, εn).

f(i+ 1)

f(i)
=
p′

q′
· n− i
i+ 1

≥ p′

q′
· n− εn
εn+ 1

→ p′ · (1− p′2)
(1− p′) · p′2

= 1 +
1

p′

Çíà÷èò ñ êàêîãî-òî n ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî f(i) âîçðàñòàåò íà (0, εn). Òîãäà

∑
−→x+−→y =−→z

i < εn∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · p′i · q′n−i · Ñin 6

6 f(bεnc)·
i < εn∑
i=0

∑
−→x+−→y =−→z

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) 6

≤ f(bεnc)·εn,

òàê êàê
∑

−→x+−→y =−→z
P (Xi =

−→x ) · P (Yn−i = −→y )6
∑
−→x
P (Xi =

−→x )·
∑
−→y
P (Yi =

−→y )=1.

f(bεnc)·εn = p′2 · n · Cn·p′2
n ·′np′2 ·(1− p′)n(1−p′2)

Õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî f(bεnc) ·εn 6 Polynom1(n) ·dn, ãäå d < 1, à Polynom1(n)

êàêîé-òî ïîëèíîì. Òîãäà íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî n
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∑
−→x+−→y =−→z

i < εn∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin <

<
c′

n
√
n
· Cn·p′2

n 6 Polynom2(n) · (
1

εε · (1− ε)(1−ε)
)n

Ýòî ñëåäñòâèå èç ôîðìóëû Ñòèðëèíãà. Âîçüìåì çà Polynom1(n) = Polynom2(n)·
p′2 · n è çà d = (p′2p

′2 · (1− p′2)(1−p′2))−1· p′p′2 · (1− p′2)(1−p′2), ,.
Òîãäà

d < 1⇐⇒ (p′2p
′2 · (1− p′2)(1−p′2))−1· p′p′2 · (1− p′)(1−p′2)<1⇐⇒

⇐⇒ p′p
′2 · (1− p′)(1−p′2)<(p′2p′2·(1-p′2)(1−p′2))⇐⇒ p′−p

′2
<(1+p′)(1−p

′2)⇐⇒

⇐⇒ (1 +
1

p′
)(p

′2) < (1 + p′)⇐⇒ ln(1 + p′)>p′2 · ln(1 + 1

p′
)⇐⇒

⇐⇒ ln(1 + p′)

p′
>p′ · ln(1 + 1

p′
).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ýòî g(1 + p′) > g(1 + 1
p′
), ãäå g(x) = ln(1+x)

x
. Íàì

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî g(x) óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè x>0.

g′(x) < 0⇐⇒
x

1+x
− ln(x+ 1)

x2
< 0⇐⇒ x

1 + x
− ln(x+ 1) < 0⇐⇒

⇐⇒ 0 < ln(x+ 1)− 1 +
1

1 + x
= h(x).

h(0) = 0 è 1
1+x
− 1

(1+x)2
= x

(1+x)2
, ÷òî áîëüøå íóëÿ ïðè x > 0, çíà÷èò h(x) > 0

ïðè x > 0.

Òîãäà íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî n(îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç m)

∑
−→x+−→y =−→z

i < εn∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin <

c′

n
√
n
,

èç ýòîãî ñëåäóåò

∑
−→x+−→y =−→z

i < εn∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin ≤

max(c′,m
√
m)

n
√
n

,
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òàê êàê

∑
−→x+−→y =−→z

i < εn∑
i=0

P (Xi =
−→x ) · P (Yn−i = −→y ) · pi · qn−i · Ñin ≤ 1.

Çíà÷èò P (Zn = −→z ) < b
n
√
n
, ãäå b = max(c′,m

√
m). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî∑

n

P (Zn = −→z ) ñõîäèòñÿ, òîãäà ýòî áëóæäàíèå íåâîçâðàòíî.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñàìî óòâåðæäåíèå ïðî íåâîçâðàòíîñòü ñëó÷àéíîãî áëóæ-

äàíèÿ c òðåìÿ íåêîìïëàíàðíûìè âåêòîðàìè íà Zk.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè áëóæäàíèå Yi ïîñòðîåííîå íà øàãàõ Xi âîçâðàòíîå, òî

áëóæäàíèå Y
(0)
i êîòîðîå ñòðîèòñÿ íà íåì ñ øàãàìè ðàâíûì n îáû÷íûì õîäàì

X ′i =
n·i∑

j=n·(i−1)+1

Xi, òî åñòü Y
(0)
i = Yni, òîæå âîçâðàòíîå. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê,

òî P(Y
(0)
i = {0}k áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç)=0 (çàìå÷àíèå 4), êðîìå òîãî ðàññìîò-

ðèì áëóæäàíèÿ Y
(l)
i = Yni+l, ïðè l<n. Êàêîå-òî èç íèõ ïîñåùàåò {0}k áåñêîíå÷íîå

÷èñëî ðàç, íî òîãäà ðàññìîòðèì åãî ïîñëå ïåðâîãî ïîñåùåíèÿ {0}k. Îíî áóäåò

ýêâèâàëåíòíî Y
(0)
i , íî P(Y

(0)
i = {0}k áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç)=0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ Yi c òðåìÿ íåêîìïëàíàðíûìè âåêòîðàìè íà Zk

âîçâðàòíî(îáîçíà÷èì ýòè âåêòîðà −→a ,
−→
b ,−→c ). Òîãäà ∃n > 1 : P (Yn−1 = −−→a ) > 0,

êðîìå òîãî P (Yn−1 = (n−1)·−→a ) > 0(n-1 øàã ïî âåêòîðó−→a ) è P (Yn = {0}k) > 0 (n-

1 øàã, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåêòîð −−→a è îäèí øàã ïî âåêòîðó −→a ). Ïîêàæåì, ÷òî òî-
ãäà ∃m, l : P (Ym = −

−→
l · a) > 0, P (Ym =

−→
l · a) > 0. Åñëè n=2, òî ýòî óæå âûïîëíÿò-

ñÿ äëÿ m=1, l=1. Èíà÷å âîçüìåì m = n·(n−1)2, l = (n−1)·n, òîãäà −l ·−→a ìîæíî

ïîëó÷èòü ñäåëàâ øàãè äàþùèå −−→a çà n-1 õîä (n−1)·n ðàç, à l·−→a ïîëó÷èì ñäåëàâ

(n−1) ·n ðàç õîä ïî âåêòîðó −→a è (n−1) ·(n−2) ðàç ïî n øàãîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ

âîçâðàùåíèþ â {0}k. Òîãäà åñòü âîçâðàòíîå áëóæäàíèå Y ′i c òðåìÿ íåêîìïëàíàð-
íûìè âåêòîðàìè l−→a ,m

−→
b ,m−→c è øàãîì −l−→a . Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ

ñ âåêòîðàìè
−→
b ,−→c ïîëó÷èì Y ′′′i c øàãàìè k1

−→a , k2
−→
b , k3

−→c ,−k1−→a ,−k2
−→
b ,−k3−→c .

Íî òîãäà Y ′′′i ñìåñü áëóæäàíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðîñòîìó â Z3c êîýôôèöèåí-

òîì ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòè îäíîãî èç ýòèõ 6 øàãîâ(à îíà ïîëîæèòåëüíàÿ)

óìíîæåííûì íà 6 è åùå íåêîòîðîãî áëóæäàíèÿ. Çíà÷èò îíî íåâîçâðàòíî. Ïðî-

òèâîðå÷èå.

4 Ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë

Ðàçáåðåì äëÿ íà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà åñòü òîëüêî ðîáîò è ïîêàæåì, ÷òî îí

ìîæåò îáîéòè Z2 è íå ìîæåò Z3. Â ýòîì ñëó÷àå M = ∅, n=0. Ìíîæåñòâî D

â ïðîñòðàíñòâå Zk èìååò âèä (−→e1 ,
−−→−e1, −→e2 ,

−−→−e2,. . ., −→ek , −−→ek ). Ðîáîò ñ÷èòàåòñÿ
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îáõîäÿùèì ïðîñòðàíñòâî, åñëè äëÿ ëþáîé åå êëåòêè ñ âåðîÿòíîñòüþ îäèí ïî

4.1 Îáõîä ðîáîòîì Z2.

Íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ òàêîãî ðîáîòà äîâîëüíî ëåãêî. Îí ïðîñòî äîëæåí

ýìóëèðîâàòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå. À òàê êàê îíî îáõîäèò ïëîñêîñòü, òî è ðîáîò

åå îáîéäåò. Íèæå ìîæíî ïîñìîòðåòü ïðîñòîé àâòîìàò, ðåàëèçóþùèé ýòî.

4.2 Íåâîçìîæíîñòü îáîéòè Z3

Äîêàæåì ýòî äëÿ ëþáîãî ðîáîòà. Ðàññìîòðèì ãðàô íåäåòåðìèíèðîâàííîãî

êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñîîòâåòñòâóþùèé åìó. Îáîçíà÷èì åãî ðàçìåð ÷åðåç m. Áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ðåáðà áîëüøå íóëÿ è âñå âåðøèíû äîñòè-

æèìû èç íà÷àëüíîé. Èíà÷å èõ ìîæíî ïðîñòî âûêèíóòü è ýòî íèêàê íå ïîâëèÿåò

íà ïîâåäåíèå ðîáîòà. Âîçüìåì êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà. Ëèñòîâîé

êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îáîçíà÷èì êîìïîíåíòó ñèëüíîé ñâÿçíîñòè èç êî-

òîðîé íåò ðåáåð âíå åå (òàêàÿ îáÿçàòåëüíî åñòü). Ðàññòîÿíèå ìåæäó êëåòêàìè

áóäåò ñ÷èòàòü ïî ìåòðèêå ðàññòîÿíèÿ ãîðîäñêèõ êâàðòàëîâ. Êëåòêàìè áóäåì íà-

çûâàòü ýëåìåíòû ëàáèðèíòà, âåðøèíàìè ñîñòîÿíèÿ ðîáîòà. Ïëîñêîñòÿìè áóäåì

íâçûâàòü ìíîæåñòâî êëåòîê âèäà −→a +x ·
−→
b +y ·−→c , ïðè ôèêñèðîâàííîì −→a ,

−→
b ,−→c .

Ïîêàæåì, ÷òî åãî ëèñòîâûå êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçàííîñòè òîæå äîëæíû

îáõîäèòü âñå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì êàêóþ-òî èç åãî âåðøèí çà íîâîå íà÷àëü-
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íîå ñîñòîÿíèå q′0, à íîâûé àâòîìàò ïîñòðîåííûé íà ýòîé ëèñòîâîé êîìïîíåíòå

çà R′(q′0), ðàçìåð êîìïîíåíòû îáîçíà÷èì ÷åðåç m'. Òîãäà íîâûé ðîáîò äîëæåí

îáõîäèòü âñå ïðîñòðàíñòâî, êðîìå íå áîëåå ÷åì m êëåòîê. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

îò q0 äî q
′
0 åñòü ïóòü íå áîëåå, ÷åì çà m øàãîâ(îáîçíà÷èì çà −→x1(q′0) êëåòêó â ïðî-

ñòðàíñòâå â êîòîðîé ìû îêàçàëèñü äîéäÿ äî q′0). Òîãäà ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïóòè ñ

âåðîÿòíîñòüþ 1 äîëæíî ïîáûâàòü âî âñåõ êëåòêàõ ïðîñòðàíñòâà, êðîìå òåõ, â êî-

òîðîé îí óæå áûë, à èõ íå áîëåå m. Òàê êàê îíè ïîñëåäîâàòåëüíû, òî ýòè êëåòêè

ïîìåùàþòñÿ â ñôåðó ñ öåíòðîì â 0k(ãäå k ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ â êîòîðîì

ìû ðàáîòàåì) è ðàäèóñîì m è â ñôåðó ñ öåíòðîì −→x1(q′0) è ðàäèóñîì m. Ýòî âåð-

íî ïðè âûáîðå ëþáîãî q′0 èç íàøåé ëèñòîâîé êîìïîíåíòû. Ñ âåðîÿòíîñòüþ îäèí

ìû êîãäà-íèáóäü ïîïàäåì â êëåòêó 2m+ 1k. Îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèå â êîòîðîì

ìû îêàçàëèñü â ýòîé êëåòêå çà q1(ýòî ñîñòîÿíèå ïðèíàäëåæèò íàøåé ëèñòîâîé

êîìïîíåíòå). Ñ ýòîãî ìîìåíòà ðîáîò âåäåò ñåáÿ êàê ðîáîò R′(q1) íàõîäÿùèéñÿ â

êëåòêå 2m+ 1k â èçíà÷àëüíîì ñîñòîÿíèå, à îí îáõîäèò âñå ïðîñòðàíñòâî, êðîìå

ñôåðû ñ öåíòðîì â 2m+ 1k è ðàäèóñîì m. Çíà÷èò R′(q′0) îáõîäèò ñ îäíîé ñòîðî-

íû âñå êëåòêè êðîìå ñôåðû ñ öåíòðîì â 0k è ðàäèóñîì m, ñ äðóãîé ñòîðîíû âñå

êëåòêè êðîìå ñôåðû ñ öåíòðîì â 0k è ðàäèóñîì m. Ýòè ñôåðû íå ïåðåñåêàþòñÿ,

ïîýòîìó R′(q′0) îáõîäèò âñå ïðîñòðàíñòâî. Êðîìå òîãî ïåðåìåùåíèÿ ýòîãî ðîáîòà

ÿâëÿþòñÿ âîçâðàòíûìè.

Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ, ïî÷åìó íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò äëÿ îðèåíòèðî-

âàííûé ãðàô êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè íå ìîæåò îá-

õîäèòü ïðîñòðàíñòâî (íà÷àëüíàÿ âåðøèíà - q0, ðàçìåð ãðàôà m). Îáîçíà÷èì çà

pi,j âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ñîñòîÿíèå qj èç ñîñòîÿíèÿ qi çà êîëè÷åñòâî øàãîâ íå

ïðåâîñõîäÿùèõ m (ïðè i=j ñ÷èòàåì, ÷òî íóæåí õîòÿ áû îäèí øàã). Òàê êàê ýòî

êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, òî èç ëþáîé âåðøèíû ìû ìîæåì äîéòè ïî ðåá-

ðàì äî ëþáîé äðóãîé íå áîëåå ÷åì çà m øàãîâ. Çíà÷èò pi,j > 0. Îáîçíà÷èì çà

p = min
i,j
pi,j>0. Òîãäà âåðîÿòíîñòü íå ïîïàñòü â òå÷åíèå l ·m øàãîâ â j-óþ âåðøè-

íó ìåíüøå (1− p)l. À îíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè l→∞. Çíà÷èò ñ âåðîÿòíîñòüþ

1 ìû ïîáûâàåì â ñîñòîÿíèå qj áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Èç-çà òîãî ÷òî ïåðåìåùåíèÿ ðîáîòà âîçâðàòíû, îí ïîáûâàåò â êëåòêå 0k áåñ-

êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòè ïîïàñòü â êëåòêó â ñîñòîÿíèå qj,

åñëè ïðîøëûé ðàç ìû áûëè â íåé â ñîñòîÿíèå qi. Îáîçíà÷èì ýòó âåðîÿòíîñòü

÷åðåç pi,j (pi,j íå çàâèñèò îò êëåòêè èç êîòîðîé ìû íà÷èíàåì). ∀i
∑
j

pi,j = 1. Ðàñ-

ñìîòðèì ýòè ïåðåõîäû ïî ñîñòîÿíèÿì, êàê íåêîòîðûé äðóãîé îðèåíòèðîâàííûé

ãðàô ïî êîòîðîìó ìû ãóëÿåì áåñêîíå÷íî äîëãî. Â íåì ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî

ñîñòîÿíèé qi1 , qi2 , . . . , qijòàêèõ, ÷òî ìû ãàðàíòèðîâàíî ïîáûâàåì õîòÿ áû â îäíîì

èç íèõ, îíè âñå äîñòèæèìû èç q0 è qij1 íå äîñòèæèìî èç qij2 (áóäåì áðàòü ïî
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îäíîé âåðøèíå èç ëèñòîâûõ êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè íîâîãî îðèåíòèðîâàí-

íîãî ãðàôà). Ìû ïîáûâàåì â îäíîì èç ýòèõ ñîñòîÿíèé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç q'. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîé êëåòêè, ãäå ðîáîò áûë â

ñîñòîÿíèå q', îí áûë òàì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â ïðîñòðàíñòâå ñ âåêòîðàìè ïåðå-

õîäîâ è èõ âåðîÿòíîñòÿìè òàêèìè, ÷òî ïàðà (âåêòîð, âåðîÿòíîñòü) ñîîòâåòñòâóþò

ïàðå (âåêòîð, âåðîÿòíîñòü) ïåðåìåùåíèÿ ðîáîòà ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè q'.

Êàê ïîêàçàíî âûøå, ýòî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå âîçâðàòíî, çíà÷èò îíî íå ìîæåò

ñîäåðæàòü òðåõ íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ. Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â

q' ìíîæåñòâî êëåòîê, ãäå ìû ìîæåì áûòü â ñîñòîÿíèå q' ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì

êàêîé-òî ïëîñêîñòè. Íî ìû ãàðàíòèðîâàíî ïîáûâàåì â ëþáîé êëåòêå, à â ñôåðå

ñ öåíòðîì â ýòîé êëåòêå è ðàäèóñîì m åñòü âåðîÿòíîñòü ïîáûâàòü â ñîñòîÿíèå q'.

Òîãäà åñëè ìû âîçüìåì êëåòêó íà ðàññòîÿíèå áîëüøå m+1 îò ïëîñêîñòè, òî áóäåò

êëåòêà âíå ïëîñêîñòè ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ñîñòîÿíèÿ q'. Ïðîòèâîðå÷èå.�

5 Ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è êàìíåì

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðîáîòà ñ êàìíåì. Èçíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ðîáîòà

è êàìíÿ â êëåòêå ñ íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè.

5.1 Îáõîä Z4.

Äîâîëüíî ëåãêî îïèñàòü ïðîãðàììó â ñîîòâåòñòâèå ñ êîòîðîé áóäåò ïåðåìå-

ùàòüñÿ ðîáîò. Îí îòõîäèò îò êàìíÿ ñëó÷àéíî áëóæäàåò âäîëü êîîðäèíàò x1, x2,

ïîêà íå âåðíåòñÿ ê êàìíþ, à ïîòîì äåëàåò øàã â ñëó÷àéíîì íàïðàâëåíèå âäîëü

x3, x4 âìåñòå ñ êàìíåì. Ïîâòîðÿåò. Òàê êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ïëîñêîñòè

âîçâðàòíî, ðîáîò âñå âðåìÿ âîçâðàùàåòñÿ ê êàìíþ. Òîãäà õîäÿ âìåñòå ñ êàìíåì

ðîáîò îáõîäèò âñþ ïëîñêîñòü x3, x4, òàê êàê ïåðåìåùåíèÿ ñ êàìíåì â ñëó÷àéíîì

íàïðàâëåíèå òîæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì. Îíî âîçâðàòíî, ïîýòîìó ðî-

áîò ïîáûâàåò ñ êàìíåì âî âñåõ êëåòêàõ ïëîñêîñòè x3, x4 áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Òîãäà äëÿ ëþáîé èç ýòèõ êëåòîê ìû áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç áëóæäàëè îò êàìíÿ

âäîëü x1, x2. Ðàññìîòðåâ òîëüêî ýòè õîäû ïîëó÷èì ïðîñòîå ñëó÷éíîå áëóæäàíèÿ

èç êëåòêè ïëîñêîñòè x3, x4 âäîëü x1, x2, à òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü âñå

êëåòêè ïðîñòðàíñòâà
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5.2 Íåâîçìîæíîñòü îáîéòè Z5

Ðàçáåðåì, êàê õîäèò ðîáîò. Ðàçäåëèì åãî ïåðåìåùåíèÿ íà äâà òèïà. Ïåðå-

ìåùåíèå ñ êàìíåìè ïåðåìåùåíèÿ áåç êàìíÿ. Ðàçáåðåì ïåðåìåùåíèå áåç êàìíÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðîáîò óõîäèò îò êàìíÿ, òî îí äîëæåí ê íåìó âåðíóòüñÿ ñ

âåðîÿòíîñòüþ îäèí, òàê êàê èíà÷å îí íå ñìîæåò îáîéòè äàæå Z3. Ïîêàæåì, ÷òî

åñëè ðîáîò âîçâðàùàåòñÿ ê êàìíþ ñ âåðîÿòíîñòüþ îäèí, òî ìíîæåñòâî êëåòîê,

êîòîðûå îí ìîæåò ïîñåòèòü ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì ïëîñêîñòåé. Ïóñòü

ìû îòõîäèì îò êàìíÿ â ñîñòîÿíèå q1. Òîãäà âîçüìåì íåäåòåðìèíèðîâàííûé êî-

íå÷íûé àâòîìàò R' ñ ñîñòîÿíèÿìè àíàëîãè÷íûìè R è íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì q′1,

ïåðåõîäàìè â ñîñòîÿíèÿõ àíàëîãè÷íûõ R ñîâïàäàþò ñ ïåðåõîäàìè â R ñîîòâåò-

ñòâóþùèå îòñóòñòâèþ êàìíåé â êëåòêå, ïåðåõîä èç q′1 cîîòâåòñòâóþò ïåðåõîäàì

èç q1 ïðè óñëîâèå íàëè÷èÿ êàìíÿ â êëåòêå. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé â

R' ÷åðåç m. Îí òî÷íî ýìóëèðóåò ïåðåìåùåíèÿ ñ ìîìåíòà îòõîäà ðîáîòà â q1 îò

êàìíÿ äî âîçâðàùåíèÿ ê íåìó.

Ðàññìîòðèì åãî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Åñ-

ëè êàêîé-íèáóäü ëèñò íå äîñòèæèì ïðè áëóæäàíèå â ïðîñòðàíñòâå äî ïåðâîãî

âîçâðàùåíèÿ â èçíà÷àëüíóþ êëåòêó, òî ìû ìîæåì åãî âûêèíóòü èç ãðàôà, òàê

êàê ìû âñå ðàâíî â íåãî íå ïîïàäàåì. Âûêèíóâ òàêèì îáðàçîì âñå íåäîñòèæè-

ìûå êîìïîíåíòû, âîçüìåì êàêîé-íèáóäü èç èìåþùèõñÿ ëèñòîâ è ñîñòîÿíèå q èç

ýòîé êîìïîíåíòû, â êîòîðîì ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ â èçíà÷àëüíóþ êëåòêó. Òîãäà

ìíîæåñòâî êëåòîê, â êîòîðûõ ìû ìîæåì áûòü â ñîñòîÿíèå q, åñëè ïîòîì ìîæåì

çàêîí÷èòü â ñîñòîÿíèå q, áóäåò ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà

ïëîñêîñòåé ñ îäèíàêîâûìè îáðàçóþùèìè âåêòîðàìè. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê,

òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïîñòðîåííîå íà ïåðåõîäàõ â ïðîñòðàíñòâå ðîáîòà ìåæäó

äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè q (ìåæäó ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè ìîãóò áûòü òîëüêî ñîñòîÿíèÿ

îòëè÷íûå îò q) èìåëî áû òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà. Êðîìå òîãî áûëà áû

ñêîëü óãîäíî óäàëåííàÿ êëåòêà, ãäå ìû ìîæåì áûòü â ñîñòîÿíèå q. Òàê êàê ýòî

ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñîäåðæèò òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà, òî ∀ε > 0 ìîæ-

íî íàéòè ðàññòîÿíèå, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü èç îäíîé êëåòêè

â äðóãóþ ïðè ðàññòîÿíèå áîëüøå äàííîãî ìåíüøå ε. Èç-çà ýòîãî ∀ε > 0 ìîæíî

íàéòè ðàññòîÿíèå, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü èç îäíîé êëåòêè â ñî-

ñòîÿíèå q â äðóãóþ â ñîñòîÿíèå q' ïðè ðàññòîÿíèå áîëüøå äàííîãî ìåíüøå ε. Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî åñòü ïåðåõîä èç q' â q çà ìåíåå ÷åì m õîäîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé

âåðîÿòíîñòüþ p, è èíà÷å(âîçüìåì ε äëÿ êîòîðîãî ýòî íå âåðíî) ñóùåñòâîâàëî áû

äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ðàññòîÿíèÿ ïàðà êëåòîê ñ íèì òàêèõ, ÷òî âåðîÿòíîñòü

ïåðåéòè ìåæäó íèìè èç ñîñòîÿíèÿ q â q(ìåæäó ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè ìîãóò áûòü

ëþáûå ñîñòîÿíèÿ) ñ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà > ε · p. Âçÿâ êëåòêó ñ ñîñòîÿíèåì q
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äîñòàòî÷íî äàëåêóþ, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ëèñòîâîé êîìïîíåíòû âåðîÿò-

íîñòü äîéòè èç íåå â èçíà÷àëüíóþ êëåòêó (à â äðóãîå ñîñòîÿíèå ìû è íå ìîæåì

ïîïàñòü) áûëà ìåíüøå 1
2m
. Òîãäà âåðîÿòíîñòü äîéòè èç äàëåêîé êëåòêè â ñîñòîÿ-

íèå q â èçíà÷àëüíóþ íå ïðåâîñõîäèò 1
2
. Íî íàøè ïåðåõîäû äîëæíû âîçâðàùàòüñÿ

ñ âåðîÿòíîñòüþ îäèí. Ïðîòèâîðå÷èå. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî êëåòîê, â

êîòîðûõ ìû ìîæåì áûòü â ñîñòîÿíèå èç íàøåé ëèñòîâîé êîìïîíåíòû, åñëè ïî-

òîì ìîæåì çàêîí÷èòü â ñîñòîÿíèå q, òàêæå áóäåò ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ

êîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêîñòåé ñ îäèíàêîâûìè îáðàçóþùèìè âåêòîðàìè. Êðîìå òî-

ãî ñóùåñòâåíåí ôàêò, ÷òî äëÿ ðàçíûõ ñîñòîÿíèé èç îäíîé ëèñòîâîé êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè âåêòîðà, îáðàçóþùèå ïëîñêîñòü, ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè.

Çàìåòèì, ÷òî òîãäà ìíîæåñòâî êëåòîê, ãäå ìîãóò áûòü ñîñòîÿíèÿ èç êîòîðûõ

ìîæíî äîéòè äî ñîñòîÿíèÿ q â èñõîäíîé êëåòêå, òàê æå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

íåñêîëüêèõ ïëîñêîñòåé ñ îäèíàêîâûìè îáðàçóþùèìè âåêòîðàìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ

òåì, ÷òî èç ëþáîãî èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ìîæíî íå áîëåå ÷åì çà m øàãîâ äîéòè äî

ñîñòîÿíèÿ q, òîãäà ëèáî ìû â òå÷åíèå ýòè m øàãîâ ïîïàëè â èçíà÷àëüíóþ êëåòêó,

ëèáî ïîïàëè â îäíó èç êëåòîê â ñîñòîÿíèå q. Íî èç ýòîé êëåòêè ìû ãàðàíòèðî-

âàíî ïîïàäàåì â èçíà÷àëüíóþ, à ñîñòîÿíèå ðîáîòà â êîòîðîì ýòî ïðîèçîéäåò ñî-

îòâåòñòâóåò êàêîìó-òî ñîñòîÿíèþ èç íàøåé ëèñòîâîé êîìïîíåíòû. Çíà÷èò íàøà

êëåòêà íà ðàññòîÿíèå íå áîëåå ÷åì m îò íåêîòîðîãî îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà ïëîñêîñòåé ñ îäèíàêîâûìè îáðàçóþùèìè âåêòîðàìè. Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæ-

íî ïðîâåñòè äëÿ âñåõ ëèñòîâûõ êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, òîãäà ìíîæåñòâî

êëåòîê, ãäå ðîáîò ìîæåò ïîáûâàòü ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà

îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêîñòåé. Ïðîâåäÿ ýòî ðàññóæäåíèÿ äëÿ âñåõ

R' ïîëó÷èì óæå äðóãîå, íî âñå åùå êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ïëîñêîñòåé âíóòðè

êîòîðûõ õîäèò ðîáîò, ÷òî ìû è õîòåëè äîêàçàòü äëÿ äàííîãî òèïà ïåðåìåùåíèé.

Îáîçíà÷èì ýòî êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ïëîñêîñòåé çà A(−→x ), ãäå −→x -èçíà÷àëüíàÿ
êëåòêà. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A(−→x ) ýòî êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå òîë-
ñòûõ ïëîñêîñòåé øèðèíû 2l + 1 èç êëåòêè −→x , ãäå òîëñòàÿ ïëîñêîñòü øèðèíû

2l + 1 èç êëåòêè −→x ýòî îáúåäèíåíèå ïëîñêîñòåé ñ îäèíàêîâûìè îáðàçóþùèìè

âåêòîðàìè íà ðàññòîÿíèå íå áîëåå l îò −→x .
Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ, êàê óñòðîåíû ïåðåìåùåíèÿ ñ êàìíåì. Ïîñòðîèì àâòî-

ìàò ñîîòâåòñòâóþùèé òàñêàíèþ êàìíÿ èçíà÷àëüíîãî ðîáîòà. Äëÿ ýòîãî ñîñòîÿ-

íèå â êîòîðîì ìû óõîäèì èç êëåòêè îñòàâèâ êàìåíü áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê

ïåðåõîä èç ýòîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ìû ìîãëè âåðíóòüñÿ ê êàì-

íþ, ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ñ êîòîðûìè ýòî ìîãëî ïðîèçîéòè. ×òîáû ìû íå îñòàâëÿëè

êàìåíü, äîáàâèì ïî îäíîìó ñîñòîÿíèþ íà êàæäûé òàêîé ïåðåõîä, ÷òîáû ñäåëàòü

øàã ââåðõ ñ êàìíåì, øàã âíèç ñ êàìíåì. Òàê êàê ýòîò àâòîìàò âñå âðåìÿ òàñêàåò

êàìåíü, òî îí âåäåò ñåáÿ, êàê ïðîñòî ðîáîò áåç êàìíÿ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
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êëåòîê, ãäå ïîáûâàåò ýòîò ðîáîò çà B, òîãäà äëÿ îáõîäà Z5 äîëæíî áûòü âåðíî,

÷òî A(B) = Z5. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü èç åãî ëèñòîâûõ êîìïîíåíò ñâÿçíî-

ñòè. Ìû ìîæåì â íåå ïîïàñòü çà êàêîå-òî êîíå÷íîå ÷èñëî õîäîâ ðîáîòà, òî åñòü

∃C∃n :| C |< n A(B′+C) = Z5, ãäå B'- ìíîæåñòâî êëåòîê, ãäå ïîáûâàåò ëèñòîâîé

ðîáîò. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòè ïîáûâàòü â êëåòêàõ Z5 â ñîñòîÿíèå q è ñîîòâåò-

ñòâóþùåå åìó ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå. Åñëè ëèñòîâàÿ êîìïîíåíòà ïîðîæäàåò ñëó-

÷àéíîå áëóæäàíèå ýêâèâàëåíòíîå áëóæäàíèþ íà ïëîñêîñòè, òî A(B′ + C) áûëî

áû â ëó÷øåì ñëó÷àå îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èëà Z4. Ïðåäñòàâèì A =
⋃
Li,

ãäå Liçàäàåò êàêóþ-òî èç ïëîñêîñòåé.

Óòâåðæäåíèå 2.

Ïîêàæåì, ÷òî ∀ε > 0 ìíîæåñòâî êëåòîê xi äëÿ êîòîðûõ P( ëèñòîâîé ðîáîò ïî-

ïàë â Li(
−→xj ) â ñîñòîÿíèå q)>ε èìååò âèä êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ

ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå(çà ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå áåðåì ìíîæåñòâî

êëåòî ïðåäñòàèìûõ â âèäå −→a0 + x1 · −→a1 + x2 · −→a2 + x3 · −→a3 + x4 · −→a4 , ãäå −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,−→a4
ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà). Ââåäåì íà Z5 îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòñòè −→x1 ∼ −→x2,
åñëè L(−→x1) = L(−→x2). Ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü Z5 â íåêîòîðûé X = Z3 × Za × Zb
âäîëü L, à X ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü â X ′ = Z3 ïî ïîñëåäíèì äâóì êîîðäèíàòàì.

Ïîñìîòðèì êàê âåäåò ñåáÿ íàøå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà X ′. Åñëè îíî ïîñåùàåò

òîëüêî êëåòêè êàêîé-òî ïëîñêîñòè, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè ýòî íå òàê,

òî îíî ñîäåðæèò òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà. Íî äëÿ òàêèõ áëóæäàíèé âåðíî,

÷òî ∀ε > 0 ìîæíî íàéòè ðàññòîÿíèå, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü èç

îäíîé êëåòêè â äðóãóþ ïðè ðàññòîÿíèå áîëüøå äàííîãî ìåíüøå ε. Òàêèì îáðà-

çîì ìíîæåñòâî êëåòîê â X ′ñ âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â íèõ áîëüøå ε ëèáî êîíå÷íî,

ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïëîñêîñòè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî

ÿâëÿåñòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêîñòåé. Äëÿ êëå-

òîê èç Z5 âåðîÿòíîñòü â íèõ ïîïàñòü íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì äëÿ êëåòêè

ñîîòâåòñòâóþùåé åé â X ′. Çíà÷èò óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Âîçüìåì òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε äëÿ âñåõ ïàð (Li, q)

(q ïðèàäëåæèò ëèñòîâîìó ðîáîòó, ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà îáîçíà÷èì çà v).

Òîãäà ìíîæåñòâî êëåòîê −→xj , äëÿ êîòîðûõ ëèñòîâîé ðîáîò ïîïàë õîòÿ áû â îäíó

èç Li(
−→xj ) â ñîñòîÿíèå q ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøå ε. ßâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáú-

åäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå(îáîçíà÷èì ýòî ìíî-

æåñòâî, ÷åðåç A'). Òîãäà âçÿâ ε < 1
v
, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ êëåòîê Z5�(A′

⋃
A(C))

âåðîÿòíîñòü ïîñòü â íèõ íå ïðåâîñõîäèò v · ε, ÷òî ìåíüøå 1. Ýòî ìíîæåñòâî íå
ïóñòî, çíà÷èò ðîáîò ìîæåò íå ïîïàñòü â êàêóþ-òî èç êëåòîê.
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6 Ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êàìíåì

è ôëàæêîì

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ ðîáîòà ñ êàìíåì è ôëàæêîì. Èçíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ðî-

áîòà è êàìíÿ â êëåòêå ñ íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè, òàì æå íàõîäèòñÿ åäèñòâåííûé

ýëåìåíò èç M.

6.1 Îáõîä Z6

Äëÿ íà÷àëà îïèøåì, êàê èìåÿ ôëàæîê è êàìåíü, ïîáûâàòü êàìíåì íà Z4.

Ðîáîò õîäèò îò êàìíÿ áåç íåãî ïî ñëó÷àéíûì âåêòîðàì èç ìíîæåñòâà (−→e1 ,
−−→−e1,−→e2 ,

−−→−e2). Åñëè îí âîçâðàùàåòñÿ ê êàìíþ íå ïîïàâ â ïðîöåññå íà êëåòêó ñ ôëàæêîì,

òî îí ïåðåìåùàåòñÿ ñ êàìíåì ïî ñëó÷àéíîìó âåêòîðó èç (−→e3 ,
−−→−e3, −→e4 ,

−−→−e4), èíà÷å
îí ïåðåìåùàåòñÿ ñ êàìíåì ïî ñëó÷àéíîìó âåêòîðó èç (−→e1 ,

−−→−e1, −→e2 ,
−−→−e2), à ïîòîì

âìåñòå ñ êàìíåì ïåðåõîäèò ïî ñëó÷àéíîìó âåêòîðó èç (−→e3 ,
−−→−e3, −→e4 ,

−−→−e4). Èç-çà
òîãî

Äîáàâèâ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå îò êàìíÿ è îáðàòíî ïî âåêòîðàì èç ìíîæåñòâà

(−→e5 ,
−−→−e5, −→e6 ,

−−→−e6) ïîñëå êàæäîãî ïåðåìåùåíèÿ êàìíÿ ïîëó÷èì îáõîä Z6.

6.2 Íåâîçìîæíîñòü îáîéòè Z7

Ðàññìîòðèì áëóæäàíèÿ ðîáîòà. Îíè ìîãóò èìåòü ñëåäóþùèå âèäû:

1. Ïåðåìåùåíèå ñ êàìíåì

2. Ïåðåìåùåíèå îò êàìíÿ è îáðàòíî

3. Ïåðåìåùåíèå îò ôëàãà äî êàìíÿ èëè îò êàìíÿ äî ôëàãà.

Çàìåòèì, ÷òî ÷òîáû îáõîäèòü Z7 ìû âñåãäà äîëæíû ñ âåðîÿòíîñòüþ îäèí âîç-

âðàùàòüñÿ ê ôëàãó, èíà÷å ìû è Z5 ìîæåì íå îáîéòè, è ñ âåðîÿòíîñòüþ îäèí

âîçâðàùàòüñÿ ê êàìíþ, òàê êàê ôëàã ýòî êàìåíü, êîòîðûé ìû íå ìîæåì òàñêàòü,

à ðîáîò ñ êàìíåì íå ìîæåò îáîéòè äàæå Z5. Ïîñìîòðèì íà ìíîæåñòâî êëåòîê,

ãäå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ êàìåíü, ÷òîáû îò íåãî ìîæíî áûëî äîéòè äî ôëàãà.

Îíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êëåòîê êàìíÿ äî êîòîðûõ ìîæíî äîéòè îò ôëàãà, à

ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêîñòåé(Îáîçíà÷åì

åãî ÷åðåç L =
v⋃
i=1

Li, ãäå Li-íåêîòîðàÿ ïëîñêîñòü). Òîãäà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
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êëåòîê, ãäå ìîã ïîáûâàòü ðîáîò ïåðåìåùàÿñü ñ êàìíåì(ïîíÿòíî, ÷òî ïåðâûé è

ïîñëåäíèé ðàç îí íàõîäèòüñÿ â êëåòêå ïðèàäëåæàùåé L). Ðàññìîòðèì ðîáîòà

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåìåùåíèÿì ñ êàìíåì, ìåæäó ïîñåùåíèÿìè ôëàãà. Òàêèõ

ðîáîòîâ íåñêîëüêî(â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ â êîòîðîì ìû îêàçàëèñü äîéäÿ îò

ôëàãà,). Ïóñòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ýòèõ ïëîñêîñòåé v, òîãäà äëÿ ëþáîé êëåò-

êè, ãäå ðîáîòà ñ êàìíåì ìîãóò íàõîäèòüñÿ, âåðîÿòíîñòü ðîáîòà ñ êàìíåì êîãäà-

íèáóäü îêàçàòüñÿ â êàêîé-òî èç ïëîñêîñòåé Li íå ìåíüøå
1
v
(èíà÷å âåðîÿòíîñòü

âåðíóòüñÿ â L èç íåå ìåíüøå 1). Ðàññìîòðåâ ïðîåêöèþ âäîëü ïëîñêîñòè Li ïåðå-

õîäîâ ðîáîòà ñ êàìíåì, ìû ïîëó÷èì ðîáîòà ñ êàìíåì, êîòîðûé ìîæåò ïîïàñòü

â êëåòêó, äî êîòîðîé ñõëîïíóëàñü ïëîñêîñòü Li ñ íå ìåíüøåé âåðîÿòíîñòüþ. Íî

äëÿ ýòîãî ðîáîòà ìíîæåñòâî êëåòîê, êîòîðûå îí ìîæåò ïîñåòèòü ñ âåðîÿòíîñòüþ

õîòÿ áû ε ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêîñòåé,

òîãäà ìíîæåñòâî êëåòîê èç êîòîðûõ ìû ìîæåì ïîïàñòü â ïëîñêîñòü Li ñ âåðî-

ÿòíîñòü õîòÿ áû ε ðîáîòîì äî ïðîåêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ

êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå. Òîãäà ìíîæåñòâî êëåòîê

èç êîòîðûõ ðîáîò ìîæåò ïîïàñòü â êàêîå-òî Li ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 1
v
. ßâëÿ-

åòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè

÷åòûðå. Òîëüêî íà ýòèõ êëåòêàõ ìîæåò áûòü êàìåíü, åñëè ìû õîòèì ãàðàíòè-

ðîâàíî âåðíóòüñÿ â L. Êëåòêè â êîòîðûå ðîáîò ìîæåì ïîïàñòü õîäÿ îò êàìíÿ

äî êàìíÿ èìåþò âèä ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêîñòåé.

Çíà÷èò ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ êëåòîê äëÿ ðîáîòà èìååò âèä îáúåäèíåíèÿ êî-

íå÷íîãî ÷èñëà ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè øåñòü. Òîãäà Z7 îáîéòè íåëüçÿ.

7 Ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êàìíåì

è ïëîñêîñòüþ ôëàæêîâ

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ðîáîòà ñ êàìíåì è ïëîñêîñòüþ ôëàæêîâ. Èç-

íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ðîáîòà è êàìíÿ â êëåòêå ñ íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè, èç íåå

æå âûõîäèò ïëîñêîñòü ôëàæêîâ ñ êîîðäèíàòàìè(0,0,0,0,0,0,a,b).

7.1 Îáõîä Z8

×òîáû ïîñòðîèòü îáõîä Z8 ïðîñòî ñëåãêà ìîäåðíèçèðóåì ïðîãðàììó ðîáîòà,

îáõîäÿùåãî Z6 ñ êàìíåì è ôëàæêîì. Îêàçàâøèñü íà ôëàãå ðîáîò äîëæåí ñäåëàòü

ñëó÷àéíûé, ðàâíîâåðîÿòíûé õîä ïî îäíîìó èç âåêòîðîâ (−→e7 ,
−−→−e7, −→e8 ,

−−→−e8,
−→
0 ).

Ïåðåõîä íà
−→
0 äåëàåì õîäîì ïî âåêòîðó −→e7 , à ïîòîì îáðàòíî. Èç-çà òîãî, ÷òî
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ýòî áëóæäàíèå ïîáûâàåò âî âñåõ êëåòêàõ ïëîñêîñòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, à

èçíà÷àëüíûé ðîáîò áûë âî âñåõ êëåòêàõ Z6(è íàõîäèëñÿ íà êëåòêå ñ ôëàãîì

è êàìíåì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç), òî òåïåðü ðîáîò ïîáûâàåò â êàæäîé êëåòêå

ïðîñòðàíñòâå Z8.

7.2 Íåâîçìîæíîñòü îáîéòè Z9

Ðàññìîòðèì áëóæäàíèÿ ðîáîòà. Îíè ìîãóò èìåòü ñëåäóþùèå âèäû:

1. Ïåðåìåùåíèå ñ êàìíåì

2. Ïåðåìåùåíèå îò êàìíÿ è îáðàòíî

3. Ïåðåìåùåíèå îò ôëàãà äî êàìíÿ èëè îò êàìíÿ äî ôëàãà.

4. Ïåðåìåùåíèå âäîëü ïëîñêîñòè ôëàãîâ

Åñëè ðîáîò îáõîäèò Z9, òî ñäåëàâ ïðîåêöèþ ïåðåìåùåíèé ðîáîòà âäîëü ïëîñêî-

ñòè ôëàãîâ, ïîëó÷èì ðîáîòà, îáõîäÿùåãî Z7. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê òîãäà

ïëîñêîñòü ôëàãîâ ïðîñòî ñõëîïíåòñÿ â îäèí ôëàã(òàê ÷òî ñâîéñòâî íàëè÷èÿ ôëà-

ãà ïðè ïåðåìåùåíèå ïî íåé íå íàðóøèòñÿ), à àíàëîãè÷íûõ ïåðåìåùåíèé ðîáîòà

ïî íåé ìîæíî äîáèòüñÿ ïîìåíÿâ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè íà

ñîîòâåòñòâóþùèå. Åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå, ÷òî ìû â Z9 íå âñåãäà �çíàåì�, íà-

õîäèòüñÿ ëè êàìåíü â òîé æå ïëîñêîñòè ñîíàïðàâëåíîé ïëîñêîñòè ôëàãîâ, íî

ýòî íå ñîâñåì òàê, òàê êàê èç-çà òîãî, ÷òî ìû âñåãäà âîçâðàùàåìñÿ ê êàìíþ,

òî ïî ñîñòîÿíèþ ðîáîòà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ëèáî ïëîñêîñòü, ëèáî ïðÿìóþ,

ëèáî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êëåòîê îòíîñèòåëüíî êàìíÿ, ãäå îí ìîæåò íàõîäèòñÿ

â ýòîì ñîñòîÿíèå. Ïðîâåðêó êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êëåòîê ìû ìîæåì �âøèòü� â

ðîáîòà. À òàê êàê ìû ðàáîòàåì â ñïðîåêòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, òî â ñëó÷àå

ïëîñêîñòè è ïðÿìîé(áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èõ ðàññòîÿíèå äî êëåòêè ñ êàìíåì íå

ïðåâîñõîäèò m), òî èõ ïåðåñå÷åíèå ñ ïðîåêöèîííîé ïëîñêîñòüþ íå áîëåå êëåòêè.

Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîñòî ïðîâåðèòü íàëè÷èå êàìíÿ íà ðàññòîÿíèå íå

áîëüøå m âäîëü ïðîåêöèîííîé ïëîñêîñòè.

8 Çàêëþ÷åíèå

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû íàìè âûÿñíåíî, êàêèå ïðîñòðàíñòâà ìîæåò îáîéòè ðî-

áîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ áèò, ðîáîò ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ áèò è êàìíåì,
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ðîáîòà ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ áèò, êàìíåì è ôëàæêîì, ðîáîòà ñ ãåíåðàòîðîì

ñëó÷àéíûõ áèò, êàìíåì è ïëîñêîñòüþ ôëàæêîâ. Êðîìå òîãî ðàçîáðàíû íåêîòî-

ðûå îáùèå àñïåêòû áëóæäàíèÿ ðîáîòà ñ ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ áèò è êàìíåì.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîâåäåíèå ðîáîòà ñ ãåíåðàòî-

ðîì ñëó÷àéíûõ áèò íà ëàáèðèíòàõ äðóãîãî òèïà è íà ëàáèðèíòàõ ñî ñëó÷àéíûìè

ïèñüìåíàìè(ñëó÷àéíàÿ ðàñêðàñêà).
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