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Введение

Настоящая диссертация представляет собой исследование в области
качественной теории дифференциальных уравнений.

Актуальность темы исследования

Важную роль в качественной теории дифференциальных уравнений
играют линейные системы, которые служат основой при изучении нели-
нейных систем по их первому приближению. При изучении линейных
систем возникают теоретические вопросы связанные с асимптотически-
ми свойствами их решений: устойчивостью и колеблемостью.

Показатели Ляпунова. В 1892 году А.М. Ляпуновым была защи-
щена докторская диссертация на тему «Общая задача об устойчивости
движения». Этот момент можно считать начальным в истории разви-
тия теории устойчивости. За более чем вековой период было предложено
и успешно использовано множество показателей, отвечающих за разные
асимптотические свойства решений уравнений или систем. Их изучением
занимались многие математики, в том числе: Р.Э. Виноград [27, 28], Б.Ф.
Былов [23, 24], В.М. Миллионщиков [60, 61, 62], Н.А. Изобов [41, 42, 43],
М.И. Рахимбердиев [69, 70], И.Н. Сергеев [86, 88], Е.К. Макаров [56, 57],
С.Н. Попова [67, 68], Е.А. Барабанов [9, 10], О.И. Морозов [65, 66], А.С.
Фурсов [101, 102], А.Н. Ветохин [25, 26], В.В. Быков [18, 19], Ю.И. Демен-
тьев [32, 33] и другие. Здесь указаны не все работы авторов. Подробную
библиографию можно найти в обзорах [39, 40] и монографиях [22, 38].
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Характеристические показатели Ляпунова [55], а также введенные
позже нижние характеристические показатели Перрона [3], степенные
показатели Демидовича [34], экспоненциальные и σ-показатели Изобо-
ва [37, 43], центральные показатели Винограда–Миллионщикова [28, 62],
генеральные (особые) показатели Боля–Персидского [38, 1], вспомога-
тельные показатели Миллионщикова [58, 59] служат для исследования
различных асимптотических свойств решений и их совокупностей и ис-
пользуются при исследовании различных типов устойчивости и неустой-
чивости решений дифференциальных систем.

Теория колебаний. В теории колебаний важное место занимают во-
просы, связанные с колеблемостью решений, восходящие к фундамен-
тальным работам Ж. Штурма [4] и А. Кнезера [2]. Исследованиями в
этом направлении занимались В.А. Кондратьев [47, 48], И.Т. Кигурадзе
[44, 45, 46], Т.А. Чантурия [103, 104], А.Н. Левин [51, 52], Н.А. Изобов
[35, 36], И.В. Асташова [6, 7, 8], С.Д. Глызин, А.Ю. Колесов, Н.Х. Розов
[29, 30] и другие (более подробные библиографии см. в обзоре [52] и моно-
графии [5]). В данных работах в первую очередь исследуются вопросы
существования и свойства колеблющихся решений дифференциальных
уравнений (т.е. решений, имеющих бесконечное число нулей на полупря-
мой или на промежутке), а также возможность описать все множество
таких решений. В этих работах немало усилий направлено на получение
коэффициентных (т.е. опирающихся только на свойства коэффициентов
уравнения) признаков существования или отсутствия колеблющихся ре-
шений, а также изучаются свойства промежутков неосциляции (т.е. от-
резков, на которых решение имеет меньше нулей, чем порядок уравне-
ния). В то же время почти не исследуются характеристики, позволяющие
сравнивать колеблющиеся решения между собой.

Частоты решений уравнения. Первая попытка определить пока-
затель, который бы являлся аналогом показателей Ляпунова и позволял
бы судить о колеблемости решений дифференциальных уравнений и си-
стем, была предпринята И.Н. Сергеевым в 2004 г. в его докладе [82]:
было дано определение характеристической частоты скалярной функ-
ции, геометрический смысл которой — среднее на всей полуоси количе-
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ство нулей этой функции на отрезках длины π. Так, характеристическая
частота позволяет измерять колеблемость решения, ставя в соответствие,
например, функции sinωx ее частоту ω (подобно тому, как показатели
Ляпунова и Перрона позволяют измерять по экспоненциальной шкале
рост нормы решения, ставя в соответствие вектор-функции x с нормой
|x(t)| = eλt ее показатель χ(x) = λ). Впоследствии эти новые показатели
решений были названы частотами Сергеева (например, [11]).

Регуляризовав характеристические частоты по Миллионщикову [60],
И.Н. Сергеев выделил главные характеристические частоты дифферен-
циального уравнения n-го порядка, спектр которых для автономного
уравнения аналогичен спектру показателей Ляпунова и состоит из мно-
жества модулей мнимых частей корней соответствующего характеристи-
ческого уравнения. Подробное исследование свойств этих частот содер-
жится в работах [73]–[84].

Показатели колеблемости и блуждаемости. В докладе [90] были
введены полная частота и векторная частота (или показатели колеб-
лемости) для решений дифференциальных систем. Их подсчет проис-
ходит путем усреднения числа нулей проекции решения на какую-либо
прямую, причем эта прямая выбирается так, чтобы полученное среднее
значение нулей было минимальным: если указанная минимизация про-
изводится перед усреденением, то получается векторная частота, а если
после — то полная частота. По своему геометрическому смыслу полная
и векторная частоты отвечают за частоту вращения решения вокруг ну-
ля. Таким образом, полная и векторная частоты являются обобщениями
понятия характеристической частоты на случай решений систем. Эти
характеристики можно вычислять и для решения линейного уравнения
порядка n [91], полагая их равными полной и векторной частоте вектор-
функции x, определенной равенствами x = (y, ẏ, . . . , y(n−1)).

В работах [88, 92] были определены скорость блуждания и показа-
тели блуждания и блуждаемости. Скорость блуждания решения — это
средняя по времени скорость, с которой движется центральная проекция
решения на единичную сферу. А показатели блуждаемости и блужда-
ния — это скорость блуждания решения, но минимизированная по всем
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системам координат, причем в случае показателя блуждания минимиза-
ция производится в каждый момент времени. Таким образом, показатели
блуждания и блуждаемости учитывают только ту информацию о реше-
нии, которая не гасится линейными преобразованиями: так, они учиты-
вают обороты вектора x вокруг нуля, но не учитывают его локального
вращения вокруг какого-либо другого вектора.

Изучением характеристических частот и показателей колеблемости и
блуждаемости занимались также В.В. Быков [20, 21], Е.А. Барабанов и
А.С. Войделевич [11, 12, 13], А.Х. Сташ [99], Д.С. Бурлаков [15], С.В. Цой
[17], М.Д. Лысак [53, 54], В.В. Миценко [63, 64] и М.В. Смоленцев [96].
В их работах исследовались спектры указанных характеристик (спектр
— это множество всех значений показателя на различных решениях дан-
ного уравнения или системы) для различных типов уравнений и систем,
связь между значениями показателей и коэффициентами уравнений и
систем, а также связь этих характеристик друг с другом.

Связь между показателями колеблемости и блуждаемости. В
работе [94] было установлено, что показатели блуждания ограничивают
сверху векторные частоты. Затем в 2012 г. И.Н. Сергеевым и Д.С. Бур-
лаковым независимо друг от друга была обнаружена еще более тесная
связь между этими показателями. Точнее, выяснилось, что при незначи-
тельном изменении определения векторной частоты, она начинает совпа-
дать с показателем блуждания. Причем были предложены разные спосо-
бы изменять определения векторной частоты: И.Н. Сергеев ввел допол-
нительно понятие гиперчастоты, а Д.С. Бурлаков заменил в прежнем
определении точную нижнюю грань на существенную. Эти результаты
были опубликованы в их совместном докладе [16].

В работе [71] было доказано интегральное равенство, связывающее ча-
стоту гиперкратных корней вектор-функции на отрезке с длинной пути
ее следа на единичной сфере.

Спектры показателей Ляпунова и Перрона. В исследовании
каждого из показателей ляпуновского типа возникает вопрос о том, ка-
ким может быть спектр этого показателя для данного уравнения или
системы. Известно [22], что спектр показателей Ляпунова ограниченной
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линейной системы представляет собой набор из n чисел (с учетом кратно-
сти), а в случае ее автономности вместе со спектром показателя Перрона
совпадает со множеством действительных частей корней характеристи-
ческого многочлена. Известно также [38, раздел 2.2], что в неавтономном
случае для нижних показателей Перрона это не верно (спектр может
представлять собой более сложное множество, чем набор из n чисел).

Спектры показателей колеблемости и блуждаемости. Как по-
казано в работе [87], спектр практически всех, к примеру, нижних харак-
теристик колеблемости и блуждаемости для уравнений второго порядка
состоит ровно из одного числа. Однако уже для уравнения третьего по-
рядка, спектр, например, характеристической частоты может содержать
сколь угодно много (и даже целый отрезок) значений [31, 97].

В работе [94] показано, что спектр полной частоты для автономных
систем совпадает со множеством модулей мнимых частей собственных
чисел матрицы, соответствующей этой системе. Затем в работе [17] уста-
новлено, что этот факт справедлив и в случае векторной частоты, более
того, на любом решении автономной системы значения полной и вектор-
ной частот совпадают.

В докладе [83] была высказана гипотеза о том, что спектр скорости
блуждания автономной системы инвариантен относительно замен коор-
динат, и в кандидатской диссертации Д.С. Бурлакова удалось выразить
спектр этой величины через собственные значения матрицы и, следова-
тельно, подтвердить гипотезу. О показателе блуждаемости известно (см.
работу [94]), что его спектр для любой автономной системы так же, как и
у частот, совпадает со множеством модулей мнимых частей собственных
чисел матрицы, соответствующей системе.

В случае линейных однородных неавтономных систем известно [99],
что существует двумерная неограниченная система, у которой спектры
частот содержат некоторый отрезок. При этом оставался открытым во-
прос о том, какими могут быть спектры показателей колеблемости и
блуждаемости в случае неавтономных ограниченных систем.
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Изменение названий показателей

В 2017 году в статье [72] И.Н. Сергеевым были систематизированы все
введенные им к настоящему времени показатели ляпуновского типа (см.
также [84], [95]), что привело к изменению названий некоторых из них.
Так, полная и векторная частоты теперь стали называться сильным и
слабым показателями колеблемости, а показатели блуждаемости и блуж-
дания — сильным и слабым показателями блуждаемости. В настоящей
работе используются эти новые названия.

Цель исследования

Целью настоящей работы является исследование спектров показате-
лей колеблемости и блуждаемости в случае двумерных ограниченных
неавтономных дифференциальных систем, а точнее нахождение такого
класса множеств, что для каждого множества из этого класса, суще-
ствует система, у которой спектр данного показателя совпадает с этим
множеством.

Методы исследования

В работе применяются аналитические методы качественной теории диф-
ференциальных уравнений, математического анализа, а также теории
равномерно распределенных последовательностей.

Научная новизна

В работе получены следующие результаты:

• для любого конечного множества неотрицательных рациональных
чисел, содержащего ноль, построена двумерная линейная однород-
ная периодическая дифференциальная система, у которой спектр
(множество значений показателей блуждаемости) совпадает с этим
множеством, причем все значения существенны;
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• для любого конечного множества неотрицательных чисел, содержа-
щего ноль, построена двумерная линейная ограниченная система, у
которой спектр показателей блуждаемости совпадает с этим множе-
ством, причем все значения существенны;

• для любого замкнутого ограниченного счетного множества неотри-
цательных рациональных чисел с единственной нулевой предельной
точкой, построена двумерная линейная ограниченная система, у ко-
торой спектр показателей блуждаемости совпадает с этим множе-
ством, причем все значения существенны;

• для любого отрезка, левым концом которого является ноль, постро-
ена двумерная линейная ограниченная система, на каждом решении
которой показатели колеблемости и блуждаемости равны, а множе-
ство всех их значений совпадает с этим отрезком.

Теоретическая и практическая ценность

Научная работа носит теоретический характер. Полученные результаты
могут быть использованы в дальнейших исследованиях специалистами
по качественной теории дифференциальных уравнений.

Положения, выносимые на защиту

На защиту выносятся следующие положения:

• для любого конечного множества неотрицательных чисел, содержа-
щего ноль, существует двумерная линейная однородная ограничен-
ная система дифференциальная система (периодическая, если все
элементы заданного множества соизмеримы), у которой спектр зна-
чений показателей блуждаемости совпадает с этим множеством,
причем все значения существенны;

• для любого замкнутого ограниченного счетного множества неотри-
цательных рациональных чисел с единственной нулевой предельной
точкой, существует двумерная линейная ограниченная система, у
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которой спектр показателей блуждаемости совпадает с этим мно-
жеством, причем все значения существенны;

• для любого отрезка, левым концом которого является ноль, суще-
ствует двумерная линейная ограниченная система, на каждом реше-
нии которой показатели колеблемости и блуждаемости равны, а их
общий спектр совпадает с этим отрезком.

Апробация работы

Содержащиеся в работе результаты неоднократно докладывались ав-
тором на заседаниях:

• семинара по качественной теории дифференциальных уравнений
кафедры дифференциальных уравнений механико-математическо-
го факультета МГУ под руководством профессоров И.В. Асташовой,
А.В. Боровских, Н.Х. Розова, И.Н. Сергеева (2016–2017 гг.),

а также на следующих конференциях:

• XXIII международная научная конференция студентов, аспирантов
и молодых ученых «Ломоносов» (г. Москва, 11–15 апреля 2016 г.);

• конференция кафедры дифференциальных уравнений механико-ма-
тематического факультета по итогам года (г. Москва, 28 декабря
2016 г.);

• XVII международная научная конференция по дифференциальным
уравнениям «Еругинские чтения–2017»( г. Минск, Белоруссия, 16–
20 мая 2017 г.).

По теме диссертации опубликовано 7 работ [105]–[111], три из которых
[107], [108] и [111] являются статьями в рецензируемых научных журна-
лах из списков ВАК, RSCI, Web of Science, SCOPUS. Работ в соавторстве
нет.
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Личный вклад автора

Все результаты, представленные в статьях автора и в настоящей диссер-
тации, получены самостоятельно.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения и трех глав. Общий объем диссерта-
ции составляет 79 страниц. Библиография включает 111 наименований.

Формулировки результатов

Пусть n ≥ 2 — натуральное число, а EndRn — множество всех ли-
нейных операторов из Rn в себя. Будем считать, что в Rn фиксирован
базис, порождающий стандартные нормы в пространствах Rn и EndRn

(см. [85, §2.2]).
Каждую непрерывную оператор-функцию A : R+ → EndRn отожде-

ствим c системой вида

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0,∞), (1)

и обозначим через M̃n класс всех таких систем. Пусть S∗(A) — множе-
ство всех ненулевых решений системы A ∈ M̃n.

Показатели колеблемости и блуждаемости будут определены на мно-
жестве всех решений вообще

Sn∗ ≡
⋃

A∈M̃n

S∗(A),

совпадающем со множеством C1(R+,Rn
∗), где Rn

∗ ≡ Rn \ {0}.
Обозначим черезM2

0 класс, состоящий из систем A ∈ M̃2, у каждой
из которых функция A ограничена и каждое решение x ∈ S∗(A) по норме
ограничено и отделено от нуля. Все системы, существование которых мы
будем доказывать, окажутся именно из классаM2

0.
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1. Определение показателей колеблемости и блуждаемости

Показатели колеблемости и блуждаемости имеют схожее строение: сна-
чала определяется некоторый функционал от двух аргументов: решения
и правого конца отрезка времени (его левый конец совпадает с нулем),
а затем к этому функционалу применяются в разном порядке оператор
усреднения по времени и оператор взятия нижней грани.

Зададим такой функционал для показателей колеблемости (строго го-
воря, в следующем определении будут заданы целых пять функционалов,
и каждый из них будет порождать свой ряд показателей колеблемости).

Определение 1. Для скалярной функции y ∈ C1(R+,R) и положи-
тельного момента t ∈ R+ обозначим через Nα(y, t) количество на проме-
жутке (0, t]:

а) ее нулей — при α = 0;

б) ее строгих смен знака [81] (т.е. нулей, в любой окрестности которых
есть значения разных знаков) — при α = −;

в) ее нестрогих смен знака [98] (т.е. нулей, в любой окрестности ко-
торых есть как неположительные, так и неотрицательные значения) —
при α =∼;

г) ее корней [80] (т.е. нулей с учетом их кратности) — при α = +;

д) ее гиперкорней [71] (т.е. корней, при подсчете которых любой крат-
ный корень берется бесконечно много раз) — при α = ∗.

Замечание 1. Имеет место цепочка неравенств

N−(y, t) ≤ N∼(y, t) ≤ N0(y, t) ≤ N+(y, t) ≤ N∗(y, t).

Обозначим через Sn−1 и 〈·, ·〉 соответственно единичную сферу и ска-
лярное произведение в Rn.

Определение 2. Для любого решения x ∈ Sn∗ зададим его нижние
сильный и слабый показатели колеблемости

ν̌•α(x) ≡ inf
m∈Sn−1

lim
t→∞

π

t
Nα(〈x,m〉, t), ν̌◦α(x) ≡ lim

t→∞

π

t
inf

m∈Sn−1
Nα(〈x,m〉, t)

(галочка над показателем в записях ν̌•α и ν̌◦α означает, что показатель
нижний, полный кружок ν̌•α— что показатель сильный, пустой кружок
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ν̌◦α — что показатель слабый, а нижний индекс α в обеих записях ν̌•α и
ν̌◦α всегда соответствует функционалу внутри определяющей формулы)
нулей, строгих или нестрогих смен знака, корней или гиперкорней при
α = 0,−,∼,+, ∗ соответственно.

Рассмотрим внимательно формулу, задающую показатель сильной ча-
стоты ν̌•0(x) определения 2, в случае, когда, например, α = 0. Сначала
функционал N0(〈x,m〉, t) вычисляет число нулей проекции решения x

на вектор m на промежутке (0, t]. Затем оператор нижнего предела lim
t→∞

вычисляет среднее число нулей проекции решения x на вектор m на всей
полуоси R+. И наконец оператор inf

m∈Sn−1
нижней грани выбирает мини-

мизируещее направление.
В формуле слабой частоты ν̌◦0(x) наоборот: сначала для каждого мо-

мента t выбирается направление, а затем вычисляется среднее число ну-
лей полученной функции inf

m∈Sn−1
N0(〈x,m〉, t) (уже не зависящей от m).

Нормировочный множитель π в обеих формулах подобран так, чтобы
для любой частоты ν из определения 2 в случае эталонного решения

x = (cosωt, sinωt, 0, . . . , 0)>

выполнялось равенство ν(x) = ω.
Теперь зададим функционал для показателей блуждаемости.
Определение 3. Для вектор-функции u ∈ C1(R+,Rn

∗) определим ее
след (на единичной сфере) eu ≡ u/|u| и ее вариацию следа за время от 0
до t ∈ R+

P(u, t) ≡
∫ t

0
|ėu(τ)| dτ.

Вариация следа равна длине пути следа функции на единичной сфере
за время от 0 до t.

Определение 4. Для решения x ∈ Sn∗ его нижние сильный и слабый
показатели блуждаемости зададим соответственно равенствами

ρ̌•(x) ≡ inf
L∈AutRn

lim
t→∞

1

t
P(Lx, t), ρ̌◦(x) ≡ lim

t→∞

1

t
inf

L∈AutRn
P(Lx, t)

(AutRn — множество всех невырожденных линейных операторов из R2

в себя).
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В формуле, задающей нижний сильный показатель блуждаемости
ρ̌•(x) из определения 4, сначала функционал 1

tP(Lx, t) вычисляет сред-
нюю скорость движения следа решения x по единичной сфере на проме-
жутке (0, t] под действием оператора L. Затем оператор нижнего предела
lim
t→∞

вычисляет среднюю скорость движения следа решения x по единич-

ной сфере на всей полуоси R+ под действием оператора L. И наконец
оператор inf

L∈AutRn
взятия нижней грани выбирает минимизирующий ли-

нейный оператор. Действие последнего оператора эквивалентно выбору
минимизирующего базиса.

В формуле слабого показателя блуждаемости ρ̌◦(x) обратный поря-
док: для каждого момента t выбирается минимизирующий базис, а за-
тем вычисляется среднее значение полученной функции inf

L∈AutRn
P(Lx, t)

(уже не зависящей от L) на всей полуоси.
Определение 5. Верхние слабый, сильный показатели колеблемо-

сти ν̂◦α(x), ν̂•α(x) (для каждого α) и верхние слабый, сильный показатели
блуждаемости ρ̂◦(x), ρ̂•(x) решения x ∈ Sn∗ зададим теми же формула-
ми, что и соответствующие нижние в определениях 2 и 4, но с заменой
в них нижних пределов верхними.

Для каждого натурального n ≥ 2 обозначим через Kn множество,
состоящее из всех полученных в определениях 2, 4 и 5 двадцати четырех
показателей.

2. Основные теоремы

Для любого подмножества решений Z ⊂ S2
∗ обозначим через

In(Z) ≡ {z(0) | z ∈ Z} ⊂ R2

его множество начальных значений.
Определение 6. Назовем спектром показателя κ ∈ K2 для системы

A ∈ M̃2 множество

Spκ(A) ≡ {κ(z) | z ∈ S∗(A)},
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причем значение a ∈ Spκ(A) будем называть существенным (см. [89,
93]), если множество

In
(
κ−1
A (a)

)
, где κ−1

A (a) ≡ {z ∈ S∗(A) | κ(z) = a},

имеет положительную меру и заполняет некоторое открытое множе-
ство, возможно, с точностью до множества первой категории Бэра, т.е.
счетного объединения нигде не плотных подмножеств [14, §1.2]. Через
ess Spκ(A) обозначим множество всех существенных значений показате-
ля для системы A и назовем его существенным спектром системы A.

Для любого значения a ∈ R+ и любого подмножества показателей
K ⊂ K2 определим подмножество решений CK(a) ⊂ S2

∗ равенством

CK(a) ≡ {z ∈ S2
∗ | κ(z) = a сразу при всех κ ∈ K},

и положим
CK ≡

⋃
a∈R+

CK(a) ⊂ S2
∗ .

Получаем, что множество CK(a) состоит из решений, на которых все по-
казатели из K принимают значение a, а множество CK состоит из всех
решений, на каждом из которых все показатели из K принимают одина-
ковое значение.

Если для системы A ∈ M̃2 выполнено соотношение S∗(A) ⊂ CK, то
ее спектры всех показателей из K одинаковые, поэтому будем обозна-
чать через SpK(A) их общий спектр, т.е. спектр, которому все они равны
(также и для существенных спектров введем обозначение ess SpK(A)).

Пусть Kρ ≡ {ρ̂•, ρ̌•, ρ̂◦, ρ̌◦}.
Теорема 1. Для любого конечного множества неотрительных чи-

сел X, содержащего ноль, существует такая система A ∈ M2
0 (пери-

одичная, если все элементы множества X соизмеримы), что на каж-
дом ее ненулевом решении значения всех показателей из множества
Kρ совпадают, и выполнены равенства

SpKρ(A) = ess SpKρ(A) = X.

Утверждение теоремы 1 является чуть более сильным, чем совокуп-
ность утверждений первых двух пунктов из раздела научная новизна:

15



класс, состоящий из всех конечных множеств положительных чисел с
соизмеримыми элементами, состоит не только из всех конечных под-
множеств положительных рациональных чисел, но и из всех конечных
множеств подобных им, т.е. получающихся домножением всех элементов
множества на некоторое положительное иррациональное число.

Теорема 2. Для любого замкнутого ограниченного счетного мно-
жества неотрицательных рациональных чисел X с единственной ну-
левой предельной точкой существует такая система A ∈M2

0, что на
каждом ее ненулевом решении значения показателей из множества
Kρ совпадают и выполнены равенства

SpKρ(A) = ess SpKρ(A) = X.

Определение 7. Будем говорить, что показатель κ ∈ K2 имеет на
решении z ∈ S2

∗ точный предел, в случае, когда для величины κ(z) вер-
но утверждение: если в формуле, определяющей величину κ(z), нижние
или верхние пределы заменить на обычные (точные), то величина, за-
даваемая полученной формулой, определена и совпадает с κ(z).

В случае слабых показателей точность предела означает совпадение
верхнего (нижнего) показателя с одноименным нижним (верхним). А в
случае сильного — что существует такая последовательность элементов
из множества, по которому берется инфимум, что на ней достигается
нижняя грань, и для каждого ее элемента предел в определении показа-
теля является точным. В частности, из этого следует, что, как и в слабом
случае, верхний (нижний) показатель совпадает с одноименным нижним
(верхним).

Теорема 3. Для любого положительного числа λ cуществует си-
стема A ∈M2

0 такая, что на каждом ее ненулевом решении все пока-
затели из множества K2 имеют точные пределы и их значения сов-
падают, а также верно равенство

SpK2(A) = [0, λ].
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Используемые обозначения

Приведем список наиболее часто используемых обозначений:

• N, Q, R — множества соответственно натуральных, рациональных
и действительных чисел;

• тройной знак равенства «≡» обозначает равенство по определению;

• R+ ≡ [0,∞);

• Rn
∗ ≡ Rn \ {0}, n ∈ N;

• EndRn и AutRn — множества соответственно всех и всех невырож-
денных линейных операторов из Rn в себя;

• M̃2 — множество линейных однородных двумерных систем непре-
рывными на полуоси R+ коэффициентами;

• M2
0 — подмножество множества M̃2, состоящее из систем с огра-

ниченными коэффициентами, у которых каждое ненулевое решение
ограничено и отделено от нуля;

• S(A) и S∗(A) — cоответственно множество всех и всех ненулевых
решений системы A ∈ M̃2;

• S2 и S2
∗ — cоответственно множество всех и всех ненулевых решений

всех систем из M̃2;

• Spκ(A) ≡ {κ(x) | x ∈ S∗(A)} — спектр показателя κ : S∗(A) → R+

системы A ∈ M̃2;

• (x, y)> ≡
(
x

y

)
— столбец координат двумерной вектор-функции;

• z|[a,b] — сужение вектор-функции z на отрезок [a, b];

• χM — характеристическая функция множества M .
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Глава 1

Конечные спектры

О показателях блуждаемости решений двумерных систем было из-
вестно [94], что спектр каждого из них в случае автономной системы
состоит ровно из одного числа. В настоящей главе мы докажем теорему
1, построив неавтономную ограниченную систему, для которой спектр
любого из этих показателей совпадает с произвольным наперед задан-
ным конечным множеством, объединенным с нулем.

В классе F всех конечных подмножествX ⊂ (0,∞) выделим подкласс
Fc ⊂ F , состоящий только из подмножеств с попарно соизмеримыми
элементами.

Теорема 1. Для любого множества X ∈ F существует система
A ∈ M2

0 (периодичная, если X ∈ Fc) такая, что верно соотношение
S∗(A) ⊂ CKρ и выполнены равенства

SpKρ(A) = ess SpKρ(A) = X ∪ 0.

Доказательство теоремы 1 состоит в явном построении системы A

из формулировки теоремы. Перед самим доказательством, мы устано-
вим леммы для вычисления показателей блуждаемости решений, затем
лемму, дающую возможность восстанавливать систему по паре ее фунда-
ментальных решений, и лемму, позволяющую строить некоторые вектор-
функции, определенные на отрезке, из которых потом склеиваются фун-
даментальные решения искомой системы A.
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1.1 Подсчет показателей блуждаемости

Выведем формулу для вариации следа в случае, когда фазовое про-
странство двумерное, т.е. является плоскостью, а решения представляют
собой двумерные вектор-функции.

Для любой вектор-функции u ∈ C(E,R2
∗) (здесь и далее E — либо

отрезок вида [0, T ], либо полуось R+) пусть φu — это непрерывная ветвь
ее угловой координаты, однозначно определяемая соотношениями

φu(0) ∈ [0, 2π), |u(t)|(cosφu(t), sinφu(t))
> = u(t), t ∈ E, φu ∈ C(E).

Обратим внимание, что если функция φu возрастает, то вектор-функция
u движется против часовой стрелки относительно начала координат.

Замечание 2. Для вариации следа в определении 3 в случае n = 2,
в силу выкладки

|ėu| =
∣∣∣∣ ddτ (cosφu, sinφu)

>
∣∣∣∣ = |(− sinφu, cosφu)

>φ̇u| = |φ̇u|,

справедлива формула

P(u, t) =

∫ t

0
|φ̇u(τ)| dτ.

Введем вспомогательные множества вектор-функций, определенных
на отрезке.

Для любых чисел T > 0, ϕ0 ∈ [0, 2π) обозначим через A(T, ϕ0) мно-
жество, состоящие из всех вектор-функций ζ ∈ C1([0, T ],R2

∗), удовлетво-
ряющих следующим трем условиям:

1) φ(0) = ϕ0, где φ ≡ φζ ;
2) функция φ монотонна на отрезках [0, Q] (Q ≡ T/4), и [Q,H] (H ≡

T/2);
3) при каждом t ∈ (0, H] верно равенство φ(H + t) = φ(H − t).
Первое условие означает, что движение проекции на единичную

окружность любой функции из A(T, ϕ0) начинается из точки с угло-
вой координатой ϕ0, второе — что движение этой проекции на отрезке
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[0, H] предствляет собой два последовательных монотонных перемеще-
ния, и третье — что на отрезке [H,T ] движение проекции происходит
симметрично с движением на отрезке [0, H].

И обозначим через Ā0 ≡ Ā0(T, ϕ0) и A1 ≡ A1(T, ϕ0) и для любого
δ ∈ (0, π/2] через A0 ≡ A0(T, ϕ0, δ) множества, состоящие из вектор-
функций ζ ∈ A(T, ϕ0), удовлетворяющих также четвертому условию
(каждому из множеств A0, Ā0 и A1 соответствует свое четвертое усло-
вие):

40) (для множества A0) при каждом t ∈ [0, H] выполнено включение
φ(t)− ϕ0 ∈ [0, π − δ] ;

4̄0) (для множества Ā0) при каждом t ∈ [0, H] выполнено включение
φ(t)− ϕ0 ∈ [0, π) ;

41) (для множества A1) функция φ нестрого возрастает на отрезке
[0, H] и π ≤ φ(H)− ϕ0 ≤ 3π/2 .

Условие 40 означает, что проекции функций из A0 движутся внутри
сектора, правая сторона которого имеет угловую координату ϕ0, и шири-
на которого меньше чем полукруг, причем зазор между этим сектором
и целым полукругом равен δ; условие 4̄0 — что проекции функций из
Ā0 всегда лежат в целом полукруге с началом в точке ϕ0, но никогда не
касаются его левой стороны; 41 — что проекции функций из A1 на отрез-
ке [0, H] движуться только против часовой стрелки в секторе шириной
3π/2 с началом в ϕ0, причем за время H проекция обязательно проходит
путь больший или равный целому полукругу.

Следующая лемма будет служить опорой для некоторой техники под-
счета значений показателей блуждаемости, используемой в настоящей
работе.

Лемма 1. Для произвольных чисел T > 0, ϕ0 ∈ [0, 2π), δ ∈ (0, π/2] и
ε > 0 существует оператор L ∈ AutR2 такой, что для любой функции
ζ ∈ A0(T, ϕ0, δ) ∪ Ā0(T, ϕ0) ∪ A1(T, ϕ0) выполнено соответствующее
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неравенство

P(Lζ, T ) ≤


ε, ζ ∈ A0;

6π, ζ ∈ Ā0;

2π + ε, ζ ∈ A1.

Говоря словами, для любой фиксированной тройки множествA0∪Ā0∪
A1 (с общими для всех трех множеств числами ϕ0 и T ) найдется такой
невырожденный линейный оператор L, что под его действием длина пути
проекции на единичную сферу за время T у любой функции изA0 близка
к нулю, у функции из Ā0 ограничена некоторой константой, а у функции
из A1 близка к длине двух полуоборотов — 2π.

Доказательство. Положим

Ln ≡ SnR, (x′, y′)> ≡ Rζ, φ′ ≡ φRζ ,

(x′′, y′′)> ≡ Lnζ, φ′′ ≡ φLnζ , n ∈ N,

где

Sn ≡
(

1 0

0 n

)
, R ≡

(
cosψ sinψ

− sinψ cosψ

)
, ψ ≡ ϕ0 − δ/2.

Докажем, что при достаточно больших n композиция Ln поворота R
по часовой стрелке на угол ψ и растяжения Sn вдоль вертикальной оси
является искомым оператором.

А. Если ζ ∈ A1, то из условий 1 и 41 и определений операторов R и
Sn следуют соотношения

φ′(0) = φ(0)− ψ = δ/2 ∈ (0, π/2),

φ′(H) = φ(H)− ϕ0 + δ/2 ∈ [π + δ/2, 3π/2 + δ/2] ⊂ (π, 3π/2 + π/4];

φ′′(0) ∈ (0, π/2), φ′′(H) ∈ (π, 2π);

φ′′(0) = arctg
y′′(0)

x′′(0)
= arctg

ny′(0)

x′(0)
= arctg(n tg(δ/2));

φ′′(H) = 3π/2− arctg
x′′(H)

y′′(H)
= 3π/2− arctg

x′(H)

ny′(H)
=
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= 3π/2− arctg
|Rζ(H)| cosφ′(H)

n|Rζ(H)| sinφ′(H)
=

= 3π/2− arctg(ctg(φ′(H))/n) ≤ 3π/2− arctg(ctg(3π/2 + π/4)/n) =

= 3π/2− arctg(−1/n) = 3π/2 + arctg(1/n).

Учитывая, что функция φ нестрого возрастает на отрезке [0, H], из
геометрических свойств операторов R и Sn для всех t ∈ [0, H] получим
неравенства φ̇′′(t) ≥ 0, а из них и условия 3 — цепочку

P(Lnζ, T ) =

T∫
0

|φ̇′′(τ)| dτ = 2(φ′′(H)− φ′′(0)) ≤

≤ 2
(
3π/2 + arctg(1/n)− arctg(n tg(δ/2))

)
≡ an.

Б. Если ζ ∈ A0, то, рассуждая как в п. А, из условий 1–3 и 40 получим

φ′(0) = δ/2, φ′(Q) = φ(Q)−ϕ0+δ/2 ∈ [δ/2, π−δ/2], φ′(H) ∈ [δ/2, π−δ/2];

φ′′(0) ∈ (0, π/2), φ′′(Q) ∈ (0, π), φ′′(H) ∈ (0, π);

P(Lnζ, T ) = 2(|φ′′(Q)− φ′′(0)|+ |φ′′(H)− φ′′(Q)|) ≤

≤ 8 arctg
x′(0)

ny′(0)
= 8 arctg(ctg(δ/2)/n) ≡ bn.

В. Числа an и bn не зависят от функции ζ, поэтому из п. п. А, Б и
равенств

lim
n→∞

an = 2π, lim
n→∞

bn = 0

следует, что при достаточно больших n для любой функции ζ ∈ A0 ∪A1

верна соответственно оценка P(Lnζ, T ) ≤ ε или оценка P(Lnζ, T ) ≤ 2π+

ε.
Г. Если ζ ∈ Ā0, то снова, рассуждая как в п. А, из условий 1–3 и 4̄0

получим

φ′(0) = δ/2, φ′(Q) = φ(Q)−ϕ0+δ/2 ∈ [δ/2, π+δ/2], φ′(H) ∈ [δ/2, π+δ/2];

φ′′(0) ∈ (0, π/2), φ′′(Q) ∈ (0, 3π/2), φ′′(H) ∈ (0, 3π/2);

P(Lnζ, T ) = 2(|φ′′(Q)−φ′′(0)|+ |φ′′(H)−φ′′(Q)|) ≤ 2(3π/2 + 3π/2) = 6π.
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Лемма 1 доказана.

Разобьем положительную полуось на равные отрезки и разобьем про-
извольное решение на множество вектор-функций, являющихся сужени-
ями решения на эти отрезки: для любого решения z ∈ C1(R+,R2

∗) и для
любых чисел i ∈ N и T > 0 определим функцию ζ i ≡ ζT,iz ∈ C1([0, T ],R2

∗)

равенствами
ζT,iz (t) ≡ z((i− 1)T + t), t ∈ [0, T ].

Леммы 2 и 3 позволяют вычислять значение показателя блуждаемо-
сти для некоторых решений.

Лемма 2. Если для чисел a ∈ [0, 1], T > 0, ϕ0 ∈ [0, 2π), δ ∈ (0, π/2],
последовательности чисел li ∈ {0, 1}, i ∈ N, и решения z ∈ C1(R+,R2

∗)

имеют место соотношения

lim
m→∞

1

m

m∑
i=1

li = a, ζ i ∈ Ali, i ∈ N,

то z ∈ CKρ(a′), где a′ ≡ 2π

T
a.

Доказательство. А. Докажем что, если функция ζ принадлежит
множеству A1, то есть совершила два полных полуоборота, то никаким
невырожденным оператором L нельзя сделать так, чтобы длина пути
образа функции Lζ была меньше двух полуоборотов 2π. Говоря кратко,
докажем, что для любой функции ζ ∈ A1 и любого оператора L ∈ AutR2

верно неравенство
P(Lζ, T ) ≥ 2π.

Поскольку функция φ непрерывна и удовлетворяет левому неравенству
условия 41, найдется такой момент λ ∈ (0, H], что φ(λ) = ϕ0 +π, поэтому
при некотором k > 0 имеем равенство ζ(λ) = −kζ(0). Пусть ζ ′ ≡ Lζ,

тогда
ζ ′(λ) = Lζ(λ) = L(−kζ(0)) = −kLζ(0) = −kζ ′(0),

т.е. ζ ′(λ) = −kζ ′(0), откуда следует, что при некотором m ∈ Z верно
равенство

φζ ′(λ) = φζ ′(0) + π + 2mπ. (1.1)
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Используя условие 3 и равенство (1.1), выведем требуемое утверждение

P(Lζ, T ) =

∫ λ

0
|φ̇ζ ′(τ)| dτ +

∫ T−λ

λ
|φ̇ζ ′(τ)| dτ +

∫ T

T−λ
|φ̇ζ ′(τ)| dτ ≥

≥ 2

∣∣∣∣∫ λ

0
φ̇ζ ′(τ) dτ

∣∣∣∣ = 2|π + 2mπ| ≥ 2π.

Б. Используя результат п. А, для произвольных оператора L ∈ AutR2

и момента t ∈ R+
∗ получим цепочку неравенств

P(Lz, t) ≥
[t/T ]∑
i=1

P(Lζ i, T ) ≥
[t/T ]∑
i=1

2πli

([t/T ] — целая часть числа t/T ), а затем выведем оценку снизу

lim
t→∞

1

t
inf

L∈AutR2

P(Lz, t) ≥ lim
t→∞

1

t

[t/T ]∑
i=1

2πli ≥

1

T
· lim
t→∞

T [t/T ]

t
· lim
t→∞

1

[t/T ]

[t/T ]∑
i=1

2πli =
1

T
· 1 · 2πa =

2π

T
a,

т.е. ρ̌◦(z) ≥a′.
В. По числам T , ϕ0, δ и произвольному ε > 0 по лемме 1 построим

оператор L′ и получим цепочку неравенств

P(L′z, t) ≤
[t/T ]∑
i=1

P(L′ζ i, T ) + P(L′ζ [t/T ]+1, T ) ≤
[t/T ]∑
i=1

(2πli + ε) + 2π + ε,

и оценку сверху

lim
t→∞

1

t
P(L′z, t) ≤ 1

T
· lim
t→∞

T [t/T ]

t
· lim
t→∞

1

[t/T ]

[t/T ]∑
i=1

(2πli + ε) + 0 =

=
1

T
· 1 · (2πa+ ε) =

2π

T
a+

ε

T
,

из которой получаем оценку

ρ̂•(z) = inf
L∈AutR2

lim
t→∞

1

t
P(Lz, t) ≤ lim

t→∞

1

t
P(L′z, t) ≤ a′ +

ε

T
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Г. Из определений показалей ρ получим неравенства

ρ̌◦(z) ≤ ρ̌•(z) ≤ ρ̂•(z), (1.2)

ρ̌◦(z) ≤ ρ̂◦(z) ≤ ρ̂•(z). (1.3)

Число ε сколь угодно мало, поэтому из п.п. Б, В получаем двойное ра-
венство ρ̌◦(z) = ρ̂•(z) = a′, из которого, учитывая неравенства (1.2) и
(1.3), получаем включение z ∈ CKρ(a′).

Лемма 2 доказана.
В случае, когда все части решения z, как в условии леммы 2, начи-

наются в точке с угловой координатой ϕ0, но все не совершают полный
полуоборот, т.е. не лежат во множестве A1, и при этом не удается най-
ти такой общий для всех частей зазор δ, чтобы сразу все части решения
лежали во множестве A0 с этим зазором δ, у нас нет возможности приме-
нять лемму 2 при li = 0, i ∈ N, и тогда будем использовать следующую
лемму 3.

Лемма 3. Пусть задано решение z ∈ S2
∗ , угол ϕ0 ∈ [0, 2π) и число

T > 0. Если для любого ε > 0 существуют подмножество Λ ⊆ N и
угол δ ∈ (0, π/2] такие, что выполнены соотношения

ζ i ∈
{
A0(T, ϕ0, δ), i ∈ Λ′ ≡ N \ Λ,

Ā0(T, ϕ0), i ∈ Λ,
i ∈ N, (1.4)

и верно неравенство

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

χΛ(i) < ε, (1.5)

то верно включение z ∈ CKρ(0).
Доказательство. Для произвольного ε > 0 выберем подмножество

Λ ⊆ N и угол δ ∈ (0, π/2], для которых верны соотношения (1.4) и
неравенство (1.5). Для любого ε′ > 0 и чисел ϕ0, δ и T по лемме 1
построим оператор L′ и получим цепочку неравенств для любого момента
t ∈ R+

P(L′z, t) ≤
[t/T ]∑
i=1

P(L′ζ i, T ) + P(L′ζ [t/T ]+1, T ) ≤
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≤
[t/T ]∑
i=1

χΛ′(i)ε
′ +

[t/T ]∑
i=1

χΛ(i)6π + 6π ≤ [t/T ]ε′ +

[t/T ]∑
i=1

χΛ(i)6π + 6π,

затем оценим предел

lim
t→∞

1

t
P(L′z, t) ≤

≤ 1

T
· lim
t→∞

T [t/T ]

t
· lim
t→∞

1

[t/T ]

[t/T ]ε′ +

[t/T ]∑
i=1

χΛ(i)6π

+ 0 =

=
1

T
· 1 · (ε′ + ε6π)

и получим цепочку

ρ̂•(z) = inf
L∈AutR2

lim
t→∞

1

t
P(Lz, t) ≤ lim

t→∞

1

t
P(L′z, t) ≤ ε′ + ε6π

T
.

Числа ε и ε′ сколь угодно малы, поэтому из цепочек (1.2) и (1.3) по-
лучаем включение z ∈ CKρ(0).

Лемма 3 доказана.

1.2 Восстановление системы

Следующая лемма 4 позволяет свести задачу о построении искомой
системы A из заданного класса и с заданным спектром к задаче о по-
строении двух решений, обладающих некоторыми свойствами.

Для произвольных функций z1, z2 ∈ C(E,R2
∗) обозначим через (z1, z2)

матричную функцию размера 2× 2, столбцы которой являются коорди-
натами функций z1 и z2 соответственно.

Лемма 4. Если для функций z1, z2 ∈ C1(R+,R2
∗), чисел ε, b > 0, под-

множества S ⊂ [0,∞) и семейства {Ca | a ∈ S} непересекающихся
отрезков положительной длины верны условия:

(a) |z1(t)|, |z2(t)|, |ż1(t)|, |ż2(t)| ≤ b для всех t ∈ R+;
(b) det(z1(t), z2(t)) ≥ ε для всех t ∈ R+;
(c) Z ≡ {cz1 + z2 | c ∈ R} ∪ {z1} ⊂ CKρ, {ρ̌•(z) | z ∈ Z} = S;
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(d) для любого a ∈ S при c ∈ Ca верно равенство ρ̌•(cz1 + z2) = a,
то существует система A ∈ M2

0, для которой имеют место соотно-
шение S(A) ⊂ CKρ и равенства SpKρ(A) = ess SpKρ(A) = S.

Доказательство. 1. Пусть

Z ≡ (z1, z2), A ≡ ŻZ−1 (1.6)

тогда из условий (a), (b), равенства Z−1 = Zadj/ detZ (Zadj — транспони-
рованная матрица алгебраических дополнений к матрице Z; см. [49, §14])
и соотношений z1, z2 ∈ C1(R+,R2

∗) следует, что равенства (1.6) корректно
определяют систему A с непрерывными ограниченными коэффициента-
ми.

2. Покажем, что решения системы A при некотором η > 0 удовлетво-
ряют оценкам

η ≤ |z(t)| ≤ 1/η, t ∈ R+. (1.7)

A. Матричная функция Z — это решение матричного уравнения Ż =

AZ, поэтому каждый из ее столбцов является решением уравнения (1),
т.е. z1, z2 ∈ S(A), причем из условия (b) следует, что векторы z1(t) и
z2(t) линейно независимы при каждом t ∈ R+, а значит, функции z1 и
z2 образуют фундаментальную систему решений. Следовательно, верно
равенство S∗(A) = {az1 + bz2 | (a, b) ∈ R2

∗} (см. [100, §14]), из которого
вытекает, что любое решения z̃ ∈ S(A) представимо в виде

z̃ = kz, k ∈ R \ {0}, z ∈ Z. (1.8)

Б. Из условия (a) получим, что произвольная функция z ∈ Z огра-
ничена. При любом c ∈ R из условия (b) и равенства det(z1, z2) =

det(z1, cz1 + z2) следует, что

det(z1, cz1 + z2) ≥ ε. (1.9)

Если z = z1, то из условий (a) и (b), а если z = cz1 + z2, то из условия
(a) и оценки (1.9), рассуждая от противного, получим, что функция z
отделена от нуля.

В. Из п. 2, Б следует, что при некотором η > 0 справедливы оценки
(1.7), а из них и представления (1.8) вытекает утверждение п. 2.
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3. Из п. п. 1, 2 следует включение A ∈M2
0.

4. Для любого решения z̃ ∈ S(A) из (1.8) и определения 3 сле-
дует, что для любых момента t ∈ R и оператора L ∈ AutR2 вер-
но равенство P(Lz̃, t) = P(Lz, t), поэтому из условия (с) получим, что
ρ̌•(z̃) = ρ̌•(z), z̃ ∈ CKρ и SpKρ(A) = S.

Для любого показателя κ ∈ Kρ вспомним определение множества

κ−1
A (a) ≡ {z ∈ S∗(A) | κ(z) = a},

и из условия (d) для любого значения a ∈ S выведем цепочку

In[(ρ̌•)−1
A (a)] ⊃ {z(0) | z = k(cz1 + z2), c ∈ Ca, k > 0} =

= {k(cz1(0) + z2(0)) | c ∈ Ca, k > 0} ≡ Ω.

Векторы z1(0) и z2(0) линейно независимы, следовательно, множество
{cz1(0) + z2(0) | c ∈ Ca} является отрезком, лежащим на прямой, не
проходящей через точку (0, 0), а значит, множество Ω — это внутрен-
няя область некоторого ненулевого угла, поэтому имеет положительную
меру и содержит некоторое открытое подмножество, откуда вытекает
равенство SpKρ(A) = ess SpKρ(A).

Лемма 4 доказана.

1.3 Существование особенной пары вектор-функций
на отрезке

Оказалось, что существуют такие пары вектор-функций ζ, ζ ′, опред-
ленные на отрезке [0, T ], что при различных значениях параметра c

их линейная комбинация ζ + cζ ′ лежит иногда в классе A0, а иногда
в классе A1, чему и посвящена следующая лемма 5, а именно, утвер-
ждение (iii). Утверждение (i) позволяет склеивать из них непрерывно-
дифференцируемые решения, а (ii) гарантирует их линейную независи-
мость.

Лемма 5. Для любых чисел T > 0 и 1 < c− < c+ существуют
вектор-функции ζ, ζ ′ ∈ C1([0, T ],R2

∗), число ε > 0 и функция
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d : R\C → (0, π/2], где C ≡ [c−, c+], для которых верны следующие три
утверждения:

(i) верны равенства

ζ(0) = ζ(T ) = (1, 0)>, ζ ′(0) = ζ ′(T ) = (0, 1)>;

ζ̇(0) = ζ̇(T ) = ζ̇
′
(0) = ζ̇

′
(T ) = (0, 0)>;

(ii) при всех t ∈ [0, T ] справедлива оценка

det(ζ(t), ζ ′(t)) ≥ ε;

(iii) имеет место включение ζ ∈ A0(T, 0, π/2), и для любого c ∈ R
верно одно из включений

cζ + ζ ′ ∈
{
A0(T, ϕc, d(c)), если c ∈ R \ C;

A1(T, ϕc), если c ∈ C,
ϕc ≡ π/2− arctg c.

Функция d для каждого значения параметра c ∈ R \ C определяет
зазор d(c), с которым линейная комбинаяция cζ + ζ ′ лежит в A0.

Доказательство. 1. Определим функции ζ, ζ ′ на [0, T ].
Фиксировав скалярную функцию g ∈ C1([0, Q],R+) (Q ≡ T/4), удо-

влетворяющую соотношениям

g(0) = ġ(0) = 0, 0 ≤ ġ(t), t ∈ (0, Q),

g(Q) = 1, ġ(Q) = 0,

и, определив функцию g′ ∈ C1([Q,H],R+) (H ≡ T/2) равенствами

g′(t) ≡ g(t−Q), t ∈ [Q,H],

положим

ζ|[0,Q] ≡
(

1

g

)
, ζ|(Q,H] ≡

(
1

1

)
, ζ(H + t) ≡ ζ(H − t), t ∈ (0, H];

ζ ′|[0,Q] ≡
(
−g
1

)
, ζ ′|(Q,H] ≡

(
−1− (x− 1)g′

1− (y + 1)g′

)
,
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где x ≡ c−c+ > 1, y ≡ c− + c+ − 1 > 1;

ζ ′(H + t) ≡ ζ ′(H − t), t ∈ (0, H],

и заметим, что верны включения ζ, ζ ′ ∈ C1([0, T ],R2
∗), а также утвер-

ждение (i).
2. А. Верны оценки |ζ|, |ζ ′| ≥ 1.
Б. Для любого t ∈ [0, Q] выполнены включения

φζ(t) ∈ [0, π/4] , φζ′(t) ∈ [π/2, 3π/4] ,

φζ′(t)− φζ(t) ∈ [π/4, 3π/4], (1.10)

а для любого t ∈ [Q,H], поскольку точка ζ ′(H) = (−x,−y)> лежит
строго в III четверти, — включения

φζ(t) = π/4, φζ′(t) ∈ [3π/4, π + arctg(y/x)] ,

φζ′(t)− φζ(t) ∈ [π/2, 3π/4 + arctg(y/x)] , (1.11)

причем имеют место неравенства

c− − 1 < (c− − 1)c+, c− + c+ − 1 < c−c+, y < x, y/x < 1, (1.12)

Из (1.10), (1.11) и неравенств (1.12), arctg(y/x) < π/4 следует оценка

sin(φζ′ − φζ) ≥ sin (3π/4 + arctg(y/x)) > 0. (1.13)

В. Из п. 2.А, оценки (1.13) и равенства

det(ζ, ζ ′) = |ζ||ζ ′| sin(φζ′ − φζ).

получаем утверждение (ii) при ε ≡ 1 · sin (3π/4 + arctg(y/x)).
3. Первое соотношение из утверждения (iii) следует из построения

функции ζ в п. 1. При каждом c ∈ R проверим для функции ζ ≡ cζ + ζ ′

выполнение общих для множеств A1(T, ϕc) и A0(T, ϕc, d(c)) условий 1–3.
А. Из построения в п. 1. следует включение ζ ∈ C1([0, T ],R2), а из

неравенства det(ζ, ζ ′) > 0 и цепочки

det(ζ, ζ) = det(ζ, cζ + ζ ′) = det(ζ, ζ ′)
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получаем, что функция ζ на отрезке [0, T ] не обращается в ноль, следо-
вательно, для нее определена функция φζ .

Б. Условие 1 получим из равенства ζ(0) = (c, 1), которое следует из
утверждения (i), а условие 3 — из построения функций ζ и ζ ′ в п. 1.

Функция ζ при t ∈ [0, Q] и при t ∈ [Q,H] движется по отрезкам
в фазовой плоскости, соединяющим соответственно точки ζ(0), ζ(Q) и
ζ(Q),ζ(H), поэтому из монотонности функции g следует, что функция
φζ монотонна на [0, Q], [Q,H], а значит, верно условие 2.

4. Осталось построить функцию d и проверить условие 40 при c ∈ R\C
и условие 41 при c ∈ C.

Выпишем координаты следующих точек, в порядке, возрастания их
первой координаты

ζ(H) = (c− x, c− y)>, ζ(Q) = (c− 1, c+ 1)>, ζ(0) = (c, 1)>.

А. Если c ∈ (−∞, 0], положим d(c) ≡ π/4 и заметим, что точка ζ(H)

лежит в III четверти фазовой плоскости, а точка ζ(0) — во II, поэтому
ϕ0 ≤ φ(H). Из неравенств ϕ0 ≥ π/2 и φ(H) < π+π/4 (поскольку x > y)
получаем неравенство φ(H) − ϕ0 < π − d(c), а из него и неравенства
ϕ0 ≤ φ(H) выводим включение φ(H)− ϕ0 ∈ [0, π − d(c)).

Пусть (xζ , yζ)
> — это координаты функции ζ. При c ∈ (−∞,−1]

точка ζ(Q) лежит в III четверти и φ(Q) < π + π/4, поэтому при всех
c ∈ (−∞,−1] имеем неравенство ϕc ≤ φ(Q) и включение φ(Q) − ϕ0 ∈
[0, π − d(c)). Из включений φ(Q) − ϕ0, φ(H) − ϕ0 ∈ [0, π − d(c)) и усло-
вия 2 получаем условие 40. При c ∈ (−1, 0] точки ζ(0) и ζ(Q) лежат во
II четверти и xζ(Q) < xζ(0), yζ(Q) ≤ yζ(0), поэтому снова имеем нера-
венство ϕ0 ≤ φ(Q). Из ϕ0 ≤ φ(Q) и φ(Q) < π получаем включение
φ(Q)− ϕ0 ∈ [0, π − d(c)), а из него, включения φ(H)− ϕ0 ∈ [0, π − d(c))

и условия 2 снова получаем условие 40. Мы доказали, что при всех
c ∈ (−∞, 0] выполнено включение ζ ∈ A0(T, ϕ0, d(c)).

Б. Если c ∈ [y,∞), то точки ζ(0) и ζ(Q) лежат в I четверти и xζ(Q) <

xζ(0), yζ(Q) > yζ(0), откуда получаем φ(Q) > ϕ0.
Если c ∈ [y, x], то точка ζ(H) лежит во II четверти, поэтому и имеем
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φ(H) ≥ ϕ0. А если c ∈ (x,∞), то ζ(H) в I четверти, верны равенства

ϕ0 = ϕc = arctg
1

c
, φ(H) = arctg

c− y
c− x

и неравенства

1

c
< 1 <

c− y
c− x

, arctg
1

c
< arctg

c− y
c− x

,

поэтому неравенство φ(H) ≥ ϕ0 верно вообще для всех c ∈ [y,∞).
Теперь для всех c ∈ [y,∞), учитывая оценки φ(Q), φ(H) ≤ π, получим

включения φ(Q)− ϕ0, φ(H)− ϕ0 ∈ [0, π − d(c)) при d(c) ≡ ϕ0 = ϕc, а из
них и условия 2 — условие 40, из которого выведем ζ ∈ A0(T, ϕ0, d(c)).

В. Если c ∈ (0, y), то точки ζ(H) и ζ(O) лежат строго внутри соот-
ветственно III и I четверти. При c ∈ (0, 1] точка ζ(Q) расположена во II
четверти, а при c ∈ (1, y) — в I четверти и xζ(Q) < xζ(0), yζ(Q) > yζ(0),
поэтому при всех c ∈ (0, y) имеет место цепочка

φ(H) > φ(Q) > ϕ0. (1.14)

Для всех c ∈ (0, y) сравним величины π и φ(H) − ϕ0, рассмотрев
разность

D(c) ≡ π − (φ(H)− ϕ0) = π −
(
π + arctg

y − c
x− c

− arctg
1

c

)
=

= arctg
1

c
− arctg

y − c
x− c

. (1.15)

Разность D(c) имеет один знак с величиной

∆(c) ≡ 1

c
− y − c
x− c

=
c2 − c(y + 1) + x

c(x− c)
=

=
c2 − c(c− + c+) + c−c+

c(x− c)
=

(c− c−)(c− c+)

c(x− c)
.

При c ∈ (0, y)\[c−, c+] верно неравенство ∆(c) > 0, поэтому из цепочки
(1.15) получаем неравенство φ(H) − ϕ0 ≤ π − D(c), а из него, цепочки
(1.14) и условия 2 — условие 40 при d(c) ≡ min {π/2, D(c)}. Мы доказали
включение ζ ∈ A0(T, ϕc, d(c)).
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При c ∈ [c−, c+] верно неравенство ∆(c) ≤ 0, откуда, учитывая цепоч-
ку (1.15) и неравенство φ(H) ≤ 3π/2 получаем условие 41 и включение
ζ ∈ A1(T, ϕ0).

Лемма 5 доказана.

Таким образом, мы научились для заданного промежутка значений
параметра [c−, c+] строить пару вектор-функций ζ и ζ ′ такую, что их
линейная комбинация cζ + ζ ′ лежит в A1, если c ∈ [c−, c+], и лежит в
A0, если иначе.

1.4 Построение решений

Наконец, перейдем к самому доказательству теоремы 1 — построению
решений удовлетворяющих условиям леммы 4 при S = X ∪ {0}, где
X — конечное множество положительных чисел; и восстановлению по
решениям искомой системы.

Доказательство теоремы 1. Пусть задано множество X =

{a1, . . . , aK} ⊂ F , K ∈ N, и a1 = maxX.

1. Построим вектор-функции z1, z2 ∈ C1(R+,R2
∗) в несколько этапов.

А. Для каждого k ∈ {1, . . . , K} определим последовательность из це-
лых чисел (λk(j))

∞
j=1 следующими формулами:

a′k ≡
ak
a1
≤ 1, λk(j) ≡ [ja′k]− [(j − 1)a′k]

([ja′k] — это целая часть числа ja′k).
Число λk(j) — целое и неотрицательное, причем из цепочки

λk(j) = ja′k − {ja′k} − ((j − 1)a′k − {(j − 1)a′k}) =

= a′k − {ja′k}+ {(j − 1)a′k}

({ja′k} — это дробная часть числа ja′k) и неравенства a′k ≤ 1 следует, что
λk(j) < 2, поэтому верны соотношения

λk(j) ∈ {0, 1}, k ∈ {1, . . . , K}, j ∈ N. (1.16)
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Б. Разобьем множество натуральных чисел на блоки: числа {1, . . . , K}
— это первый блок, числа {K+1, . . . , K+K} — это второй блок и т.д. по
K чисел в каждом блоке и внутри каждого блока перенумеруем числа
слева направо. Для для любого i обозначим через ji ∈ N номер блока в
котором лежит i, а через ki ∈ {1, . . . , K} — номер числа i внутри своего
блока (для любого i числа ji и ki — это единственные числа, для которых
верно разложение i = (ji − 1)K + ki).

Для каждого k ∈ {1, . . . , K} по последовательности (λk(j))
∞
j=1 постро-

им подмножество Λk ⊂ N, определив его характеристическую функцию
формулой

χΛk
(i) =

{
λk(ji), ki = k;

0, ki 6= k,
(1.17)

Из соотношений (1.16) следует, что формула (1.17) корерректно задает
подмножество Λk. Заметим, что элементы Λk встречаются только на
местах, имеющих номер k внутри блоков, поэтому верны соотношения

Λk ∩Λh = ∅, k, h ∈ {1, . . . , K}, k 6= h. (1.18)

Определим также подмножество Λ0 ⊂ N формулой Λ0 ≡ N \
⋃K
k=1 Λk

и заметим, что имеет место соотношение
K⋃
h=0

Λh = N. (1.19)

В. Фиксируем значения

1 < c−1 < c+
1 < . . . < c−K < c+

K

и для каждого k ∈ {1, . . . , K} по набору из чисел T ≡ 2π

Ka1
, c−k и c+

k ,

применяя лемму 4, построим функции ζk, ζ
′
k, dk и значение εk.

Г. Пусть для каждого t ∈ [0, T ]

ζ0(t) ≡ (1, 0), ζ ′0(t) ≡ (0, 1).

Для любого i ∈ N выберем h ∈ {0, . . . , K} такое, что i ∈ Λh и поло-
жим κ(i) ≡ h, определив таким образом функицию κ : N → {0, . . . , K}.
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Из соотношений (1.18) и (1.19) следует, что функиция κ корректно опре-
делена.

Теперь построим решения z1 и z2, положив для каждого i

ζT,iz1
≡ ζκ(i), ζT,iz2

≡ ζ ′κ(i). (1.20)

Из утверждения (i) леммы 5 следует, что функции z1 и z2 непрерывно-
дифференцируемы, а поскольку они построены из конечного числа
непрерывных элементов, при некотором b > 0 для них выполнено усло-
вие (a) леммы 4. Из утверждения (ii) леммы 5 и равенства det(ζ0, ζ

′
0) = 1

следует условие (b) леммы 4 при ε ≡ min{1, ε1, . . . , εK}.
2. Если элементы множества X соизмеримы, то для каждого k ∈

{1, . . . , K} число a′k рационально, а значит, при некоторых pk, qk ∈ N
верно равенство a′k = pk/qk, откуда для любого j ∈ N имеем

λk(j + qk) = [(j + qk)a
′
k]− [(j + qk − 1)a′k] =

= [pk + ja′k]− [pk + (j − 1)a′k] = [ja′k]− [(j − 1)a′k] = λk(j),

т.е. последовательность (λk(j))
∞
j=1 имеет период qk. Из определения

(1.17), получаем, что функция κ имеет период Q ≡ K
∏K

k=1 qk, а зна-
чит, в силу определения (1.20) функции z1 и z2 имеют период QT.

3. Докажем включения

z1 ∈ CKρ(0), cz1 + z2 ∈
{
CKρ(ak), c ∈ Ck ≡ [c−k , c

+
k ];

CKρ(0), c ∈ C0 ≡ R \
⋃K
k=1Ck.

(1.21)

А. Для любой функции z ∈ Z ≡ {cz1 + z2 | c ∈ R}∪ {z1}, опираясь на
формулы (1.20) и утверждение (iii) леммы 5, для любого i ∈ N определим
тип функции ζ i ≡ ζT,iz в каждом из следующих трех случаев.

Случай 1. Если z = z1, то из равенства ζ i = ζκ(i) получим соотношение
ζ i ∈ A0(T, 0, π/2).

Случай 2. Если z = cz1+z2, то имеет место равенство ζ i = cζκ(i)+ζ ′κ(i),
причем, когда c ∈ C0, определены значения d1(c), . . . , dK(c), поэтому
при δ = min{d1(c), . . . , dK(c)} верно соотношение ζ i ∈ A0(T, ϕc, δ) (здесь
используем соотношения A0(T, ϕc, dk(c)) ⊂ A0(T, ϕc, δ), k ∈ {1, . . . , K}).
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Случай 3. Если z = cz1 + z2 и c ∈ Ck при некотором k ∈ {1, . . . , K},
то при δ = min

{1,...,K}\{k}
dk(c) и ϕ0 = ϕc получим,

ζ i ∈ Ali, li ≡ χΛk
(i). (1.22)

Б. В случаях 1 и 2 функция z удовлетворяет условиям леммы 2 при
li = 0, i ∈ N, и a = 0, поэтому z ∈ CKρ(0).

В случае 3 каждый элемент последовательности (li) определен равен-
ством из (1.22). Обозначив для любого m ∈ N

n ≡ jm − 1, ∆ ≡
m∑

i=nK+1

li ≤ 1,

получим значение a из следующих цепочек
m∑
i=1

li =
n∑
j=1

jK∑
i=(j−1)K+1

li + ∆ =
n∑
j=1

λk(j) + ∆ =

=
n∑
j=1

(
[ja′k]− [(j − 1)a′k]

)
+ ∆ = [na′k] + ∆,

a = lim
m→∞

1

m

m∑
i=1

li =
1

K
· lim
m→∞

nK

m
· lim
m→∞

[na′k]

n
+ 0 =

1

K
· 1 · a′k =

a′k
K
,

откуда, вычислив, что

a′ =
2π

T
a =

2π

KT
a′k =

1

T

2π

Ka1
ak =

a1K

2π

2π

Ka1
ak = ak,

получим включение z ∈ CKρ(ak), а значит, верны включения (1.21).
4. Из (1.21) следует, что для функций z1, z2 выполнены условия (c)

и (d) леммы 4, а из самой леммы 4, п. 2 настоящего доказательства и
равенств (1.6) — утверждение теоремы.

Теорема 1 доказана.

Обратим внимание, что наше доказательство не было бы возможно,
если бы не удалось построить такую ценную пару вектор-функций из
леммы 5. Причем это замечение справедливо и для следующих в главах
2 и 3 доказательств теорем 2 и 3.
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Глава 2

Счетные спектры

Настоящая глава целиком посвящена доказательству теоремы 2, из
которой следует, что спектр показателя блуждаемости для ограничен-
ной системы может содержать и бесконечное число значений, в данном
случае счетное.

Обозначим через I класс, состоящий из всех счетных ограниченных
подмножеств X ⊂ (0,∞) ∩ Q (Q — рациональные числа), у каждого из
которых точка 0 — предельная, и других предельных точек нет.

Теорема 2. Для любого множества X ∈ I существует систе-
ма A ∈ M2

0 такая, что верно соотношение S∗(A) ⊂ CKρ и выполнены
равенства

SpKρ(A) = ess SpKρ(A) = X ∪ 0.

По своей структуре доказательство теоремы 2 будет таким же, как
доказательство теоремы 1: чтобы доказать существование системы A из
теоремы 2, мы снова будем строить пару ее фундаментальных решений и
затем по ним восстанавливать систему. Но алгоритм построения решений
усложнится: потребуется ввести понятие разбиения множества натураль-
ных чисел и несколько адаптировать лемму 5 о построении специальных
функций из первой главы.
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2.1 Разбиения

На первом шаге доказательства теоремы 1 мы по заданному конечно-
му множеству X разделили множество натуральных чисел N на 1 + K

непересекающихся подмножеств. В настоящей главе мы будем по задан-
ному счетному множеству X разделять множество N на счетое число
непересекающихся подмножеств, а семейство состоящее из этих подмно-
жеств будем называть разбиением.

Определение 8. Семейство множеств {Λk ⊆ N | k ∈ N}, назовем
разбиением множества натуральных чисел N, если выполнены равенство⋃

k∈N
Λk = N

и для любых k 6= k′, k, k′ ∈ N соотношение Λk ∩Λk′ = ∅.
Докажем вспомогательную лемму 6.
Лемма 6. Если для последовательности чисел (li) и чисел K ∈ N,

a > 0 при каждом j ∈ N верно равенство

jK∑
i=(j−1)K+1

li = a,

то имеет место равенство

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

li =
a

K
.

Доказательство. Пусть m ≡ [n/K], тогда верна цепочка

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

li = lim
n→∞

1

n

m∑
j=1

a+ lim
n→∞

1

n

n∑
i=mK+1

li =

=
1

K
· lim
n→∞

mK

n
· lim
n→∞

1

m

m∑
j=1

a+ 0 =
1

K
· 1 · a.

Лемма 6 доказана.
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Следующая лемма 7 позволяет по заданной последовательности чи-
сел из нужного нам класса строить разбиение, для элементов которого
выполнены некоторые предельные равенства.

Лемма 7. Если последовательность рациональных чисел (ak) начи-
нается с числа 1 и строго убывает, то существует такое разбиение
{Λk | k ∈ N}, что при любом k для множества

Λk ≡
∞⋃
h=k

Λh (2.1)

верно равенство

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

χΛk(i) = ak. (2.2)

Доказательство леммы 7 состоит из двух частей: в первой мы постро-
им семейство множеств {Λk | k ∈ N}, а во второй восстановим по ним
искомое разбиение.

Для любого числа Q ∈ N разделим множество натуральных чисел
на блоки: {1, . . . , Q} —первый блок, {Q+ 1, . . . , 2Q} — второй, и т.д. по
Q идущих подряд элементов в каждом блоке, и введем обозначение для
блока под номером j ∈ N

B(Q, j) ≡ {i ∈ N | (j − 1)Q+ 1 ≤ i ≤ jQ}.

Доказательство. 1. Положим Λ1 ≡ N. Пусть для любого k ∈ N
дробь pk/qk (pk, qk ∈ N) — это несократимое представление числа ak,
тогда определив числа

Q0 ≡ 1, Qk ≡
k∏
j=1

qj,

для каждого k ≥ 2 построим множество Λk такое, что выполнены нера-
венство

mk > mk−1, где mk ≡ min Λk, (2.3)

и равенства
|Λk ∩B(Qk, j)|/Qk = pk/qk, j ∈ N (2.4)
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где |Λk ∩B(Qk, j)| — это число элементов множества Λk ∩B(Qk, j).
Будем строить множества {Λk | k ∈ N} по индукции. Если k = 1, то

a1 = p1 = q1 = Q1 = 1 и равентва (2.4) для Λ1 = N выполнены. Проведем
шаг индукции. Пусть множесвто Λk−1 построено.

А. При любом j ∈ N в блоке B(Qk, j) укладывается ровно qk блоков
ширины Qk−1, а во всех вместе блоках ширины Qk стоящих до блока
B(Qk, j) укладывается ровно h0 ≡ (j− 1)qk блоков ширины Qk−1, поэто-
му имеем разложение

B(Qk, j) =

h0+qk⋃
h=h0+1

B(Qk−1, h),

из которого получаем равенство

Λk−1 ∩B(Qk, j) =

h0+qk⋃
h=h0+1

Λk−1 ∩B(Qk−1, h). (2.5)

Б. Домножив равенство из (2.4) на Qk перепишем его ввиде

|Λk ∩B(Qk, j)| = pkQk−1,

и заметим, что предположение индукции означает, что имеют место ра-
венства

|Λk−1 ∩B(Qk−1, j)| = pk−1Qk−2, j ∈ N (2.6)

В. Из равенств (2.5) и (2.6), получим цепочку

|Λk−1 ∩B(Qk, j)| =
h0+qk∑
h=h0+1

|Λk−1 ∩B(Qk−1, h)| =

= qk(pk−1Qk−2) =
Qk

qk−1
pk−1 = Qk

pk−1

qk−1
> Qk

pk
qk

= Qk−1pk.

Г. Пусть ∆ ≡ Qk−1pk − qk(pk−1Qk−2) > 0.
Для любого подмножества Ω ⊂ N, такого что |Ω| > ∆ обозначим

через Ω∆ ⊂ N — подмножество, которое получается из Ω, выкидыванием
первых слева ∆ элементов, тогда |Ω∆| = |Ω| −∆.
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Определим множество Λk равенствами

Λk ∩B(Qk, j) ≡
(
Λk−1 ∩B(Qk, j)

)∆
, j ∈ N,

и заметим, что для Λk верны соотношения (2.3) и (2.4).
2. Докажем, что семейство множеств, определяемое равенствами

Λk = Λk \ Λk+1, k ∈ N

является разбиением, и что для него верны равенства (2.1).
А. Из построения в п. 1 следует, что для любого k ∈ N верно включе-

ние Λk+1 ⊂ Λk, поэтому для любых k, k′ ∈ N, k > k′ имеем соотношения

Λk ⊂ Λk′+1, Λk ∩Λk′ ⊆ Λk ∩ (Λk′ \ Λk′+1) = ∅.

Б. В силу неравенства (2.3) последовательность (mk) возрастает, по-
этому для любого i ∈ N определено число ki такое, что mki > i.

Из соотношений

i ∈ Λ1 \ Λki =
ki−1⋃
k=1

Λk \ Λk+1 =
ki−1⋃
k=1

Λk

следует, что при некотором k ≤ ki− 1 имеет место включение i ∈ Λk, но
число i — любое, поэтому верно равенство⋃

k∈N
Λk = N,

из которого, учитывая п. А, получаем, что семейство {Λk | k ∈ N} явля-
ется разбиением.

В. При любом k ∈ N для любого i ∈ Λk верна цепочка

i ∈ Λk \ Λki =
ki−1⋃
h=k

Λh \ Λh+1 =
ki−1⋃
h=k

Λh ⊂
∞⋃
h=k

Λh,

откуда получаем соотношение Λk ⊂
∞⋃
h=k

Λh.

При любом h ≥ k для любого i ∈ Λh имеет место цепочка

i ∈ Λh ⊂ Λh ⊂ Λk,
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из которой получаем соотношение
∞⋃
h=k

Λh ⊂ Λk. Равенство (2.1) доказано.

3. Для каждого k ∈ N, применяя лемму 6 к последовательности (li) =

(χΛk(i)) и числам K = Qk, a = Qk−1pk получим равенство

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

χΛk =
Qk−1pk
Qk

=
pk
qk

= ak.

Лемма 7 доказана.

2.2 Пара вектор-функций на отрезке

Лемма 8 в настоящей главе будет служить для построения специаль-
ных функций, подобно лемме 5 в первой главе. Само построение пары
вектор-функций будет почти таким же, но нам понадобится более по-
дробная формулировка леммы.

Лемма 8. Для любых чисел T > 0 и 1 < c− < c+ существуют функ-
ции ζ, ζ ′ ∈ C1([0, T ],R2

∗), для которых выполнены следующие четыре
утверждения:

(i) верны равенства

ζ(0) = ζ(T ) = (1, 0)>, ζ ′(0) = ζ ′(T ) = (0, 1)>;

ζ̇(0) = ζ̇(T ) = ζ̇
′
(0) = ζ̇

′
(T ) = (0, 0)>;

(ii) справедливы оценки

|ζ|, |ζ ′|, |ζ̇|, |ζ̇ ′| ≤ b ≡ max{|(x, y)>|, |(x− 1, y + 1)>| · c−};

где x ≡ c−c+, y ≡ c− + c+ − 1,

(iii) верна оценка

det(ζ, ζ ′) ≥ ε ≡ sin (3π/4 + arctg(y/x)) > 0;

(iv) верно включение ζ ∈ A0(T, 0, π/2), и для любого c ∈ R верно
соответствующее включение

cζ + ζ ′ ∈
{
A1(T, ϕc), если c ∈ [c−, c+];

A0(T, ϕc, d(c)), если c ∈ R \ [c−, c+],
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где ϕc ≡ π/2 − arctg c, а функция d : R \ [c−, c+] → (0, π/2] определена
равенствами

d(c) ≡


π

4
, при c ∈ (−∞, 0];

min
{π

2
, D(c)

}
, при c ∈ (0, c−) ∪ (c+, y);

ϕc, при c ∈ [y,∞),

D : (0, c−) ∪ (c+, y)→ R+, D(c) ≡ arctg
1

c
− arctg

y − c
x− c

.

Доказательство. 1. Определим функции ζ, ζ ′ на [0, T ] точно так-
же, как в п. 1 доказательства леммы 5, наложив на функцию g допол-
нительное условие

ġ ≤ c−,

и получим, что верно утверждение (i).
2. Утверждение (ii) следует из неравенств

|ζ|, |ζ ′| ≤ |(x, y)>|, |ζ̇|, |ζ̇ ′| ≤ |(x− 1, y + 1)| · max
t∈[0,Q]

ġ(t).

3. Утверждения (iii) и (iv) доказаны соответственно в п.п. 2 и 3 дока-
зательства леммы 5.

Лемма 8 доказана.

2.3 Решения системы со счетным спектром

Доказательство теоремы 2 состоит в построении решений удовлетво-
ряющих условиям леммы 4 из первой главы при S = X ∪ {0}, где X —
счетноеное множество из класса I, и восстановлении по решениям систе-
мы.

Доказательство теоремы 2. Пусть X ∈ I и M ≡ maxX.
1. Фиксировав значения c−, c+ и (c+

k )∞k=1, для которых верны соотно-
шения

1 < c− < c+
1 < · · · < c+

k < · · · < c+, lim
k→∞

c+
k = c+
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и неравенство c+ < c− + c+
1 − 1, для каждого k ∈ N по тройке чисел

T ≡ (2π)/M , c− и c+
k , применяя лемму 8, построим вектор-функции

ζk, ζ
′
k, значения bk, εk, xk, yk и функции dk, Dk.

2. Положим C0 ≡ R \ [c−, c+] и, заметив, что для любого k ∈ N вы-
полнено соотношение C0 ⊂ D(dk) = R \ [c−, c+

k ] (D(dk) — это область
определения функции dk) , определим функцию d : C0 → (0, π/2] такую,
что для каждого k ∈ N при всех c ∈ C0 верно неравенство

d(c) ≤ dk(c). (2.7)

А. Для любого k ∈ N из цепочки c+ < c− + c+
1 − 1 = y1 получим

неравенство c+ < yk = c− + c+
k − 1, и положив y ≡ c− + c+− 1, выпишем

цепочку
0 < c− < c+

k < c+ < yk < y. (2.8)

Б. Если c ∈ (−∞, 0], то для любого k, неравенство (2.7) верно при
d(c) ≡ π/4, а если c ∈ [y,∞) — при d(c) ≡ ϕc.

В. Заметим, что из цепочки (2.8) следует, что при любом k верно со-
отношение Ck ≡ (0, c−) ∪ (c+, yk) ⊂ D(Dk) = (0, c−) ∪ (c+

k , yk) и положим
x ≡ c−c+. При всех c ∈ Ck для разности аргументов арктангенсов функ-
ции Dk верна оценка

1

c
− yk − c
xk − c

=
(c− c−)(c− c+

k )

c(xk − c)
> e(c)(c− c+

k ) > 0, (2.9)

e(c) ≡ c− c−

c(x− c)
,

причем, если c < c−, то верна также оценка

|c− c+
k | = c+

k − c > c+
1 − c > 0, (2.10)

а если c > c+, то — оценка

|c− c+
k | = c− c+

k > c− c+ > 0. (2.11)

Г. На множестве (0, c−) ∪ (c+, y) определим функцию

D(c) ≡
{
m(c)e(c)(c+

1 − c), при c ∈ (0, c−);

m(c)e(c)(c+ − c), при c ∈ (c+, y),
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где m(c) ≡ min

ξ ∈
(

0,
1

c

] ˙arctg(ξ) = ˙arctg
1

c
> 0,

и из оценок (2.9), (2.10), (2.11) получим, что при любом k и при всех
c ∈ Ck для функции Dk верно неравенство D(c) < Dk(c), откуда следует,
что при всех c ∈ (0, c−) ∪ (c+, y) для функции d(c) ≡ min

{
D(c), π2 , ϕc

}
верно неравенство (2.7). Функция d определена.

3. Для строго убывающей последовательности (ak), определяемой ра-
венствами

X ′ ≡
{ a

M
| a ∈ X

}
, a1 ≡ maxX ′ = 1,

ak ≡ max
(
X ′ \ {ah | h ∈ 1, k − 1}

)
, k ≥ 2, k ∈ N,

по лемме 7 построим разбиение {Λk | k ∈ N}. Для любого i ∈ N выбе-
рем k такое, что i ∈ Λk и положим κ(i) = k, определив таким образом
функицию κ : N→ N. Определим решения z1, z2 равенствами

ζT,iz1
≡ ζκ(i), ζT,iz2

≡ ζ ′κ(i), i ∈ N. (2.12)

А. Из утверждения (i) леммы 8 следует, что решения z1 и z2

непрерывно-дифференцируемы.
Б. Из утверждения (ii) леммы 8 и построения (2.12) получаем, что

для решений z1 и z2 выполнено условие (a) леммы 4 при

b ≡ sup{bk, k ∈ N} = max{|(x, y)>|, |(x− 1, y + 1)>| · c−}.

В. Для любого k проведем выкладку

y1

x1
=
c+

1 + (c− − 1)

c−c+
1

=
c+

1 c
+
k + c+

k (c− − 1)

c−c+
k c

+
1

,

yk
xk

=
c+
k + (c− − 1)

c−c+
k

=
c+
k c

+
1 + c+

1 (c− − 1)

c−c+
k c

+
1

<
y1

x1
,

и выведем цепочку

ε1 = sin

(
3π

4
+ arctg

y1

x1

)
≤ sin

(
3π

4
+ arctg

yk
xk

)
= εk
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из которой, опираясь на утверждения (iii) леммы 8 и построение (2.12),
получаем, что для z1 и z2 выполнено и условие (b) леммы 4 при ε ≡ ε1.

4. Для любого решения z ∈ Z ≡ {cz1 + z2 | c ∈ R} ∪ {z1}, снова
опираясь на формулы (2.12) и утверждение (iv) леммы 8, определим
значение a, при котором выполнено включение z ∈ CKρ(a).

А. Если z = z1, то решение z удовлетворяет условиям леммы 2 при
li = 0, i ∈ N, a = 0, ϕ0 = 0 и δ = π/2, поэтому z ∈ CKρ(0).

Б. Если z = cz1 + z2 и c ∈ C0, то из построения функции d в п.
2 настоящего доказательства, следует, что для решения z выполнены
условия леммы 2 при li = 0, i ∈ N, a = 0, ϕ0 = ϕc и δ = d(c), а значит,
снова верно включение z ∈ CKρ(0).

В. Если z = cz1 + z2 и при некотором k ∈ N верно включение c ∈
(c+
k−1, c

+
k ] (при k = 1 считаем, что c+

0 ≡ c−), то имеют место включения

c /∈ [c−, c+
h ], при h ≤ k − 1;

c ∈ [c−, c+
h ], при h ≥ k,

поэтому из леммы 7 и леммы 2 при

li = χΛk(i), i ∈ N, где Λk ≡
∞⋃
h=k

Λh,

a = ak, ϕ0 = ϕc, δ = min
h∈1,k−1

dh(c),

(при k = 1, число δ ∈ (0, π/2] — произвольное) учитывая, что

a′ =
2π

T
ak =

2πM

2π
ak = Mak,

получаем включение z ∈ CKρ(Mak). Аналогично при z = c−z1 + z2 полу-
чим включение z ∈ CKρ(Ma1).

Г. Пусть z = c+z1 + z2.
а) Из леммы 8 следует, что для любого k ∈ N для функции ζk ≡

c+ζk + ζ ′k верно включние ζk ∈ A0(T, ϕc+, dk(c
+)), из которого вытекает

включние ζk ∈ Ā0(T, ϕc+).
б) Из цепочки (2.8) получаем, что для любого k верно включение

c+ ∈ (c+
k , yk), поэтому определено значение Dk(c

+).

47



Для разности аргументов арктангенсов в формуле, определяющей
Dk(c

+), имеет место равенство

1

c+
− yk − c+

xk − c+
=

(c+ − c−)(c+ − c+
k )

c+(xk − c+)

из которого следует, что последовательность (Dk(c
+))∞k=1 убывает и стре-

мится к нулю (для оценки знаменателя используем цепочку xk − c+ >

yk − c+ > y1 − c+ > 0).
в) Пусть номер k′ такой, что выполнено неравенство Dk′(c

+) ≤
min{π/2, ϕc+}.

г) Точка ноль является точкой сгущения множестваX, поэтому после-
довательность (ak) стремится к нулю. Для любого ε > 0 выберем номер
k ≥ k′, такой, что ak < ε, затем фиксируем угол δ ∈ (Dk(c

+), Dk−1(c
+))

и опираясь на п.п. а), б), в) получим, что для любого h ∈ 1, k − 1 выпол-
нено включение ζh ∈ A0(T, ϕc+, δ).

д) Из п.п. а), г) и построения (2.12) следует, что для решения z вы-
полнены соотношения (1.4) при Λ = Λk, а в силу леммы 7 выполнено и
неравенство (1.5), а значит, решение z удовлетворяет условиям леммы 3
при ϕ0 = ϕc+, откуда получаем включение z ∈ CKρ(0).

5. Из п. п. 3 и 4 настоящего доказательства следует, что решения z1,
z2 и множество S = X ∪{0} удовлетворяют условиям леммы 4, а значит,
получаем, что искомая система A существует. Теорема 2 доказана.

Замечание 3. Для любой системы A ∈ M̃n, такой что Spκ(A) = X

(κ — произвольный показатель из Kn), и любого числа λ ∈ R+
∗ система,

определенная равенствами

A′(t) = A(λt), t ∈ R+,

удовлетворяет равенству Spκ(A′) = X ′, где

X ′ ≡
{a
λ
| a ∈ X

}
,

поэтому результат теоремы 2 можно усилить, заменив класс I, на класс
I ′, состоящий из множеств класса I и всех подобных им (если имеет
место включение A ∈M2

0, то верно и включение A′ ∈M2
0).
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Глава 3

Континуальные спектры

В работе [31] было установлено (с помощью эргодической теоремы),
что спектр частот Сергеева некоторого линейного автономного уравне-
ния 4-го порядка содержит целый отрезок. Далее, в работе [97] этот
факт был установлен для некоторого периодического линейного урав-
нения третьего порядка, а в работе [99] — и для линейной двумерной
неограниченной системы. В настоящей главе мы покажем, что контину-
альный спектр может быть также и у ограниченной двумерной системы.

Доказательства в работах [97] и [99] тесно связаны с проведенным
в работе [31] исследованием частоты суммы двух гармонических коле-
баний с несоизмеримыми коэффициентами при аргументе, например,
cos t+cos

√
2t. Мы, в свою очередь, только позаимствуем у авторов рабо-

ты [31] идею использовать для построения примера уравнения с конти-
нуальным спектром эргодичность иррациональной обмотки тора, толь-
ко вместо обмотки тора мы для построения системы с континульным
спектром будем применять равномерность распределения в отрезке [0, 1]

дробных частей от чисел последовательности iθ, i ∈ N, где θ — это про-
извольное иррациональное число.

Обозначим через ĊK2 множество всех решений z ∈ CK2, на которых
каждый показатель κ ∈ K2 имеет точный предел.
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Теорема 3. Для любого λ > 0 cуществует система A ∈ M2
0, для

которой выполнены включение S∗(A) ⊂ ĊK2 и равенство

SpK2(A) = [0, λ].

В настоящей главе мы снова пройдем путь из подготовки к построе-
нию системы и самого построения и увидим, что в случае континуаль-
ного спектра алгоритм склеивания решений окажется очень простым и
удивительным по сравнению с конечным и счетным случаями.

3.1 Вспомогательные леммы

Теперь мы на ряду с показателями блуждаемости будем вычислять
показатели колеблемости, поэтому нам потребуются несколько иные
определения множеств вектор-функций на отрезке.

Вспомним три условия для вектор-функций ζ из множества A(T, ϕ0):
1) φ(0) = ϕ0, где φ ≡ φζ ;
2) функция φ монотонна на отрезках [0, Q] (Q ≡ T/4), и [Q,H] (H ≡

T/2);
3) при каждом t ∈ (0, H] верно равенство φ(H + t) = φ(H − t).
Фиксировав T = 2π, для любого угла ϕ0 ∈ [0, 2π) определим мно-

жество B ≡ B(ϕ0) ≡ A(T, ϕ0) и через B′ ≡ B′(ϕ0) обозначим его под-
множество, состоящее только из функций ζ ∈ B(ϕ0), удовлетворяющих
дополнительным условиям:

4) φ̇(t) > 0 при всех t ∈ (0, Q) ∪ (Q,H);
5) φ(Q)− ϕ0 ≤ π/2.
Определим подмножество B1(ϕ0) ⊂ B′(ϕ0) и для произвольного δ ∈

(0, π/2) подмножества B0(ϕ0, δ) ⊂ B(ϕ0) и B̄0(ϕ0, δ) ⊂ B′(ϕ0) формулами

B0 ≡ B0(ϕ0, δ) ≡ {ζ ∈ B | φ(Q)− ϕ0, φ(H)− ϕ0 ∈ [0, π − δ)}, (3.1)

B̄0 ≡ B̄0(ϕ0, δ) ≡ {ζ ∈ B′ | φ(H)− ϕ0 ∈ (π − δ, π]}, (3.2)

B1 ≡ B1(ϕ0) ≡ {ζ ∈ B′ | φ(H)− ϕ0 ∈ (π, 3π/2]}. (3.3)

50



Для получения оценки сверху при подсчете показателей блуждаемо-
сти в первой главе мы использовали лемму 1. Следующая лемма 9 будет
выполнять такую же роль при подсчете показателей колеблемости.

Лемма 9. Для любых чисел ϕ0 ∈ [0, 2π) и δ ∈ (0, π/2) существу-
ет вектор m ∈ S1 такой, что для каждой функции ζ ∈ B0(ϕ0, δ) ∪
B̄0(ϕ0, δ) ∪ B1(ϕ0) при любом α верно соответствующее равенство

Nα(〈ζ,m〉, T ) =

{
0, ζ ∈ B0;

2, ζ ∈ B̄0 ∪ B1.

Доказательство. Пусть m ≡ (cosψ, sinψ), где ψ ≡ ϕ0 + π/2 − δ,
тогда для функции 〈ζ,m〉 имеет место цепочка

〈ζ,m〉 = |ζ| cosφ cosψ + |ζ| sinφ sinψ = |ζ| cos(φ− ψ). (3.4)

1. Если ζ ∈ B0, то из условий 1, 2 и формулы (3.1) следует, что при
любом t ∈ [0, H] верно включение φ(t)− ϕ0 ∈ [0, π − δ), поэтому

φ(t)− ψ = φ(t)− ϕ0 − π/2 + δ ∈ [−π/2 + δ, π/2), t ∈ [0, H],

а значит, функция cos(φ − ψ) вообще не имеет нулей на отрезке [0, H],
откуда, используя цепочку (3.4), при каждом α получаем равенство
Nα(〈ζ,m〉, H) = 0.

2. Если ζ ∈ B̄0 ∪ B1, то из условий 1, 4 и 5 получаем, что функция
φ− ψ на отрезке [0, Q] возрастает от значения

φ(0)− ψ = ϕ0 − ϕ0 − π/2 + δ ∈ (−π/2, π/2)

до значения

φ(Q)− ψ = φ(Q)− ϕ0 − π/2 + δ ≤ δ < π/2,

а на отрезке [Q,H] возрастает до значения φ(H)−ψ, причем из формул
(3.2) и (3.3) следует, что

φ(H)− ψ = φ(H)− ϕ0 − π/2 + δ ∈ (π/2, π + δ),

51



поэтому функция φ − ψ на всем отрезке [0, H] принимает значение π/2
ровно один раз в некоторой точке λ ∈ (Q,H). При любом t ∈ [0, H] верно
включение φ(t)−ψ ∈ (−π/2, 3π/2), а значит, в силу (3.4) заключаем, что
λ — это единственный ноль функции 〈ζ,m〉 на отрезке [0, H]. Из (3.4)
получим цепочку

˙〈ζ,m〉 =
d

dt
(|ζ| cos(φ− ψ)) = |ζ̇| cos(φ− ψ)− |ζ| sin(φ− ψ)φ̇,

а из нее, равенства φ(λ)− ψ = π/2 и условия 4 — соотношение

˙〈ζ(λ),m〉 = −|ζ(λ)|φ̇(λ) 6= 0,

из которого следует, что число λ — это и строгая смена знака и некрат-
ный ноль функции 〈ζ,m〉, откуда, используя замечание 1, выводим, что
при каждом α верно равенство Nα(〈ζ,m〉, H) = 1.

3. Из результатов п. п. 1, 2 и условия 3 получаем утверждение леммы.
Лемма 9 доказана.

Лемма 10 представляет собой более подробную формулировку леммы
1 из первой главы, причем с использованием новых множеств вектор-
функций.

Лемма 10. Для произвольных чисел ϕ0 ∈ [0, 2π), δ ∈ (0, π/2) и ε > 0

существует оператор L ∈ AutR2 такой, что для каждой функции
ζ ∈ B0(ϕ0, δ) ∪ B̄0(ϕ0, δ) ∪ B1(ϕ0) верны утверждения:

1◦) функция φLζ монотонна на отрезках [0, Q] и [Q,H], а при ζ ∈
B̄0 ∪ B1 монотонна на [0, H];

2◦) выполнено соответствующее неравенство

P(Lζ, T ) ≤


ε, ζ ∈ B0;

6π, ζ ∈ B̄0;

2π + ε, ζ ∈ B1.

Доказательство. 1. По лемме 1 по числам T = 2π, ϕ0 ∈ [0, 2π),
δ ∈ (0, π/2) и ε > 0 выберем оператор L.

Утверждение 2◦ получим из соотношений B0(ϕ0, δ) ⊂ A0(T, ϕ0, δ),
B̄0(ϕ0, δ) ⊂ Ā0(T, ϕ0) ∪ A1(T, ϕ0) и B1(ϕ0) ⊂ B1(T, ϕ0).
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2. В доказательстве леммы 1 установлено, что для оператора L верно
равенство L = SnR, n ∈ N, где

Sn ≡
(

1 0

0 n

)
, R ≡

(
cosψ sinψ

− sinψ cosψ

)
, ψ ≡ ϕ0 − δ/2.

Оператор R — это поворот по часовой стрелке на угол ψ, а оператор
Sn — растяжение вдоль оси ординат, поэтому промежутки монотонности
функции φLnζ такие же, как у функции φ, следовательно, для оператора
L верно утверждение 1◦.

Лемма 10 доказана.

Лемма 11 при вычислении показателей колеблемости и блуждаемости
поможет получать оценку снизу (утверждение аналогичное утвержде-
нию настоящей леммы было необходимо и в первой главе в лемме 2, и
там оно было установлено внутри доказательства леммы 2, а именно, в
п. А).

Лемма 11. Для любого угла ϕ0 ∈ [0, 2π), любой функции ζ ∈ B1(ϕ0)

и любого вектора m ∈ S1 при каждом α верна оценка

Nα(〈ζ,m〉, T ) ≥ 2. (3.5)

Лемма 11 означает, что если вектор-функция лежит во множестве B1,
т.е. совершает целый полуоборот, то какой бы единичный вектор мы не
взяли, проекция этой функции на вектор будет иметь не меньше двух
нулей.

Доказательство. Для произвольного вектора m пусть ψ — это та-
кой угол, что m = (cosψ, sinψ), тогда для функции ζ верна цепочка
(3.4). Функция φ − ψ на отрезке [0, H] непрерывна и в силу условия 4
возрастает от значения ϕ0 − ψ до значения φ(H) − ψ, причем из фор-
мулы (3.3) следует, что ширина отрезка [ϕ0, φ(H)], а значит, и отрезка
[ϕ0 − ψ, φ(H)− ψ] больше π, поэтому функция cos(φ− ψ) на интервале
(0, H) имеет хотя бы одну строгую смену знака. Из цепочки (3.4) выте-
кает оценка N−(〈ζ,m〉, H) ≥ 1, а оценку (3.5) при каждом α получаем
из условия 3 и замечания 1. Лемма 11 доказана.
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Докажем вспомогательную лемму 12.
Лемма 12. Если для последовательности действительных чисел

(an) верно равенство lim
n→∞

an/n = a, то

lim
t→∞

a[t/T ]

t
=
a

T
.

Доказательство.

lim
t→∞

1

t
a[t/T ] =

1

T
· lim
t→∞

[t/T ]T

t
· lim
t→∞

1

[t/T ]
a[t/T ] =

1

T
· 1 · a.

Лемма 12 доказана

3.2 Вычисление показателей колеблемости и блуж-
даемости

В настоящей главе решения системы будут иметь более сложный вид,
чем решения в теоремах 1 и 2, и лемма 2 для вычисления показателей
уже не будет применима. Вместо нее мы будем использовать леммы 13
и 14.

Определение 9. Последовательность дробных долей (θi) называется
равномерно распределенной по модулю 1 (сокращенно р. р. мод 1), если
для каждого интервала [a, b) ⊂ [0, 1) имеет место равенство

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

χ[a,b)(θi) = b− a,

где χ[a,b) — это характеристическая функция промежутка [a, b).
Пример такой последовательности — θi ≡ {iπ}, i ∈ N, где {iπ} — это

дробная часть числа iπ (доказательство см. [50, §2, пример 2.1]), причем
на месте числа π может стоять любое иррациональное число.

Лемма 13. Пусть заданы решение z ∈ S2
∗ , угол ϕ0 ∈ [0, 2π), р. р. мод

1 последовательность дробных долей θi /∈ Q, i ∈ N, и вектор-функция
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ξ ∈ C([0, 1],R2
∗) такая, что функция φξ возрастает на отрезке [0, 1],

и имеет место соотношение [φξ(0), φξ(1)] ⊂ [ϕ0, ϕ0 + 3π/2]. Если для
решения z верны включения

ζ i = ζT,iz ∈ B′(ϕ0), i ∈ N, (3.6)

и равенства
ζ i(H) = ξ(θi), i ∈ N, (3.7)

то выполнено включение z ∈ ĊK2(a), в котором значение a зависит
от раcположения промежутка (φξ(0), φξ(1)] относительно точки ϕ̆ ≡
ϕ0 + π следующим образом

a =


0, если φξ(1) < ϕ̆;

1− θ, если ϕ̆ ∈ (φξ(0), φξ(1)], φξ(θ) = ϕ̆, θ ∈ (0, 1];

1, если ϕ̆ ≤ φξ(0).

Геометрически график в фазовом пространстве у решения из усло-
вия леммы 13 имеет следующий вид: он похож на гроздь, состоящую
из вектор-функций из класса B′, у которых правые концы совпадают и
имеют угловую координату ϕ0, а левые концы распределены вдоль гра-
фика вектор-функции ξ. Значение показателей на решении зависит от
расположения грозди относительно прямой, проходящей через начало
координат и точку на единичной окружнойсти с угловой координатой
ϕ0: если все ветви грозди расположены с одной стороны относительно
этой прямой, то показатели равны нулю, если часть ветвей пересекают
прямую, то показатели принимают значение 1−θ, а если пересекают все,
то значение показателей равно 1.

Доказательство. I. Покажем, что z ∈ ĊK2(1 − θ) в случае, когда
функция φξ в некоторой точке θ ∈ (0, 1] принимает значение ϕ̆.

1. Используя непрерывность и возрастание функции φξ на отрезке
[0, 1], выберем такое рациональное число θ′ ∈ (0, θ), что ϕ̆−φξ(θ′) < π/2,
и положим δ ≡ ϕ̆− φξ(θ′) ∈ (0, π/2).

Определим функцию φ′ ≡ φξ − ϕ0 и из равенств (3.7) получим равен-
ства

φζi(H)− ϕ0 = φξ(θi)− ϕ0 = φ′(θi), i ∈ N, (3.8)
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а затем из возрастания функции φ′ на [0, 1], соотношения [φ′(0), φ′(1)] ⊂
[0, 3π/2], равенств φ′(θ′) = π − δ, φ′(θ) = π и (3.8), соотношений (3.6) и
формул (3.1), (3.2), (3.3) выведем включения

ζ i ∈


B0(ϕ0, δ), θi ∈ (0, θ′);

B̄0(ϕ0, δ), θi ∈ (θ′, θ];

B1(ϕ0), θi ∈ (θ, 1),

i ∈ N (3.9)

(члены последовательности (θi) иррациональны, поэтому никогда не при-
нимают значение θ′; если θ = 1, промежуток (θ, 1) считается пустым
множеством).

2. Из определений 2, 4 и 5 выведем неравенства

κ̌◦(z) ≤ κ̌•(z) ≤ κ̂•(z), (3.10)

κ̌◦(z) ≤ κ̂◦(z) ≤ κ̂•(z), (3.11)

в которых на месте κ может стоять να при любом α или ρ.
3. Для любого α докажем равенства

ν̌•α(z) = ν̂•α(z) = ν̌◦α(z) = ν̂◦α(z) = ρ̌◦(z) = ρ̂◦(z) = 1− θ.

А. Из соотношений (3.9) и леммы 11 для любого t ∈ R+ и любого
вектора m ∈ S1 получим цепочку

Nα(〈z,m〉, t) ≥
[t/T ]∑
i=1

Nα(〈ζ i,m〉, T ) ≥ 2

[t/T ]∑
i=1

χ(θ,1)(θi),

а из нее, используя определение 9 и применяя лемму 12 к последователь-
ности (an), где an =

∑n
i=1 χ(θ,1)(θi), выведем оценку снизу

ν̌◦α(z) = lim
t→∞

inf
m∈S1

π

t
Nα(〈z,m〉, t) ≥ lim

t→∞
inf
m∈S1

2π

t

[t/T ]∑
i=1

χ(θ,1)(θi) =

= lim
t→∞

2π

t

[t/T ]∑
i=1

χ(θ,1)(θi) =
2π

T
(1− θ).
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Б. Для чисел ϕ0 и δ по лемме 9 построим вектор m′ и, опираясь на
соотношения (3.9) и равенства из утверждения леммы 9, для любого t
получим равенство

Nα(〈z,m′〉, t) = 2

[t/T ]∑
i=1

χ(θ,1)(θi)+2

[t/T ]∑
i=1

χ(θ′,θ](θi)+Nα

(
〈ζ [t/T ]+1,m′〉, {t/T}T

)
,

а затем, снова используя определение 9 и лемму 12, вычислим предел

lim
t→∞

π

t
Nα(〈z,m′〉, t) =

2π

T
(1− θ) +

2π

T
(θ − θ′) + 0. (3.12)

В. Из неравенств (3.10) при κ = να, оценки п. А и равенства (3.12)
получаем цепочку

1− θ ≤ ν̂•α(z) = inf
m∈S1

lim
t→∞

π

t
Nα(〈z,m〉, t) ≤

≤ lim
t→∞

π

t
Nα(〈z,m′〉, t) = 1− θ + (θ − θ′).

Число θ′ в п. 1 может быть выбрано сколь угодно близко к числу θ,
а значит, из полученной цепочки следует, что пределы в определении
величины ν̂•α(z) можно заменить на обычные, и верно равенство ν̂•α(z) =

1 − θ. Из аналогичной цепочки вытекает, что в определении величины
ν̌•α(z) также можно заменить пределы, и что ν̌•α(z) = 1− θ.

Г. Из неравенств (3.11) при κ = να, оценки п. А и равенства ν̂•α(z) =

1−θ получаем равенства ν̌◦α(z) = ν̂◦α(z) = 1−θ, из которых вытекает, что
пределы в определениях величин ν̌◦α(z) и ν̂◦α(z) также можно заменить
на обычные.

Используя результат о совпадении слабых частот гиперкорней и
слабых показателей блуждаемости [71, теорема 4], получим равенства
ρ̌◦(z) = ρ̂◦(z) = 1− θ, а из этих равенств — точность пределов в величи-
нах ρ̌◦(z) и ρ̂◦(z).

4. Докажем недостающие равенства

ρ̌•(z) = ρ̂•(z) = 1− θ. (3.13)

А. Для чисел ϕ0, δ и для произвольного ε ∈ (0, π] по лемме 10 постро-
им оператор L′.
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Для любого i из равенства φζi(0) = ϕ0 и линейности опратора L′

выведем равенство φL′ζi(0) = φL′ζ1(0), а затем, используя утверждение
1◦ леммы 10, получим цепочку

P(L′ζ i, T ) = 2

∫ H

0
|φ̇L′ζi(τ)| dτ = 2|φL′ζi(H)− φL′ζi(0)| =

= 2|φL′ξ(θi)− φL′ζ1(0)| ≡ f(θi). (3.14)

Функция f(θ) непрерывна, поэтому из критерия Вейля (см. [99,§1, тео-
рема 1.1]) вытекает, что следующий предел существует

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

P (L′ζ i, T ) = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

f(θi) ≡ b.

Из утверждения 2◦ леммы 10 для любого t выведем оценку

∆(t) ≡ P
(
L′ζ [t/T ]+1, {t/T}T

)
≤ 6π,

а из нее и леммы 12 получим, что следующий предел также существует

lim
t→∞

1

t
P(L′z, t) = lim

t→∞

1

t

[t/T ]∑
i=1

P(L′ζ i, T ) + ∆(t)

 =
b

T
+ 0. (3.15)

Б. Теперь оценим значение b/T . Снова используя утверждение 2◦ лем-
мы 10 и соотношения (3.9), выведем неравенство для любого t

P(L′z, t) ≤ (2π + ε)

[t/T ]∑
i=1

χ(θ,1)(θi) + 6π

[t/T ]∑
i=1

χ(θ′,θ](θi) + ε

[t/T ]∑
i=1

χ(0,θ′)(θi) + 3π

и поделим обе его части на t, а затем, применяя определение 9 и лемму
12, перейдем в нем к пределу по t, получив оценку

b

T
≤ 2π + ε

T
(1−θ)+

6π

T
(θ−θ′)+

ε

T
θ′+0 ≡ 1−θ+ε′, где ε′ > 0. (3.16)

В. Из неравенств (3.11) при κ = ρ, равенств ρ̌◦(z) = 1−θ и (3.15), оцен-
ки (3.16) и рассуждения, аналогичного проведенному в п. I.3.В , следует,
что верны равенства (3.13), и что пределы в определении показателей
ρ̌•α(z) и ρ̂•α(z) можно заменить на обычные, а значит, z ∈ ĊK2(1− θ).
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II. А. Если для решения z выполнено неравенство φξ(1) < ϕ̆, то φ′(1) <

π, поэтому из возрастания функции φ′, равенств (3.8) и формулы (3.1)
следуют включения (3.9) при δ ≡ min{π − φ′(1), π/4} и θ′ = θ = 1, а из
них и рассуждения аналогичного проведенному в п.п. I.3–I.4 вытекает
включение z ∈ ĊK2(0).

Б. Если же для z выполнено неравенство ϕ̆ ≤ φξ(0), то π ≤ φ′(0),
поэтому из возрастания φ′, (3.8), (3.3) и иррациональности членов после-
довательности (θi)снова получаем (3.9), но уже при любом δ ∈ (0, π/2) и
θ′ = θ = 0, а из аналогичного с проведенным в п.п. I.3–I.4 рассуждения
выводим включение z ∈ ĊK2(1).

Лемма 13 доказана.
В случае, когда решение z целиком состоит из вектор-функций мень-

ших, чем полуоборот, причем не обязательно лежащих в классе B′, будем
использовать лемму 14.

Лемма 14. Пусть заданы решение z ∈ S2
∗ , числа ϕ0 ∈ [0, 2π), δ ∈

(0, π/2) и вектор v ∈ R2
∗, тогда

1) если выполнены соотношения

ζ i ∈ B0(ϕ0, δ), ζ i(Q) = ζ i(H) = v, i ∈ N, (3.17)

то верно включение z ∈ ĊK2(0);
2) если заданы еще и р. р. мод 1 последовательность дробных долей

(θi), и вектор-функция ξ ∈ C([0, 1],R2
∗), и вместо соотношений (3.17)

выполнены соотношения

ζ i ∈ B0(ϕ0, δ), ζ i(Q) = v, ζ i(H) = ξ(θi), i ∈ N,

то также верно включение z ∈ ĊK2(0).
Доказательство. Оба утверждения настоящей леммы следуют из

рассуждения аналогичного с рассуждением в п.п. I.3–I.4 доказательства
леммы 13 с заменой цепочки (3.14) на цепочку

P(L′ζ i, T ) = 2

∫ H

0
|φ̇L′ζi(τ)| dτ =

= 2(|φL′ζi(Q)− φL′ζi(0)|+ |φL′ζi(H)− φL′ζi(Q)|) =
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= 2(|φL′v − φL′ζ1(0)|+ |φL′v − φL′v|) = 2(|φL′v − φL′ζ1(0)| ≡ f.

в первом случае и на цепочку

P(L′ζ i, T ) = 2

∫ H

0
|φ̇L′ζi(τ)| dτ =

= 2(|φL′v − φL′ζ1(0)|+ |φL′ξ(θi)− φL′v|) ≡ f(θi)

во втором. Лемма 14 доказана.

3.3 Построение системы по решениям

Докажем аналогичную лемме 4 в первой главе лемму 15.
Лемма 15. Если для решений z1, z2 ∈ S2, чисел ε, b > 0 и подмно-

жества X ⊂ R+ выполнены условия
(a) |z1|, |z2|, |ż1|, |ż2| ≤ b;

(b) det(z1, z2) ≥ ε;

(c) Z ≡ {cz1 + z2 | c ∈ R} ∪ {z1} ⊂ ĊK2, {ρ̌•(z) | z ∈ Z} = X,

то существует система A ∈M2
0, для которой верны соотношения

S(A) ⊂ ĊK2, SpK2(A) = X.

Доказательство. 1. Пусть Z ≡ (z1, z2), тогда, повторяя рассуж-
дение п.п. 1, 2 доказательства леммы 4, из условий (a) и (b) получим
включение A ≡ ŻZ−1 ∈ M2

0, и что для любого решения z̃ ∈ S(A) най-
дутся число k ∈ R\{0} и решение z ∈ Z такие, что верно представление
z̃ = kz.

2. В силу определений 1 и 3 для любого момента t ∈ R+ и любого
вектора m ∈ S1 при всех α верно равенство Nα(〈z̃, m〉, t) = Nα(〈z,m〉, t)
и для любого оператора L ∈ AutR2 — равенство P(Lz̃, t) = P(Lz, t).
Из полученных равенств и определений 2, 4 и 5 следует, что для любого
показателя κ ∈ K2 справедливо равенство κ(z̃) = κ(z), и что включение
z ∈ ĊK2 влечет включение z̃ ∈ ĊK2, а значит, утверждение настоящей
леммы вытекает из условия (c).

Лемма 15 доказана.
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3.4 Фундаментальная система решений

В доказательстве теоремы 3 будем строить решения удовлетворяющие
лемме 15 при X = [0, 1] и восстанавливать по ним систему A.

Доказательство теоремы 3.
I. Определим вектор-функцию ζ ∈ C1([0, T ],R2

∗) и скалярную функ-
цию g′ ∈ C1([Q,H],R+), как в п. 1 доказательства леммы 5.

Пусть числа x, y, F ∈ R удовлетворяют соотношениям

1 < y < x, x ≤ (y + 1)2/4, 0 < F < x− y,

и θi, i ∈ N — произвольная р. р. мод 1 последовательность иррацио-
нальных чисел (например, {iπ}), тогда для каждого i ∈ N определимим
вектор-функцию ζi ∈ C1([0, T ],R2

∗) равенствами

ζi|[0,Q] ≡
(

0

1

)
, ζi|(Q,H] ≡

(
(−x+ θiF )g′

1− (y + 1)g′

)
,

ζi(H + t) ≡ ζi(H − t), t ∈ (0, H].

II. Получим некоторые свойства функций ζ, ζ1, . . . , ζi, . . ., опираясь
на их построение в п. I.

1. При некотором b > 0 имеют место оценки |ζ|, |ζ̇| ≤ b, |ζi|, |ζ̇i| ≤ b,
i ∈ N.

2. Докажем, что при некотором ε > 0 для любого i выполнено нера-
венство det(ζ, ζi) > ε.

А. Верны оценки

|ζ| ≥ 1, |ζi| ≥ ε1 ≡ inf
i∈N

min
t∈[Q,H]

|ζi(t)| > 0. (3.18)

Б. Для любого t ∈ [0, Q] выполнены включения

φζ(t) ∈ [0, π/4] , φζi(t) = π/2,

φζi(t)− φζ(t) ∈ [π/4, π/2], (3.19)
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а для любого t ∈ [Q,H], поскольку точка ζi(H) = (−x+θiF,−y)> лежит
строго в III четверти, — включения

φζ(t) = π/4,

φζi(t) ∈
[
π/2, π + arctg

(
y/(x− θiF )

)]
⊂
[
π/2, π + arctg

(
y/(x− F )

)]
,

φζi(t)− φζ(t) ∈
(
π/4, 3π/4 + arctg

(
y/(x− F )

)]
. (3.20)

Из (3.19), (3.20) и неравенств y/(x − F ) < 1, arctg
(
y/(x − F )

)
< π/4

следует оценка

sin(φζi − φζ) ≥ ε2 ≡ sin
(
3π/4 + arctg

(
y/(x− F )

))
> 0. (3.21)

В. Требуемое в п. II.2 утверждение вытекает из оценок (3.18), (3.21)
и равенства

det(ζ, ζi) = |ζ||ζi| sin(φζi − φζ).

3. Имеет место включение ζ ∈ B0(0, π/4).
4. Установим, что, если c ∈ (0, y), то верны включения

cζ + ζi ∈ B′(ϕc), i ∈ N, (3.22)

где ϕc ≡ π/2 − arctg c, а, если c ∈ R \ (0, y), то при некотором δc верны
включения

cζ + ζi ∈ B0(ϕc, δc), i ∈ N. (3.23)

А. Пусть c ∈ R и ζ = cζ + ζi. Из построения в п. I следует включение
ζ ∈ C1([0, T ],R2), а из неравенства det(ζ, ζi) > ε и цепочки

det(ζ, ζ) = det(ζ, cζ + ζi) = det(ζ, ζi)

получаем, что функция ζ на отрезке [0, T ] не обращается в ноль, следо-
вательно, для нее определена функция φ.

Б. Условие 1 множества B(ϕc) ≡ A(2π, ϕc) вытекает из равенства
ζ(0) = (c, 1)>.

Функция ζ при t ∈ [0, Q] и при t ∈ [Q,H] движется по отрезкам в
фазовой плоскости, и функции g и g′ монотонны, поэтому выполнено
условие 2.
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Условие 3 верно в силу построения функций ζ и ζi, а значит, выпол-
нено включение ζ ∈ B(ϕc).

В. Выпишем координаты точек

ζ(H) = (c− x+ θiF, c− y), ζ(Q) = (c, c+ 1)>, ζ(0) = (c, 1)>.

Г. Пусть (xζ , yζ)
> — это координаты функции ζ. Если c ∈ (0, y), то точ-

ки ζ(0) и ζ(Q) лежат в I четверти на вертикальной прямой, не совпада-
ющей с осью ординат, причем yζ(Q) > yζ(0), поэтому при всех t ∈ (0, Q)

неравенство φ̇(t) > 0 следует из неравенства ġ(t) > 0. Tочка ζ(H) лежит
строго в III четверти и в силу неравенств xζ(H) < yζ(H) и xζ(Q) < yζ(Q)

вместе с точкой ζ(Q) расположена над диагональю фазовой плоскости,
проходящей через I и III четверть, поэтому при всех t ∈ (Q,H) неравен-
ство φ̇(t) > 0 снова следует из неравенства ġ(t) > 0, откуда получаем
условие 4.

Условие 5 также следует из расположение точек ζ(0) и ζ(Q).
Д. Если c ∈ [y,∞), то точки ζ(0), ζ(Q) и ζ(H) лежат в верхней полу-

плоскости, причем из соотношений xζ(0) = xζ(Q) и yζ(Q) > yζ(0) следует
включение φ(Q) ∈ [ϕc, π]. Если c ∈ [y, x− θiF ], то ζ(H) лежит во II чет-
верти, а ζ(0) — в I, поэтому φ(H) ∈ [ϕc, π], а если c ∈ [x − θiF,+∞], то
из неравенств

1

c
< 1 <

c− y
c− x+ θiF

, arctg
1

c
< arctg

c− y
c− x+ θiF

,

cнова получаем включение φ(H) ∈ [ϕc, π], а значит, при всех c ∈ [y,∞)

имеем (3.23) при любом δc ∈ (0, ϕc).
Ж. Если c ∈ (−∞, 0], то точки ζ(0), ζ(Q) и ζ(H) расположены в левой

полуплоскости, причем ζ(0) — во II четверти, а ζ(H) — в III, откуда
получаем φ(H) > φ(0). Из соотношений xζ(0) = xζ(Q) и yζ(Q) ≤ yζ(0)

получаем φ(Q) ≥ φ(0), и из неравенств φ(Q), φ(H) < π + π/4 выводим
включение (3.23) при любом δc ∈ (0, π/4].

III. Определим решения z1, z2 равенствами

ζ iz1 ≡ ζ, ζ iz2 ≡ ζi, i ∈ N, (3.24)

и для любого решения z ∈ Z найдем значение a, при котором выполнено
включение z ∈ ĊK2(a).
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1. Пусть z = cz1 +z2 и c ∈ (0, y). При любом θ ∈ [0, 1] вектор-функция
ξ(θ) = (−x+θF+c,−y+c)> принимает значения в III четверти, поэтому
верно равенство

φξ(θ) = π + arctg
y − c

x− θF − c
,

из которого вытекает, что функция φξ возрастает на отрезке [0, 1] и имеет
место соотношение [φξ(0), φξ(1)] ⊂ [ϕc, ϕc+ 3π/2], откуда в совокупности
с построением (3.24) решений z1 и z2 и включениями (3.22) следует, что
решение z, угол ϕ0 = ϕc, последовательность (θi) и вектор-функция ξ

удовлетворяют условиям леммы 13.
Величина

φξ(θ)− ϕ̆ = φξ(θ)− ϕc − π = π + arctg
y − c

x− θF − c
− arctg

1

c
− π (3.25)

того же знака, что и величина

y − c
x− θF − c

− 1

c
=

θF − f(c)

c(x− θF − c)
, (3.26)

где f(c) ≡ c2 − c(y + 1) + x.

Из неравенства x ≤ (y+ 1)2/4 следует, что уравнение f(c) = 0 имеет два
корня c1, c2 (возможно совпадающих), а из неравенства F > 0 следует,
что и уравнение f(c) = F имеет два корня c′1, c

′
2, причем имеет место

соотношение [c1, c2] ⊂ (c′1, c
′
2). На краях исследуемого интервала (0, y) из

равенств f(0) = x и f(y) = x− y получаем оценки f(0) > F и f(y) > F ,
из которых вытекает соотношение [c′1, c

′
2] ⊂ (0, y).

А. Если c ∈ (0, y)\[c′1, c′2], то f(c) > F , поэтому при θ = 1 из равенства
(3.26) и цепочки (3.25) следует неравенство φξ(1) − ϕ̆ < 0, из которого
по лемме 13 получаем включение z ∈ ĊK2(0).

Б. Если c ∈ [c′1, c
′
2]\[c1, c2], то f(c) ∈ (0, F ]. Подставляя в правую часть

(3.26) значение θ = f(c)/F ∈ (0, 1] и учитывая (3.25), получим равенсвто
φξ(θ) − ϕ̆ = 0, из которого снова по лемме 13 выводим включение z ∈
ĊK2(1− θ).

При различных значениях параметра c ∈ (c2, c
′
2] функция f(c) при-

нимает все значения промежутка (0, F ], а значение θ, в свою очередь,
принимает все значения из промежутка (0, 1].
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В. Если c ∈ [c1, c2], то то f(c) ≤ 0, поэтому при θ = 0 из (3.26) и (3.25)
следует неравенство φξ(0) − ϕ̆ ≥ 0, из которого по лемме 13 получаем,
что z ∈ ĊK2(1).

2. Если z = cz1 + z2 и c ∈ R \ (0, y), то, опираясь на включения
(3.23) и построение (3.24) и применяя второе утверждение леммы 14 при
v = (c, c+ 1)>, получим включение z ∈ ĊK2(0), а если z = z1, то из п. II.3
и первого утверждения леммы 14 при v = (1, 1)> также получим, что
z ∈ ĊK2(0).

IV. Из построения (3.24) и результатов п. п. II.1, II.2 и III следует,
что для решений z1 и z2 выполнены условия (a), (b) и (c) леммы 15
при X = [0, 1], а из нее и соображений, аналогичных высказанным в
замечании 3 — утверждение теоремы.

Теорема 3 доказана.
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Заключение

В первой главе настоящей работы удалось выяснить, что спектр пока-
зателей блуждаемости для двумерных ограниченных непрерывных си-
стем, в отличие от автономных систем, может состоять из более чем
одного значения. Кроме того, даже в классе периодических систем най-
дены такие, что их спектр совпадает со сколь угодно большим конечным
множеством неотрицательных чисел, причем все значения в их спектре
существенные. Этот результат говорит о том, что ожидать от спектров
показателей блуждаемости такого же простого строения, каким облада-
ют спектры показателей Ляпунова, не следует, т.е. спектры показателей
блуждаемости устроены сложнее. В дальнейшем хотелось бы получить
ответ на вопрос: всегда ли спектр периодической системы конечен?

Во второй главе получено, что спектр показателей блуждаемости мо-
жет состоять из бесконечного (счетного) числа значений, а также выде-
лено некоторое семейство счетных множеств, реализуемых, как спектр
хотя бы одной двумерной ограниченной системы. Однако пока не извест-
но, что из себя представляет класс всех таких счетных множеств.

В третьей главе установлено, что множество элементов в спектре по-
казателей колеблемости и блуждаемости для ограниченной системы мо-
жет иметь мощность континуума и даже совпадать с отрезком числовой
прямой. Исходя из этого, логично предположить, что спектр указанных
показателей может представлять собой и более сложно устроенное мно-
жество, чем просто отрезок или дискретное множество точек. Поэтому
следующим шагом на пути к полному описанию спектров показателей
колеблемости и блуждаемости в двумерном ограниченном случае могло
бы быть отыскание класса каких-либо более сложно устроенных мно-
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жеств, реализуемых спектрами.
В заключение отметим, что в настоящей работе автором был разра-

ботан некоторый специальный подход к построению дифференциальных
систем с заданными свойствами. В дальнейшем он также может исполь-
зоваться в аналогичных построениях и другими математиками, специа-
лизирующимися в качественной теории дифференциальных уравнений.
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