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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ àôôèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü, êîòîðîå
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü K.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàìà ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ àôôèííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ìîæåò è íå áûòü àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé, îíà ñîäåðæèò àëãåáðàè÷å-
ñêèå ïîäãðóïïû, òî åñòü òàêèå ïîäãðóïïû, êîòîðûå ìîæíî íàäåëèòü ñòðóêòóðîé
àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû òàê, ÷òîáû äåéñòâèå ïîäãðóïïû íà ìíîãîîá-
ðàçèè áûëî ðåãóëÿðíûì. Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îäíîìåðíûå ñâÿçíûå
àëãåáðàè÷åñêèå ïîäãðóïïû, êîòîðûå áûâàþò äâóõ òèïîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ga àä-
äèòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿK, à ÷åðåçGm îáîçíà÷èì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ýòîãî
ïîëÿ. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ îäíîìåðíàÿ ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîðô-
íà ëèáî Ga, ëèáî Gm.

Îäíà èç ïðè÷èí, ïî êîòîðîé èíòåðåñíû ãðóïïû Ga è Gm, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî äåéñòâèÿ ýòèõ ãðóïï íà àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìî-
ùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíîâ. Äåéñòâèÿì ãðóïïû Gm ñîîòâåòñòâóþò ãðàäóèðîâ-
êè ãðóïïîé Z íà àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè. À äåéñòâèÿì
ãðóïïû Ga ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà òîé
æå àëãåáðå. Ýòî òàêèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà àë-
ãåáðû íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ñòåïåíü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ áóäåò
ðàâíà íóëþ íà ýòîì ýëåìåíòå.

Áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäãðóïï ïîìîãàåò îïèñàòü
òèïè÷íûå îðáèòû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ èëè äàæå âñå îðáèòû.

Íàçîâåì òî÷êó íà ìíîãîîáðàçèè ãèáêîé, åñëè êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ìíî-
ãîîáðàçèþ â ýòîé òî÷êå ïîðîæäåíî êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê îðáèòàì âñåâîç-
ìîæíûõ Ga-äåéñòâèé íà ìíîãîîáðàçèè. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ãèáêèì, åñëè
êàæäàÿ åãî ãëàäêàÿ òî÷êà ãèáêàÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ãèáêîñòè àôôèííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàç-
ìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ äåéñòâóåò òðàíçè-
òèâíî íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ òî÷åê. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SAut(X) ïîäãðóïïó â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðà-
çèÿ X, ïîðîæäåííóþ âñåìè îäíîìåðíûìè ïîäãðóïïàìè èçîìîðôíûìè Ga. Êàê
è âñÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ, ýòà ãðóïïà íå îáÿçàíà áûòü àëãåáðàè÷åñêîé. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî äåéñòâèå íåêîòîðîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷ûõ íàáîðîâ îäèíàêî-
âîé äëèíû, ñîñòîÿùèõ èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, ñóùåñòâóåò
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ýëåìåíò ãðóïïû, êîòîðûé ïåðåâîäèò ïåðâûé óïîðÿäî÷íûé íàáîð âî âòîðîé.

Òåîðåìà. (Arzhantsev, Flenner, Kaliman, Kutzschebauch, Zaidenberg1). Ïóñòü X
íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå ÷åì 2. Òîãäà ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ãðóïïà SAut(X) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ òî÷åê.

2. Ãðóïïà SAut(X) äåéñòâóåò áåñêîíå÷íî òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå ãëàä-
êèõ òî÷åê.

3. Ìíîãîîáðàçèå X ãèáêîå.

Íà äàííûé ìîìåíò áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîãèå èçâåñòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ãèáêèìè. Íàïðèìåð, íåâûðîæäåííûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è àôôèííûå
êîíóñà íàä ìíîãîîáðàçèÿìè ôëàãîâ2. Â ðàáîòå À.Þ. Ïåðåïå÷êî3 äîêàçàíà ãèá-
êîñòü àôôèííûõ êîíóñîâ íàä ïîâåðõíîñòÿìè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4 è 5. Äðóãèå
ïðèìåðû ãèáêèõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòå ¾Flexible a�ne cones and
�exible coverings4¿.

Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ êàêèì-ëèáî øèðîêèì êëàññîì ìíîãîîáðàçèé. Íàïðèìåð, ìíî-
ãîîáðàçèÿìè, ó êîòîðûõ àïðèîðè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ. Òà-
êèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ÿâëÿþòñÿ êâàçèîäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà � ýòî ìíîãîîá-
ðàçèÿ, íà êîòîðûõ äåéñòâóåò àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ îòêðûòîé â òîïîëîãèè Çà-
ðèññêîãî îðáèòîé. Åñëè ïîòðåáîâàòü áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå, ÷òîáû áîðåëåâñêàÿ
ïîäãðóïïà äåéñòâîâàëà ñ îòêðûòîé îðáèòîé, òî òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò
óäîáíîå îïèñàíèå. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè. Èíôîðìàöèþ
î ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Ä.À. Òèìàøåâà5. Îïèñàíèå
ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî óäîáíûì, åñëè ãðóïïà, êîòîðàÿ
äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè, ÿâëÿåòñÿ òîðîì. Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ òî-
ðè÷åñêèìè. Òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì ïîñâÿùåíà êíèãà ¾Toric Varieties6¿.

1Arzhantsev I., Flenner H., Kaliman S., Kutzschebauch F., Zaidenberg M., Flexible varieties and automorphism

groups, Duke Mathematical Journal, 162:4, (2013), 767-823.
2Àðæàíöåâ È.Â., Çàéäåíáåðã Ì.Ã., Êóþìæèÿí Ê.Ã., Ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ, òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è íàä-

ñòðîéêè: òðè ïðèìåðà áåñêîíå÷íîé òðàíçèòèâíîñòè, Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 203:7 (2012), 3�30.
3Ïåðåïå÷êî À. Þ., Ãèáêîñòü àôôèííûõ êîíóñîâ íàä ïîâåðõíîñòÿìè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4 è 5, Ôóíêöèî-

íàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, 47:4 (2013), 45�52.
4Michalek M., Perepechko A., Hendrik S., Flexible a�ne cones and �exible coverings, Mathematische Zeitschrift,

209:3-4, (2018), 1457-1478.
5Timashev D., Homogeneous spaces and equivariant embeddings, Encyclopaedia of Mathematical Sciences, 138,

(2011).
6Cox D., Little J., Schenck H., Toric Varieties, American Mathematical Society. Graduate Studies in Mathematics,

124, (2011).
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Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ àôôèííûå îðèñôåðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñëîæíî-
ñòè íîëü, èçâåñòíûå òàêæå êàê S-ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðûõ
äåéñòâóåò àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ îòêðûòîé îðáèòîé, ïðè÷åì ñòàáèëèçàòîð íåêî-
òîðîé òî÷êè èç îòêðûòîé îðáèòû ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ óíèïîòåíòíóþ ïîä-
ãðóïïó. Âïåðâûå îíè áûëè ââåäåíû â 1972 ãîäó Ý.Á. Âèíáåðãîì è Â.Ë. Ïîïîâûì7.
Äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü àôôèííûå îðèñôåðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñëîæíîñòè
íîëü ïðîñòî àôôèííûìè îðèñôåðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Êðàòêî îïèøåì êàê óñòðîåíî êîìáèíàòîðíîå îïèñàíå àôôèííûõ îðèñôåðè-
÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü X � àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå îòíî-
ñèòåëüíî äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óíèïîòåíòíûé
ðàäèêàë ãðóïïû G äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà ìíîãîîáðàçèè X. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà G ðåäóêòèâíà. Ïóñòü x ∈ X � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç îòêðûòîé
îðáèòû, ñòàáèëèçàòîð êîòîðîé ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ óíèïîòåíòíóþ ïîäãðóï-
ïó U â G. Çàôèêñèðóåì áîðåëåâñêóþ ïîäãðóïïó B, ñîäåðæàùóþ U . Îòîáðàæåíèå
g → g ·x îïðåäåëÿåò âëîæåíèå àëãåáðû ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà X â àëãåáðó ðåãó-
ëÿðíûõ ôóíêöèé íà G. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç ýòîãî âëîæåíèÿ ðàñïàäåòñÿ â
ïðÿìóþ ñóììó âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî äåéñòâèÿ B íà àëãåáðå
ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà G. Ìíîæåñòâî âåñîâ ãðóïïû B, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâó-
þùåå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî ëåæèò â îáðàçå àëãåáðû ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà X,
îáðàçóåò ïîëóãðóïïó, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ïîëóãðóïïå äîìèíàíòíûõ âåñîâ ãðóï-
ïû B. Îòìåòèì, ÷òî ïîä ïîëóãðóïïîé ìû ïîíèìàåì ìíîæåñòâî ñ àññîöèàòèâíîé
áèíàðíîé îïåðàöèåé è ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì. Ìíîãîîáðàçèå X îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ýòîé ïîëóãðóïïîé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ïåðåñòàíîâî÷íîãî
ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(B) ðåøåòêó õàðàêåòðîâ ãðóïïû B. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå
X(B)⊗ZQ ìîæíî ðàññìîòðåòü êîíóñ, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè ïîëóãðóïïû, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ìíîãîîáðàçèþ X. Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó G-îðáèòàìè íà ìíîãî-
îáðàçèè X è ãðàíÿìè ýòîãî êîíóñà. Ïðè ýòîé áèåêöèè èäåàë ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé
íàX, ðàâíûõ íóëþ íà çàìûêàíèè G-îðáèòû, ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèÿìè, ëåæàùèìè
â òåõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãðóïïû B, äëÿ êîòîðûõ âåñ B íå ëåæèò â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ãðàíè êîíóñà.

Àôôèííûå îðèñôåðè÷åñêèå ìíîîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè. Àôôèí-
íûå êîíóñà íàä ìíîãîîáðàçèÿìè ôëàãîâ, à òàêæå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ïðèìåðàìè àôôèííûõ îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îðáèò ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ àôôèííûõ
îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, â ãëàâå 2 äîêàçûâàåòñÿ ãèáêîñòü àô-
ôèííûõ îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóïðîñòûõ ãðóïï. Â ãëàâå 3 äîêàçûâà-

7Âèíáåðã Ý.Á., Ïîïîâ Â.Ë., Îá îäíîì êëàññå êâàçèîäíîðîäíûõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè
Íàóê ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ, 36 (1972), 749-764.
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åòñÿ ãèáêîñòü íîðìàëüíûõ àôôèííûõ îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëü-
íûõ ãðóïï, à òàêæå ôîðìóëèðóþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ Ga-
äåéñòâèé íà ìíîãîîáðàçèè è ñóùåñòâîâàíèÿ ãèáêèõ òî÷åê. Â ãëàâå 4 äàåòñÿ îïèñà-
íèå îðáèò ñâÿçíîé êîìïîíåíòû åäèíèöû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ àôôèííûõ òîðè-
÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, èñïîëüçóÿ ðàçìåðíîñòè êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê òî÷êàì
ìíîãîîáðàçèÿ.

Öåëè äèññåðòàöèè

1. Èññëåäîâàòü àôôèííûå îðèñôåðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï
íà ãèáêîñòü.

2. Èññëåäîâàòü àôôèííûå îðèñôåðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï
íà ãèáêîñòü.

3. Íàéòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ Ga-äåéñòâèé íà ìíîãîîáðà-
çèè, à òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãèáêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ.

4. Èññëåäîâàòü îðáèòû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî ãèáêîñòè àôôèííûõ îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé ïîëóïðîñòûõ ãðóïï.

2. Ïîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî ãèáêîñòè íîðìàëüíûõ àôôèííûõ îðèñôåðè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé áåç îáðàòèìûõ ôóíêöèé îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò ïðîèçâîëüíûõ
ãðóïï.

3. Ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãèáêîñòè àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

4. Ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ Ga-äåéñòâèÿ íà ìíîãîîáðà-
çèè.

5. Ïîëó÷åíî ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îðáèò ñâÿçíîé êîìïîíåíòû åäèíèöû ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Àâòîðîì äèññåðòàöèè âïåðâûå äàí îòâåò íà âîïðîñ î ãèáêîñòè àôôèííûõ îðè-
ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóïðîñòûõ ãðóïï è ãèáêîñòè íîðìàëüíûõ àôôèí-
íûõ îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé áåç îáðàòèìûõ ôóíêöèé îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò
ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï. Ïîëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãèáêîñòè ìíîãîîáðà-
çèÿ è ñóùåñòâîâàíèÿ Ga-äåéñòâèÿ íà ìíîãîîáðàçèè. Ïîëó÷åíî íîâîå ãåîìåòðè÷å-
ñêîå îïèñàíèå îðáèò ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àëãåáðû, òåîðèè èíâàðèàíòîâ, òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è êîìáèíàòîðíîé àëãåáðû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèñ-
ñåðòàöèè, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðèè èíâàðèàíòîâ
è àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è
êîíôåðåíöèÿõ:

� íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî àëãåáðå (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2018);

� íà ñåäüìîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåî-
ðèÿ èíâàðèàíòîâ¿ (ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè Ñàìàðñêîãî óíèâåðñèòåòà, 2018);

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ¾Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ ïîä
ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà À.Ò. Ôîìåíêî (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëü-
òåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2019).

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ñòàòüÿõ [1, 2, 3], èç íèõ 3
ðàáîòû [1, 2, 3] îïóáëèêîâàíû â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â áàçû äàííûõ
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SCOPUS, Web of Science è RSCI. Ðàáîòà [3] íàïèñàíà â ñîàâòîðñòâå ñ Ñ.À. Ãàé-
ôóëëèíûì. (Ëè÷íî Øàôàðåâè÷ó À.À. ïðèíàäëåæèò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ
3 è ëåììà 3. Ñ.À. Ãàéôóëëèíó ïðèíàäëåæàò ïðåäëîæåíèå 4 è ëåììû 4 è 2. Òåî-
ðåìû 2 è 3, ïðåäëîæåíèÿ 5,6,7 è ñëåäñòâèÿ 1 è 2 ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî.)

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðà-
òóðû èç 21 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 89 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû, à ãëàâû � íà ðàçäåëû. Â ãëàâå 1 èçëîæåíû
ðàíåå èçâåñòíûå ôàêòû. Îñòàëüíûå ãëàâû ïîñâÿùåíû ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè.
Íóìåðàöèÿ ëåìì, òåîðåì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé è çàìå÷àíèé ñêâîçíàÿ. Â êîíöå
ââåäåíèÿ ïðèâåäåí ñïèñîê íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ îáîçíà÷åíèé.

Â Ãëàâå 1 ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå ôàêòû, êîòîðûå òðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì.
Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î äèôôåðåíöèðîâàíèÿõ àë-

ãåáð, î ñâÿçè äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé àôôèííîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé îáúåìëþùåãî àô-
ôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàçäåë 1.2 ïîñâÿùåí ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèÿì, ñâÿçè
ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è Ga-äåéñòâèé, à òàêæå ãðóïïå
SAut(X) è ãèáêîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûì, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n ∈ N, òàêîå ÷òî
∂n(a) = 0.

Ïóñòü X � àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè íîëü. Ïóñòü ∂ � ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå íà àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé K[X]. Òîãäà åìó ñîîòâåòñòâóåò
àâòîìîðôèçì ϕ∗∂ àëãåáðû K[X], êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ∗∂(f) = exp(∂)(f) = f +
∞∑
i=1

∂i(f)

i!
.

Â ñâîþ î÷åðåäü, àâòîìîðôèçìó àëãåáðû K[X] ñîîòâåòñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ∂
ìíîãîîáðàçèÿ X. Êàæäîìó ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ ∂ íà
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àëãåáðå K[X] ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèå àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Ga = (K,+) íà
ìíîãîîáðàçèè X, êîòîðîå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ
ýëåìåíòà t ∈ Ga íà òî÷êó x ∈ X åñòü òî÷êà ϕt∂(x). Â ðàáîòå Ôðåéäåíáóðãà8

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ðåãóëÿðíîå äåéñòâèå
ãðóïïû Ga íà X.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé ñïåöèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâà-
åòñÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå Aut(X), ïîðîæäåííàÿ âñåìè âîçìîæíûìè ðåãóëÿðíû-
ìè äåéñòâèÿìè ãðóïïû Ga íà ìíîãîîáðàçèè X. Îáîçíà÷àåòñÿ SAut(X).

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x ∈ Xreg íàçûâàåòñÿ ãèáêîé, åñëè êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ê ìíîãîîáðàçèþ X â òî÷êå x ïîðîæäåíî êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê îðáè-
òàì òî÷êè x ïðè âñåâîçìîæíûõ äåéñòâèÿõ ãðóïïû Ga. Ìíîãîîáðàçèå X íàçû-
âàåòñÿ ãèáêèì, åñëè âñå åãî ãëàäêèå òî÷êè ãèáêèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è ãðóïïà G äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå A. Òîãäà äåéñòâèå ãðóïïû G íà A íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî òðàíçè-
òèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k è ëþáûõ äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ
a1, a2, . . . , ak, è b1, b2, . . . bk, ñîñòîÿùèõ èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà A, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò g ∈ G, ÷òî g ·ai = bi äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . k.

Òåîðåìà. (Arzhantsev, Flenner, Kaliman, Kutzschebauch, Zaidenberg9). Ïóñòü X
íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå ÷åì 2. Òîãäà ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ãðóïïà SAut(X) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà Xreg.

2. Ãðóïïà SAut(X) äåéñòâóåò áåñêîíå÷íî òðàíçèòèâíî íà Xreg.

3. Ìíîãîîáðàçèå X ãèáêîå.

Ïðè èçó÷åíèè ãèáêîñòè âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñëåäóþùèå îáúåêòû.

Îïðåäåëåíèå. Èíâàðèàíòîì Ìàêàðà-Ëèìàíîâà ML(X) àôôèííîãî àëãåáðàè÷å-
ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ÿäåð âñåõ ëîêàëüíî íèëüïîòåíò-
íûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû K[X]. Èíûìè ñëîâàìè, ML(X) � ýòî ïîäàëãåá-
ðà â K[X], ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ðåãóëÿðíûõ SAut(X)-èíâàðèàíòîâ.

Ïîäïîëå FML(X) â K(X), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ðàöèîíàëüíûõ SAut(X)-èíâàðè-
àíòîâ, íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ìàêàðà-Ëèìàíîâà â ïîëå.

8Freudenburg G. Algebraic Theory of Locally Nilpotent Derivations, Springer, 136, (2006).
9Arzhantsev I., Flenner H., Kaliman S., Kutzschebauch F., Zaidenberg M., Flexible varieties and automorphism

groups, Duke Mathematical Journal, 162:4, (2013), 767-823.
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Óòâåðæäåíèå. (Arzhantsev, Flenner, Kaliman, Kutzschebauch, Zaidenberg10) Ïóñòü
X � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1. íà X åñòü ãèáêàÿ òî÷êà;

2. ãðóïïà SAut(X) äåéñòâóåò íà X ñ îòêðûòîé îðèáèòîé;

3. FML(X) = K.

Â ðàçäåëå 1.3 äàåòñÿ îïðåäåëåíèå è êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå àôôèííûõ îðè-
ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàåòñÿ ñòðîåíèå àëãåáðû ðåãóëÿð-
íûõ ôóíêöèé àôôèííûõ îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Âñå ñâåäåíèÿ ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Ý.Á. Âèíáåðãà
è Â. Ë. Ïîïîâà11.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, B � ôèê-
ñèðîâàííàÿ â íåé áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà äëÿ Λ ∈ X(B) ïîëîæèì

SΛ = {f ∈ K[G] | f(gb) = Λ(b)f(g) ∀g ∈ G, b ∈ B}.

Î÷åâèäíî, ÷òî SΛ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû G, èíäóöèðóåìîå â SΛ, êîíòðàãðåäèåíòíî íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ñî ñòðàøèì âåñîì Λ.

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî

X+(B) + {Λ ∈ X(B) | SΛ 6= 0}

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñòàðøèõ âåñîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G.
Ýòî ìíîæåñòâî òàêæå íàçûâàþò ìíîæåñòâîì äîìèíàíòíûõ âåñîâ ãðóïïû G. Àë-
ãåáðà S ãðóïïû G îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

S =
⊕

Λ∈X+(B)

SΛ.

Ïðè Λ,M ∈ X+(B) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî SΛ · SM = SΛ+M .

Îïðåäåëåíèå. Íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X ñ ðåãóëÿðíûì äåéñòâè-
åì íà íåì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ àôôèííûìè îðèñôåðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì

10Arzhantsev I., Flenner H., Kaliman S., Kutzschebauch F., Zaidenberg M., Flexible varieties and automorphism

groups, Duke Mathematical Journal, 162:4, (2013), 767-823.
11Âèíáåðã Ý.Á., Ïîïîâ Â.Ë., Îá îäíîì êëàññå êâàçèîäíîðîäíûõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè

Íàóê ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ, 36 (1972), 749-764.
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ñëîæíîñòè íîëü ãðóïïû G, åñëè îäíà èç îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ îòêðûòà â X
è ñòàáèëèçàòîð ëþáîé òî÷êè ýòîé îðáèòû ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ óíèïî-
òåíòíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû G. Àôôèííûå îðèñôåðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ òàêæå
íàçûâàþòñÿ S-ìíîãîîáðàçèÿìè.

Äàëåå â òåêñòå ìû áóäåì íàçûâàòü àôôèííûå îðèñôåðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
ñëîæíîñòè íîëü ïðîñòî àôôèííûìè îðèñôåðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà {Λ1, . . . ,Λk} äîìèíàíòíûõ âåñîâ ãðóïïû G ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ri : G× VΛi
→ VΛi

, i = 1, . . . , k

ñî ñòàðøèìè âåñàìè Λ1, . . . ,Λk ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v1, · · · , vk ñòàð-
øèå âåêòîðà ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé. Òîãäà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ R =

⊕
Ri â ïðîñòðàí-

ñòâå V =
⊕

VΛi
âîçüìåì âåêòîð v = v1 + . . .+ vk. Çàìûêàíèå îðáèòû O âåêòîðà

v áóäåò àôôèííûì îðèñôåðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì ýòî
ìíîãîîáðàçèå X(Λ1, . . . ,Λk). Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå àôôèííîå
îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïïû G.

Ïóñòü F � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî X+(B). Òîãäà ïîëîæèì

SF =
⊕
Λ∈F

SΛ.

Åñëè F � ïîëóãðóïïà ñ íóëåì, òî SF � ïîäàëãåáðà â K[G].
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. (Âèíáåðã, Ïîïîâ12) Èìååò ìåñòî G-ýêâèâàðèàíòíûé èçîìîðôèçì

K[X(Λ1, . . . ,Λk)] ' SF,

ãäå F ⊂ X+(B) � ïîëóãðóïïà ñ íóëåì, ïîðîæäåííàÿ Λ1, . . . ,Λk.

Îïðåäåëåíèå. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðà-
çèå X ñîîòâåòñòâóåò ïîëóãðóïïå F, åñëè K[X] = SF. Â ýòîì ñëó÷àå X áóäåì
îáîçíà÷àòü XF.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X(B) ⊗Z Q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K = Q+F,
êîíóñ â X(B) ⊗Z Q, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè èç X. Òîãäà K áóäåò âûïóêëûì
ïîëèýäðàëüíûì êîíóñîì.

12Âèíáåðã Ý.Á., Ïîïîâ Â.Ë., Îá îäíîì êëàññå êâàçèîäíîðîäíûõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè
Íàóê ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ, 36 (1972), 749-764.
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Îðáèòû ãðóïïû G íà ìíîãîîáðàçèè X íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñî-
îòâåòñòâèè ñ ãðàíÿìè êîíóñà K. Áîëåå òî÷íî, äëÿ êàæäîé ãðàíè F êîíóñà K
ìíîãîîáðàçèå íóëåé èäåàëà SF\(F

⋂
F) � SF ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì íåêîòîðîé îðáè-

òû. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîãîîáðàçèå XF . Òîãäà XF � ýòî àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå, à F

⋂
F � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïîëóãðóïïà.

Â ðàçäåëå 1.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé àôôèííûõ îðèñôåðè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé � òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå, èìåþùåå
ìåñòî äëÿ âñåõ àôôèííûõ îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, äëÿ òîðè÷åñêèõ ìíîãî-
îáðàçèé ïðèíèìàåò îñîáåííî óäîáíóþ ôîðìó. Âñå ñâåäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ýòîì
ðàçäåëå, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå ¾Toric Varietes13¿.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T òîð (K∗)n, ãäå n� íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ðåøåòêó
N ∼= Zn îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï â T è îáîçíà÷èì ÷åðåç M äâîéñòâåííóþ
åé ðåøåòêó õàðàêòåðîâ T . Ñêîáêàìè 〈·, ·〉 : M × N → Z îáîçíà÷èì åñòåñòâåííîå
ñïàðèâàíèå ýëåìåíòîâ ýòèõ ðåøåòîê. Îáîçíà÷èì NQ = Q⊗Z N, MQ = Q⊗Z M.

Åñëè m � ýëåìåíò ðåøåòêè M , òî ÷åðåç χm áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé õàðàêòåð òîðà T . Òîãäà àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà òîðå T ìîæåò áûòü
îòîæäåñòâåííà ñ àëãåáðîé

K[M ] =
⊕
m∈M

Kχm.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T äåéñòâóåò ýôôåêòèâíî íà íîðìàëüíîì àôôèííîì àë-
ãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X. Òîãäà X íàçûâàåòñÿ òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì,
åñëè â X åñòü îòêðûòàÿ îðáèòà îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ.

Ïóñòü σ � ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ â NQ, ïðè÷åì àôôèííàÿ îáîë÷êà σ ñîâïàäàåò
ñ ïðîñòðàíñòâîì NQ. ×åðåç σ∨ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü äâîéñòâåííûé êîíóñ â MQ, à
èìåííî

σ∨ = {w ∈MQ|∀v ∈ σ 〈w, v〉 ≥ 0}.
Ðàññìîòðèì àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå

Xσ = Spec
⊕

m∈σ∨∩M

kχm.

Òîãäà Xσ � àôôèííîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è ëþáîå àôôèíîå òîðè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì.

Â ðàçäåëå 1.5 äàåòñÿ îïðåäåëåíèå äèâèçîðèàëüíîé àëãåáðû è êîëüöà Êîêñà,
à òàêæå ââîäèòñÿ ïîíÿòå AMDS ìíîãîîáðàçèé. Êîëüöàì Êîêñà ïîñâÿùåíà êíèãà
¾Cox rings14¿.

13Cox D., Little J., Schenck H., Toric Varieties, American Mathematical Society. Graduate Studies in Mathematics,
124, (2011).

14Arzhantsev I., Derenthal U., Hausen J., Laface A., Cox rings, Cambridge Studies in Advanced Mathematics.
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Ïóñòü X � íîðìàëüíîå àôôèííîå íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðà-
çèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòûì äèâèçîðîì íà X íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîå çàìêíó-
òîå ïîäìíîæåòñâî êîðàçìåðíîñòè 1. Ðàññìîòðèì ãðóïïó WDiv(X) äèâèçîðîâ Âåé-
ëÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ñ ïðîñòûìè äèâèçîðàìè â êà-
÷åñòâå îáðàçóþùèõ. Äèâèçîð E ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòî E ≥ 0), åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîñòûõ äèâèçîðàõ íåîòðèöàòåëüíû.
Êàæäîé íåíóëåâîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà X ñîîòâåòñòâóåò äèâèçîð div(f) ∈
WDiv(X) � äèâèçîð å¼ íóëåé è ïîëþñîâ. Òàêèå äèâèçîðû íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.
Ãëàâíûå äèâèçîðû îáðàçóþ ïîäãðóïïó PDiv(X) â ãðóïïå äèâèçîðîâ Âåéëÿ. Ôàê-
òîð ãðóïïà Cl(X) = WDiv(X)/PDiv(X) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ.

Êàæäîìó äèâèçîðó Âåéëÿ D ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî àñ-
ñîöèèðîâàííîå ñ äèâèçîðîì

H0(X,D) = {f ∈ K(X) \ {0} | div(f) +D ≥ 0} ∪ {0} .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü ôóíêöèþ f ∈ H0 (X,D) è óìíîæèòü åå íà ðåãóëÿðíóþ

ôóíêöèþ g ∈ K[X], òî ïðîèçâåäåíèå òàêæå áóäåò ëåæàòü â H0(X,D). Òàêèì
îáðàçîì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H0(X,D) ÿâëÿþòñÿ K[X] ìîäóëåì.

Äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû K ⊆WDiv(X) ìîæíî ðàññìîòðåòü âíåøíþþ ïðÿìóþ
ñóììó ìîäóëåé

SK =
⊕
D∈K

SD, SD = H0(X,D).

Åñëè f1 ∈ SD1
è f2 ∈ SD2

(D1, D2 ïðèíàäëåæàò K), òî îïðåäåëèì èõ ïðîèçâå-
äåíèå â SK êàê îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå f1f2 â K(X), ðàññìàòðèâàåìîå êàê ýëåìåíò
ìîäóëÿ SD1+D2

. Äàëåå ìîæíî îïðåäåëèòü óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ èç
SK ñîãëàñíî çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè.

Îïðåäåëåííîå âûøå óìíîæåíèå, îïðåäåëÿåò íà SK ñòðóêòóðó àëãåáðû íàä
êîëüöîì K[X]. Ýòà àëãåáðà èìååò åñòåñòâåííóþ ãðàäóèðîâêó ãðóïïîé K.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà SK íàçûâàåòñÿ äèâèçîðèàëüíîé àëãåáðîé, àññîöèèðîâàí-
íîé ñ ïîäãðóïïîé K.

Ãðàäóèðîâêà êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé K íà SK îïðåäåëÿåò äåéñòâèå òî-
ðà T = SpecK[K] íà SK . Ïðè ýòîì äåéñòâèè ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ
àëãåáðû SK ñîâïàäàåò ñ S0

∼= K[X].
Ïóñòü X � íîðìàëüíîå ìíîãîîáðàçèå áåç îáðàòèìûõ ôóíêöèé êðîìå êîíñòàíò

è ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ Cl(X). Ïóñòü K � êîíå÷íî

Cambridge University Press. 144, New York, (2015).
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ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà â WDiv(X), òàêàÿ ÷òî îòîáðàæåíèå π : K → Cl(X), ïåðå-
âîäÿùåå êàæäûé äèâèçîð D ∈ K â åãî êëàññ â ãðóïïå Cl(X), ñþðúåêòèâíî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåçK0 ÿäðî îòîáðàæåíèÿ π. Ìîæíî âûáðàòü õàðàêòåð χ : K0 → K(X)×,
ò.å. ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû K0 â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ K(X), óäî-
âëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

div(χ(E)) = E,

äëÿ âñåõ E ∈ K0.
Ïóñòü SK � äèâèçîðèàëüíàÿ àëãåáðà, àññîöèèðîâàííàÿ ñK. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I

èäåàë â SK , ïîðîæäåííûé âñåìè ôóíêöèÿìè âèäà 1−χ(E), ãäå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ýëåìåíò S0, E � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç K0 è χ(E) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ýëåìåíòû S−E.

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöîì Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàåòñÿ ôàêòîðêîëüöîRK,χ =
SK/I.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå êîëüöà Êîêñà íå çàâèñèò îò âûáîðà ãðóïïû
K è õàðàêòåðà χ. Ïîýòîìó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êîëüêî Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿ X
ïðîñòî êàê R(X).

Òàê êàê íà àëãåáðå SK åñòü ãðàäóèðîâêà ãðóïïîé K, òî íà íåé åñòü è ãðàäóè-
ðîâêà ãðóïïîé Cl(X). Ïðè ýòîì èäåàë I îäíîðîäåí îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðàäóèðîâ-
êè. Ïîýòîìó êîëüöî Êîêñà R(X) òàêæå ãðàäóèðîâàíî ãðóïïîé Cl(X).

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òîðà è êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû íàçûâà-
åòñÿ êâàçèòîðîì.

Ïóñòü X � íîðìàëüíîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå áåç îáðàòèìûõ ôóíêöèé êðî-
ìå êîíñòàíò. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ è êîëüöî Êîê-
ñà ìíîãîîáðàçèÿ X êîíå÷íî ïîðîæäåíû. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü òîòàëüíîå
êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî X = SpecR(X). Ýòî áóäåò íîðìàëüíîå íåïðèâîäè-
ìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Òàê êàê R(X) ãðàäóèðîâàíî ãðóïïîé Cl(X), òî íà
X îïðåäåëåíî äåéñòâèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèòîðà N(X) = SpecK[Cl(X)],
ïðè÷åì ìíîãîîáðàçèå X èçîìîðôíî êàòåãîðíîìó ôàêòîðó X//N(X). Ìîðôèçì
ôàêòîðèçàöèè π : X → X íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿ X.

Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûì êîëüöîì Êîêñà íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìå÷òû Ìîðè. Ïî àíàëîãèè, ìû
áóäåì íàçûâàòü àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì ìå÷òû Ìîðè íîðìàëüíîå àôôèííîå
ìíîãîîáðàçèå áåç îáðàòèìûõ ôóíêöèé, îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò, ñ êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûì êîëüöîì Êîêñà. Ìû áóäåì ñîêðàùåííî îáîçíà÷àòü òàêèå ïðîñòðàíñòâà
àíãëèéñêîé àááðåâèàòóðîé AMDS.
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Óòâåðæäåíèå. (Arzhantsev, Flenner, Kaliman, Kutzschebauch, Zaidenberg15) Ïóòü
G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà è X � íîðìàëüíîå àôôèííîå
íåïðèâîäèìîå óíèðàöèîíàëüíîå G-ìíîãîîáðàçèå ñëîæíîñòè c(X) ≤ 1 áåç îáðà-
òèìûõ ôóíêöèé îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò. Òîãäà ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ Cl(X)
è êîëüöî Êîêñà R(X) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè.

Ëþáîå àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ðàöèîíàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáîå àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå áåç îáðàòèìûõ ôóíêöèé îòëè÷-
íûõ îò êîíñòàíò ÿâëÿåòñÿ AMDS.

Â ãëàâå 2 äîêàçûâàåòñÿ ãèáêîñòü àôôèííûõ îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
ïîëóïðîñòûõ ãðóïï.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îñíîâàíû íà ñòàòüå [1].
Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé. Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà è B � áî-

ðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà â íåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(B) ðåøåòêó õàðàêòåðîâ ãðóïïû
B, à ÷åðåç X+(B) ïîëóãðóïïó äîìèíàíòíûõ âåñîâ. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ïîëó-
ãðóïïó ñ íóëåì F â X+(B). Îáîçíà÷èì ÷åðåç XF ñîîòâåòñòâóþùèå åé àôôèííîå
îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïïû G, à ÷åðåç σ � êîíóñ Q+F â ïðîñòðàíñòâå
Q⊗Z F = QF.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà SAut(X) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíî-
æåñòâå ãëàäêèõ òî÷åê. Ìíîæåñòâî ãëàäêèõ òî÷åê ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå G-
îðáèò. Òàê êàê ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè îäíîìåðíûìè êîðíåâû-
ìè ïîäãðóïïàìè, êîòîðûå óíèïîòåíòíû, òî âñå àâòîìîðôèçìû ìíîãîîáðàçèÿ X,
ñîîòâåòñòâóþùèå äåéñòâèþ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, ëåæàò â ãðóïïå SAut(X). Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ X, ëåæàùèå â îäíîé G-îðáèòå, ëåæàò â
îäíîé SAut(X)-îðáèòå. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó êàæäîé G-îðáèòû,
ñîñòîÿùåé èç ãëàäêèõ òî÷åê, åñòü òî÷êà, êîòîðóþ ìîæíî ïåðåâåñòè ñ ïîìîùüþ
àâòîìîðôèçìà èç SAut(X) â òî÷êó èç îòêðûòîé G-îðáèòû. Äëÿ ýòîãî ïîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé íåîòêðûòîé G-îðáèòû, ñîñòîÿùåé èç ãëàäêèõ òî÷åê, åñòü
àâòîìîðôèçì èç SAut(X), êîòîðûé ïåðåâîäèò íåêîòîðóþ òî÷êó èç ýòîé îðáèòû,
â òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ îðáèòå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

Â ðàçäåëå 2.1 äàåòñÿ îïðåäåëåíèå àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ïåðâûì óðîâíåì.
Çàôèêñèðóåì ñîáñòâåííóþ ãðàíü F êîíóñà σ è îáîçíà÷èì ÷åðåç OF ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ åé îðáèòó â XF.
Àëãåáðà SF èìååò F-ãðàäóèðîâêó, è ìû áóäåì ãîâîðèòü îá îäíîðîäíûõ ôóíê-

öèÿõ â ñìûñëå ýòîé ãðàäóèðîâêè.
Çàôèêñèðóåì â F íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ.

15Arzhantsev I., Flenner H., Kaliman S., Kutzschebauch F., Zaidenberg M., Flexible varieties and automorphism

groups, Duke Mathematical Journal, 162:4, (2013), 767-823.
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Ëåììà. Â ïðîñòðàíñòâå QF ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü P , óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

(1) P íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ àôôèííîé îáîëî÷êîé ãðàíè F .
(2) P ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà F ∩ P .
(3) Âñå ïîðîæäàþùèå ïîëóãðóïïû F, ïðèíàäëåæàùèå ãðàíè F , ëåæàò â îä-

íîì îòêðûòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî P , à âñå îñòàëüíûå � â äîïîë-
íåíèè ê íåìó.

Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðïëîñêîñòü P , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé ëåì-
ìû, áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì óðîâíåì (îòíîñèòåëüíî ãðàíè F ). Ïðî ôóíêöèè èç
àëãåáðû SF ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè ëåæàò â ïåðâîì óðîâíå, åñëè îíè ïðè-
íàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

⊕
Λ∈F∩P

SΛ.

Äëÿ ãðàíè F çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ãèïåðïëîñêîñòü P , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûì óðîâíåì îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðàíè. Ïóñòü F′ � ïîäïîëóãðóïïà â F, ïîðîæ-
äåííàÿ âñåìè ýëåìåíòàìè, ëåæàùèìè â P . Îáîçíà÷èì ÷åðåp XF′ ñîîòâåòñòâóþùåå
àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Â ðàçäåëå 2.2 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà

Òåîðåìà. Ïóñòü îðáèòà OF ñîñòîèò èç ãëàäêèõ â XF òî÷åê. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò íåíóëåâîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂ íà àëãåáðå SF′ = K[XF′], óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

(1) ∂(SΛ) = 0, ïðè âåñàõ Λ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíè F .

(2) ∂(SΛ) ⊂ SF = K[O′F ] = K[OF ], ïðè âåñàõ Λ, ïðèíàäëåæàùèõ ïåðâîìó
óðîâíþ.

Â ðàçäåëå 2.3 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîå äèôôåðåíöèðî-
âàíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ àëãåáðó ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè.

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂ àëãåáðû SF′ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

(1) ∂(SΛ) = 0, ïðè âåñàõ Λ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíè F .
(2) ∂(SΛ) ⊆ SF , ïðè âåñàõ Λ, ïðèíàäëåæàùèõ ïåðâîìó óðîâíþ, ò.å P ∩ F.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò h ∈ SF , ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå h∂ ïðî-

äîëæàåòñÿ äî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû SF.

Ïðè÷åì ýòî ïðäîëæåíèå ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíî.

Ëåììà. Äèôôåðåíöèðîâàíèå h∂̃ èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî íèëü-
ïîòåíòíûì.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 2.4 äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.
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Òåîðåìà. Ïóñòü XF � àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñâÿçíîé ïîëó-
ïðîñòîé ãðóïïû G, è F � òàêàÿ ñîáñòâåííàÿ ãðàíü ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó
ìíîãîîáðàçèþ êîíóñà, ÷òî îðáèòà OF ñîñòîèò èç ãëàäêèõ òî÷åê.

Òîãäà ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì èç ãðóïïû SAut(XF), ïåðåâîäÿùèé íåêîòî-
ðóþ òî÷êó èç OF â íåêîòîðóþ òî÷êó èç O � îòêðûòîé îðáèòû â ìíîãîîáðàçèè
XF.

Òåîðåìà. Ãðóïïà SAut(XF) äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ òî÷åê (XF)reg

òðàíçèòèâíî.

Òåîðåìà. Àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóïðîñòîé ãðóïïû ãèáêîå.

Â ãëàâå 3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè X � íîðìàëüíîå àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïûG, è â àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé
K[X] íåò îáðàòèìûõ ôóíêöèé îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò, òî X ãèáêîå. Â îòëè÷èå
îò ðåçóëüòàòà èç ïðåäûäóùåé ãëàâû áîëüøå íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ãðóïïà G áûëà
ïîëóïðîñòîé, íî çàòî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìíîãîîáðàçèå X áûëî íîðìàëüíûì.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [3].
Äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèòî íà òðè ÷àñòè.
Ïóñòü X � íîðìàëüíîå íåïðèâîäèìîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Ðåãóëÿðíîå

äåéñòâèå îäíîìåðíîãî òîðà Gm = (K×, ·) íà X ñîîòâåòñòâóåò Z-ãðàäóèðîâêå íà
àëãåáðå K[X]

K[X] =
⊕
i∈Z

K[X]i.

Äåéñòâèå ãðóïïû Gm íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíîå öåëîå i è îòðèöàòåëüíîå öåëîå j, òàêèå ÷òî îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû K[X]i
è K[X]j íåíóëåâûå. Åñëè Gm-äåéñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, òî îíî íà-
çûâàåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèì.

Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè X çàäàíî íåãèïåðáîëè÷åñêîå Gm-äåéñòâèå. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû K[X]i ñ i < 0 ðàâíû íóëþ. Èäåàë
I =

⊕
i>0 K[X]i â K[X] èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ. Ïóñòü Z �

ìíîæåñòâî íóëåé èäåàëà I. Òîãäà Z � ýòî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ
çàäàííîãî Gm-äåéñòâèÿ, è äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
limt→0 t · x, ïðèíàäëåæàùàÿ Z.

Â ðàçäåëå 3.1 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ íåêîòîðîãî
íåãèïåðáîëè÷åñêîãî Gm-äåéñòâèÿ íà íîðìàëüíîì àôôèííîì íåïðèâîäèìîì ìíî-
ãîîáðàçèè X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z∩Xreg 6= ∅. Òîãäà Zreg∩Xreg 6= ∅ è äëÿ êàæäîé
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òî÷êè z ∈ Zreg ∩ Xreg êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TzX ïîðîæäåíî ïðîñòðàí-
ñòâîì TzZ è êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê îðáèòàì âñåâîçìîæíûõ ðåãóëÿðíûõ
Ga-äåéñòâèé íà X.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ìíîæåñòâî Z íå ÿâëÿåòñÿ
SAut(X)-èíâàðèàíòíûì.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî z ∈ Zreg∩
Xreg. Åñëè êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TzZ ïîðîæäåíî êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè
ê Ga-îðáèòàì äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ Ga-äåéñòâèé íà X, òî òî÷êà z ãèáêàÿ â X.

Äàëåå, â ðàçäåëåå 3.2 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîð T äåéñòâóåò íà AMDS X. Îáîçíà÷èì
÷åðåç H ïîäãðóïïó â Aut(X), ïîðîæäåííóþ T è SAut(X). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íà X íåò ãèáêèõ òî÷åê. Òîãäà ñóùåñòâóåò H-èíâàðèàíòíûé ïðîñòîé äèâèçîð
D ⊆ X.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � AMDS. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî
íà Xreg. Òîãäà X ãèáêîå.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 3.3 ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ äî-
êàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû. Ïóñòü X � íîðìàëüíîå àôôèííîå
îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è â K[X] íåò
îáðàòèìûõ ôóíêöèé îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò.

Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð âG. Ïðàâîå äåéñòâèå òîðà T íàK[G] èíäóöèðóåò
íåãèïåðáîëè÷åñêèå Gm-äåéñòâèÿ íà X. Ñðåäè ýòèõ Gm-äåéñòâèé ìîæíî âûáðàòü
òàêèå, ó êîòîðûõ íåïîäâèæíûå òî÷êè ñîâïàäàþò ñ çàìûêàíèÿìè îðáèò ãðóïïû G.
Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.1 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäãðóïïà â Aut(X), ïîðîæ-
äåííàÿ T è SAut(X) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà Xreg.

Íîðìàëüíûå àôôèííûå îðèñôåðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ áåç îáðàòèìûõ ôóíê-
öèé îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò ÿâëÿþòñÿ AMDS ìíîãîîáðàçèÿìè. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.2. è ïîëó÷èòü îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � íîðìàëüíîå àôôèííîå îðèñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñâÿç-
íîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G è â K[X] íåò îáðàòèìûõ ôóíêöèé îòëè÷íûõ îò
êîíñòàíò. Òîãäà X ãèáêîå.
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Â ãëàâå 4 äàåòñÿ îïèñàíèå îðáèò ñâÿçíîé êîìïîíåíòû åäèíèöû ãðóïïû àâ-
òîìîðôèçìîâ àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, èñïîëüçóÿ ðàçìåðíîñòè êàñà-
òåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê òî÷êàì ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàííû â ñòàòüå [2].
Ïóñòü T � òîð, N � ðåøåòêà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï T , M � äâîé-

ñòâåííàÿ ðåøåòêà õàðàêòåðîâ, X � àôôèííîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå îòíîñè-
òåëüíî ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ òîðà T íà X, σ � ñîîòâåòñòâóþùèé êîíóñ â NQ è
σ∨ � äâîéñòâåííûé êîíóñ â MQ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ïîëóãðóïïó M ∩ σ∨.

Åñëè F � ãðàíü êîíóñà σ∨, òî ÷åðåç 〈F 〉 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäãðóïïó â M ,
ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì F∩ F . Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè M →
M/ 〈F 〉 è îáîçíà÷èì ÷åðåç F/ 〈F 〉 îáðàç ïîëóãðóïïû F ïðè ýòîì ãîìîìîðôèçìå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(F/ 〈F 〉) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðèâîäèìûõ ýëåìåíòîâ â ïîëó-
ãðóïïå F/ 〈F 〉, à ÷åðåç |H(F/ 〈F 〉)| êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ýòîì ìíîæåñòâå.

Â ðàçäåëå 4.1 äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ íàéòè ðàçìåðíîñòü êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â òî÷êå òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü TFX � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê X â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå îáèòû OF . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

dimTFX = dimOF + |H(F/ 〈F 〉)|.

Â ðàçäåëå 4.2 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ îòâå÷àåò íà âîïðîñ, êàê óñòðî-
åíû îðáèòû ñâÿçíîé êîìïîíåíòû åäèíèöû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íà àôôèííîì
òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè.

Ïóñòü X àôôèííîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ òîðà T .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aut0(X) ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó åäèíèöû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî Ðàìàíóäæàìîì16.

Òåîðåìà. Ïóñòü O1 è O2 � îðáèòû òîðà T íà ìíîãîîáðàçèè X, è ïóñòü x1 ∈ O1

è x2 ∈ O2. Òîãäà Aut0(X)-îðáèòû òî÷åê x1 è x2 ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðáèò

O1 = O′1, O
′
2, . . . O

′
k, . . . O

′
m = O2,

òàêàÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòè ñîñåäíèõ îðáèò îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó, O′i ⊆ O′i+1

ïðè i < k è O′i+1 ⊆ O′i ïðè i ≥ k, è äëÿ ëþáîé ïàðû ñîñåäíèõ îðáèò O′i è O′i+1

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(i) Åñòü òîëüêî îäíà îðáèòà êîðàçìåðíîñòè 1 â X, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â

ñâîåì çàìûêàíèè îäíó èç îðáèò O′i è O
′
i+1 è íå ñîäåðæèò äðóãóþ;

16Ramanujam C., A note on automorphism groups of algebraic varieties, Mathematische Annalen, 156:1 (1964),
25�33.
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(ii) Äëÿ êàæäîé îðáèòû U òîðà T , êîòîðàÿ ñîäåðæèò â ñâîåì çàìûêàíèè
îäíó èç îðáèò O′i è O′i+1, ñóùåñòâóåò îðáèòà U ′, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â ñâîåì
çàìûêàíèè îáå îðáèòû O′i è O′i+1, è ðàçìåðíîñòü êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îðáèòû U ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ êàñàòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå U ′.
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