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æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ
÷ÌÁÄ ÷ÉËÏÌ áÐÏÓÔÏÌ áÐÏÓÔÏÌÏ×

æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ◦ f = g, ÇÄÅ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ, ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÊ
ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ÷ ÓÔÁÔØÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÙ×Ï×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ
f ÉÍÅÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÙ×Ï×, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁ
ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ÓÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f (k)(x) =
k ÒÁÚ︷ ︸︸ ︷

f ◦ f ◦ · · · ◦ f(x). æÕÎËÃÉÑ
f (k)(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-Ê ÉÔÅÒÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f . ðÒÉ ÜÔÏÍ f (−1)(x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Á f (−k)(x) ÅÓÔØ (f (−1))(k)(x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ (f (m))(n)(x) =
= f (mn)(x). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ f (1=2)(x) ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ g, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ
g(g(x)) = f(x) (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ f (1=k)(x) É ÄÁÌÅÅ f (r=q)(x)). ôÁËÕÀ ÆÕÎË-
ÃÉÀ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ
ËÏÒÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÔÁË ËÁË
ÏÎÉ ÄÅÌÁÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ Ë ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÍÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÒÅÍÅ-
ÎÉ : : : ;−1; 0; 1; : : : É ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ w(t + 1) = g(w(t)).
åÓÌÉ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
w(t) → w(t + 1=2) ÄÏÌÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f , ÞÔÏ f(f(x)) ≡ g(x).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ×ËÌÀÞÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÞÉ-
ÓÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ, ÁÎÁÌÉÚ ÄÁÎÎÙÈ × ÈÁÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ É ÍÎÏÇÏÅ ÄÒÕÇÏÅ. éÔÅÒÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÇÒÁÅÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ É ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍ × ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ
ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ËÁË ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÜËÏÌÏÇÉÉ, ÜÐÉÄÅÍÉÏÌÏÇÉÉ, ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ ÉÎÄÕÓÔÒÉÁÌØ-
ÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÔÅÏÒÉÉ ÔÕÒÂÕÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ
ÜÔÉÈ ×ÏÐÒÏÓÁÈ ÓÍ. [1{10].

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ, Ô. Å. Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ

f ◦ f = g: (1)
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ
× ËÌÁÓÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏ ÒÁÚÕ, Ô. Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(x) = g(y) ×ÌÅÞÅÔ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 9, 2005(194{202)
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ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = y. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ f(x) = f(y) ÓÌÅÄÕÅÔ f(f(x)) = f(f(y)), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ-
ÓÉÌØÎÏ g(x) = g(y), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ f ÜÔÏ ×ÌÅÞÅÔ ÅÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, Ô. Å.
f ÌÉÂÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÌÉÂÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ f ◦ f
ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ g.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(1) ÞÁÓÔÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉ g(x) = −x. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÅÍ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ f , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

f(f(x)) = −x; (2)
| ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ, ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ
ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ÎÁ 90◦ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

úÁÄÁÞÉ

1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÒÁÆÉËÏ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2).
2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-

ÝÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(0) = 0, x0 = 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xk,
k = 1; : : : , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ xk > 0, xk →∞. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ R \ {0} × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅ-
ÎÉÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Dk = (xk−1; xk] ∪ [−xk;−xk−1).
ðÕÓÔØ yk = xk−1 + xk

2 . ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2)
Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Dk, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (xk−1; yk],
(yk; xk], [−xk;−yk), [−yk;−xk−1).

3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (−1; 1). á ÔÁË-
ÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ f (2k) = −x ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ f(0) = 0, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ.

2. üÆÆÅËÔÙ ÞÅÔÎÏÓÔÉ
éÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(f(x)) = g(x), ÇÄÅ g | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, × ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ (Á ÎÅ ÓÞÅÔÎÙÍ) ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

îÁ 53-Ê íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ á. ñ. âÅÌÏ×ÙÍ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

úÁÄÁÞÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ f(f(x)) = −x, ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ Á)
ÏÔÒÅÚÏË [−1; 1]; Â) ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (−1; 1)?

ïÔ×ÅÔÙ × ÐÕÎËÔÁÈ Á) É Â) ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ. ÷ ÐÕÎËÔÅ Á)
ÏÔ×ÅÔ �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�, × ÐÕÎËÔÅ Â) ÏÔ×ÅÔ �ÎÅÔ�!

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
orb(x0) = {f (n)(x0) | n ∈ N}:
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÒÂÉÔÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×
orb(I) = { {f (n)(I)} | n ∈ N}:

òÅÛÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Á). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f : [−1; 1] → [−1; 1] Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ f(f(x)) = −x. ðÏÌÏÖÉÍ f(0) = 0, É ÐÕÓÔØ
ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ 1=2 7→ −1 7→ −1=2 7→ 1 7→ 1=2. îÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ
ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1,
Ô. Å. f((−1=2; 0)) = (−1;−1=2), f((0; 1=2)) = (1=2; 1), f((1=2; 1)) = (−1=2; 0),
f((−1;−1=2)) = (0; 1=2). óÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÒÉÓ. 2, ÇÄÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ x. ¤

1

1

−1

−1

1=2

1=2

−1=2

−1=2

òÉÓ. 1. çÒÁÆÉË f

01
−1

1=2

−1=2

òÉÓ. 2. ïÒÂÉÔÁ x

òÅÛÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Â). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f : (−1; 1) →
(−1; 1) Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(f(x)) = −x.

åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ f ÂÉÅËÔÉ×ÎÁ, Á 0 | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÅÐÏ-
Ä×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(x) = f(y) ⇒ f(f(x)) = f(f(y)) ⇒ −x = −y ⇒ x = y;
z = −(−z) = f(f(−z)) = f(s), ÇÄÅ s = f(−z); f(x) = x ⇒ f(x) = f(f(x)) = −x,
ÏÔËÕÄÁ x = −x, Ô. Å. x = 0.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 4
ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(f(f(f(x)))) = −(−x) = x. åÓÌÉ x 6= 0, ÔÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ,
f(x) 6= x, f(f(x)) = −x 6= x É ÅÓÌÉ x = f(f(f(x))), ÔÏ f(x) = f(f(f(f(x)))) = x,
Ô. Å. x = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = {a1; a2; : : : ; an} ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f É ÐÏ-
ÌÏÖÉÍ

A∗ := {0} ∪
⋃

a∈A
orb(a):

üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÐÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f , Ô. Å.
f(y) ∈ A∗ ⇐⇒ y ∈ A∗:
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ðÕÓÔØ b1; b2; : : : ; bm | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A∗, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁ-
ÓÔÁÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ A∗, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4 ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁ, ÔÏ

m = 4k + 1; k ∈ N: (3)
ðÏÌÏÖÉÍ I1 = (−1; b1), Im+1 = (bm; 1), É ÄÌÑ 2 6 j 6 m ÐÕÓÔØ Ij = (bj−1; bj).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÕÀ ÎÉÖÅ, Ë I = (−1; 1) É M = A∗, ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
ÞÔÏ f -ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ m+ 1 = 4p
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ∈ N. îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (3), Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ
ÆÕÎËÃÉÉ f Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ¤

úÄÅÓØ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÓÐÅËÔ ÚÁÄÁÞÉ. íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÉ-
ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ, ÒÁ×ÎÁ 4 É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎ-
ÔÅÒ×ÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4k+ 1. îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÄÌÉÎÁ
ÏÒÂÉÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ 4, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÄÁÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅÐÒÅ-

ÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-
×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f ◦ f = g?

ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÄÁÅÔ
ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ g : R → R | ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÔÅÒÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ ÉÚ g Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

÷ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.
ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÚÁÄÁÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ f É g, ÐÒÉÞÅÍ

g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ. ðÕÓÔØ f É g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Ô. Å. f ◦ g =
= g ◦ f . ôÏÇÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÅ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ g(x0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-
ÃÉÉ g ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ g(−1). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-
ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ, Á ÐÏÔÏÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ g ÎÁ g(−1).

ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0. ðÏÌÏÖÉÍ y0 = g(x0) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (yn), ÔÁËÕÀ ÞÔÏ yn → y0. ðÏÌÏÖÉÍ xn = g(−1)(yn).
ôÏÇÄÁ xn → x0, ÐÏÓËÏÌØËÕ g(−1) | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÁË ËÁË f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ
× ÔÏÞËÅ x0, ÔÏ

f(yn) = f(g(xn)) = g(f(xn)) → g(f(x0)) = f(g(x0));
ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

ðÕÓÔØ f ◦ f = g. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f É g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (1) ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏÄ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÅÍ g ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ËÏÎÅÞÎÏ,
ÔÏ É ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÎÅÞÎÁ.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ I =
∞⋂
k=0

g(k)(R), ÇÄÅ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ,

f (s)(x) = g(x). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÏ
×ÓÅ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÎÅ I ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÏÒÂÉÔÕ. ïÓÔÁÅÔÓÑ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ¤

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, g(R) | ÏÔ-
ËÒÙÔÙÊ ÌÕÞ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s > 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f (s)(x) = g(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ
× ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

õËÁÚÁÎÉÅ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É
ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ R \ g(R). åÓÌÉ c | ÇÒÁÎÉÃÁ g(R), ÔÏ f(c) 6= c, ÉÎÁÞÅ ÂÙÌÏ ÂÙ g(c) =
= c. ðÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f(c) ∈ g(R), ÏÔËÕÄÁ f(R \ g(R)) ⊂ g(R). ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ
f(g(R)) = g(f(R)) ⊂ g(R), Ô. Å. f(R) ⊂ g(R). ôÁË ËÁË f ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ, ÔÏ
g(R) ( g(R) | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ë. íÁÌØËÏ×Á, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ-
ÎÏÊ × ÓÂÏÒÎÉËÅ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ�, �3, 1999, Ó. 232, ÐÏÄ ÎÏÍÅÒÏÍ
3.3; ÒÅÛÅÎÉÅ ë. íÁÌØËÏ×Á ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÉ�, �5,
2001, Ó. 227{228.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ I ⊆ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Á f : I → I | ÂÉÅËÔÉ×ÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË M ⊂ I, |M | = m, ×ÐÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f . ðÕÓÔØ {Ij}m+1

j=1 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ I ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ
ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . ôÏÇÄÁ:

(i) åÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ Ij , ÔÏ f(Ij) = Ik ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
1 6 k 6 m+ 1.

(ii) åÓÌÉ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ Ë (i), f ◦ f ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ f (4)(Ij) = Ij ÄÌÑ ×ÓÅÈ
1 6 j 6 m+ 1.

(iii) åÓÌÉ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ Ë (i) É (ii), ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ x0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M É
f(f(x0)) = x0, ÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÉÍÅÅÔ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (i) úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï É ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ij . æÕÎËÃÉÑ f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Ij ÎÁ f(Ij) ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ f(Ij) = (c; d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ c; d ∈ I. ðÏÓËÏÌØËÕ
Ij ∩M = ∅, Á M ×ÐÏÌÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f , ÔÏ (c; d) ⊆ Ik ÄÌÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ 1 6 k 6 m + 1. éÓÐÏÌØÚÕÑ f (−1) É ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
f(Ij) = Ik.

(ii) ôÁË ËÁË f (2) ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ f (4) ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. éÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ
j − 1 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓÌÅ×Á ÏÔ Ij . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) Ë f (4), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ j−1 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÓÌÅ×Á ÏÔ f (4)(Ij). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f (4)(Ij) = Ij .

(iii) éÚ (ii) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 1, 2 ÉÌÉ
4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(f(Ij)) = Ij . ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ f ◦ f ÓÔÒÏÇÏ
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ÕÂÙ×ÁÅÔ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Ij , ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ x ∈ Ij , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(f(x)) = x. îÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ
ÉÍÅÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÕ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. úÎÁÞÉÔ, x = x0 ∈ M , | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 4. ¤

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ g | ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ◦ f = g. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ
ÔÏÞËÕ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÝÕÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ
ÌÉÛØ ÏÄÎÕ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏ-
ÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ôÏÇÄÁ f(x0) =
= f(g(x0)) = g(f(x0)), Ô. Å. f(x0) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
g. úÎÁÞÉÔ, f(x0) = x0. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ f(x) = x, ÔÏ g(x) = f(f(x)) = x, ÏÔËÕÄÁ
x = x0. ¤

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ I ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Á f; g : I → I ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ
f ◦ f = g, ÐÒÉÞÅÍ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÁ, Á f ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏ-
ÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ g, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ f -ÏÒÂÉÔÕ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f . ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ g É f ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÌÅÍÍÙ 1 g(A) ⊆ A. ôÁË ËÁË A
ËÏÎÅÞÎÏ, Á ÆÕÎËÃÉÑ g ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ, ÔÏ g(A) = A. ðÕÓÔØ a ∈ A É g(a) 6= a. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ g ◦ g ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É g(g(A)) = A, ÔÏ g(g(a)) = a, Ô. Å. f (4)(a) = a.
ôÁË ËÁË g(a) 6= a, ÔÏ f(a) 6= a É f (3)(a) = f (−1)(a) 6= a, Ô. Å. a ÉÍÅÅÔ ÏÒÂÉÔÕ ÉÚ 4
ÔÏÞÅË. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË-
ÃÉÑ f , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, g(n+1)(R) ⊆
⊆ g(n)(R) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N. ðÏÓËÏÌØËÕ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÏ
g(k)(R) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × R. ðÏÌÏÖÉÍ

I =
∞⋂

k=0
g(k)(R):

ðÏÓËÏÌØËÕ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g(x) = x ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ
ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ x0. ôÏÇÄÁ g(k)(x0) = x0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ∈ N, ÏÔËÕÄÁ x0 ∈ I, Ô. Å. I 6= ∅.

ðÏÓËÏÌØËÕ I | ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÔÏ I Ó×ÑÚÎÏ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ g(I) = I. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ I ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ × ÓÉÌÕ ÍÏÎÏ-
ÔÏÎÎÏÓÔÉ g. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ I = [a; b] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a < b. ôÁË ËÁË g ÓÔÒÏÇÏ
ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ g(a) = b; g(b) = a. îÏ ËÏÎÃÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ ÎÁ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÅÎÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ I ÏÔËÒÙÔÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ.

ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aext ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f É ÔÏÞËÉ
x0. éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÌÅÍÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Aext ⊂ I. ðÒÉÍÅÎÉ× ÌÅÍÍÙ 3 É 4
Ë f; g : I → I, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aext ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4p + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p ∈ N. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ
4p + 2 ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë I ÌÅÍÍÕ 2(iii) Ó M = Aext, ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
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ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ij ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÐÏÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 4, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4p+2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ×ÅÄÅÔ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ¤

4. ðÏÐÙÔËÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. á ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ

g : R → R ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
g ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ f , ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ f ◦ f = g, ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ
ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ g ÉÍÅÌÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ-
ÎÙÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I ⊂ R É ÆÕÎËÃÉÉ
f; g : I → I Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ
É f(f(x)) = g(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÄÅÓØ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÎÅ Ó ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ g Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ f , Á Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f . äÌÑ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ I = (−16; 16), ×ÍÅÓÔÏ (−1; 1).

ðÕÓÔØ f : (−16; 16) → R; f(x) =





x
2 + 2 ÐÒÉ x ∈ (−16;−8);

−x2 + 10 ÐÒÉ x ∈ (−8; 0);

−x2 − 10 ÐÒÉ x ∈ (0; 8);
x
2 − 2 ÐÒÉ x ∈ (8; 16);

−2 ÐÒÉ x = −8;

−10 ÐÒÉ x = 0;

2 ÐÒÉ x = 8:

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ 3 ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á É ÞÔÏ g := f◦f ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ
É ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ 3 ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á. þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ Õ×ÉÄÅÔØ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ËÁÒÔÉÎÕ,
ÓÍ. ÒÉÓ. 3 É ÒÉÓ. 4. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅ-
ÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ 180◦ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÉÓ. 1).

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ
íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ áÌÅËÓÅÑ âÅÌÏ×Á É ç£ÔÃÁ ðÆÁÎÄÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚÎÁ-

ËÏÍÉÌÉ ÎÁÓ Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f ◦ f = − id, Á ÔÁËÖÅ áÌÅËÓÁÎÄÒÁ
âÕÆÅÔÏ×Á ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É âÏÒÉÓÁ æÒÅÎËÉÎÁ ÚÁ ÒÅÄÁËÃÉÏÎÎÕÀ ÐÒÁ×ËÕ.
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íÙ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÙ áÌÅËÓÅÀ âÅÌÏ×Õ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÄÅÒÖÁÌ ÎÁÛÉ ÐÏÐÙÔËÉ
ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.
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