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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования.

В XVIII веке разгорелась научная дискуссия между знаменитыми матема

тиками Д’Аламбером, Эйлером, Д. Бернулли, Лагранжем, известная истории

как «Спор о звучащей струне». Дискуссия началась как диспут об определении

понятия функции, а позднее дала толчок развитию различных теорий, таких

как дифференциальные уравнения в частных производных, математический

анализ, теория функций комплексного и вещественного переменного, теория

тригонометрических рядов Фурье, теория обобщенных функций и пространств

Соболева.

Одним из итогов этого многолетнего спора было открытие волнового урав

нения. Данное уравнение используется в описании таких физических явлений,

как механические колебания (например малые продольные или поперечные ко

лебания металлических стержней), процесс распространения электро-магнит

ных, гравитационных и акустических волн в газах, жидкостях и твердых сре

дах. Многие известные математики рассматривали в своих работах как клас

сические, так и обобщенные решения начально-краевых задач для волнового

уравнения.

Одномерное телеграфное уравнение является обобщением волнового урав

нения и описывает большое количество физических процессов. В частности, для

электродинамический теории телеграфные уравнения, являясь частным случае

уравнений Максвелла, определяют напряжение и силу тока в линиях электри

ческой связи. С помощью телеграфного уравнения можно описать релятивист

скую версию уравнения Шредингера; в литературе это уравнение известно под

названием уравнение Клейна-Гордона-Фока. Телеграфное уравнение характери

зует динамику изменения давления жидкости и газа в трубопроводе.

Среди первопроходцев исследований в области граничного управления рас

пределенными системами стоит выделить Ж.-Л. Лионса. В его работах вопросы
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поведения колебательных систем формулировались в терминах смешанных на

чально-краевых задач. Так в работе [8] для волнового уравнения, пользуясь

видом обобщенного решения задачи, было доказано, что задача успокоения ко

леблющейся струны имеет решение, не являющееся при этом единственным

для длительных временных промежутков рассмотрения процесса. Идеи Лион

са нашли свое отражение в работах E. Zuazua [9] для описания управления

квазилинейным волновым уравнением. Метод единственности Гильберта, ис

пользуемый в вышеперечисленных работах, показал себя удобным подходом

для изучения свойств решений задачи о граничном управлении.

Большое число технологических процессов, рассмотренных в книге А.Г.

Бутковского [10], также приводит к смешанным граничным задачам. Для иссле

дования поведения решений рассматриваемых задач используются различные

аналитические методы, такие как метод Фурье, метод моментов, метод гармо

ник. В рамках численного подхода к решению задач для волнового уравнения

стоит отметить работы Ф.П. Васильева [11] и его учеников [12] [13] [14]. В этих

статьях были разработаны эффективные численные методы решения задач на

блюдения, опирающиеся на концепцию теории двойственности для линейных

систем управления.

Важные фундаментальные результаты исследования именно обобщенных

решений для смешанных задач для гиперболических уравнений содержатся в

книге О.А. Ладыженской [15] и большой статье В.А. Ильина [16].

Начиная с 1999г. в цикле работ, опубликованном В.А. Ильиным [17], Е.И.

Моисеевым [18] и их учениками решались различные вариации начально-кра

евых задач для гиперболических уравнений. В этих работах ключевую роль

при решении задач оптимального граничного управления играло решение по

ставленной задачи, выраженное в явном аналитическом виде и зависящее от

граничной функции. Данная диссертация является продолжением начатых ис

следований и большая ее часть посвящена построению решений для волнового

уравнения с некоторыми видами нелокальных граничных условий. Стоит от
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метить, что одними из первых задачи разрешимости дифференциальных урав

нений с модельными нелокальными граничными условиями рассмотрели А.В.

Бицадзе и А.А. Самарский. Большую роль в развитии этого направления сыг

рали их статьи [19] и [20], в которых были предложены новые постановки задач

для уравнений в частных производных.

Через некоторое время В.А. Ильин в работе [21] предъявил аналитическое

решение задачи для волнового уравнения с четырьмя модельными, одноточеч

ными нелокальными условиями типа Бицадзе-Самарского

𝑢(𝑙, 𝑡) = −𝑢(�̇�, 𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑢(�̇�, 𝑡),

𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = −𝑢𝑥(�̇�, 𝑡), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑢𝑥(�̇�, 𝑡),

где �̇� произвольная точка из интервала (0, 𝑙). Позднее он получил результаты

[22], [23] в оптимизации граничного управления решением волнового уравнения

с этими условиями. Отметим также статью А.А. Кулешова [24], чьи резуль

таты для начально-краевых задач с одноточечными нелокальными граничны

ми условиями обобщаются в данной диссертационной работе. Отметим и ста

тью А.А. Холомеевой [25], где нелокальным рассматривается само управление

𝜇(𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡)− 𝑢𝑥(0, 𝑡).

Рассмотрение непрерывно дифференцируемых решений накладывает су

щественные ограничения на задачи для уравнений в частных производных. Но

если исходить не из дифференциальных, а из интегральных уравнений (см.

например работы А.П. Хромова и его учеников [26], [27]), то класс решений,

а значит, и класс исходных краевых задач, можно существенно расширить.

Для большого класса задач для волнового и телеграфного уравнений получены

явные решения методом учета волн. Из вида этих решений легко следует до

статочное условие принадлежности тому или иному функциональному классу.

Более тонкую работу нужно проделать для установления критерия принадлеж

ности решения различным классам обобщенных функций. Данные результаты

позволяют по свойствам граничной функции устанавливать свойства решения,
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рассматриваемой задачи.

Исследования свойств решений смешанной задачи для волнового уравне

ния были проведены в цикле работ В.А. Ильин и Е.И. Моисеева совместно с

учениками [28], [29], [30]. Отдельно хотелось бы выделить работу [31], в кото

рой был получен критерий принадлежности классу 𝑊 1
𝑝 обобщенного из класса

𝐿𝑝 решения волнового уравнения и отметить, что в рамках данной диссерта

ционной работы этот критерий обобщается на случай 𝑊 𝑙
𝑝 с целым показателем

𝑙.

Также отметим работы И.С. Ломова по многоточечным краевым задачам

(см. [32]).

Цели и задачи диссертационной работы. Целью диссертационной ра

боты является исследование вопросов существования и единственности реше

ния задач для волнового и телеграфного уравнений с различными граничными

условиями, в рамках аналитического подхода. А также исследование свойств

этих решений в зависимости от поставленных граничных условий.

Для достижения намеченной цели были поставлены и решены следующие

задачи:

1. Задача построения аналитического решения для волнового уравнения с

нулевыми начальными условиями и четырьмя вариантами граничных усло

вий, где на правом задается нелокальное условие.

2. Задача получения критерия принадлежности классу 𝑊 𝑙
𝑝 обобщенного из

класса 𝐿𝑝 решения волнового уравнения.

3. Задача построения обобщенного из класса 𝐿𝑝 решения смешанной задачи

для телеграфного уравнения.

4. Задача установления единственности обобщенного из класса 𝐿𝑝 решения

смешанной задачи для телеграфного уравнения.
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Научная новизна. Степень разработанности диссертации. В дис

сертационной работе были получены следующие новые результаты:

1. Для смешанной задачи для волнового уравнения получены критерии при

надлежности решения пространству Соболева 𝑊 𝑙
𝑝 с целыми индексами 𝑙,

что обобщает ранее полученный результат с 𝑙 = 1.

2. Для волнового уравнения с двумя видами нелокальных граничных усло

вий на правом конце и условием первого или второго рода на левом конце

получены два алгоритма вычисления коэффициентов, используемых для

получения явного аналитического решения.

3. Для уравнения колебания струны с двумя видами нелокальных гранич

ных условий получены решения в явном аналитическом виде.

4. Для обобщенного из класса 𝐿𝑝 решения смешанной задачи для телеграф

ного уравнения показана единственность в 𝐿𝑝. Дополнительно установле

но, что формулы решений в пространствах 𝑊 1
2 и 𝐿𝑝 совпадают при 𝑝 > 1.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит в основном

теоретический характер. Результаты, изложенные в диссертации, могут быть

использованы для построения решений некоторых задач для волнового и теле

графного уравнений. Эти решения играют важную роль в задачах наблюдения

и управления. На практике полученные результаты находят применение в обра

ботке и передаче сигналов, поддержании стабильности колебательных систем.

Методология и методы исследования. В диссертации используются

методы теории дифференциальных уравнений в частных производных, теории

обыкновенных дифференциальных уравнений, теории уравнений с нелокальны

ми граничными условиями и методы функционального анализа.

Положения, выносимые на защиту. В диссертационной работе полу

чены следующие новые научные результаты, которые выносятся на защиту:
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1. Существование и единственность решений четырех смешанных задач для

уравнения колебания струны с нелокальными граничными условиями пер

вого и второго рода;

2. Критерий принадлежности классу 𝑊 𝑙
𝑝 обобщенного из класса 𝐿𝑝 решения

волнового уравнения (𝑙 ∈ N, 𝑝 > 1);

3. Существование и единственность решения смешанной задачи для уравне

ния Клейна-Гордона-Фока в пространстве 𝐿𝑝 при 𝑝 > 1;

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность ре

зультатов данной работы обеспечивается строгостью математических доказа

тельств и использованием апробированных научных методов.

Основные результаты диссертации и отдельные ее части докладывались и

обсуждались на следующих конференциях и семинарах:

1. Научно-исследовательский семинар «Спектральная теория дифференци

альных операторов и актуальные вопросы математической физики» фа

культета вычислительной математики и кибернетики МГУ имени М.В. Ло

моносова (руководители акад. Е.И. Моисеев и проф. И.С. Ломов) (Москва,

ВМК МГУ, 2019) ;

2. Научно-исследовательский семинар «Теория операторов» механико-мате

матического факультета МГУ имени М.В. Ломоносова (руководитель член

кор. РАН А.А. Шкаликов) (Москва, Мех-мат МГУ, 2018) ;

3. Международная конференция "Современные методы теории краевых за

дач. Понтрягинские чтения - XXIX посвященная 90-летию В.А. Ильина

(Москва, ВМК МГУ, 2018);

4. Международная научная конференции студентов, аспирантов и молодых

ученых «Ломоносов 2017» (Москва, МГУ, 2017);
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5. Международная Конференция (Семинар (workshop)): Boundary Value

Problem, Functional Equations and Applications 3 (Rzeszow, Польша, 2016);

6. Международная Конференция: ВВМШ "Понтрягинские чтения XXVII"

(Воронеж, ВГУ, 2016);

7. Международная Конференция: Ломоносовские чтения - 2016 (Москва,

МГУ, 2016);

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 7 печатных ра

ботах, из них 3 статьи в рецензируемых журналах [1–3], и 4 тезиса докладов

[4–7]. Работа [2] выполнена в соавторстве. В этой работе теорема 2 принадле

жит автору диссертации, теорема 1 соавтору А.А. Кулешову. Использованное в

работе представление решения задачи для телеграфного уравнения было ранее

получено соавтором И.Н. Смирновым в работе [33].

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубли

кованные работы. Подготовка к публикации полученных результатов проводи

лась совместно с соавторами, причем вклад диссертанта был определяющим.

Все представленные в диссертации результаты получены лично автором.

Структура и объем диссертации.

Диссертация состоит из введения, 3 глав, заключения и библиографии. Об

щий объем диссертации 77 страниц. Библиография включает 68 наименований

на 9 страницах.

Во Введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в

рамках данной диссертационной работы, формулируются цели работы и основ

ные положения, выносимые на защиту; обосновываются научная новизна, а так

же теоретическая и практическая значимость представляемой работы.

В главе 1 рассматриваются четыре смешанные задачи для уравнения ко

лебания струны с нелокальными граничными условиями первого рода и общего

вида.
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Параграф 1 содержит в себе постановку и описание рассматриваемых за

дач. Для этого вводится прямоугольник 𝑄𝑇 = [0 6 𝑥 6 𝑙]× [0 6 𝑡 6 𝑇 ] и на нем

рассматривается введенный В. А. Ильиным в работе [34] класс ̂︁𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ) функ

ций двух переменных 𝑢(𝑥, 𝑡), непрерывных в 𝑄𝑇 и обладающих обобщенными

частными производными 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) и 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡), принадлежащими классу 𝐿2 (𝑄𝑇 ), а

также классу

𝐿2 [0 6 𝑥 6 𝑙] при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и классу 𝐿2[0 6 𝑡 6 𝑇 ] при всех 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. В этом

параграфе приводятся четыре смешанных задачи для волнового уравнения

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 0 (1)

с начальными условиями

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0, (2)

и одним из следующих краевых условий

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡) , 𝑢(𝑙, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘𝑢(𝑥𝑘, 𝑡); (3)

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡) , 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘𝑢𝑥(𝑥𝑘, 𝑡); (4)

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡) , 𝑢(𝑙, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘𝑢(𝑥𝑘, 𝑡); (5)

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡) , 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘𝑢𝑥(𝑥𝑘, 𝑡); (6)

где 𝑛 – целое неотрицательное число, 0 < 𝑥𝑖 < 𝑙, 𝑖 = 0, 𝑛, 𝛼𝑘 – произвольные

вещественные постоянные, 𝑘 = 0, 𝑛, 𝜇(𝑡) — произвольная функция из класса

𝐿2[0, 𝑇 ] в случае (5) и (6), а в случае (3) и (4) 𝜇(𝑡) — произвольная функция

из класса 𝑊 1
2 [0, 𝑇 ] удовлетворяющая условию 𝜇(0) = 0. Решение задач (1),(2),

(3)–(6), также как и в работе [35] понимается в смысле
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Определение 1. Обобщенным из класса ̂︁𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ) решением смешанной задачи

для волнового уравнения (1) c начальными условиями (2) и с одной из совокуп

ностей граничных и нелокальных условий (3)–(6) называется функция 𝑢(𝑥, 𝑡)

из класса ̂︁𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ), удовлетворяющая интегральному тождеству

𝑇∫︁
0

𝑙∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡) [Φ𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)− Φ𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)] 𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−

𝑛∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘

𝑇∫︁
0

𝑢(𝑥𝑘, 𝑡) Φ𝑥(𝑙, 𝑡) 𝑑𝑡, в случае условия (3), (5) ;

𝑛∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘

𝑇∫︁
0

𝑢𝑥(𝑥𝑘, 𝑡) Φ(𝑙, 𝑡) 𝑑𝑡, в случае условия (4), (6) ;

+

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇∫︁
0

𝜇(𝑡) Φ𝑥(0, 𝑡) 𝑑𝑡, в случае условия (3), (4) ;

−
𝑇∫︁

0

𝜇(𝑡) Φ(0, 𝑡) 𝑑𝑡, в случае условия (5), (6) ;

в котором Φ(𝑥, 𝑡) — произвольная функция из класса 𝐶2(𝑄𝑇 ), удовлетворяю

щая нулевым финальным условиям Φ(𝑥, 𝑇 ) = 0, Φ𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 0 при 0 6 𝑥 6 𝑙,

равенству Φ(0, 𝑡) = 0 при 0 6 𝑡 6 𝑇 в случае условия 𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡) , равен

ству Φ𝑥(0, 𝑡) = 0 при 0 6 𝑡 6 𝑇 в случае условия 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡), равенству

Φ(𝑙, 𝑡) = 0 при 0 6 𝑡 6 𝑇 в случае условия 𝑢(𝑙, 𝑡) =
𝑛∑︀

𝑘=0

𝛼𝑘𝑢(𝑥𝑘, 𝑡), равенству

Φ𝑥(𝑙, 𝑡) = 0 при 0 6 𝑡 6 𝑇 в случае условия 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) =
𝑛∑︀

𝑘=0

𝛼𝑘𝑢𝑥(𝑥𝑘, 𝑡).

В этом параграфе будет введена функция 𝜇(𝑡), совпадающая с 𝜇(𝑡) при

𝑡 > 0 и равная нулю, при 𝑡 < 0. Введена также функция ̂︀𝜇(𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝜇(𝜏) 𝑑𝜏 . В

этом параграфе будет введено как основное множество

Ω =

{︃
𝑝 = (𝑚, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Z𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 1 6 𝑚 6 𝑚0,

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 − 2𝑝𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝑚, 𝑗 = 0, 𝑛

}︃
, (7)
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так и вспомогательные производные множества

̂︀Ω =

{︃
𝑝 = (𝑚, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Z𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒− 1 6 𝑚 6 𝑚0, 1−𝑚0 6

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 6 𝑚0 + 1, 𝑖 = 0, 𝑛

}︃
; (8)

̂︀Ω𝑚+1 =

{︃
𝑝 = (𝑚, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Z𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒ (𝑚− 1, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) ∈ ̂︀Ω}︃ ; (9)

̂︀Ω𝑚−1 =

{︃
𝑝 = (𝑚, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Z𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒ (𝑚+ 1, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) ∈ ̂︀Ω}︃ ; (10)

̂︀Ω𝑝𝑘−1 =

{︃
𝑝 = (𝑚, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Z𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒ (𝑚, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑘 + 1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ ̂︀Ω}︃ ; (11)

̂︀Ω𝑝𝑘+1 =

{︃
𝑝 = (𝑚, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Z𝑛+2

⃒⃒⃒⃒
⃒ (𝑚, 𝑝0, . . . , 𝑝𝑘 − 1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ ̂︀Ω}︃ . (12)

Решения граничной задачи для волнового уравнения обычно представля

ются в виде линейной комбинации граничных функций с некоторыми коэф

фициентам. Дальнейшие параграфы будут содержать алгоритмы поиска веще

ственных чисел, которые будут использоваться в этих линейных комбинациях.

Данные коэффициенты будут использованы для записи решения задач (1),(2),

(3)–(6).

Для задачи (1), (2), (3) алгоритм получения этих коэффициентов может

быть описан рекуррентным соотношением

𝑎𝑝 = 0 при 𝑝 ∈ ̂︀Ω∖Ω∖{−→0 }, 𝑎0 = 1,

𝑎𝑝+𝑚 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘(𝑎𝑝+𝑘 − 𝑎𝑝−𝑘 ) + 𝑎𝑝−𝑚, (13)

где 𝑎𝑝±𝑚 = 𝑎(𝑚±1,𝑝0,𝑝1, ... ,𝑝𝑛), 𝑎𝑝±𝑘 = 𝑎(𝑚,𝑝0,𝑝1, ... 𝑝𝑘−1,𝑝𝑘±1,𝑝𝑘+1, ... 𝑝𝑛).

Для задачи (1), (2), (4) алгоритм получения этих коэффициентов может

быть описан рекуррентным соотношением

𝑎𝑝 = 0 при 𝑝 ∈ ̂︀Ω∖Ω∖{−→0 }, 𝑎0 = −1.
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𝑎𝑝+𝑚 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘(𝑎𝑝+𝑘 − 𝑎𝑝−𝑘 ) + 𝑎𝑝−𝑚, (14)

где 𝑎𝑝±𝑚 = 𝑎(𝑚±1,𝑝0,𝑝1, ... ,𝑝𝑛), 𝑎𝑝±𝑘 = 𝑎(𝑚,𝑝0,𝑝1, ... 𝑝𝑘−1,𝑝𝑘±1,𝑝𝑘+1, ... 𝑝𝑛).

Для задачи (1), (2), (5) алгоритм получения этих коэффициентов может

быть описан рекуррентным соотношением

𝑎𝑝 = 0 при 𝑝 ∈ ̂︀Ω∖Ω∖{−→0 }, 𝑎0 = 1,

𝑎𝑝+𝑚 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘(𝑎𝑝+𝑘 + 𝑎𝑝−𝑘 )− 𝑎𝑝−𝑚, (15)

где 𝑎𝑝±𝑚 = 𝑎(𝑚±1,𝑝0,𝑝1, ... ,𝑝𝑛), 𝑎𝑝±𝑘 = 𝑎(𝑚,𝑝0,𝑝1, ... 𝑝𝑘−1,𝑝𝑘±1,𝑝𝑘+1, ... 𝑝𝑛).

Для задачи (1), (2), (6) алгоритм получения этих коэффициентов может

быть описан рекуррентным соотношением

𝑎𝑝 = 0 при 𝑝 ∈ ̂︀Ω∖Ω∖{−→0 }, 𝑎0 = −1.

𝑎𝑝+𝑚 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘(𝑎𝑝+𝑘 + 𝑎𝑝−𝑘 )− 𝑎𝑝−𝑚, (16)

где 𝑎𝑝±𝑚 = 𝑎(𝑚±1,𝑝0,𝑝1, ... ,𝑝𝑛), 𝑎𝑝±𝑘 = 𝑎(𝑚,𝑝0,𝑝1, ... 𝑝𝑘−1,𝑝𝑘±1,𝑝𝑘+1, ... 𝑝𝑛).

Подсчет совершается по значениям связанным с первой координатой 𝑚.

Коэффициенты 𝑎𝑝 при неположительных 𝑚 известны и равны нулю кроме разве

что точки 𝑝 = 0.

Параграф 2 посвящен решению задачи в случае краевого условия перво

го рода на левом конце и нелокального условия первого рода на правом конце,

итогом которого является следующая

Теорема 1. Для произвольных вещественных чисел 𝑇 > 0, 𝛼𝑘 ∈ R, 𝑥𝑘∈ (0, 𝑙)

и 𝑛 ∈ N ∪ {0}, где 𝑘 = 0, 𝑛 и произвольной функции 𝜇 (𝑡) из класса 𝑊 1
2 [0, 𝑇 ],
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удовлетворяющей условию 𝜇(0) = 0, смешанная задача (1), (2), (3) имеет
единственное обобщенное решение 𝑢 (𝑥, 𝑡) из класса ̂︁𝑊 1

2 (𝑄𝑇 ), которое опреде
ляется формулой

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝜇(𝑡− 𝑥)+

+
∑︁
𝑝∈Ω

𝑎𝑝

[︃
𝜇

(︃
𝑡− 𝑥−

(︃
𝑚𝑙 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑥𝑘

)︃)︃
− 𝜇

(︃
𝑡+ 𝑥−

(︃
𝑚𝑙 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑥𝑘

)︃)︃]︃
, (17)

где 𝑎𝑝 постоянные коэффициенты, которые определены следующими соотно

шениями

𝑎𝑝 = 0 при 𝑝 ∈
(︁̂︀Ω∖Ω)︁ ∖{0}, 𝑎0 = 1,

где множество Ω определено (7), а множество ̂︀Ω определено (8) Для осталь

ных значений 𝑎𝑝+𝑚 при 𝑝+𝑚 ∈ Ω выполнено соотношение

𝑎𝑝+𝑚 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘(𝑎𝑝+𝑘 − 𝑎𝑝−𝑘 ) + 𝑎𝑝−𝑚, (18)

где 𝑎𝑝±𝑚 = 𝑎(𝑚±1,𝑝0,𝑝1, ... ,𝑝𝑛), а 𝑎𝑝±𝑘 = 𝑎(𝑚,𝑝0,𝑝1, ... 𝑝𝑘−1,𝑝𝑘±1,𝑝𝑘+1, ... 𝑝𝑛).

Параграф 3 посвящен решению задачи в случае краевого условия перво

го рода на левом конце и нелокального условия второго рода на правом конце,

итогом которого является следующая

Теорема 2. Для произвольных вещественных чисел 𝑇 > 0, 𝛼𝑘 ∈ R, 𝑥𝑘∈ (0, 𝑙)

и 𝑛 ∈ N ∪ {0}, где 𝑘 = 0, 𝑛 и произвольной функции 𝜇 (𝑡) из класса 𝑊 1
2 [0, 𝑇 ],

удовлетворяющей условию 𝜇(0) = 0, смешанная задача (1), (2), (4) имеет
единственное обобщенное решение 𝑢 (𝑥, 𝑡) из класса ̂︁𝑊 1

2 (𝑄𝑇 ), которое опреде
ляется формулой

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝜇(𝑡− 𝑥)+

+
∑︁
𝑝∈Ω

𝑎𝑝

[︃
𝜇

(︃
𝑡− 𝑥−

(︃
𝑚𝑙 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑥𝑘

)︃)︃
− 𝜇

(︃
𝑡+ 𝑥−

(︃
𝑚𝑙 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑥𝑘

)︃)︃]︃
, (19)

где 𝑎𝑝 постоянные коэффициенты, которые определены следующими соотно

шениями

𝑎𝑝 = 0 при 𝑝 ∈
(︁̂︀Ω∖Ω)︁ ∖{0}, 𝑎0 = 1,
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где множество Ω определено (7), а множество ̂︀Ω определено (8) Для осталь

ных значений 𝑎𝑝+𝑚 при 𝑝+𝑚 ∈ Ω выполнено соотношение

𝑎𝑝+𝑚 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘(𝑎𝑝+𝑘 + 𝑎𝑝−𝑘 )− 𝑎𝑝−𝑚, (20)

где 𝑎𝑝±𝑚 = 𝑎(𝑚±1,𝑝0,𝑝1, ... ,𝑝𝑛), а 𝑎𝑝±𝑘 = 𝑎(𝑚,𝑝0,𝑝1, ... 𝑝𝑘−1,𝑝𝑘±1,𝑝𝑘+1, ... 𝑝𝑛).

Параграф 4 посвящен решению задачи в случае краевого условия второ

го рода на левом конце и нелокального условия первого рода на правом конце,

итогом которого является следующая

Теорема 3. Для произвольных вещественных чисел 𝑇 > 0, 𝛼𝑘 ∈ R, 𝑥𝑘∈ (0, 𝑙)

и 𝑛 ∈ N ∪ {0}, где 𝑘 = 0, 𝑛 и произвольной функции 𝜇 (𝑡) из класса 𝐿2[0, 𝑇 ],
смешанная задача (1), (2), (5) имеет единственное обобщенное решение 𝑢 (𝑥, 𝑡)
из класса ̂︁𝑊 1

2 (𝑄𝑇 ), которое определяется формулой

𝑢 (𝑥, 𝑡) = − ̂︀𝜇(𝑡− 𝑥)+

+
∑︁
𝑝∈Ω

𝑎𝑝

[︃̂︀𝜇(︃𝑡− 𝑥−

(︃
𝑚𝑙 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑥𝑘

)︃)︃
+ ̂︀𝜇(︃𝑡+ 𝑥−

(︃
𝑚𝑙 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑥𝑘

)︃)︃]︃
, (21)

где 𝑎𝑝 постоянные коэффициенты, которые определены следующими соотно

шениями

𝑎𝑝 = 0 при 𝑝 ∈
(︁̂︀Ω∖Ω)︁ ∖{0}, 𝑎0 = −1,

где множество Ω определено (7), а множество ̂︀Ω определено (8) Для осталь

ных значений 𝑎𝑝+𝑚 при 𝑝+𝑚 ∈ Ω выполнено соотношение

𝑎𝑝+𝑚 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘(𝑎𝑝+𝑘 + 𝑎𝑝−𝑘 )− 𝑎𝑝−𝑚, (22)

где 𝑎𝑝±𝑚 = 𝑎(𝑚±1,𝑝0,𝑝1, ... ,𝑝𝑛), а 𝑎𝑝±𝑘 = 𝑎(𝑚,𝑝0,𝑝1, ... 𝑝𝑘−1,𝑝𝑘±1,𝑝𝑘+1, ... 𝑝𝑛).

Параграф 5 посвящен решению задачи в случае краевого условия второ

го рода на левом конце и нелокального условия второго рода на правом конце,

итогом которого является следующая
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Теорема 4. Для произвольных вещественных чисел 𝑇 > 0, 𝛼𝑘 ∈ R, 𝑥𝑘∈ (0, 𝑙)

и 𝑛 ∈ N ∪ {0}, где 𝑘 = 0, 𝑛 и произвольной функции 𝜇 (𝑡) из класса 𝐿2[0, 𝑇 ],
смешанная задача (1), (2), (6) имеет единственное обобщенное решение 𝑢 (𝑥, 𝑡)
из класса ̂︁𝑊 1

2 (𝑄𝑇 ), которое определяется формулой

𝑢 (𝑥, 𝑡) = − ̂︀𝜇(𝑡− 𝑥)+

+
∑︁
𝑝∈Ω

𝑎𝑝

[︃̂︀𝜇(︃𝑡− 𝑥−

(︃
𝑚𝑙 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑥𝑘

)︃)︃
+ ̂︀𝜇(︃𝑡+ 𝑥−

(︃
𝑚𝑙 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑥𝑘

)︃)︃]︃
, (23)

где 𝑎𝑝 постоянные коэффициенты, которые определены следующими соотно

шениями

𝑎𝑝 = 0 при 𝑝 ∈
(︁̂︀Ω∖Ω)︁ ∖{0}, 𝑎0 = −1,

где множество Ω определено (7), а множество ̂︀Ω определено (8) Для осталь

ных значений 𝑎𝑝+𝑚 при 𝑝+𝑚 ∈ Ω выполнено соотношение

𝑎𝑝+𝑚 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝛼𝑘(𝑎𝑝+𝑘 − 𝑎𝑝−𝑘 ) + 𝑎𝑝−𝑚, (24)

где 𝑎𝑝±𝑚 = 𝑎(𝑚±1,𝑝0,𝑝1, ... ,𝑝𝑛), а 𝑎𝑝±𝑘 = 𝑎(𝑚,𝑝0,𝑝1, ... 𝑝𝑘−1,𝑝𝑘±1,𝑝𝑘+1, ... 𝑝𝑛).

Параграф 6 посвящен доказательству основной теоремы 1 параграфа 2.

Доказательство состоит из четырех подразделов, где первый, касается доказа

тельства единственности решения смешанных задач (1), (2), (3) - (4). В рамках

этого раздела используется

Теорема 5. (Ильин В.А. [35]) Для любого фиксированного 𝑇 > 0 существует

не более одного обобщенного решения каждой из смешанных задач (1), (2), (3)

- (6) из класса ̂︁𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ).

Второй раздел подтверждает выполнение нелокального граничного усло

вия для задачи (1), (2), (3). Третий раздел завершает доказательство основной

теоремы параграфа 2, доказывая, что полученное решение согласуется с опре

делением 1 и принадлежит классу ̂︁𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ). В финальном разделе приводится
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схема доказательства для случая нелокального граничного условия второго ро

да на правом конце. В рамках этого параграфа приводятся только те моменты,

которые отличаются для случая нелокального граничного условия первого ро

да.

Параграф 7 посвящен доказательству основной теоремы 3 параграфа 4.

Доказательство состоит из четырех подразделов, где первый, касается доказа

тельства единственности решения смешанных задач (1), (2), (5) - (6). Второй

раздел подтверждает выполнение нелокального граничного условия для задачи

(1), (2), (5). Третий раздел завершает доказательство основной теоремы пара

графа 3, доказывая, что полученное решение согласуется с определением 1 и

принадлежит классу ̂︁𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ). В финальном разделе приводится схема доказа

тельства для случая нелокального граничного условия второго рода на правом

конце. В рамках этого параграфа приводятся только те части доказательства,

которые отличаются для случая нелокального граничного условия первого ро

да.

Таким образом в первой главе в явном виде получены решения смешанных

нелокальных задач (1),(2),(3)-(6) для произвольных весовых параметров 𝛼𝑖, про

извольных внутренних точек 𝑥𝑖 из интервала (0, 𝑙), где 𝑖 = 0, 𝑛 и произвольного

рассматриваемого времени 𝑇 . Результаты главы 1 были опубликованы в рабо

тах [1], [6] [7].

Глава 2 посвящена критерию принадлежности классу 𝑊 𝑙
𝑝 обобщенного из

класса 𝐿𝑝 решения волнового уравнения.

Параграф 1 содержит уже известные результаты о принадлежности ре

шения задачи для волнового уравнения функциональным пространствам. Как и

в первой главе рассматривается в прямоугольнике 𝑄𝑇 = [0 6 𝑥 6 𝑋]×[0 6 𝑡 6 𝑇 ]

обобщенное из класса 𝐿𝑝(𝑄𝑇 ) решение 𝑢(𝑥, 𝑡) смешанной задачи для волнового

уравнения

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 0 (25)
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с нулевыми начальными условиями

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 (26)

и на этот раз с граничными условиями первого рода на левом конце и закреп

лением на правом

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡) , 𝑢(𝑋, 𝑡) = 0. (27)

Отметим, что во второй главе используется иное обозначение длинны рас

сматриваемого участка. Это сделано, чтобы использовать обозначение 𝑙 для

верхнего индекса пространства 𝑊 𝑙
𝑝.

Параграф 2 содержит две теоремы. Первая определяет необходимое усло

вие принадлежности пространству Соболева

Теорема 6. Для того чтобы обобщенное из класса 𝐿𝑝(𝑄𝑇 ) решение смешан

ной задачи (25) - (27) принадлежало классу 𝑊 𝑙
𝑝(𝑄𝑇 ) при целых 𝑙 > 1, 𝑝 > 1

необходимо, чтобы принадлежащая классу 𝐿𝑝[0, 𝑇 ] граничная функция 𝜇(𝑡)

для любого достаточно малого 𝜀 > 0 принадлежала классу 𝑊 𝑙
𝑝[0, 𝑇 − 𝜀].

В следующей теореме непосредственно сформулирован критерий принад

лежности решения рассматриваемой задачи классу 𝑊 𝑙
𝑝.

Теорема 7. Если при фиксированных 𝑇 > 0 и 𝑝 > 1 граничная функция 𝜇(𝑡)

принадлежит классу 𝐿1[0, 𝑇 −𝜀] при любом 𝜀 из интервала 0 < 𝜀 < 𝑇 , то для

принадлежности обобщенного из класса 𝐿𝑝(𝑄𝑇 ) решения 𝑢(𝑥, 𝑡) смешанной

задачи (25) - (27) к классу 𝑊 𝑙
𝑝(𝑄𝑇 ) при 𝑙 ∈ N необходимо и достаточно, чтобы

граничная функция 𝜇(𝑡) имела на 0 < 𝑡 < 𝑇 обобщенную производную 𝜇(𝑙)(𝑡),

и чтобы существовал интеграл
𝑇∫︁

0

(𝑇 − 𝑡)|𝜇(𝑙)(𝑡)|𝑝𝑑𝑡 (28)

Стоить отметить, что приведенных две теоремы отличаются от теорем из

работы [36] лишь классом, для которого исследуется принадлежность решения.

Это и составляет основное содержимое исследования.
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Результаты главы 2 были опубликованы в работе [3], [4].

Глава 3 посвящена вопросам разрешимости смешанных задач в прямо

угольнике 𝑄𝑇 = [0 6 𝑥 6 𝑙]× [0 6 𝑡 6 𝑇 ] для уравнения Клейна-Гордона-Фока

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)− 𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (29)

где

𝐿𝑢 := 𝑢𝑥𝑥 − 𝑎𝑢, 𝑎 ∈ R, (30)

с нулевыми начальными условиями

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 при 𝑥 ∈ [0, 𝑙] (31)

и с граничными условиями

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (32)

предполагается, что граничная функция 𝜇 принадлежит классу 𝐿𝑝[0, 𝑇 ] при

𝑝 > 1. С помощью явного аналитического вида решения из класса 𝑊 1
2 строится

решение из класса 𝐿𝑝. Где решение понимается в смысле

Определение 2. Обобщенным из класса 𝐿𝑝(𝑄𝑇 ) решением смешанной задачи

(29)-(32) назовем функцию 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑄𝑇 ), удовлетворяющую тождеству

𝑇∫︁
0

𝑙∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡)
[︁
Φ𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)− 𝐿Φ(𝑥, 𝑡)

]︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

𝑇∫︁
0

𝜇(𝑡)Φ𝑥(0, 𝑡)𝑑𝑡 (33)

для любой функции Φ ∈ 𝐶2(𝑄𝑇 ), удовлетворяющей условиям Φ(𝑥, 𝑇 ) ≡ 0,

Φ𝑡(𝑥, 𝑇 ) ≡ 0 при 0 6 𝑥 6 𝑙 и условиям Φ(0, 𝑡) ≡ 0, Φ(𝑙, 𝑡) ≡ 0 при 0 6 𝑡 6 𝑇 .

Параграф 1 посвящен доказательству теоремы единственности, сформу

лированной в виде

Теорема 8. Может существовать не более одного обобщенного из класса

𝐿1(𝑄𝑇 ) решения смешанной задачи (29)-(32).
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Данная теорема вытекает из полноты собственных функций двух диффе

ренциальных операторов, описывающих телеграфное уравнение. В параграфе

2 показывается существование решения задачи, что также формулируется в ви

де

Теорема 9. Для любых фиксированных 𝑇 > 0, 𝑎 > 0 и 𝑝 > 1 существует обоб
щенное решение из класса 𝐿𝑝(𝑄𝑇 ) смешанной задачи (29)-(32), определяемое
равенством

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

⎡⎣𝜇(𝑡− 𝑥− 2𝑘𝑙)− 𝑐𝑥

𝑡−𝑥−2𝑘𝑙∫︁
0

𝜇(𝜏)
𝐽1(𝑐

√︀
(𝑡− 𝜏 − 2𝑘𝑙)2 − 𝑥2)√︀

(𝑡− 𝜏 − 2𝑘𝑙)2 − 𝑥2
𝑑𝜏

⎤⎦−

−
𝑛+1∑︁
𝑘=1

⎡⎣𝜇(𝑡+ 𝑥− 2𝑘𝑙)− 𝑐𝑥

𝑡+𝑥−2𝑘𝑙∫︁
0

𝜇(𝜏)
𝐽1(𝑐

√︀
(𝑡− 𝜏 − 2𝑘𝑙)2 − 𝑥2)√︀

(𝑡− 𝜏 − 2𝑘𝑙)2 − 𝑥2
𝑑𝜏

⎤⎦ , (34)

где 𝐽1(𝑥) функция Бесселя первого рода, 𝑐 :=
√
𝑎, 𝑛 - наименьший из номе

ров, удовлетворяющих неравенству 𝑇 6 2𝑙(𝑛 + 1), а символ 𝜇(𝑡) обозначает

функцию, совпадающую с 𝜇(𝑡) при 𝑡 > 0 и равную нулю при 𝑡 < 0.

Доказательство, приведенное в этом параграфе, опирается на идею о том,

что при переходе граничной функции из класса 𝑊 1
2 в класс 𝐿𝑝 решение так же

переходит из класса 𝑊 1
2 в класс 𝐿𝑝.

Результаты главы 3 были опубликованы в работе [2],[5].

В Заключении 3 приводятся основные полученные результаты, подво

дятся итоги проведенной работы и описываются возможные направления для

дальнейших исследований.
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