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Influence of the non-local dispersion on the near

field of core-shell particles deposited on a plane
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Core-shell nanomaterials have gained a huge popularity due to their advanced
abilities to control light via manipulations of its core or shell materials and
dimensions compared to their homogeneous counterparts. Nanoshells provide
greater flexibility in tuning plasmon resonances over a wide range of wavelength,
as well as realizing enhancement of the electromagnetic fields. In particular, core-
shell particles have emerged as valuable nanomaterials for energy storage and
conversion, biosensing, photothermal enhancement, solar cell elements, cancer
diagnostic and treatment, and plasmonic nanolaser [1]. When the characteristic
size of a metallic nanofeatures become comparable to the Fermi wavelength of the
electrons in that metal, the so-called spatial non-locality of the metal arises. Various
approaches have been developed that take into account the emerging quantum
effect, but still remain within the framework of the Maxwell electromagnetic theory.
One of the most popular semi-classic approach which incorporates the spatial
dispersion is the Generalized nonlocal optical response model which can be easily
incorporated in the Maxwell theory. Such approach has proven to be an excellent
tool for plasmonic nanofeatures investigation [2].

In our research we apply an extended version of the Discrete Sources Method
(DSM) to consider core-shell nanoparticle deposited on a glass prism. DSM is
a semi-analytical surface based method, in which the electromagnetic fields are
representing as a finite linear combinations of discrete sources (DS) fields satisfying
the Maxwell equations and radiation conditions analytically. DS amplitudes are
determined from the boundary conditions enforced at the surfaces of medium
discontinuities. So called lowest order distributed multipoles are employed as a
basis for solution construction [3]. As compared to other surface based approaches,
the DSM (1) does not require any mesh generation or an integration procedure, (2)
provides the near and far fields in clear analytical form, (3) solves simultaneously
the scattering problem for all external excitations and polarizations, (4) can handle
particles with high refractive indices by choosing the different DS numbers in
accordance with the refractive indexes, and (5) allows a posterior estimation of
the solution errors via the residual of the surface fields computation. The latter
ability enables to compute near-fields with a guaranteed accuracy [4]. In case of an
obstacle deposited near a layered interface the external field outside the particle
are constructed based on the Green Tensor of the layered structure which allows to
keep all basic features of the DSM numerical scheme unchanged
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Consider a simply connected bounded domain Ω with a boundary Γ0. Let Ω1

be a simply connected bounded domain with a boundary Γ1 such that Ω1 ⊂ Ω.
Boundaries Γ0 and Γ1 are smooth: Γ0,Γ1 ∈ C2. Denote Ω0 = Ω \Ω1 and let σ0, σ1

be positive constants.
Consider the functions f j(M), j = 1, 2, ..., k that are continuous and not constant

on Γ0. Let the functions uj(M) satisfy the conditions uj ∈ C(Ω), uj(M) = uji (M),
M ∈ Ωi(i = 0, 1), where uji ∈ C2(Ωi) ∩ C1(Ωi),

∆uji (M) = 0, M ∈ Ωi, i = 0, 1, (1)

uj0(M) = uj1(M), M ∈ Γ1, (2)

σ0
∂uj0(M)

∂n
= σ1

∂uj1(M)

∂n
, M ∈ Γ1, (3)

uj0(M) = f j(M), M ∈ Γ0. (4)
The Electric Impedance Tomography problem can be stated as the problem

inverse to the Dirichlet problems (1)–(4). Let the curve Γ0, constants σ0, σ1 and
functions f j(M) be given. The problem is to determine the curve Γ1 on the basis
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of the following additional information on the solutions uj(M) of the Dirichlet
problems (1)-(4)

σ0
∂uj(M)

∂n
= gj(M), M ∈ Γ0, (5)

where n is the inward normal on Γ0 and gj(M) are given functions continuous on
the curve Γ0.

A numerical method for determining the unknown boundary is proposed. Method
is based on the decomposition of the function parameterizing unknown boundary
Γ1 using finite-dimensional basis.
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Consider an imaging system with a convolution-type distortion: g = a ∗ f + ε,
where the unknown image f is a function on R2; a is a point spread function (PSF),
representing distortion of the imaging system; ε is an additive noise, represented
by a random field on R2; and g is an observed image, a function on R2, ∗ is
convolution on R2.

We assume that a is a circularly symmetric function a(x) = a(‖x‖) x ∈ R2

with a bounded support. It implies that a(x) is completely determined by its
one-dimensional profile a(ρ), where ρ ∈ [0, ρa] = supp(a). The additive random
noise ε is an isotropic homogeneous random field [1] with zero mean and circularly
symmetric covariance function s, i.e., Eε(x)ε(y) = s (‖x− y‖) . We will also
assume that certain prior information about the unknown image f is known.
Specifically, f is an isotropic homogeneous random field with zero mean and
circularly symmetric covariance function t.

In the reconstruction problem an estimate f̂ of signal f is computed by applying
the reconstruction PSF r to the observed image f̂ = r ∗ g, where r is a symmetric
PSF with radius some fixed radius ρr. The optimal reconstruction PSF r is a
function that provides a minimum expected mean-square estimation error:

H(r) = E[f̂(x)− f(x)]2 = E[(r ∗ g)(x)− f(x)]2 ∼ min
r: supp(r)=[0,ρr]

∀x ∈ R2.
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In [2] it was shown that taking into account symmetry of measurement model
can significantly simplify processing. Here we show that the above optimization
problem reduces to a certain Fredholm integral equation on the interval [0, ρr].
Specifically, in the case of white noise ε, i.e., when s = σ2 · δ, it reduces to the
Fredholm integral equation of the second kind:

σ2 · r + Pr = q : σ2 · r(x) +

∫ ρr

0

P (x, y) r(y) dy = q(x) ∀x ∈ [0, ρr]

where q = a ∗ t, P (x, y) = y
∫ 2π

0 p
(√

x2 + y2 − 2xy cosϕ
)
dϕ and p = a ∗ t ∗ a.

Figure 1 shows an example of the optimal reconstruction PSF r and the
synthesized PSF r ∗ a for the flat PSF a with a slightly blurred edge.
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Fig. 1: Normalized profiles of the PSFs a, optimal r, and the synthesized r ∗ a.

Larger radius ρr of the reconstruction PSF r results in a better estimation
quality (smaller HOpt(ρr)) as on Fig. 2. However, increasing ρr would also require
increased computational complexity for computing optimal r and applying it to the
observed image g.
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Fig. 2: Reconstruction quality HOpt(ρr) as a function of ρr.
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Aim of the current work is to present a comprehensive up-to-date review of
one of the most recently developed numerical schemes based on the Discrete
Sources Method (DSM) [1]. These developments are focused on implementation
and justification of new efficient mathematical models allowing to accurately
simulate response of small plasmonic nanoparticles with scale less than 10nm to
the different types of incident fields relevant in applications [2].

It is important to note that material spatial dispersion effects are non-negligible
at the given scales [2–4]. Spatial dispersion leads to the more complicated form of
constitutive relations as opposed to the ones traditionally used in solving scattering
problems. From the point of physics, when we reduce the metal particle size to a
scale smaller than electron mean free path, volume currents appear in the interior
domain. Then internal electromagnetic field ceases to be purely transversal and
obtains longitudinal component. Key thesis is that presence of longitudinal waves
actually allows to account for the spatial dispersion in metals. The main problem is
that in order to appropriately describe the behavior of longitudinal waves additional
theoretical framework is required.

Generalized Nonlocal Optical Response approach has recently proved to be a
useful framework to account for these effects [4]. It was successfully incorporated
into the proposed numerical DSM technique. Electron energy loss and plane wave
scattering problems are considered, with the latter additionally featuring account
for the presense of the substrate in the medium. Validity of the obtained results is
ensured via a posteriori residual estimation, via comparison of computed scattering
properties to the other available simulation techniques, and via comparison to the
experimental electron energy loss measurements available in reference literature
[5].
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Magnetic fields play an important role in evolution of spiral galaxies. For
example, they describe the propagation of particles of cosmic rays. Their generation
is described by so-called dynamo mechanism which is based on differential rotation
and alpha-effect which competer with the turbulent diffusion. For ¡¡calm¿¿ galaxies
the averaged governing parameters are used, which characterize the dynamo action
[1]. For the galaxies with active processes it is more convenient to use the equations
with random coefficients [2,3].

We consider magnetic field using no-z approximation, which has the equations:

dBr

dt
= −RαBϕ − kBr,

dBϕ

dt
= −RαBr − kBϕ,

where Rα characterizes alpha-effect, RΩ characterizes differential rotation. Coef-
ficient k is connected with turbulent diffusion and it is described by random law
[2]

k =

{
k1, with probability p,

k2, with probability (1− p).
The magnetic field can be described by the correlation tensor which has the

components:
Kij(t, τ) = 〈Bi(t)Bj(t+ τ)〉 .

The components of the correlation tensor were found numerically. It can be shown
that for most of the cases they grow exponentially. So we can take the tensor
normed to the mean value of squared module of the magnetic field:

KN
ij (t, τ) =

Kij(t, τ)

〈B2(t)〉
.
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In this work we find numerically the components of this tensor both for the
linear case and its nonlinear modification, which describes the saturation of the
field near the equipartition value.
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Static laser diffraction method was proposed in 1970 and is now widely used in
industry for routine analysis of the size of small particles, see [1]. The essence of
the method is that the particles are illuminated with a laser beam and the angular
distribution of the intensity of the light scattered by the particles is observed. This
is the so-called diffraction pattern. The intensity distribution function serves as
known data for the Fredholm equation of the first kind. Solving this equation
numerically, one can find the particle size distribution.

In laser ektacytometry, red blood cells of human blood are placed in a shear
fluid flow, which orients and elongates the cells. Similarly to laser diffractometry, a
diffraction pattern is observed in the low-angle range. The measure of elongation of
the cells allows one to determine how much the cells are able to deform. Red blood
cells deformability is an important medical parameter, but existing ektacytometers
allow only an average deformability to be estimated. In recent works, it was
proposed to measure the dispersion of red blood cells deformability distribution [2].

The aim of this work is to generalize the method of laser diffractometry to find
particle distributions over two characteristic sizes for the case when the particles
are identically oriented elongated spheroids. This will make it possible to determine
not only the particle sizes from the diffraction pattern, but also their elongation,
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which is especially important for characterizing the deformability of red blood cells
in a shear flow.

As a result of the work, the uniqueness theorem for the solution of the corre-
sponding two-dimensional Fredholm integral equation of the first kind was proved.
It was also determined in numerical calibration experiments that the solution retains
its structure and key features even with a noise amplitude in the diffraction pattern
of up to 10%. Natural calibration experiments with blood cells also confirmed this.

This work is supported by the Russian Science Foundation under grant
18-71-00158.
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Total internal reflection microscopy (TIRM) is an advanced technique for
quantitative analysis of particles. In our talk, we present a program for modeling
TIRM images. This program consists of (i) the T-matrix module for computing
electromagnetic field scattered by axis-symmetric particles and (ii) the visualization
subroutine. The T-matrix method is implemented for a particle which is near to
the plane surface [1]. The visualization tool is implemented for the optical scheme
shown in Fig. 1 [2]. The scattered field on the Gaussian reference sphere of the
collector lens is computed by means of the T-matrix method, while the transmitted
field on the Gaussian reference sphere of the detector lens is computed by using
the ray-tracing technique. For focus field calculation, the Debye diffraction integral
is applied.

By using the developed tool, two regimes of TIRM are analyzed. The first
regime corresponds to the incident angle less than the angle of total reflection. It
provides sharp pictures of particles suitable for for retrieving the particle size and
shape. The second regime corresponds to the incident angle larger than the angle
of total reflection. In this case the measurements are very sensible to the distance
between the particle and the surface, although the images are blurry.
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Fig. 1: Optical scheme implemented in the particle visualization module.
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Measurement of angle-resolved light-scattering profiles (LSPs) of single particles
provides unique capabilities for detailed and accurate characterization of disperse
media. A prominent example of instrument for such measurements is a scanning
flow cytometer (SFC) [1]. This talk reviews our results of developing characteriza-
tion methods for various kinds of particles, mostly focusing on parametric inverse
light-scattering problems, i.e. when the particle model is specified up to a few free
parameters. The first class of particles (homogeneous and concentric spheres) allow
for fast solution of the direct problem (using the Mie theory). The characterization
is then based on the direct fit (non-linear regression) using a global optimization
technique, which also provides standard errors of estimated characteristics. It has
been successfully applied to polystyrene beads, milk fat globules, extracellular
vesicles, and lymphocytes.

Unfortunately, such approach is not practical for other particle shapes that require
slower solution methods (e.g., the discrete dipole approximation). For this class of
particles, we developed a method based on the nearest-neighbor interpolation using
a database of simulated LSPs [2]. It also provides standard errors of characteristics
and can be accelerated using hierarchical clustering of the database. This general
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approach has been successfully applied to blood platelets, erythrocytes, vesicles
aggregates, and E. Coli bacteria. The applications of the developed methods are all
based on measurements of LSPs of single particles in water using a SFC. However,
the same methodology can be applied to other experimental set-ups.
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Discrete dipole approximation for electromagnetic

scattering simulations
Yurkin Maxim Aleksandrovich
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yurkin@gmail.com

Light scattering is widely used in remote sensing of various objects ranging from
metal nano-particles and macromolecules to atmospheric aerosols and interstellar
dust. Moreover, the structure of electromagnetic fields near a particle is of major
importance for other phenomena, such as surface-enhanced Raman scattering
(SERS) or electron energy-loss spectroscopy (EELS). All these applications require
accurate simulations of interaction of electromagnetic fields with particles of
arbitrary shape and internal structure. The discrete dipole approximation (DDA) is
one of the general methods to handle such problems [1].

The DDA is a numerically exact method derived from the volume-integral
form of frequency-domain Maxwell’s equation for the electric field [2], and is a
special case of method of moments. It commonly employs a regular rectangular
grid of dipoles, leading to the computational complexity (and required memory)
linear in number of dipoles. This allows one to solve the problems with up to 1
billion dipoles using modern supercomputers. Overall, the DDA is widely use for
light-scattering and near-field simulations, thanks to the availability of robust and
easy-to-used open-source codes, such as DDSCAT and ADDA.

Importantly, the DDA can be applied to a broad range of electromagnetic
applications apart from the standard problem of far-field scattering by single isolated
particles. This includes complicated environments (e.g., particles on substrate) and
unusual incident fields (leading to SERS and EELS). The DDA can even be applied
to simulate fluctuation phenomena, i.e. near-field radiative transfer and Casimir
forces, which are related to the Green’s tensor in the presence of a particle. The
only drawback is that the latter applications require much larger computational
resources.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ЭКОНОМИЧЕСКОГО

РОСТА НА ОСНОВЕ ПРИНЦИПА МАКСИМУМА

ПОНТРЯГИНА
Аввакумов Сергей Николаевич, Киселёв Юрий Николаевич, Орлов

Михаил Владимирович, Орлов Сергей Михайлович
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sergey.orlov@cs.msu.su

В докладе предполагается представить краткий отчёт на основе опублико-
ванных статей по указанной тематике в последние годы.

Перечислим основные характеристики исследованных задач оптимального
управления.

1. Нелинейная динамика управляемого объекта.

2. Математическая модель допускает экономическую интерпретацию.

3. Модель может иметь различные размерности динамической системы, при-
чём с ростом размерности задача усложняется.

4. Построение решения задачи оптимального управления основано на приме-
нении принципа максимума Понтрягина — теореме о необходимых условиях
оптимальности [1].

5. Для экстремального решения, построенного на основе принципа максимума,
проводится обоснование его оптимальности с привлечением теоремы о
достаточных условиях оптимальности в терминах конструкций принципа
максимума Понтрягина [2].

6. В изученных задачах при определённых предположениях оптимальное ре-
шение может иметь особые участки.

7. Построение экстремального решения в ряде случаев оказывается возмож-
ным описать конструктивно с привлечением элементарных функций или
некоторых специальных функций.
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8. Результаты исследования допускают проведение численных экспериментов
для визуализации оптимальных законов управления и соответствующих им
оптимальных траекторий.

Отметим работу [3], которая предшествовала серии публикаций авторов
доклада и является одной из первых монографий, посвящённых математиче-
ской экономике и исследованию экономических моделей. Работа [4] является
первой работой части авторов коллектива в данном направлении и достаточно
популярна среди пользователей социальной сети учёных Researchgate.

В докладе будут детально изложены результаты статей [5, 6]. В публикации
[7] представлены результаты для многомерной задачи экономического роста
большой размерности.

Результаты исследований можно использовать в методической работе, в том
числе при чтении курса оптимального управления.

Работа выполнена при поддержке Центра фундаментальной и прикладной
математики МГУ.
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СИСТЕМА РАЗВЕРТЫВАНИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ

СЕРВИСОВ В ОБЛАЧНОЙ СРЕДЕ

Аксенова Елена Леонидовна1, Борисенко Олег Дмитриевич2, Корухова
Людмила Сергеевна3

1 Кафедра системного программирования, e-mail: lenaaxenova@ispras.ru
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Задачи хранения и обработки больших объемов данных требуют исполь-
зования специализированных распределенных сервисов и значительных объ-
емов вычислительных ресурсов. Облачные среды позволяют развертывать
виртуальные вычислительные кластеры с запрошенными характеристиками
и устанавливать необходимые сервисы [1]. При этом для ручной настройки
вычислительных кластеров и сервисов в облачной среде необходимы значи-
тельные временные затраты и высокая квалификация от пользователя, а время
и сложность такой ручной настройки возрастает в зависимости от размера
кластера. Кроме того, такой режим не позволяет сохранять конфигурации
развернутой системы и воспроизводить сценарии развертывания.

В рамках работы реализована система развертывания виртуальных вычис-
лительных кластеров и сервисов по запросу в облачной среде. Инструмент
реализован в виде сервиса с системой групп и пользователей, доступ к системе
осуществляется при помощи REST API. Реализованная система взаимодей-
ствует с открытой облачной платформой OpenStack и обладает следующими
свойствами.

1. Управление этапами жизненного цикла распределенной системы: создание,
модификация и уничтожение кластера и сервисов на нем.

2. Хранение информации о развернутой системе.

3. Система контроля версий сервисов и зависимостей между различными
сервисами.

4. Особенности формата описания развертываемых сервисов: реализован спе-
циальный формат описания развертываемых сервисов, за счет чего возможно
добавление поддержки новых сервисов без перепрограммирования системы.

5. Локальное развертывание без использования сети Интернет.

6. Хранение готовых шаблонов кластера.
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Создание виртуальных кластеров в облаках, построенных на базе облач-
ной платформы OpenStack, реализовано при помощи системы управления
конфигурациями Ansilble и основано на методах, описанных в работе [2].

В работе приводится разработанная классификация сервисов, поддерживаю-
щих работу в распределенной системе: master-slave сервисы, сервисы хранения,
независимые сервисы и сервисы-клиенты. Разработанная система включает
поддержку следующих сервисов в различных версиях: Apache Spark, Apache
Hadoop, Apache Ignite, Cassandra, Jupyter, Jupyterhub, Nextcloud, PostgreSQL.
При помощи модуля описания сервисов также возможно добавление поддержки
новых сервисов.
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НЕКОТОРЫЕ ОСОБЕННОСТИ ТЕОРЕТИКО-АВТОМАТНЫХ

МОДЕЛЕЙ СМАРТ-КОНТРАКТОВ В СРЕДЕ БЛОКЧЕЙН

Анашин Владимир Сергеевич
Кафедра информационной безопасности, e-mail: vs-anashin@yandex.ru

Доклад посвящен текущему состоянию проблемы описания на теоретико-
автоматном языке смарт-контрактов, функционирующих в среде блокчейн. C
точки зрения математического описания, любой юридически правильно состав-
ленный контракт можно рассматривать как конечный автомат, см., например,
[1]. Известны методы извлечения описания смарт-контрактов как конечных
автоматов из функционирующей во времени среды блокчейн [2]. Сказанное
означает, что функционирование смарт-контрактов в среде блокчейн можно
рассматривать как взаимодействие автоматов во времени.

В [3] используется теоретико-автоматная модель смарт-контракта на основе
т.н. автоматов с метками времени (timed automata, далее кратко ТА), введен-
ных в [4], где время представляется действительными числами, а сам автомат
принимает на вход последовательность ((ai, τi))

∞
i=0 пар (ai, τi), где ai ∈ A —

символ конечного алфавита A, а τi ∈ R>0 — неотрицательное действительное
число, причем последовательность (τi)

∞
i=0 строго возрастающая (выходная по-

следовательность автомата аналогична входной). В работе [5] показано, что
при некоторых естественных предположениях каждый моделирующий смарт-
контракт ТА аппроксимируется с любой наперед заданной точностью (в смысле,
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определенным в упомянутой работе) некоторым «обычным» автоматом над
двухсимвольным алфавитом и, следовательно, для моделирования функцио-
нирования смарт-контрактов в среде блокчейн можно использовать не ТА, а
обычные автоматы.

Однако возможен и альтернативный подход, основанный на автоматах с
действительным временем, входом/выходом которых служит не последователь-
ность (т.е. функция натурального аргумента), а сигнал, т.е. функция, определен-
ная всюду на R>0 и принимающая действительные значения. Такие автоматы
ранее рассматривались в литературе (см., например, [6]), однако эта модель не
выглядит релевантной для описания смарт-контрактов ввиду накладываемых в
этих работах ограничениях. Тем не менее представляется возможным эти огра-
ничения ослабить так, что модель автомата с действительным временем станет
релевантной для описания фунционирования смарт-контрактов в реальном
времени; соответствующий подход также будет описан в докладе.

Данная работа поддержана грантом РФФИ 18-29-03124.
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ В

БАССЕЙНЕ С ПЕРЕМЕННОЙ ГЛУБИНОЙ
Баев Андрей Владимирович
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Движение жидкости с малыми колебаниями поверхности ζ в мелком бас-
сейне переменной медленно изменяющейся глубины h описывается системой

ϕzz + ε∆ϕ = 0, −h(r) 6 z 6 1 + εζ(r, t),

ϕt + ζ +
1

2
ε |∇ϕ|2 +

1

2
ϕ2
z = 0, z = 1 + εζ(r, t),

ζ t + ε(∇ζ,∇ϕ) =
1

ε
ϕz, z = 1 + εζ(r, t),

ϕz = −ε(∇h,∇ϕ), z = −h(r), r ∈ R2,

где ϕ(r, z, t) — потенциал поля скорости жидкости, ε > 0 — малый параметр.
Для круговой расходящейся волны с формой поверхности q(ξ, τ) получаем

уравнение Кортевега—де Вриза с переменными коэффициентами, которые
определяются глубиной в переменной эйконал τ , ξ — фазовая переменная:

qτ − 6A(τ)qqξ + c(τ)qξξξ = 0, −∞ < ξ <∞, τ > 0. (1)

Установившиеся решения (1) определяются гамильтоновой системой, период
их колебаний и адиабатический инвариант удовлетворяют равенствам

T (τ) =

√
2√

A(τ)q1(τ)

∫ 1

−1

dλ

ψ(µ(τ), λ)
, I = 4A(τ)q5

1(τ)

∫ 1

−1

ψ(µ(τ), λ) dλ, (2)

q1(τ) — амплитуда колебаний, ψ(µ, λ)=
√

(µ− λ)(1− λ2), µ(τ) — не известна.
Сформулируем обратную задачу для уравнения КдВ на отрезке [τ1, τ2]: по

периоду T (τ) и амплитуде колебаний q1(τ) = maxθ|q(θ, τ)| найти функции
A(τ), c(τ), если хотя бы одна из них известна в некоторой точке τ0 ∈ [τ1, τ2].

Теорема 1. Поставленная обратная задача имеет не более одного решения.

Предложен и численно реализован алгоритм решения системы (2), основан-
ный на установленном в работе свойстве строгой монотонности функции

σ(µ) = 4

∫ 1

−1

ψ(µ, λ) dλ

∫ 1

−1

dλ

ψ(µ, λ)
, µ > 1.

Приведены результаты численного решения модельных задач. Показано, что
учет геометрического расхождения волн, т. е. фактора размерности, влияет на
результаты восстановления рельефа дна по данным обратной задачи.

Работа выполнена в рамках проекта № АААА-А16-116021510092-2.



Балашов В. В., Антипина Е. А. 31

ИТЕРАЦИОННОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЙ И

ОБМЕНА ДАННЫМИ В МОДУЛЬНЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ

СИСТЕМАХ РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ
Балашов Василий Викторович, Антипина Екатерина Андреевна

Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: hbd@cs.msu.su,
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Современные модульные вычислительные системы реального времени
(МВС РВ) состоят из набора стандартизированных модулей, соединенных
коммутируемой сетью передачи данных (СПД) с поддержкой виртуальных
каналов (FC-AE-ASM-RT, AFDX). Вычислительная нагрузка для МВС РВ
представляет из собой набор взаимосвязанных периодических задач, сгруппи-
рованных в разделы. Передача сообщений между задачами, выполняющимися
на разных модулях, вносит вклад в загрузку СПД.

Планирование вычислений в МВС РВ состоит из трех этапов: распределе-
ние вычислительной нагрузки по модулям и процессорным ядрам; настройка
СПД и конфигурирование виртуальных каналов для каждого потока данных;
построение для каждого ядра расписания окон (временных интервалов) вы-
полнения разделов. Для каждого этапа задаются ограничения (максимальные
загрузки ядер, максимальные длительности передач сообщений и т. д.), которые
необходимо учитывать при решении соответствующей задачи [1].

Схема планирования вычислений, основанная на последовательном выпол-
нении каждого из этапов, является широко распространенной [2,3]. Но она не
всегда позволяет спланировать выполнение всех работ. Например, минимизи-
руя нагрузку на сеть, алгоритм распределения вычислительной нагрузки может
значительную часть трафика локализовать между парой модулей, тем самым
сделав невозможным построение виртуальных каналов, укладывающихся в
ограничения на пропускную способность физических каналов.

В докладе предложена итерационная схема планирования вычислений, осно-
ванная на использовании обратных связей для повторного выполнения этапов
после анализа произошедших неудач на каком-либо из этапов последовательной
схемы. Итерация включает в себя уточнение входных ограничений для пред-
шествующих этапов на основе проведенного анализа и повторное выполнение
предшествующих этапов с уточненными ограничениями.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-07-00614).
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАЗРУШЕНИЯ

КРИОГЕННОГО ДЕЙТЕРИЙ-ТРИТИЕВОГО СЛОЯ В

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ЛАЗЕРНОЙ МИШЕНИ
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Для проведения экспериментов по программе инерциального термоядерного
синтеза (ИТС) в схеме LAPLAS на установке FAIR с тяжелоионным драйвером
требуются цилиндрические мишени с криогенным топливным ядром [1,2]. В
докладе дан краткий анализ проблемы разогрева и возможного разрушения
криогенного D-T слоя при доставке таких мишеней в центр эксперименталь-
ной камеры, стенки которой разогреты до высоких температур [3]. Основной
результат заключается в том, что оболочка мишени, лежащей на холодной под-
ложке, не разогревается до критических значений температур, разрушающих
внутренний криогенный топливный слой за время, необходимое для доставки
мишени в центр рабочей камеры. Введём обозначения: Tsh(r, z, ϕ) — темпера-
тура оболочки в точке с соответствующими цилиндрическими координатами;
csh, ρsh, κsh — теплоёмкость, плотность, коэффициент теплопроводности ма-
териала оболочки; r1, r0 — внутренний и внешний радиусы цилиндрической
оболочки; TH — температура подложки, на которой лежит мишень; (−ϕ0, ϕ0) —
угловой интервал соприкосновения оболочки и подложки; Tw — температура
стенок рабочей камеры; Ti — начальная температура мишени; σ — постоянная
Стефана—Больцмана; α— доля потока электромагнитного излучения, идуще-
го от стенок камеры, поглощаемого оболочкой. Можно показать, что время
разогрева оболочки в контрольной точке, наиболее удаленной от точки центра
соприкосновения мишени и подложки, до температуры T задается формулой

t(T ) =
1

a(r1, ϕ0)
ln

[
Ti − TH − b(r1, ϕ0)

T − TH − b(r1, ϕ0)

]
,

где a(r, ϕ0) = π2κsh
2(π−ϕ0)

2
r2cshρsh

, b(r, ϕ0) = 16α(π−ϕ0)
2
σT 4

wr
2

π3(r0−r1)κsh
.
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Коэффициенты a(r1, ϕ0) = 3, 42 · 102c−1, b(r1, ϕ0) = 1, 13 · 10−2K для свин-
цовой оболочки при значениях параметров ϕ0 = π/4, α = 1, r1 = 0, 5 · 10−3,
Tw = 300, TH = 10K, Ti = 4.5K.

Времена разогрева оболочки в контрольной точке до температур T приведе-
ны в таблице.

T(K) 5 6 7 8 9 10 10,01 10,011 10,0111
100t(c) 0,028 0,092 0,18 0,29 0,5 1,81 2,4 2,87 2,99
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ЭФФЕКТИВНОСТЬ ДИСКРЕТНОГО НАБЛЮДЕНИЯ С

ПАМЯТЬЮ В ЗАДАЧЕ ОБРАТНОЙ ЭКСТРАПОЛЯЦИИ

СТОХАСТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

Белянкина Татьяна Валерьевна
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В работе [1] рассмотрена задача обратной экстраполяции многомерного
ненаблюдаемого стохастического процесса x(t) с непрерывным временем од-
новременно в произвольном числе L будущих моментов времени s1, ..., sL по
совокупности непрерывных z(t) и дискретных η(tm) наблюдений, которые
зависят как от текущих xt, xtm, так и от произвольного числа N прошлых
значений xτ1, ..., xτN , ненаблюдаемого процесса x(t).

В настоящей работе для частного вида скалярных процессов:
dxt = −axtdt+ Φ1dwt (a > 0), dzt = H0ztdt+ Φ2dvt,
η(tm) = G0xtm +G1xτ1 +G2xτ2 + Φ3ξ(tm) (τ1 = t− t∗1, τ2 = t− t∗2),
где a, H0, G0, G1, G2, Φ1, Φ2, Φ3, t

∗
1, t
∗
2 — константы, wt, vt — стандартные

винеровские процессы, ξ(tm), m = 0, 1, ... — последовательность гауссовских
величин, и случая редких дискретных наблюдений исследуется эффективность



34 Богомолов С. В., Кувшинников А. Е., Павлов И. В.

дискретного наблюдения с памятью второго порядка относительно дискретного
наблюдения без памяти (G1 = G2 = 0) при решении задачи обратной экстра-
поляции в будущие моменты времени s1 и s2. В качестве мер эффективности
вводятся величины: ε12,0 = γ(s1, tm)/γ̃(s1, tm) и ε22,0 = γ(s1, tm)/γ(s2, tm), где
γ(s1, tm), γ(s2, tm) — точности оценок экстраполяции в моменты времени s1 и
s2 (s1 < s2) при оценивании по дискретному каналу наблюдений с памятью
второго порядка, γ̃(s1, tm) — точность оценки экстраполяции в момент времени
s1 по соответствующему каналу без памяти.

Рассмотренный пример показал, что дискретные наблюдения с памятью мо-
гут как улучшать, так и ухудшать точность оценки экстраполяции относительно
наблюдений с памятью меньшего порядка, что определяется как глубиной па-
мяти, так и характеристиками ненаблюдаемого процесса xt (дисперсия, время
корреляции, структура множества коэффициентов). Был проведён анализ вве-
дённых мер эффективности, получены точные формулы для эффективной
глубины памяти, дана физическая и графическая интерпретация доказанных
свойств.
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Для решения задач газовой динамики предлагается использовать разрывный
метод частиц. Особенностью данного метода является минимальное размазыва-
ние разрывов. В разрывном методе частиц искомая функция представляется
в виде набора δ-функций, которые аппроксимируются последовательностью
прямоугольных фигур. Эти фигуры будем считать частицами, обладающими
центром, объемом и массой. На каждом шаге по времени решаются уравне-
ния движения частиц. Из-за разницы скоростей между частицами образуются
пересечения или зазоры. На этапе корректора необходимо минимизировать
эту погрешность, для чего будем изменять ширину частиц. Данный алгоритм
хорошо показал себя для решения одномерных задач [1, 2].

Однако в двумерном случае данный алгоритм не работает даже для бо-
лее простого квазилинейного уравнения переноса [3]. На рисунке 1 А видно,
что скорость движения разрыва вычисляется некорректно. Для решения этой
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Рис. 1: Метод частиц. Квадраты — частицы, черная линиия — фронт.

проблемы было принято решение использовать штрафной параметр, аналог
прицельного параметра из молекулярной динамики, зависящий от косинуса
угла между вектором движения частицы и вектором, соединяющим центры ча-
стиц. Воспользовавшись определением скалярного произведения для рисунка 2

Рис. 2: Частица A наезжает на частицу B.

получим:

cos(θ) =
(
−→
AB,
−→
AV )

|
−→
AB||

−→
AV |

.

Вариант с использованием штрафного параметра приведен на рисунке 1 B.
Таким образом, добавление штрафного параметра приводит к более точному
решению задачи.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Богомолов С. В., Кузнецов К. В. Метод частиц для системы уравнений
газовой динамики // Математическое моделирование. 1998. Т. 10, № 7. С. 93–
100.

[2] Богомолов С. В., Кувшинников А. Е. Разрывный метод частиц на газоди-
намических примерах // Математическое моделирование. 2019. Т. 31, № 2.
С. 63–77.



36 Большакова Е. И., Сапин А. С.

[3] Богомолов С. В., Заричанский Д. А., Павлов И. В. Разрывный метод частиц
для двумерного уравнения Бюргерса // Научная конференция «Ломоносов-
ские чтения». Тезисы докладов. 15-25 апреля 2019 г. — Секция вычисли-
тельной математики и кибернетики, Факультет вычислительной математики
и кибернетики. Москва: МАКС ПРЕСС, 2019. С. 27–28.

ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ
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Методы и средства автоматической обработки текстов на естественном
языке (АОТ) относятся к числу актуальных научных направлений в области
искусственного интеллекта. В большинстве систем АОТ применяется морфоло-
гический анализ текста, результаты которого необходимы для последующих
этапов его обработки. Также морфологический анализ используется при по-
строении распределенного векторного представления слов высоко флективного
языка, каковым является русский. Известные открытые морфологические про-
цессоры для русского языка реализуют в первую очередь такие виды анализа
(разбора) словоформы, как определение ее части речи, нормальной формы
(леммы) и морфологических тегов (характеристик: падеж, род и т.д.). Однако
не менее важным является решение сопутствующих задач: выбор нужного
варианта анализа в случае неоднозначности (разрешение морфологической
омонимии), разбор новых слов, отсутствующих в словаре процессора, а так-
же определение морфемного состава слова (разбиения его на составляющие
морфы). Последнее не реализовано ни в одном морфопроцессоре, однако
необходимо для предсказания смысла новых слов языка.

В докладе рассматриваются программные модели, разработанные при со-
здании многофункционального морфологического процессора XMorphy [1].
Процессор базируется на словарной модели морфологии русского языка, его
словарь словоформ русского языка основан на размеченных данных проек-
та Opencorpora (opencorpora.ru) и представлен компактной структурой дан-
ных (DAFSA) с эффективным доступом к хранимым элементам. Для мор-
фологического разбора несловарных словоформ применяется ряд эвристик,
включая отсечение известного префикса и аналогию по финальным буквам
словоформы. Дополнительно реализован модуль автоматической конвертации
исходных морфологических тегов в универсальную систему разметки UD
(universaldependencies.org), все более востребованную при разработке совре-
менных систем АОТ.
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Для разрешения морфологической омонимии были рассмотрены и реа-
лизованы два подхода. В программной модели бесконтекстного разрешения
осуществляется выбор наиболее вероятного варианта разбора для заданной
словоформы, который определяется на базе статистики, собранной по несколь-
ким размеченным корпусам русского языка (НКРЯ, ГИКРЯ, SynTagRus). Для
создания модели контекстного разрешения рассматривались методы машинного
обучения с учителем по размеченным данным: метод условных случайных
полей (CRF) и обучение свёрточной нейронный сети (CNN).

Уникальной особенностью процессора XMorphy является встроенный мо-
дуль, выполняющий сегментацию заданного слова на морфы (минимальные
значимые единицы языка) с определением их типа. Данная задача решается
как классификация букв слова по соответствующим типам морфем (приставка,
корень, суффикс, окончание, постфикс). При помощи машинного обучения
были построены несколько программных моделей сегментации: на основе
метода CRF, на базе деревьев решений с градиентным бустингом (GBDT) и на
базе рекуррентных нейронных сетей (LSTM). В качестве обучающих выборок
применялись словари морфемного разбора русского языка.
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Наводящий вопрос (leading question) — это вопрос, сформулированный таким
образом, что он подталкивает отвечающего к определённому ответу. Например:
«Что Вы думаете о Дональде Трампе? Многие аналитики негативно отно-
сятся к нему». Формулировка вопроса заставляет респондента отрицательно
характеризовать Трампа. Наводящие вопросы оказывают влияние на мнение
отвечающего, что показано в работе Р. Харриса [1]. При ответе на вопрос: «На-
сколько высокие были баскетболисты?» был получен средний ответ 190 см, в то
время как при ответе на вопрос: «Насколько низкие были баскетболисты?» был
получен ответ 175 см. При проведении социологических исследований важно
исключить возможность искажения мнения респондентов. Наличие наводящих
вопросов в опросном листе может привести к неверным результатам анкети-
рования, поэтому важно уметь определить является ли вопрос наводящим и
переформулировать его в нейтральный либо удалить из опросной анкеты.
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Задача автоматического определения, является ли вопрос наводящим, до-
вольно трудна: можно привести примеры близких по формулировке вопросов,
один из которых являются наводящим, а другой — нет («На сколько вырастет
стоимость жилья в новостройках?», «На сколько вырастет морковка к осе-
ни?»). Для классификации наводящих вопросов может оказаться эффективным
комбинирование признаков разных уровней – лексических, синтаксических и
семантических [2].

На данный момент не существует готовой коллекции наводящих вопросов. В
рамках данного исследования была получена коллекция анкет социологических
опросов из ЕАЭСД [3]. В коллекции представлены социологические опросы
от таких организаций как «ВЦИОМ», «Аналитический Центр Юрия Левады»,
«Центр социального прогнозирования и маркетинга», «ЦИРКОН», «Социоло-
гический факультет Санкт-Петербургского государственного университета»,
«РОМИР Мониторинг» и др.

Коллекция была вручную размечена на наводящие и ненаводящие вопросы
на основе следующих признаков наводящих вопросов: 1) содержит предполо-
жение; 2) содержит оценку; 3) содержит описание объекта; 4) требует согласия;
5) дихотомические [4]. В итоге была получена размеченная коллекция из 2263
вопросов, из которых 851 наводящих и 1412 ненаводящих.
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В работе рассматривается задача классификации матриц Адамара [1], широ-
ко применяемых в информационных технологиях, в теории кодирования [2,3],
при сжатии информации [4,5], в блок-схемах при планировании эксперимента
[1].

http://sophist.hse.ru
http://changingminds.org/techniques/questioning/leading_questions.htm
http://changingminds.org/techniques/questioning/leading_questions.htm


Борисов А. В. 39

Определение. Две матрицы A и B называются H-эквивалентными, если из A
можно получить B следующими четырьмя операциями: а) умножение строки
на −1, б) умножение столбца на −1, в) перестановка строк, г) перестановка
столбцов.

Все матрицы которые могут быть построены из одной матрицы H принад-
лежат одному H-классу.

В [6] вводятся «переключающие операции» над матрицами Адамара, сохра-
няющие свойство матрицы быть адамаровой, и понятие Q-эквивалентнтности
матриц Адамара.

Определение. Q-эквивалентными называются матрицы A и B, если одна из
другой может быть получена четырьмя операциями из H-эквивалентности и
переключающими операциями.

В [6] описан алгоритм построения Q-эквивалентных классов.
В данной работе работе предлагается более простой алгоритм для построе-

ния переключающих операций, а именно:
Найти в матрице Адамара H подматрицу H4 порядка 4, вида

1 1 −1 −1
1 1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 −1 1 1


и инвертировать найденную подматрицу.

Кроме того, в работе даётся теоретико-графовое описание операции пере-
ключения. В частности, наглядно видна связь между H-эквивалентными и
Q-эквивалентными матрицами Адамара на порядках до 28-го включительно.

В дальнейшем предполагается использовать выработанную методику для
нахождения переключений между различными Q-классами.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Холл М. Комбинаторика. М.: Мир, 1970.

[2] Agaian S. S. Hadamard Matrices and Their Applications. Springer, 1985.

[3] Мак-Вильямс Ф. Дж., Слоэн Н. Дж. А. Теория кодов, исправляющих ошиб-
ки. М.: Радио и связь, 1979.

[4] Соколов А. В. Применение неэквивалентных классов матриц Адамара для
сжатия изображений с помощью алгоритма JPEG / А. В. Соколов, В. В. Аве-
кин // Информационные технологии в образовании, науке и производстве
: V Международная научно-техническая интернет-конференция. Секция
Информационные технологии в производстве и научных исследованиях
[Электронный ресурс]. 2017.



40 Братусь А. С., Тихомиров В. В.

[5] Столов Е. Л. Обобщенное преобразование Адамара и его применение для
сжатия изображений. Исслед. по информ. Т. 2. Казань: Отечество, 2000.
С. 77–84.

[6] William P. O. Switching jperations for Hadamard matrices // SIAM Journal on
Discrete Mathematics. 2008. Vol. 22. N 1. P. 31–50.

О ЗАМКНУТЫХ ТРАЕКТОРИЯХ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

ЛОТКИ—ВОЛЬТЕРРЫ В МНОГОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Братусь Александр Сергеевич1, Тихомиров Василий Васильевич2

1 Российский университет транспорта, e-mail: alexander.bratus@yandex.ru
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В работе предложен метод определения достаточных условий существования
или отсутствия замкнутых траекторий для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений Лотки—Вольтерры.

Рассмотрим систему уравнений Лотки—Вольтерры общего вида
dui
dt

= ui(ri − (Au)i), i = 1, 2, . . . , n, u ∈ Rn
+. (1)

Здесь матрица A = (aij), i, j = 1, . . . , n, (Au)i =
∑n

j=1(aijuj), матрицу A

можно представить в виде A = B + C, где B = A+AT

2 , C = A−AT
2 , BT = B,

CT = −C.
Пусть ū ∈ intRn

+ — положение равновесия системы.

Теорема. 1. Система (1) не имеет замкнутых траекторий, если матрица B —
положительно или отрицательно определена.

2. Если B = 0, то все траектории системы (1) лежат на множестве
M ∈ intRn

+, гомеоморфном шару.
3. Если n = 2k, k = 1, 2, . . . , s и кососимметрическая матрица C может

быть представлена в блочном виде C =

C1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · Ck

 , Ck =

(
0 ak
−ak 0

)
,

k = 1, 2, . . . , s, причем числа αk рационально зависимы, то система (1) имеет
замкнутые траектории на торе T S. В противном случае траектория системы
всюду плотна на торе.

Доказательство теоремы основано на специальном выборе функций Ляпуно-
ва для исследования устойчивости положения равновесия.
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Мозг изобилует проявлениями сложной нелинейной динамики. В частно-
сти, с процессами в коре головного мозга связано распространение бегущих
волн нейронной активности [1]. Для описания динамики электрической ак-
тивности нейронов активно применяют модели нейронного поля [2], которые
рассматривают кору головного мозга как непрерывную среду.

В данной работе изучалась двухкомпонетная модель нейронного поля отно-
сительно электрических активностей возбуждающих и тормозящих нейронов.
Она представляет собой систему двух интегро-дифференциальных уравнений
на прямой:

∂u

∂t
+ σu(x, t) =

∫
R
P1,1(y − x)ψ1(u(y, t))dy −

∫
R
P1,2(y − x)ψ1(v(y, t))dy,

∂v

∂t
+ σv(x, t) =

∫
R
P2,1(y − x)ψ1(u(y, t))dy −

∫
R
P2,2(y − x)ψ1(v(y, t))dy.

Здесь
Pi,j(x) = ai,je

−bi,j |x| , i, j = 1, 2,

с положительными ai,j и bi,j — функции связи между нейронами, ψ1(u) и
ψ2(v) обозначают сигмоидальные (монотонно растущие) функции отклика, и
σ положительна. В литературе также встречаются модели нейронного поля с
асимметричными функциями связи, диффузией, запаздыванием [3–5].

При естественных условиях система обладает постоянным решением
(u0, v0), и мы провели нелинейный анализ его устойчивости при измене-
нии σ, бифуркационного параметра. Нами получены условия на ai,j, bi,j,
ψ1(u0) и ψ2(v0), при выполнении которых система претерпевает бифуркацию
Андронова–Хопфа на пространственной частоте ξ∗. Для периодической кра-
евой задачи на отрезке (0, 2π/ξ∗) нами построена нормальная форма O(2)-
эквивариантной бифуркации Андронова–Хопфа и в общем виде посчитаны ее
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коэффициенты, определяющие устойчивость решений вида бегущих и стоячих
волн.

Были проведены численные эксперименты, в ходе которых в систему с
нулевым начальным состоянием были добавлены точечные источники вида
δ(x− xu,v) sin(ωt). Результаты экспериментов показали, что если источники в
обоих уравнениях расположены в одной точке, xu = xv, то решение становится
стоячей волной; если же xu 6= xv, то решение становится периодической
бегущей волной, чье направление движения зависит от взаимного положения
источников.

Работа выполнена при частичной поддержке Программы РУДН “5-100”,
РФФИ проект № 18-11-00171, Французско-Российского проекта PRC2307.
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Сигнальные игры относятся к динамическим играм с неполной информаци-
ей. В них описываются ситуации, когда каждый игрок может принадлежать к
одному из нескольких типов, влияющих на его функцию выигрыша. Игроки
обладают разной априорной информацией об условиях взаимодействия: каж-
дый знает свой тип, но не знает типов других участников. Перед основным
этапом взаимодействия они обмениваются сигналами, которые могут нести ин-
формацию о типах игроков. Существуют примеры таких моделей в экономике:
рынок труда [1] и ограничивающее ценообразование [2]. Кроме того, такие
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модели используются в поведенческой биологии. Рассматриваются как про-
стые модели взаимодействия отправителя и получателя [3], так и двухэтапные
модели парных конкурентных столкновений [4].

В данной работе рассматривается байесовская многошаговая игра, для
которой формулируется понятие последовательного равновесия [5–7]. Указыва-
ются необходимые условия для разделяющего равновесия, в котором действия
игроков в начале игры раскрывают их типы, а также для объединяющего
равновесия, в котором типы игроков не уточняются в течение игры. Данные
соотношения позволяют искать возможные разделяющие равновесия методом
типа динамического программирования, последовательно определяя равновес-
ные стратегии поведения для всевозможных предысторий. Далее исследуется
конкретная модель парных конкурентных столкновений с двумя типами участ-
ников: сильными и слабыми. Получены необходимые и достаточные условия
существования разделяющих равновесий с упорядочением конкуренции, в
которых победитель определяется на основе поданных сигналов.
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Рассматривается сетевой энергетический рынок однородного товара, такого
как газ или нефть, с древовидной транспортной структурой, состоящий из мно-
жества узлов N и множества линий L ⊆ {{i, j}|i, j ∈ N}. Каждый узел i ∈ N
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задается функциями спроса Di(pi) и предложения Si(pi), характеризующими
потребителей и производителей узла соответственно.

Каждая линия {i, j} ∈ L задается предельными затратами на передачу
etij, начальной пропускной способностью Q0

ij, а также фиксированными Ef
ij и

переменными Ev
ij(∆Qij) затратами на увеличение пропускной способности,

где ∆Qij — объем расширения линии. Для заданного потока qij от узла i к узлу
j транспортные затраты для линии имеют следующий вид:

Eij(qij) =

{
etij · |qij|, |qij| 6 Q0

ij,

Ef
ij + Ev

ij(|qij| −Q0
ij) + etij · |qij|, |qij| > Q0

ij.

Пусть ~q — вектор потоков для линий, а ~v — вектор объемов производства
для узлов. Общественное благосостояние определяется следующим образом:

W (~q,~v) =
∑
i∈N

Ui(vi −
∑

j|{i,j}∈L

qij)−
∑
i∈N

ci(vi)−
∑

{i,j}∈L,i<j

Eij(qij),

где функции Ui(vdi ) и ci(vi) определяют полезность потребления и производ-
ственные затраты в узле i соответственно. Они соответствуют функциям спроса

и предложения: Ui(vdi ) =
vdi∫
0

D−1
i (u)du, ci(vi) =

vi∫
0

S−1
i (u)du.

Рассматривается задача максимизации общественного благосостояния:

max
~q,~v>0

W (~q,~v). (1)

В общем случае для рынка типа «дерево» задача (1) является NP-трудной [1].
Однако, если зафиксировать множество расширяемых линий, задача становится
задачей выпуклого программирования и может решаться стандартными метода-
ми [2]. Таким образом задача (1) сводится к задаче нахождения оптимального
множества расширяемых линий.

В работах [3,4] представлены алгоритмы решения задачи (1) для рынков
типа «цепочка» и «звезда». В данном исследовании предлагается алгоритм для
рынка гибридного случая типа «звезда-цепочка» и исследуется его среднеста-
тистическая эффективность.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект № 19-01-00533а).
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ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

РАССУЖДЕНИЯ, ОСНОВАННОЙ НА

СИЛЛОГИСТИЧЕСКОМ ВЫВОДЕ

Владимирова Юлия Сергеевна
Лаборатория дискретных управляющих систем и их приложений, e-mail: vladimirova@cs.msu.ru

Н.П. Брусенцовым предложен метод алгебраизации силлогистики Аристоте-
ля, невыразимой в математической логике, и установлен критерий содержатель-
ности суждений — принцип сосуществования противоположностей (ПСП) [1].
Алгебраическая система, позволяющая выразить все модусы силлогистики
основана на методах диаграмм и индексов Льюиса Кэрролла [2, 3]. В [4] пред-
ложено использовать данную систему в качестве основы компьютеризации
рассуждения.

Создание соответствующего программного инструментария кроме уже име-
ющихся правил представления и преобразования суждений, требует выработки
основных принципов устройства ее компонент, исследования области при-
менения и возможных проблем. Доклад посвящен рассмотренному с этой
целью примеру решения задачи составления расписаний занятий в учебных
заведениях.

Задача формулируется в виде системы посылок, выражающих логические
отношения между заданными особенностями. Предлагаемый алгоритм по
исходной системе посылок строит набор особенностей, характеризующий
искомое расписание.

Рассмотрение данной задачи позволило выделить несколько типов особен-
ностей, определить допустимый способ хранения посылок в памяти, выявить
необходимость арифметических операций, определить некоторые другие харак-
теристики разрабатываемого программного инструментария.
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МЕТОД РАЗБОРА ЗАГОЛОВКА ПАКЕТА В ЯЧЕЙКАХ

КОНВЕЙЕРА СЕТЕВОГО ПРОЦЕССОРНОГО УСТРОЙСТВА

Волканов Дмитрий Юрьевич, Курдюкова Софья Андреевна
Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: volkanov@asvk.cs.msu.ru,
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В современных сетях связи коммутаторы и маршрутизаторы используют
сетевые процессорные устройства (СПУ). СПУ — это программируемый микро-
процессор, архитектура которого оптимизирована для использования в сетевых
устройствах и обеспечения устойчивого режима обработки пакетов. В СПУ
используются специализированные ядра (их может быть несколько), оптимизи-
рованные для обработки сетевых пакетов [1]. СПУ выполняет разбор заголовка
пакета, производит поиск правил обработки, модификации и передачи пакета, в
соответствии с выбранными правилами отправляет его дальше или сбрасывает.

Современные СПУ способны обрабатывать пакеты со скоростью в сотни
гигабайт. Но из-за постоянно возрастающего количества сетевого трафика,
возникновения новых более сложных политик передачи трафика и изменения
вида трафика появляется требование к увеличению скорости работы СПУ.

В данной работе предлагается метод увеличения скорости разбора заголовка
пакета в СПУ с целью в дальнейшем добиться увеличения скорости работы
всего устройства. Разбор заголовка пакета означает выделение полей из заго-
ловка пакета, значения которых необходимы для обработки пакета и принятия
решения о его дальнейшем месте следования в рамках реализуемых устрой-
ством протоколов передачи данных. В данной работе за основу была взята
модель СПУ, состоящая из нескольких конвейеров обработки пакетов, каждый
из которых содержит несколько одинаковых процессорных устройств [2]. В
докладе будут рассмотрены несколько вариантов улучшения базового алгорит-
ма разбора заголовка [3, 4] и результаты экспериментального исследования
предложенных алгоритмов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-07-01076).
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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ МАСШТАБНЫХ СМЕСЕЙ

ОБОБЩЕННЫХ ГАММА-РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
Воронцов Михаил Олегович, Кудрявцев Алексей Андреевич, Недоливко

Юлия Николаевна
Кафедра математической статистики, e-mail: m.vtsov@mail.ru, nubigena@mail.ru,

mouse98@mail.ru

Большую роль в прикладных задачах, решаемых методами теории вероятно-
стей, играет обобщенное гамма-распределение, или распределение Крицкого—
Менкеля [1], имеющее плотность

f(x) =
|v|xvq−1e−(x/θ)v

θvqΓ(q)
, v 6= 0, q > 0, θ > 0, x > 0.

К распределениям гамма-типа относятся экспоненциальное распределение, χ2-
распределение, гамма-распределение, распределение Максвелла—Больцмана, χ-
распределение, m-распределение Накагами, распределение Вейбулла—Гнеденко,
обратное распределение Рэлея, распределение Фреше и др.

Во многих прикладных задачах важную роль играют масштабные смеси
обобщенных гамма-распределений [2], основные вероятностные характери-
стики которых (плотность, функция распределения, моменты) были описаны
в [3] для случая разных знаков параметров формы распределений. Также в [3]
было показано, что при параметрах формы одного знака нахождение плотности
смеси сопряжено с принципиальными трудностями вычисления интеграла

∞∫
0

yr−1e−(y/α)u−(y/θ)−v dy.

В докладе обсуждаются возможные пути нахождения вероятностных харак-
теристик масштабных смесей обобщенного гамма-распределения, основанные
на преобразовании Меллина; приводятся графики плотностей смесей.
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Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект
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УСЛОВИЯ РЕГУЛЯРНОСТИ L-ГРАФОВ

БЕЗ ПСЕВДОЦИКЛИЧЕСКИХ ПУТЕЙ

Вылиток Алексей Александрович, Генералова Татьяна Владимировна
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L-графы без ограничений [1, 2] определяют класс рекурсивно-перечислимых
языков, то есть эквивалентны по описательной силе машинам Тьюринга и
формальным грамматикам без ограничений (тип 0 по классификации Хомского).
В докладе рассматриваются бесконтекстные L-графы без псевдоциклических
путей [3]. Такие L-графы характеризуют класс бесконтекстных (контекстно-
свободных) языков.

Отсутствие псевдоциклических путей гарантирует, что каждый цикл в
успешном пути L-графа может повторяться (либо самостоятельно, либо в
паре с другим циклом), приводя к новым успешным путям.

Это свойство, наряду с требованием детерминированности, позволило найти
необходимое и достаточное условие для проверки регулярности задаваемо-
го L-графом языка. Проверку предлагаемого условия можно осуществить с
помощью известных полиномиальных алгоритмов обработки графов (поиск
кратчайших путей, сильно связных компонент и др.).

На практике проверка регулярности может быть полезна для оптимизации
вычислительных моделей, лежащих в основе компьютерных программ. Задача
проверки регулярности для детерминированных магазинных автоматов иссле-
довалась Р. Стирнзом в [4], однако приведенная там тройная экспоненциальная
оценка и улучшенная до двойной экспоненциальной в работе [5] не давали
поводов для практической реализации предложенных в них методов проверки.
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РАЗРАБОТКА СИСТЕМЫ БИОМЕТРИЧЕСКОЙ

АУТЕНТИФИКАЦИИ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ МОБИЛЬНЫХ

УСТРОЙСТВ НА ОСНОВЕ ПОВЕДЕНЧЕСКИХ

ХАРАКТЕРИСТИК ВВОДА ТЕКСТА

Галков Алексей Вадимович, Машечкин Игорь Валерьевич, Попов Иван
Сергеевич
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С помощью мобильных устройств в настоящее время пользователям доступ-
но огромное количество сервисов, обеспечивающих доступ к конфиденциаль-
ным данным. Основой большинства систем защиты информации в подобных
сервисах является процедура аутентификации на основе паролей и/или физио-
логических характеристик. Однако данные подходы имеют ряд существенных
уязвимостей, которых лишены индивидуальные поведенческие характеристики,
в частности, динамика ввода текста, обладающая свойством невоспроизводи-
мости и не требующая специального оборудования.

Данная работа посвящена задаче аутентификации пользователей мобильных
устройств на основе динамики нажатия клавиш в процессе работы с экран-
ной клавиатурой. В качестве признаков для построения модели пользователя
используются время удержания клавиши, время между нажатиями двух по-
следовательных клавиш и сила нажатия [1]. Для фоновой аутентификации
применяется адаптирующийся под пользователя алгоритм разбиения диграфов
на группы по скорости нажатия в совокупности с разделением клавиш на
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группы по функциональности. Проводится поиск и исправление выбросов на
основе квартилей с последующей стандартизацией значений.

Одной из основных проблем при построении модели пользователя, способ-
ной обнаруживать вторжение, является отсутствие примеров нажатий клавиш
злоумышленником в обучающей выборке. Для решения этой задачи использу-
ется нечеткий метод поиска исключений на основе потенциальных функций
(Fuzzy), который не применялся в исследованных статьях, но показывает на
ряде задач результаты выше, чем одноклассовые KNN и SVM [2].

Для сбора данных и экспериментальной оценки качества предложенного
подхода был разработан программный стенд, состоящий из интегрирующейся
в операционную систему Android OS экранной клавиатуры и классификатора,
работающего на стационарном компьютере. В связи с отсутствием общеприня-
тых наборов данных для тестирования собраны два датасета для статической
и фоновой аутентификации с примерами нажатий клавиш более 40 пользова-
телей. По результатам экспериментов установлено, что предложенные подходы
к отбору признаков, поиску и исправлению выбросов, а также использование
метода Fuzzy показывают качество классификации лучше, чем методы, пред-
ставленные в существующих исследованных работах. FRR равен 0.149 и 0.245
для статической и фоновой аутентификации при FAR = 0.01.

На основе программного стенда разработан прототип системы аутентифи-
кации пользователей, использующий биометрические характеристики рабо-
ты с экранной клавиатурой для защиты любых приложений на мобильном
устройстве, использующих системную клавиатуру — появляется возможность
добавить дополнительную процедуру статической аутентификации на основе
динамики нажатий клавиш при вводе пароля. Также осуществляется фоновая
аутентификация на протяжении всего времени работы с устройством.
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Классификация сетевого трафика может применяться в различных прило-
жениях, однако требует решения многих вопросов как в процессе постановки
задачи, так и в ходе её решения [1, 2]. Особенностями рассматриваемой области
являются работа в условии неполноты классов, изменчивость данных, а также
поиск компромисса между точностью, скоростью и объёмом хранимых данных.
Проблема защиты конфиденциальности пользователей ограничивает количе-
ство и качество общедоступных материалов для обучения, и не существует
единого набора данных для сравнения качества работы различных реализаций.

Таким образом, в ходе работы над задачей решаются следующие вопросы.
1. Получение данных. Поиск или самостоятельный сбор достаточного коли-

чества данных нужного вида.
2. Выбор классов. Классификация может производиться на разных уровнях:

для прикладных протоколов, приложений, сервисов и т.д.
3. Разметка данных. При самостоятельном сборе данных есть возможность

генерировать или собирать данные только нужного типа. В противном слу-
чае требуется использование только размеченных данных или применение
сторонних инструментов с достаточной степенью качества работы.

4. Получение признаков для классификации. Существует много видов при-
знаков интернет-трафика, которые могут быть использованы для классифика-
ции (номера портов, характеристики пакетов и их содержание, общие характе-
ристики всего потока и т.п.), но не все из них в равной степени эффективны,
доступны и удобны для получения и использования.

5. Выбор и обучение модели. Для задачи классификации применимы раз-
ные модели машинного обучения, которые требуется сравнить по качеству и
времени работы на выбранных признаках.

Отдельного рассмотрения требуют вопросы классификации неизвестных
протоколов, а также проблема ухудшения качества работы системы при изме-
нении таких характеристик трафика, как время и место его получения.

Были рассмотрены и предложены решения для поставленных вопросов,
большая часть предложенных решений была автоматизирована и встроена в
разрабатываемую в ИСП РАН систему анализа трафика для получения работа-
ющей модели, показывающей достаточно высокую точность при выбранных
условиях.
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БАЛАНСНО-ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА

ТРАНСЗВУКОВЫХ ТЕЧЕНИЙ С УЧЕТОМ ПЕРЕНОСА

ЛОКАЛЬНЫХ РИМАНОВЫХ ИНВАРИАНТОВ
Головизнин Василий Михайлович, Афанасьев Никита Александрович
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Решение квазилинейных систем дифференциальных уравнений гиперболиче-
ского типа является одной из основных задач вычислительной гидродинамики.
Семейство таких систем включает в себя уравнения мелкой воды и уравнения
газовой динамики, с помощью которых описываются такие актуальные задачи
как, например, прорыв плотины или течение газа в сопле Лаваля. Особый ин-
терес представляют задачи, описывающие трансзвуковые течения, построение
вычислительных схем для которых требует дополнительных усилий.

В последнее время балансно-характеристические схемы хорошо себя за-
рекомендовали для решения квазилинейных систем гиперболического типа.
Например, схема КАБАРЕ [1] позволяет решать такие системы с достаточно
высокой точностью в случаях строго дозвукового или строго свехзвукового
течений. В случае трансзвуковых течений классическую схему КАБАРЕ надо
дополнять аппроксимационным алгоритмом вычисления новых потоковых зна-
чений в звуковых точках, т. е. в тех узлах, по разные стороны от которых есть
ячейки и с дозвуковым, и с сверхзвуковым течением. Такой алгоритм построен
для случая одномерных уравнений мелкой воды [2], но его обобщение на слу-
чай уравнений газодинамики вызывает затруднения, так как алгоритм основан
на переносе аналитических римановых инвариантов, выражения для которых в
газодинамике в общем случае неизвестны.

В данной работе предлагается новый локально-неявный характеристиче-
ский метод получения потоковых значений локальных линейных инвариантов
Римана в звуковых точках, применимый к произвольной системе уравнений ги-
перболического типа. Метод имеет второй порядок аппроксимации по времени
и пространству, обладает свойствами обратимости по времени и универсаль-
ности для всех типов звуковых точек. Также в работе приводятся результаты
расчетов по новому методу на тестах Торо для задачи о распаде разрыва
для уравнений мелкой воды [3], а также для некоторых задач для уравнений
газодинамики.
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АЛГОРИТМ ОБОБЩЕННОЙ СХЕМЫ КАБАРЕ НА
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Балансно-характеристический численный метод КАБАРЕ [1] протестиро-
ван и верифицирован на множестве задач вычислительной гидродинамики.
Например, метод КАБАРЕ верифицирован на решении простого уравнения
переноса, задач газовой динамики и промышленных задач, таких как: аэроаку-
стика, моделирование химических реакций в многокомпонентных течениях,
моделирование защитной оболочки контайнмента и многие другие. Несмотря
на все преимущества этого метода, он требует использования четырехугольных
расчетных сеток, что накладывает существенные ограничения на использование
метода КАБАРЕ в существующих CFD кодах. Один из возможных вариантов
снятия данного ограничения был предложен в статье [2]. В упомянутой ста-
тье описан и верифицирован обобщенный метод КАБАРЕ для расчета задач
гидродинамики на различных типах двумерных неструктурированных сеток.

В данной работе описывается алгоритм обобщенной схемы КАБАРЕ для
трехмерных неструктурированных треугольных сеток. Алгоритм разбит на
три основных фазы, как и в двумерном случае: предиктор, генератор потоков
и корректор. Для генерации потоков используется характеристический вид
гиперболической системы и основные свойства тетраэдров и призм.

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 19-11-00104).
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Многослойные гидростатические модели течений со свободной поверх-
ностью [1] могут описать лишь основные характеристики движения страци-
фицированных жидкостей и слабо воспроизводят процесс перемешивания
между слоями жидкости. Была предложена новая негидростатическая модель
уравнений динамики стратифицированной слабосжимаемой жидкости с поверх-
ностью в приближении «мягкой крышки». В отличие от моделей с «жесткой
крышкой» вертикальные скорости на свободной границе в нашей модели не
равны нулю. Для решения получившейся системы использовалась балансно-
характеристическая схема КАБАРЕ [2].

В качестве валидации решения использовалась задача колебания малой ам-
плитуды в прямоугольном бассейне [3]. Также в данной работе представлены
результаты сравнения представленной модели с гидростатической моделью [1]
на лабораторных тестах движения стратифицированной по плотности жидкости
[3]. Эксперименты проводились в акриловом баке длиной 3 м и шириной 0.15
м, заполненном водопроводной водой на глубину 0.2 м. Водонепроницаемая
перегородка находилась в 0.1 м от одного конца резервуара. В отделенную пе-
регородкой область наливали два слоя солевых раствора различной плотности.
Затем вынималась перегородка и наблюдалось движение слоистого раствора в
основной части резервуара. Обе модели показывают хорошее воспроизведение
движения фронта распространения раствора во времени. Но представленная
негидростатическая модель лучше описывает вихревую структуру движения.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-11-00163).
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДИФРАКТОМЕТРИИ НА

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ТЕЛЕ ВРАЩЕНИЯ

Головина Светлана Георгиевна, Захаров Евгений Владимирович,
Цыбров Евгений Германович
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Рассматривается задача лазерной дифрактометрии эритроцитов (эктацито-
метрия) при анализе дифракционных картин, которая возникает при рассеянии
лазерного пучка на суспензии эритроцитов в эктацитометре [1]. В случае
системы источников, обладающих осевой симметрией, исследуем электромаг-
нитное поле отраженное от диэлектрического тела вращения и обратную задачу
определения границы тела.

Области Ωf и Ωp, где соответственно расположены источники и приёмники,
не пересекаются с областью Ω0 c параметрами ε0, µ0, содержащей исследуемое
тело Ω1 с параметрами ε1, µ1. Введем цилиндрическую систему координат
(ρ, ϕ, z), рассмотрим уравнения Максвелла для осесимметричных полей, когда
все компоненты векторов E и H не зависят от азимутальной координаты ϕ [2].
Выпишем E = {0, Eϕ(ρ, z), 0}; H = {Hρ(ρ, z), 0, Hz(ρ, z)} — магнитная мода и
будем решать задачу относительно компоненты поля E. Рассмотрена граничная
задача с условиями сопряжения на границе неоднородности ∂Ω1 для Eϕ:
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ρEϕ cos(n, ρ)[ 1
µ ], ρ ∈ ∂Ω1,

Eϕ = O( 1
|ρ|),

∂Eϕ
∂|ρ| − ık0Eϕ = o( 1

|ρ|), | ρ |→ ∞,

(1)

где n — внешняя нормаль к границе, k1 = ω
√
µ0ε1, k0 = ω

√
µ0ε0, ω — частота,

[·] — разрыв значения функции на границе раздела, Eϕ0
— первичное поле.

Обратная задача сводится к нахождению коэффициента k1(M). От задачи (1)
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перейдем к интегральным уравнениям:
Eϕ(M)− Eϕ0

(M) =
∫
∂Ω1

G(M,P ) k21(P )−k20
4π Eϕ(M)dSP , M ∈ Ω1,

Eϕp(M) =
∫
∂Ω1

G(M,P ) k21(P )−k20
4π Eϕ(M)dSP , M ∈ Ωp,

(2)

где G(M,P ) = ρ
2π∫
0

eikrMP

rMP
cosϕdϕ. Для решения системы (2) использовался

итеративно регуляризованный метод [3].
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ПРЕДСКАЗАНИЕ РОДА ДЕЯТЕЛЬНОСТИ

ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ СОЦИАЛЬНОЙ СЕТИ

Гомзин Андрей Геннадьевич
Кафедра системного программирования, e-mail: gomzin@ispras.ru

Род деятельности, или профессия — это важная персональная характеристи-
ка, определяющая шаблон поведения и интересы пользователя социальной сети.
Значения данного атрибута редко явно представлены самими пользователями,
однако могут быть предсказаны по социальных связям.

Постановка задачи. Пусть L— множество возможных значений атрибута,
U = {v1, . . . , vn}— множество целевых пользователей, для t из них (t < n)
известно значение атрибута. Обозначим эти значения как Yt = [y1, . . . , yt],
где yi ∈ L— деятельность пользователя vi. Значения атрибута для vt+1, . . . , vn
неизвестны и будут предсказываться. Обозначим их как Yp = [yt+1, . . . , yn].

Рассмотрим подмножество социального графа G = (V,E). Вершины V =
= {v1, . . . , vm} представляют пользователей U и пользователей, на которых
подписаны U (m > n), направленные рёбра E = {x → y|x ∈ U, y ∈ V }
представляют отношения подписки целевых пользователей на вершины V .

Рассмотрим также расширенную версию графа G∗ = (V,E∗), где
E∗ = {x→ y|x ∈ V, y ∈ V }— все известные рёбра между вершинами V .
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Задача — предсказать Yp при заданном графе (G или G∗) и Yt.
Набор данных. Для данного исследования был собран, анонимизирован

и выложен в открытый доступ∗ набор данных из социальной сети Вконтак-
те, содержащий G, G∗ и референсные значения рода деятельности. Данные
собирались с помощью аннотаторов-добровольцев.

Методы. Применяются методы, основанные на существующих решениях:
алгоритм распространения меток [1], векторные представления вершин графа
(LINE [2] и DeepWalk [3]) в качестве входа для классификатора XGBoost [4].
Вводится новый признак Distr — распределение значений деятельности по сосе-
дям вершины, в качестве входа для классификатора XGBoost. Рассматривается
также конкатенация DeepWalk и Distr.

Эксперимент. Сбор графа G∗ требует значительно больше ресурсов по срав-
нению со сбором G. В данной работе сравнивается качество предсказания рода
деятельности пользователей для двух подмножеств графа: G и его расширенной
версии G∗. На рисунке 1 представлены значения и доверительные интервалы
F-меры, полученные в результате применения скользящего контроля.

Вывод. Показано, что для задачи предсказания рода деятельности дополни-
тельные рёбра расширенного графа не улучшают значение F-1 меры.

Рис. 1: Результаты оценки качества методов предсказания рода деятельности
LP — распространение меток, DW — DeepWalk, XGB — XGBoost,
G и G* — подмножества графа
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В данной работе рассматриваются многопроцессорные вычислительные си-
стемы (ВС) с динамическими планировщиками со статическими приоритетами
и вытеснением. Каждая задача в ВС характеризуется периодом, приоритетом
и интервалом длительности выполнения на процессоре. В течение каждого
периода должен быть выполнен один экземпляр задачи, называемый работой.
Между задачами с одинаковым периодом могут существовать зависимости по
данным. Конфигурация ВС задает характеристики задач и привязку задач к
процессорам.

Будем называть временем отклика задачи величину, равную максимальному
по всем работам этой задачи значению времен их завершения относительно
начала периода. Наихудшее время отклика (WCRT – Worst Case Response
Time) задачи – максимальное возможное время отклика задачи для данной
конфигурации ВС. WCRT используется для решения ряда задач, возникающих
при проектировании ВС реального времени.

В данной работе рассматривается следующая задача: для заданной конфигу-
рации ВС и заданной задачи требуется найти WCRT этой задачи.

Задачу A будем называть аномальной для задачи B, если уменьшение време-
ни выполнения задачи А может привести к увеличению WCRT задачи В.

Предложенный алгоритм решения поставленной задачи основан на методе
из работы [1] и делится на два этапа:

1. Для заданной задачи находится множество аномальных ей задач. За основу
был взят метод из работы [2]. Однако этот метод обладает недостатком:
множество аномальных задач, которое он находит, неполно. Поэтому был
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разработан новый алгоритм, с помощью которого для заданной конфигура-
ции ВС и заданной задачи строится полное множество аномальных задач.
Корректность этого алгоритма строго доказана.

2. Для заданной задачи решается задача оптимизации в пространстве, пред-
ставляющем собой декартово произведение интервалов длительности вы-
полнения всех аномальных задач. Целевая функция задается как WCRT
исследуемой задачи при заданных временах выполнения ее аномальных
задач.
Для решения этой оптимизационной задачи были реализованы два поиско-
вых алгоритма: алгоритм имитации отжига и генетический алгоритм.

Было проведено исследование точности и времени работы каждого из ал-
горитмов, а также сравнение алгоритмов между собой. Оценка качества алго-
ритмов осуществлялась с помощью математического аппарата статистических
гипотез.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-07-00614).
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Переполнение массива — это ошибка, вызванная доступом массива по ин-
дексу за пределы выделенной ему памяти. Данный дефект может привести к
некорректной работе программы или же к уязвимости в коде. В статье опи-
сывается реализация детекторов для поиска ошибок переполнения массива с
неизвестным размером в рамках инструмента статического анализа исходного
кода Svace [3].

В Svace существуют детекторы, которые находят ошибочные ситуации
связанные с переполнением массива, размер которого известен в точке доступа
к нему [1]. Но в исходном коде могут встречаться ситуации, где выделение
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памяти для массива и обращение к нему значительно отделены друг от друга.
В точке доступа есть только указатель на массив, а его размер для статического
анализа определить затруднительно.

Но для ряда ситуаций в исходном коде даже в таком случае можно выдать
предупреждение об ошибке. В частности, мы рассматривали случаи, в которых
в качестве размера массива использовалось возвращаемое значение библиотеч-
ных функций: размер строки (strlen) или размер считанных данных (fread,
recv, read). С помощью интервального анализа проверяется возможность
переполнения массива [2].

void test0(char *buf) {
int len = strlen(buf);
if (len > 3) {

buf[5] = ’a’;
}

}

Листинг 1: Пример ошибочной ситуации

В коде, приведённом в листинге 1, возникнет переполнение буфера, если
длина строки в массиве buf будет равна четырём. Необходимо добавить
условие, которое ограничит длину строки сверху.

Также был реализован аналог описанного детектора, который работает
с ненадёжными данными.

Детекторы были запущены на проекте с открытым исходным кодом Tizen 5.
Tizen 5 – это открытая операционная система на базе ядра Linux, содержащая
около 6,626,400 строк кода С/C++. Всего было выдано 474 срабатывания; из
них была взята случайная выборка из 150 срабатываний и размечена. В выборке
оказалось 31 ложное срабатывание, т.е. 20,6%.
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Обнаружение аномалий в сложно структурированных данных играет важ-
ную роль в современном мире. Это связано, в первую очередь, с тем, что в
повседневной жизни человек работает именно с таким типом данных.

К ним можно отнести текстовые документы, с которыми взаимодействует
пользователь. Также к сложно структурированным данным относятся различ-
ные журналы логов, которые создаёт операционная система. По всей этой
информации можно оценить динамику работы пользователя с компьютером.
Соответственно, можно построить психологический портрет нормального по-
ведения пользователя или группы пользователей. Поэтому возникает вполне
логичное предположение о важности анализа сложно структурированных дан-
ных в задаче поиска аномалий.

В последнее время популярным становится применение методов темати-
ческого моделирования для анализа сложно структурированных данных [1].
Однако, классические методы не позволяют добиться достаточно хороших ре-
зультатов [2]. В данной работе предлагается рассмотреть усовершенствованный
метод обнаружения аномалий, основанный на тематическом моделировании
на базе свёрточных нейронных сетей с дальнейшей кластеризацией. Свёрточ-
ная часть сети позволяет выделить из документа так называемые латентные
тематики, которые характеризуются группами слов, которые последовательно
встречаются в тексте. Регуляризация и слой dropout позволяют избежать пе-
реобучения сети. Таким образом, в результате работы свёрточной части мы
уменьшаем размерность признакового пространства. Далее, на основании алго-
ритма KNN мы пытаемся предсказать расстояние до k-го ближайшего соседа,
выделяя тем самым кластеры, к которым принадлежат нормальные данные.

В ходе проведённых экспериментальных исследований, предложенный алго-
ритм позволил добиться лучшего результата по сравнению с классическими
методами обнаружения аномалий, такими как одноклассовый SVM и Fuzzy.
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В докладе предложены обобщенные математические модели статистических
закономерностей поведения таких характеристик осадков, как продолжитель-
ность «дождливого» периода, максимальное суточное количество осадков за
«дождливый» периода и суммарный объем осадков. Улучшенные модели (по
сравнению с ранее предложенными в статье [1]) основаны на обобщенном
отрицательном биномиальном (GNB) [2] и обобщенном гамма (GG) распреде-
лениях.

Продемонстрировано высокое согласие предложенных моделей с реальными
данными, в частности, соответствие GNB-распределения и эмпирического
распределения продолжительностей «дождливых» периодов, измеренных в
днях. На основе этой модели предложены асимптотические аппроксимации для
распределений максимального суточного объема осадков. Соответствующие
результаты доказаны на основе предельных теорем для выборок случайного
объема, в которых распределение размера выборки задается отрицательным
биномиальным распределением.

Описан и статистически обоснован метод алгоритмического определения
аномально экстремальных объемов осадков на основе GG-теста. Показано, что
распределение критерия в случае, если проверяемый объем не является экс-
тремальным, описывается классическим распределением Снедекора—Фишера.
Результаты обработки продемонстрированы для реальных данных на примере
осадков в Элисте за 60 лет (см. рисунок 1).

Исследования А. К. Горшенина поддержаны РНФ (проект № 18-71-00156).
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Рис. 1: Сравнение результатов тестов для объемов осадков на аномальную экс-
тремальность на основе гамма- и обобщенного гамма-распределений (Элиста,
размер скользящего окна – 365 дней).
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В докладе рассматривается задача управления для математической модели
движения материальной точки в плоскости в поле силы тяжести. В качестве
управляющего воздействия к точке приложена реактивная сила, возникающая
в результате отделения частиц с некоторой массой. Математическая модель
движения точки [1] имеет вид

r̈ − rψ̇2 +
ν

r2
= ar

ṁ

m
, rψ̈ + 2ṙψ̇ = aψ

ṁ

m
, ṁ = u,

где r, ϕ — полярные координаты точки, m — масса точки, u, ar, aψ — управ-
ляющие параметры. Целевым множеством является заданная эллиптическая
орбита. Первая часть доклада посвящена результатам исследования свойств
класса позиционных управлений, решающих задачу управляемости без фазо-
вых ограничений на бесконечном отрезке времени из работы [2]. Приводится
оценка времени перехода в окрестность целевого множества для заданных
начальных условий, найдены начальные позиции, при которых траектория
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при таком управлении удовлетворяет дополнительным фазовым ограничени-
ям, получены оценки ресурса топлива, неоходимого для перелета при таком
управлении. Вторая часть доклада посвящена результатам исследования новых
вариантов позиционного управления, решающего задачу управляемости на
целевое множество и их использования в качестве начальных приближений
при решении задач оптимизации параметров орбитального перелета на основа-
нии принципа максимума Понтрягина [3]. Рассмотрены задачи оптимизации
по быстродействию и расходу топлива при переходе на другие орбиты, при
стыковке двух аппаратов на орбите. Численные расчеты выполненны в среде
“BOCOP–2.1.1”, для различных условий рассматриваемой задачи минимизации.
Авторы выражают благодарность профессору Никольскому М. С. за обсуждение
постановок задач.
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В докладе для описания взаимодействия концентраций здоровых и рако-
вых клеток при заболеваниях, связанных с раком крови (лейкемия, лимфома,
миелома), используется двумерная модель конкуренции Лотки—Вольтерры. В
эту модель добавляется дифференциальное уравнение, описывающее измене-
ние концентрации химиотерапевтического препарата. Это уравнение содержит
скалярное ограниченное управление, которое задает интенсивность поступ-
ления такого препарата в организм. Эффективность применяемого лечения
описывается с помощью немонотонной функции терапии. Для рассматривае-
мой управляемой системы ставится задача минимизации взвешенной разности
концентраций раковых и здоровых клеток в конечный момент времени заданно-
го периода лечения. Ранее, такая задача минимизации для монотонной функции
терапии была изучена в [1], а для упомянутой управляемой модели эта задача
минимизации была исследована в [2].
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В рассматриваемой задаче минимизации с помощью принципа максимума
Понтрягина аналитически устанавливаются свойства оптимального управления.
Выделяются ситуации, когда такое управление является релейной функцией,
а также ситуации, когда наряду с релейными участками, оно может также
содержать и участок с особым режимом. Полученные результаты подтвер-
ждаются соответствующими численными расчетами, выполненными в среде
“BOCOP–2.0.5”, для различных значений параметров и начальных условий
рассматриваемой задачи минимизации.
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Динамическая модель общего экономического равновесия описывается си-
стемой нелинейных уравнений в рамках теории Эрроу – Дебре. Число неиз-
вестных в системе может достигать сотен тысяч и миллионов переменных.
Для сокращения времени счета используются технологии параллельных вы-
числений. Альтернативным подходом является предобусловливание матрицы
линеаризованной системы уравнений на каждой итерации решения нелинейной
системы.

В работе [1] используется блочный предобуславливатель Якоби для метода
Ньютона—Крылова, где блоки якобиана системы соответствуют переменным в
фиксированный момент времени. Предобуславливатель Якоби и предобуслав-
ливатель на основе неполного LU-разложения применяются в работе [2] для
стохастических моделей небольшой размерности. Однако методы ньютоновско-
го типа могут оказаться неприменимы для моделей, которые рассматривают
большое число регионов и длинный горизонт времени.

Мы используем обобщение метода Гаусса—Зейделя, в котором подсистема
относительно внутривременных переменных модели решается методом кры-
ловского типа GMRES. Нами реализован блочный предобуславливатель Якоби
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по регионам для ускорения метода GMRES [3]. Проведено сравнение двух
способов применения предобуславливателя. Первый способ требует хранения
в памяти полного якобиана, второй требует только реализации функции умно-
жения якобиана на вектор. Второй подход оказался эффективнее, поскольку
требует меньшего числа вызовов функции и дает большее ускорение вычис-
лений. В результате использование предобуславливателя дало ускорение в 1.6
раз и уменьшило число вызовов функции на порядок.

Работа выполнена с использованием оборудования Центра коллективного
пользования высокопроизводительными вычислительными ресурсами МГУ
имени М. В. Ломоносова.
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ПЕРСПЕКТИВЫ СОЗДАНИЯ ВИКИ-СИСТЕМ В СФЕРЕ
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Доклад посвящён рассмотрению существующего опыта создания русско-
язычных Вики-систем. Определены основные параметры подобных систем
в зависимости от решаемых задач. Проанализированы особенности Вики-
системы в сфере образования, проблемы, связанные с её созданием, организа-
цией технической и функциональной поддержки; рассмотрены возможности
использования созданной системы в учебном процессе. На основе проведённо-
го исследования авторами предлагается осуществить практическое внедрение
локальной Википедии для всего объёма информации, связанной с факультетом
ВМК МГУ имени М. В. Ломоносова. Для оптимального использования в сфере
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образования, система Викисклада должна обладать набором специфических
функций: возможность категоризации материалов на русском языке, возмож-
ность создания личных разделов преподавателей, обладающих сервисами об-
лачных хранилищ (разрешение на чтение, правку и скачивание материалов
в соответствии с перечнем пользователей, определяемым владельцем разде-
ла). Наличие возможности выбора и указания типа лицензии, действующей
в отношении материалов раздела по выбору его владельцем. Реализация это-
го проекта позволит: упорядочить данные, разместить их в сети Интернет
в доступной структурированной форме, обеспечить их надёжное хранение.
Практическая реализация проекта обеспечит естественное продвижение инфор-
мации о факультете в сети, создаст новые инструменты для обучения (русский
язык, иностранные языки, язык Викиразметки, программирование), а также
предоставит возможность создания учебников и учебных пособий в электрон-
ном виде – цифровое издательство факультета. Создание локальной Википедии
факультета ВМК МГУ приобретает особую актуальность в год его 50-летнего
юбилея.
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Доклад посвящён рассмотрению задачи использования ботов в различных
вики-системах, включая Википедию. Преимущества и недостатки широко-
го применения ботов. Использование ботов в локальных вики-системах для
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решения многих задач. Определён перечень этих задач. Проанализирована
статистика автоматических и ручных правок в Википедии и определены тен-
денции. В составе вики-систем образовательных учреждений боты могут быть
использованы в качестве инструментов учебных процессов (русский язык,
иностранные языки, языки программирования).

График числа правок (в основном пространстве Википедии) c момента
открытия русскоязычной Википедии (2003) до настоящего времени представлен
ниже.

Рис. 1: График числа правок.
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В работе исследуется модель рынка грузовых перевозок на железнодорож-
ном транспорте. Есть основания полагать, что в настоящий момент в Рос-
сийской Федерации реальный рынок с точки зрения его территориальных и
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продуктовых границ представляет собой не всю совокупность перевозимых по
железной дороге грузов, а рынки отдельных грузов и маршрутов, в качестве
игроков на которых выступает ограниченный круг компаний [1]. Более того,
существующая модель дает преимущество более крупным и финансово устой-
чивым грузоперевозчикам, а тарифное руководство приводит к противоречию
в интересах рыночных агентов [1].

Основным объектом исследования является задача оптимизации передви-
жения груженых и порожних вагонов по транспортной сети, в которой под
оптимальностью подразумевается наименьшее значение функции суммарной
себестоимости перевозки всех операторов — владельцев вагонов. При этом
существует статический, неограниченный во времени вариант данной зада-
чи, решение которого может быть использовано в качестве конкурентного
ценообразования на услуги грузовых перевозок, в частности доказано, что
цены, вычисленные как множители Лагранжа к ограничениям, будут являться
индивидуально-рациональными для каждого оператора.

Однако важнейшим фактором индустрии является время перевозки груза, и
статическая постановка задачи не может при этом гарантировать выполнение
объемов перевозок в заданный срок, более того, в общем случае время выпол-
нения всех заказов не зависит от объема вагонного парка и может достигать
неадекватно больших значений.

С другой стороны, при решении расширенного динамического варианта
задачи количество рассматриваемых переменных и ограничений вырастает в
дополнительном измерении, что ведет к проблеме большой размерности для
реальных параметров индустрии железнодорожных грузоперевозок.

Результатом исследования является алгоритм декомпозиции статической
задачи, с помощью которого возможно получить оптимальное решение дина-
мической задачи для каждого оператора.
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Моделирование динамики цен базовых активов лежит в основе нахождения
справедливой стоимости производных финансовых инструментов [1]. Эко-
нометрика предлагает множество моделей, однако, на данный момент среди
дискретных, наиболее популярной является модель ARIMA-GARCH, которая
позволяет описывать переменную волатильность моделируемого случайного
процесса [2]. В рамках исследования была рассмотрена ARIMA-GARCH мо-
дель с ошибками, распределенными по закону Su Джонсона. Преимуществом
данного распределения является возможность описывать эффект «тяжелых
хвостов», который часто встречается на финансовых рынках [3, 4].

Условие безарбитражности, т. е. отсутствие возможности получения безрис-
ковой прибыли при нулевых затратах [5], является одним из главных принципов
ценообразования финансовых инструментов. Наличию безарбитражности от-
вечает наличие риск-нейтральной вероятностной меры, которая для полного
рынка является единственной. Однако, существуют неполные рынки, кото-
рые характеризуются наличием нескольких риск-нейтральных мер, каждой из
которых отвечает своя стоимость финансового инструмента.

Существуют способы получения риск-нейтральных мер из физических мер
(преобразование Эшера, расширенный принцип Гирсанова), данные способы
получаются естественным образом — путем решения оптимизационных задач
(максимизация индивидуальной функции полезности, минимизация индивиду-
альной функции затрат). Однако, все перечисленные способы требуют знания
производящей функции моментов исследуемого распределения, что делает
невозможным применение методов получения риск-нейтральной меры к рас-
пределениям, для которых производящая функция моментов не определена.
Примером является распределение Su Джонсона [6, 7]. Основной результат
исследования — обобщение расширенного принципа Гирсанова и нахождение
риск-нейтральной меры для рассматриваемого случайного процесса.
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СТАБИЛИЗАЦИИ РЕШЕНИЙ

ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С РАСТУЩИМ

МЛАДШИМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

Денисов Василий Николаевич
Кафедра общей математики, e-mail: vdenisov2008@yandex.ru

В полупространстве D = EN × [0,∞), N > 3, рассмотрим модельную
задачу

∆u+ c(x)u− ut = 0 в D, (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ EN . (2)

Будем говорить, что c(x) удовлетворяет условию (C), если

c(x) 6

{
−α2 при |x| 6 1,
−α2|x| при |x| > 1.

Пусть функция (2) непрерывна в EN и удовлетворяет условию роста

|u0(x)| 6M exp{b|x|
3
2},∀x ∈ EN , (3)

при некоторых b > 0,M > 0.
Изучаются достаточные условия, гарантирующие стабилизацию решения

задачи (1), (2), т. е. существование предела

lim
t→+∞

u(x, t) = 0. (4)

равномерно по x на каждом компакте K в EN .
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Обзор работ по стабилизации см. [1].
Теорема. Пусть u(x, t) — решение задачи (1), (2), начальная функция u0(x)

удовлетворяет условию (3), а коэффициент c(x) удовлетворяет условию (C)
при

α >
3

2
b. (5)

Тогда решение задачи (1), (2) стабилизируется к нулю, равномерно по x на
каждом компакте, т.е. существует предел (4).

Замечание. В работе [2] приведен пример, показывающий, что условие (5)
не может быть заменено на противоположное: a 6 3

2b.
Результаты настоящей заметки могут быть перенесены на более общие

параболические уравнения второго порядка.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда

(проект 19-11-00223).
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ПРИМЕНЕНИЕ МОДИФИЦИРОВАННОГО ОБОБЩЕННОГО

ПРИНЦИПА НЕВЯЗКИ К ЗАДАЧЕ ГРАНИЧНОГО

УПРАВЛЕНИЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫМ ВОЛНОВЫМ

УРАВНЕНИЕМ
Дряженков Андрей Александрович, Потапов Михаил Михайлович

Кафедра оптимального управления, e-mail: andrja@yandex.ru, mmpotapovrus@gmail.com

В докладе рассматривается задача граничного нейман-управления для ква-
зилинейного уравнения колебаний струны:

ytt = yxx + g(y), 0 < t < T, 0 < x < l,

−yx |x=0 = u(t), y |x=l = 0, 0 < t < T,

y |t=0 = 0, yt |t=0 = 0, 0 < x < l.

Функция g : R → R предполагается липшицевой. При выборе управлений
u = u(t) из гильбертова пространства Лебега H = L2(0, T ) рассматриваемая
краевая задача имеет сильное обобщённое решение y = y(t, x) со следами

y(T, ·) ∈ H1(0,
◦
l), yt(T, ·) ∈ L2(0, l), где H1(0,

◦
l) — подпространство простран-

ства Соболева H1(0, l), состоящее из функций, обращающихся в нуль при x = l.
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Введём оператор A : H → F , действующий на управления u ∈ H = L2(0, T )

по правилу A(u) = (y(T, ·), yt(T, ·)) ∈ F = H1(0,
◦
l)× L2(0, l).

Целью управления в данной работе является безусловная минимизация
следующего терминального функционала:

‖A(u)− f‖2
F = ‖y(T, ·)− f 0‖2

H1(0,l) + ‖yt(T, ·)− f 1‖2
L2(0,l) → min

u∈H
, (1)

где f = (f 0, f 1) ∈ F — заданная пара функций. Известно [1], что при T > 2l
минимальное значение функционала в задаче (1) равно нулю ∀ f ∈ F.

Для устойчивого численного решения задачи минимизации (1) предлагается
использовать модификацию обобщённого принципа невязки, предложенную в
[2]. Для её обоснованного применения в данной работе были получены сле-
дующие априорные оценки погрешности аппроксимации для приближённых
операторов Ã, построенных с помощью явной разностной схемы с одинаковы-
ми шагами τ по времени и пространству:

‖Ã(u)−A(u)‖F 6 τΨ−(‖u‖H−) , ‖Ã(u)−A(u)‖F+ 6 τΨ+(‖u‖H) ,

где H− = H1(
◦
0, T ), F+ = L2(0, l)×

(
H1(0,

◦
l)
)∗

, а функции Ψ−, Ψ+ имеют явное
представление через данные задачи T , l и константу Липшица функции g. С
использованием полученных оценок были проведены тестовые расчёты.
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СРАВНЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ ПОДХОДОВ ДЛЯ

ПОСТРОЕНИЯ АДАПТИВНЫХ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ

УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ

ИНДУЦИРОВАННЫХ ЛАЗЕРНЫМ ИМПУЛЬСОМ

КОНТРАСТНЫХ СТРУКТУР В ПОЛУПРОВОДНИКЕ

Егоренков Владимир Александрович, Логинова Мария Михайловна
Кафедра вычислительных методов, e-mail: egorenkov-v-a@cs.msu.ru, mloginova@cs.msu.ru

Рассматривается двумерная задача взаимодействия фемтосекундного ла-
зерного импульса с полупроводником в условиях реализации оптической би-
стабильности. Математическая модель данного процесса представляет собой
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систему нестационарных нелинейных дифференциальных уравнений относи-
тельно концентраций свободных электронов и ионизированных доноров в зоне
проводимости полупроводника, уравнения Пуассона относительно потенциала
светоиндуцированного электрического поля, а также нелинейного уравнения
Шредингера, описывающего эволюцию падающего оптического излучения
при прохождении через полупроводник, в котором формируются контрастные
структуры. Для адекватного описания процесса в уравнении Шредингера при-
сутствует продольная дифракция оптического пучка [1], которая позволяет
учитывать волну, отраженную от границ доменов высокой концентрации и от
граней полупроводника. При компьютерном моделировании с ростом времени
появляются волны, отраженные от границ области, которые могут исказить
численное решение. Чтобы избежать этого, необходимо либо существенно
увеличивать расчетную область, что приводит к неприемлемому увеличению
расчетного времени, особенно в случае многомерных задач, либо вводить
искусственные (прозрачные) краевые условия [2]. В связи с этим, в данной
работе рассмотрены разные подходы к постановке таких краевых условий для
уравнения Шредингера [3, 4]. Для повышения их эффективности необходимо
выполнять адаптацию параметров, входящих в искусственные краевые усло-
вия, к решению задачи вблизи искусственной границы, что демонстрируется в
настоящем докладе.

Работа выполнена при поддержке Российского Научного Фонда (грант
№ 19-11-00113).
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РЕДУКЦИЯ 3D ЗАДАЧИ РАССЕЯНИЯ НА СИЛОВОМ

ЦЕНТРЕ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ЕЕ РЕШЕНИЯ

Еленин Георгий Георгиевич1, Еленина Татьяна Георгиевна2

1 Кафедра вычислительных методов, ВМК МГУ им. М. В. Ломоносова, e-mail: elenin2@rambler.ru
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В докладе рассматривается задача о рассеянии материальной точки на
кулоновском силовом центре [1] в трехмерной постановке. Особенностью этой
задачи для гамильтоновых уравнений движения является наличие погранслоя.
Для эффективного численного решения задачи следует привлекать численные
методы с автоматическим выбором шага, сохраняющие геометрию фазового
пространства и интегралы движения в рамках точной арифметики.

На основе параметризаций решения задачи и ее редукций строятся семей-
ства адаптивных вычислительных методов, осуществляющих симплектическое
отображение начального состояния в текущее состояние и сохраняющих все
первые интегралы задачи, орбиту движения и годограф скорости. Предло-
женный подход позволяет получать методы высокого порядка аппроксимации
зависимостей фазовых переменных от времени. Приводится конкретный вид
методов второго, четвертого и шестого порядком. При некоторых соотношениях
между параметрами методы являются точными. Методы решения рассматрива-
емой задачи, аналогичны методам, предложенным ранее для решения задачи
Кеплера [2, 3]. Новые результаты обобщают ранее полученные результаты для
задачи в двумерной постановке.
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За продолжительную историю существования судов накопился большой объ-
ем информации по судебным тяжбам: заявления сторон, ход рассмотрения дела,
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решения суда, апелляции. Современные методы обработки больших объемов
данных и компьютерная лингвистика позволяют извлечь, структурировать этот
объем данных, а также применить полученную агрегированную информацию
на благо людям.

Одной из задач, которую можно решить, обладая архивными данными по
судебной практике, является задача поиска похожих судебных решений. Задача
состоит в том, чтобы, имея текст решения суда или произвольный запрос
по теме судебного решения, найти похожие судебные решения из некоторого
множества уже имеющихся решений.

Поиск похожих судебных решений может использоваться при определении
степени схожести судебных дел, при принятии решения о подаче апелляции
и пр. Поиском пользуются юристы, адвокаты, судьи, простые граждане, не
имеющие специального юридического образования.

Проведенные эксперименты показывают, что из-за специфичности пред-
метной области для эффективного поиска требуется особая предварительная
обработка исходных документов и запроса, например, в данной задаче стано-
вится критичным корректное определение и удаление некоторых именованных
сущностей (названий организаций, ФИО, геолокаций). Также в этой задаче тре-
буется использование нестандартных методов поиска. Например, примитивный
полнотекстовый поиск, основанный на tf-idf взвешивании word2vec векторов
слов[1,2], проигрывает поиску с выделением шаблонных частей в документах и
последующему поиску в этих шаблонах. Так как структура судебных решений
поддается шаблонизации, т.е. их структура в целом похожа и можно выделить
общие важные фрагменты ( например, обстоятельства дела, доказательства,
вынесенное решение), то наиболее эффективным является выделение этих
шаблонных фрагментов [3] и их последующее независимое использование при
поиске нужных фрагментов. Именно поиск по этим фрагментам, а не по всему
документу дает наилучший результат.

Таким образом, поиск по судебным решениям плохо сводится к стандартной
задаче поиска и требует более серьезной и осмысленной предварительной
обработки, а также методов, основанных в первую очередь на шаблонизации
исходных данных, и поиска внутри найденных шаблонных структур.
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Рассматривается следующая задача:

Lu ≡ εu′′′(x) + (r(x)u′(x))′ − (q(x)u(x))′ = f(x), x ∈ (0, 1), ε ∈ (0, 1),

r(x) > r > 0, Q > q(x) > 0,

u(0) = 0, u(1) = 0, u′(1) = 0.

Решение этой сингулярно возмущенной задачи имеет сильный пограничный
слой вблизи x = 0, а именно, производная решения в окрестности этой точки
неограничена при ε→ 0 и структура слоя определяется функцией e−rx/ε. Это
вызывает трудности как при решении задачи, так и при получении оценок
точности приближённого решения.

Для уравнения третьего порядка равномерные оценки сходимости сеточных
решений исследовались только для задачи со слабым пограничным слоем,
имеющим структуру εe−rx/ε (см. обзор работ в [1]). Такое решение задачи
будет, например, в том случае, когда заданы условия: u(0) = 0, u′(0) = 0,
u(1) = 0. В работе [1] для решения задачи со слабым пограничным слоем на
сетке Шишкина получена оценка

∥∥u(xi)−ui
∥∥
h,ε

6 cN−1 lnN. Но использовать
технику получения этой оценки для задачи, решение которой имеет сильный
пограничный слой, не представляется возможным [1, замечание 6].

В предлагаемой работе для задачи с сильным пограничным слоем на сетке
Шишкина получена равномерная по малому параметру оценка погрешности
решения соответствующей разностной задачи:∥∥u(xi)− ui

∥∥
Wh

1,∞,ε
= max

06i6N
|(u(xi)− ui)|+ ε max

16i6N
|(u(xi)− ui)x̄| 6 cN−1 lnN.

Для доказательства этого утверждения исходное разностное уравнение пу-
тём суммирования преобразуется в разностное уравнение второго порядка, для
которого справедлив аналог принципа максимума и известны оценки функции
Грина [2]. При доказательстве исследована погрешность аппроксимации раз-
ностного уравнения и использована декомпозиция решения дифференциальной
задачи.

Проведённое численное исследование подтверждает теоретически получен-
ный результат.
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Рассматриваем игру N лиц в нормальной форме с заданной коалиционной
структурой и стратегической неопределенностью

Γ =
〈
K, {Xi}i∈N,YX, {fi(x, y)}i∈N

〉
,

где K = {K1, . . . , Kn} — заданная коалиционная структура, коалицию Kj =
= {kj1, . . . , kjp} образуют игроки kj1, . . . , kjp, стратегия i-го игрока xi ∈ Xi ⊆
⊆ Rni. Стратегия коалиции Kj есть

xKj
= (xkj1 , . . . , xkjp) ∈ XKj

= Xkj1
× . . .× Xkjp .

Игроки коалиции Kj совместно выбирают свою стратегию xKj
, в результате

образуется ситуация x = (x1, . . . , xn) ∈ X =
∏
i∈N

Xi, не зависимо от выбора

игроков реализуется стратегическая неопределенность y(x) : X → Y ⊆ Rm.
На полученных парах (x, y) ∈ X×Y определены функции выигрыша fi(x, y)
всякого i-го игрока (i ∈ N).

Каждой функции fi(x, y) (i ∈ N) ставим в соответствие функцию риска по
Сэвиджу—Нихансу

Φi(x, y) = max
z∈X

fi(z, y)− fi(x, y),

затем строим гарантию выигрыша

fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y) 6 fi(x, y) ∀y ∈ Y

и гарантию риска

Φi[x] = max
z∈Y

Φi(x, z) > Φi(x, y) ∀y ∈ Y.
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Исходной игре Γ сопоставим коалиционную игру с гарантированными
выигрышами и рисками

Γg = 〈 K, {Xi}i∈N, {fi[x]− Φi[x]}i∈N 〉 .
В Γg коалиции между собой используют бескоалиционный вариант игры, где
принцип равновесности по Нэшу заменяется на требование максимальности
по Парето.

Получены достаточные условия существования гарантированных по выиг-
рышам и рискам решений игры Γ, сводящиеся к построению максиминной
стратегии в специальной гермейеровской свертке критериев игры Γg. Основа
такого подхода заложена в публикациях [1, 2, 3].
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На сегодняшний день динамическая аутентификация пользователей на осно-
ве анализа работы с клавиатурой компьютера является одним из наиболее пер-
спективных направлений исследований в области систем аутентификации [1].
Достоинствами данного подхода является высокая надежность за счет исполь-
зования биометрических показателей, а также способность контролировать
факт смены пользователя в течении сессии работы за компьютером.
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В данной работе рассматриваются существующие метрические и нейросе-
тевые подходы к решению рассматриваемой задачи, анализируются их досто-
инства и недостатки, а также предлагаются разработанные авторами метод
аутентификации, основанный на метрике Чебышева, и подход, основанный на
использовании полностью сверточной нейронной сети. Дополнительно, предла-
гаются архитектуры полносвязных и реккурентных нейронных сетей, исполь-
зование которых также позволило достичь высокого качества распознавания.
Рассматривается возможность каскадного обучения. Во избежение переобу-
чения используются нейронные сети с Dropout-слоями и L1-регуляризацией
весов. Для повышения устойчивости к выбросам в обучающей выборке на
этапе обучения предлагается использовать функцию потерь Log-Cosh. Прово-
дится экспериментальное сравнение качества работы предложенных методов
с существующими. Используется открытый набор данных, содержащий дан-
ные динамики 144 пользователей с клавиатурой компьютера. По результатам
экспериментов предложенные методы, основанные на метрике Чебышева и
полностью сверточном нейросетевом автокодировщике, превзошли по качеству
все рассмотренные методы (качество распознавания составило порядка 0.95 и
0.92 ROC AUC соответственно).
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На сегодняшний день угрозы, исходящие от инсайдеров – людей, находя-
щихся внутри организации, являются актуальной проблемой: по данным [1]
за последние два года количество инцидентов выросло на 47%, а затраты на
борьбу с данным типом угроз выросли на 31%. Чем дольше длится утечка, тем
дороже она обходится организации: так, инциденты, длившиеся более 90 дней,
обходились организациям в среднем в 13 миллионов долларов в год, тогда как
инциденты, длившиеся 30 дней – около 7 миллионов. Таким образом, актуаль-
ной является прикладная задача раннего обнаружения аномальных действий
корпоративных пользователей в электронных системах предприятия, причем,
так как инсайдерские угрозы крайне разнообразны, на первый план выходит
потребность в аналитическом инструментарии.
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В работе сформулированы основные требования к программному комплексу
сбора и анализа событий, возникающих при работе пользователей в корпоратив-
ных компьютерных системах, представлена концепция такой системы, включая
общую архитектуру, описание источников собираемых фактов и технических
аспектов их получения на устройствах под управлением операционных систем
семейств Windows и Linux, а также описан аналитический инструментарий,
использующий методы машинного обучения, доступный в текущей версии
программной реализации системы.
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Метод статического анализа помеченных данных позволяет осуществлять
поиск уязвимостей в программах, путём выявления зависимостей по данным
между функциями-истоками и функциями-стоками.

В данной работе предложено развитие подхода, представленного в рабо-
тах [1] и [2], в котором задача отслеживания сводится к задаче из класса
IFDS [3], которые решаются как задачи достижимости на графе.

Области памяти, содержащие помеченные данные, в работе [1] моделиру-
ются путями доступа, то есть последовательностями операций разыменования
указателя и смещения указателя на некоторое число байт. Для смещений,
представленных в коде переменными величинами, используется специальная
константа, считающаяся равной любой другой константе.

В данной работе были предложены и испытаны различные типы смещений,
позволяющих более точно, нежели числовые константы, моделировать смеще-
ния в памяти на неопределенные величины: смещения-сегменты, смещения-
области и символьные смещения. Символьные смещения задают расположе-
ние и размер помеченной области памяти в виде сумм констант и символов,
над которыми реализована простая арифметика.

Испытания, проведённые на реальных проектах с открытым исходным
кодом, показали, что разработанные виды смещений применимы на практике и
позволяют снизить объем излишней помеченности данных.

https://www.observeit.com/cost-of-insider-threats/
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На сегодняшний день актуальной является проблема обеспечения конфиден-
циальности данных в информационных системах. При этом аутентификация
является одним из основных инструментов обеспечения конфиденциальности.
Данная работа посвящена динамической аутентификации пользователей на
основе анализа работы с клавиатурой компьютера, которая относится к классу
задач поиска аномалий в данных. Отметим, что признаковое пространство в
рассматриваемой задаче формируется из длительностей нажатий (перескоков)
для различный комбинаций клавиш – N-грамм [1], что обусловливает боль-
шую размерность пространства признаков. Дополнительно, многие признаки
являются нерелевантными с точки зрения выделения целевого класса или
взаимозависимыми. Поэтому перспективным является использование kernel-
методов построения модели пользователя, которые в отличие от статистических
и метрических методов поиска аномалий устойчивы к «проклятию размерно-
сти». Kernel-методы основаны на переходе в пространтво признаков большей
размерности с использованием потенциальной (kernel) функции и поиске зави-
симостей непостредственно в нем.

В данной работе проводится сравнение существующих kernel-методов поис-
ка аномалий, анализируются их достоинства и недостатки, а также рассмат-
ривается предложенный авторами нечеткий kernel-метод выявления аномалий
в данных на основе эллиптической кластеризации в пространстве признаков
высокой размерности. Эксперименты проходят на четырех наборах тестовых
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данных клавиатурного почерка пользователей. По результатам эксперимен-
тов наилучшее качество работы (порядка 0.96 ROC AUC) было достигнуто с
использованием разработанного авторами метода.
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Рассмотрим на прямоугольнике D = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T} задачу
для уравнения теплопроводности с граничным условием также записанным
с помощью оператора теплопроводности, только время и пространственная
переменная в котором поменялись местами. Требуется найти функцию u(x, t)
из класса C2,1(D) ∩ C2(D ∩ {t > 0}), удовлетворяющую уравнению

ut(x, t) = uxx(x, t), (x, t) ∈ D, (1)

с начальным и граничными условиями:

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1],

u(0, t) = 0, dutt(1, t) = ux(1, t), t ∈ (0, T ), d < 0.
(2)

Теорема. Пусть функция f(x) принадлежит классу Гельдера C2,α[0, 1], α > 0,
f(0) = f ′′(0) = 0. Тогда существует единственное решение задачи (1)–(2),
которое представимо в виде билинейного ряда по собственным функциям
соответствующей задачи с квадратом спектрального параметра в граничном
условии

Замечание. Задача (1)–(2) в классической постановке о нахождении функции
из класса C1,0(D) ∩ C2(D ∩ {t > 0}) имеет неединственное решение.
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Контроль качества — важный этап жизненного цикла разработки ПО. Фор-
мальная верификация, как разновидность статического анализа, дает самые
сильные гарантии корректности, но и требует больше всего ресурсов: как
человеческих, так и вычислительных. В основе подходов проверки моделей
лежит исследование множества достижимых состояний программы. Так как
в реальных программах оно очень большое, применяются абстракции, деля-
щие его на более простые классы эквивалентности, в которых отсутствуют
несущественные для анализа детали.

Инструмент CPALockator [1], основанный на фреймворке статической ве-
рификации CPAсhecker, реализует подход раздельного анализа потоков (англ.
thread–modular approach). Он позволяет значительно увеличить скорость анали-
за многопоточных программ, в том числе, поиск состояний гонки. При этом он
делает неприменимым существующую в CPAchecker оптимизацию переисполь-
зования абстракций. Основная идея этой оптимизации состоит в отдельном
анализе фрагментов кода с последующим кэшированием результатов. Для под-
хода с раздельным анализом потоков такая оптимизация стала неприменима,
так как при отдельном рассмотрении одного потока недоступны побочные
эффекты от других потоков. Эти побочные эффекты могут существенно влиять
на процесс поиска достижимых состояний, и без них анализ теряет полноту.

В работе представлен альтернативный метод переиспользования абстракций,
cохраняющий многопоточную семантику программы и позволяющий эффектив-
но переиспользовать результаты анализа повторяющихся частей. Реализация
была протестирована на многопоточных программах из набора SV-COMP и
показала средний прирост скорости в 60%.
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Данная работа продолжает исследование методов решения задач динамиче-
ской оптимизации с векторным критерием. Подобные задачи требуют исследо-
вания динамики всей границы Парето множества значений рассматриваемого
функционала. Ранее в работах [1,2] были получены векторные аналоги прин-
ципа оптимальности и системы уравнений Гамильтона—Якоби—Беллмана в
форме эволюционного уравнения для указанной границы Парето.

Особый интерес представляет исследование динамических систем, содержа-
щих ограниченную помеху в уравнении динамики. Для построения гарантиро-
ванных оценок необходимо ввести понятия векторных минимакса и максмина и
исследовать соотношения, их связывающие. Последнее предлагается в данной
работе.

Понятия минимакса и максмина для векторного функционала F (u, v) вводят-
ся с использованием определенных в [1,2] векторных минимума и максимума:

MaxMinF (u, v) = Max {∪v̄MinF (u, v̄)} ,
MinMaxF (u, v) = Min {∪ūMaxF (ū, v)} .

В работе продемонстрировано, что для векторных критериев минимаксное
неравенство

MaxMinF (u, v) 6 MinMaxF (u, v) (1)
может нарушаться. В связи с этим были получены необходимые и достаточные
условия его выполнения для функционалов с сепарируемыми переменными и
билинейных функциналов.

Кроме того, было получено необходимое условие выполнения неравенства,
обратного (1). Указанное соотношение позволяет определить границы примени-
мости минимаксных оценок в задачах динамической оптимизации с векторным
критерием.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты № 19-01-00613а и
№ 16-29-04191 офи_м).
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Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение с голоморфными
коэффициентами(

d

dx

)n
u (x) + an−1 (x)

(
d

dx

)n−1

u (x) + . . .

+ ai (x)

(
d

dx

)i
u (x) + ...+ a0 (x)u (x) = 0.

(1)

Здесь коэффициенты ai (x) голоморфны в окрестности бесконечности, это
означает, что существует такая внешность круга |x| > a, что функции
ai (x), i = 0, 1, ..., n − 1, разлагаются в ней в сходящиеся степенные ряды

ai (x) =
∑∞

j=1
bji
xj . Эта задача, путем замены x = 1

r сводится к уравнению с
вырождением типа клюва второго порядка, которое можно записать в виде(

−r2 d
dr

)n
u+ b0r

m
(
−r2 d

dr

)k
u+ b1r

m+1
(
−r2 d

dr

)k−1
u+

+b2r
m+2

(
−r2 d

dr
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u+ ...+ bk+1r

m+ku+

+
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i=1 r
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∑n−1

j=hi
bij
(
−r2 d

dr

)j
u+ rh+1

∑n−1
i=0 a

i (r)
(
−r2 d

dr

)i
u = 0

Здесь i+ hi > m+ k, bi, bij — соответствующие числа, ai (r) — голоморфные
функции. Число h = m+ k называется индексом сингулярности уравнения (1).

Теорема. Пусть hi + i − h > (m− i) n−k−mm , тогда асимптотика решения
уравнения (1) в окрестности бесконечности имеет вид

u(x) ≈
n−k∑
j=1

exp

(
n−k−m∑
i=1

αjix
i

n−k

)
xσj

∞∑
l

Aj
lx
− l
n−k +

k0∑
j=0

(
ln

1

x

)j
xαj

∞∑
i=0

bjix
−i,

где αjn−k−m, j = 1, ..., n− k, корни полинома pn−k +
(

n−k
n−k−m

)n−k
a0.

Пусть hi + i− h < (m− i) n−k−mm , тогда асимптотика решения имеет вид

u(x) ≈
∑ν

j=1 exp
(
cjx

n−k−m−β1
n−k−m−β1+i

)
xσj
∑∞

t=0A
j
tx
− t
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∑l

j=0 exp
(∑β1

i=1 α
j
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i
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)
xσ

j∑∞
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j
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− t
m−i+β1 +

+
∑k0

j=0

(
ln 1

x

)j
xαj
∑∞

i=0 b
j
ix
−i
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Здесь введены обозначения: v = n− k + i−m− β1, cj = c
1
vej

2πi
v , j = 1, ..., v,

здесь c = b1

(
v
v−i
)v

, αjβ1 = C
1
l

2 e
j 2πil , j = 1, ..., l,где l =

[
(m−i)(n−k−m)−βm

n−k−m−β

]
,

C2 = a0
b1

(
v
v−i
)n−k

Aj
i , B

j
i .σi, σ

i, bji , k0 — некоторые числа,
∑∞

t=0A
j
tx

t,
∑∞

t=0B
j
tx

t

— асимптотические ряды.

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ГЕНЕРАЦИИ АККОМПАНЕМЕНТА

МУЗЫКАЛЬНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ НА ОСНОВЕ

МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ
Корухова Юлия Станиславовна, Пташник Данила Игоревич

Кафедра алгоритмических языков, e-mail: yulia@cs.msu.ru, dip0904@mail.ru

В современном мире компьютеры являются помощниками людей при реше-
нии самых разных задач. Разработка методов и алгоритмов работы с цифро-
выми данными является востребованной и в музыкальной области. В работе
рассматривается подход к решению задачи генерации аккомпанемента музы-
кальных произведений в заданном стиле. В теории музыки сформулирован
набор правил, которым в целом должен удовлетворять аккомпанемент, однако
его составление является творческим процессом, для которого нет четкого
алгоритма. В работе предложен подход, использующий методы машинного
обучения. Нейронные сети позволяют имитировать процесс обучения человека,
и это дает им возможность распознавать сложные закономерности, которые
человек обычно видит интуитивно и от которых зависит природа творчества.

Существует множество работ по генерации музыки при помощи нейронных
сетей и схожих методов [3,4]. В процессе изучения различных архитектур
нейронных сетей и проведения экспериментов были выбраны и реализованы
CNN-сеть и LSTM-сеть. Первая успешно была использована для подготовки
данных и исправления ошибок в них, однако ее применение для генерации
последовательных данных не привело к успеху. Тогда как LSTM-сеть, хорошо
работающая с временными последовательностями, оказалось применима и для
генерации музыки. Был подобран подходящий для удобной работы векторный
формат машинного представления нот.

В качестве обучающего блока использован предоставляемый компанией
Google корпус Bach dataset [1]. Данный корпус содержит более 21 миллиона
размеченных музыкальных отрывков в стиле Баха. Каждый отрывок состоит
из четырех одноголосных партий. Первая партия считается входной мелодией,
остальные — аккомпанементом. Дополнительно была проведена аугментация
данных, что позволило включить в корпус ноты с модификаторами, количество
которых изначально было мало.

Обучение производилось на облачной платформе Google, предоставляющей
возможность обучать сети на основе Tensorflow и Keras с аппаратным уско-
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рением. Обучение сети проводилось с различными параметрами: подбирался
оптимальный размер блоков, размерность векторов внутреннего представле-
ния, количество эпох обучения. Наилучшие результаты были получены при
количестве эпох того же порядка, что и количество элементов в блоке.

Успешность сети оценивалась процентом нот аккомпанемента, которые она
корректно предсказывала в существующих произведениях, не входящих в тре-
нировочный блок. Для метрики с анализом частоты появления аккордов была
получена точность 75–90%, что позволило не только сгенерировать аккомпа-
немент, но и лучше отличать обученные, но плохие сети от действительно
подходящих.
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СИСТЕМ К ВИДУ С ГНОП
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В настоящей работе рассматриваются линейные стационарные многосвязные
системы управления. Уравнения таких систем имеют следующий вид:

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, (1)

где x(t) ∈ Rn — фазовый вектор системы, u(t) ∈ Rl, y(t) ∈ Rl — вход и
выход соответственно, A,B,C — постоянные матрицы подходящих размеров.
Поскольку система (1) однозначно определяется матрицами A,B,C, далее
иногда будем обозначать ее {A,B,C}.
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Важным понятием для системы (1) является понятие относительного поряд-
ка, поскольку оно часто используется при решении различных задач теории
управления (см. [1, 2, 3]).

Определение 1. Вектор r = (r1, . . . , rl)
T , ri ∈ N, называется вектором отно-

сительного порядка для системы (1), если ∀i ∈ {1, 2, . . . , l} справедливо:

1. CiAri−1B 6= 0, и, если ri > 1, то CiAj−1B = 0, j = 1, ri − 1.

2. Строки {CiAri−1B}li=1 линейно независимы.

Здесь Ci — i-я строка матрицы C. Условия относительного порядка не всегда
совместны (см. [4]), поэтому в работе [5] вводится следующее обобщение
относительного порядка:

Определение 2. Вектор r = (r1, . . . , rl)
T , ri ∈ N, называется вектором глав-

ного неполного относительного порядка (ГНОП) для системы (1), если, его
компоненты удовлетворяют следующим условиям:

1. CiAri−1B 6= 0, и, если ri > 1, то CiAj−1B = 0, j = 1, ri − 1.

2. Для любого набора индексов i1, i2, . . . , ik ∈ {1, 2, . . . , l} : ri1 = ri2 = . . . = ril
строки {CijA

rij−1B}pj=1 линейно независимы.

В работе [5] было показано, что любую управляемую систему (1) можно
преобразовать к виду с ГНОП с помощью линейной стационарной замены
выходов ỹ = Ty, T ∈ Rl×l, |T | 6= 0, т. е. найдется такая матрица T, что система
{A,B, TC} удовлетворяет условиям ГНОП. В настоящей работе показано, что
для двух систем управления {Ã, B̃, C̃} и {Ā, B̄, C̄} найдется единая матрица
T ∈ Rl×l, что системы {Ã, B̃, T C̃ и {Ā, B̄, T C̄} удовлетворяют условиям ГНОП.
Также показано, что для трех систем такой результат не имеет места.
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Пусть A — самосопряженный оператор, порождаемый на всей прямой R
дифференциальной операцией

Au = (−1)nD2nu+
n−1∑
k=1

Dk
(
qk(x)Dku

)
+ q0(x)u, (1)

в которой вещественные коэффициенты qk(x) удовлетворяют условию равно-
мерной локальной суммируемости

sup
x∈R

∫
|x−y|61

|qk(y)| dy <∞, k = 0, n− 1. (2)

Условие (2) выделяет наиболее широкий класс дифференциальных опе-
раций (1) четного порядка, которым можно сопоставить полуограниченные
самосопряженные операторы с помощью квадратичных форм.

Рассмотрим разложение единицы {Eλ} оператора A и соответствующую
ему спектральную функцию θ(λ;x, y), являющуюся интегральным ядром про-
ектора Eλ. Отметим, что для оператора A спектральная функция может быть
записана через обобщенные собственные функции uk(x, λ), k = 1,κ, (κ 6 2n
— спектральная кратность) и спектральную меру dρ(λ):

θ(λ;x, y) =

λ∫
−∞

κ∑
k=1

uk(x, λ)uk(y, λ) dρ(λ).

Для спектральной функции θ(λ;x, y) установлены оценки, позволяющие
исследовать сходимость спектрального разложения Eλf(x) при λ → +∞ в
метрике, равномерной на всей прямой R.

Лемма. 1. Равномерно по x ∈ R и µ > 0 имеет место оценка спектральной
функции на диагонали:∣∣∣θ((µ+ 1)2n;x, x

)
− θ
(
µ2n;x, x

)∣∣∣ = O(1), (3)

или, в терминах обобщенных собственных функций,
κ∑
k=1

∫
µ6 2n
√
λ6µ+1

|uk(x, λ)|2 dρ(λ) = O(1). (4)
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2. Равномерно по x ∈ R, µ > 0 и для всех p = 1, 2n− 1 имеет место оценка
производных:

κ∑
k=1

∫
µ6 2n
√
λ6µ+1

λ−p/n|u[p]
k (x, λ)|2 dρ(λ) = O(1), (5)

где u[p]
k — обычные производные при p 6 n и квазипроизводные при p > n+ 1.

3. Равномерно по x ∈ R, λ > 0 и для всех s ∈ [2,∞] выполнена оценка

‖θ(λ;x, ·)− θ0(λ;x, ·)‖Ls(R) = O(1), (6)

где θ0(λ;x, y) = sin 2n
√
λ(x− y)/(π(x− y)) — спектральная функция оператора

A0, отвечающего операции (1) с нулевыми коэффициентами.

Следствиями оценок (3)–(6) леммы являются следующие утверждения.

Теорема 1. Если f(x) принадлежит области определения D(Aα) с α > 1
4n , то

разложение Eλf(x) сходится к f(x) равномерно, причем

sup
x∈R

∣∣Eλf(x)− f(x)
∣∣ = o

(
λ

1
4n−α

)
.

Если же α > 1/(4n) + p с некоторым p = 1, 2, . . . , 2n − 1, то разложение
Eλf(x) допускает почленное дифференцирование порядка p и при этом

sup
x∈R

∣∣E [p]
λ f(x)− f [p](x)

∣∣ = o
(
λ

1
4n−α+p

)
.

Теорема 2. Для любой функции f(x) ∈ Ls(R), 1 6 s 6 2, имеет место
равномерная на R равносходимость разложения Eλf(x) с разложением f(x) в
интеграл Фурье:

lim
λ→+∞

sup
x∈R

∣∣Eλf(x)− E0
λf(x)

∣∣ = 0,

где E0
λf(x) =

∫
R θ0(λ;x, y)f(y) dy.

Следствием теоремы 2 является тот факт, что разложение Eλf(x) любой
функции f(x) из класса Соболева—Лиувилля Lβs (R), s ∈ (1, 2], β > 1/p, сходит-
ся равномерно на всей прямой R.

Доказательство результатов работы развивает методику В. А. Ильина изуче-
ния сходимости спектральных разложений операторов второго порядка [1].
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О ВЫБОРКАХ ИЗ ОБОБЩЕННОГО ОТРИЦАТЕЛЬНОГО

БИНОМИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Кудрявцев Алексей Андреевич, Цветков Егор Анатольевич
Кафедра математической статистики, e-mail: nubigena@mail.ru, egor.tsvetkov98@gmail.com

Зачастую для моделирования дискретных процессов и явлений выбирают
так называемые пуассоновские смеси, или смешанные пуассоновские распре-
деления. Подобные распределения нашли широкое применение в страховании,
оценивании операционных рисков, метеорологии и многих других областях.
Важным примером пуассоновской смеси со структурным гамма-распределени-
ем является отрицательное биномиальное распределение. В течение последних
ста лет многие исследователи расширяли теоретическую базу применения
структурных законов гамма-типа для получения адекватных моделей реальных
явлений, основанных на обобщениях отрицательного биномиального распреде-
ления (см., например, [1]).

В докладе рассматривается смешанное пуассоновское распределение со
структурным обобщенным гамма-распределением, или распределением Криц-
кого—Менкеля [2], имеющим плотность

f(x) =
vxvq−1e−(x/θ)v

θvqΓ(q)
, v > 0, q > 0, θ > 0, x > 0. (1)

Для обобщенного отрицательного биномиального распределения со структур-
ным распределением (1) демонстрируется программный пакет, позволяющий
строить реализации выборок и исследовать их характеристики. Обсуждает-
ся вопрос оценивания параметров распределения по имеющимся модельным
данным.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 20-07-00655).
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЗМОЖНОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ

ЗАВИСИМОСТИ ПО ДАННЫМ ПРИ РЕАЛИЗАЦИИ

БЕССЕРВЕРНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Кукушкин Денис Игоревич1, Антоненко Виталий Александрович2
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Бессерверные вычисления позволяют структурировать и гибко масштабиро-
вать программу, разбивая ее на отдельные функции. Возможность исполнять
эти функции на сторонней платформе с оплатой за время вычисления позволя-
ет экономить на оборудовании и его поддержке. Однако задача объединения
бессерверных функций в программу несет в себе некоторые трудности [1].

На текущий момент, средством передачи данных между вложенными бессер-
верными функциями является пользователь. Это приводит к лишним обменам
и задержкам на их выполнение, так как скорость сети внутри вычислительно-
го кластера и от кластера до пользователя разная. Помимо этого существует
проблема излишней передачи данных при выполнении групповых обменов
данными в параллельных бессерверных вычислениях [1–3]. К примеру шаблон
«перетасовка» требует на K2 больше операций при использовании виртуальных
функций по сравнению с виртуальными машинами. Однако можно сократить
количество операций в несколько раз, разбив обмен данными на части [3]. Ис-
пользование графа зависимостей по данным, позволит сократить число вызовов
затратных функций взаимодействия, за счет выбора места их размещения.

Основываясь на изученных методах применения графа зависимостей, а
также на примерах его использования в бессерверных вычислениях [4, 5], было
принято решение использовать граф зависимостей как планировщик задач,
чтобы оптимальным размещением бессерверных функций по вычислительным
узлам сократить количество обменов. Чтобы убрать лишние обмены между
пользователем и кластером планируется передавать граф зависимостей вместе
с вложенной функцией. На основе этого графа принимается решение о распре-
делении ресурсов, выполняются необходимые функции и результат вложенной
функции возвращается пользователю.
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В качестве платформы для внедрения был выбран OpenFaaS на основе систе-
мы управления контейнерами Kubernetes. OpenFaaS является популярной плат-
формой для бессерверных вычислений с открытым исходным кодом. Kubernetes
предоставляет гибкость в настройке распределения ресурсов благодаря нали-
чию возможности использования пользовательских структур управления, тем
самым позволяя внедрить граф зависимостей.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-07-01245).
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ТЕМНЫЕ СОСТОЯНИЯ АНСАМБЛЕЙ N-УРОВНЕВЫХ

АТОМОВ: СТРУКТУРА, ОТБОР И ПРИМЕНЕНИЕ

Кулагин Алексей Владимирович, Ожигов Юрий Игоревич1,
Викторова Надежда Борисовна2
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Введение. Роль темных состояний атомных ансаблей. Темные состояния
атомного ансамбля — это такие состояния, в которых ансамбль не может ис-
пустить ни одного фотона, хотя обладает большой энергией, равной половине
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максимальной энергии возбуждения всех атомов ансамбля. Темные состоя-
ния являются естественным аккумулятором малых порций энергии, и могут
быть использованы в этом качестве при создании нанороботов. Кроме того,
теоретически отсутствующее взаимодействие со светом атомных ансамблей,
находящихся в темных состояниях, может позволить их использование в кван-
товых вычислениях, где именно взаимодействие со светом является основным
источником декогерентности. Темные состояния играют важную роль в поведе-
нии больших атомных ансамблей, например, их роль в бозе—эйнштейновских
конденсатах выявлена в работе [1].

В модели Тависа—Каммингса для ансамблей двухуровневых атомов в опти-
ческой полости, с гамильтонианом

HTC = ~ω(a+a+
∑
j

σ+
j σj) + (a+ + a)(σ̄+ + σ̄), σ̄ =

∑
j

gjσj,

где a+, a — операторы поля, σ+
j , σj — операторы возбуждения атома j, верхний

индекс + означает сопряжение, темные состояния существуют только в случае
равенства сил взаимодействия с полем gj всех атомов, и имеют вид линей-
ной комбинации тензорных произведений синглетов вида 1√

2
(|01〉 − |10〉) (см.

[2]). Размерность темного подпространства D находится из его определения
D = Ker(σ̄) ∪Ker(σ̄+).

Для многоуровневых атомов имеет место естественная модификация мо-
дели Тависа—Каммингса, в которой темными атомов оказываются состояния
вида линейных комбинаций тензорных произведений многомерных синглетов,
каждый из которых имеет вид∑

π∈Sn

(−1)σ(π)|π(1)π(2)...π(n)〉

для n-атомного подмножества всего ансамбля, где суммирование распростра-
няется на все перестановки n атомов. Однако доказать теорему, аналогичную
результату [3] для многоуровневых атомов, начиная с 3 уровней, пока не уда-
лось; эта гипотеза была лишь проверена численно для ансамблей из не более
100 атомов.

Тем не менее, удается численно найти размерность темного подпространства
даже для различных атомов; причем эта размерность отлична от нуля при
условии равенства энергий переходов между уровнями в разных атомах.

Примером является набор из трех атомов с различной структурой переходов,
показанный на рисунке 1, размерность темного подпространства для такого
набора равна 7.

Получение темных состояний с помощью оптического отбора. Темные
состояния можно получать разными способами, из которых самый простой —
оптический отбор. Он основан на главном свойстве таких состояний — от-
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Рис. 1: Три атома со структурой спектров λ, v, v.

сутствии взаимодействия с электромагнитным полем. Схема такого отбора
показана на рис. 2.

Рис. 2: Оптический отбор: фиксация времени вылета фотона из полости внеш-
ним детектором.

Мы размещаем в оптической полости двухатомный ансамбль в произволь-
ном состоянии и наблюдаем за детектором, фиксирующим фотон частоты
полости, вылетающий из нее. После того как в полости не осталось свободных
фотонов, состояние атомов будет либо |t0〉 = |00〉, либо |s2〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉),

причем второе — темное, и нам надо определить, какое из этих двух состояний
имеют атомы. Для этого мы запускаем в полость один фотон и ожидаем, когда
фотон вылетит из нее. В случае состояния |t0〉 среднее время вылета будет
немного больше, чем в случае |s2〉, так как в первом состоянии фотон будет
взаимодействовать с атомным ансамблем, а во втором — нет.

Повторяя этот процесс много раз, в силу центральной предельной теоремы
мы сможем определить среднее время вылета фотона из полости с точностью,
достаточной для различения этих двух вариантов атомного состояния, и тем
самым выделить темное состояние атомов в полости. Результат численного
моделирования процесса показан на рис. 3.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований,
грант a-18-01-00695.
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Рис. 3: Распределение времени детектирования вылетевшего из полости фотона
в случае триплентого |t0〉 и синглетного |s2〉 состояний атомной системы.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Lee, E. S., Geckeler, C. , Heurich,J. , Gupta, A. , Cheong,Kit-Iu, Secrest, S.,
and Meystre, P., Dark states of dressed Bose-Einstein condensates, Phys. Rev. A
60, 4006, 1999.

[2] Jaynes E.T., Cummings F.W., Comparison of quantum and semiclassical
radiation theories with application to the beam maser, Proc. IEEE 51 (1):
89–109, (1963). DOI: 10.1109/PROC.1963.1664.

[3] Ozhigov, Y.I., Space of dark states in Tavis-Cummings model, Modern
information technologies and IT education, vol. 15, N1, pp. 27-32, DOI:
10.2555915/SITITO.15.201901.13-26, URL: https://arxi
v.org/abs/1606.08483.

10.1109/PROC.1963.1664
10.2555915/SITITO.15.201901.13-26
https://arxiv.org/abs/1606.08483
https://arxiv.org/abs/1606.08483


98 Лукьянова Л. Н.
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Для процесса распределения капиталовложений с учетом запаздывания
при вводе новых фондов [1], рассматривается модель в виде обыкновенных
дифференциальных уранений, полученная методом введения дополнительных
фазовых переменных [2,3]. Задача оптимального управления для такой модели
имеет вид:

−
∫ T

0

e−δt(1− u(t))f(v`(t))dt→ min
u(t)

,

при ограничениях

k̇(t) = u(t)f(v`(t))− µk(t), 0 6 u(t) 6 1, k(0) = k0 > 0, k(T ) > kT > 0;

τ

l
v̇1(t) = k(t)− v1(t), v1(0) = v0;

τ

l
v̇2(t) = v1(t)− v2(t), v2(0) = v0;

· · · τ
`
v̇`(t) = v`−1(t)− v`(t), v`(0) = v0,

где ` > 1 - целое положительное число, f(k) - неоклассическая производствен-
ная функция. Для случаев l = 1, 2 рассматриваемой управляемой системы
исследуется задача максимизации усредненной величины дисконтированного
потребления за заданный период управления. С помощью принципа макси-
мума Понтрягина [4] аналитически устанавливаются свойства оптимального
управления. Выделяются ситуации, когда такое управление является релейной
функцией, а также ситуации, когда наряду с релейными участками оно мо-
жет также содержать и участок с особым режимом. Полученные результаты
подтверждаются соответствующими численными расчетами. Автор выражает
благодарность профессору Никольскому М. С. за постановку задачи.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭВОЛЮЦИОННОЙ

АДАПТАЦИИ В ОТКРЫТОЙ СИСТЕМЕ КВАЗИВИДОВ В

УСЛОВИЯХ КОНКУРЕНТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВИДОВ

Маркин Дмитрий Валерьевич, Братусь Александр Сергеевич
Кафедра системного анализа, e-mail: diman131193@yandex.ru, alexander.bratus@yandex.ru

В работе ставится задача об отыскании стратегии терапии в случае возник-
новения мутаций. Предполагается, что применяемое лекарственное средство
направлено на преимущественное уничтожение видов клеток, генетически
близких лишь к одному из видов («дикий» вид). Между видами с различными
фенотипами существует конкурентное взаимодействие, причём «дикий» вид
имеет конкурентное преимущество, так как при отсутствии лекарственного
воздействия имеет минимальные показатели смертности. В качестве матема-
тической модели рассматривается модифицированная репликаторная модель
Кроу-Кимуры, в которой учитываются смертности видов. Согласно основной
теореме естественного отбора Р. Фишера [1], в системе происходят изменения
с целью увеличения значения функции средней приспособленности (фитнеса).
Математическая модель эволюции системы строится на предположении, что
время изменения гораздо более медленное, чем время, которое описывает ди-
намику системы. Поэтому для описания процесса адаптации системы можно
использовать стационарное положение равновесия. При интенсивной терапии
(уничтожении) «дикого» вида происходит уменьшение значения функции сред-
ней приспособленности (фитнеса). Согласно теореме Р. Фишера, в системе
возникает ответная реакция с целью увеличения значения функции средней
приспособленности (фитнеса), заключающаяся в изменении ландшафта приспо-
собленности видов, который описывается мальтузианскими коэффициентами
скоростей роста видов. То есть происходит мутация, в результате которой
преимущество в динамике популяций получает вид, отличный от «дикого»,
поскольку этот вид не подвергается систематическому уничтожению. Поэтому
применение лекарственного средства, которое нацелено на уничтожение «дико-
го» вида становится нецелесообразным. При отсутствии терапии происходит
постепенное восстановление популяции «дикого» вида, который в силу своего
конкурентного преимущества начинает тормозить рост всех остальных видов,
в том числе и вида, который получил преимущество в результате мутации.
Поэтому через определенный период ситуация возвращается к первоначаль-
ному положению доминирования «дикого» вида и возникает необходимость
вернуться к интенсивному использованию лекарственного средства вплоть до
исчерпания его предельного ресурса.

В работе проводится исследование зависимости функции средней приспо-
собленности (фитнеса) модифицированной системы от изменения ландшафта
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приспособленности, который описывается мальтузианскими коэффициентами
скоростей роста видов. Представлены результаты численных экспериментов,
на основе которых сделаны выводы о влиянии межвидовой конкуренции на
рост значения функции фитнеса.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Fisher R. The genetical theory of natural selection //Oxford University Press.
1930.

[2] Братусь А. С., Новожилов А. С., Платонов А. П. Динамические системы и
модели биологии. М. : ФИЗМАТЛИТ, 2010.

ПРОСТОЙ ВЫВОД ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ ФАКТОРА
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Мельников Н. Б.1, Парадеженко Г. В.2, Резер Б. И.3

1 Кафедра оптимального управления, e-mail: melnikov@cs.msu.ru
2 Сколковский институт науки и технологий, Москва, e-mail: g.paradezhenko@skoltech.ru
3 Институт физики металлов УрО РАН, Екатеринбург, e-mail: reser@imp.uran.ru

Основной вклад в магнетизм металлов дают спиновые магнитные моменты,
поэтому большинство теорий рассматривают неподвижную решетку. Колебания
атомов дают поправочный множитель в формуле для сечения рассеяния e−2W (q)

— фактор Дебая—Валлера (ФДВ). Здесь

W (q) =
1

3
q2〈u2〉,

где q — волновой вектор, а 〈u2〉 — среднеквадратичное смещение атомов. С
ростом температуры величина 〈u2〉 увеличивается, а величина поправочного
множителя e−2W (q) убывает и может стать заметно меньше единицы.

В квантовой статистике выражение для ФДВ обычно получают при помощи
трудоемкого вычисления 〈u2〉, которое годится и в гармоническом, и в ангар-
моническом приближениях [1]. Мы даем краткий и простой вывод выражения
для среднеквадратичного смещения атомов и ФДВ в гармоническом прибли-
жении [2]. Поправочный множитель определяется коррелятором

〈
e−iquj eiquj′

〉
.

Операторы смещения в показателях экспонент не коммутируют. При помо-
щи формулы Кэмпбелла—Хаусдорфа доказывается, что среднее произведения
экспонент равно произведению средних:〈

e−iquj eiquj′
〉

= 〈e−iquj〉〈eiquj′〉.
Среднее экспоненты оператора смещения вычисляется по формуле работы [3].
ФДВ используется нами для сравнения расчетов в оптимальном гауссовом
приближении динамической теории спиновых флуктуаций с экспериментом.

Работа выполнена в рамках государственного задания МИНОБРНАУКИ
России (тема «Квант», № АААА-А18-118020190095-4).
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ОЦЕНКА СТОИМОСТИ АМЕРИКАНСКОГО ОПЦИОНА С

ПОМОЩЬЮ БЕРМУДСКОГО ОПЦИОНА
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Рассмотрим модель финансового рынка Блэка—Шоулса. Стоимость акции
S(t) является процессом геометрического броуновского движения, задаваемого
уравнением dS(t) = S(t)(αdt + σdz(t)), где α — средняя доходность акции,
σ > 0 — волатильность, а z(t) — стандартный винеровский процесс. По ак-
ции выплачивается дивиденды с интенсивностью δ > 0. Предполагается, что
на рынке выполнено условие риск-нейтральности r = α + δ, где r > 0 —
банковская процентная ставка. Бермудский опцион представляет собой цен-
ную бумагу, которая может быть предъявлена в любой из моментов времени
T1 < T2 < ... < Tn, где T1 > 0. Обозначим через C(S, T1, ..., Tn) — стоимость
бермудского колл-опциона в момент t = 0 с платежом (S(Ti)−K)+ в момент
исполнения Ti, где K — цена исполнения, а S = S(0).

Классический американский колл-опцион может быть предъявлен в любой
момент времени t ∈ [0, T ]. Поэтому его стоимость в начальный момент F (S, 0)
можно оценить снизу величиной C(S, T1, ..., Tn). Формула для C(S, T1, ..., Tn)
указана в [1]. В следующей таблице нижние оценки, полученные с помо-
щью бермудского опциона (столбец Ber), сравниваются с оценками Броуди—
Детемпла (столбец BD [2]) и Чан-Хан-Вана (столбец CHW [3]). Последний
столбец содержит истинные значения стоимости опциона F (S, 0). При этом
T = 3, K = 100, r = 0.03, δ = 0.07, σ = 0.4, n = 24.

S BD Ber CHW F (S, 0)
90 15.6088 15.6783 15.7023 15.7220
100 20.6562 20.7032 20.7698 20.7933
110 26.3366 26.3835 26.4678 26.4944
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АНАЛИЗ МАТРИЦ КОРРЕСПОНДЕНЦИЙ ДЛЯ ОПИСАНИЯ

ТРАНСПОРТНЫХ ПОТОКОВ

Намиот Дмитрий Евгеньевич1, Пучкина Ирина Андреевна2
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В работе анализируются матрицы корреспонденций, описывающие передви-
жение пассажиров московского метрополитена. Данные содержат в себе точку
входа и выхода пассажиров, что позволяет анализировать не только динамику
отправлений со станции, но и динамику прибытия [1].

В ходе работы были проверены гипотезы о различиях пассажиропотока в
рабочие и выходные дни, а так же были проверены гипотезы о классифика-
ции станций и типов пассажиропотока в зависимости от их расположения и
расположения крупных объектов рядом - бизнес-центров, спальных районов,
транспортных узлов [2, 3].С помощью метода k-mean получилось выделить
также кластеры, которые объединяют станции, находящиеся на окраинах го-
рода и служащие точками подвоза пассажиров (например, имеющие рядом
автовокзалы) [4].

Кроме классификации, был задан вопрос о нахождении резкого увеличения
или уменьшения пассажиропотока и причин их возникновения. В качестве
примера рассмотрены данные о перемещении пассажиров на станции Проспект
Мира за июнь 2016 года. Рядом с станцией находится стадион Олимпийский,
используемый в качестве концертной площадки. Найденные выбросы - след-
ствия концертов Deep Purple, Iron Maiden, Muse.

В работе так же рассматривался поиск таких отклонений и их прогнози-
рование на основе данных об изменениях входящего и исходящего трафика
станций.
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Рис. 1: Среднеквадратичное отклонение количества пассажиров от медианного
значения на станции Проспект Мира за июнь 2016г.
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О МОДЕЛИРОВАНИИ СЕНСОРНЫХ СЕТЕЙ

Никольский Илья Михайлович
Кафедра суперкомпьютеров и квантовой информатики, e-mail: oliv_mail@mail.ru

Беспроводная сенсорная сеть (БСС) [1] представляет собой совокупность
устройств, состоящих из микроконтроллера, датчика, трансивера и элемента
питания. Каждое такое устройство способно замерять одну или несколько
физических величин (температуру, давление, освещённость и т.д.) и пересылать
её по радиоканалу. Основное применение таких сетей - мониторинг в таких
сферах как сельское хозяйство, нефтегазодобыча и т.д.

Одной из главных проблем БСС является ненадёжность радиоканала, потеря
сообщений. Таким образом, часть данных, полученной сенсорами может быть
потеряна. Один из подходов уменьшения потери информации - дублирование
сообщений.

В данной работе предложен протокол сбора информации с сенсоров, преду-
сматривающий предварительное определение доли потерянных сообщений.
Рассмотрен вариант сети, состоящей из двух узлов - сенсора, измеряющего
некоторую физическую величину, и стока - узла, принимающего информацию
с сенсора. Данный протокол предусматривает предварительную посылку те-
стовых сообщений от сенсора на сток. Количество сообщений в этом потоке
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достаточно для достаточно точной оценки доли потерянных сообщений [2].
После окончания тестового потока сток сообщает статистику потерянных сооб-
щений сенсору, который по этим данным определяет необходимое количество
повторов сообщений с измеренными данными. Далее начинается периодиче-
ская посылка данных об изучаемой физической величине с дублированием
каждого сообщения.

Протокол опробован на стендовой модели сенсорной сети. Узлы данной
тестовой сети включают микроконтроллер Arduino Nano и радиопередатчик
NRF24L01. Проведённые эксперименты показали, что предложенный протокол
действительно позволяет эффективно снижать потери данных.
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В докладе рассматриваются линейные многошаговые управляемые процес-
сы. Теория управляемых многошаговых процессов является важным разделом
современной теории оптимального управления (см., например, [1,2]). Такие
процессы возникают, например, при дискретизации непрерывных управляемых
процессов, а также при рассмотрении динамических дискретных процессов в
математической экономике с квантованием текущего времени на периоды (день,
неделя и так далее). Отметим, что для линейных управляемых многошаговых
процессов имеет место аналог формулы Коши. Это обстоятельство упрощает
исследование таких процессов и позволяет использовать выпуклый анализ,
например, при изучении соответствующих множеств достижимости. В докладе
рассматриваются в качестве показателя качества функционалы аддитивного
типа, что позволяет использовать Динамическое программирование. Полу-
чены теоремы существования оптимального управления, найдены условия,
обеспечивающие непрерывность и липшицевость соответствующих функций
Беллмана.

Также обсуждается вопрос о приближенном вычислении оптимального
значения терминального функционала. Здесь разработан приближенный метод
вычисления и обоснована его сходимость.
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Рассмотрены примеры, иллюстрирующие применение Динамического про-
граммирования к рассматриваемым задачам оптимального управления.
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Исследована игра Γ с нулевой суммой и вектор-функцией выигрышей

(1, 0) (0.5, 0)
(0, 0.5) (0, 1)

(1)

для 1-го и 2-го частных критериев, заданных матрицами A1, A2, элементы
(a1
ij, a

2
ij) которых образуют (1). Оба критерия максимизирует игрок 1 (выби-

рающий строку i) и минимизирует игрок 2 (выбирающий столбец j) на базе
своих смешанных стратегий p и q. В предположении, что игроки пользуются
обратной логической сверткой (ОЛС) [1], рассмотрены два типа смешанно-
го расширения Γ: стандартное Γ с вектор-функцией выигрыша/проигрыша
(pA1q, pA2q) и предложенный в [2] вариант ΓG, сводящийся к параметриче-
скому семейству скалярных игр Γ[µ, ν] = 〈S × S, Ḡ1(p, q)[µ], −Ḡ2(p, q)[ν]〉 с
µ, ν ∈ S = {s > 0|s1 + s2 = 1}. Здесь Ḡ1(p, q)[µ] = q1G1(p, 1)[µ] + q2G1(p, 2)[µ],
Ḡ2(p, q)[ν] = p1G2(1, q)[ν] + p2G2(2, q)[ν] — средние по смешанной стратегии
противника значения ОЛС игроков 1 и 2 соответственно:

G1(p, j)[µ] = min
k∈I(µ)

∑
i=1,2

pia
k
ij/µk, G2(i, q)[ν] = max

l∈I(ν)

∑
j=1,2

qja
l
ij/νl. (2)

В (2) ОЛС применяется к частным критериям, осредненным по собственной
стратегии игрока, µ и ν ∈ S — параметры ОЛС, а I(µ) = {k = 1, 2| µk > 0}.

Для указанных вариантов смешанного расширения найдены множества R и
RG равновесных исходов и даны множества равновесных средних значений
Z в игре Γ, а также выигрышей Z1 и проигрышей Z2 в игре ΓG. Получены
соотношения между ними. Построены множества компромиссных для игро-
ков результатов игры Γ с каждым из двух типов ее смешанного расширения
как оценок, которые не хуже наилучших гарантированных результатов обоих
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игроков. Обсуждаются возможные определения множеств переговорных оце-
нок выигрыша/проигрыша. Проведено сравнение со случаем использования
игроками линейной скаляризации [3].
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КВАНТОВАЯ ОПЕРАЦИОННАЯ СИСТЕМА
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Введение. Константа квантовой размерности Q. Ключевая задача про-
екта «Квантовый компьютер» (о первоначальной идее см. [1]) — создание
квантовой операционной системы — программы на классическом суперком-
пьютере, которая должна управлять динамикой состояний квантовой части,
приближенно моделируя ее состояния в режиме реального времени. Именно та-
кая структура математического моделирования позволяет управлять реальными
сложными системами (химия, биология) на квантовом уровне — см. рис. 1.

Рис. 1: Моделирование реальной системы с помощью квантового компьютера

Эксперименты, проводимые по квантовому компьютеру с конца 20 века,
показывают необходимость ограничения размерности пространства состояний
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квантовой системы некоторой константой Q, определение которой и является их
фактической целью. Ограничение размерности эквивалентно введению зерна
разрешения для амплитуды вида ε = Q−1/2. Самый простой путь нахождения
этих констант - реализация алгоритма Гровера GSA ([2]) поиска решения xt
уравнения f(x) = 1 для булевской функции f от n переменных при условии
его единственности. Шаг s вычисления для GSA дает квантовое состояние n-
кубитной системы вида

|Ψs〉 = cos(2s/
√
N)|0̃〉+ sin(2s/

√
N)|xt〉, (1)

где |0̃〉 = 1√
N

N−1∑
j=0

|j〉. Этот характерный вид, когда амплитуда одного единствен-

ного состояния превосходит амплитуду всех иных состояний, у которых она
одинакова, сохранится при любом каноническом преобразовании — перестанов-
ке базисных векторов τ ; поэтому состояние (1) является нередуцируемым по
сложности и если GSA работает для n кубитов, то константа Q должна удовле-
творять неравенству Q > 2n. Одновременно, нахождение граничного значения
числа кубитов, на которых можно реализовать GSA означает нахождение и
константы Q, так как в состоянии (1) амплитуда оказывается распределенной
равномерно по 2n состояниям, так что для размерности Q зерно разрешения
оказывается равным Q−1/2.

Оценка константы Q. Безразмерная константа Q ограничивает сверху мощ-
ность множества J базисных состояний в нередуцируемом каноническими пре-
образованиями разложения |Ψ〉 =

∑
j∈J

λj|j〉 квантового состояния по базисным

|j〉, имеющим физическую размерность, так что амплитуды λj безразмерны.
Для оценки константы Q с помощью алгоритма Гровера GSA привлечем

электродинамику и ядерную физику. Рассмотрим два процесса: переход состоя-
ний электрона в атоме Rb85 и распад нестабильного ядра He6. Первый процесс
описывается квантовой электродинамикой довольно точно, полное квантовое
описание второго пока отсутствует.

Мы будем исходить из критерия точной прорисовки волновой функции, ко-
гда каждый шаг его компьютерного описания требует одного нового базисного
состояния. Это вытекает из скорости квантового блуждания, при котором фронт
волны распространяется с линейной скоростью (в отличие от классического
блуждания, при котором скорость пропорциональна квадратному корню из
времени). Пусть t — общее время процесса, dt — шаг компьютерного описания
этого процесса во времени, тогда число базисных состояний, необходимых
для «точной прорисовки» процесса составит N = t/dt. Значения t определя-
ется экспериментально, а dt находится из соотношения неопределенностей
«энергия-время».

Для рабиевской осцилляции атома рубидия, происходящей с испускани-
ем фотона с длиной волны примерно 1.4 cm мы имеем: ω ≈ 1010 sek−1,
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EQED = ~ω ≈ 10−17, dt ≈ ~/EQED = 10−10. Учитывая время рабиевской ос-
цилляции t ≈ 10−6 sek, мы получаем N = t/dt ≈ 104. Тогда Q > 104 < 214 и
для хорошего отображения данного процесса на основании квантовой теории
достаточно работы GSA на 14 кубитах, что представляется реальным.

Теперь рассмотрим распад ядра изотопа гелия: He6 → He5 + n→ He4 + 2n
(в данном грубом приближении учитываем только нуклоны). Характерное
значение энергии будет около 10 Mev ≈ 10−5 erg, и соотношение неопреде-
ленности «энергия-время» даст dt ≈ 10−22 sec. Весь процесс занимает около
1.6 sec, откуда N = t/dt ≈ 1022 ≈ 273, и если квантовую механику можно про-
должить до ядерных процессов типа распада изотопа гелия-6 до стабильного
изотопа 4, GSA должен хорошо работать уже на 73 кубитах.

Понятие кванта амплитуды ε позволяет ввести на квантовых состояниях
также и некоторый вид детерминизма, приписав каждому кванту определенную
траекторию во времени, которая нигде не разветвляется; этот нетривиальный
факт позволяет доказать теорему о структуре темного состояния системы k
двух-уровневых атомов в оптической полости (см. [3]). Измерение состояния
также можно переформулировать в виде проекции этого состояния на подпро-
странство, содержащее базисные векторы с амплитудами, превосходящими ε.

Заключение. Мы рассмотрели наиболее естественное ограничение гиль-
бертова формализма пространств квантовых состояний, лежащего в основе
копенгагенской квантовой теории простых систем: введение зерна амплиту-
ды, или ограничение размерности гильбертова пространства величиной Q.
Определение данной константы является главной целью экспериментов по
квантовому компьютеру, ведущихся во многих лабораториях. Приведены оцен-
ки этой константы, из которых вытекает, что наиболее вероятное ее значение
имеет порядок 10r где 3 < r < 25. Дальнейшее уточнение требует отладки
квантовых гейтов и реализации алгоритма Гровера GSA на возможно боль-
шем числе кубитов. Определение данной константы позволит уточнить вид
ядра квантовой операционной системы и драйверов квантовых устройств для
моделирования и управления реальными процессами, которые в принципе
описываются электродинамикой. Ядерные процессы требуют, по всей вероят-
ности, существенного пересмотра основ копенгагенской механики, если только
GSA не удастся реализовать на более чем 70 кубитов, что представляется
маловероятным.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований,
грант a-18-01-00695.
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СОПОСТАВЛЕНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ НА ОСНОВЕ

ИНФОРМАЦИИ О ФАЗЕ

Павельева Елена Александровна, Проценко Мария Александровна
Кафедра математической физики, e-mail: pavelyeva@cs.msu.ru, ma.protsenko@mail.ru

В работе разработан метод сопоставления изображений радужных оболочек
глаз на основе информации о фазе. Сопоставление осуществляется с помощью
сравнения дескрипторов ключевых точек, построенных с использованием фазы
вейвлет-преобразования исходного сигнала. Вейвлет-преобразование вычис-
ляется на основе логарифмической функции Габора [1]. Ключевые точки на
изображениях выделяются с помощью функций преобразования Эрмита [2].
Для каждой ключевой точки строится дескриптор, состоящий из значений фазы
вейвлет-преобразования в точках, находящихся на концентрических окружно-
стях вокруг нее. При сопоставлении ключевых точек вычисляется евклидово
расстояние между дескрипторами ключевых точек.

Пример работы алгоритма сопоставления ключевых точек нормализованных
изображений радужных оболочек глаз приведен на рис. 1. Линиями соединены
соответствующие друг другу ключевые точки.

Рис. 1: Пример работы алгоритма сопоставления ключевых точек.

Результаты тестирования показали, что разработанный алгоритм достаточно
устойчив к изменению размера изображений, повороту и условиям освещенно-
сти. Тестирование проводилось на изображениях базы данных CASIA-IrisV4-
Interval [3].
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СИЛЬНО ЦИКЛИЧЕСКИЕ ВЕКТОРЫ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ С ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ
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Степенные ряды находят широкое применение в задачах, решаемых с ис-
пользованием компьютерной алгебры. В частности, они могут выступать в
роли коэффициентов дифференциальных уравнений и систем ([1]). Поскольку
ряды представляют собой потенциально бесконечные объекты, данное обстоя-
тельство приводит к ряду сложней при обработке с использованием компьюте-
ра (например, форма представления — как задавать такие коэффициенты?), а
часть задач оказывается алгоритмически неразрешимой (например, проверка
равенства нулю). Один из подходов в преодолении описанных сложностей
заключается в работе с усечениями рядов: начальными конечными отрезками
рядов, которые представляют собой многочлены.

Пусть K — поле характеристики нуль. Будем использовать стандартные
обозначения K[x] и K[[x]] для кольца многочленов и кольца формальных
степенных рядов независимой переменной x соответственно: a(x) ∈ K[[x]]⇔
a(x) =

∑∞
n=0 anx

n, ai ∈ K, i = 0, 1, . . .. Пусть l ∈ Z ∪ {−∞}, тогда l-усечение
a〈l〉(x) ряда a(x) ∈ K[[x]] получается из a(x) занулением всех коэффициентов
при степенях x, больших l: a〈l〉(x) =

∑l
n=0 anx

n (если l = −∞, то a〈l〉(x) = 0).
Таким образом, l-усечение a〈l〉(x) является многочленом, степень которого
deg a〈l〉(x) 6 l.

Рассмотрим нормальную дифференциальную систему

y′ = Ay, (1)

где A— матрица коэффициентов систем — квадратная матрица размером m×m,
y = (y1, . . . , ym)T — вектор неизвестных. Существует множество алгоритмов
построения решений систем вида (1) различного вида. Часть алгоритмов осно-
вана на сведении задачи построения решений дифференциальной системы к
задаче построения решений скалярного дифференциального уравнения. Один
из способов такого сведения основан на таком понятии как циклический вектор
([2], [3, sec. 2.3]).

http://biometrics.idealtest.org/dbDetailForUser.do?id=4
http://biometrics.idealtest.org/dbDetailForUser.do?id=4
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Определение 1. Пусть v = (v1, . . . , vm)T — вектор-столбец из m элементов,
пусть ∆A — дифференцирование в силу системы (1), определённое следующим
образом: ∀v = (v1, . . . , vm)T ∆Av = v′ + ATv, где v′ означает покомпонентное
дифференцирование. Тогда вектор v называется циклическим для системы (1),
если и только если v,∆Av,∆

2
Av, . . . ,∆

m−1
A v линейно независимы.

В дальнейшем будет удобно обозначить матрицу m×m, столбцами которой
являются v,∆Av,∆

2
Av, . . . ,∆

m−1
A v, через [∆Av]. Тогда v будет циклическим

вектором для системы (1) только в том случае, если det[∆Av] 6= 0.
Пусть матрица A системы (1) является полиномиальной матрицей, получен-

ной в результате усечения элементов некоторой матрицы B ∈ K[[x]]m×m, т. е.
A = B〈l〉 для некоторого целого l > 0. Пусть вектор v является циклическим
для (1). Возникает вопрос: сохранит ли v свойство быть циклическим, если
в качестве матрицы системы будет взято другое усечение B: Ã = B〈l̃〉, l̃ > l.
Циклические векторы, обладающие этим свойством, будем называть сильно
циклическими. Мы представляем эвристический алгоритм, который по задан-
ной полиномиальной матрице A и циклическому вектору v в ряде случае (не
всегда) позволяет получить ответов на вопрос, является ли v сильно цикличе-
ским. Представляемый алгоритм основан на операции продолжения элемента
матрицы, т. е. на переходе от исходной матрицы A = (aij) к матрице Ã = (ãij),
в которой один из элементов ãij заменяется на aij + c · xd, где

d =

{
1 + deg aij, если aij 6= 0
0, если aij = 0

а c— символьный коэффициент.
Алгоритм состоит из следующих шагов:

1. Выбрать один из элементов aij матрицы A (как выбирать элемент будет
описано ниже).

2. Построить Ã, получающуюся в результате продолжения aij с символьным
коэффициентом: ãij = aij + c · xd.

3. Вычислить D — определитель матрицы [∆Ãv]. D при этом является много-
членом. Если трейлинговый коэффициент D (ненулевой коэффициент при
наименьшей степени x) равен c или не зависист от c, то возврат к шагу 1 и
выбор другого элемента aij . Если все элементы приводят к D, трейлинговый
коэффициент которого равен c или не зависит от c, то закончить работу с
выдачей результата «v является сильно циклическим».

4. Вычислить значение c, отличное от 0 и зануляющее трейлинговый коэффи-
циент D, и подставить его в Ã.

5. Если det[∆Ãv] = 0, то закончить работу с выдачей сообщения «v не является
сильно циклическим», иначе A := Ã и возврат к шагу 1.
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В качестве эвристик используются следующие: 1) для продолжения на
шаге 1 выбирается элемент, минимизирующий величину degD − valD, где
D = det[∆Ãv], valD — валюация D (минимальная степень мономов D); 2) если
алгоритм не остановился через определённое (достаточно большое) число
шагов, то его выполнение прекращается с результатом «неизвестно».

Утверждение. Пусть v является циклическим вектором для системы (1). Если
продолжение каждого элемента A с символьным коэффициентом c приводит
к det[∆Ãv], трейлинговый коэффициент которого не зависит от c, то v
является сильно циклическим для системы (1).
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МЕТОД ВЫБОРА КОНФИГУРАЦИИ ОТКАЗОУСТОЙЧИВОЙ

РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ПЛАТФОРМЫ УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ

ПРОГРАММНО-КОНФИГУРИРУЕМЫХ СЕТЕЙ
Пашков Василий Николаевич

Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: pashkov@lvk.cs.msu.su

В программно-конфигурируемых сетях (ПКС) контроллер, осуществляющий
постоянный мониторинг состояния сети и логически централизованное управ-
ление сетевыми устройствами (коммутаторами)и потоками данных, одновре-
менно является единой точкой отказа[1,2]. Сбои сервера, перебои с питанием,
программные ошибки контроллера и его приложений, уязвимости в системе
безопасности или несанкционированный доступ к контроллеру могут привести
к отказу ПКС контроллера и недоступности контроллера для коммутаторов се-
ти. Это может стать причиной частичной или полной потери управления сетью,
отказу сети и недоступности сетевых сервисов для конечных пользователей.

Одним из основных способов обеспечения отказоустойчивости управления
в ПКС сети является организация распределенной платформы управления из
множества взаимодействующих друг с другом контроллеров и резервирование
ресурсов в контуре управления [3]. Таким образом, актуальной является за-
дача организации и выбора конфигурации отказоустойчивой распределенной
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платформы управления для дальнейшего практического внедрения технологий
ПКС в реальных сетях.

В работе приводится архитектура, принципы организации и метод выбо-
ра конфигурации отказоустойчивой распределенной платформы управления
на основе резервирования контроллеров, резервирования активных управля-
ющих соединений между коммутаторами и контроллерами, резервирования
вычислительных ресурсов контроллеров и алгоритмов обнаружения угроз и
восстановления управления сетью.

Метод выбора конфигурации распределенной платформы управления вклю-
чает в себя следующие аспекты: выбор размещения контроллеров в узлах ПКС
сети, определение оптимального количества контроллеров для сети, выбор
основного и резервных контроллеров для каждого коммутатора сети. В каче-
стве основного критерия оптимизации размещения контроллеров и оранизации
управления коммутатоами является средняя задержка и задержка в худшем
случае на передачу управляющих сообщений между коммутатором и основным
контроллером. Восстановление управления сетью в случае единичного отказа
контроллера платформы управления обеспечивается за счет перераспределе-
ния управления коммутаторами между заранее выбранными данным методом
исправными контроллерами распределенной платформы управления.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего обра-
зования РФ, номер соглашения 05.613.21.0088, уникальный идентификатор
RFMEFI61318X0088.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Смелянский Р. Л. Программно конфигурируемые сети. // Открытые системы.
СУБД. 2012. №9. C. 15–26.

[2] Pashkov V., Shalimov A., Smeliansky R. Controller Failover for Enterprise
SDN. // MoNeTec 2014, 28-29 октября 2014, Moscow, Russia. Proceedings of
the Modern Networking Technologies, IEEE, pp. 27-32.

[3] Pashkov V., Smeliansky R. On high-availability distributed control plane for
software-defined networks // Международная конференция Modern Network
Technologies, MoNeTec-2018:. — Москва, 2018. — P. 67–76.
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ДОСТАВКИ КОНТЕНТА С ИЕРАРХИЧЕСКОЙ СТРУКТУРОЙ
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Для повышения скорости доступа и загрузки видео контента для конечных
пользователей в сети Интернет контент-провайдеры используют специальные
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сети доставки контента (Content Delivery Networks, CDN)[1]. CDN включает
в себя географически распределенную сетевую инфраструктуру и множество
серверов, образующих логически одноуровневый или чаще всего иерариче-
ский организованный кэш CDN. В кэш CDN размещаются копии наиболее
часто запрашиваемого контента. Использование контент-провайдерами сетей
CDN позволяет существенно сократить путь между источником контента и
конечным пользователем, уменьшить задержку передачи контента за счет пере-
направления запроса пользователя на ближайший к нему сервер CDN с копией
контента.

Поскольку кэш CDN имеет ограниченный размер, то крайне актуальной
является задача организации и управления содержимым кэш-серверов сети
CDN, включающая в себя стратегии выбора контента для добавления в кэш и
удаления из него, оптимального размещения видео контента по серверам CDN.

В данной работе предлагается метод кэширования видео для CDN сетей с
иерархической структурой. Метод основан на стратегии добавления контен-
та в соответствующий уровень кэш CDN по прогнозу его популярности на
день вперед: чем выше вероятность востребованности видео контента, тем с
большей вероятностью он должен быть добавлен в кэш CDN.

Для прогнозирования популярности видео контента используется модель
ARMA [2] применительно к истории запросов пользователей и на основе
профилей для различных категорий видео (по длительности, жанрам, авторам
и др.).

Исследование разработанного метода проводится на реальных данных о
запросах пользователей видео сервиса YouTube [3]
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ИССЛЕДОВАНИЕ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ

КОСОСИММЕТРИЧНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ

Петрова Людмила Ивановна
Кафедра вычислительных методов, e-mail: ptr@cs.msu.ru

Показано, что интегрируемость дифференциальных уравнений зависит от
согласованнности производных по разных направлениям и от согласованности
уравнений в системе дифференциальных уравнений.

Возьмем уравнение в частных производных первого порядка

F (xi, u, pi) = 0, pi = ∂u/∂xi (1)

Уравнение является интегрируемым, если производные, удовлетворяющие
уравнению, могут образовывать дифференциал.

Рассмотрим функциональное соотношение

du = Θ (2)

где Θ = pi dx
i есть кососимметричная форма, образованная производными

дифференциального уравнения. Эта форма может быть дифференциалом, если
она является замкнутой внешней формой, то-есть, если выполняются условия
замкнутости формы Θ = pidx

i и дуальной формы (функционал F в данном
случае играет роль дуальной формы для формы Θ):{

dF (xi, u, pi) = 0

d(pi dx
i) = 0

(3)

Если раскрыть дифференциалы, то получится система однородных урав-
нений относительно dxi, dpi (в пространстве размерности 2n – исходном и
касательном). Условия разрешимости такой системы (равенство нулю опреде-
лителя, составленного из коэффициентов при dxi, dpi) имеют вид

dxi

∂F/∂pi
=

−dpi
∂F/∂xi + pi∂F/∂u

(4)

Это есть условия интегрируемости дифференциального уравнения.
Интегрируемость системы уравнений зависит от согласованности уравнений,

образующих эту систему. Из анализа согласованности уравнений получается
эволюционное соотношение. Из этого соотношения при дополнительных усло-
виях может получиться замкнутая внешняя форма, что будет соответствовать
реализации локальной интерируемости системы уравнений.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОЗБУЖДЕННЫХ СОСТОЯНИЙ

КВАНТОВОЙ ТОЧКИ

Попов Александр Михайлович1, Шагиров Николай Эльдарович2
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Работа посвящена использованию диффузионного метода Монте-Карло и
метода Parallel Tempering для изучения частотного спектра квантовых точек [1].
Большое значение имеет вычисление не только основного, но и возбужденных
состояний, а также отделение их друг от друга. Именно такое разделение
приводит к увеличению точности диагностики, которую дает квантовая точка.

Метод основан на решении уравнения Шредингера в мнимом времени
через функцию источника и представлении ее в виде интеграла Фейнмана по
траектории:

G(x, t|x0, 0) = lim
N→∞

∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞

( m

2π~τ

)N
2 ×

× exp

{
−

N∑
j=1

[
m

2~τ
(xj − xj−1)

2 +
V (xj)− ER

~
τ

]}
dx1 . . . dxN−1

Волновая функция может быть записана в виде:

Ψ(x, t) = lim
N→∞

∫ +∞

−∞

(
N−1∏
j=0

dxj

)
N∏
n=1

W (xn) · P (xn, xn−1) ·Ψ(x0, 0)

Функцию P (xn, xn−1) можно рассматривать как гауссовскую плотность веро-
ятности для случайной переменной xn со средним равным xn−1 и дисперсией

σ =
√

~τ
m . С учетом сдвига спектра ER,

W (xn) = exp

[
− [V (xn)− ER] τ

~

]
Для многомерных квантовых задач метод Parallel Tempering является основ-

ным универсальным методом, позволяющим находить возбужденные состояния,
которые могут быть использованы для изучения пространственной структуры
протеинов в задачах молекулярной биологии.
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АНАЛИЗ МЕТОДОВ НАСТРОЙКИ ГИПЕРПАРАМЕТРОВ

ГЛУБОКИХ НЕЙРОСЕТЕЙ НА МНОГОПРОЦЕССОРНОЙ

СИСТЕМЕ НА БАЗЕ ПРОЦЕССОРОВ POWER8
Попова Н. Н., Хамитов К. Г., Коньков Ю. А., Кастильо М. Т.
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Глубокие нейронные сети (Deep Neural Nets, DNN) все активнее становят-
ся лидирующим подходом к решению сложных задач компьютерного зрения,
обработки сигналов, обработки естественных языков. Возрастающие возмож-
ности систем глубокого обучения связаны с увеличивающейся сложностью
архитектур нейросетевых моделей, методов их обучения, что, в свою очередь,
обуславливает рост числа гиперпараметров, сложность процедур их настройки.
Реализация нейросетевых моделей, как правило, проводится на вычислитель-
ных системах, построенных с активным использованием графических ускори-
телей. Статья посвящена исследованию методов настройки гиперпараметров
глубоких нейросетей на кластерных системах. Предметом рассмотрения ста-
тьи являются гиперпараметры структурного типа и эволюционные методы
их настройки. Экспериментальные исследования выполнены на вычислитель-
ном кластере Polus факультета ВМК МГУ, построенном на базе процессоров
Power8. В статье представлены эволюционные методы настройки гиперпара-
метров Tree-Parzen [1] и Naive Evolution [2], входящих в состав пакетов NNI [3]
и CoDeepNEAT [4]

Описание эксперимента. Архитектура базовой сети, на которой были про-
ведены эксперименты, состоит из двух модулей: детектора, состоящего из
блока ConvGRU и других сверточных слоев, и аппроксиматора, состоящего из
слоев, меняющих размерность, и MLP.

С целью повышения эффективности использования ресурсов кластера были
предложены следующие модификации, направленные на распараллеливание
вычислений в рассматриваемых методах:

— распределенные запуски, с использованием доступных на Polus пакетов
torch.distributed и multigpu NVLink;

— распределенные примитивы Gather для обратного распространения усреднен-
ных значений потерь (loss) в обе популяции — как модулей, так и шаблонов.

Распараллеливание метода реализовано с помощью параллельного вычисления
функций на узлах кластера с использованием torch distributed. При объединении
результатов использовано распространение loss по узлам для оценки потерь в
обоих популяциях по модели взвешенного среднего.
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Unmodified net Loss Naive Evolution TPE CoDeepNEAT
−48.25 −53.88 −51.17 −50.46

Таблица 1: Полученный общий loss на тестовой выборке
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Рис. 1: Сравнение значений функции потерь для лучших сетей, полученных с
помощью Naive Evolution и TPE, CoDeepNEAT и немодифицированной сетью
(10 точек на субъект)

Выводы. С использования методов Naive Evolution, TPE и CoDeepNEAT
были проведены эксперименты по параллельной оптимизации гиперпараметров
сверточно-реккурентной сети с большим количеством гиперпараметров(5M) на
вычислительном кластере Polus. С помощью методов Naive Evolution и TPE
было получено улучшение loss на 11% и 6% на тестовой выборке. Значения
представлены в табл. 1. На рисунке 1 приведены графики поведения функции
потерь для лучших сетей, полученных с помощью Naive Evolution и TPE,
CoDeepNEAT и немодифицированной сети (10 точек на субъект). Заметим,
что с помощью метода CoDeepNEAT не получилось существенно снизить
loss, что объясняется необходимостью более тонкой настройки метапараметров
метода. Выходная сеть, полученная с использованием CoDeepNEAT, получается
с меньшими размерностями некоторых блоков, что уменьшает время прямого
хода и снижает требования к вычислительным ресурсам.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 20-07-01053).
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На данный момент многие данные имеют графовую структуру. Для тести-
рования алгоритмов на графах необходимы графовые данные, но при этом
нельзя выкладывать в публичный доступ реальные графы, из-за возможности
их деанонимизировать. В связи с чем появляется задача генерации искусствен-
ных графов, которые по структуре схожи с исходным графом, но не являются
точной его копией.

Существуют различные генераторы графов, похожих на данный [1, 2, 3],
которые позволяют изменять размер графа, а также достаточно точно воспро-
изводить как числовые метрики графа, так и его распределения.

В работе рассмотрен генератор графов, похожих на данный, ERGG [4],
который позволяет сохранять свойства графа, немного изменяя структуру
данных графа, при этом предоставляя возможность масштабировать граф.

На первом этапе работы в генераторе графов ERGG обучается модель
представления графа с помощью метода вложения. Представление вершин
векторами строится таким образом, чтобы важные свойства графа кодировались
в полученных векторах. Второй шаг заключается в выборе необходимого
количества новых вершин из полученного множества вершин исходного графа
с добавлением гауссовского шума.

В генераторе графов ERGG используется гауссовский шум с постоянной
амплитудой, которая не зависят от исходного графа.

В ходе работы был предложен способ подбора параметров гауссовского шу-
ма, исходя из распределения векторов представления исходного графа. Новый
способ учитывает алгоритм формирования представления вершин и позволя-
ет генератору графов более точно воспроизводить свойства графов. Данная
доработка в том числе позволила оптимизировать процесс генерации ребер,
который являлся наиболее вычислительно сложным этапом в работе генератора
графов ERGG.
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РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЕ МЕТОДЫ ПОВЫШЕНИЯ РЕЗКОСТИ

ИЗОБРАЖЕНИЙ МЕРЦАЮЩЕЙ ФЛУОРЕСЦЕНТНОЙ

МИКРОСКОПИИ
Пчелинцев Яков Антонович, Насонов Андрей Владимирович,

Крылов Андрей Серджевич
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Флуоресцентная микроскопия обладает рядом достоинств, среди которых
высокая контрастность изображений и возможность маркировки разных струк-
тур разными красителями. Однако из-за дифракции света разрешающая спо-
собность изображений флуоресцентной микроскопии недостаточна для ряда
современных задач.

Использование стохастически мигающих флуорофоров и длинной времен-
ной серии снимков позволяет получить дополнительную информацию для
разделения сигналов от близко расположенных молекул флуорофора. Такой
подход не требует специального оборудования, поэтому в настоящее время
получил широкое распространение и продолжает активно развиваться [1].

В рамках этого подхода существует множество алгоритмов построения рез-
кого изображения (см. [2]), рассматривающих интенсивности пикселей резкого
изображения как независимые случайные величины, а серию резких изображе-
ний — как результат серии их наблюдений. Влияние дифракции представлено
свёрткой резкого изображения с ядром размытия.

Можно выделить подкласс методов решения данной задачи, которые на
основе ковариационной матрицы Σ входящей последовательности кадров и
матрицы свёртки A строят резкое изображение x путём минимизации функ-
ционала ‖Σ− A diag(x) AT‖2

F + λR(x), x > 0, где регуляризатор R(x) может
иметь самый разный вид, например, `1-нормы или «нормы» `0 [3].

В данной работе в качестве регуляризирующего алгоритма был использован
метод RED (regularization by denoising) [4], основанный на алгоритмах подав-
ления шума и показывающий хорошие результаты для ряда задач повышения
качества изображений. В рассматриваемой задаче он позволил достичь каче-
ства повышения резкости изображений и времени работы, сопоставимых с
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существующими регуляризирующими алгоритмами [3], в то же время умень-
шив артефакты обработки. Отметим также, что метод позволяет использовать
широкий спектр современных алгоритмов подавления шума, основанных на ха-
рактеристиках естественных изображений, что обеспечивает большую гибкость
в достижении желаемого результата для различных аппаратных конфигураций.
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Классификация ледовых покровов по временным стадиям и формам от-
вечает на вопросы о текущем состоянии ледовых покровов, их возрасте и
физико-химических характеристиках. Одной из наиболее интересных задач
является определение возраста, и как следствие, физических характеристик
определенных участков. Эти параметры играют важную роль для определения и
фиксации изменения климата, моделирования погоды и разработки воздушных
и водных маршрутов.

Составление ледовых карт по спутниковым снимкам в визуальном и радио-
диапазоне является продолжительным и трудоемким процессом, требущим при-
влечение высококвалифицированных специалистов. В то же время состояние
гляциосферы быстро меняется и уже составленные карты быстро устаревают.
Основной целью ставится создание автоматического алгоритма составления
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Алгоритм Метод квантизации снимка Pixel accuracy
Random Forest Квантизация квадратами (50м) 0.85415
UNet[2] Попиксельная квантизация 0.89877
UNet (ordinal) Попиксельная квантизация 0.91737

Таблица 2: Результаты сегментации.

возрастных ледовых карт из входного неразмеченного набора данных. Для
удобства сравнения с предшественниками и проведения экспериментов вы-
бран набор данных Грендландского моря и Датского пролива со спутника
Sentinel-1 за зиму 2018 года для обучения и зима 2019 года для тестирования.
Набор данных представляет собой размеченную векторную карту возраста
льда, спутниковые снимки заданных точек в микроволновом и визуальном
диапазоне. На одном снимке могут находиться различные по возрасту участки
льда и воды, но отсутсвуют неразмеченные участки. Таким образом получаем
возможность свести задачу мультисегментации изображения в нескольких спек-
трах. Природа задачи позволяет свести задачу так же к задаче упорядоченного
множественного выбора, что и позволяет добиться высоких результатов.

Протестированы сегментационные подходы, основанные на случайных ле-
сах и нейронных сетях предшествующих работ[1] и представлено решение,
превосходящее их. Использование целевой метрики, учитывающей времен-
ное отношение между различными классами и логарифмическое сглаживание
SAR данных, позволяет получить алгоритм, привосходящий по метрикe pixel
accuracy протестированные подходы.
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Если однородная консервативная разностная схема для классической поста-
новки краевой задачи математической физики применима и в случаях, когда
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гладкости коэффициентов исходной задачи для существования классическо-
го решения недостататочно, доказательство ее корректности тесно связано
с вопросом существования обобщенного решения исходной задачи в слабой
постановке. Исследование данного вопроса значительно упрощается, если при
построении разностной схемы дифференциальные уравнения исходной задачи
рассматривать как уравнения для регулярных обобщенных функций в простран-
стве D′ = D′ (Rn), в которых обобщенным функциям соответствуют обычные
функции, являющиеся стандартными конечно-элементными интерполянтами.
Описание основных положений такого конечно-разностного подхода и его
базового отличия от конечно-элементного подхода, в котором используются
такие же интерполяции, будет проведено на примере первой и третьей краевых
задач для одномерного уравнения Пуассона в виде

−ũ′′ = f̃ , (1)

где ũ′′ и f̃ - регулярные обобщенные функции из D′ = D′ (R) с носителем [0, 1],
которым соответствуют обычные функции u′′, f ∈ L2 (0, 1), равные нулю вне
[0, 1]. После применения формулы производной регулярной обобщенной функ-
ции, которой соответствует обычная функция u′, это уравнение записывается в
эквивалентном виде через отношения двойственности〈

−
(
ũ′
)′
, η

〉
− 〈u′ (1) δ (x− 1)− u′ (0) δ (x) , η〉 =

〈
f̃ , η

〉
∀η ∈ D. (2)

Отсюда следует, что
1∫

0

u′η′ dx− u′ (1) η (1) + u′ (0) η (0) =

1∫
0

fη dx ∀η ∈ H1 (0, 1) . (3)

Определим на отрезке [0, 1] узловую сетку ωx и сетку ω̄ = ωγ ∪ω∆ из концов
отрезка [0, 1] и центров отрезков, на которые разбивают этот отрезок узлы ωx.
Через yx и η̄ обозначим сеточные функции из наборов значений, привязанных к
узлам ωx и ω̄ соответственно, а через Πyx,Πη̄ ∈ H1 (0, 1) − кусочно-линейные
непрерывные интерполяции этих сеточных функций. Необходимые для по-
строения сеточного аналога (1) формулы скалярных произведений и сеточные
аналоги операторов дифференцирования получаются из формулы интегрирова-
ния по частям, записанной для Πyx и Πη̄:

1∫
0

(Πyx)′ (Πη̄) dx =

= −
1∫

0

(Πyx) (Πη̄)′ dx+ (Πyx) (1) (Πη̄) (1)− (Πyx) (0) (Πη̄) (0)⇔
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⇔
[
∂x̄y

x, η∆
]

∆
= [yx, (−∂x̂ + Φγ) η̄]x

(
=
[
yx, ∂∗x̄η

∆
]
x

)
(4)

Здесь ∂x̄yx и ∂x̂η̄ - сеточные функции, из наборов значений производных (Πyx)′

и (Πη̄)′ в узлах ωx и ω̄ соответственно.
Рассматриваемый конечно-разностный подход к применению кусочно- по-

линомиальных интерполяций, в отличие от конечно-элементного подхода к
применению тех же интерполяций, позволяет преобразовать сеточный аналог
тождества (3) в сеточный аналог тождества (2).После этого, для построения
разностной схемы остается включить в него сеточный аналог краевых условий.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОЗНИКНОВЕНИЯ

АНОДНОГО ЭФФЕКТА В ЭЛЕКТРОЛИЗНОЙ ВАННЕ

Савенкова Надежда Петровна, Мокин Андрей Юрьевич,
Удовиченко Нелля Сергеевна

Кафедра вычислительных методов, e-mail: nudovichenko@mail.ru

Получение первичного алюминия является экологически «грязным» про-
цессом, поэтому в задачу производства необходимо включать выполнение
стандартов по экологии. Но такие исследования во время работы электролизера
являются затруднительными из-за высокой температуры, превышающей 900 °С,
химически агрессивной среды, большой силы тока, подаваемого на ванну.
Разработанная математическая модель процесса промышленного электролиза
алюминия учитывает во взаимосвязи гидродинамические, электромагнитные,
химические и тепловые процессы трех основных сред: алюминия, газа и элек-
тролита [1]. Такая модель позволяет прогнозировать развитие анодного эффекта
и связанного с ним выброса парникового газа.

В работе исследуется процесс развития анодного эффекта для многоанодно-
го электролизёра, где число обожжённых анодов составляет 22. В результате
численных экспериментов моделирование анодного эффекта условно разбива-
ется на три этапа.

Начальный МГД-стабильный этап. Конфигурация жидких фаз и началь-
ное распределение скоростей в смеси считаются известными [2]. В начальный
момент времени распределение магнитного поля и плотности электрического
тока практически симметричны относительно центра ванны в горизонтальной
плоскости.

Этап развития МГД-нестабильности. В основном, химическая реакция
с образованием газа происходит на подошвах анодов. Газ, образуя зону об-
ратного окисления металла, начинает распространяться в электролите и в
области между анодами [3]. Поскольку газ распространяется неравномерно,
при этом образуя непосредственно под анодами домены, магнитное поле и
плотность электрического тока соответствующим образом перераспределяются.
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Сила Лоренца с образованием областей с большей интенсивностью также
распределяется неравномерно. Такая конфигурация электромагнитных полей
способствует возникновению колебаний на поверхности жидкого металла,
приводящих в некоторых случаях к развитию МГД-нестабильности. Напряжён-
ность магнитного поля и температура достигают максимума в области шестой
и седьмой пары анодов.

Конечный этап МГД-нестабильности. При полном покрытии подошв ано-
дов, включая межанодное пространство, газовыми доменами, происходит пре-
кращение процесса электролиза. Вертикальный перенос электролита препят-
ствует быстрому поднятию газов к анодам, соответственно, зона обратного
окисления сохраняет свою форму долгое время. Увеличившееся сопротивление
среды уменьшает плотность протекающего тока, что сигнализирует о наступ-
лении анодного эффекта. Третий этап характеризуется резким возрастанием
напряжения до 36 В.

Заключение. Таким образом, с помощью моделирования динамики раз-
вития анодного эффекта было выяснено, что для минимизирования потерь
выхода первичного алюминия технологические работы по устранению анод-
ного эффекта нужно начинать в начале второго этапа, предотвращая развитие
МГД-нестабильности.
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Изучается оператор Дирака LP , порожденный в простран-
стве H = (L2[0, π])2 дифференциальным выражением `P (y) = By′ + Py,
где y ∈ H ,

B =

(
−i 0
0 i

)
, P (x) =

(
p1(x) p2(x)
p3(x) p4(x)

)
, y(x) =

(
y1(x)
y2(x)

)
.
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Функции pj, j = 1, 2, 3, 4, предполагаются суммируемыми на отрезке [0, π] и
комплекснозначными. Краевые условия U предполагаются регулярными по
Биркгофу.

Теорема 1. Если оператор LP,U сильно регулярен, то система его собственных
и присоединенных функций образует базис Рисса в H .

Пусть оператор LP,U регулярен, но не сильно регулярен. Пусть Hn, |n| > N0,
— корневые подпространства этого оператора. Определим дополнительно под-
пространство H0 = RnSN0

, где SN0
:= 1/(2πi)

∫
γ(L − λI)−1 dλ, а замкнутый

кусочно-гладкий жорданов контур γ охватывает все собственные значения λn
оператора LP,U с номерами n : |n| < 2N0, и только их.

Теорема 2. Система {H0, Hn}|n|>N0
образует базис Рисса из подпространств

в пространстве H .

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19–01–00240).

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
Самсонов Сергей Петрович

Кафедра оптимального управления, e-mail: samsonov@cs.msu.su

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления (см. [1]). Рабо-
та посвящена рассмотрению численных методов решения линейных задач
оптимального управления с терминальным и интегральным функционалами
качества. Использование линейности управляемой системы позволяет постро-
ить эффективно работающие численные алгоритмы. Разработке численных
методов для линейных задач оптимального управления посвящен целый ряд
работ. В большинстве опубликованных работ исследуется только сходимость
методов и задается какой-то критерий остановки вычислений,который обеспе-
чивает «близость» вычисляемых величин искомым, но не гарантирует заданной
точности. Обычно используемые численные алгоритмы требуют численного
решения некоторых задач из теории дифференциальных уравнений, линейной
алгебры и т.д. Однако вычислительные погрешности решения этих вспомо-
гательных задач могут оказаться весьма значительными, поэтому большой
интерес представляют такие численные методы, для которых удается получить
оценку точности вычислений с учетом вычислительных погрешностей. Данный
доклад как раз и посвящен численным методам, решающим линейные задачи
оптимального управления с интегральным функционалом качества с заданной
точностью и с учетом вычислительных погрешностей.
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ПРОВЕРКА МУЛЬТИАФФИННОСТИ МНОГОЧЛЕНОВ НАД
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Селезнева Светлана Николаевна
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В общем случае задача решения систем полиномиальных уравнений над
конечным полем является NP -трудной. Однако в некоторых частных случа-
ях такие системы можно решать полиномиальными алгоритмами. Например,
если каждое уравнение системы над полем из двух элементов определяется
мультиаффинным многочленом, то такую систему уравнений можно решить
с полиномиальной сложностью. В [1] предложен полиномиальный алгоритм
проверки мультиаффинности многочлена f(x1, . . . , xn) над полем из двух эле-
ментов. В настоящей работе рассмотрено обобщение понятие мультиаффин-
ности многочлена на конечные поля из большего числа элементов и найдены
свойства таких многочленов.

Если F — конечное поле, то многочлен f ∈ F [x1, . . . , xn] назовем муль-
тиаффинными, если для некоторого b ∈ F множество решений уравнения
f(x1, . . . , xn) = b совпадает с множеством решений какой-то системы линей-
ных уравнений над этим полем F . При этом элемент b назовем правой частью.
В работе получены свойства мультиаффинных многочленов над конечными
полями. Предложен полиномиальный алгоритм, который для заданных мно-
гочлена f ∈ F [x1, . . . , xn] и элемента поля b ∈ F проверяет, является ли f
мультиаффинным многочленом с правой частью b и при положительном от-
вете находит одну из соответствующих ему систем линейных уравнений над
полем F . Показано, как в отдельных случаях можно применять полученные
свойства мультиаффинных многочленов при решении систем полиномиальных
уравнений.

Работа поддержана РФФИ (проект № 19-01-00200-а).
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С одной стороны, практическая деятельность сотрудников различных орга-
низаций, работников государственных учреждений обычно требует предостав-
ления возможности одновременной работы как с внутренними информацион-
ными ресурсами организации, так и доступа в сеть Интернет. Необходимость
решения этой задачи обуславливает использование соответствующих методов
защиты информации, в основе которых лежит идея изоляции доменов. Про-
граммный комплекс «Абонентский облачный терминал» (АОТ) является одним
из возможных решений описанной задачи и совмещает на одной аппаратной
единице несколько одновременно работающих изолированных друг от друга
АРМ, каждое из которых работает в своём домене.

С другой стороны, организациям приходится не допускать утечек конфиден-
циальной информации. С этой целью применяются различные организационно-
технические методы. В сложившейся ситуации, одним из немногих популяр-
ных каналов утечек информации является фотографирование документов с
экрана компьютера. В этом случае, идентификация терминала АРМ, с которого
сделана фотография, помогла бы, если не устранить канал утечки, то хотя бы
установить источник.

В данной работе рассмотрены методы идентификации канала утечки [1, 2]
с рабочих мест, оборудованных АОТ, реализованы и протестированы два ал-
горитма идентификации АРМ методом внесения цифрового водяного знака в
изображение экрана монитора: изменении яркости отдельных пикселей и их
дублирование. Результаты численного эксперимента представлены в работе.

В заключение предложены варианты развития рассмотренных методов.
Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего обра-

зования РФ, номер соглашения 05.613.21.0088, уникальный идентификатор
RFMEFI61318X0088.
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О НЕКОТОРОЙ МОДЕЛИ АНТЕННОГО ПОРТА НА

ОСНОВЕ ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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Строится модель излучения монохроматического электромагнитного поля
от линейного источника, расположенного вблизи двух идеально проводящих
поверхностей (рефлекторов) и опирающегося концами на эти поверхности.

Обозначим суммарную поверхность идеально-проводящих рефлекторов как
Σ. Задача состоит в нахождении электрической и магнитной напряженностей
вторичного поля в области Ω вне суммарной поверхности Σ и линейного
источника, которые ищутся в виде

~Etotal(x) e−iωt, ~Htotal(x) e−iωt, x ∈ Ω.

Эти поля должны удовлетворять уравнениям Максвелла в области Ω. На поверх-
ности Σ должно выполняться условие равенства нулю касательной компоненты
суммарного электрического поля ~Etotal:

~Etotal × ~n = 0 (1)

Полное электрическое поле ищется в виде
~Etotal = ~E0(x) + ~E

′
(x) + ~E(x),

где ~E0(x) – поле от линейного источника, ~E
′
(x) + ~E(x) – вторичное поле, кото-

рое разбито на сумму двух слагаемых: ~E
′
(x) – поле, индуцируемое поверхност-

ными токами на поверхности рефлекторов, которые находятся аналитически
так, чтобы сократить главную особенность в выражении поля ~E0, создаваемого
линейным источником, ~E(x) – неизвестная составляющая электрического поля,
обеспечивающая выполнение условия (1).

Численное решение поставленной задачи ищется с помощью метода гранич-
ных интегральных уравнений с учетом выделенных главных составляющих
поверхностных токов. При этом как первичное поле рассматривается уже сум-
ма полей ~E0(x) + ~E

′
(x). Для нахождения неизвестного вторичного поля ~E

применяется метод решения задач дифракции волн на идеально-проводящих
телах, разработанный ранее (см. работы [1-3]).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СЕРДЕЧНО-СОСУДИСТОЙ СИСТЕМЫ

ПАЦИЕНТА С ИМПЛАНТИРОВАННЫМ АППАРАТОМ

ВСПОМОГАТЕЛЬНОГО КРОВООБРАЩЕНИЯ
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Имплантируемый аппарат вспомогательного кровообращения позволяет вос-
становить уровень кровоснабжения организма у пациента с тяжелой степенью
сердечной недостаточности. Однако такое устройство оказывает существенное
влияние на работу сердца и меняет характер потока крови в аорте.

В данной работе рассматривается взаимодействие насоса крови Спутник
[1] с кровеносной системой. В основе подхода заложена классическая одно-
мерная модель гемодинамики и нульмерная модель левого сердца на основе
[2], дополняемая моделью насоса. Численное решение системы уравнений
одномерной модели гемодинамики получено с помощью явной двухшаговой
сеточно-характеристической схемы. Представлены результаты вычислений на
графе сосудов ADAN56 [3] при заданной функции потока через аортальный
клапан, при нормальной и пониженной сократительной способности левого
желудочка, а также при установленном насосе.

В рамках следующего этапа исследований поставлена задача управления
насосом в соответствии с требованием поддержки пульсирующего тока крови,
открытия аортального клапана, синхронизации с сердечным циклом и выброса
крови в соответствии с физической нагрузкой [4].
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В настоящей работе рассматривается подход к управлению качеством сер-
виса (QoS) транспортных соединений виртуальных пластов в программно-
конфигурируемой сети (ПКС). Предполагается, что ПКС состоит из программ-
ных коммутаторов, поддерживающих работу по протоколу OpenFlow версии не
ниже 1.3. Виртуальный пласт — это виртуальная сеть, которая предназначена
для передачи данных определенной группы потоков с одинаковым качеством
сервиса. Под качеством сервиса понимается пропускная способность каналов
и максимальная сквозная задержка в виртуальной сети.

Наиболее распространенными подходами управления качеством сервиса в
протоколе OpenFlow являются: использование Meter-таблиц [1] и использова-
ние очередей на портах программных коммутаторов [2]. Meter-таблицы под-
держивают счетчик пакетов для потока, который определяется match разделом
соответствующего правила протокола OpenFlow. Если количество прибывших
пакетов или байт за фиксированный интервал времени превышает ограничение,
установленное в Meter-таблице, то избыточные пакеты сбрасываются. Недостат-
ком данного подхода является, то что Meter-таблицы ограничивают скорость
потоков только на входе в коммутатор. Если правило протокола OpenFlow
дублирует каждый входящий пакет, то используемая пропускная способность
каналов может превышать заданное качество сервиса виртуального пласта. Вто-
рой недостаток заключен в том, что многие версии программных коммутаторов
не поддерживают Meter-таблицы, так как они не являются обязательными для
реализации в спецификации протокола OpenFlow [3]. Поэтому в настоящей
работе для управления QoS в виртуальных пластах используется подход с
очередями.

Очереди позволяют устанавливать ограничения на выходные порты комму-
татора, что предотвращает нарушение требований к пропускной способности
канала в случае размножения пакета. Стоит отметить, что установка нескольких
очередей на порту позволит управлять задержкой сквозных соединений при по-
мощи введения приоритетов для очередей, что нельзя сделать в Meter-таблицах.
Также преимуществом очередей перед Meter—таблицами является поддержка
использования очередей последними версиями программных OpenFlow комму-
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таторов, однако конфигурация очередей должна осуществляться отличными от
OpenFlow средствами.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-07-01112-A).
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В данной работе мы анализируем особенности параллелизма вычислитель-
ных алгоритмов на основе метода конечных объемов. Мы используем три
разные задачи и распараллеливаем их решение. Они служат примерами и
иллюстрацией наших результатов. Наборы задач связаны с решением уравне-
ния адвекции-коагуляции, уравнения завихренности и уравнений Максвелла.
Тесты проводятся на суперкомпьютере Жорес, расположенном в Сколковском
Институте Науки и Технологий. Аппаратное обеспечение, которое использует-
ся для запуска параллельных алгоритмов, включает графические процессоры
Nvidia Tesla V100 и процессоры Intel Xeon. Мы находим, что дискретизация
методом конечных объемов хорошо параллелится на графических процессорах.
Однако выполнение всех вычислений на графических процессорах суперком-
пьютера очень ресурсоемко, если размер проблемы исключительно велик.
Следовательно, нужно использовать все вычислительные мощности, которые
может предложить суперкомпьютер, включая ЦПУ. Мы предлагаем способы
распараллеливания указанных наборов проблем гибридным способом.

Основываясь на конфигурации суперкомпьютера, мы придерживаемся сле-
дующей стратегии при решении наших наборов задач для достижения опти-
мального использования ресурсов кластера:
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размер задачи (количе-
ство треугольников)

обычная реализация с опитимизацией досту-
па к памяти

33928 0.63 0.43
14784 0.35 0.27
8636 0.25 0.2
3760 0.18 0.15

Таблица 3: Время вычислений (в секундах) версии графического анализатора
уравнений Максвелла на одном графическом устройстве. 100 временных шагов

Вариант распараллеливания Время вычислений, с
один ЦПУ 8.73
MPI (32 процесса) 1.53
GPU (одно устройство) 1.07
GPU + MPI 1.23
GPU + MPI+ multithreading 1.15

Таблица 4: Время вычислений различных вариантов решателей уравнений
Максвелла на одном узле. Задача размером 33928 треугольников по 250 вре-
менных шагов.

— Использовать каждый ресурс в узле. Как только каждое ядро ЦПУ и все
графические процессоры используются для выполнения вычислений, ис-
пользовать следующий узел.

— Распределять работу между процессами таким образом, чтобы наиболее
интенсивный обмен данными приходился на процессы, расположенные в
одном узле (если это возможно).

Время расчетов показано в Табл. 3 для уравнений Максвелла. Можно видеть,
что использование общем памяти, а также сохранение alignment и coalescing
глобальной памяти дает разумное увеличение скорости вычислений для схем с
конечным объемом. Табл. 4 показывают скорость вычислений различных парал-
лельных реализаций для заданных наборов задач. Можно сделать вывод, что
для уравнения Максвелла одно устройство с графическим процессором долж-
но занимать примерно половину всех данных. Если остальная часть данных
разделена между процессами 32 mpi на процессорах, получается оптималь-
ное распределение данных. Поскольку передача данных между графическими
процессорами происходит быстрее благодаря NVLink, для размера задачи,
указанного в Табл. 4, более оптимальным является выполнение вычислений
на графических процессорах одного и того же узла, а не гибридная версия.
Однако по мере увеличения размера входных данных гибридная реализация
должна давать наилучшие результаты.
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Алгоритмы, основанные на нахождении максимального потока в транспорт-
ной сети, используются для решения P-трудных задач построения расписаний
с прерываниями выполнения работ и являются точными. Методика исполь-
зования алгоритмов нахождения максимально потока в сети для построения
расписаний с прерываниями, была предложена в работах [1,2] и включает
три этапа: построение транспортной сети в соответствии с решаемой задачей
построения расписания, нахождение потока в транспортной сети и восстановле-
ние расписания из полученного потока. Однако, большинство задач построения
расписаний без прерывания выполнения работ являются NP-трудными. Так-
же, не все задачи построения расписаний с прерываниями работ являются
P-трудными. В частности задача построения статико-динамических распи-
саний выполнения программ для систем реального времени с архитектурой
интегрированной модульной авионики [3]. Для каждой программы задаются:
принадлежность к разделу, директивные сроки и время выполнения. Расписа-
ние построено, если определены: привязка разделов к ядрам вычислителя, для
каждого раздела определен набор окон и для каждого окна определенно время
его открытия и время закрытия. Программы раздела могут выполняться только
в своих окнах.

Для решения этой задачи предложен эвристический алгоритм, основанный
на нахождении максимального потока в транспортной сети. В этом алгоритме
модифицирован алгоритм нахождения потока с целью учета ограничений на
корректность расписания. В соответствии с этими ограничениями сформули-
рованы условия допустимости потока. При построении потока проверяется
выполнимость этих условий. Детальное описание алгоритма приведено в ра-
боте [3]. Несмотря на то, что для общей задачи алгоритм не является точным,
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для ряда частных задач он будет точным. Доказано утверждение, если: все
программы принадлежат одному и тому же разделу или директивные сроки
программ различных разделов не пересекаются, то алгоритм будет строить
оптимальное расписание.

То есть в отличие от жадных алгоритмов и алгоритмов, основанных на
ограниченном переборе, предложенный алгоритм для P-трудных частных задач
общей NP-трудной задачи будет гарантировано находить оптимальное решение
и при этом сложность алгоритма остается полиномиальной.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 19-07-00614).
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Задача коррекции численного решения системы уравнений динамики океана
и атмосферы данными измерений (задача усвоения данных) заключается в том,
чтобы с одной стороны, сохранить баланс физических параметров, априори
задаваемый уравнениями модели, а с другой - приблизить решение этих уравне-
ний к наблюдаемым значениям параметров. Решение таких задач невозможно
без использования технологий распределенных вычислений в силу огромного
объема получаемой и обрабатываемой информации. Количество ресурсов, необ-
ходимых для выполнения оперативных расчетов моделями высокого простран-
ственного разрешения, исчисляется сегодня 102 - 103 вычислительных ядер для
краткосрочных прогнозов и 104 - 105 - для средне- и долгосрочных. Особенно
критичен вопрос времени усвоения данных в случае, когда численная модель
и подсистема усвоения данных функционируют в оперативном режиме для
построения среднесрочных и краткосрочных прогнозов. Данные со спутников
становятся доступными спустя 2-3 часа, высокое пространственное разрешение
моделей позволяет вычислять и прогнозировать динамику вихревых структур,
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при этом усвоение спутниковых данных наблюдений способствует их свое-
временному выявлению. Как следствие, это позволяет предсказывать такие
опасные природные явления, как штормы и тайфуны. Так, в настоящее время
работает система «Меркатор», разработанная в Метеорологической службе
Франции [1].

Существует несколько алгоритмов усвоения данных, которые применяют-
ся в задачах прогноза погоды и в оперативной океанологии. Используемые
подходы можно разделить на вариационные (3d-Var, 4d-Var) [2] и динамико-
стохастические, преимущественно ансамблевые фильтры Калмана (Ensemble
Kalman Filter (EnKF)) [3-5]. В последнее время были предложены гибридные
схемы усвоения, основанные на синтезе 3-D Var и EnKF [6-9]. Методы, ос-
нованные на EnKF, не требуют построения сопряженного оператора модели
и решения обратной задачи, что для модели с большим числом параметров
весьма затруднительно.

Цель данной работы заключается в параллельной реализации на многопро-
цессорных компьютерах алгоритма типа EnKF, использующего p предыдущих
состояний модели для одновременного усвоения в модели данных наблюдений
нескольких параметров, которые могут быть получены из различных источ-
ников, а также в анализе результатов проведенных численных экспериментов.
Ранее был успешно реализован одношаговый метод EnKF.[10] Метод GKF
- является обобщением метода EnKF. Его основные уравнения для общего
случая p шагов следующие

Xan+1 = Xbn+1 +Kn+1(yn+1 −HXbn+1)

Kn+1 = K(Xbn+1, Xan, Xbn, ..., Xan−p+1, Xbn−p+1)

Xa, Xb - векторы рассчитываемого в численной модели параметра после и до
усвоения, соответственно,Yn+1 - вектор наблюдений Таким образом в уравнении
для коррекции участвуют данные модели на n+1и n шагах, а матрица весового
фильтра Kn+1 рассчитывается по p состояниям

Xbn+1, Xan, Xbn, ..., Xan−p+1, Xbn−p+1

расчетной модели до и после усвоения данных на предыдущих шагах. По-
дробная реализация и обоснование этого метода для p = 2 описана в работах
[11],[12].

Автор выражает благодарность профессору Беляеву К. П. за постановку
задачи и обсуждение полученных результатов..
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Доклад посвящен численному решению уравнения Беллмана—Айзекса в
рамках гарантированного подхода к управлению финансовым портфелем, пред-
ложенного в [1, 2]. Подход является альтернативным классической постановке
задачи, предложенной в основополагающих работах Мертона [3] и Самуэльсо-
на [4], и использует «грубую» модель финансового рынка с неопределенной
эволюцией цен и дискретным временем, когда известными считаются такие
характеристики рынка, как ожидаемое значение цен и диапазон их возмож-
ных значений. Гарантированный подход приводит к модели, которую можно
интерпретировать как динамическую антагонистическую игру (с нулевой сум-
мой) участника рынка (инвестора или хеджера) против рынка. Участник рынка
определяет оптимальную стратегию управления исходя из наиболее неблаго-
приятного сценария поведения рынка. Стратегия определяется из уравнения
Беллмана—Айзекса, решение которого может быть получено путем нахождения
вогнутой оболочки функции цены на компактном множестве. В настоящем
исследовании было рассмотрено два метода нахождения вогнутой оболочки:
детерминированный метод интерполяции на сетке и метод Монте-Карло. Пока-
зана сходимость методов и произведен сравнительный анализ эффективности.
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Идея абстрактной интерпретации программ впервые была описана для про-
грамм в исходных текстах в работе [1]. В системе Glassfrog [2, 3], основанной
на промежуточном представлении Pivot 2, эта идея реализована для анализа
бинарного кода следующим образом: каждому ребру графа потока управле-
ния фрагмента программы, а также каждому конкретному оператору ставится
в соответствие передаточная функция вида States 7→ States, где States—
выбранное для данной интерпретации множество абстрактных состояний.

В данной работе рассматривается возможность построения предиката пути
при символьном выполнении [4] как решения задачи абстрактной интерпрета-
ции. Для этого необходимо задать множество абстрактных состояний States и
описать саму интерпретацию, т. е. передаточные функции для всех операторов
и ребер графа потока управления программы.

Абстрактное состояние в задаче построения предиката пути будет содержать
текущий предикат пути в виде набора SMT-ограничений, значения (символьные
или конкретные) переменных, а также по символьному массиву на каждое из
адресных пространств ([3], стр. 57–58). Передаточные функции операторов
программы будут представлять соответствующие преобразования над сим-
вольными значениями, хранящимися в абстрактном состоянии. Передаточные
функции ребер должны осуществить проверку выполнимости условия перехода
по ребру при текущем предикате пути, и в случае успеха — выполнить соот-
ветствующее этому ребру копирование переменных, а также добавить условие
перехода к предикату пути, возможно упростив полученное выражение. В
случае если проверка выполнимости не пройдена, функция должна возвращать
специальное состояние, которое указывает на то, что переход по данному ребру
невозможен при данном входном cостоянии.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-07-01256-а).
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КЛАССИФИКАЦИЯ АСТРОНОМИЧЕСКИХ ДАННЫХ БЕЗ

РАЗМЕТКИ

Сорока Андрей Геннадьевич1, Мещеряков Александр Валерьевич2,
Герасимов Сергей Валерьевич3

1 Кафедра интеллектуальных информационных технологий, e-mail: soroka_irk@mail.ru
2 Институт космических исследований РАН, e-mail: mesch@cosmos.ru
3 Кафедра интеллектуальных информационных технологий, e-mail: gerasimov@mlab.cs.msu.su

В астрономических исследованиях часто возникают задачи классификации
сложных объектов на изображениях, к примеру морфологическая классифика-
ция галактик [1]. Дерево морфологической классификации Galaxy Zoo состоит
из набора вопросов, на которые должны последовательно ответить волонте-
ры, глядя на изображение галактики. Вопрос «Является галактика округлой
или имеет четко выраженную структуру?» — наиболее важный и напрямую
касается физических процессов, протекающих в них [2]. При классификации
астрономических изображений методами машинного обучения необходимо
предварительно выполнить разметку большого объема данных, что может по-
требовать существенных ресурсов и значительно замедлить анализ научных
исследований. В данной работе, мы впервые исследуем подходы, позволяю-
щие выполнять морфологическую классификацию галактик на неразмеченной
выборке изображений. Для проведения экспериментов выбран набор данных
Kaggle Galaxy Zoo, стандартный набор для задачи классификации астрономи-
ческих изображений.

Мы рассмотрели 2 модели содержащие глубокую нейросеть в паре с алго-
ритмом кластеризации KMeans. Во-первых, рассматривалась предобученная
на ImageNet модель Resnet50 [4]. На полученном из изображения векторе
признаков, алгоритм KMeans обучался выделять 2 кластера. Вторая модель
AAE+Kmeans — генеративная модель соревновательного автокодировщика
(AAE) с латентным слоем разбитым на дискретную и непрерывную часть [3].
На признаках непрерывной части AAE мы обучали KMeans на 2 кластера.

Результат модели Resnet+Kmeans: в первом кластере волонтеры либо уверен-
но видят структуру на изображениях, либо напротив уверены в ее отсутствии,
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Признаковое пространство Алгоритм кластеризации Точность F1 score
Resnet50 KMeans 2 кластера 51,9% 0.4079
Дискретный слой AAE Дискретный слой AAE 52,89% 0.4883
Непрерывный слой AAE KMeans 2 кластера 73,7% 0.7729

Таблица 5: Результаты классификации без использования разметки.

во втором волонтеры разделились примерно поровну. Обученный AAE в своем
дискретном слое также разделяет галактики на кластеры подобные описан-
ным выше. В рамках тестирования следующей модели, мы обучили алгоритм
кластеризации KMeans над непрерывным латентным слоем автокодировщи-
ка. Полученные моделью AAE+Kmeans кластеры оказались тесно связаны
с искомой морфологической классификацией галактик: в первом кластере
преобладали спиральные галактики обладающие структурой, во второй кла-
стер попали в основном эллиптические галактики округлой формы. Метрики
качества классификации на тестовой выборке представлены в таблице 5.

Мы делаем вывод: представление данных, выученное моделью соревнова-
тельного автокодировщика, позволяет провести четкое разделение галактик с
различной морфологией. В дальнейшем мы планируем рассмотреть поведение
данной модели при использовании как неразмеченных, так и размеченных
данных в процессе обучения, а также применить данную модель для широкого
класса задач классификации астрономических изображений.
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В настоящее время одним из активно развивающихся подходов к повыше-
нию скорости транспортного потока является подход с демультиплексирова-
нием одного потока на несколько подпотоков. Так, в последней на настоящий
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момент версии 5.6 Linux ядра добавлена поддержка протокола демультиплекси-
рования MPTCP [1]. Однако исследование в статье [2] показало, что массовое
применение статического варианта демультиплексирования MPTCP (когда ко-
личество подпотоков предопределено заранее и не меняется в течение жизни
потока) может привести к деградации пропускной способности сети. Решением
может стать динамический подход FDMP [3], в котором поддерживается такое
количество подпотоков, которое будет необходимо для удовлетворения требова-
ний качества сервиса по скорости потока. Для определения более подходящего
подхода при массовом использовании необходимо провести сравнительный
анализ FDMP и MPTCP.

Однако метод оценки эффективности статического демультиплексирования
из статьи [2] не применим к FDMP, так как скорость потоков была ограничена
только сетью. В случае FDMP каждое приложение обладает определенными
требованиями к качеству сервиса (например, скорость получения кадров ви-
део в зависимости от разрешения) и не может передать данные с большей,
чем заявленная, скоростью. Поэтому методика исследования эффективности
динамического демультиплексирования была изменена:

1. Основным критерием для оценки эффективности теперь станет количество
потоков, для которых требование к качеству сервиса было удовлетворено;

2. Все потоки будут разделены на несколько классов по требуемому качеству
сервиса. Оценку требований каждого класса и количество потоков в каждом
классе можно взять аналогично статистике по видео потокам с разным
качеством [4].

3. Маршруты для подпотоков будут выбираться в динамике на основании
требований приложений и остаточной пропускной способности в сети.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-07-01255-А).
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Рис. 1: Отображение векторных представлений пользователей после кластери-
зации.

В сфере многопользовательских игр возникает множество задач, связанных
с анализом аудитории. К таким задачам относятся, например, предсказание
утечки пользователей, определение уровня навыков игроков для выбора сопер-
ников, поиск аномального поведения. Правильное исследование потребностей
и особенностей пользователе позволяет делать игры более привлекательными
игроков, а также решать задачи бизнеса.

В этой сфере уже используются методы машинного обучения [1], [2], однако
в большинстве случаев они представляют собой простые подходы с подготов-
ленными вручную признаками. При этом в остальных областях наблюдается
тенденция на использование векторных описании объектов, благодаря которым
можно более качественно решать различные по своей сути задачи. В рамках
представленной работы были собраны данные с социального онлайн покера:
alphapoker.В них содержится полная информация о действиях 7740 игроков.
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Были рас-смотрены две сильно отличающиеся задачи: предсказание утечки
пользователей и исхода игры, предложен метод получения векторных описании
игроков и проведено их исследование. В результате показано, что векторы по-
лученные при решении одной задачи, могут быть полезны для другой, которая
сильно отличается. При кластеризации отображения векторных описании на
плоскость (рис. 1) полученного с помощью t-SNE [3] были выделены группы
пользователей, различные по своим характеристикам.
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В настоящее время наблюдается интенсивное развитие робототехники, в
частности, создание новых беспилотных автомобилей и летательных аппаратов.
Математическое обеспечение таких устройств содержит алгоритмы построения
траекторий движения с учетом ограничений на переменные состояния и управ-
ляющие воздействия. В условиях ограниченности ресурсов (аккумулятора,
топлива) такие алгоритмы должны быть оптимальны. Трудность состоит в том,
что возникающие математические задачи являются обратными и неустойчи-
выми. Поэтому применяются специфические методы решения некорректных
задач [1]. Для задач быстродействия предлагается двухэтапный вариацион-
ный метод. Сначала находится минимальное время процесса, затем по этому
времени находится управление методом минимизации разрешающего функ-
ционала [2]. Так как время является функционалом управления и состояния,
то возникает задача с ограничениями типа равенств и неравенств. Прямой
метод минимизации приводит к оптимальному решению. Заметим, что методы
высокого порядка не применяются, так как искомые функции — разрывные или
фиксированной гладкости. Регуляризация задачи по Тихонову обеспечивает
корректность результата.
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Рассматривается следующая усечённая система уравнений типа Смолухов-
ского с источником частиц:

dnk
dt

= Jk +
1

2

∑
i+j=k

Ci jninj − nk
N∑
j=1

Cj knj, k = 1, N (1)

где ni > 0, Cij = Cji > 0.
Для этой системы с ядром Cij = iaj−a+i−aja в [1] было продемонстрировано

существование циклических решения при a > 0.5.
Цикличность решения подразумевает возможность описания всего решения

решением на некотором начальном отрезке времени [0, T ]. В частности, если
некоторый достаточно большой начальный сегмент решения лежит в подпро-
странстве небольшой размерности, то и всё решение будет лежать в нём же.
Обнаружение такого пространства, в свою очередь, открывает возможность для
построения численных методов непосредственно в нём, и снятии зависимости
от N .

В данной работе мы рассматриваем алгоритм построения такого подпро-
странства (характеризуемого своим базисом) на основе известного в литературе
метода «снимков» [2]. В предлагаемом алгоритме базис строится путём по-
следовательного приближения решения на небольших «окнах», на которые
разбивается весь рассматриваемый временной интервал. При этом искомый
момент времени T не закладывается в алгоритм изначально, а обнаруживается
самим алгоритмом на основе наблюдаемой точности аппроксимации.

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 14-11-00806).
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Кафедра системного анализа, e-mail: tochilin@cs.msu.ru

Работа посвящена приближенному решению задачи оптимального управле-
ния нелинейной системой дифференциальных уравнений

ẋ = f(x) + g(x)u, x = x(t) ∈ Ω, t ∈ [t0,+∞). (1)

Здесь f(x) ∈ Rnx является дважды непрерывно дифференцируемой по перемен-
ной x ∈ Ω функцией, g(x) ∈ Rnx×nu — непрерывно дифференцируема по x ∈ Ω,
u = u(x) ∈ Rnu — позиционное управление, на возможные значения которого
наложены “жесткие” поточечные ограничения: u(x) ∈ P . Множество P ⊂ Rnu

является выпуклым компактом.
Зафиксируем некоторое компактное множество X1 ⊂ Ω, содержащее целевые

состояния системы. Также рассмотрим функционал

J(u(·)) =

∫ τ∗

t0

(
f̃(x(τ, t0, x0)|u) + (g̃(x(τ, t0, x0)|u))T u(x(τ, t0, x0)|u)

)
dτ+

+ ϕ(x(τ ∗, t0, x0)|u), (2)

определённый на некоторой траектории x(t, t0, x0)|u, при некотором однознач-
ном допустимом позиционном управлении u(·). Здесь τ ∗ > t0 – момент первого
попадания траектории системы в целевое множество X1, функция f̃(x) ∈ R
является дважды, а g̃(x) ∈ Rnu единожды непрерывно дифференцируемой по
x ∈ Ω.

В работе решается задача оптимального управления системой (1) на бес-
конечном интервале времени, с интегральным функционалом вида (2). Для
этого использована техника кусочной линеаризации (“гибридизации”) исход-
ной нелинейной системы, с последующим анализом получившейся системы с
переключениями. Далее применен аппарат кусочно-аффинных функций цены
и управления в совокупности с методом динамического программирования и
принципом сравнения. Сформулированы и доказаны теоремы о достаточных
условиях разрешимости поставленной задачи, дающие также верхние оценки
минимизируемого функционала. Удалось получить простые с точки зрения
вычислений алгоритмы построения оценок функции цены для указанной зада-
чи, а также соответствующего управления в форме обратной связи. Действие
разработанного алгоритма продемонстрировано на модельном примере.
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Метод граничных интегральных уравнений является одним из эффективных
методов решения задач фильтрации идеальной жидкости [1,2]. В данной работе
осуществлено приложение этого метода к случаю, когда учитывается вязкость
жидкости.

Рассматривается стационарная трехмерная задача фильтрации вязкой жид-
кости в кусочно-однородной среде: область фильтрации ограничена снаружи
замкнутой гладкой поверхностью, внутри области имеются включения, имею-
щие различные гидравлические проводимости.

Предполагается, что фильтрация жидкости в каждой из областей описы-
вается законом Дарси-Бринкмана [3] для неизвестных полей v – скорости
фильтрации жидкости и p – давления жидкости

v(x) = −κm
µ
∇p(x) + κm∆v(x), x ∈ Ωm, (1)

κm – гидравлическая проводимость среды в области Ωm, µ – вязкость жидкости.
Также во всех областях должно быть выполнено уравнение неразрывности
∇ · v = 0
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На внешней границе области фильтрации ставятся граничные условия на
поток жидкости и условие непроскальзывания, обусловленное наличием вязко-
сти. На границах разделов сред выполняются условия непрерывности скорости
и давления.

Такая задача была сведена к системе граничных интегральных уравнений с
применением скалярных и векторных потенциалов (см. работу авторов [4]).

Далее был построен численный метод решения задачи, основанный на
дискретизации данных интегральных уравнений и применении к ним методов
кусочно-постоянных аппроксимаций и коллокаций. Проведено тестирование
разработанного численного метода на модельных задачах.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Пивень В. Ф. Математические модели фильтрации жидкости. Орел : Орлов-
ский гос. ун-т : Картуш, 2015. 406 с.

[2] Lifanov I.K., Piven V.F., Stavtsev S.L. Mathematical modelling of the three-
dimensional boundary value problem of the discharge of the well system in a
homogeneous layer // Russian Journal of Numerical Analysis and Mathematical
Modelling. 2002. Т. 17, № 1. P. 99–112.

[3] Brinkman H. C. A calculation of the viscous force exerted by a flowing fluid
on a dense swarm of particles // Flow, Turbulence and Combustion. 1949. V. 1,
№ 1. P. 27–34.

[4] Сетуха А.В., Третьякова Р.М., Бочаров Г.А. Методы теории потенциала в
задаче фильтрации вязкой жидкости // Дифференц. уравнения. 2019. Т. 55.
№ 9. С. 1226–1241.

О КЛАССЕ 2-ПЛАТОВИДНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

Фёдоров Сергей Николаевич
Институт проблем информационной безопасности МГУ, e-mail: s.n.feodorov@yandex.ru

Предлагается рассмотреть функции с особыми ограничениями на спектр
Уолша—Адамара (УА) (необходимые определения и обозначения см. в [1]).

Определение. Булеву функцию f : Vn → {0, 1} от n переменных будем назы-
вать 2-платовидной, если модули её коэффициентов УА принимают ровно два
(ненулевых) значения следующего вида:

|Wf(u)| =

{
2r2 − 2r1 при u ∈ S1,

2r2 + 2r1 при u ∈ S2

для некоторых различных целых чисел r1, r2 и множеств S1 t S2 = Vn.

Удаляя условие r1 6= r2, мы получим, в частности, известный класс плато-
видных функций, обладающих спектром УА вида {0,±2r}. Если в дополнение
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к этому положить S1 = ∅, то при чётных n мы придём к понятию бент-
функций: у них Wf(u) = ±2n/2 для всех u ∈ Vn. Бент-функции являют со-
бой единственный пример максимально нелинейных функций при чётных n.
В случае же нечётных n вопрос о максимально нелинейных функциях оста-
ётся нерешённым: этот класс пока не охарактеризован. В то же время данное
свойство имеет большое значение для криптографических приложений: чем
больше нелинейность функции, тем, грубо говоря, надёжнее криптографиче-
ские конструкции, использующие её. Обращение к 2-платовидным функциям
мотивировано тем, что такие функции могут иметь нелинейность, бо́льшую,
чем у известных примеров. Отметим с другой стороны, что в литературе ранее
уже строились функции с пятью значениями в спектре УА [2].

Из известных свойств спектра УА нетрудно вывести ограничения на ха-
рактеристики 2-платовидных функций: 0 < r1 < r2 < n, S1 6= ∅, S2 6= ∅,
minu∈Vn |Wf(u)| < 2n/2 < maxu∈Vn |Wf(u)| = Af . Параметр Af — максимум
значений спектра УА — очень важен в криптографии, так как он характеризует
нелинейность функции: nl f = 2n−1 − 1

2Af .
Несколько более сложные рассуждения приводят к следующим оценкам.

Утверждение. Пусть f — 2-платовидная функция от n переменных. Если n
чётно, то r2 = n

2 и Af < 2n/2
√

3. Если n нечётно, то n−1
2 6 r2 6 n+1

2 ,
r1 = r2 − 1 и Af < 2n/2

√
5.

При чётных n, несмотря на жёсткие ограничения, 2-платовидные функции
заведомо существуют: изменяя в таблице значений любой бент-функции один
элемент, мы получим функцию g c |Wg(u)| = 2n/2 ± 2 для всех u ∈ Vn.

Гипотеза состоит в предположении о существовании 2-платовидных функ-
ций для нечётных n. Если удастся построить такую функцию с r2 = n−1

2 , то
её нелинейность будет выше той планки (2n−1 − 2

n−1
2 ), которую на сегодняш-

ний день преодолело лишь некоторое количество примеров для небольших n
(см. [3]). В частности, гипотетический пример 2-платовидной функции f с
|Wf(u)| ∈ {2n−3

2 , 3 · 2n−3
2 }, |S1| = 2n−3, имеет nl f = 2n−1 − 3

4 · 2
n−1
2 .
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С момента появления лазеров преобразование частоты постоянно притя-
гивает внимание исследователей [1]. С ростом максимальной интенсивности
импульса необходимо одновременно учитывать действие квадратичной и ку-
бичной нелинейностей [2–5]. В данном докладе рассматривается проблема
взаимодействия трёх световых импульсов (с частотами ω, 2ω, 3ω) в среде с
комбинированной нелинейностью. Данный процесс описывается системой трёх
нелинейных уравнений Шрёдингера относительно комплексных амплитуд Aj,
j = 1, 2, 3, взаимодействующих волн с учётом дисперсии групповых скоростей
(ДГС).

Решение данной системы ищется в виде

A1(t) = a1(t), A2(t) = a2(t) exp(ilπ), A3(t) = a3(t) exp(imπ), (1)

где m и l — целые, а aj(t), j = 1, 2, 3, являются вещественными функциями.
В приближение длинных импульсов, когда влияние дисперсионных эффектов
пренебрежимо мало, импульсы, описываемые (1), распространяются без из-
менения интенсивности и без перекачки энергии между волнами, при этом
фаза каждой из волн описываются линейным по пространственной координате
и нелинейным по времени законом. В случае существенного влияния ДГС
изменение фазы может привести к развалу импульсов. Чтобы его устранить,
должно быть справедливо следующее достаточное условие:

∂2ϕj
∂t2
|t=0.5Lt = 0, j = 1, 2, 3, (2)

где ϕj, j = 1, 2, 3, — фазы взаимодействующих волн. Оно означает отсутствие
линейного чирпа вблизи центров импульсов.

Теоретический анализ подтвержден результатами компьютерного моделиро-
вания. Показано, что при распространении волн в среде с комбинированной
нелинейностью формы импульсов практически не изменяются: длительность
импульсов остаётся постоянной при слабом изменении их максимальной ин-
тенсивности и незначительной перекачке энергии,если выполняются условия
(2) на трассе распространения в нескольких дисперсионных длин, т. е. можно
говорить о явлении самозахвата трех импульсов.

Работа выполнена при поддержке Российского Научного Фонда (грант
№ 19-11-00113).
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АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ КАСКАДНОГО НАБЛЮДАТЕЛЯ

СОСТОЯНИЯ ДЛЯ СИСТЕМ С НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ

Фомичёв Василий Владимирович, Высоцкий Алексей Олегович
Кафедра нелинейных динамических систем и процессов управления, e-mail: fomichev@cs.msu.ru,

vysotskiial@gmail.com

Постановка задачи. В той или иной постановке задача построения фазо-
вых наблюдателей для систем в условиях неопределенности рассматривалась
многими авторами. Для линейных стационарных систем наиболее успешно
задача решается для гипервыходных систем или для квадратных систем с
минимальным относительным порядком. Если же система имеет произвольный
относительный порядок, то задача существенно усложняется. Для ее решения
может использоваться, например, глубокая обратная связь.

Рассмотрим более точную постановку задачи. Пусть задана система{
ẋ = Ax+Bu+B′ξ,

y = Cx,
(1)

где x ∈ Rn – неизвестный фазовый вектор, u ∈ R – известный вход (управ-
ление), ξ ∈ R – неизвестный вход (возмущение), y ∈ R – измеряемый выход
системы, стационарные матрицы A, B, B′ и C – известные. Требуется по
известной информации об управлении u(t), выходе y(t) и параметрах системы
построить асимптотическую (при t→ +∞) оценку фазового вектора.

Относительно системы (1) делаются следующие предположения.
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— Относительный порядок системы r > 1. Под относительным порядком
понимается число r, такое что

CB′ = 0, CAB′ = 0, . . . , CAr−2B′ = 0, CAr−1B′ 6= 0,

т. е. рассматривается относительный порядок от неизвестного входа ξ(t) к
измеряемому выходу y(t).

— Инвариантные нули системы устойчивы (т.е. Re(s∗) < 0, где s∗ — инвари-
антный ноль системы). Под инвариантными нулями понимаются значения
s ∈ C, для которых понижается ранг матрицы Розенброка:

rankR(s) = rank

[
sI − A −B′
C 0

]
< n+ 1,

т. е. рассматриваются инвариантные нули передаточной функции от ξ(t) к
y(t):

W (s) = C(sI − A)−1B′ =
β(s)

α(s)
, β(s) = detR(s).

— Неизвестный вход (помеха) кусочно-непрерывен и равномерно ограничен,
причем известна его мажоранта, т.е. |ξ(t)| 6 ξ0.

Полученные результаты. Были получены следующие основные результа-
ты [1].

— Предложен новый вид каскадного наблюдателя для системы (1).

— Было сформулировано и доказано необходимое и достаточное условие асимп-
тотической точности оценки для базового случая второго относительного
порядка.

— Для общего случая доказано достаточное условие асимптотической точности
оценки и предложен алгоритм построения наблюдателя.
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Рассматривается упрощенная математическая модель термомеханической
установки [1] в виде управляемой нелинейной системы{

mÿ(t) + βẏ(t) + ky(t) = αE(T (t))
l (∆− y(t))−mg

α
γ Ṫ (t) + T (t) = u, y(0) = y0, ẏ(0) = 0, T (0) = T0, t > 0.

(1)

Отметим, что в термомеханической установке, описанной в работе [1], осу-

ществляется преобразование тепловой энергии в механическую на основе
эффекта памяти формы [2], что выражается в смещении или вибрации дефор-
мируемого материала с памятью формы вследствие изменения его температуры.

В рассматриваемой системе (1) используются следующие обозначения: y —
выходная переменная, характеризующая величину механической деформации
материала с памятью формы [2], при этом предполагается, что 0 < y0 < ∆;
T — температура деформируемого материала, причем 0 6 T ∗1 6 T0 6 T ∗2 ;
m, β, k, α, l, ∆, γ — положительные величины, характеризующие параметры
термомеханической установки; E — модуль Юнга деформируемого материала
(нелинейная характеристика с гистерезисом и насыщением); u — управление в
форме обратной связи по переменной y (u = u(y)).

Модуль Юнга E материала с памятью формы, используемого в термомеха-
нической установке, зависит от температуры T и описывается [2] нелинейным
звеном с гистерезисом и насыщением. Для математического описания этого
звена можно использовать подход, предложенный в [3]. Для этого зададим две
кусочно-линейные характеристики с насыщением E12(T ) и E21(T ), где

E12(T ) =


E1, если T 6 A1;
T−A1

A2−A1
(E2 − E1) + E1, если T ∈ (A1, A2];

E2, если T > A2,

E21(T ) =


E1, если T 6M1;
T−M1

M2−M1
(E2 − E1) + E1, если T ∈ (M1,M2];

E2, если T > M2.

Здесь A1, A2, M1, M2, E1, E2 — положительные константы, определяемые фи-
зическими свойствами материала с памятью формы и связанные следующими
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неравенствами

0 < A1 < A2, 0 < M1 < M2, M1 < A1, M2 < A2, 0 < E1 < E2.

Тогда, в соответствии с [3], отображение E(T ) можно определить как де-
терминированный статический преобразователь (гистерон), преобразующий
непрерывный вход в непрерывный выход, с оператором G

E(T (t)) = G(t0, E(T (t0)))T (t),

который для монотонных входов T (t) определяется равенством

G(t0, E(T (t0)))T (t) =

{
max{E(T (t0)), E12(T (t))}, если T (t) не убывает;

min{E(T (t0)), E21(T (t))}, если T (t) не возрастает.

Здесь t0 — начальный момент времени, E(T (t0)) ∈ Γ — начальное состояние
гистерона, Γ = [E1;E2] — множество возможных состояний гистерона. Для
произвольных непрерывных входов T (t) выходное значение E(T (t)) можно
определить при помощи специальной предельной конструкции, описанной
в [3].

В самой общей формулировке, задача построения работоспособной термо-
механической установки, в терминах модели (1), заключается в выборе таких
параметров m, β, k, α, l, ∆, γ и алгоритма управления u изменением тем-
пературы деформируемого материала, чтобы обеспечивалось колебательное
движение переменной y, изменяющейся в некотором ограниченном проме-
жутке (κ; ∆) (κ 6 0). При этом еще могут накладываться дополнительные
условия, определяющие качество построенной установки (на амплитуду и ча-
стоту колебательного режима, на параметры, отвечающие за размеры установки
и т.д.).

Управление (в силу конструктивных особенностей установки) будем выби-
рать в форме двухпозиционного реле с гистерезисом [3], т.е.

u = ur(y(t)) = R(t0, u(t0), y1, y2)y(t), (2)

где R — оператор, определяющий работу реле; y1, y2 — пороговые значения
реле, удовлетворяющие условию 0 < y1 < y2 < ∆; t0 — начальный момент
времени, u(t0) ∈ Ω — начальное условие для реле; Ω = {u, u} — множество
возможных состояний реле, при этом u < u. Работу реле можно описать
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следующим образом

R(t0, u(t0), y1, y2)y(t) =



u, если y(t) 6 y1,

u, если y(t) > y2,

u(t0), если y(τ) ∈ (y1, y2) ∀τ ∈ [t0, t];

u, если y(t) ∈ (y1, y2) и ∃s ∈ [t0; t) :

y(s) = y1 и y(τ) ∈ (y1, y2) ∀τ ∈ (s, t];

u, если y(t) ∈ (y1, y2) и ∃s ∈ [t0; t) :

y(s) = y2 и y(τ) ∈ (y1, y2) ∀τ ∈ (s, t].

(3)

В настоящей работе получены конструктивные условия на коэффициенты
и начальные значения переменных состояния системы (1) и на параметры
регулятора (2), (3), обеспечивающие возникновение колебательных движений
в соответствующей замкнутой системе.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-57-18006 Болг а).
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ОЦЕНКИ ВКЛАДА ОТДЕЛЬНОЙ КОМПОНЕНТЫ В ОБЩИЙ
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В нашем докладе рассматривается задача об оценке вклада в общий риск
отдельной компоненты портфеля ценных бумаг в случае, когда совместное
распределение всех компонент имеет многомерное распределение с тяжелым
хвостом. Более точно мы исследуем ситуацию, когда хвост такого распределе-
ния правильно меняется, а компоненты вектора зависимы. Задачи такого типа
сейчас очень популярны в финансовой математике.

Начнем с описания класса многомерных распределений, с которым мы бу-
дем работать. Случайный вектор ~X = (X1, . . . , Xd)

T состоит из рисков ценных
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бумаг, входящих в рассматриваемый портфель. Обозначим S = X1 + . . .+Xd).
Наша основная задача состоит в оценке величины E(Xk|S > x) при больших
положительных значениях x. Ранее эта задача была решена в работе Панджера
для случая многомерного гауссовского распределения. Нам удалось обобщить
его результат на случай многомерного эллиптически контурированного устойчи-
вого распределения. В нашем докладе рассматривается ситуация, когда случай-
ный вектор ~X имеет многомерное распределение Линника, характеристическая
функция которого может быть записана в виде: ϕ ~X(t) = 1/(1 + (Σt, t)α/2),
где 0 < α 6 2, Σ – положительно определенная матрица. Можно показать,
что такой случайный вектор допускает представление в следующем виде:
~X =

√
Z · ~W , где Z имеет распределение Миттаг-Леффлера с параметром α/2,

~W имеет многомерное нормальное распределение со средним ноль и матри-
цей ковариаций Σ, причем Z и ~W независимы между собой. Известно, что
хвост распределения с.в. Z правильно меняется с показателем α/2. Основным
результатом нашего доклада является следующая

Теорема 1. В рамках описанной выше модели для α > 1

E(Xk|S > x) ∼ σS,k
σ2
S

· αx

α− 1
, x→∞, (1)

где σS,k =
∑
j

σjk , σ2
S =

∑
i,j

σij.

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 18-11-00155).
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АТАКА НА ПОСТКВАНТОВУЮ КРИПТОСИСТЕМУ
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Изучение постквантовых криптосистем с открытым ключом является од-
ним из актуальных вопросов современной криптографии. Примером такой
криптосистемы является криптосистема Мак—Элиса.

Основываясь на статье [1], была рассмотрена модификация этой
криптосистемы, открытый и секретный ключи которой имеют вид:
Kpub = S(RM |Rand)P, Ksec = (M,P ), где RM = RM(m, r) — порождающая
матрица кода Рида—Маллера порядка r и размерности m, Rand— порождающая
матрица случайного [n, k]—кода, S — невырожденная, а P — перестановочная
матрицы.

Для исследования была взята модель, в которой противнику кроме откры-
того ключа известна порождающая матрица случайного кода Rand, и целью
является восстановление перестановочной матрицы P . С использованием сигна-
турного метода [2] была разработана атака, восстанавливающая P в описанной
выше модели.

Сложность предложенной атаки 6 n · 2S1 +
(
n
2

)
· 2S2 + L!, где S1, S2 — раз-

мерности оболочек выколотых и дважды выколотых кодов [2] соответственно,
L— количество неразличимых столбцов. На основе [3] было доказано, что с
наибольшей вероятностью S1 = 1 и S2 = 1.

Результаты применения предложенной атаки к ключам разного размера
представлены в таблице ниже. Для значений 22 × 128 экспериментальные
данные получены на 1000 матриц, для больших размеров - на 10 матрицах. По
результатам применения атаки подсчитана стойкость рассмотренного варианта
криптосистемы.

Размер Kpub Размер S1 S2 L Стойкость Сложность
(k × n) Kpub в KБайт криптосистемы атаки

(22× 128) 5.6 1 1 7 281 218

(93× 512) 95.2 1 1 10 2350 225

(130× 1024) 266.2 1 1 25 2560 236
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СХЕМА РАСПРЕДЕЛЕННОГО КОНФИГУРАЦИОННОГО

УПРАВЛЕНИЯ В СТЕНДАХ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО
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Системы конфигурационного управления программными проектами (англ.
software configuration management, SCM) и средства контроля версий исходных
текстов находят всё большее применение в отечественной индустрии разра-
ботки ПО, в том числе для критически важных областей. В промышленности
можно встретить использование таких инструментов, как ClearCase / ClearQuest,
Redmine, Bazaar, Mercurial, Subversion, Git и различных надстроек над ними.
Задача усложняется, если в разработке участвуют несколько географически
удалённых организаций с ненадёжным каналом связи между ними в дополне-
ние с требованиями по защите информации от несанкционированного доступа
для отдельных артефактов разработки.

Сотрудники кафедры АСВК факультета ВМК МГУ имени М.В. Ломоносо-
ва много лет принимают участие в развитии технологии создания стендов и
ПО для комплексирования, испытаний и полунатурного моделирования подси-
стем авиационного бортового оборудования [1]. В рамках этих работ автором
предложена архитектура распределенного конфигурационного управления для
разработки функциональных тестов бортовых систем при наличии защища-
емого объекта информатизации с различными уровнями защиты. Отдельное
внимание уделено дифференциации по правам доступа и компетенциям различ-
ных групп разработчиков. Построение системы предполагает использование
ПО с открытым исходным кодом. В качестве основного варианта бэкенда
рассматривается использование системы Git.
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МЕТОД УПРАВЛЕНИЯ ПРОЦЕССАМИ РЕКОНФИГУРАЦИИ

ПКС ПРИ ВЫПОЛНЕНИИ КОНКУРИРУЮЩИХ ЗАПРОСОВ
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В данный момент технология Программно-Конфигурируемых сетей активно
развивается, и проблема безопасности таких сетей стоит особенно остро [1].
При изменении правил маршрутизации на сетевых устройствах могут воз-
никать конфликты, вызванные конкурирующими запросами маршрутизации
потоков через объекты конфигурации. В отличие от «ручной» конфигурации
традиционных сетей, в ПКС контроллер на основе пользовательских запросов
в соответствии с принятыми политиками безопасности автоматически вносит
изменения в конфигурацию сети. Ответственность за корректную работу сети
возлагается на соответствующие приложения контроллера и реализованные в
них методы и алгоритмы. Таким образом, наряду с культурой производства
и внедрения приложений, управляющих сетью, большое значение приобрета-
ет теоретическое обоснование методов и алгоритмов, по которым работают
названные приложения.

В работе проанализированы существующие методы решения проблемы
реконфигурации сети, а также рассмотрены теория временной упорядоченности
правил и улучшенная концепция временных меток, математический аппарат
которых хорошо зарекомендовал себя в работе реляционных баз данных [2].
Для проведения численного эксперимента и моделирования выбран эмулятор
компьютерной сети mininet [3].

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего обра-
зования РФ, номер соглашения 05.613.21.0088, уникальный идентификатор
RFMEFI61318X0088.
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ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ

АППРОКСИМАЦИИ ДЛЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СУММ

НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН
Шевцова Ирина Геннадьевна, Целищев Михаил Андреевич

Кафедра математической статистики, e-mail: ishevtsova@cs.msu.ru, m.tselishchev@cs.msu.ru

С использованием обобщённого равновесного преобразования

F e(x) :=
1

a

(
x+ −

∫ x

−∞
F (y) dy

)
, x ∈ R,

произвольной ф.р. F с первым моментом a 6= 0, в работе выводятся оценки
точности аппроксимации показательным распределением геометрических слу-
чайных сумм независимых квадратично-интегрируемых случайных величин с
одинаковыми ненулевыми средними. Если с.в. X имеет ф.р. F , то под L(X)
понимается распределение с.в. X , а под Le(X) — борелевская мера с ф.р. F e.

Для борелевских мер µ и ν с ф.р. Fµ и Fν , конечными первыми моментами
и µ(R) = ν(R) используется обозначение

ζ1(µ, ν) := sup

{∣∣∣∣∫
R
h dµ−

∫
R
h dν

∣∣∣∣ : h ∈ Lip1(R)

}
=

∫
R

∣∣Fµ(x)− Fν(x)
∣∣ dx,

для метрики Канторовича между µ и ν, которая совпадает с ζ-метрикой Зо-
лотарёва первого порядка в случае, когда µ и ν являются вероятностными
мерами.

Пусть X1, X2, . . .— последовательность квадратично-интегрируемых с.в. с
одинаковыми средними EXn = a 6= 0, Sn :=

∑n
i=1Xi для n ∈ N, S0 := 0. Пусть

E ∼ Exp(1), p ∈ (0, 1), N ∼ Geom(p) независима от {Xn}, N0 := N − 1, и
W := SN

ESN
= pSN

a , W0 :=
SN0

ESN0
=

pSN0

a(1−p) суть нормированные геометрические
суммы. Используя технику, аналогичную [3], а именно, введённое обобщение
равновесного распределения и метод Стейна, мы доказываем верхние оценки
для ζ1(W, E) := ζ1(L(W ) ,Exp(1)) и ζ1(W0, E) := ζ1(L(W0) ,Exp(1)), которые
обобщают результаты [3] на случай знакопеременных {Xn}.

Теорема 1. В сделанных выше предположениях

ζ1(W, E) 6
2p

|a|

∞∑
n=1

P(N=n) ζ1

(
L(Xn),L

e(Xn)
)
6 p

(
EX2

N

a2
− 2P(XN60)

)
,

ζ1(W0, E) 6
p

1− p
· EX

2
N

a2
,

причем равенство во втором неравенстве для оценки ζ1(W, E) достигается,
например, на одинаково распределенных двухточечных {Xn}.

https://ivirt-it.ru/mininet/
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В завершение мы рассматриваем асимптотически наилучшую константу для
метрики Канторовича в теореме Реньи для геометрических случайных сумм
независимых одинаково распределённых с.в.:

CAB := sup
{Xn}∼i.i.d. : EX1 6=0,EX2

1<∞
lim
p→+0

ζ1(W, E)
(EX1)

2

pEX2
1

,

и доказываем, что CAB > 1/4. Эта же нижняя оценка остается справедливой и
для аналогичным образом определённой асимптотически наилучшей константы
для W0. Таким образом, константы C и C0 в неравенствах вида

ζ1(W, E) 6 CpEX2
N/a

2, ζ1(W0, E) 6 C0pEX
2
N/a

2,

для которых теорема 1 влечет верхние оценки C,C0 6 1, не могут быть мень-
ше 1/4, даже если ограничиться случаем малых значений p и фиксированного
(не зависящего от p) распределения слагаемых {Xn}, исключающего схему
серий.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проекты № 20-31-70054, 19-07-
01220, и гранта Президента МД–189.2019.1.
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ПОРОГОВАЯ ОБРАБОТКА ВЕЙВЛЕТ-КОЭФФИЦИЕНТОВ

СИГНАЛА В МОДЕЛИ СО СЛУЧАЙНОЙ СЕТКОЙ

Шестаков Олег Владимирович
Кафедра математической статистики, e-mail: oshestakov@cs.msu.ru

Методы пороговой обработки широко используются для подавления шума
и компрессии данных в задачах анализа и обработки сигналов. При этом сна-
чала осуществляется вейвлет-разложение функции сигнала, приводящее к ее
экономному (разреженному) представлению, а затем обнуляется часть коэф-
фициентов разложения, которые считаются шумом. Наиболее распространены
методы жесткой и мягкой пороговой обработки. Для модели отсчетов сигнала,
заданных на равномерной сетке и содержащих белый гауссовский шум, эти
методы хорошо изучены [1]. Также изучены статистические свойства оценки
среднеквадратичного риска. Показано, что при определенных условиях она
оказывается сильно состоятельной и асимптотически нормальной [2].

В некоторых экспериментах нет возможности регистрировать отсчеты сиг-
нала через равные промежутки времени, а иногда природа сигнала такова,
что регистрация его отсчетов производится в случайные моменты. Например,
моменты регистрации отсчетов могут образовывать пуассоновский процесс.
Такие модели возникают в астрономии при анализе излучения звезд. В работе
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[3] показано, что если моменты регистрации отсчетов образуют вариацион-
ный ряд, построенный по выборке из равномерного распределения на отрезке
регистрации сигнала, то использование обычной пороговой обработки вейвлет-
коэффициентов оказывается адекватным, и верхняя оценка среднеквадратично-
го риска остается такой же, как в модели с фиксированной равномерной сеткой.
В докладе проводится анализ оценки среднеквадратичного риска пороговой
обработки и показывается, что статистические свойства этой оценки также
не меняются при переходе от фиксированной равномерной сетки отсчетов к
случайной [4].

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект
№ 18-11-00155).
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ПОСТРОЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ РАСЧЕТНОЙ СЕТКИ

ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ВНЕШНЕГО ОБТЕКАНИЯ

ТРЕУГОЛЬНОГО КРЫЛА
Широков Иван Анатольевич

Кафедра вычислительных методов, e-mail: ivanshirokov@inbox.ru

Качество численного моделирования обтекания реальных летательных аппа-
ратов, помимо характеристик разностного алгоритма, в большой мере определя-
ется качеством используемой пространственной сетки. Таким образом, задача
построения «хороших» пространственных сеток приобретает первостепенное
значение. В данной работе предлагается алгоритм построения расчетной сет-
ки на поверхности модели в форме треугольного крыла. Геометрия модели
описана в [1, 2]. Модель имеет форму пластины в форме равнобедренного
треугольника (рис. 1).

Общая идея алгоритма основана на покрытии поверхности модели мно-
гоугольниками (в большинстве четырехугольниками), по форме близких к
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Рис. 1: Общий вид модели.

квадратам. Многоугольники, которые находятся близко друг другу, имеют
приблизительно равный размер.

Разделим поверхность модели на несколько областей: носовое закругление,
верхняя и нижняя поверхности, боковые закругления и хвостовая поверхность.
Боковые закругления составим из полуэллипсов на равном расстоянии друг от
друга. Эти полуэллипсы должны образовывать нужный радиус закругления и
плавно сопрягаться с полусферической носовой частью и хвостовой поверхно-
стью. На каждом полуэллипсе равномерно располагаются точки сетки.

После построения поверхностной сетки расчетная сетка в пространстве
вокруг модели строится с помощью библиотеки TetGen. Расчёты проводились
на основе квазигазодинамического алгоритма [3, 4].

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 19-11-00169).
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АНАЛИЗ ПАРАМЕТРОВ ЕМКОСТНОГО

ВЫСОКОЧАСТОТНОГО ГАЗОВОГО РАЗРЯДА

Шишкин Алексей Геннадиевич
Кафедра автоматизации научных исследований, e-mail: shishkin@cs.msu.ru

Для травления полупроводниковых структур в микроэлектронике, а также
для обработки материалов различного рода широко применяются плазмен-
ные установки на основе емкостного ВЧ газового разряда. Однако типичные
устройства такого рода обладают большим недостатком, заключающимся в
невозможности одновременного контроля за потоком частиц и их энергией.
Для функционального разделения этих процессов в последнее время стали
использовать «комбинированные разряды», возбужденные двумя источниками
переменного напряжения с разной частотой или одним источником переменного
напряжения и одновременно одним источником постоянного [1–4]. Добавление
источника постоянного напряжения увеличивает разность потенциалов в слое,
а также среднюю энергию вторичных электронов, что ведет к их более высокой
ионизационной способности. При достаточно высоком давлении это стано-
вится доминирующим процессом и увеличивает поток ионов, попадающих на
электрод, а, следовательно, и эффективность разряда.

Для численного исследования процессов, происходящих в комбинированном
ВЧ разряде использована двумерная математическая модель, основанная на
совместном решении уравнений непрерывности и передачи импульса для поло-
жительно и отрицательно заряженных ионов и электронов, а также уравнения
электронного баланса энергии и уравнения Пуассона для потенциала электри-
ческого поля. Электронные кинетические коэффициенты, которые являются
функцией только средней энергии электронов, получаются из локальной функ-
ции распределения электронов, найденной с помощью стационарного решения
уравнения Больцмана в двучленном приближении.

На основе разработанной математической модели был выполнен сравнитель-
ный анализ влияния источников постоянного и ВЧ напряжения на плотность
ионов в комбинированном радиочастотном разряде. При помощи сравнения
полученных результатов для профилей плотностей электронов и ионов, а также
ширины приэлектродных слоев показано, что варьирование параметров одного
из источников позволяет управлять такими плазменными параметрами, как
плотность и энергия ионов, попадающих на электроды.

Результаты теоретических и экспериментальных исследований позволяют
сделать вывод о том, что использование дополнительного источника постоянно-
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го напряжения при соответствующим образом выбранных значениях давления
и входной мощности позволяет получить требуемые характеристики обрабаты-
ваемых изделий.
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КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ КОЭФФИЦИЕНТА

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ А-С, ПОСТРОЕНИЕ

ЭМПИРИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА С УЧЕТОМ

ТЕПЛОПРОВОДЯЩИХ СВОЙСТВ А-С.
Шумкин Георгий Николаевич

Кафедра автоматизации научных исследований, докторант, e-mail: georgiy-sh@yandex.ru

Аморфный углерод представляет собой перспективный материал для памяти
на фазовых переходах [1]. Для понимания свойств переключения важно объяс-
нить температурную зависимость коэффициента теплопроводности, исследо-
вать зависимость коэффициента теплопроводности от молекулярной структуры.
Частично известна экспериментальная зависимость для коэффициента тепло-
проводности [2,3], но не в полном температурном диапазоне 600–2200 K, как
сделано в этой работе, кроме того, неясна взаимосвязь молекулярной структуры
аморфного углерода и его коэффициента теплопроводности.

Квантовомеханический расчет. В работе представлены результаты кван-
товомеханических расчетов молекулярной динамики для вычисления коэффи-
циента теплопроводности в диапазоне 600–2200 K согласно методике из [4].
Проведено исследование влияния ангармонических эффектов на теплопроводя-
щие свойства аморфного углерода, а также выполнено сравнение с экспери-
ментальными данными [2,3].
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Построение эмпирического потенциала. В работе обсуждается вопрос
построения эмпирического потенциала для корректного описания теплопрово-
дящих свойств аморфного углерода. Рассматривается возможность построения
эмпирического потенциала для аморфного углерода на основе гармонического
и стохастического потенциалов.

Автор выражает благодарность профессору А.М. Попову за ценные советы.
Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-31-00253-мол-а).
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ДЕЦЕНТРАЛИЗОВАННАЯ СХЕМА ЗАЩИЩЕННОГО

СОЗДАНИЯ И ХРАНЕНИЯ БАЗ ДАННЫХ

Черепнёв Михаил Алексеевич
Кафедра информационной безопасности, e-mail: cherepniov@gmail.com

Технология «блокчейн» [1,2] решает рассматриваемую задачу с большими
погрешностями [3]. Все дело в том, что известная с 15 века в открытой печати
бухгалтерская технология двойной записи реализована в блокчейне так, что
появились дополнительные свойства, делающие эту систему уязвимой по отно-
шению к атакам, связанным с отсутствием аутентификации пользователей, сти-
мула к поиску ошибок, с контролем над сетью или введением дополнительных
больших вычислительных мощностей. В качестве прототипа нового протокола,
лишенного этих недостатков, мы берем процедуру голосования на Новгород-
ском вече 12–14 века и процедуру поручительства среди стрельцов 17 века.

Для построения схемы мы предлагаем использовать протоколы слепой
коллективной подписи и децентрализованной аутентификации. Все записи в
базе снабжаются метками времени.

За основу возьмем протокол стираемой подписи Шаума [4,5]. Он допол-
нительно обеспечивает невозможность собирать досье на участников обмена.
В этом протоколе у каждого i-го участника есть секретный ключ di ∈ Z∗q и
открытый ключ в виде пары (g, gdi), где вычисления проводятся в некоторой
мультипликативной циклической группе порядка q с образующим элементом g.
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Для решения проблемы децентрализованной аутентификации каждый участ-
ник обмена должен вести список доверенных лиц, который хранится в общей
базе за его подписью. В список он заносит людей, опираясь на физическую
аутентификацию и/или на проверку подписанного цифрового следа этих людей
в социальных сетях, базе смс и телефонных соединений, электронных изданиях
и т. д. (чем больше подписей участник обмена поставит под этими документами
тем больше доверия к его открытому ключу и выше безопасность его работы).

Теперь протокол слепой коллективной подписи. Прежде всего пересылка
сообщений (своих и полученных от других участников) осуществляется двум
случайным абонентам из своего доверенного списка за своей подписью. Прове-
ряя эту подпись, они пересылают информацию дальше уже за своей подписью.
Таким образом, на конечном получателе проверка подписи исходного отправи-
теля не требуется. То есть происходит распараллеливание алгоритма проверки
подписи, предусмотренного протоколом Шаума. Сам протокол слепой подписи
состоит в том, что вместо сообщения m на подпись отправляется t = h(m)r, где
r ∈ Z∗q — случайно, а h— некоторая хеш-функция. Получив подпись tdi, отпра-
витель возводит её в степень r−1 (mod q) и получает подпись h(m)di. Если ему
удалось за реальное время все необходимые подписи получить, то он размещает
их, а также t и r в базе. Иначе возникает «отказ в обслуживании». Другими сло-
вами он рассылает сведение о появлении новой записи в базе по той же схеме,
то есть через двух случайных абонентов из своего доверенного списка. Теперь
любой сможет проверить, что сообщение подписано, а значит получено всеми.

Абоненты, ставя свои подписи вслепую, ориентируются лишь на число
подписанных ими сообщений и на число записей в базе. В случае большого
расхождения (то есть если часто возникает «отказ в обслуживании») абонент
должен иметь возможность использовать другую или дополнительную сеть. Ес-
ли чьи-то подписи в новой записи окажутся неверны, то вся запись признается
недействительной.

Работа поддержана грантом РФФИ 18-29-03124.
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НОВЫЕ БОЛЕЕ ТОЧНЫЕ ОЦЕНКИ ФУНКЦИИ ШЕННОНА
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Рассматривается одна из первых «классических» задач теории дискретных
управляющих систем — задача синтеза контактных схем из неориентированных
контактов (КС), реализующих функции алгебры логики (ФАЛ), которая была
поставлена К. Шенноном [1] ещё в 1949 г. Напомним, что под сложностью КС
понимается число её рёбер (контактов), а сложность LК(f) ФАЛ f определяется
как минимальная сложность реализующих её КС. После этого обычным обра-
зом для n = 1, 2, . . . вводится функция Шеннона LК(n), равная максимальной
сложности ФАЛ от n булевых переменных. Аналогично определяется функция
Шеннона LОК(n) для класса КС из ориентированных контактов. В работе [1]
К. Шеннон доказал, что (1−o(1))2n

n 6 LК(n) 6 (4+o(1))2n

n , а О. Б. Лупанов [2]
получил оценки

2n

n

(
1 +

(2− o(1)) log n

n

)
6 LК(n) 6

2n

n

(
1 +O

( 1√
n

))
, (1)

которые легко переносились на LОК(n). В работе [3] Ложкин С. А. установил
для LОК(n) асимптотические оценки высокой степени точности
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2n

n

(
1 +O

(2 log n+O(1)
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,

которые имеют относительную погрешность (ОП) вида O( 1
n). В последующие

годы оценки с такой же или близкой к ней ОП были получены для многих
функций Шеннона за исключением, пожалуй, только LК(n). Настоящая работа
уточняет верхнюю оценку (1) следующим образом

LК(n) 6
2n

n

(
1 + 2

√
2

n

(
1 + o(1)

))
.
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