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Аннотация: В работе предлагается язык позитивной силлогистики, алфавит которого
содержит все силлогистические константы. Сами эти константы понимаются как знаки
отношений между двумя непустыми множествами (объемами двух общих терминов).
Среди указанных отношений особое место занимают те, которым соответствует в точно-
сти одна из пяти диаграмм Эйлера–Жергонна: (1) равенство множеств, (2) строгое вклю-
чение первого множества во второе, (3) строгое включение второго множества в первое,
(4) перекрещивание множеств, (5) несовместимость множеств. Остальные отношения
представляют из себя комбинации эйлеровских. Каждая константа k в предлагаемом
силлогистическом языке кодируется последовательностью чисел от 1 до 5, указываю-
щих на номера тех эйлеровских отношений, при которых простое высказывание формы
SkP принимает значение «истина». Например, отношение включения одного непустого
множества в другое репрезентирует константа 12, а отношение совместимости двух непу-
стых множеств — константа 1234. Задается точная теоретико-множественная семантика
данного «универсального» языка, соответствующая интуитивному пониманию силлоги-
стических констант. Вводятся понятия выразимости силлогистической константы в «ло-
кальном» языке, содержащем лишь некоторые из таких констант, и полноты множества
исходных констант некоторого «локального» языка. Константа k выразима в локальном
силлогистическом языке с неким набором исходных силлогистических констант, если и
только если в этом локальном языке найдется формула A, содержащая в точности два
термина S и P , такая что A эквивалентна формуле SkP в семантике универсального
силлогистического языка. Множество силлогистических констант {k1, k2,. . . , km} назы-
вается полным, если и только если любая силлогистическая константа выразима в языке
с исходными силлогистическими константами k1, k2,. . . , km. В качестве примера дока-
зывается полнота множества исходных констант традиционной силлогистики (a, e, i, o)
и множества исходных констант силлогистики Венна (знаков пяти эйлеровских отноше-
ний). В универсальном силлогистическом языке строится аксиоматическое исчисление,
доказываются метатеоремы о его непротиворечивости и полноте.
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1. Что такое силлогистическая константа?

Ассерторическая силлогистика, как известно, является учением о выво-
дах из простых категорических высказываний. Эти высказывания можно
считать результатом сочленения двух общих терминов с помощью особого
логического термина, который принято называть силлогистической кон-
стантой. Силлогистическая константа при таком подходе — это единый
термин, включающий и внутреннюю связку, и квантор. Указанное един-
ство особенно наглядно в аристотелевской формулировке категорических
высказываний, где на первом месте стоит предикат, на втором силлоги-
стическая константа, а в самом конце субъект, например, «P присуще вся-
кому S», «P не присуще некоторым S». Схоласты формулировали кате-
горические высказывания иначе, с другой последовательностью терминов:
квантор — субъект — внутренняя связка — предикат, например, «Все S
есть P», «Некоторые S не есть P». Но и они при формальной записи этих
высказываний (например, SaP , SoP ) соединяли квантор и связку в один
логический термин — a, e, i и o.

Что же репрезентируют силлогистические константы? При доминиру-
ющем в исследованиях по силлогистике экстенсиональном подходе они рас-
сматриваются как знаки отношений между двумя множествами — объема-
ми субъекта и предиката категорического высказывания. Так, константа
a обычно трактуется как знак (нестрогого) включения объема субъекта
в объем предиката, константа i — как знак совместимости этих объемов
(наличия в данных множествах общих элементов), константа e — как знак
несовместимости указанных множеств, константа o — как знак невключе-
ния первого объема во второй.

В качестве семантического инструмента в силлогистике широко исполь-
зуются круговые диаграммы:
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Рис. 1. Диаграммы Эйлера–Жергонна

Каждая из этих диаграмм изображает определенное отношение между
двумя множествами, которые являются объемами общих терминов S и P :

1) равенство объемов S и P ;

2) строгое включение объема S в объем P ;
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3) строгое включение объема P в объем S ;

4) перекрещивание объемов S и P ;

5) несовместимость (внеположенность) объемов S и P.

При этом предполагается, что оба эти множества непусты. Будем называть
указанные пять отношений «эйлеровскими».

Нетрудно заметить, что лишь одна стандартная силлогистическая кон-
станта из четырех (а именно e) репрезентирует эйлеровское отношение (от-
ношение 5). Высказывание формы SeP истинно лишь в том случае, когда
объемы S и P не имеют общих элементов. При всех иных эйлеровских отно-
шениях между этими (непустыми) множествами SeP оказывается ложным.
Что касается других стандартных силлогистических констант (a, i и o), то
категорические высказывания, образованные с их помощью, истинны при
нескольких различных эйлеровских отношениях между объемами субъекта
и предиката: SaP истинно при отношениях 1–2, SiP — при отношениях 1–4,
SoP — при отношениях 3–5.

В истории логики предпринимались попытки построения силлогисти-
ческих теорий с нестандартными исходными наборами силлогистических
констант. Так, Н.А. Васильев [Васильев, 1910] предложил использовать
вместо неопределенно-частных высказываний (SiP и SoP ) определенно-
частное: «Только некоторые S есть P». Оно принимает значение «истина»,
е.т.е. (если и только если) объемы S и P находятся в отношениях 3 или 4.

Дж. Венн [Venn, 1881] предложил систему силлогистического типа с пя-
тью исходными видами категорических высказываний: четырьмя утверди-
тельными и общеотрицательным. При выделении четырех разновидностей
утвердительных высказываний он опирался на классификацию суждений
У. Гамильтона, который указывал на необходимость учета квантифика-
ции не только субъекта, но и предиката. При таком подходе утвердитель-
ные высказывания можно разделить на обще-общие («Все S есть все P»),
обще-частные («Все S есть некоторые P»), частно-общие («Некоторые S
есть все P») и частно-частные («Некоторые S есть некоторые P»).

Высказывания каждого из пяти видов логики Венна истинны ровно при
одном эйлеровском отношении между объемами S и P : общеотрицатель-
ные, как уже говорилось, при отношении 5, а что касается утвердитель-
ных, то обще-общие истинны при отношении 1, обще-частные при отноше-
нии 2, частно-общие при отношении 3, частно-частные при отношении 4.
Для каждого из перечисленных видов высказываний можно ввести свою
собственную силлогистическую константу, репрезентирующую определен-
ное эйлеровское отношение между двумя непустыми множествами.
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Выше уже отмечалось, что кроме эйлеровских имеются и иные би-
нарные отношения между непустыми множествами: отношение нестрогого
включения, соответствующее константе a, отношение объемной совмести-
мости, соответствующее константе i, отношение, фиксирующееся в истин-
ном определенно-частном высказывании, и др. Очевидно, что число всех
возможных отношений между двумя непустыми множествами равно мощ-
ности множества всех подмножеств {1, 2, 3, 4, 5}, т. е. тридцати двум.
Каждому из этих отношений можно сопоставить свою уникальную силло-
гистическую константу.

Удобно в запись произвольной силлогистической константы k включать
номера тех эйлеровских отношений, при которых категорическое высказы-
вание формы SkP истинно.

Запись констант, репрезентирующих сами эйлеровские отношения, бу-
дет включать одно число (от 1 до 5), которое совпадает с номером соответ-
ствующего отношения. Тогда, например, формой обще-общих утвердитель-
ных высказываний будет выражение S1P , а формой общеотрицательных
высказываний — выражение S5P .

Константы, репрезентирующие 26 неэйлеровских отношений между
двумя непустыми множествами, будут представлять собой многокомпо-
нентные последовательности чисел. Например, константа a будет записы-
ваться как 12 (а форма высказывания «Все S есть P» как S12P ), констан-
та i как 1234, константа o как 345, а константа, образующая определенно-
частное высказывание, как 34. Договоримся располагать числа в составе
многокомпонентных констант в порядке их возрастания.

Еще одна константа, которая выделяется с целью общности рассмотре-
ния, является нулькомпонентной. Она репрезентирует «пустое» отноше-
ние, т. е. такое отношение, в котором не находятся никакие два непустых
множества. Форма высказывания, образованного с помощью нулькомпо-
нентной константы, будет фиксироваться выражением SP .

Другим предельным случаем отношения между двумя непустыми мно-
жествами является «универсальное» отношение, т. е. отношение, в котором
находятся любые два таких множества. Данное отношение репрезентиру-
ется константой 123451.

Таким образом, силлогистической константой назовем последователь-
ность (возможно пустую) x1x2 . . . xn попарно различных чисел из множе-
ства {1, 2, 3, 4, 5}, расположенных по возрастанию.

1Нулькомпонентная константа и константа 12345 яваляются, по сути, силлогистиче-
скими аналогами пропозициональных констант ложности и истинности, соответственно.
Как будет показано ниже, SP является формой логически ложного , а S12345P формой
логически истинного простого высказывания.
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Учитывая, что за каждым числом xi в составе некоторой силлогистиче-
ской константы k стоит определенная круговая диаграмма, числовой код
x1x2 . . . xn задает полный список эйлеровских отношений, при которых вы-
сказывание формы SkP принимает значение «истина». А сама константа k
с семантической точки зрения репрезентирует такое отношение между объ-
емами терминов S и P, которое является объединением эйлеровских отно-
шений, кодируемых числами x1, x2, . . . , xn.

2. Универсальный язык позитивной силлогистики
и его семантика

Построим позитивную силлогистику, язык которой содержит тридцать
две силлогистические константы — знаки всех возможных бинарных отно-
шений между непустыми множествами.

С использованием данного «универсального» силлогистического язы-
ка и логики, в нем построенной, может быть развита общая метатеория
силлогистических констант позитивной силлогистики. В ее рамках мож-
но выделять различные свойства этих констант и отношения между ними.
Появляется возможность ввести точное понятие выразимости (определимо-
сти) силлогистической константы в «локальном» силлогистическом языке,
содержащем не все силлогистические константы. Также могут быть иссле-
дованы различные характеристики множеств (наборов) силлогистических
констант, в том числе введено понятие полного множества констант и сфор-
мулирована задача по установлению критериев полноты.

Итак, под универсальным силлогистическим языком будем понимать
язык позитивной силлогистики, алфавит которого содержит все силло-
гистические константы. Помимо них в алфавит включаются бесконечный
список общих терминов, пропозициональные связки и скобки. Атомарные
формулы универсального силлогистического языка имеют вид SkP , где S
и P — общие термины, а k – произвольная силлогистическая константа
(если константа k представляет собой пустую последовательность, то SkP
записывается как SP ). Сложные формулы образуются обычным способом
с помощью пропозициональных связок. Будем обозначать множество всех
формул данного языка как LU.

Сформулируем точную семантику универсального силлогистического
языка, основываясь на содержательных интуициях, изложенных в преды-
дущем разделе.

Моделью назовем пару 〈D, ϕ〉, где D — произвольное непустое множе-
ство, ϕ — функция, сопоставляющая каждому общему термину некоторое
непустое подмножество D: ϕ(S) ⊆ D и ϕ(S) 6= ∅.
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Определим понятие значимости (истинности) формулы A ∈ LU в моде-
ли 〈D, ϕ〉. С этой целью введем трехместный предикат V. V(A,D, ϕ) чита-
ется так: «формула A значима в модели 〈D, ϕ〉».

Зададим сначала условия значимости атомарных формул, образован-
ных посредством нулькомпонентной константы:
V∅. Неверно, что V(SP,D, ϕ)

(т. е. формулы вида SP не являются значимыми ни в какой модели).
Зададим далее условия значимости атомарных формул, образованных

посредством однокомпонентных силлогистических констант:
V1. V(S1P,D, ϕ), е.т.е. ϕ(S) = ϕ(P );
V2. V(S2P,D, ϕ), е.т.е. ϕ(S) ⊂ ϕ(P );
V3. V(S3P,D, ϕ), е.т.е. ϕ(P ) ⊂ ϕ(S);
V4. V(S4P,D, ϕ), е.т.е. ϕ(S) ∩ ϕ(P ) 6= ∅ и ϕ(S)�ϕ(P ) 6= ∅ и

ϕ(P )�ϕ(S) 6= ∅;
V5. V(S5P,D, ϕ), е.т.е. ϕ(S) ∩ ϕ(P ) = ∅

(V1–V5 фиксируют в теоретико-множественном языке те же самые эйле-
ровские отношения, которые изображены на круговых диаграммах 1–5).

Зададим наконец условия значимости атомарных формул, образован-
ных посредством многокомпонентных силлогистических констант. Пусть
силлогистическая константа k представляет собой последовательность
x1x2 . . . xn попарно различных чисел из множества {1, 2, 3, 4, 5}, распо-
ложенных по возрастанию, причем 2 6 n 6 5.
VM . V(Sx1x2 . . . xnP,D, ϕ), е.т.е. V(Sx1P,D, ϕ) или V(Sx2P,D, ϕ)

или . . . или V(SxnP,D, ϕ)

(формула, образованная с помощью многокомпонентной константы, зна-
чима в некоторой модели, е.т.е. в этой модели значима хотя бы одна фор-
мула, образованная с помощью однокомпонентной константы, входящей в
данную многокомпонентную константу).
VC . Условия значимости сложных формул стандартные.

Формула A ∈ LU общезначима в семантике универсального силло-
гистического языка (U-общезначима), е.т.е. V(A,D, ϕ) в любой модели
〈D, ϕ〉.

Формула A ∈ LU выполнима в семантике универсального силлогисти-
ческого языка (U-выполнима), е.т.е. V(A,D, ϕ) по крайней мере в одной
модели 〈D, ϕ〉.

Из сформулированных выше условий значимости вытекает, что форму-
ла вида S12345P общезначима в данной семантике, а формула вида SP не
является выполнимой.
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Верным является также следующее утверждение: если силлогистиче-
ская константа k содержит число 1, то формула SkS общезначима в семан-
тике универсального силлогистического языка; в противном случае форму-
ла SkS не является выполнимой. Заметим, что известные законы силлоги-
стического тождества SaS и SiS являются частными случаями общезна-
чимых формул вида SkS, где константа k содержит 1, ведь a в нашей
записи — это 12, а i — 1234.

В построенной логике имеют место обобщения других известных за-
конов традиционной силлогистики: силлогистических вариантов законов
противоположностей (напр., ¬(SaP ∧ SeP )) и законов исключенного тре-
тьего (напр., SiP ∨ SoP ). Если константы k1 и k2 не содержат в своем со-
ставе ни одного одинакового числа, то формула Sk1P ∧ Sk2P не является
выполнимой (а значит ¬(Sk1P ∧ Sk2P ) общезначима). Если каждое число
из множества {1, 2, 3, 4, 5} входит в состав хотя бы одной из констант —
k1 или k2, то формула Sk1P ∨ Sk2P общезначима.

Формулы A и B эквивалентны в семантике универсального силлоги-
стического языка, е.т.е. для любой модели 〈D, ϕ〉 верно, что V(A,D, ϕ),
е.т.е. V(B,D, ϕ).

Из VM и VC следует, что формула Sx1x2 . . . xnP эквивалентна формуле
Sx1P ∨ Sx2P ∨ . . . ∨ SxnP .

Можно сформулировать принцип установления отношения противо-
речия между атомарными формулами с одинаковыми субъектами и пре-
дикатами: если константы k1 и k2 не содержат в своем составе ни одного
одинакового числа и каждое число из множества {1, 2, 3, 4, 5} входит
в состав хотя бы одной из этих констант, то формула Sk1P эквивалент-
на формуле ¬Sk2P и протворечит формуле Sk2P . Частным случаем этого
принципа являются законы диагоналей логического квадрата: SaP (т. е.
S12P ) противоречит SoP (т. е. S345P ), а SeP (т. е. S5P ) противоречит
SiP (т. е. S1234P ).

В рамках данной силлогистики можно развить интересное учение об об-
ращении. Приведем некоторые результаты, связанные с данным вопросом.
Если силлогистическая константа k не содержит чисел 2 и 3 или же содер-
жит как число 2, так и число 3, то формула SkP эквивалентна формуле
PkS. Если силлогистическая константа k1 содержит число 2, но не содер-
жит число 3, а константа k2 получается из k1 заменой 2 на 3, то формула
Sk1P эквивалентна формуле Pk2S. Если силлогистическая константа k1

содержит число 3, но не содержит число 2, а константа k2 получается из
k1 заменой 3 на 2, то формула Sk1P эквивалентна формуле Pk2S.

Докажем метатеорему об эквивалентной замене.
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Теорема 1. Пусть A и B — произвольные формулы из LU, CA — фор-
мула данного языка с выделенным вхождением подформулы A, а CB —
формула, получающаяся в результате замены выделенного вхождения A
в CA на формулу B. Если формулы A и B эквивалентны в семантике
универсального силлогистического языка, то формулы CA и CB также
эквивалентны в этой семантике.

Доказательство. Доказательство ведется индукцией по числу пропози-
циональных связок в формуле CA.

Базис индукции. Пусть CA не содержит пропозициональных связок,
т. е. это атомарная формула. Тогда CA P A, а CB P B. Поэтому если A и
B эквивалентны в семантике универсального силлогистического языка, то
CA и CB также эквивалентны в ней.

Индуктивный переход. Допустим, что теорема верна для любой фор-
мулы с меньшим, чем у CA, числом пропозициональных связок.

Пусть главным знаком в формуле CA является отрицание, тогда CA
имеет вид ¬DA, а CB имеет вид ¬DB. Формула DA имеет меньше про-
позициональных связок, чем CA, поэтому, по индуктивному допущению,
если A эквивалентна B, то DA эквивалентна DB. А из последнего, в си-
лу семантики пропозиционального отрицания, вытекает, что формула ¬DA

эквивалентна формуле ¬DB.
Пусть главным знаком в формуле CA является конъюнкция, тогда CA

имеет вид DA ∧ E либо D ∧ EA. В первом случае формула CB имеет вид
DB ∧ E, во втором – D ∧ EB. Рассмотрим первый случай (второй анало-
гичен). Формула DA имеет меньше пропозициональных связок, чем CA,
поэтому, по индуктивному допущению, если A эквивалентна B, то DA эк-
вивалентна DB. В силу условий значимости конъюнктивных формул, если
DA эквивалентна DB, то DA ∧E (т. е. CA) эквивалентна DB ∧E (т. е. CB).
По транзитивности имеем: если A эквивалентна B, то CA эквивалентна CB.

В случаях, когда главным знаком формулы CA являются иные пропо-
зициональные связки, рассуждение осуществляется аналогично. �

3. Локальные силлогистические языки
и полные множества силлогистических констант

Обычно в язык позитивной силлогистики в качестве исходных вводят
не все, а только часть силлогистических констант. Такие языки будем на-
зывать «локальными». К числу локальных относятся языки традиционной
силлогистики, силлогистик Венна и Васильева.

При семантическом построении силлогистики в локальном языке ис-
ходным константам сопоставляются некоторые отношения между объема-
ми двух общих терминов (мы будем рассматривать лишь случай, когда эти
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термины непусты). Предполагается, однако, что этих отношений достаточ-
но для того, чтобы выразить и все другие бинарные объемные отношения.
В таком случае можно считать множество исходных констант полным.

Используя семантику универсального силлогистического языка, введем
точные определения выразимости константы в локальном языке и полноты
множества силлогистических констант.

Пусть {k1, k2,. . . , km} — множество исходных силлогистических кон-
стант некоторого локального языка. Каждая константа kj из этого множе-
ства записывается с использованием числового кода, о котором шла речь
в предыдущем разделе, т. е. основываясь на семантике этого языка, мы в
самой записи kj фиксируем те эйлеровские отношения между объемами S
и P , при которых высказывание формы SkjP истинно.

Константа k выразима в локальном силлогистическом языке с исходны-
ми силлогистическими константами k1, k2,. . . , km, е.т.е. в этом локальном
языке найдется формула A, содержащая в точности два термина S и P ,
такая что A эквивалентна формуле SkP в семантике универсального сил-
логистического языка.

Например, константа 12 (т. е. a) выразима в языке силлогистики Венна
с исходными константами 1, 2, 3, 4, 5, поскольку в этом языке найдется
формула, а именно S1P ∨ S2P , которая содержит термины S и P и экви-
валентна в семантике универсального языка формуле S12P .

Другой пример. Константа 1 выразима в языке с исходными констан-
тами 12, 1234, 345, 5 (они соответствуют стандартным константам тради-
ционной силлогистики a, i, o, e), так как в этом языке найдется формула,
а именно S12P ∧ P12S, которая содержит термины S и P и эквивалентна
в семантике универсального языка формуле S1P .

Множество силлогистических констант {k1, k2,. . . , km} называется пол-
ным, е.т.е. любая силлогистическая константа выразима в языке с исход-
ными силлогистическими константами k1, k2,. . . , km.

Рассмотрим два локальных языка (язык силлогистики Венна и язык
традиционной силлогистики) и докажем полноту множеств их исходных
констант. Пусть LV — множество формул языка силлогистики Венна,
а LT — множество формул языка традиционной силлогистики.

Теорема 2. Множество исходных констант силлогистики Венна
{1, 2, 3, 4, 5} является полным.

Доказательство. При семантическом построении силлогистики Венна
используем модели того же типа, что и в семантике универсального силло-
гистического языка. В данном локальном языке имеется всего пять видов
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атомарных формул. Условия значимости для них — это V1–V5. Для опре-
деления условий значимости сложных формул используем VC . V-общезна-
чимой назовем формулу A ∈ LV, значимую в любой модели при V, вклю-
чающем V1–V5, VC .

Нужно показать, что все тридцать две силлогистические константы
универсального языка выразимы в рассматриваемом локальном языке. Эти
константы, как уже говорилось, бывают однокомпонентными, многокомпо-
нентными и нулькомпонентными.

Все однокомпонентные константы входят в множество исходных кон-
стант локального языка, а условия значимости атомарных формул с этими
константами в семантиках универсального и локального языков совпадают.
Поэтому все они выразимы в данном локальном языке.

Произвольная многокомпонентная константа x1x2 . . . xn также вы-
разима в нем, поскольку в семантике универсального языка формуле
Sx1x2 . . . xnP эквивалентна формула Sx1P ∨Sx2P ∨. . .∨SxnP , содержащая
в точности два общих термина S и P .

Нулькомпонентная силлогистическая константа также является выра-
зимой: формуле SP в семантике универсального языка эквивалентна лю-
бая невыполнимая формула локального языка, содержащая лишь термины
S и P , например, формула S2S ∧ P2P . �

Теорема 2 дает более простой критерий полноты произвольного мно-
жества силлогистических констант: множество констант {k1, k2,. . . , km}
является полным, е.т.е. в языке с исходными константами k1, k2,. . . , km
выразимы константы 1, 2, 3, 4, 5.

Будем использовать этот критерий при доказательстве следующей ме-
татеоремы.

Теорема 3. Множество исходных констант традиционной силлогисти-
ки {a, e, i, o} является полным.

Доказательство. Семантика традиционной позитивной силлогистики
обычно строится следующим образом. Используется тот же класс моде-
лей 〈D, ϕ〉, где D 6= ∅, ϕ(S) ⊆ D и ϕ(S) 6= ∅. Условия значимости четырех
типов атомарных формул определяются так:
Va. V(SaP,D, ϕ), е.т.е. ϕ(S) ⊆ ϕ(P );
Ve. V(SeP,D, ϕ), е.т.е. ϕ(S) ∩ ϕ(P ) = ∅;
Vi. V(SiP,D, ϕ), е.т.е. ϕ(S) ∩ ϕ(P ) 6= ∅;
Vo. V(SoP,D, ϕ), е.т.е. ϕ(S)�ϕ(P ) 6= ∅.
Для сложных формул принимаются стандартные условия значи-

мости (VC). T-общезначимой назовем формулу A ∈ LT, значимую в любой
модели при V, включающем Va, Ve, Vi, Vo, VC .
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Покажем сначала, что каждую исходную константу традиционной сил-
логистики можно эквивалентным образом заменить некоторой константой
универсального силлогистического языка.
V(SaP,D, ϕ), е.т.е. (в силу Va) ϕ(S) ⊆ ϕ(P ), е.т.е (в силу связи отно-

шений нестрогого включения, равенства множеств и строгого включения)
ϕ(S) = ϕ(P ) или ϕ(S) ⊂ ϕ(P ), е.т.е. (в силу V1 и V2) V(S1P,D, ϕ) или
V(S2P,D, ϕ), е.т.е. (в силу VM ) V(S12P,D, ϕ).

Таким образом, константа a есть та же константа, что и 12.
V(SeP,D, ϕ), е.т.е. (в силу Ve) ϕ(S) ∩ ϕ(P ) = ∅, е.т.е. (в силу V5)

V(S5P,D, ϕ).
Таким образом, константа e есть та же константа, что и 5.
В семантике традиционной силлогистики условия значимости SiP про-

тиворечат условиям значимости SeP , а условия значимости SoP противо-
речат условиям значимости SaP . Согласно сформулированному в преды-
дущем разделе принципу установления отношения противоречия между
атомарными формулами с одинаковыми субъектами и предикатами, фор-
муле S5P в семантике универсального силлогистического языка противо-
речит формула S1234P , а формуле S12P — формула S345P . Поэтому i
есть та же константа, что и 1234, а o — та же константа, что и 345.

Остается показать, что константы 1, 2, 3, 4, 5 выразимы в языке
традиционной силлогистики. Для этого для каждой атомарной формулы
SkP ∈ LV укажем формулу из LT, эквивалентную ей в семантике универ-
сального силлогистического языка и содержащую два термина S и P .

Формуле S1P в семантике универсального силлогистического языка эк-
вивалентна формула S12P ∧ P12S, т. е. SaP ∧ PaS.

Формуле S2P в семантике универсального языка эквивалентна форму-
ла S12P ∧ P345S, т. е. SaP ∧ PoS.

Формуле S3P в семантике универсального силлогистического языка эк-
вивалентна формула S345P ∧ P12S, т. е. SoP ∧ PaS.

Формуле S4P в семантике универсального силлогистического языка эк-
вивалентна формула S1234P ∧ S345P ∧ P345S, т. е. SiP ∧ SoP ∧ PoS.

Формула S5P в семантике универсального силлогистического языка эк-
вивалентна самой себе, т. е. SeP .

Демонстрация справедливости этих утверждений не представляет
сложности и основана исключительно на условиях значимости формул в
семантике универсального силлогистического языка. �

Нередки ситуации, когда некоторые константы в полном множестве
силлогистических констант оказываются излишними, поскольку вырази-
мы посредством других. Поэтому важным является понятие минимально
полного множества констант.
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Множество силлогистических констант {k1, k2,. . . , km} называется ми-
нимально полным, е.т.е. оно является полным, и любое правильное под-
множество данного множества не является полным.

Множество исходных констант традиционной силлогистики {12, 1234,
345, 5} не является минимально полным, поскольку, например, константы
1234 и 345 выразимы в языке с исходными константами 12 и 5: формула
S1234P эквивалентна ¬S5P , а формула S345P эквивалентна ¬S12P . Мно-
жество констант {12, 5}, а также множества {12, 1234}, {345, 5} и {1234,
345} являются минимально полными.

Множество исходных констант силлогистики Венна {1, 2, 3, 4, 5} также
не относится к числу минимально полных. Так, например, константы 3 и 4
выразимы в языке с более узким множеством исходных констант {1, 2, 5}:
формула S3P эквивалентна формуле P2S, а формула S4P эквивалентна
формуле ¬S1P ∧ ¬S2P ∧ ¬P2S ∧ ¬S5P .

4. Формализация «универсальной» позитивной
силлогистики

Традиционный вариант позитивной силлогистики (множество T-обще-
значимых формул) формализует широко известная силлогистика Я. Лука-
севича [Лукасевич, 1959] — аксиоматическое исчисление С4 по классифи-
кации В.А. Смирнова [Смирнов, 2002].
Утверждение 1. Для любой формулы A ∈ LT верно, что A доказуема в
исчислении С4, е.т.е. A является T-общезначимой (см., напр., [Мчедли-
швили, 1985]).

С целью формализации силлогистики Венна в [Дубаков, Маркин, 2007]
было предложено исчисление C4V, схемами аксиом которого являются:

V0. Пропозициональные тавтологии;

V1. (M1P ∧ S1M) ⊃ S1P ; V11. S5P ⊃ P5S;

V2. (M1P ∧ S2M) ⊃ S2P ; V12. S1S;

V3. (M2P ∧ S1M) ⊃ S2P ; V13. ¬(S1P ∧ S2P );

V4. (M2P ∧ S2M) ⊃ S2P ; V14. ¬(S1P ∧ S3P );

V5. (M5P ∧ S1M) ⊃ S5P ; V15. ¬(S1P ∧ S4P );

V6. (M5P ∧ S2M) ⊃ S5P ; V16. ¬(S2P ∧ S3P );

V7. S1P ⊃ P1S; V17. ¬(S2P ∧ S4P );

V8. S2P ⊃ P3S; V18. ¬(S1P ∧ S5P );

V9. S3P ⊃ P2S; V19. ¬(S4P ∧ S5P );

V10. S4P ⊃ P4S; V20. S1P ∨ S2P ∨ S3P ∨ S4P ∨ S5P.

Единственное правило вывода в C4V — modus ponens.
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Там же был задан следующий перевод υ1 из множества формул языка
силлогистики Венна (LV) в множество формул языка традиционной сил-
логистики (LT):

υ1(S1P ) = SaP ∧ PaS; υ1(S4P ) = SiP ∧ SoP ∧ PoS;

υ1(S2P ) = SaP ∧ PoS; υ1(S5P ) = SeP ;

υ1(S3P ) = SoP ∧ PaS; υ1(¬A) = ¬υ1(A);

υ1(A∇B) = υ1(A)∇ υ1(B), где ∇ — бинарная связка.

Была доказана следующая метатеорема о погружаемости C4V в C4
посредством перевода υ1:

Утверждение 2. Для любой формулы A ∈ LV верно, что A доказуема в
исчислении С4V, е.т.е. υ1(A) доказуема в С4.

Продемонстрируем справедливость семантического аналога последнего
утверждения.

Теорема 4. Для любой формулы A ∈ LV верно, что A является V-обще-
значимой, е.т.е. формула υ1(A) является T-общезначимой.

Доказательство. Достаточно показать, что условия V-значимости про-
извольной формулы A ∈ LV и условия T-значимости ее перевода υ1(A)
совпадают. Используем индукцию по количеству пропозициональных свя-
зок в формуле A ∈ LV.

Базис индукции включает пять случаев.
(1) A P S1P .

V(S1P,D, ϕ), е.т.е. (в силу V1) ϕ(S) = ϕ(P ), е.т.е. (по определению равен-
ства множеств) ϕ(S) ⊆ ϕ(P ) и ϕ(P ) ⊆ ϕ(S), е.т.е. (в силу Va) V(SaP,D, ϕ)
и V(PaS,D, ϕ), е.т.е. (в силу VC) V(SaP ∧PaS,D, ϕ), е.т.е. (по определению
υ1) V(υ1(S1P ),D, ϕ).

(2) A P S2P .
V(S2P,D, ϕ), е.т.е. (в силу V2) ϕ(S) ⊂ ϕ(P ), е.т.е. (по определению ⊂)
ϕ(S) ⊆ ϕ(P ) и ϕ(P )�ϕ(S) 6= ∅, е.т.е. (в силу Va и Vo) V(SaP,D, ϕ)
и V(PoS,D, ϕ), е.т.е. (в силу VC) V(SaP ∧ PoS,D, ϕ), е.т.е. (по опреде-
лению υ1) V(υ1(S2P ),D, ϕ).

(3) A P S3P .
Рассматривается аналогично предыдущему случаю.

(4) A P S4P .
V(S4P,D, ϕ), е.т.е. (в силу V4) ϕ(S) ∩ ϕ(P ) 6= ∅ и ϕ(S)�ϕ(P ) 6= ∅
и ϕ(P )�ϕ(S) 6= ∅, е.т.е. (в силу Vi и Vo) V(SiP,D, ϕ) и V(SoP,D, ϕ)
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и V(PoS,D, ϕ), е.т.е. (в силу VC) V(SiP ∧ SoP ∧ PoS,D, ϕ), е.т.е. (по опре-
делению υ1) V(υ1(S4P ),D, ϕ).

(5) A P S5P .
V(S5P,D, ϕ), е.т.е. (в силу V5) ϕ(S) ∩ ϕ(P ) = ∅, е.т.е (в силу Ve)
V(SeP,D, ϕ), е.т.е. (по определению υ1) V(υ1(S5P ),D, ϕ).

Доказательство индуктивного перехода тривиально. �

Докажем далее, что исчисление С4V адекватно формализует сформу-
лированную выше семантику локального силлогистического языка с исход-
ными константами 1, 2, 3, 4, 5.

Теорема 5. Для любой формулы A ∈ LV верно, что A доказуема в C4V,
е.т.е. A является V-общезначимой.

Доказательство. Рассмотрим произвольную формулу A ∈ LV. Соглас-
ноУтверждению 2, A доказуема вС4V, е.т.е. υ1(A) доказуема вС4. Фор-
мула υ1(A) является формулой языка традиционной силлогистики (при-
надлежит LT). Поэтому, в силу Утверждения 1, υ1(A) доказуема в С4,
е.т.е. υ1(A) T-общезначима. Согласно Теореме 4, υ1(A) T-общезначима,
е.т.е. формула A является V-общезначимой. Следовательно, произвольная
формула A ∈ LV доказуема в исчислении С4V, е.т.е. она является V-обще-
значимой. �

Сформулируем исчисление в языке, включающем все силлогистические
константы, и докажем его непротиворечивость и полноту относительно се-
мантики универсального силлогистического языка.

Данное исчисление (назовем его С4U) получается из системы С4V за
счет добавления двух новых схем аксиом:

V21. ¬SP ;

V22. Sx1x2 . . . xnP ≡ (Sx1P ∨ Sx2P ∨ . . . ∨ SxnP ).

Понятие доказательства в С4U обычное.
Покажем, что множество теорем С4U и множество U-общезначимых

формул равны.

Теорема 6. Для любой формулы A ∈ LU верно, что если A доказуема в
C4U, то A является U-общезначимой.

Доказательство. Метатеорема о семантической непротиворечивости до-
казывается стандартным способом. Демонстрируется, что аксиомы всех ти-
повU-общезначимы, а единственное правило вывода (modus ponens) сохра-
няет свойство «быть U-общезначимой формулой». �
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Для доказательства обратной метатеоремы предварительно обоснуем
ряд вспомогательных утверждений.

Для системы С4U можно доказать синтаксический аналог метатеоре-
мы об эквивалентной замене (Теоремы 1).

Теорема 7. Пусть A и B — произвольные формулы из LU, CA — формула
данного языка с выделенным вхождением подформулы A, а CB — формула,
получающаяся в результате замены выделенного вхождения A в CA на
формулу B. Если формула A ≡ B доказуема в исчислении C4U, то и
формула CA ≡ CB доказуема в нем.

Доказательство. Исчисление С4U строится на базе классического ис-
числения высказываний. Языки этих двух систем отличаются типами про-
стых формул, а сложные формулы определяются одинаково. Поэтому до-
казательство данной метатеоремы дляС4U практически повторяет извест-
ное доказательство для классического исчисления высказываний. �

Пусть C — произвольная формула из LU. Под C+ будем понимать ре-
зультат замены в C всех атомарных подформул вида SP на S2S ∧ P2P ,
а всех атомарных подформул вида Sx1x2 . . . xnP на Sx1P ∨ Sx2P ∨ . . . ∨
SxnP . При этом преобразовании из исходной формулы удаляются нульком-
понентная константа и все многокомпонентные константы. В составе C+

остаются лишь однокомпонентные константы. Таким образом, C+ ∈ LV

(оставаясь, конечно, элементом более широкого множества LU).
Докажем две леммы об эквивалентности C и C+ как в семантике уни-

версального силлогистического языка, так и в исчислении С4U.

Лемма 1. Для любой формулы C ∈ LU верно, что C и C+ эквивалентны
в семантике универсального силлогистического языка (т. е. V(C,D, ϕ),
е.т.е. V(C+,D, ϕ) в любой модели 〈D, ϕ〉).

Доказательство. Сначала покажем, что каждая заменяемая подформу-
ла в C преобразуется в формулу, эквивалентную ей в семантике универ-
сального силлогистического языка.

Формулы вида SP не являются выполнимыми. Таковыми же будут и
формулы вида S2S ∧ P2P , поскольку они значимы в модели 〈D, ϕ〉, е.т.е.
ϕ(S) ⊂ ϕ(S) и ϕ(P ) ⊂ ϕ(P ), а последнее неверно ни в какой модели. По-
этому SP эквивалентна S2S ∧ P2P .

Любая формула вида Sx1x2 . . . xnP эквивалентна в семантике универ-
сального силлогистического языка формуле Sx1P ∨ Sx2P ∨ . . . ∨ SxnP в
силу условия VM и условия значимости дизъюнктивных формул.

Для демонстрации семантической эквивалентности C и C+ необходимое
число раз применяем Теорему 1. �
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Лемма 2. Для любой формулы C ∈ LU верно, что формула C ≡ C+

доказуема в C4U.

Доказательство. Сначала нужно убедиться в том, что формулы видов
SP ≡ (S2S ∧ P2P ) и Sx1x2 . . . xnP ≡ Sx1P ∨ Sx2P ∨ . . .∨ SxnP доказуемы
в исчислении C4U.

Формулы второго типа являются аксиомами этой системы (V22).
Построим в С4U доказательство формул первого типа — SP ≡ (S2S ∧

P2P ) (шаги, осуществляемые по производным в исчислении высказываний
правилам вывода, сопровождаем в анализе отметкой «ЛВ»):

1. S1S; V12
2. ¬(S1S ∧ S2S) V13
3. ¬S2S 1, 2; ЛВ
4. ¬(S2S ∧ P2P ) 3; ЛВ
5. ¬SP V21
6. SP ≡ (S2S ∧ P2P ) 4, 5; ЛВ.

Далее, используя нужное число раз Теорему 7, приходим к выводу о том,
что формула C ≡ C+ доказуема в С4U. �

Докажем, наконец, полноту системыС4U относительно семантики уни-
версального силлогистического языка.

Теорема 8. Для любой формулы A ∈ LU верно, что если A является
U-общезначимой, то A доказуема в C4U.

Доказательство. Рассмотрим произвольную формулу A ∈ LU. Допу-
стим, что она является U-общезначимой.

Согласно Лемме 1, формула A эквивалентна в семантике универ-
сального силлогистического языка формуле A+. Значит, и A+ является
U-общезначимой.

Но формула A+ ∈ LV, поскольку в ней содержатся только однокомпо-
нентные константы. Условия значимости таких формул в семантике уни-
версального языка и в семантике локального языка с исходными кон-
стантами 1, 2, 3, 4, 5 совпадают. Следовательно, формула A+ является
V-общезначимой.

Тогда, в силу Теоремы 5, A+ доказуема в исчислении С4V. Но C4V
является подсистемой С4U, поэтому формула A+ доказуема и в исчисле-
нии С4U.

Согласно Лемме 2, формула A ≡ A+ доказуема в С4U. Но поскольку
и A+ является теоремой этой системы, формула A доказуема в С4U. �
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5. Заключение

Таким образом, мы построили язык позитивной силлогистики, в ал-
фавите которого содержатся все силлогистические константы, трактуемые
как знаки отношений между двумя непустыми множествами. Была сфор-
мулирована точная семантика для этого языка и осуществлена ее форма-
лизация. Средствами предложенной логической теории предстот решить
ряд важных для общего понимания силлогистики вопросов, в частности,
установить критерии полноты наборов силлогистических констант.

Одним из возможных направлений развития данного подхода являет-
ся отказ от требования непустоты субъектов и предикатов категорических
высказываний. В этом случае к пяти примитивным, эйлеровским отноше-
ниям между двумя непустыми множествами добавятся еще три: объемные
отношения между двумя пустыми терминами, между пустым субъектом
и непустым предикатом, между непустым субъектом и пустым предика-
том. Появится возможность исследовать такие системы позитивной сил-
логистики в «локальных» языках, которые не являются дефинициально
эквивалентными традиционной (системе C4).
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