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Предложена параметризация турбулентного числа Прандтля, полученная на основе модели турбу-
лентного переноса в стратифицированной жидкости, учитывающей двустороннюю трансформа-
цию кинетической и потенциальной энергий турбулентных пульсаций. Проведены численные экс-
перименты, направленные на исследование влияния предложенной параметризации на характер-
ные особенности термогидродинамических процессов во внутренних водоемах.
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ВВЕДЕНИЕ
К настоящему времени установлено [1–4], что

внутренние водоемы играют важную роль в про-
цессах взаимодействия атмосферы и деятельного
слоя суши. При этом известно, что процессы мел-
комасштабного турбулентного перемешивания в
приповерхностном слое океана и внутренних во-
доемов играют ключевую роль как при разработке
глобальных моделей климата [5–8], так и при со-
здании региональных моделей прогноза погоды
[9, 10]. Современные глобальные океанические
модели не разрешают мелкомасштабные процессы
турбулентного перемешивания в приповерхност-
ном слое океана. Поэтому эти процессы учитыва-
ются за счет параметризаций коэффициентов тур-
булентного обмена – турбулентной вязкости и
диффузии, связывающих турбулентные потоки
массы, импульса, плавучести и т.д. с характеристи-
ками средних крупномасштабных полей скорости,
плотности (температуры) и других параметров.
Значения этих коэффициентов существенным

образом зависят от состояния границы раздела
воды и воздуха, плотностной стратификации и
других факторов. В большей части современных
численных моделей при описании процессов тур-
булентного перемешивания в океане и внутрен-
них водоемах приходится решать уравнения в
частных производных для осредненного течения;
появляющиеся в этих уравнениях члены турбу-
лентного переноса (напряжения Рейнольдса)
определяются в соответствии с принятыми гипо-
тезами турбулентного замыкания, например гра-
диентными, позволяющими связать напряжения
Рейнольдса с градиентами средней скорости (или
любой другой скалярной переносимой субстан-
ции [11]). Наиболее широко используемыми при
моделировании турбулентных процессов во внут-
ренних водоемах являются одномерные (по вер-
тикали) модели, что связано с их вычислительной
простотой. К таким моделям можно отнести и так
называемые k [12, 13] и k-ε [14, 15] схемы, в кото-
рых рассматриваются эволюционные уравнения
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для кинетической энергии турбулентных флукту-

аций ( , где  – турбулентные флуктуа-

ции i-той компоненты скорости), либо использует-
ся дополнительное уравнение для скорости ее
(плотности кинетической энергии) диссипации
(ε). Отметим, что введение дополнительного урав-
нения для ε связано с тем, что в k модели с един-
ственным уравнением для кинетической энергии
турбулентных флуктуаций (см., например, [16]) в
выражения для коэффициентов турбулентной вяз-
кости , турбулентной теплопроводности , а
также скорости диссипации  входит неизвестная
величина – внешний линейный масштаб турбу-
лентности L. Так, согласно гипотезе Колмогоро-

ва–Прандтля [12],   при

этом определение L в случае сложных течений за-
труднительно. Решение уравнений в k-ε модели
при больших числах Рейнольдса в условиях ло-
кальной изотропной турбулентности позволяет
определить распределение линейных масштабов

турбулентности  Важно отметить, что при

расчете переноса тепла в рамках стандартной k-ε
модели полагается, что турбулентное число
Прандтля, связывающее коэффициенты турбу-
лентной вязкости и диффузии  по-
стоянно.

Применимость k-ε схемы может быть расши-
рена с использованием дополнительных алгебра-
ических соотношений, учитывающих, например,
действие сил плавучести, анизотропию турбулент-
ности и т.д. В последнее время появились и более
сложные модели, позволяющие учесть, например,
разницу в эволюции различных компонент напря-
жений Рейнольдса (например, [17]). Это, в свою
очередь, требует перехода к более сложным схемам
замыкания турбулентных напряжений Рейнольдса
более высокого порядка. Однако получаемые при
этом уравнения позволяют учесть и проанализи-
ровать ряд интересных особенностей, возникаю-
щих в турбулентных течениях при наличии сил
плавучести, горизонтальных движений во внут-
ренних водоемах, анизотропии и т.д.

Особенностью мелкомасштабной турбулентно-
сти в океанах, морях и внутренних водоемах явля-
ется то, что она, как правило, находится под дей-
ствием двух факторов – плотностной стратифика-
ции и сдвига скорости, что необходимо учитывать
при построении ее статистической теории. Как по-
казано в [18] учет расслоения плотности, завися-
щей только, например, от температуры, приводит к
появлению в уравнениях энергетического баланса
так называемого динамического (или потокового)
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числа Ричардсона  (здесь  –

поток массы,  – поток импульса,  – сдвиг
скорости), характеризующего роль сил Архимеда
и осредненного сдвигового движения в балансе
турбулентной энергии. В частности, в [18] показа-
но, что незатухающая турбулентность возможна
лишь при  или, с учетом определе-
ния коэффициентов турбулентной вязкости и тур-
булентной диффузии, условие существования неза-
тухающей турбулентности сводится к , где

 (  – частота Брента–Вяйсяля) – гради-

ентное число Ричардсона. Однако есть некоторые
основания полагать, что число Прандтля  не
остается постоянным, и при изменении градиент-
ного числа Ричардсона Ri может быть настолько
велико, что динамическое число Ричардсона 
остается меньше критического значения, и турбу-
лентность существует [18]. В частности, экспери-
ментальные измерения в атмосфере, верхнем слое
океана и в лаборатории [18–21] показывают, что
даже при сильно устойчивой стратификации число
Прандтля может принимать большие значения,
т.е. коэффициент турбулентной диффузии тепла
оказывается значительно меньше, чем коэффи-
циент турбулентной вязкости, а, следовательно,
турбулентность может существовать и при боль-
ших значениях градиентного числах Ричардсона.
Из сказанного выше следует, что вопрос о зави-
симости  представляется важным для изу-
чения возможности поддержания турбулентности
слабыми сдвигами в стратифицированной жидко-
сти, характерными и для океана, и для внутренних
водоемов.

Существует достаточное количество работ, в
которых исследуются особенности полуэмпириче-
ских моделей турбулентного замыкания [11–14] для
стратифицированных сдвиговых течений, и в част-
ности, вопрос о существовании турбулентности при
больших числах Ричардсона. Предложены много-
численные эмпирические зависимости 
(например, [22–25]), характеризующие, в основ-
ном, асимптотическое поведение зависимости

, но не позволяющие с достаточной точ-
ностью установить форму зависимости при проме-
жуточных значениях , характеризующих переход
от слабых к сильным турбулентным стратифициро-
ванным сдвиговым течениям жидкости.

В настоящей работе мы предлагаем парамет-
ризацию числа Прандтля, полученную на основе
модифицированной теории турбулентного замы-
кания в стратифицированных сдвиговых потоках,
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разработанной одним из авторов в 1987 году1 [28].
Процедура получения соответствующих уравнений
для средних аналогична той, которая используется
в кинетической теории газов [29, 30], при этом ре-
шается уравнение для одноточечной функции рас-
пределения f – так называемое кинетическое урав-
нение, и по известной функции распределения
вычисляются напряжения Рейнольдса. Предло-
женный подход позволил учесть некоторые важ-
ные, но обычно пренебрегаемые эффекты, на-
пример, зависимость вертикальной анизотропии
турбулентности от стратификации, неградиент-
ную поправку к традиционному выражению тур-
булентного потока массы, обратный переход из
потенциальной энергии турбулентных флуктуа-
ций в кинетическую, что приводит к устранению
ограничений на существование турбулентности
при больших числах Ричардсона.

Полученную зависимость числа Прандтля мы
рассматриваем в рамках численного моделирова-
ния термогидродинамического режима внутрен-
них водоемов с применением трехмерной термо-
гидростатической модели [31, 32], ранее верифи-
цированной в работе [33], где также приведено
сравнение с более широко известной одномерной
(по вертикали) моделью LAKE, используя моди-
фикацию k-ε схемы, позволяющую учесть особен-
ности турбулентного перемешивания в стратифи-
цированных водоемах. Показано, что аналогичная
параметризация числа Прандтля может быть полу-
чена и в рамках модифицированной k-ε схемы,
учитывающей взаимную трансформацию кинети-
ческой и потенциальной энергии турбулентности.

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ МОДЕЛИ 
ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕНОСА
В СТРАТИФИЦИРОВАННОМ

СДВИГОВОМ ПОТОКЕ

Кратко остановимся на основных результатах
модели [28]. Основная проблема, возникающая
при вычислении средних значений гидродинами-
ческих величин, связана с адекватной аппрокси-
мацией так называемого “интеграла столкнове-
ний” (слагаемые, связанные с пульсациями дав-
ления и пульсационными компонентами вязких
сил). Как показано в [28], для получения общих
выражений турбулентных потоков импульса,
плотности, энергии и других гидродинамических
величин удается решить уравнение для одното-
чечной функции распределения f при ряде пред-

1 Позднее в работах группы С.С. Зилинкевича [26, 27] пред-
ложена теория турбулентного замыкания, основанная на
уравнениях баланса для кинетической, потенциальной
энергии турбулентности, турбулентных потоков количества
движения, потенциальной температуры и релаксационного
уравнения для турбулентного масштаба времени. Эта мо-
дель также позволяет снять ограничения на существование
турбулентности при больших числах Ричардсона.

положений. После нахождения функции распре-
деления вычисляются напряжения Рейнольдса
по формулам теории вероятностей. При этом для

турбулентных потоков импульса  и массы

, а также потоков кинетической энергии

 и дисперсии флуктуаций плотности

 были получены следующие выражения:

(1)

(2)

(3)

Здесь  – характерный внешний масштаб тур-
булентности, – характерный масштаб скоро-
сти,  – ускорение свободного падения,  – ком-
поненты вектора  характеризующего пульсации
давления в стратифицированной жидкости (см.
далее).

Заметим, что в выражение для потока массы (2)

входит дополнительное слагаемое ,

что приводит к ряду существенных отличий от ре-
зультатов, полученных в рамках обычных гради-
ентных моделей [34]. Для статистически одно-
родного поля флуктуаций плотности компонен-

ты вектора  имеют вид  
где – параметр анизотропии:

где  вертикальный и горизонтальный масшта-
бы корреляции поля плотности соответственно.

Приведенные выше выражения позволяют по-
лучить замкнутую модель турбулентного течения
в стратифицированной жидкости в виде уравне-
ний для средних: скорости , плотности , а
также кинетической энергии турбулентности  и

дисперсии пульсаций плотности :

(4.1)
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(4.2)

(4.3)

(4.4)

Заметим, что в уравнениях (4.3) и (4.4) приня-
ты колмогоровские гипотезы для учета диссипа-
тивных и диффузионных процессов. При этом
скорость диссипации энергии турбулентности 
и турбулентной диффузии  определяются вы-

ражениями  и , где

 – эмпирические константы.
На основе предложенной модели были рас-

смотрены некоторые примеры взаимодействия
турбулентности со сдвиговыми течениями в стра-
тифицированной жидкости и, в частности, в [28]
исследована эволюция однородной турбулентно-
сти в поле течения с постоянным сдвигом скоро-
сти. Остановимся на последней задаче подроб-
нее, поскольку в рамках этой постановки удается
проанализировать влияние взаимной трансфор-
мации кинетической и потенциальной энергий в
эволюцию турбулентности при больших числах
Ричардсона, а также рассчитать зависимость тур-
булентного числа Прандтля от числа Ричардсона.

Кратко остановимся на результатах работы [28].
Система (4) при указанных предположениях сво-
дится к двум уравнениям для кинетической k и

потенциальной  энергий турбулентно-

сти и имеет вид:

(5.1)
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(5.2)

Прежде всего, анализ системы (5) показал, что
в системе имеются стационарные значения кине-
тической и потенциальной энергий:

(6)

которые устанавливаются за время 
(см. рис. 1), где  +

+  – функция
числа Ричардсона.

Из системы (5) ясно, что градиентное слагае-
мое  в выражении для потока плавуче-
сти описывает переход энергии из кинетической
в потенциальную (устойчивая стратификация га-
сит турбулентность). Дополнительное слагаемое

 связанное с неградиент-

ной добавкой в потоке массы, имеет противопо-
ложный градиентному знак и описывает обрат-
ный переход энергии из потенциальной в кине-
тическую за счет работы силы плавучести. При
этом, если число Ричардсона велико (
(см. рис. 1), то за достаточно короткое время

  происходит уравно-

вешивание доли энергии турбулентных флуктуа-
ций, переходящей из кинетической в потенци-
альную и наоборот за счет работы силы плавуче-
сти. Это означает, что при больших числах
Ричардсона достаточно быстро устанавливается
определенное соотношение между кинетиче-
ской и потенциальной энергиями турбулентно-
сти ; при этом дальнейшая эволю-
ция турбулентности не зависит от числа Ричард-
сона [см. 28].

Приведенные выше результаты позволяют вы-
числить турбулентное число Прандтля в стацио-
нарном состоянии. По определению:

При этом из системы (6) получаем возрастающую
зависимость числа Прандтля от числа Ричардсона:

( )( )Π Π Π= − − −
1/2

2 31 1 .d DkN L k R
dt k L

( )= =

Π = Π = −

2 2
0

2

2 2
0

2 2

Ri ,
2

,

z

z

V L
k k f

C
V L

k
C

1 0~ 1  zt V C
( ) ( )= − −Ri 1 4 3   Rif R

( ) ( )( )− − + −
1/221 Ri 4 3 12 1 RiR R

( )− 2N L k

( ) − ρ 
 

2
23П 1 '  ~  ,

N L R
k

Ri  1)@

 
 
 

2 12  ~ ;kt t
N L

!
− = 

 

12

1

   Rit
t

( )= −  3П 1  k R

( )( )−ρ
= = − −

ρ
я

я

1
0

0

' ' 3ПPr 1   1 ,
'  '

i j
T

i

u u
R

ku V



ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА  том 56  № 6  2020

ПРОСТОЕ ОПИСАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕНОСА 693

(7)

Важно подчеркнуть некую универсальность зави-
симости , которая определяется величи-

ной , связанной с переходом части по-

тенциальной энергии в кинетическую, причем
при :

(8)

Отметим, что выражения (7–8) сохраняют свой
вид и в рамках k-ε модели, когда для коэффици-
ента вихревой вязкости используется выражение

 и, соответственно, для масштаба

турбулентности  Если при этом восполь-

зоваться традиционной аппроксимацией скоро-
сти диффузии турбулентных пульсаций скалярной
величины (см., например, [16]), то для скорости
диссипации потенциальной энергии турбулентных
флуктуаций можно воспользоваться выражением

 при R1 = 1 (что означает равенство вре-

менных масштабов пульсаций скорости и скаляр-
ной величины). Тогда выражения (6) преобразу-
ются к виду:
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Поскольку полученная выше (см. (7–8)) пара-
метризация числа Прандтля зависит только от от-
ношения П/k, из (*.2) следует ее справедливость и
для расширенной k-ε модели.

Таким образом, из (7–8) ясно, что условие
поддержания турбулентности в стратифициро-
ванной жидкости  выполняется при лю-
бом , т.е. порога генерации по числу Ричардсо-
на нет. Отметим, что асимптотическая зависи-
мость (7–8) согласуется с результатами в работах
([27, 35]), где представлены параметризации с не-
ограниченным ростом Прандтля. Сопоставление
с моделью EFB группы С.С. Зилитинкевича пред-
ставлено на рис. 2.

В следующем разделе будет продемонстриро-
ван результат использования полученной пара-
метризации турбулентного числа Прандтля (7) в
идеализированных расчетах термогидродинами-
ки внутренних водоемов.

ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕДЛОЖЕННОЙ 
ПАРАМЕТРИЗАЦИИ В МОДЕЛИ 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО РЕЖИМА 
ИДЕАЛИЗИРОВАННОГО

ВНУТРЕННЕГО ВОДОЕМА

Для оценки влияния параметризации турбу-
лентного числа Прандтля на процессы переме-
шивания во внутренних водоемах в настоящей
работе использовалась трехмерная гидростатиче-
ская RANS (Reynolds-Averaged Navier-Stokes) мо-
дель, разрабатываемая в НИВЦ МГУ на основе
единого гидродинамического кода, объединяю-
щего как RANS, так и DNS- (Direct Numerical
Simulation), LES- (Large-Eddy Simulation) подхо-
ды для расчета геофизических турбулентных те-

 Ri PrT!

Ri

Рис. 1. Зависимость безразмерной кинетической   (сплошная линия) и потенциальной

  (пунктирная линия) энергий турбулентности от безразмерного времени 
 при различных значениях числа Ричардсона : (а)  (б)  Параметр анизотропии  в

обоих случаях.
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чений при высоком пространственном и времен-
ном разрешении (см., например, [31–33]).

Численная модель включает уравнения гидро-
динамики в стратифицированном турбулентном
вращающемся слое жидкости в приближении мел-
кой воды, а также уравнение для переноса тепла с
учетом горизонтальной и вертикальной диффузии:

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)

(9.5)

(9.6)

Здесь  – вектор скорости,  – отклоне-
ние свободной поверхности от равновесного со-
стояния, f – параметр Кориолиса, T – температу-
ра, ρ – плотность; (λm) и  (λh) – коэффициен-

( ) ( ) ( )
η

∂ =− + + + −
∂

∂η ∂− − ρ +
∂ ρ ∂ 

0

  , λ ,  ν

  ' ,

H m z m

z

u A u D u D u K
t

gg dz f
x x

v

( ) ( )

( )
η

∂ = − + +
∂

∂η ∂+ + − − −
∂ ∂ 

0

  , λ

,  ν   ρ ' ,
ρ

H m

z m
z

A D
t

gD K g dz fu
y y

v
v v

v

∂ ∂ ∂∇ ⋅ = + + =
∂ ∂ ∂

v 0,u w
x y z

u

( ) ( ) ( )∂ =− + + +
∂

  , λ ,  χ' ,H h z h
T A T D T D T K
t

( )=ρ ρ ,T

∂ =
∂
η .w
t

( )= v, ,u wu η

 mK hK

ты вертикальной (горизонтальной) турбулентной
вязкости и температуропроводности соответствен-
но; ν, χ' – коэффициенты молекулярной вязкости
и температуропроводности, z – вертикальная коор-
дината, проходящая от дна водоема z = –H(x, y) до
поверхности, а t – время. Также здесь  – опе-
ратор адвекции:

а  и  – операторы горизонтальной
и вертикальной диффузии с коэффициентами  и
К соответственно:

Для описания процессов вертикального турбу-
лентного перемешивания (расчета коэффициен-
тов  и ) используется двухпараметрическая,
так называемая стандартная k-ε модель (см., на-
пример, [22]), в которой используются прогно-
стические уравнения для кинетической энергии
турбулентности и скорости ее диссипации:

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

Здесь слагаемое  соответствует генерации энер-
гии турбулентности за счет сдвига скорости, а B
описывает генерацию или потребление энергии за
счет действия сил плавучести,  – турбулент-
ные числа Шмидта для ТКЭ и скорости диссипа-
ции, соответственно, а , ,  – эмпирические
константы,  и  – функции устойчивости для
импульса и скалярных величин, полагаемые в
стандартной k-ε модели постоянными.

Заметим, что для однородного и стационарного
турбулентного потока с учетом выражений для ис-
точников энергии турбулентности P и G из (10.2)
следует выражение:
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Рис. 2. Зависимость числа Прандтля от числа Ричард-
сона в двух различных моделях.
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Учитывая формулы (**.1) для ε2/k2 и (**.2) для
П/k, выражающие эти величины через число
Ричардсона Ri, получим, что константы k-ε моде-
ли не являются независмыми, а связаны соотно-
шением, зависящим от Ri:

В частности, учитывая асимптотику функции
f(Ri) при Ri → ∞, получим соотношение между
константами вида:

Эта особенность учитывалась при выборе кон-
стант k-ε-модели, использованной при проведе-
нии расчетов.

Что касается численных методов, используе-
мых при расчетах, то для дискретизации системы
уравнений по пространству применяются кон-
сервативные конечно-разностные схемы второго
порядка точности, а для интегрирования по вре-
мени – полунеявная аппроксимация [20].

Для оценки влияния параметризации турбу-
лентного числа Прандтля на описание процессов
турбулентного перемешивания в этой модели нами
были проведены численные эксперименты двух
типов. В обоих случаях рассматривались идеали-
зированные водные объекты с прямоугольным
сечением и параметрами, характерными для ре-
альных озер и водохранилищ: глубина 10 м, темпе-
ратура поверхности 20°C с начальным градиентом

°C/м, частота Брента–Вяйсяля (часто-

та плавучести):  c–1. В рамках первого
эксперимента было проведено сопоставление
расчетов по стандартной k-ε схеме, в которой по-

( )( )
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лагалось постоянное значение числа Прандтля
 Такое значение согласуется с оценка-

ми  при  по данным лабораторных ис-
следований и прямого численного моделирова-
ния [36, 37] и, как правило, используется в расче-
тах циркуляции во внутренних водоемах с
нейтральной (или близкой к ней) стратификаци-
ей (см., например, [38]). Во второй серии числен-
ных экспериментов проводилось сопоставление
расчетов при использовании модернизированной
k-ε модели со стандартной при значении числа
Прандтля , что согласно приведенной вы-
ше параметризации (7) соответствует случаю

. Также рассматривалось влияние вели-
чины потока импульса на поверхности и сил
вращения на процессы перемешивания в обоих
замыканиях. В первом эксперименте ветровой
форсинг полагался одномерным: компоненты
скорости трения:  м/с,  м/с,
значение параметра анизотропии R в формуле

 равно 0.5. Во втором – форсинг был уве-
личен:  м/с, рассматривались
значения параметра R равные 0.2 и 0.7.

Ниже представлены результаты расчета основ-
ных характеристик термогидродинамического ре-
жима перемешивания идеализированного внут-
реннего водоема: вертикальное распределение
температуры и кинетической энергии в первом
эксперименте (рис. 3), эти же характеристики, а
также их градиенты (рис. 4 и 5) во втором экспери-
менте, а также профили изменения числа Ричард-
сона в процессе перемешивания (рис. 6).

Результаты расчетов c параметризацией пока-
зывают чувствительность основных характеристик
перемешивания: вертикального распределения
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Рис. 3. Вертикальное распределение (а) температуры, °С, (б) кинетической энергии турбулентности, м2/с2 в первом
эксперименте.
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температуры, профиля коэффициента теплопро-
водности к параметризации . В процессе
численного эксперимента число Ричардсона Ri ме-
няется значительно в диапазоне от ~0.001 до ~100,
достигая уже на глубине около 2.5–3 м значения 10.
При этом кинетическая энергия плавно меняется
по всей глубине области перемешивания. Важно
подчеркнуть, что учет параметризации приводит
к сглаживанию всех резких изменений в верти-
кальных распределениях турбулентной кинети-
ческой энергии, температуры и толщины слоя

( )Pr RiT

скачка. Полученные результаты связаны с осо-
бенностями данной параметризации, из которой
следует существование турбулентности при зна-
чениях .

Изменение входных данных при расчете (зна-
чение форсинга, параметра анизотропии) также
влияют на характерные параметры перемешива-
ния. Но эти изменения ожидаемы и не носят прин-
ципиального характера (меняется время формиро-
вания, глубина и толщина скачка температуры) для
данной модели. Изменение значений скорости

Ri 1@

Рис. 4. Вертикальное распределение (а) температуры, (б) градиента температуры во втором эксперименте.
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Рис. 5. Вертикальное распределение (а) турбулентной кинетической энергии, (б) градиента турбулентной кинетиче-
ской энергии во втором эксперименте.
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трения в основном влияет на время формирова-
ния перемешанного слоя (в, частности, процес-
сы перемешивания происходят быстрее при уве-
личении u*, см. также расчеты в работе [20]).

Следует отметить, что чувствительность моде-
ли к используемой параметризации  (осо-
бенно в области больших градиентов) представля-
ется важной в задачах воспроизведения концен-
траций биохимический примесей во внутренних
водоемах и описания газообмена с атмосферой
(см. [39]). В настоящей работе мы ограничились
рассмотрением термически стратифицированный
среды в отсутствии примесей, однако в моделях
внутренних водоемов, включающих перенос био-
химических составляющих, турбулентные числа
Шмидта, описывающие подобие между процесса-
ми турбулентной диффузии скаляра и турбулент-
ным переносом импульса, как правило, полагают-
ся равными турбулентному числу Прандтля (см.,
например, [40]). Таким образом, можно ожидать,
что использование параметризации  мо-
жет влиять на перенос биохимических примесей в
небольших внутренних водоемах, в частности,
через термоклин. В свою очередь, данные измере-
ний [41] показывают, что сезонные изменения в
коэффициенте экстинкции проникающей корот-
коволновой радиации для водоемов в северных
широтах напрямую связаны с вертикальным рас-
пределением концентраций органических ве-
ществ, влияющих на оптическую проницаемость
среды. Результаты численного моделирования при
воспроизведении сезонной изменчивости и, в
частности, времени формирования ледяного по-
крова [41], сильно чувствительны к параметриза-
циям данных процессов и потому требуют деталь-
ного изучения с помощью полных моделей, вклю-

( )Pr RiT

( )Pr RiT

чающих описание радиационных процессов и
переноса биохимических примесей.

ВЫВОДЫ

В настоящей работе предложена параметриза-
ция турбулентного числа Прандтля, полученная
на основе модели турбулентного замыкания [28],
учитывающей двустороннюю трансформацию
кинетической и потенциальной энергий турбу-
лентных пульсаций. Характерной особенностью
предложенной параметризации является входя-
щее в нее отношение потенциальной энергии
турбулентных флуктуаций П к кинетической k,
которое, в свою очередь, определяет неградиент-
ную добавку в выражении для среднего потока
массы. Полученная параметризация находится в
хорошем качественном соответствии со сравни-
тельно недавно полученной моделью С.С. Зили-
тинкевича с соавторами [26, 27]. Параметризация
внедрена в формулу коэффициента турбулентной
теплопроводности k-ε модели с целью коррект-
ного учета устойчивой стратификации при расче-
те термогидродинамического режима внутренних
водоемов.

Результаты расчетов позволяют сделать вывод
о том, что описание вертикального перемешива-
ния во внутренних водоемах даже в идеализиро-
ванной постановке чувствительно к параметриза-
ции турбулентного числа Прандтля. Важно под-
черкнуть, что учет параметризации приводит к
сглаживанию всех резких изменений в вертикаль-
ных распределениях турбулентной кинетической
энергии, температуры и толщины слоя скачка.
Это связано с особенностями данной параметри-
зации, справедливой в широком диапазоне изме-

Рис. 6. Профиль числа Ричардсона (а) в первом эксперименте на 7 сутки, (б) во втором эксперименте по окончании
1 суток.
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нения чисел Ричардсона (в частности, и при
больших значениях ), в то время как расче-
ты по стандартной модели с постоянным значе-
нием числа Прандтля предполагают наличие кри-
тического значения динамического (потокового)
числа Ричардсона, в окрестности которого теря-
ют смысл ряд гипотез полуэмпирической теории
турбулентности [18].

Полученный результат свидетельствует о целе-
сообразности проведения дополнительных лабо-
раторных и натурных измерений соответствую-
щих коэффициентов турбулентной вязкости и
диффузии с целью выбора обоснованных пара-
метризаций турбулентного числа Прандтля при
расчете сезонной и межгодовой динамики стра-
тифицированных внутренних водоемов.

Работа выполнена в рамках проектов РФФИ
18-05-00292, 18-05-60299 и 20-05-00776, а также в
рамках грантов Президента Российской Федерации
для государственной поддержки молодых россий-
ских ученых МК-1867.2020.5 и МД-1850.2020.5.
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A Simple Description of Turbulent Transport in a Stratified Shear Flow Devoted
to the Description of Thermohydrodynamics of Inland Water Bodies
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A parameterization of the turbulent Prandtl number is proposed, obtained on the basis of the model of tur-
bulent transport in a stratified f luid, which takes into account the two-sided transformation of the kinetic and
potential energies of turbulent pulsations. Numerical experiments aimed at studying the influence of the pro-
posed parameterization on the characteristics of thermohydrodynamic processes in inland water bodies have
been carried out.
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