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Введение

Диссертация посвящена разработке методов представления решений эво-
люционных стохастических уравнений типа уравнений Шредингера – Белав-
кина функциональными интегралами. Эти же методы применяются для неко-
торых детерминированных уравнений.

Стохастические уравнения Шредингера – Белавкина были выведены В.
П. Белавкиным (см. [21], [22]) в общем виде и Л. Дьоши (см. [24]) в наиболее
важном частном случае. В. П. Белавкин для вывода уравнения использовал
квантовое стохастическое исчисление. С помощью стандартной аксиомати-
ки квантовой механики уравнения Шредингера-Белавкина были получены в
работах Л. Дьоши, а также О. Г. Смолянова с соавторами в работах [25] и
[26].

Эти уравнения дают описание марковской аппроксимации динамики от-
крытых квантовых систем, в частности, эволюции квантовых систем, нахо-
дящихся под так называемым непрерывным наблюдением. Поскольку факти-
чески не существует изолированных квантовых систем, то есть все системы
можно считать открытыми, уравнения такого типа имеют большое значе-
ние для приложений. Внимание к открытым квантовым системам в послед-
нее время сильно возросло в связи с применениями в различных областях,
связанных с квантовыми технологиями, в частности, с теорией управления
квантовыми системами, поэтому исследование марковских аппроксимаций
открытых квантовых систем представляется очень важным для развития со-
ответствующих математических методов. Таким образом, актуальность темы
диссертации не вызывает сомнений.

Существует несколько подходов к получению представлений решений эво-
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люционных уравнений функциональными интегралами: теорема Чернова
(см. [35]) и ее частный частный случай – теорема Троттера (см. [48]) (впер-
вые использованная в 1964 году Э. Нельсоном (см. [49])) для доказательства
лагранжевых формул Фейнмана), метод аналитического продолжения по па-
раметру и метод аналитического продолжения по аргументу. Каждый из этих
методов имеет свои преимущества при рассмотрении конкретных задач. Оста-
новимся подробнее на этих методах.

Прежде всего рассмотрим метод, основанный на применении теоремы Чер-
нова, появившейся в 1968 году. В детерминированном случае теорема Чернова
была использована в работе О. Г. Смолянова [31] и его последующих работах
с соавторами [36], [40] [27]. В 2002 году эта теорема была применена в статье
[59] для доказательства появившихся в 1951 году в работе [45] гамильтоновых
формул Фейнмана. В работе О. О. Обрезкова, О. Г. Смолянова и А. Труме-
на [63] был доказан рандомизированный вариант теоремы Чернова, который
затем использовался в работе [52] для получения представлений решений сто-
хастического уравнения Шредингера (подробнее см. [62]). С помощью этого
подхода функциональные интегралы, представляющие решения уравнений
Шредингера – Белавкина, были получены как пределы последовательности
конечнократных интегралов (так называемые формулы Фейнмана), причем
пределами являлись функциональные интегралы по мере Фейнмана, не яв-
ляющейся счетно-аддитивной. Также при подходе, основанном на примене-
нии теоремы Чернова, явно не рассматривается связь представлений решений
со стохастическим анализом. Методы аналитического продолжения гораздо
лучше выявляют такую связь.

Подробнее о применении аналитического продолжения и равенства Пар-
севаля можно прочитать в книге О. Г. Смолянова и Е. Т. Шавгулидзе [1] (см.
также [38], [39]). С помощью этих методов были доказаны появившиеся в 1948
году лагранжевы формулы Фейнмана [44].

Для применения метода аналитического продолжения сначала требует-
ся получить представление решения уравнения теплопроводности функцио-
нальным интегралом, что впервые сделал М. Кац в работах [15] и [16]. Затем
к полученному функциональному интегралу по счетно-аддитивной мере при-
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меняется метод аналитического продолжения.

Аналитически продолжать можно по параметру, стоящему в показателе
гауссовской экспоненты под знаком функционального интеграла, и по аргу-
менту, в результате чего получаются разные представления решений одного
и того же уравнения.

Аналитическое продолжение по параметру было рассмотрено в работе
И. М. Гельфанда и А. М. Яглома [60], причем авторы полагали, что при
таком аналитическом продолжении будет получаться интеграл по счетно-
аддитивной мере. Это опроверг в своих работах Р. Камерон ([65], [66]), по-
казавший, что при таком аналитическом продолжении ситуация иная: как
только мнимая часть параметра, по которому осуществляется аналитическое
продолжение, становится отличной от нуля, у меры появляется неограни-
ченная вариация, сама мера определена на очень маленьком полукольце, а
потому не может быть продолжена до счетно-аддитивной. Таким образом, то,
что предложили И. М. Гельфанд и А. М. Яглом, следует считать продолже-
нием функционального интеграла, а не меры. Когда параметр чисто мнимый
с единичной мнимой частью, то мы получаем меру Фейнмана.

На стохастический случай этот метод был обобщен в упоминавшейся выше
работе В. П. Белавкина и О. Г. Смолянова, однако эта работа не содержит
полных доказательств. Для получения функционального интеграла по мере
Фейнмана, представляющего решение уравнения Шредингера – Белавкина,
авторы предполагали использовать аналог представления Маслова и Чебо-
тарева (см. [54]), преобразование Фурье и равенство Парсеваля; с помощью
этих приемов предполагалось получить последовательность конечнократных
интегралов, сходящуюся к нужному функциональному интегралу.

Аналитическое продолжение по аргументу в детерминированном случае
было впервые изучено в работе Х. Досса [42]. Соответствующий метод иногда
называют методом Досса. При таком аналитическом продолжении у функ-
ций заменяется аргумент (откуда еще одно название метода: метод замены
переменной), а сами функции под знаком функционального интеграла, пред-
ставляющего решение уравнения теплопроводности, аналитически продолжа-
ются в подходящую область. При этом на новом пространстве аналитически
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продолженных функций при отображении, заданном с помощью такой заме-
ны и аналитического продолжения, образ меры Винера снова оказывается
счетно-аддитивной мерой, что было проверено в работе автора [70].

На стохастический случай метод Досса был распространен в работах С.
Альбеверио, В. Н. Колокольцова и О. Г. Смолянова [33], [34], однако и в этих
работах были пропущены многие детали доказательств. Тем не менее идея
применения формулы Ито для доказательства формулы Фейнмана-Каца бы-
ла высказана во всех работах, посвященных методу аналитического продол-
жения в стохастическом случае.

Надо отметить, что подходы Р. Фейнмана и М. Каца к получению пред-
ставлений решений задач Коши для эволюционных дифференциальных с по-
мощью функциональных интегралов являются альтернативными. Оба автора
рассматривали представление экспоненты от оператора, однако метод Фей-
нмана является обобщением разложения экспоненты в бесконечное произве-
дение, а метод Каца – обобщением разложения экспоненты в степенной ряд.
Формула Ито в детерминированном случае используется в упоминавшейся
выше работе Х. Досса, а также в книге Б. Саймона [17].

Таким образом к началу работы над диссертацией не было ни одного пол-
ного доказательства формул Фейнмана – Каца и были высказаны только
некоторые идеи, обобщающие метод замены переменной на стохастический
случай. В диссертации, с использованием новых идей и конструкций, при-
ведены полные доказательства, использующие формулу Ито, и рассмотрены
некоторые новые виды уравнений, на которые обобщается метод замены пе-
ременной.

Далее используется терминология, отличающаяся от примененной выше.
В этой терминологии мы различаем два типа объектов: стохастические урав-
нения типа Шредингера и уравнения Белавкина (те и другие принадлежат
к обсуждавшемуся выше классу уравнений Шредингера-Белавкина). Мы на-
зываем стохастическим уравнением типа Шредингера уравнение, в котором
мнимая единица стоит только перед лапласианом, а уравнением Белавкина –
уравнение, в котором мнимые единицы стоит и перед лапласианом, и перед
потенциалом V.
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В некоторых случаях мы ограничиваемся изложением алгебраических ас-
пектов теории, не обсуждая подробно аналитических предположений.

Цель работы – с помощью комбинации методов замены переменной и ана-
литического продолжения по аргументу получить представления решений
стохастических дифференциальных уравнений типа Шредингера и уравне-
ний Белавкина, установить связь решений этих уравнений с решениями со-
ответствующих операторных уравнений. При этом предполагается распро-
странить на такие уравнения технический аппарат, использовавшийся ранее
для нестохастических уравнений, прежде всего формулу Ито и метод анали-
тического продолжения по пространственной переменной. Еще одной целью
работы является получение представлений с помощью функциональных ин-
тегралов решений уравнений типа Шредингера и уравнений Белавкина со
знакопеременными гамильтонианами.

Новизна. Все выносимые на защиту результаты диссертации являют-
ся новыми и опубликованы в работах автора. Они состоят в следующем:

1. Получены представления решений стохастических уравнений типа
Шредингера и уравнений Белавкина с помощью интегралов по счетно-
аддитивным мерам.

2. Методы замены переменной и аналитического продолжения по аргумен-
ту обобщены на стохастический случай. При этом использована комбинация
формулы Ито и теоремы Ферника.

3. Получены представления с помощью функциональных интегралов ре-
шений уравнений Шредингера и Белавкина со знакопеременным гамильто-
нианом.

4. Развит новый метод замены пространственных переменных, позволяю-
щий свести уравнения со знакопеременным гамильтонианом к уравнениям со
знокопостоянным гамильтонианом.

Положения, выносимые на защиту.

1. Формулы Фейнмана-Каца для стохастических уравнений типа Шре-
дингера и уравнений Белавкина, содержащие функциональные интегралы
по счетно-аддитивным мерам.

2. Метод замены переменной и аналитического продолжения для стоха-

7



стических уравнений с частными производными.

3. Теоремы о представлениях с помощью функциональных интегралов ре-
шений уравнений Шредингера и Белавкина со знакопеременным гамильто-
нианом.

4. Метод замены пространственных переменных, позволяющий свести
уравнения со знакопеременным гамильтонианом к уравнениям со знакопо-
стоянным гамильтонианом.

Методы исследования. В диссертации использованы методы анализа,
связанные с аналитическим продолжением функций, специальными замена-
ми переменных и дифференцируемостью под знаком функциональных инте-
гралов, а также методы теории самосопряженных операторов. Кроме того,
используется формула Ито, методы бесконечномерного анализа и ряд специ-
альных конструкций, относящихся к действительному, функциональному и
комплексному анализу.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация имеет теоре-
тический характер. Ее результаты могут быть использованы в бесконечно-
мерном анализе, в частности, в стохастическом анализе, при изучении от-
крытых квантовых систем, а также в квантовой информатике и квантовом
управлении.

Апробация диссертации. Результаты диссертации докладывались на
следующих научных семинарах, конференциях и заседаниях:

• Научный семинар «Бесконечномерный анализ и математическая фи-
зика» на механико-математическом факультете МГУ, руководители
О.Г.Смолянов и Е.Т.Шавгулидзе (многократно, 2016-2020 г.г.)

• Научный семинар кафедры высшей математики МФТИ (04. 12. 2020)

• 63-я Всероссийская научная конференция МФТИ (14. 11. 2020)

• Международная молодежная научная конференция "ЛОМОНОСОВ"(2016,
2017, 2018, 2019, 2020 гг., МГУ, Москва)
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• Международная конференция "Математическая физика, динамические
системы, бесконечномерный анализ"(г. Долгопрудный, Моск. обл., Рос-
сия, 17-21 июня 2019)

• Международная научная конференция "Современные проблемы мате-
матики и механики посвященная 80-летию академика В. А. Садовничего
(МГУ им. М.В. Ломоносова, Россия, 13-15 мая 2019)

• International scientific conference "Infinite-dimensional analysis and mathematical
physics". Dedicated to the memory of Sergei Vasilyevich Fomin (Moscow, 28
January – 1 February 2019, Москва, Россия, 28 января – 1 февраля 2019)

• Международная конференция "Современная математическая физика.
Владимиров-95"(Москва, Россия, 12-16 ноября 2018)

• Международная научная конференция "Бесконечномерный анализ и
теория управления"(МГУ имени М.В.Ломоносова, Россия, 29 января -
1 февраля 2018)

• Межрегиональная научная конференция "Квантовая динамика и функ-
циональные интегралы"(Москва, ИПМ им. М.В. Келдыша РАН, Россия,
26 апреля 2017)

Публикации. Основные результаты диссертаци опубликованы в 10 пе-
чатных работах автора. Из них 3 статьи [63-65] в рецензируемых научных
журналах RSCI, Web of Science, SCOPUS, 1 статья в сборнике РИНЦ [66] и
6 тезисов докладов на научных конференциях [67-72]. Работ, написанных в
соавторстве, нет.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
трех разбитых на параграфы глав, заключения и списка литературы из 78
наименований. Объем текста диссертации составляет 94 страницы. Чертежей,
таблиц и рисунков нет.

Краткое содержание диссертации

В первой главе диссертации рассматривается задача Коши для стоха-
стического уравнения теплопроводности, являющегося евклидовым аналогом
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стохастического уравнения типа Шредингера:

dΨω(t)(q) = α(Ψω(t))′′(q)dt+ (αV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dw(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q), (1)

где Ψω – это случайная функция. Ниже приводятся соответствующие опре-
деления .

Пусть (Ω,A, ν)− вероятностное пространство (Ω - множество; A -
σ−алгебра его подмножеств; ν− неотрицательная счетно-аддитивная нор-
мированная мера на A).

Опрeделение. Случайной величиной со значениями в измеримом про-

странстве (T,BT ) называется измеримое отображение F : Ω → T ; из-

меримость означает, что если B ∈ BT , то F−1(B) ∈ A.

При этом вероятностная мера на BT , являющаяся образом меры ν при
отображении F, называется распределением случайной величины F.

Если E – топологическое пространство, то случайной величиной со зна-
чениями в E называется случайная величина в (E,BE), где BE – это
σ−алгебра борелевских подмножеств пространства E.

Пусть (Q,BQ) и (P ,BP) – два измеримых пространства, а I(Q,P) – мно-
жество (некоторых) измеримых отображений из Q в P . Подмножество AI
множества I(Q,P) называется цилиндрическим, если существуют конечный
набор элементов a1, ..., an ∈ Q и набор множеств B1, ..., Bn ∈ BP , такие, что
AI = {g ∈ I(Q,P) : g(aj) ∈ Bj, j = 1, ..., n}. Множество всех цилиндриче-
ских множеств образует алгебру множеств C; порожденную ею σ−алгебру
будем обозначать символом C(Q,P).

Опрeделение. Случайной функцией на множестве Q, принимающей зна-

чения в измеримом пространстве (P ,BP), называется случайная величина,

принимающая значения в измеримом пространстве (I(Q,P),C(Q,P)).

Более традиционным является следующее определение (см. [5] (c. 214) и
[6] (с. 520)).
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Опрeделение. Случайной функцией на множестве Q, принимающей зна-

чения в измеримом пространстве (P ,BP), называется функция на Q, зна-

чениями которой являются случайные величины, принимающие значения в

измеримом пространстве (P ,BP).

Далее обычно случайные функции принимают вещественные значения и
определены на множестве [0,+∞) × Q (здесь Q− конфигурационное про-
странство, которое в этой главе равно R). Для обозначения случайных функ-
ций в основном будет использоваться знакосочетание Ψω(t)(q).

В первой главе для задачи Коши (1) получено представление решения с
помощью интеграла по мере Винера (формула Фейнмана-Каца). При этом с
помощью теоремы Ферника (см. [46]) обосновывается сходимость математи-
ческого ожидания от экспоненты, зависящей от стохастического интеграла.
Этот результат сформулирован в виде следующей теоремы (предполагается,
что функция R непрерывна и стохастический интеграл от нее существует).

Теорема. Пусть для t ∈ [0,+∞), q ∈ Q функция Φt,q на вероятност-

ном пространстве (C0[0, t],B, w0,t) определяется равенством Φt,q(ξ) =

ec
∫ t
0
R(q+ξ(τ))dBω(τ), где символ

∫ t
0 R(q + ξ(τ))dBω(τ) обозначает стохастиче-

ский интеграл Ито. Тогда Φt,q интегрируема по мере w0,t, то есть инте-

грал ∫
C0(0,t)

ec
∫ t
0
R(q+ξ(τ))dBω(τ)w0,t(dξ)

существует.

Эта теорема используется как при получении формулы Фейнмана-Каца
для евклидова аналога стохастического уравнения типа Шредингера, так и
во второй главе, где получены представления решения стохастического урав-
нения типа Шредингера и уравнения Белавкина.

Формула Фейнмана-Каца для решения задачи Коши (1) содержится в сле-
дующей теореме.
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Теорема. Пусть функция V непрерывна и ограничена, а функция ϕ0 огра-

ничена, дважды дифференцируема и ее первая и вторая производные также

ограничены. Тогда при α = 1 решение задачи Коши (1) существует и мо-

жет быть представлено следующим образом:

Ψ(t, ω)(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ). (2)

Доказательство этой теоремы основано на применении формулы Ито, од-
нако из-за наличия экспоненты, зависящей от стохастического интеграла, оно
требует дополнительных (по сравнению с нестохастическим случаем) рассуж-
дений. Кроме того, как было сказано выше, в доказательстве используется
теорема о сходимости функционального интеграла от экспоненты, зависящей
от стохастического интеграла. Более общие уравнения теплопроводности бы-
ли рассмотрены в работе [71] автора диссертации.

В последнем разделе первой главы обсуждается еще один способ получе-
ния формулы Фейнмана-Каца.

Рассматривается следующее стохастическое уравнение.

dϕ(t) = (ϕ(t))′′ dt+ V (q)ϕ(t)dt− λ

4
q2ϕ(t)dt+

√
λ

2
qϕ(t)dw(t), (3)

где λ > 0, a w – мера Винера на множестве непрерывных функций, опреде-
ленных на [0,∞) и исчезающих в нуле.

Случайный оператор в правой части уравнения, применяемый к функции
ϕ(t), будет обозначаться символом A(t). Этот оператор представляет собой
сумму лапласиана и операторов умножения на функции, каждый из которых
является самосопряженным.

Стохастическое уравнение (3) записывается в виде

dϕ(t) = A(t)ϕ(t).
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Решение задачи Коши для этого уравнения дается следующим разре-
шающим двухпараметрическим семейством случайных операторов F (t1, t2),

t1, t2 ∈ R1, t1 ≤ t2, действующих в пространстве L2(R1) и определяемых так
(ниже h – это элемент пространства L2(R1)) :

(F (t1, t2)h) (q) =

∫
C0([t1,t2]

(h(q+ξ(t2))) exp
{ t2∫
t1

V (q+ξ(τ))dτ−
t2∫
t1

λ

2
(q+ξ(τ))2dτ

}
×

× exp
{ t2∫
t1

√
λ

2
(q + ξ(τ))dB(τ)

}
wt1,t2(dξ). (4)

В том случае, когда эти операторы самосопряженные, справедлива следу-
ющая теорема.

Теорема. Каковы бы ни были t1 ∈ [0,+∞) и дважды дифференцируемая

функция h с ограниченными производными, функция ψ, определяемая ра-

венством ψ(t2) = F (t1, t2)h (t2 > t1), является решением задачи Коши для

стохастического дифференциального уравнения (3) при начальных данных

(t1, h).

Во второй главе диссертации получены формулы Фейнмана-Каца для
одномерного стохастического уравнения типа Шредингера и для уравнения
Белавкина. Функциональные интегралы, являющиеся представлениями ре-
шений этих уравнений, - это аналитические продолжения представления ре-
шения (2) для евклидова аналога (стохастического уравнения теплопровод-
ности) (1).

Аналитическое продолжение понимается в смысле следующего определе-
ния.

Опрeделение. Будем говорить, что функция v , определенная на множе-

стве R = [0,+∞), допускает аналитическое продолжение на множество

S = {z : z = reiγ, r ≥ 0, 0 ≤ γ ≤ π
4}, если существует функция s : S → C,

обладающая следующими свойствами: сужение функции s на R совпадает
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с исходной функцией v; функция s непрерывна на S; сужение s на откры-

тый сектор S0 = {z : z = reiγ, r > 0, 0 < γ < π
4} (S0 является внутренно-

стью множества S ) аналитично. При этом сама функция s называется

аналитическим продолжением функции v. Если аналитическое продолже-

ние функции v на S существует, то сужение функции s на любую часть

множества S также называется аналитическим продолжением функции

v на эту часть.

Если функция ψ является решением уравнения теплопроводности, то
функция η, определяемая равенством η(t, q) = ψ(t,

√
iq), (t, q) ∈ [0,+∞)×Q

(здесь и далее
√
i = ei

π
4 ), является решением уравнения типа Шредингера,

евклидовым аналогом которого является то уравнение теплопроводности, ре-
шением которого является функция ψ. Справедлива следующая теорема.

Теорема. Пусть f− решение задачи Коши для уравнения (теплопроводно-

сти)

dfω(t)(q) = (fω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2

)
fω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qfω(t)(q)dBω(t)

с начальным условием fω(0)(q) = hω(q).

Пусть, кроме того, для каждого ω функция fω обладает аналитиче-

ским продолжением на множество S. Тогда функция gω, определяемая

равенством gω(t)(q) = fω(t)(
√
iq), является решением задачи Коши для

следующего уравнения типа Шредингера

idgω(t)(q) = −(gω(t))′′(q)dt+ i

(
V (q)− λ

4
q2

)
gω(t)(q)dt

+ i

√
λ

2
qgω(t)(q)dBω(t)

с начальным условием gω(0)(q) = hω(q).
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С помощью серии лемм мы доказываем, что функциональный интеграл (2)
допускает необходимое аналитическое продолжение. Сформулируем наиболее
важные из этих лемм.

Лемма. Пусть функция V дифференцируема на S, причем ее производная

ограничена. Тогда функция p, определяемая равенством

p(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

w0,t(dξ),

дифференцируема по q на S при каждом ξ.

Лемма. Функция u, определяемая равенством

u(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

w0,t(dξ),

дифференцируема, причем

u′(q) =

∫
C0[0,t]

ω(t) exp


t∫

0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

w0,t(dξ).

В следующей лемме предполагается, что функция ϕ0 , определенная на
S, ограничена и непрерывна на S, аналитична внутри S и обладает на S

ограниченными производными первых двух порядков.

Лемма. Пусть функция rω, определенная на S, задается равенством

rω(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ).

Тогда эта функция дифференцируема на S (и, следовательно, аналитична

на S0 и непрерывна на S ).
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Далее, пользуясь сформулированными результатами, мы доказываем, что
аналитическое продолжение функционального интеграла (2) на множество
S1 = {z : z = rei

π
4 , r ≥ 0} (S1 ⊂ S ) является представлением решения

стохастического уравнения типа Шредингера. В следующей теореме предпо-
лагается, что выполнены все условия лемм, сформулированных выше.

Теорема. Пусть функция V непрерывна в области S = {z : z = reiγ, r ≥

0, 0 ≤ γ ≤ π
4}, сужение V на S0 аналитично и ее производная в области S

непрерывна и ограничена.

Тогда функция Ψ, определяемая равенством

Ψ(ω, t, q) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (
√
iq + ξ(τ))dτ −

t∫
0

λ

2
(
√
iq + ξ(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(
√
iq + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(
√
iq + ξ(t))w0,t(dξ) (5)

q ∈ Q, t ∈ [0,+∞), является решением следующей задачи Коши для стоха-

стического уравнения типа Шредингера:

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2

)
Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q). (6)

В следующей теореме получено представление решения стохастического
уравнения типа Шредингера с помощью интеграла по мере, являющейся об-
разом меры Винера при отображении, представляющем собой замену про-
странственной переменной (этот результат был анонсирован в работе [70]
автора диссертации).

Теорема. Пусть выполнены предположения предыдущей теоремы и пусть
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ζ− это отображение луча Q в луч

Q1 = {q = αei
π
4 , 0 ≤ α <∞},

определяемое так: ζ(q) =
√
iq. Тогда функция W, определяемая равенством

W(t, q1) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q1 +
√
iξ1(τ))dτ −

t∫
0

λ

4
(q1 +

√
iξ1(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(q1 +

√
iξ1(τ))dBω(τ)

ϕ0(q1 +
√
iξ1(t))w0,tζ

−1(dξ1),

где
√
iq = q1, является решением следующей задачи Коши для стохасти-

ческого уравнения типа Шредингера:

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2

)
Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q).

Все приведенные результаты используются для получения представления
решения задачи Коши для уравнения Белавкина.

Мы рассматриваем уравнение теплопроводности:

dΨω(t)(q) = (Ψω(t))′′(q)dt+ (Ṽ (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t), (7)

где Ṽ (q) = iV (q). После замены переменной q на
√
iq получается уравнение

Белавкина

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+ (iV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t). (8)
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Используя единственность аналитического продолжения и приведенные вы-
ше результаты, мы получаем теорему о представлении решения задачи Коши
для уравнения Белавкина.

Теорема. Пусть выполнены предположения теорем, сформулированных

выше. Тогда функция G, определяемая равенством

G(t, q1) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

iV (q1 +
√
iξ1(τ))dτ −

t∫
0

λ

4
(q1 +

√
iξ1(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(q1 +

√
iξ1(τ))dBω(τ)

ϕ0(q1 +
√
iξ1(t))w0,tζ

−1(dξ1) (9)

является решением задачи Коши для уравнения Белавкина

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+ (iV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q).

Полученное в последней теореме представление решения содержит инте-
грал по счетно-аддитивной мере; в этом преимущество аналитического про-
должения по аргументу по сравнению с аналитическим продолжением по
параметру, в результате которого получается мера Фейнмана, являющаяся
обобщенной мерой (к ней понятие счетной аддитивности неприменимо).

В третьей главе диссертации рассмотрена связь между гамильтоновой
мерой Фейнмана (гамильтоновой мерой Фейнмана на пространстве Q × P

(Q и P - две копии сепарабельного комплексного гильбертова пространства)
называется обобщенная мера на этом пространстве, преобразование Фурье
которой имеет вид e(ip,q) ) и бесконечномерным уравнением Шредингера

if ′(t) = ∆Bf(t). (10)

Оператор B определяется равенством B(x1 + x2) = B1(x1)− B2(x2) , где Bj

- копия неотрицательно определенного оператора, действующая в гильберто-
вом пространстве Hj (j = 1, 2) , а ∆B - оператор Лапласа, действующий в
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пространстве функций на гильбертовом пространстве H и задаваемый опе-
ратором B . Он определяется равенством

∆Bψ = trB1ψ
′′
H1
− trB2ψ

′′
H2
.

Связь между гамильтоновой мерой Фейнмана и бесконечномерным уравне-
нием Шредингера является одной из мотивировок для изучения уравнения
Шредингера со знакопеременным гамильтонианом (см. работу [69] автора
диссертации).

Для получения представления решения задачи Коши для двумерного
уравнения Шредингера со знакопеременным гамильтонианом

iψ′(t) = H1(ψ(t)) + V (q1, q2)ψ(t). (11)

(здесь Q = R2, H1 - оператор в L2(Q) , определяется равенством
(H1ϕ)(q1, q2) = ∂2ϕ

∂q21
(q1, q2) − ∂2ϕ

∂q22
(q1, q2)) мы сначала получаем формулу

Фейнмана-Каца для уравнение теплопроводности
∂g

∂t
=
∂2g

∂q2
1

+
∂2g

∂q2
2

+ V (q1, q2)g(t, q1, q2). (12)

Для этого с помощью формулы Ито доказывается следующая теорема.

Теорема. Пусть C0[0, t] - множество непрерывных на [0, t] функций, исче-

зающих в нуле и принимающих значения в Q(= R2), с (борелевской) мерой

Винера w0,t . Тогда решение задачи Коши g для уравнения (12) с начальным

условием g0 ∈ L2, представляется следующей формулой Фейнмана-Каца

g(t, q1, q2) =

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτg0(q1+ξ1(t), q2+ξ2(t))w0,t(dξ1dξ2). (13)

При этом мы предполагаем, что функция V такова, что решение задачи

Коши для уравнения (12) существует и единственно, а интеграл в форму-

ле Фейнмана-Каца сходится (например, это будет так, если потребовать,

чтобы функция V была непрерывна и ограничена по совокупности аргумен-

тов, а функция g0 - ограничена, дважды дифференцируема по каждому ар-

гументу, с ограниченными первой и второй производными).
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Далее мы используем метод замены переменных и аналитическое продол-
жение, чтобы получить представление решения задачи Коши для уравнения
(11).

Мы предполагаем, что потенциал V и начальное условие g0 допускают
аналитическое продолжение во внутренность области

Ŝ = {(q1, q2) : q1 = α1e
iγ1, q2 = α2e

iγ2, 0 < α1, α2 <∞, 0 ≤ γ2 ≤
π

4
,−π

4
≤ γ2 ≤ 0},

непрерывное вплоть до границы этой области.
Тогда, производя замену переменных ζ̂(q1, q2) = (

√
iq1,

1√
i
q2) и применяя

подход, развитый в главе 2, мы получаем следующую теорему.

Теорема. Пусть функции V и ψ0 обладают аналитическими продолжени-

ями в область Ŝ, представляющими собой функции, ограниченные в этой

области вместе с производными по каждому из аргументов. Тогда функция

ψ̂, определяемая равенством

ψ̂(t, q̂1, q̂2) =

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
V (q̂1+

√
iξ̂1(τ),q̂2+

ξ̂2(τ)√
i

)dτψ0(q̂1+
√
iξ̂1(t), q̂2+

ξ̂2(t)√
i

)w0,tζ̂
−1(dξ̂1dξ̂2),

(14)

где (q̂1, q̂2) = (
√
iq1,

1√
i
q2) и ξ̂1 =

√
−iξ1 ξ̂2 = 1√

−iξ2, является решением

задачи Коши для уравнения (11) с начальным условием ψ0 .

В пятом разделе третьей главы рассматривается стохастическое диффе-
ренциальное уравнение с двумерным белым шумом, которое мы также назы-
ваем уравнением Белавкина:

dψ(t)(q1, q2) =

(
i

2

∂2ψ(t)

∂q2
1

(q1, q2)−
i

2

∂2ψ(t)

∂q2
2

(q1, q2)

)
dt+

+

(
iV (q1, q2)−

λ1

4
q2

1 −
λ2

4
q2

2

)
ψ(t)(q1, q2)dt+

+

√
λ1

2
q1ψ(t)(q1, q2)dB1(t) +

√
λ2

2
q2ψ(t)(q1, q2)dB2(t). (15)

Здесь λ1 и λ2 - неотрицательные числовые параметры, имеющие тот же
смысл, что и параметр λ в главе 1, а B1 и B2 - независимые броуновские
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движения. Определение функции ψ аналогично определению функции Ψω

из главы 1, только конфигурационное пространство теперь - двумерная ве-
щественная плоскость.

Сначала мы решаем уравнение теплопроводности, затем, с помощью за-
мены переменных ζ̂(q1, q2) = (

√
iq1,

1√
i
q2) и аналитического продолжения

мы получаем формулу Фейнмана-Каца для стохастического уравнения типа
Шредингера, после чего, используя метод раздела 3 второй главы, прихо-
дим к теореме, в которой получено представление решения задачи Коши для
уравнения Белавкина с двумерным белым шумом.

Теорема. Пусть функция V непрерывна в области Ŝ, сужение функции

V на внутреннюю часть Ŝ аналитично и ее производные в области Ŝ

по обоим аргументам непрерывны и ограничены. Пусть еще функция η ,

определенная на Ŝ, ограничена и непрерывна на Ŝ, аналитична внутри Ŝ

и обладает на Ŝ ограниченными производными первых двух порядков по

каждому аргументу. Тогда функция F , определяемая равенством

F(t)(q̂1, q̂2) =

=

∫
C0[0,t]

exp

√λ1

2

t∫
0

(q̂1 +
√
iξ̂1(τ))dB1(τ) +

√
λ2

2

t∫
0

(q̂2 +
1√
i
ξ̂2(τ))dB2(τ)

×

× exp

− t∫
0

[
λ1

2
(q̂1 +

√
iξ̂1(τ))2 +

λ2

2
(q̂2 +

1√
i
ξ̂2(τ))2]dτ

×
× exp

 t∫
0

iV (q̂1 +
√
iξ̂1(τ), q̂2 +

1√
i
ξ̂2(τ))]dτ

×
× η(q̂1 +

√
iξ̂1(t), q̂2 +

1√
i
ξ̂2(t))w0,tζ̂

−1(dξ̂1dξ̂2), (16)

является решением задачи Коши для уравнения Белавкина (15).

Результаты этого раздела могут быть обобщены на случай любого конеч-
номерного конфигурационного пространства.
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Глава 1

Формула Фейнмана-Каца для

стохастического уравнения

теплопроводности

В этой главе получено представление решения стохастического уравнения
типа теплопроводности с помощью функционального интеграла по мере Ви-
нера. Рассматривается стохастическое уравнение теплопроводности, называ-
емое евклидовым аналогом стохастического уравнения типа Шредингера, а
также некоторое его обобщение. Для доказательства формулы Фейнмана –
Каца используется формула Ито. В дальнейшем уравнением Белавкина будет
называться стохастическое уравнение вида

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+ (iV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dw(t).

(все символы будут определены ниже). Любые уравнения, в которых мнимые
единицы расположены иначе, будут называться стохастическими уравнения-
ми типа Шредингера.
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1.1 Вывод уравнения Белавкина

Для удобства читателя мы приводим схему вывода уравнения Белавкина.
Подробнее об этом можно прочитать в работах [25], [26], [62] и [33].

Пусть H1 – гильбертово пространство чистых состояний наблюдаемой
квантовой системы; H2 – гильбертово пространство состояний квантовой си-
стемы, которая является измерительным аппаратом; мы предполагаем, что
H1 реализуется как L2(Q1) , а H2 реализуется как L2(Q2) . Пространство со-
стояний составной системы – это H = H1⊗H2 , то есть гильбертово тензорное
произведение наблюдаемой системы и измерительного аппарата. В качестве
измеряемой наблюдаемой, относящейся к первой системе, возьмем оператор
умножения на координату: (Aϕ)(q) = qϕ(q) .

Непосредственно перед измерением H1 находится в состоянии ϕ , a H2 –
в состоянии Ψ , так что состояние системы H непосредственно перед изме-
рением – это вектор ϕ ⊗ Ψ . Сам процесс измерения является эволюцией в
сложной системе:

L2(Q1 ×Q2) 3 η 7→ [(q1, q2) 7→ (q1, q2 − q1)].

Отображение η является унитарным из L2 в себя. Считая, что есть начальное
состояние (q1, q2) , имеем

(q1, q2) 7→ ϕ(q) ·Ψ(q2 − q1),

следовательно, распределение плотности вероятностей задается следующим
образом:

(q1, q2) 7→ c · |ϕ(q)|2|Ψ(q2 − q1)|2,

где c – нормировочный коэффициент. Мы считаем, что прибор, описываемый
функцией Ψ, является классическим, то есть после измерения, проведенного
с помощью этого прибора, известно как состояние этого прибора (системы
H2 ), так и состояние наблюдаемой системы (H1 ). Чтобы найти распределе-
ние q2 на плоскости (q1, q2) , мы должны проинтегрировать указанное выше
распределение по q1 , поэтому

q2 7→
∫
Q1

c · |ϕ(q1)|2|Ψ(q2 − q1)|2dq1
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задает распределение вероятностей q2 . Но это распределение вероятностей
представляет собой свертку двух квадратов модулей функций, поэтому (так
как q2 - координата измерительного прибора) распределение для q1 реализу-
ется функцией q1 7→ c · |ϕ(q1)|2 ∗ |Ψ(q2)|2 .

Так как измерительный прибор считается классическим, то состояние со-
ставной системы оказывается после измерения смешанным, причем факти-
чески реализуется ровно одно значение q2 , поэтому следует считать, что на-
блюдаемая система H1 после измерения оказывается в случайном чистом
состоянии ϕ(·)Ψ(q2 − ·) . Это состояние можно назвать результатом изме-
рения наблюдаемой A , имеющим ограниченную точность, характеризуемую
функцией Ψ .

Заметим, что если бы Ψ2 была δ -функцией, то однозначно восстанавлива-
лось бы значение q2 по |ϕ(q2)|2 . Также важно отметить, что вектор состояний
ϕ(·)Ψ(q2 − ·) не обязан быть нормированным.

Теперь будем устраивать серии измерений. В промежутках между измере-
ниями система эволюционирует согласно законам квантовой механики. Каж-
дая серия измерений характеризуется числом λ и количеством измерений в
серии; при этом чем больше в серии измерений, тем меньше точность каж-
дого из измерений этой серии. Точность характеризуется числом λ, которое
представляет собой дисперсию случайной величины, являющейся результа-
том измерений. Результаты измерений каждой серии определяют случайный
процесс с дискретным временем. В каждой серии промежутки между изме-
рениями уменьшается. Величина интервалов между измерениями и точность
измерений связаны соотношением (см. [26]).

В каждой следующей серии измерений больше, чем в предыдущих, по-
этому количество этих измерений стремится к бесконечности. Осуществляя
переход к пределу (см. ниже), мы и получим уравнение Белавкина.

Опишем подробнее, как устраивается каждая серия. Зафиксируем λ и ∆t

и предположим, что в моменты времени tn = n∆t, n = 0, 1, 2, ... , система
H1 подвергается наблюдениям; при этом λ - число, характеризующее точ-
ность измерений. Мы считаем, что все наблюдения одной серии одинаковы,
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а функция Ψ задается равенством

cΨ(q) = Ψ∆t,λ(q) = exp(−λ∆t · q2).

Это наиболее естественное предположение относительно результата измере-
ний; фактически оно вытекает из центральной предельной теоремы.

Физический смысл функции Ψ следующий: она описывает вероятностное
распределение q2 после каждого измерения. Считаем, что в промежутках
между наблюдениями эволюция системы H1 описывается уравнением Шре-
дингера с гамильтонианом H . После n-го измерения наблюдаемая система
находится в состоянии ϕ(t) ; тогда перед (n + 1)-м измерением ее состояние
будет ϕ(t+ ∆t− 0)(q) = e−iH∆tϕ(t) , а после этого измерения имеем

ϕ(t+ ∆t) = e−λ∆t(q−q2)2e−iH∆tϕ(t).

Тогда функция распределения q2 имеет плотность

c|ϕ(t+ ∆t)|2 ∗ |Ψ∆t,λ|2(q2), c > 0.

Из определения Ψ∆t,λ следует, что чем меньше ∆t , тем больше дисперсия.
Задаваемое сверткой распределение приближает гауссовское, но так как нас
интересует предельное поведение системы при ∆t → 0 , то мы предполага-
ем, что это распределение гауссовское со средним q̄ = (Aϕ,ϕ) и дисперсией
(2λ∆t)−1 . Тот факт, что при малых ∆t функция Ψ∆t,λ мало отличается от δ -
функции принципиален, т. к свертка с δ -функцией ничего не меняет, а отсюда
и возникает в пределе гауссовское распределение q2 . Так как распределение
гауссовское, то после измерения получаем, что q2 = q̄ + 1√

2λ∆t
w(∆t) , где w -

стандартный винеровский процесс (выходящий из нуля). Следовательно,

exp

{
−λ∆t

2

(
q − q̄ − 1√

2λ∆t
w(∆t)

)2
}

=

= exp

{
−λ∆t

2
q2 +

(
−λ∆t

2
q̄2 − 1

4∆t
(w(∆t))2 −

√
λ

2
q̄w(∆t)

)}
×

× exp

{
λ∆tqq̄ +

√
λ

2
qw(∆t)

}
=
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= exp

{
−λ∆t

2
q̄2 − 1

4∆t
(w(∆t))2 −

√
λ

2
q̄w(∆t)

}
×

× exp

{
−λ∆t

2
q2 + λ∆tqq̄ +

√
λ

2
qw(∆t)

}
.

Ко второй из экспонент получившегося произведения применим формулу Ито

в окрестности нуля (⇒ exp

{
−λ∆t

2 q2 + λ∆tqq̄ +
√

λ
2qw(∆t)

}
= 1), а затем

заменим дифференциалы конечными приращениями:

exp

{
−λ∆t

2
q2 + λ∆tqq̄ +

√
λ

2
qw(∆t)

}
− 1 =

=

(
−λ

2
q2 + λqq̄

)
∆t+

√
λ

2
qw(∆t) +

λ

4
q2∆t =

= −λ∆t

4
q2 +

√
λ

2
q(w(∆t) +

√
2λq̄∆t) + o(∆t).

Тогда получим, что произведение экспонент может быть записано так:(
1− λ∆t

4
q2 +

√
λ

2
q(w(∆t) +

√
2λq̄∆t) + o(∆t)

)
×

× exp

{
−λ∆t

2
q̄2 − 1

4∆t
(w(∆t))2 −

√
λ

2
q̄w(∆t)

}
.

В этом выражении экспонента не зависит от q , а зависит лишь от ∆t , поэтому
ею можно пренебречь. Состояние системы при этом останется таким же, т.к.
выше мы отмечали, что вектор состояния не является нормированным, а
поэтому экспонента связана только с нормировкой этого вектора состояния.
Теперь для функции ϕ(t+ ∆t) согласно правилу Лейбница имеем:

ϕ(t+ ∆t) = e−λ∆t(q−q2)2e−iH∆tϕ(t) =

=

(
1− λ∆t

4
q2 +

√
λ

2
q(w(∆t) +

√
2λq̄∆t) + o(∆t)

)
×

× (1− iH∆t+ o(∆t))ϕ(t) =
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=

(
−iH− λ

4
q2

)
ϕ(t)∆t+

√
λ

2
qϕ(t)(w(∆t) +

√
2λq̄∆t) + ϕ(t)o(∆t).

Таким образом, так как ϕ(t+∆t)−ϕ(t) v dϕ , то стохастическое дифференци-
альное уравнение Шредингера, описывающее предельное поведение системы
H1 , когда ∆t → 0 , может быть, с использованием центральной предельной
теоремы и закона больших чисел (см. [62]), записано так:

dϕ =

(
−iH− λ

2
q2

)
ϕ(t)dt+

√
λ

2
qϕ(t)(dw(t) +

√
2λq̄dt).

Заметим, что q̄(t) =
∫
Q

q|ϕ(t)(q)|2dq , то есть это уравнение нелинейно, поэтому

мы будем считать, что q̄ мало и пренебрежем
√

2λq̄dt.

Уравнение Белавкина описывает марковскую аппроксимацию динамики
открытых квантовых систем. При этом открытой квантовой системой назы-
вается квантовая система, являющейся частью некоторой большей квантовой
системы, называемой ее окружением.

Открытые квантовые используются, в частности, для описания динами-
ки квантовых систем с когерентной квантовой обратной связью, а также
фактически во всех задачах, связанных с теорией управления квантовыми
системами. Дополнительную информацию о теории управления квантовыми
системами можно найти в работах [55], [56], [57].

1.2 Представление решения для евклидова аналога сто-

хастического уравнения типа Шредингера

Пусть (Ω,A, ν) – вероятностное пространство (Ω - множество; A —
σ−алгебра его подмножеств; ν – неотрицательная счетно-аддитивная нор-
мированная мера на A).

Определение 1. Случайной величиной со значениями в измеримом про-

странстве (T,BT ) называется измеримое отображение F : Ω → T ; изме-

римость означает, что если B ∈ BT , то F−1(B) ∈ A.
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При этом вероятностная мера на BT , являющаяся образом меры ν при
отображении F, называется распределением случайной величины F.

Если E – топологическое пространство, то случайной величиной со зна-
чениями в E называется случайная величина в (E,BE), где BE – это
σ−алгебра борелевских подмножеств пространства E.

Пусть (Q,BQ) и (P ,BP) – два измеримых пространства, а I(Q,P) – мно-
жество (некоторых) измеримых отображений из Q в P . Подмножество AI
множества I(Q,P) называется цилиндрическим, если существуют конечный
набор элементов a1, ..., an ∈ Q и набор множеств B1, ..., Bn ∈ BP , такие, что
AI = {g ∈ I(Q,P) : g(aj) ∈ Bj, j = 1, ..., n}. Множество всех цилиндриче-
ских множеств образует алгебру множеств C; порожденную ею σ−алгебру
будем обозначать символом C(Q,P).

Определение 2. Случайной функцией на множестве Q, принимающей

значения в измеримом пространстве (P ,BP), называется случайная вели-

чина, принимающая значения в измеримом пространстве (I(Q,P),C(Q,P)).

Более традиционным является следующее определение (см. [5] (c. 214) и
[6] (с. 520)).

Определение 3. Случайной функцией на множестве Q, принимающей

значения в измеримом пространстве (P ,BP), называется функция на Q,

значениями которой являются случайные величины, принимающие значе-

ния в измеримом пространстве (P ,BP).

Мы не будем обсуждать связь между определениями 2 и 3 (некоторые
сведения об этом можно найти в [58]).

Далее обычно случайные функции принимают вещественные значения и
определены на множестве [0,+∞) × Q (здесь Q− конфигурационное про-
странство, которое в этой главе равно R). Кроме того, вместо символа
Ψ(ω)(x) часто используется символ Ψω(x). При этом обычно x ∈ [0,+∞)×Q;

в этом случае в основном будет использоваться знакосочетание Ψω(t)(q).
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Термины случайная функция и случайный процесс считаются синонима-
ми. Кроме того, если Q является областью многомерного пространства, то
вместо термина случайная функция употребляют термин случайное поле.
Важным примером случайного процесса является винеровский процесс на
отрезке [a, b], a ∈ R, b ∈ (a,+∞].

Символом C0[a, b] обозначается пространство непрерывных ограниченных
функций на [a, b] с равномерной нормой, принимающих вещественные значе-
ния и в точке a обращающихся в ноль; B− σ−алгебра борелевских подмно-
жеств на C0[a, b] ; wa,b – стандартная мера Винера на B (различные опреде-
ления меры Винера можно найти в [1]).

Таким образом, (C0[a, b],B, wa,b) – вероятностное пространство. При этом
винеровским процессом называется случайная функция в смысле определе-
ния 3, задаваемая равенством B(t)(ω) = ω(t), ω ∈ C0[a, b]. Винеровский
процесс в смысле определения 2 – это случайная функция, задаваемая ра-
венством B(ω)(t) = ω(t), так что справедливо равенство B(t)(ω) = B(ω)(t).

Будем считать, что винеровский процесс удовлетворяет условию нормировки
Et2
t1 (B(t))2 = t− t1, где символ Et2

t1 обозначает интегрирование по мере wt1,t2 ;
здесь предполагается, что t2 ≥ t1.

В этом разделе рассматривается следующая задача Коши для стохастиче-
ского дифференциального уравнения типа теплопроводности:

dΨω(t)(q) = α(Ψω(t))′′(q)dt+ (αV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dw(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q), (1.1)

где ϕ0 ∈ C(R1) и ϕ0 ограничена.
Важным частным случаем уравнения из задачи Коши (1.1) является ев-

клидов аналог стохастического уравнения типа Шредингера, который полу-
чается при α = 1. Параметр α связан с нормировкой меры Винера: α = 1, ес-
ли для всех 0 ≤ t1 ≤ t2 справедливо приведенное выше условие нормировки.
Коэффициенты при q2 и при слагаемом с dw(t) те же, что и в стохастическом
уравнении типа Шредингера (и в уравнении Белавкина).

Уравнение из (1.1) записано с помощью дифференциалов. Его же мож-
но записать с помощью производных, формально разделив обе части на dt.
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После этого оно приобретает следующий вид:

Ψ̇ω(t)(q) = α(Ψω(t))′′(q) + (αV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)ẇ(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q).

Здесь штрих обозначает дифференцирование по пространственным коорди-
натам, а точка – дифференцирование по времени; при этом символ ẇ(t)

обозначает обобщенный случайный процесс, являющийся обобщенной про-
изводной винеровского процесса и называемый белым шумом.

При доказательстве основной теоремы этого раздела – теоремы 2 (о пред-
ставлении решения уравнения (1.1)) используется следующее предложение
(теорема 1), представляющее и самостоятельный интерес. При этом пред-
полагается, что функция R непрерывна и стохастический интеграл от нее
существует.

Теорема 1. Пусть для t ∈ [0,+∞), q ∈ Q функция Φt,q на вероят-

ностном пространстве (C0[0, t],B, w0,t) определяется равенством Φt,q(ξ) =

ec
∫ t
0
R(q+ξ(τ))dBω(τ), где символ

∫ t
0 R(q + ξ(τ))dBω(τ) обозначает стохастиче-

ский интеграл Ито. Тогда Φt,q интегрируема по мере w0,t, то есть инте-

грал∫
C0(0,t)

ec
∫ t
0
R(q+ξ(τ))dBω(τ)w0,t(dξ) (1.2)

существует.

Доказательство. Стохастический интеграл
∫ t

0 R(q + ξ(τ))dBω(τ) является

гауссовской случайной величиной, дисперсия которой равна соответствую-

щей L2−норме; при этом ||
∫ t

0 dBω(τ)||2 = t . Этот стохастический интеграл

можно считать интегралом по векторнозначной мере Лебега – Стильтьеса,

определенной на σ−алгебре борелевских подмножеств отрезка [0, t], порож-

даемой производящей функцией B, принимающей значения в пространстве
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случайных величин, являющихся функциями ω. Полезно отметить, что ве-

роятностное пространство, на котором определены эти случайные величины,

является копией введенного выше пространства (C0[0, t],B, w0,t).

Интеграл (1.2) из формулировки теоремы представляет собой интеграл

Бохнера от функции аргумента ξ , принимающей значения в пространстве

случайных величин, являющихся функциями ω, и его существование выте-

кает из теоремы 3. 7. 4. монографии [18]. Выполнение оценки из этой теоремы

вытекает из теоремы Ферника (см. с. 466 [3]) и проверяется так.

Если max[0,t] |R(q + ξ(t))| < 1 , то

||
t∫

0

R(q + ξ(τ))dBω(τ)||L2[0,t] < max
[0,t]
|R(q + ξ(t))| ·

√
t.

Если max[0,t] |R(q + ξ(t))| · c
√
t < 1 , то интеграл∫

C(0,t)

ec
√
t||R||w0,t(dξ),

где ||R|| = max[0,t] |R(q + ξ(t))|, сходится, а тогда сходится и интеграл (1.2),

так как подынтегральная функция в нем мажорируется подынтегральной

функцией ec
√
t||R||. Если же max[0,t] |R(q + ξ(t))| · c

√
t ≥ 1 , то выполняется

следующая цепочка неравенств:∫
C(0,t)

ec||
∫ t
0
R(q+ξ(τ))dBω(τ)||L2[0,t]w0,t(dξ) ≤

∫
C(0,t)

ec
√
t||R||w0,t(dξ) ≤

≤
∫

C(0,t)

ec
√
t||R||2w0,t(dξ),

а последний интеграл сходится по теореме Ферника для достаточно малых c.

Тогда сходится и интеграл (1.2).
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Рассмотренный в теореме функциональный интеграл (1.2) потребуется
нам для получения представления решения задачи Коши для евклидова ана-
лога стохастического уравнения типа Шредингера. Также нам потребуется
следующее определение.

Определение 4. Решением задачи Коши (1.1) называется функция, опре-

деленная на [0,+∞) × C0[0,+∞), принимающая значения в пространстве

функций, непрерывных и ограниченных на прямой, значения которой обо-

значаются символом Ψω(t), и такая, что, каковы бы ни были t ∈ [0,+∞)

и q ∈ R, для w0,t−почти всех ω ∈ C0[0, t] выполняется равенство

Ψω(t) = ϕ0(q) +

t∫
0

α(Ψω(τ))′′(q)dτ +

t∫
0

(
αV (q)− λ

4
q2

)
Ψω(τ)(q)dτ+

+

√
λ

2
q

t∫
0

Ψω(τ)(q)dBω(τ). (1.3)

В следующей теореме речь идет о формуле Фейнмана-Каца для решения
евклидова аналога стохастического уравнения типа Шредингера.

Теорема 2. Пусть функция V непрерывна и ограничена, а функция ϕ0 огра-

ничена, дважды дифференцируема и ее первая и вторая производные также

ограничены. Тогда при α = 1 решение задачи Коши (1.1) существует и мо-

жет быть представлено следующим образом:

Ψ(t, ω)(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ). (1.4)

Доказательство. Так как потенциал зависит от времени, то не существует

полугруппы, определяющей решение задачи Коши (1.1), поэтому для доказа-

тельства того, что функция Ψω является решением, недостаточно вычислить
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ее производную только в точке 0, и нашей целью является непосредственное

вычисление производной функции Ψω в каждой точке t ≥ 0.

Начнем с того, что вычислим значение функции Ψω в точке t + s. Так

как процесс броуновского движения является марковским, то справедливо

равенство:

∫
C0[0,t+s]

exp


t+s∫
0

V (q + ξ(τ))dτ −
t+s∫
0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t+s∫
0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t+ s))w0,t+s(dξ) =

=

∫
C0[0,s]

exp


s∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
s∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

s∫
0

(q + ξ(τ))dBω(τ)


(

∫
C0[s,t+s]

exp


t+s∫
s

V (q + ξ(s) + ξ1(τ))dτ −
t+s∫
s

λ

2
(q + ξ(s) + ξ1(τ))2dτ

×
×exp


√
λ

2

t+s∫
s

(q + ξ(s) + ξ1(τ))dBω(τ)

ϕ0(q+ξ(t+s))ws,t+s(dξ1))w0,s(dξ).

Внутренний интеграл является интегралом по условной мере при условии

ξ(s), которая представляет собой сдвиг на ξ(t) меры Винера, сосредоточен-

ный на функциях ξ1, определенных на отрезке [s, t+s] и таких, что ξ1(s) = 0.

Снова воспользуемся тем, что процесс броуновского движения является

марковским, и запишем, пользуясь сдвигом меры Винера, следующие равен-
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ства:∫
C0[0,s]

exp


s∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
s∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

s∫
0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(s))w0,s(dξ) =

=

∫
C0[t,t+s]

exp


t+s∫
t

V (q + ξ2(τ))dτ −
t+s∫
t

λ

2
(q + ξ2(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t+s∫
t

(q + ξ2(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ2(t+ s))wt,t+s(dξ2)

и, аналогично,∫
C0[s,t+s]

exp


t+s∫
s

V (q + ξ(s) + ξ1(τ))dτ −
t+s∫
s

λ

2
(q + ξ(s) + ξ1(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t+s∫
s

(q + ξ(s) + ξ1(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(s) + ξ1(t+ s))ws,t+s(dξ1) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(s) + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(s) + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(s) + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(s) + ξ(t))w0,t(dξ).

Здесь функции ξ2 обращаются в ноль в точке t.

Таким образом, интеграл∫
C0[0,t+s]

exp


t+s∫
0

V (q + ξ(τ))dτ −
t+s∫
0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t+s∫
0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t+ s))w0,t+s(dξ)
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можно записать так:∫
C0[t,t+s]

exp


t+s∫
t

V (q + ξ2(τ))dτ −
t+s∫
t

λ

2
(q + ξ2(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t+s∫
t

(q + ξ2(τ))dBω(τ)


(

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(s) + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(s) + ξ(τ))2dτ

×
×exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(s) + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q+ξ(s)+ξ(t))w0,t(dξ))wt,t+s(dξ2).

(1.5)

Наша цель - продифференцировать с помощью формулы Ито произведение

экспоненты на начальное условие, а затем, пользуясь свойствами матема-

тического ожидания от стохастических дифференциалов, проинтегрировать

получившееся выражение по мере wt,t+s и воспользоваться равенством (1.5).

Дифференцируемость вытекает из предположений о функциях V и ϕ0 и из

теоремы 1.

По формуле Ито имеем (дифференцирование ведется по t):

d

exp


√
λ

2

t∫
s

(q + ξ2(τ))dBω(t)


 =

= exp


√
λ

2

t∫
s

(q + ξ2(τ))dBω(t)

 (

√
λ

2
(q + ξ2(t))dBω(t)+

+
1

2
· λ

2
(q + ξ2(t))

2d(t)),

где последнее слагаемое возникает из-за поправки Ито (отсюда и следует, как

мы дальше увидим, что перед вторым интегралом в показателе экспоненты
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необходим коэффициент −λ
2 ); для начального условия имеем по формуле

Ито: dϕ0(q + ξ(t)) = (ϕ0)
′(q + ξ(t))dξ + 1

2(ϕ0)
′′(q + ξ(t))dt.

Так как винеровские процессы Bω и ξ независимы, а также dBω · dξ =

dξ · dBω = dBω · dt = dt · dBω = dξ · dt = dt · dξ = dt · dt = 0, то, применяя

формулу Ито, получим следующую цепочку равенств:

d(exp


t∫

s

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

s

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t∫
s

(q + ξ(τ))dBω(t)

×
× ϕ0(q + ξ(t))) = ϕ0(q + ξ(t))×

×d(exp


t∫

s

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

s

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t∫
s

(q + ξ(τ))dBω(t)

)+

+ exp


t∫

s

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

s

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t∫
s

(q + ξ(τ))dBω(t)

×
× dϕ0(q + ξ(t)) =

= exp


t∫

s

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

s

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t∫
s

(q + ξ(τ))dBω(t)

×
×

(
V (q + ξ(t))dt− λ

4
(q + ξ(t))2dt+

√
λ

2
(q + ξ(t))dBω(t)

)
ϕ0(q + ξ(t))+

+ exp


t∫

s

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

s

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t∫
s

(q + ξ(τ))dBω(t)

×
× ((ϕ0)

′(q + ξ(t))dξ +
1

2
(ϕ0)

′′(q + ξ(t))dt) =

37



= exp


t∫

s

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

s

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t∫
s

(q + ξ(τ))dBω(t)

×
× (

[
(V (q + ξ(t))− λ

4
(q + ξ(t))2)ϕ0(q + ξ(t)) +

1

2
(ϕ0)

′′(q + ξ(t))

]
dt+

+

√
λ

2
(q + ξ(τ))ϕ0(q + ξ(t))dBω(t) + (ϕ0)

′(q + ξ(t))dξ).

Теперь, замечая, что математическое ожидание по мере ws,t (то есть функ-

циональный интеграл) от выражения (ϕ0)
′(q + ξ(t))dξ(t)) равно нулю (см.,

например [19]) при каждом s < t , мы можем проинтегрировать обе части

последнего равенства:

d

∫
C0[s,t+s]

exp


t∫

s

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

s

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t∫
s

(q + ξ(τ))dBω(t)

×
× ϕ0(q + ξ(t))ws,t(dξ) =

=

∫
C0[s,t+s]

exp


t∫

s

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

s

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t∫
s

(q + ξ(τ))dBω(t)

×
× (

[
(V (q + ξ(t))− λ

4
(q + ξ(t))2)ϕ0(q + ξ(t)) +

1

2
(ϕ0)

′′(q + ξ(t))

]
dt+

+

√
λ

2
(q + ξ(t))ϕ0(q + ξ(t))dBω(t))ws,t(dξ).

Используя формулу (1.5) и предыдущее равенство, производную

d

∫
C0[0,t+s]

exp


t+s∫
0

V (q + ξ(τ))dτ −
t+s∫
0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t+s∫
0

(q + ξ(τ))dBω(t)

×
× ϕ0(q + ξ(t))w0,t+s(dξ)
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можно записать в следующем виде:

∫
C0[t,t+s]

(exp


t+s∫
t

V (q + ξ(τ))dτ −
t+s∫
t

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t+s∫
t

(q + ξ(τ))dBω(t)

×

× ([(V (q + ξ(t+ s))− λ

4
(q + ξ(t+ s))2)×

×
∫

C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(s) + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(s) + ξ(τ))2dτ

×

× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(s) + ξ(τ))dBω(t)

ϕ0(q + ξ(s) + ξ(t))w0,t(dξ)+

+
1

2
(ϕ0)

′′(q + ξ(t+ s))]dt)wt,t+s(dξ)+

+

∫
C0[t,t+s]

(exp


t+s∫
t

V (q + ξ(τ))dτ −
t+s∫
t

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

√
λ

2

t+s∫
t

(q + ξ(τ))dBω(t)

×
×
√
λ

2
(q + ξ(t+ s))×

×
∫

C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(s) + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(s) + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(s) + ξ(τ))dBω(t)

ϕ0(q + ξ(s) + ξ(t))w0,t(dξ)×

× dBω(t))wt,t+s(dξ).
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Переходя к пределу при s→ 0 , получаем, что функция

Ψ(t, ω)(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(τ))dw(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ)

удовлетворяет задаче Коши (1.1).

Замечание 1. Применение теоремы 1, необходимой для обоснования су-

ществования функционального интеграла, возможно в том случае, если

выполняются условия теоремы Ферника. Мы можем добиться выполнения

этих условий, подбирая соответствующий параметр λ, который задается

при выводе уравнения Белавкина.

Конечно, доказательство теоремы переносится без изменений на задачи
Коши для стохастических уравнений типа теплопроводности более общего
вида, начальные условия и потенциалы которых удовлетворяют тем же огра-
ничениям, которые накладывались на V и ϕ0 в теореме 2. Именно, рассмот-
рим следующую задачу Коши:

dΨω(t)(q) = (Ψω(t))′′(q)dt+ bV (q)Ψω(t)(q)+

+ cR(q)Ψω(t)(q)dBω(t),Ψω(0)(q) = ϕ0(q), b, c ∈ R1. (1.6)

О функции R делаются те же предположения, что и перед теоремой 1.
Для этой задачи Коши справедливо следующее следствие, доказательство

которого фактически такое же, как и теоремы 2.

Следствие 1. Функция Ψω(t)(q), определяемая равенством

Ψω(t)(q) =

∫
C0(0,t)

eb
∫ t
0
V (q+ξ(τ))dτ+c

∫ t
0
R(q+ξ(τ))dBω(τ)ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ),

является решением задачи Коши (1.6).
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1.3 Операторный подход к доказательству формулы

Фейнмана-Каца

Существует еще один подход к доказательству формулы Фейнмана-Каца, для
применения которого сначала рассмотрим нестохастический случай.

Для решения задачи Коши для (нестохастического) уравнения f ′(t) =
1
2∆f(t)+V (·)f(t) относительно функции f вещественного аргумента, прини-
мающей значения в пространстве L2(Rn), достаточно найти экспоненту etH ,
где Hψ = 1

2∆ψ + V ψ, то есть разрешающую полугруппу операторов для
этого уравнения. Эта экспонента является решением следующих уравнений
относительно функции g вещественного аргумента, принимающей значения
в пространстве линейных операторов, действующих в пространстве L2(Rn) :

g′(t) = Hg(t);

g′(t) = g(t)H.

Так как эти уравнения сопряжены друг другу, то из теоремы Гольмгрена
(см. [14], [43]) вытекает, что решение каждого из них единственно. Пусть для
каждого вещественного t Q(t) – оператор в пространстве L2(Rn), опреде-
ляемый с помощью функционального интеграла следующим образом: если
ψ ∈ L2(Rn), то

(Q(t)ψ)(q) =

∫
(C[0,t],Rn)

exp{
t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ}ψ(q + ξ(t))w(dξ).

С помощью формулы Ито показывается, что для функции Q справедливо
следующее равенство:

Q′(t) = Q(t) ·H.

Как было сказано выше, etH является единственным решением этого урав-
нения; следовательно Q(t) = etH , откуда следует, что Q является решением
следующего уравнения

Q′(t) = HQ(t).
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В стохастическом случае разрешающей полугруппы операторов не суще-
ствует из-за зависимости правой части уравнения от времени. Тем не менее и
в этом случае мы можем доказать формулу Фейнмана – Каца очень близким
к предыдущему способом.

Вернемся к задаче Коши (1.1). Напомним, что мы по-прежнему считаем,
что для каждого ω из вероятностного пространства (C0[a, b],B, wa,b) функ-
ция Ψω− это функция вещественного аргумента t, определенная на луче
[0,+∞) и принимающая значения в пространстве L2(R1). Здесь R1(= Q)

играет роль конфигурационного пространства.
Рассмотрим теперь стохастическое уравнение типа теплопроводности от-

носительно случайных функций ϕ вещественного аргумента, принимающих
значения в пространстве L2(R1) :

dϕ(t) = (ϕ(t))′′ dt+ V (q)ϕ(t)dt− λ

4
q2ϕ(t)dt+

√
λ

2
qϕ(t)dw(t). (1.7)

Здесь λ > 0, a w – мера Винера на множестве непрерывных функций, опре-
деленных на [0,∞) и исчезающих в нуле. Дополнительно предполагается,
что для каждого t функция ϕ(t) – это квадратично интегрируемая функция
на произведении конфигурационного и вероятностного пространств.

Случайный оператор в правой части уравнения, применяемый к функ-
ции ϕ(t), будет обозначаться символом A(t). Два таких оператора, A(t) и
A∗(t) называются сопряженными, если, каковы бы ни были функции f и g
из L2(R1) , для почти всех ω из вероятностного пространства справедливо
равенство (A(t)f, g) = (f, A∗(t)g). Случайный оператор называется самосо-
пряженным, если для почти всех ω справедливо равенство A(t) = A∗(t).

Теория самосопряженных операторов может быть распространена на слу-
чайные операторы. В частности, случайный оператор A(t) в правой части
уравнения (1.7) является самосопряженным случайным оператором. Это вы-
текает из того, что он является суммой лапласиана и операторов умножения
на функции, каждый из которых является самосопряженным. Остановимся
на этом подробнее.

Первое слагаемое справа представляет собой оператор Лапласа (в одно-
мерном случае сводящийся к оператору двукратного дифференцирования).
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В пространстве L2(R1) это неограниченный самосопряженный оператор (cм.
[4]). Второе слагаемое – это оператор умножения на вещественную функцию,
то есть снова самосопряженный оператор; из-за неограниченности q2 он так-
же является неограниченным. Наконец, последнее слагаемое – это компози-
ция двух операторов: оператора умножения на вещественную функцию q 7→ q

и оператора, порожденного умножением на так называемый белый шум. Эти
операторы коммутируют, причем первый из них является самосопряженным.

Лемма 1. Оператор A(t) является самосопряженным для каждого t.

Доказательство. Напомним, что по определению стохастического диффе-

ренциального уравнения равенство (1.7) означает, что для почти всех ω

справедливо соотношение:

ϕ(t)− ϕ(0) =

t∫
0

(ϕ(τ))′′(q)dτ +

t∫
0

(
V (q)− λ

4
q2

)
ϕ(τ)dτ+

+

√
λ

2
q

t∫
0

ϕ(τ)dBω(τ).

Переход к интегральному равенству, по определению равносильному исход-

ному стохастическому дифференциальному уравнению, позволяет заменить

формальный оператор умножения на белый шум (являющийся обобщенным

случайным процессом) стохастическим интегралом. В отличие от умноже-

ния на белый шум, последний оператор корректно определен. Оператор A(t)

представляет собой сумму трех операторов, действующих на функции, опре-

деленные на конфигурационном пространстве: лапласиана, оператора умно-

жения на функцию аргумента q и композицию оператора умножения на

функцию аргумента q и стохастического интеграла. Каждый из этих опе-

раторов самосопряженный; следовательно, такова же их сумма.
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Таким образом, стохастическое уравнение теплопроводности может быть
записано в виде

dϕ(t) = A(t)ϕ(t).

Наша цель – показать с помощью формулы Ито, что решение задачи Коши
для этого уравнения дается следующим разрешающим двухпараметрическим
семейством случайных операторов F (t1, t2), t1, t2 ∈ R1, t1 ≤ t2, действующих
в пространстве L2(R1) и определяемых так (ниже h – это элемент простран-
ства L2(R1)) :

(F (t1, t2)h) (q) =

∫
C0([t1,t2]

(h(q+ξ(t2))) exp
{ t2∫
t1

V (q+ξ(τ))dτ−
t2∫
t1

λ

2
(q+ξ(τ))2dτ

}
×

× exp
{ t2∫
t1

√
λ

2
(q + ξ(τ))dB(τ)

}
wt1,t2(dξ). (1.8)

Лемма 2. Операторы, задаваемые равенством (1.8), являются самосопря-

женными.

Доказательство. Пусть для каждых t1, t2 ∈ R1, t1 ≤ t2, Fk(t1, t2) – оператор

в пространстве L2(R)n, определяемый следующим образом: если h ∈ L2(Rn),

то

Fk(t1, t2)h =

∫
C0[t1,t2]

(h(q + ξ(t2)))×

exp
{ t2∫
t1

V (q + ξ(τ))dτ −
t2∫
t1

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

t2∫
t1

√
λ

2
(q + ξ(τ))dBk(τ)

}
wt1,t2(dξ),

(1.9)

где для каждого k предполагаем, что Bk – случайная функция, определенная

на отрезке [t1, t2], график которой представляет собой ломаную, проходящую

через точки (gk , B(gk)), g = 1, 2, . . . , k, причем предполагается, что никаких

изломов вне перечисленных точек этот график не имеет.
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Все (случайные) операторы Fk(t1, k2) являются самосопряженными. Если

k стремится к бесконечности, то интеграл

t2∫
t1

√
λ

2
(q + ξ(τ))dBk(τ)

стремится к интегралу
t2∫
t1

√
λ

2
(q + ξ(τ))dB(τ)

почти всюду относительно меры wt1,t2 .

Так как предел сходящейся последовательности самосопряженных опера-

торов – самосопряженный оператор, то отсюда следует, что оператор F (t1, t2),

определяемый равенством

(F (t1, t2)h) (q) =

∫
C0([t1,t2]

(h(q+ξ(t2))) exp
{ t2∫
t1

V (q+ξ(τ))dτ−
t2∫
t1

λ

2
(q+ξ(τ))2dτ

}
×

× exp
{ t2∫
t1

√
λ

2
(q + ξ(τ))dB(τ)

}
wt1,t2(dξ),

является самосопряженным.

Будем считать далее, что для функции h выполнены те же предполо-
жения, что и для функции ϕ0 из предыдущего раздела. Явное описание
областей определения встречающихся операторов для дальнейшего не тре-
буется. Отметим только, что все функции, используемые нами, входят в эти
области определения в силу предположений из предыдущего раздела.

Также отметим, что все равенства, содержащие стохастические дифферен-
циалы, понимаются как соответствующие интегральные равенства.

Теперь мы можем сформулировать теорему о представлении решения сто-
хастического дифференциального уравнения типа теплопроводности, исполь-
зуя введенные выше понятия.

45



Теорема 3. Каковы бы ни были t1 ∈ [0,+∞) и дважды дифференцируемая

функция h с ограниченными производными, функция ψ, определяемая ра-

венством ψ(t2) = F (t1, t2)h (t2 > t1), является решением задачи Коши для

стохастического дифференциального уравнения (1.7) при начальных данных

(t1, h).

Доказательство. Применяя формулу Ито к функциональному интегралу из

формулы (1.8), получим следующее равенство:

(dt2F (t1, t2)h)(q) =

=

∫
C0[0,t]

exp
{ t2∫
t1

V (q + ξ(τ))dτ −
t2∫
t1

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ +

t2∫
t1

√
λ

2
(q + ξ(τ)dw(t)

}
×

× (h′′(q + ξ(t2)) + V (q + ξ(t2))h(q + ξ(t2))+

+

√
λ

2
(q + ξ(t2)dw(t2))h(q + ξ(t2))−

λ

4
(q + ξ(t2))

2h(q + ξ(t2)))wt1,t2(dξ) =

= (F (t1, t2)A(t2)h)(q).

Это означает, что справедливы следующие операторные равенства:

dt2F (t1, t2) = F (t1, t2)A(t2)dt2

Переходя к сопряженным операторам, получим

dt2F (t1, t2)
∗ = A(t2)

∗F (t1, t2)
∗dt2

Если все операторы самосопряженные (так будет, если λ чисто вещественный

параметр), то справедливо равенство

dt2F (t1, t2) = A(t2)F (t1, t2)dt2.
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В свою очередь это означает, что функция ψ, определяемая равенством

ψ(t2) = F (t1, t2)h, действительно является решением задачи Коши для урав-

нения (1.7).
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Глава 2

Представление решения одномерного

стохастического уравнения типа

Шредингера

В этой главе получено представление решения стохастического уравнения
типа Шредингера (формула Фейнмана – Каца) с помощью функционального
интеграла по счетно-аддитивной мере. Для получения этого представления
используется решение евклидова аналога стохастического уравнения Шре-
дингера (формула (1.4)). При этом используется аналитическое продолже-
ние по аргументу под знаком интеграла, а на пространстве аналитически
продолженных функций рассматривается та же самая мера Винера, которая
фигурирует в формуле Фейнмана – Каца (1.4).

2.1 Нестохастическое уравнение Шредингера

Прежде всего коротко рассмотрим метод аналитического продолжения по
аргументу для нестохастического уравнения Шредингера. Представление ре-
шения такого уравнения с помощью формулы Фейнмана – Каца может быть
получено с помощью нескольких методов; большинство из них (примене-
ние теорема Чернова (см. [59]), аналитическое продолжение по параметру,
стоящему в показателе экспоненты (см. [60]), приводит к функциональному
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интегралу по мере Фейнмана. В отличие от этих методов с помощью аналити-
ческого продолжения по аргументу можно получить представление решения
в виде функционального интеграла по мере Винера (метод, восходящий к Х.
Доссу, см. [42]).

Итак, пусть рассматривается следующая задача Коши для уравнения теп-
лопроводности:

λ
∂Ψ

∂t
(t, x) =

λ2

2m
∆Ψ(t, x) + V (x)Ψ(t, x),

Ψ(0, x) = f(x), (t, x) ∈ [0, T ]× Rn,

где λ > 0 .
С помощью формулы Ито (см. [17]) можно доказать, что решение этой

задачи представляется следующим функциональным интегралом:

Ψ(t, x) = Ef(x+

√
λ

m
Bt)e

∫ t
0
V
λ (x+
√

λ
mBs)ds.

Здесь символ E обозначает математическое ожидание, то есть интеграл по
пространству непрерывных на отрезке [0, t] функций с мерой Винера.

Пусть функции f̃ , Ṽ представляют собой аналитические продолжения на-
чального условия f(x) задачи Коши для уравнения теплопроводности и по-
тенциала V (x) этого уравнения в некоторую область (см. [42]). Рассмотрим
функциональный интеграл от этих аналитических продолжений по счетно-
аддитивной мере:

Ψ(t, x) = Ef̃(x+
√
ihBt)e

1
ih

∫ t
0
Ṽ (x+

√
ihBs)ds.

Используя формулу Ито, при необходимых ограничениях на функции f и
V можно доказать, что такой функциональный интеграл является решением
задачи Коши для уравнения Шредингера (подробности см. в [42]):

ih
∂Ψ

∂t
(t, x) =

−h2

2m
∆Ψ(t, x) + V (x)Ψ(t, x),

Ψ(0, x) = f(x), (t, x) ∈ [0, T ]× Rn.

Важно отметить, что функциональный интеграл, являющийся представ-
лением решения задачи Коши для уравнения Шредингера, берется по той
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же счетно-аддитивной мере, что и интеграл, с помощью которого представ-
ляется решение уравнения теплопроводности. Применив формулу замены пе-
ременной, мы получаем представление той же задачи Коши для уравнения
Шредингера с помощью функционального интеграла по мере, являющейся
образом меры Винера на пространстве аналитически продолженных функ-
ций, которая также будет счетно-аддитивной.

В этой работе показано, что подобным образом может быть записано ре-
шение стохастического уравнения Шредингера – Белавкина, если известна
рандомизированная формула Фейнмана – Каца для евклидова аналога этого
уравнения.

2.2 Получения представления решения стохастического

уравнения типа Шредингера

В первой главе диссертации получено представление решения задачи Коши
для евклидова аналога стохастического уравнения типа Шредингера:

dΨω(t)(q) = (Ψω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2

)
Ψω(t)(q)dt

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),

Ψ(0, q) = ϕ0(q).

Для этого представления справедлива следующая формула, называемая
формулой Фейнмана-Каца:

Ψω(t)(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(τ))dBω(t)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ).

Для дальнейшего нам потребуется определение аналитического продолжения
по пространственной переменной.
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Определение 5. Будем говорить, что функция v , определенная на множе-

стве R = [0,+∞), допускает аналитическое продолжение на множество

S = {z : z = reiγ, r ≥ 0, 0 ≤ γ ≤ π
4}, если существует функция s : S → C,

обладающая следующими свойствами: сужение функции s на R совпадает

с исходной функцией v; функция s непрерывна на S; сужение s на откры-

тый сектор S0 = {z : z = reiγ, r > 0, 0 < γ < π
4} (S0 является внутренно-

стью множества S ) аналитично. При этом сама функция s называется

аналитическим продолжением функции v. Если аналитическое продолже-

ние функции v на S существует, то сужение функции s на любую часть

множества S также называется аналитическим продолжением функции

v на эту часть.

В этом разделе с помощью метода аналитического продолжения по про-
странственной переменной будет получено аналогичное представление для
решения стохастического уравнения типа Шредингера. При этом использу-
ется наблюдение, состоящее в том, что если функция ψ является решени-
ем уравнения теплопроводности, то функция η, определяемая равенством
η(t, q) = ψ(t,

√
iq), (t, q) ∈ [0,+∞) × Q (здесь и далее

√
i = ei

π
4 ), является

решением уравнения типа Шредингера, евклидовым аналого которого явля-
ется то уравнение теплопроводности, решением которого является функция
ψ. Следующая теорема содержит точную формулировку только что сказан-
ного.

Теорема 4. Пусть f− решение задачи Коши для уравнения (теплопровод-

ности)

dfω(t)(q) = (fω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2

)
fω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qfω(t)(q)dBω(t)

с начальным условием fω(0)(q) = hω(q).
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Пусть, кроме того, для каждого ω функция fω обладает аналитиче-

ским продолжением на множество S. Тогда функция gω, определяемая

равенством gω(t)(q) = fω(t)(
√
iq), является решением задачи Коши для

следующего уравнения типа Шредингера

idgω(t)(q) = −(gω(t))′′(q)dt+ i

(
V (q)− λ

4
q2

)
gω(t)(q)dt

+ i

√
λ

2
qgω(t)(q)dBω(t)

с начальным условием gω(0)(q) = hω(q).

Доказательство. Семейство функций gγω, γ ∈ [0, π4 ], определяемых равен-

ством gγω(t)(q) = f(t)(eiγq), обладает следующими свойствами. При γ = 0

функция g0
ω является решением сформулированной выше задачи Коши для

уравнения теплопроводности. При каждом γ ∈ [0, π4 ] справедливы равенства

(gγω(t))′′(q) = (fω(t))′′(eiγq) = eiγ(fω(t))′′(eiγq) = eiγ(gγω(t))′′(q).

Отсюда следует, что для всех таких γ функция gγω(t)(q) является решением

задачи Коши для следующего уравнения:

dgω(t)(q) = e2iγgω(t)(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2

)
gω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qgω(t)(q)dBω(t).

Так как функция fω = g0
ω является решением задачи Коши для уравнения

теплопроводности, то в силу единственности аналитического продолжения

функция gω = g
π
4
ω является решением задачи Коши для уравнения Шредин-

гера.
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В этом параграфе доказывается, что интеграл, представляющий решение
стохастического уравнения теплопроводности, удовлетворяет условиям тео-
ремы 4, а поэтому дает представление решения стохастического уравнения
типа Шредингера. Доказательство представлено в виде серии лемм.

Лемма 3. Пусть функция V дифференцируема на S, причем ее производ-

ная ограничена. Тогда функция h, определяемая равенством h(q) =
∫ t

0 V (q+

ξ(τ))dτ, где функция ξ непрерывна на отрезке [0, t], также дифференциру-

ема по q на S при каждом ξ.

Доказательство. По определению производной

h′(q) = lim
4q→0

h(q +4q)− h(q)

4q
=

lim
4q→0

∫ t
0 (V (q +4q + ξ(τ))− V (q + ξ(τ)))dτ

4q
=

(по теореме Лагранжа о конечных приращениях)

= lim
4q→0

∫ t
0 V

′(q + θ4q + ξ(τ))4qdτ
4q

= lim
4q→0

t∫
0

V ′(q + θ4q + ξ(τ))dτ, θ ∈ (0, 1);

так как, по предположению, функция |V ′| ограничена на S, то по теореме

Лебега о предельном переходе под знаком интеграла

lim
4q→0

t∫
0

V ′(q + θ4q + ξ(τ))dτ =

t∫
0

V ′(q + ξ(τ))dτ.

Лемма 4. Пусть выполнены предположения леммы 3. Тогда функция p,

определяемая равенством

p(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

w0,t(dξ),
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также дифференцируема по q на S при каждом ξ.

Доказательство. Фактически эта лемма является следствием предыдущей,

поскольку экспонента под знаком интеграла аналитична по своему аргументу

q, причем ее производная по q ограничена. Единственной разницей между

интегралами в леммах 4 и 3 является то, что в лемме 3 интеграл берет-

ся по бесконечномерному пространству (по счетно-аддитивной ограниченной

мере). При этом схема доказательства леммы 4 может быть применена фак-

тически без изменений.

В следующей лемме речь идет о функции k, определенной на S, задава-
емой равенством k(q)(ξ) =

∫ t
0 (q + ξ(τ))dBω(τ) и принимающей значения в

пространстве функций, определенных на (C0[0, t], w0,t), где C0[0, t]− про-
странство непрерывных на отрезке [0, t] функций, w0,t− мера Винера на
σ−алгебре борелевских подмножеств пространства C0[0, t]. Функции из этого
пространства интегрируемы в любой степени по мере w0,t. Интегрируемость
в любой степени по мере w0,t значений k(q) функции k вытекает из гаус-
совости меры w0,t и из того, что функция k(q) представляет собой сдвиг
функции, линейно зависящей от ξ. Значения этих функций – это случай-
ные величины на пространстве Ω, задающем винеровский процесс Bω, по
которому производится стохастическое интегрирование.

Лемма 5. Функция k дифференцируема на S при каждом ξ, причем, каково

бы ни было q, k′(q)(ξ)(ω) = ω(t).

Доказательство. Доказательство дифференцируемости проводится непо-
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средственным вычислением: каково бы ни было q ∈ S,

k(q +4q)(ξ)− k(q)(ξ)

4q
=

=

t∫
0

(q +4q + ξ(τ))dBω(τ)− (q + ξ(τ))dBω(τ)

4q
=

= Bω(t)−Bω(0) = Bω(t) = ω(t)

в силу свойств броуновского движения, задающего стохастический интеграл.

Следующее определение применяется ниже к случайной величине, зада-
ваемой стохастическим интегралом.

Определение 6. Если β− случайная величина на вероятностном про-

странстве Π, то eβ− это случайная величина на Π, определяемая равен-

ством: (eβ)(p) = eβ(p), p ∈ Π.

В дальнейшем можно предполагать, что либо пространство случайных
величин является подпространством соответствующего пространства L1 и
наделено заимствованной из L1 нормой, либо что пространство случайных
величин наделено топологией, задаваемой сходимостью по мере. Благодаря
этому приобретает смысл понятие дифференцируемости функции, принима-
ющей значения в пространстве случайных величин.

В лемме 6 речь идет о дифференцируемости экспоненты от стохастиче-
ского интеграла. Эта экспонента является функцией аргумента q ∈ S, при-
нимающей значения в пространстве функций аргумента ξ, принимающих
значения в пространстве определенных на Ω случайных величин. Существо-
вание этой экспоненты вытекает из того, что функция k(q) является сдвигом
линейной функции аргумента ξ.

Лемма 6. Функция n, определенная на S равенством n(q) = ek(q), диффе-

ренцируема, причем (ek(q))′ = k′(q)ek(q) = ω(t)ek(q).

55



Доказательство. Лемма 6 является следствием леммы 5 и замечаний, пред-

шествующих формулировке леммы 6.

Согласно определению 6, экспонента от случайной величины β, опреде-

ленной на вероятностном пространстве Ω, – это случайная величина на Ω,

значения которой на элементе ω ∈ Ω равняется eβ(ω). Поэтому, в частности,

если β1 и β2 – две случайные величины на Ω, то

eβ1+β2 = eβ1eβ2. (∗)

Здесь (eβ1eβ2)(ω) = eβ1(ω)eβ2(ω), и, аналогично, (eβ1+β2)(ω) = eβ1(ω)+β2(ω);

это и означает справедливость равенства (*).

Таким образом, имеем:

lim
4q→0

e
∫ t
0
(q+4q+ξ(τ))dBω(τ) − e

∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ)

4q
=

= lim
4q→0

e
∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ)e

∫ t
0
(q+4q+ξ(τ))−(q+ξ(τ))dBω(τ) − 1

4q
=

= lim
4q→0

e
∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ)e

4q
∫ t
0
dBω(τ) − 1

4q
=

= lim
4q→0

e
∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ)4q

∫ t
0 dBω(τ) + o(4q)

4q
=

= ω(t)e
∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ) = ω(t)ek(q).

Здесь символ o обозначает функцию, принимающую значения в простран-

стве случайных величин (на Ω), такую, что o(4q)
4q → 0 при 4q → 0 (в про-

странстве случайных величин). Символ предела понимается либо в смысле

сходимости по мере, либо в смысле сходимости по норме пространства L1 .

Лемма 7. Функция u, определяемая равенством

u(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

w0,t(dξ),
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дифференцируема, причем

u′(q) =

∫
C0[0,t]

ω(t) exp


t∫

0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

w0,t(dξ).

Доказательство. Согласно предыдущей лемме имеем:

lim
4q→0

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
(q+4q+ξ(τ))dBω(τ) − e

∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ)

4q
w0,t(dξ) =

= lim
4q→0

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ)e

∫ t
0
(q+4q+ξ(τ))−(q+ξ(τ))dBω(τ) − 1

4q
w0,t(dξ) =

= lim
4q→0

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ)e

4q
∫ t
0
dBω(τ) − 1

4q
w0,t(dξ) =

= lim
4q→0

4q
∫ t

0 dBω(τ) + o(4q)
4q

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ)w0,t(dξ) =

=

∫
C0[0,t]

 t∫
0

dBω(τ)

 exp


t∫

0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

w0,t(dξ) =

=

∫
C0[0,t]

ω(t)e
∫ t
0
(q+ξ(τ))dBω(τ)w0,t(dξ).

Множитель 4q
∫ t
0
dBω(τ)+o(4q)
4q можно вынести за знак функционального инте-

грала, так как он не зависит от ξ .

В следующей лемме используются обозначения и предположения лемм 3
– 7. Кроме того, предполагается, что функция ϕ0 , определенная на S, огра-
ничена и непрерывна на S, аналитична внутри S и обладает на S ограни-
ченными производными первых двух порядков.
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Лемма 8. Пусть функция rω, определенная на S, задается равенством

rω(q) =

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ). (2.1)

Тогда эта функция дифференцируема на S (и, следовательно, аналитична

на S0 и непрерывна на S ).

Доказательство. Интегрируемость второй из экспонент под знаком интегра-

ла вытекает из теоремы 1 первой главы, а произведение первой экспоненты

под знаком интеграла и ϕ0− ограниченная функция, поэтому интеграл (2.1)

существует.

Теперь остается доказать дифференцируемость функционального инте-

грала (2.1). Введем следующие обозначения:

m(q) = exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

ϕ0(q + ξ(t)),

kλ(q) = exp


t∫

0

√
λ

2
(q + ξ(τ))dBω(τ)

 .

Тогда

lim
4q→0

rω(q +4q)− rω(q)

4q
=

= lim
4q→0

∫
C0[0,t]

m(q +4q)kλ(q +4q)−m(q)kλ(q)

4q
w0,t(dξ) =

= lim
4q→0

1

4q

∫
C0[0,t]

(m(q +4q)kλ(q +4q)−m(q +4q)kλ(q)+
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+m(q +4q)kλ(q)−m(q)kλ(q))w0,t(dξ) =

= lim
4q→0

1

4q

∫
C0[0,t]

(m(q +4q)(kλ(q +4q)− kλ(q))w0,t(dξ)+

+ lim
4q→0

1

4q

∫
C0[0,t]

kλ(q)(m(q +4q)−m(q))w0,t(dξ). (2.2)

В силу ограничений на V и ϕ0, а также в силу того, что в показателе первой

экспоненты под знаком интеграла rω(q) стоит минус перед
∫ t

0
λ
4(q+ ξ(τ))2dτ,

функция m(q +4q) равномерно ограничена, поэтому предел

lim
4q→0

∫
C0[0,t]

m(q +4q)(kλ(q +4q)− kλ(q))
4q

w0,t(dξ)

существует по лемме 7.

К разности m(q +4q)−m(q) в пределе

lim
4q→0

∫
C0[0,t]

kλ(q)(m(q +4q)−m(q))

4q
w0,t(dξ)

применим теорему Лагранжа о конечных приращениях (она применима в

силу тех же ограничений на V и ϕ0 ):

lim
4q→0

∫
C0[0,t]

kλ(q)(m(q +4q)−m(q))

4q
w0,t(dξ) =

= lim
4q→0

∫
C0[0,t]

kλ(q)m(q + θ4q)
4q

w0,t(dξ), θ ∈ (0, 1).

Функция kλ(q) интегрируема в силу теоремы 1 первой главы и не зависит от

4q, а функция m(q + θ4q) равномерно ограничена, поэтому к последнему

пределу применима теорема Лебега о мажорируемой сходимости.

Таким образом, обоснован переход от предела суммы к сумме пределов в

последнем равенстве формулы (2.2), а вместе с этим и дифференцируемость

(и аналитичность) функции rω(q).
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С помощью приведенных выше лемм мы обосновали, что функциональный
интеграл, являющийся представлением решения уравнения теплопроводно-
сти, может быть аналитически продолжен на S. Теперь, воспользовавшись
теоремой 4 и леммами 3 – 8, мы можем доказать, что аналитическое про-
должение этого функционального интеграла на множество S1 = {z : z =

rei
π
4 , r ≥ 0} (S1 ⊂ S ) является представлением решения стохастического

уравнения типа Шредингера, то есть справедлива следующая теорема, в ко-
торой предполагается, что все условия лемм 3 – 8 выполнены (для удобства
читателей некоторые из этих условий повторяются в формулировке теоремы).

Теорема 5. Пусть функция V непрерывна в области S = {z : z = reiγ, r ≥

0, 0 ≤ γ ≤ π
4}, сужение V на S0 аналитично и ее производная в области S

непрерывна и ограничена.

Тогда функция Ψ, определяемая равенством

Ψ(ω, t, q) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (
√
iq + ξ(τ))dτ −

t∫
0

λ

2
(
√
iq + ξ(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(
√
iq + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(
√
iq + ξ(t))w0,t(dξ) (2.3)

q ∈ Q, t ∈ [0,+∞) является решением следующей задачи Коши для стоха-

стического уравнения типа Шредингера:

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2

)
Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q). (2.4)
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Доказательство. Определим функцию f равенством

f(ω, t, q) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

4
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ). (2.5)

Согласно теореме 2 главы 1 эта функция является решением задачи Коши для

стохастического уравнения типа теплопроводности. Кроме того, из свойств

функций, стоящих под знаком интеграла справа, вытекает, что, каковы бы

ни были ω, t, функция f обладает аналитическим продолжением по q на S.

Таким образом, мы должны проверить выполнение условия определения 1

для функции f. Зададим функцию s из определения 1 тем же выражением,

которое использовано в правой части равенства (2.5):

s(ω, t, q) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

4
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ),

Однако теперь предполагается, что q принадлежит S, а не только множеству

[0,+∞). Из непрерывности и ограниченности функции V, в силу теоремы Ле-

бега о предельном переходе под знаком интеграла, вытекает, что функция s

непрерывна на S; кроме того, из того, что функция V аналитична внутри S ,

причем ее производная ограничена, в силу лемм 1 – 6 вытекает, что функция

s дифференцируема по q , то есть аналитична.
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Так как коэффициенты уравнения теплопроводности также обладают ана-

литическим продолжением на сектор S, то функция η, определяемая равен-

ством η(ω, t, q) = f(ω, t,
√
iq) является решением задачи Коши для стохасти-

ческого уравнения типа Шредингера. В силу единственности аналитического

продолжения последнее равенство означает, что

η(ω, t, q) = Ψ(ω, t, q) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (
√
iq + ξ(τ))dτ −

t∫
0

λ

4
(
√
iq + ξ(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(
√
iq + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(
√
iq + ξ(t))w0,t(dξ),

то есть что Ψ(ω, t, q) является решением задачи Коши для стохастического

уравнения типа Шредингера.

Следующее абстрактное предложение о замене переменной в интеграле
Лебега будет применяться для нахождения связи между различными пред-
ставлениями решения стохастического уравнения типа Шредингера.

Лемма 9. Пусть (Ωk,Bk, µk), k = 1, 2 - вероятностное пространство.

Пусть ζ : Ω1 → Ω2 – измеримое отображение измеримого пространства

(Ω1,B1) в (Ω2,B2) и функция f интегрируема относительно меры µ1ζ
−1,

определяемой так: µ1ζ
−1(B2) = µ1(ζ

−1(B2)) для всякого B2 ∈ B2. Тогда

справедливо равенство:∫
Ω1

f(ζ(ω1))µ1(dω1) =

∫
Ω2

f(ω2)µ1ζ
−1(dω2).

Эта лемма сначала проверяется для индикаторов множеств, а потом про-
изводится переход к пределу (см., например, [2], c. 167).
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Лемма 10. Пусть функция φ аналитична внутри области

S = {q = αeiγ, 0 < α <∞, 0 ≤ γ ≤ π

4
}

и непрерывна вплоть до ее границы. Пусть w – мера Винера на множестве

функций, определенных на Q = [0,+∞) и обращающихся в нуле в ноль.

Пусть ζ – это отображение луча Q в луч

Q1 = {q = αei
π
4 , 0 ≤ α <∞},

определяемое так: ζ(q) =
√
iq. Тогда справедливо равенство:

∫
C0([0,t],Q)

φ(q + ξ(t))w0,t(dξ) =

=

∫
C0([0,t],Q1)

φ(q1 +
ξ1(τ)√
−i

))w0,tζ
−1(dξ1).

Здесь символы C0([0, t], Q) и C0([0, t], Q1) используются для того, чтобы

указать множество, которому принадлежит пространственная перемен-

ная.

Доказательство. Для удобства преобразований заметим, что
√
iq = q√

−i .

Пусть

Φ(t, q) =

∫
C0([0,t],Q)

φ(q + ξ(t)w0,t(dξ));

После замены переменной получается следующая цепочка равенств:
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Φ(t,
q√
−i

) =

∫
C0([0,t],Q)

φ(
q√
−i

+ ξ(t))w0,t(dξ) =

=

∫
C0([0,t],Q)

φ(
q√
−i

+

√
−iξ(t)√
−i

)w0,t(dξ) =

=

∫
C0([0,t],Q)

φ(
1√
−i

(q + ξ1(τ))w0,tζ
−1(dξ1),

где ζ(ξ) = ξ1 =
√
−iξ. Таким образом,

Φ(t, q1) =

∫
C0([0,t],Q)

φ(q1 +
ξ1(τ)√
−i

))w0,tζ
−1(dξ1),

где q1 = q√
−i .

В следующей теореме, являющейся следствием теоремы 5 и леммы 10, по-
лучено представление решения стохастического уравнения типа Шредингера
с помощью функционального интеграла по мере, являющейся образом меры
Винера при отображении, задаваемом заменой пространственной перемен-
ной.

Теорема 6. Пусть выполнены предположения теоремы 5 и леммы 10. Тогда

функция W, определяемая равенством

W(t, q1) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q1 +
√
iξ1(τ))dτ −

t∫
0

λ

4
(q1 +

√
iξ1(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(q1 +

√
iξ1(τ))dBω(τ)

ϕ0(q1 +
√
iξ1(t))w0,tζ

−1(dξ1),
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является решением следующей задачи Коши для стохастического уравне-

ния типа Шредингера:

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2

)
Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q).

Доказательство. Сформулированная теорема получается из теоремы 2 и

леммы 8 с помощью следующей замены переменной:
√
iq = q1.

2.3 Формула Фейнмана-Каца для уравнения Белавкина

В этом разделе будет получено уравнение Белавкина путем замены пере-
менной в специально подобранном уравнении теплопроводности. Затем мы
получим представление решения задачи Коши для уравнения Белавкина с
помощью функционального интеграла по счетно-аддитивной мере.

Уравнением теплопроводности мы называем уравнение

dΨω(t)(q) = (Ψω(t))′′(q)dt+ (Ṽ (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t), (2.6)

где Ṽ (q) = iV (q). После замены переменной q на
√
iq это уравнение превра-

щается в уравнение Белавкина

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+ (iV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t). (2.7)

Сначала мы убедимся, что все формулы, дающие решение задачи Коши
для уравнения теплопроводности с положительным потенциалом V , могут
быть превращены в формулы, дающие решения той же задачи Коши для
уравнения теплопроводности (2.6).
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Как было доказано, решение задачи Коши для евклидова аналога стоха-
стического уравнения типа Шредингера может быть выражено следующей
формулой Фейнмана-Каца:

Ψ(t, ω)(q) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

V (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ). (2.8)

Подставим в эту формулу функцию Ṽ вместо V :

Ψ(t, ω)(q) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

iV (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ). (2.9)

Проверим, прежде всего, что интеграл в формуле (2.9) существует. Для
этой проверки достаточно заметить, что экспонента от чисто мнимой функ-
ции ограничена, а интеграл от остальных сомножителей существует по тео-
реме 1 первой главы и в силу ограничений на функцию ϕ0 . Тогда интеграл
от произведения всех этих функций также существует.

Теперь проверим, что интеграл из формулы (2.9) является представлением
решения задачи Коши для уравнения (2.7). Чтобы в этом убедиться, можно
рассмотреть следующее семейство стохастических уравнений типа теплопро-
водности, зависящее от комплексного параметра eiγ, γ ∈ [0, π2 ] :

dΨω(t)(q) = (Ψω(t))′′(q)dt+ (eiγV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t).
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Можно считать, что семейство потенциалов в этих уравнениях определя-
ет аналитическую функцию одномерного комплексного аргумента eiγ , при-
нимающую значения в пространстве комплекснозначных потенциалов. При
γ = 0 решение задачи Коши для соответствующего уравнения дается фор-
мулой Фейнмана-Каца (2.8).

Функциональный интеграл

Ψγ(t, ω)(q) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

eiγV (q + ξ(τ))dτ −
t∫

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

×
× exp


√
λ

2

t∫
0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ)

также аналитически зависит от параметра γ. Это следует из теоремы Лебега
о предельном переходе под знаком интеграла и того, что производная по γ

функции z, определяемой равенством z(γ) = e
∫ t
0
eiγV (q+ξ(τ))dτ , ограничена. По-

скольку коэффициенты уравнения также аналитически зависят от γ, а при
γ = 0 функциональный интеграл дает представление решения задачи Коши
для уравнения (2.6), то в силу теоремы единственности аналитического про-
должения этот интеграл при каждом γ ∈ [0, π2 ] дает представление решения
задачи Коши для уравнения, параметризованного тем же γ.

Далее, применяя метод аналитического продолжения по q к интегралу
(2.9) и формулу замены переменной, мы, с помощью тех же рассуждений,
что и в предыдущем разделе, получим представление решения уравнения
Белавкина с помощью функционального интеграла. Таким образом, спра-
ведлива следующая теорема.

Теорема 7. Пусть выполнены предположения теорем 5 и 6 предыдущего
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параграфа. Тогда функция G, определяемая равенством

G(t, q1) =

=

∫
C0[0,t]

exp


t∫

0

iV (q1 +
√
iξ1(τ))dτ −

t∫
0

λ

4
(q1 +

√
iξ1(τ))2dτ

×
× exp


t∫

0

√
λ

2
(q1 +

√
iξ1(τ))dBω(τ)

ϕ0(q1 +
√
iξ1(t))w0,tζ

−1(dξ1), (2.10)

является решением задачи Коши для уравнения Белавкина

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+ (iV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q).

При этом используются обозначения теоремы 6 предыдущего раздела.
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Глава 3

Уравнения со знакопеременным

гамильтонианом

3.1 Бесконечномерные дифференциальные операторы

В бесконечномерном случае необходимо параллельно рассматривать уравне-
ния относительно функций вещественного аргумента, принимающих значе-
ния в пространстве функций, определенных на конфигурационном простран-
стве, и уравнения относительно функций того же аргумента, принимающих
значения в пространстве мер (эти меры могут быть счетно-аддитивными, ци-
линдрическими и обобщенными), определенных на том же пространстве. Так
называемые фундаментальные решения задачи Коши являются решениями
уравнений относительно мер и тем самым вся теория эволюционных диф-
ференциальных уравнений второго порядка оказывается тесно связанной с
теорией мер на бесконечномерном пространстве.

Напомним, что если f – числовая функция на гильбертовом простран-
стве H, то она называется дифференцируемой по Фреше (соответственно, по
Адамару, Гато) в точке q, если существует линейный непрерывный функци-
онал на H, обозначаемый символом f ′(q) и называемый производной Фреше
(соответственно Адамара, Гато) в этой точке, такой, что, каково бы ни было
ограниченное (соответственно, секвенциально компактное, конечное) подмно-
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жество B ⊂ H, справедливо следующее соотношение

f(q + th)− f(q)

t
− f ′(q)h→ 0, t→ 0, t 6= 0

равномерно по h ∈ B.
Таким образом, если числовая функция f дифференцируема (в любом из

этих смыслов) в каждой точке гильбертова пространства, то ее производная
f ′ – это функция на гильбертовом пространстве, принимающая не числовые
значения, а значения в пространстве линейных непрерывных функционалов
на гильбертовом пространстве H. Это означает, что производная числовой
функции становится не числовой функцией, а функцией со значениями в
пространстве, сопряженном к H (которое мы отождествляем с H).

Символ f ′′ обозначает вторую производную Фреше (Гато, Адамара) функ-
ции f, которая определяется по индукции. При этом индуктивном опре-
делении предполагается, что топология пространства, в котором принима-
ет значения первая производная f ′− это топология сходимости на мно-
жестве всех ограниченных (секвенциально компактных, конечных) подмно-
жеств пространства H. Приводимое ниже определение дифференциального
оператора позволяет вновь вернуться к числовым функциям, что важно для
приложений к квантовой механике.

Определение 7. Дифференциальный оператор (однородный) второго по-

рядка задается линейным непрерывным функционалом A на множестве

непрерывных линейных операторов в гильбертовом пространстве H, в ко-

тором принимают значения вторые производные числовых функций, опре-

деленных на гильбертовом пространстве. При этом дифференциальный

оператор второго порядка, заданный таким образом, обозначается симво-

лом 4A и определяется равенством (4Af)(q) = A(f ′′)(q), где f – числовая

функция на гильбертовом пространстве H.

Аналогично, дифференциальный оператор (однородный) первого порядка
задается линейным непрерывным функционалом g на H ′. При этом если f –
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функция на гильбертовом пространстве, то результат применения так задан-
ного дифференциального оператора к этой функции обозначается символом
f ′g и определяется равенством (f ′g)(q) = g(f ′(q)).

Дифференциальные операторы, действующие на пространстве мер, опре-
деляются с использованием двойственности между пространством функций и
пространством мер, то есть фактически с помощью формулы интегрирования
по частям.

Пример 1. Дифференциальный оператор второго порядка (однородный) на

множестве числовых функций на H может быть задан с помощью само-

сопряженного ядерного оператора A ∈ L1(H) в H следующим равенством:

A(C) = tr(AC), C ∈ L(H). Заданный таким образом дифференциальный

оператор второго порядка определяется так: (4Af)(q) = (4Af)(q) =

tr(Af ′′(q)); этот оператор называется оператором Лапласа (– Вольтер-

ры), задаваемым оператором A. Аналогично определяются дифференциаль-

ные операторы, действующие в пространствах мер.

Совсем другого типа пример – это оператор Лапласа-Леви (см., напри-

мер, [64]).

Важным методом исследования дифференциальных операторов является
преобразование Фурье.

Определение 8. Пусть E – локально выпуклое пространство, E ′ – его

сопряженное, ν – E−цилиндрическая мера на E ′. Преобразованием Фурье

меры ν называется функция ν̃ на пространстве E, определяемая следую-

щим равенством: ν̃(x) =
∫
E′ e

ig(x)ν(dg).

Определение 9. Пусть µ – E ′−цилиндрическая мера на пространстве

E. Ее преобразованием Фурье называется функция µ̃ на пространстве E ′,

определяемая так: µ̃(g) =
∫
E e
−ig(x)µ(dx).
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Преобразования Фурье обобщенных мер задаются аналогично. В случае,
когда пространство E бесконечномерно, определение (обратного) преобра-
зования Фурье, переводящего функции в меры, использует новый объект –
гамильтонову меру Фейнмана ΦH на пространстве E ×E ′. Она может быть
задана с помощью преобразования Фурье равенством Φ̃H(g, x) = eig(x). При
этом (обратное) преобразование Фурье функции µ̃ (являющейся преобразо-
ванием Фурье E ′−цилиндрической меры µ на пространстве E ) определяется
равенством

∫
E f(x)µ(dx) =

∫
E×E′ f(x)µ̃(y)Φh(dxdg) для каждой достаточно

хорошей функции f, определенной на E.
Помимо использования в определении обратного преобразования Фурье,

гамильтонова мера Фейнмана используется при представлении решений урав-
нений типа Шредингера с помощью интегралов по фазовому пространству.

Далее предполагается, что E – гильбертово пространство и что простран-
ство E ′ отождествлено с E.

Предложение 1. Пусть 4B – это оператор Лапласа, действующий в про-

странстве E ′−цилиндрических мер на E и задаваемый ядерным операто-

ром B на E (с помощью формального равенства (4Bµ)(A) = tr(Bµ′′(A)),

где A – это E ′−цилиндрическое подмножество E ). Тогда преобразование

Фурье меры 4Bµ определяется равенством 4̃Bµ(x) = (−Bx, x)µ̃(x).

Доказательство этого предложения можно найти в книге [1].
Аналогично определяется преобразование Фурье результата действия опе-

ратора 4B на обобщенную меру.

Определение 10. E ′−цилиндрическая мера µ на E называется гауссов-

ской, если ее преобразование Фурье µ̃ определяется равенством µ̃(x) =

e(−Bx,x) (напомним, что мы отождествляем пространства и E ′). При

этом оператор B называется корреляционным оператором меры µ. Анало-

гично определяются преобразования Фурье обобщенных (или комплексных)

гауссовских мер, важным примером которых являются меры Фейнмана.
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Определение 11. Фундаментальным решением задачи Коши для диффе-

ренциального уравнения f ′(t) = 1
24Af(t) (где A – ядерный оператор в

гильбертовом пространстве H ) называется решение такого же уравнения

относительно мерозначной функции µ в предположении, что при t → 0

(t ≥ 0) µ(t) стремится к вероятностной мере, сосредоточенной в нуле.

Предложение 2. Пусть A – ядерный оператор в пространстве H. То-

гда фундаментальное решение задачи Коши для уравнения f ′(t) = 1
24Af(t)

представляет собой (зависящую от параметра t) гауссовскую меру, корре-

ляционным оператором которой является оператор tA.

Доказательство. Пусть µ – функция, принимающая значения в простран-

стве мер (может быть, обобщенных) и являющаяся фундаментальным ре-

шением задачи Коши для уравнения, о котором говорится в определении 5.

Тогда функция t 7→ µ(t) удовлетворяет уравнению µ′(t) = 1
24Aµ(t). Преоб-

разование Фурье переводит это уравнение в следующее: µ̃′(t) = (−Ax, x)µ̃(t).

Решением этого уравнения является функция µ̃(t)(x) = e−t(Ax,x). Это и озна-

чает, что µ(t) – это гауссовская мера с корреляционным оператором tA.

Замечание 2. Гауссовская мера с корреляционным оператором B (в том

числе и обобщенная) является решением уравнения типа Шредингера или

типа теплопроводности с оператором Лапласа в правой части, задаваемым

оператором B.

Определение 11 применимо к мерам, заданным на пространстве E × E ′.
В частности, мера ΨH на таком произведении называется гамильтоновой ме-
рой Фейнмана, если ее преобразование Фурье Ψ̃H определяется равенством
Ψ̃H(x, y) = ei(C(x,y),(x,y)), где корреляционный оператор C задается равен-
ством C(x, y) = C1(x)−C2(y), причем C1 и C2 – неотрицательно определен-
ные операторы в пространствах E и E ′ соответственно.
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Отметим, что к такому виду можно привести преобразование Фурье той
гауссовской меры, которая была введена в связи с определением обратного
преобразования Фурье и также названа гамильтоновой мерой Фейнмана.

3.2 Гамильтонова мера Фейнмана

В соответствии со сказанным выше, гамильтоновой мерой Фейнмана на про-
странстве Q × P (Q и P – две копии сепарабельного комплексного гиль-
бертова пространства) называется обобщенная мера на этом пространстве,
преобразование Фурье которой имеет вид e(ip,q). После подходящего линейно-
го преобразования пространства преобразование Фурье гамильтоновой меры
Фейнмана приобретает вид ei(B1(q)−B2(p)). Операторы B1 и B2 играют роль
операторов C1 и C2 из предыдущего пункта.

Пусть H – гильбертово пространство, определенное равенством H =

H1 ⊕ H2 , где H1,2 – две копии гильбертова пространства K . Пусть для
всякого положительного t ϕtB – гамильтонова мера Фейнмана, корреляци-
онный оператор которой равен tB . Оператор B определяется равенством
B(x1 + x2) = B1(x1) − B2(x2) , где Bj – копия неотрицательно определенно-
го оператора, действующая в Hj (j = 1, 2) . Обозначим через ∆B оператор
Лапласа, действующий в пространстве функций на H и порождаемый опе-
ратором B . Он определяется равенством

∆Bψ = trB1ψ
′′
H1
− trB2ψ

′′
H2
.

Пусть также при t → 0 f(t) → δ1 ⊗ δ2 , где δ1 – это вероятностная мера на
H1 , сосредоточенная в нуле, а δ2 – такая же мера на H2 с противоположным
знаком; f – функция вещественного аргумента со значениями в пространстве
мер на гильбертовом пространстве H . Тогда справедлива теорема.

Теорема 8. Функция t 7→ ϕtB является фундаментальным решением за-

дачи Коши для бесконечномерного уравнения Шредингера

if ′(t) = ∆Bf(t). (3.1)

74



Для доказательства рассмотрим уравнение

if̃ ′(t)dt = (B1(x1, x1)−B2(x2, x2))f̃(t),

где f̃ – преобразование Фурье функции f. Его решением будет экспонента,
являющаяся преобразованием Фурье для ϕtB.

Таким образом, гамильтонова мера Фейнмана является решением беско-
нечномерного уравнения Шредингера (3.1) со знакопеременным гамильто-
нианом. Представление решения такого уравнения Шредингера с помощью
функционального интеграла строится по аналогии с конечномерным случаем,
к изучению которого мы переходим.

3.3 Представление решения двумерного уравнения теп-

лопроводности

Пусть Q = R2, H1 – оператор в L2(Q) , определяемый равенством
(H1ϕ)(q1, q2) = ∂2ϕ

∂q21
(q1, q2)− ∂2ϕ

∂q22
(q1, q2).

Наша цель – получить формулу Фейнмана-Каца для нестохастического
уравнения Шредингера

iψ′(t) = H1(ψ(t)) + V (q1, q2)ψ(t). (3.2)

Для этого рассмотрим уравнение теплопроводности

∂g

∂t
=
∂2g

∂q2
1

+
∂2g

∂q2
2

+ V (q1, q2)g(t, q1, q2). (3.3)

Как и в одномерном случае, мы сначала получим представление решения за-
дачи Коши для уравнения (3.3), а затем с помощью аналитического продол-
жения по пространственным переменным, используя результаты предыдущей
главы, получим представление решения уравнения (3.2).

Справедлива следующая теорема о представлении решения уравнения теп-
лопроводности функциональным интегралом.

Теорема 9. Пусть C0[0, t] – множество непрерывных на [0, t] функций,

исчезающих в нуле и принимающих значения в Q(= R2), с мерой Винера
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w0,t . Тогда решение задачи Коши g для уравнения (3.3) с начальным усло-

вием g0 ∈ L2 представляется следующей формулой Фейнмана – Каца:

g(t, q1, q2) =

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτg0(q1+ξ1(t), q2+ξ2(t))w0,t(dξ1dξ2). (3.4)

При этом мы предлагаем, что функция V такова, что решение задачи Ко-

ши для уравнения (3.3) существует и единственно, а интеграл в формуле

Фейнмана – Каца сходится (например, можно потребовать, чтобы функ-

ция V была непрерывна и ограничена по совокупности аргументов, а функ-

ция g0 – ограничена, дважды дифференцируема по каждому аргументу, с

ограниченными первой и второй производными).

Доказательство. Отметим, что ξ1 и ξ2 – независимые винеровские процессы,

причем ξ1(0) = ξ2(0) = 0 . Найдем дифференциал подынтегрального выраже-

ния, используя формулу Ито (здесь как раз и используется предположение о

том, что g0 дважды дифференцируема по каждому аргументу):

d
(
e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτg0 (q1 + ξ1(t), q2 + ξ2(t))

)
=

= e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτdg0 (q1 + ξ1(t), q2 + ξ2(t)) +

+ g0 (q1 + ξ1(t), q2 + ξ2(t)) de
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτ =

= e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτ

(
∇g0dξ +

1

2
∆g0dt+ g0V dt

)
=

= e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτ

(
∇g0dξ + (Hg0)dt

)
,

где H = 1
2∆+V, dξ = (dξ1(t), dξ2(t)) и ∇g0dξ = ∂g0

∂q1
dξ1(t)+ ∂g0

∂q2
dξ2(t). При этом

dg0(q1 + ξ1(t), q2 + ξ2(t))de
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτ = 0, так как dt · dt = dξ1dt =

dtξ1 = dξ2dt = dtdξ2 = 0.

Пусть

(Qtg0)(q1, q2) = E
(
e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτg0 (q1 + ξ1(t), q2 + ξ2(t))

)
.
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Это другая запись интеграла из условия теоремы, равного математическому

ожиданию экспоненты, умноженной на начальное условие. Тогда справедлива

следующая цепочка равенств:

d((Qtg0)(q1, q2)) = E
(
e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτ

(
∇g0dξ + (Hg0)dt

))
=

= E
(
e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτHg0dt

)
= (Qt(Hg0))(q1, q2).

При получении второго из них использовано известное свойство броуновского

движения, состоящее в том, что E(∇g0dξ) = 0 (см., например, [19], [20]).

Так как операторы etH и H перестановочны, то оператор etH является

решением задачи Коши для операторного уравнения dQt = QtH с начальным

условием Q0 = Id , где Id – единичный оператор. Поэтому Qtg0 = etHg0 , то

есть функциональный интеграл (3.4) действительно является представлением

решения задачи Коши для уравнения (3.3).

После замены переменных, которая будет определена в следующем разде-
ле, мы получим из уравнения (3.3) уравнение (3.2). При этом мы предполага-
ем, что функции, входящие в (3.3), допускают аналитическое продолжение в
подходящую область. Полученная в результате такого продолжения форму-
ла Фейнмана – Каца будет представлением решения уравнения (3.2) в силу
единственности аналитического продолжения.

3.4 Представление решения уравнения Шредингера

Пусть g – решение задачи Коши для уравнения теплопроводности (3.3).
Мы предполагаем, что для для каждого t ≥ 0 существует определенная

на множестве

Ŝ = {(q1, q2) : q1 = α1e
iγ1, q2 = α2e

iγ2, 0 < α1, α2 <∞, 0 ≤ γ1 ≤
π

4
,−π

4
≤ γ2 ≤ 0}

непрерывная функция F t
g , аналитическая на внутренней части этого множе-

ства. При этом F t
g(α1, α2) = g(t, α1, α2) , а вместо символа F t

g(α1e
iγ1

π
4 , α2e

−iπ4 )
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мы будем использовать символ g(t,
√
iq1,

q2√
i
). Мы предполагаем, что потен-

циал V и начальное условие g0 допускают аналитическое продолжение в эту
область.

Лемма 11. Пусть ψ(t, q1, q2) = g(t,
√
iq1,

q2√
i
). Тогда функция ψ удовлетво-

ряет следующему уравнению Шредингера:

i
∂ψ

∂t
(t, q1, q2) =

∂2ψ(t, q1, q2)

∂q2
1

− ∂2ψ(t, q1, q2)

∂q2
2

+ V (q1, q2)ψ(t, q1, q2). (3.5)

(Уравнение (3.5) - это подробная запись уравнения (3.2).)

Доказательство. Очевидно, что ∂2ψ
∂q21

(t, q1, q2) = ig′′2(t,
√
iq1,

q2√
i
), а ∂2ψ

∂q22
(t, q1, q2) =

−ig′′3(t,
√
iq1,

q2√
i
) , где g′′j обозначает частную производную функции g по

j−му аргументу.

Для функции ψ справедлива следующая цепочка равенств:

i
∂ψ

∂t
(t, q1, q2) = i

∂g

∂t
(t,
√
iq1,

q2√
i
) = ig′′2(t,

√
iq1,

q2√
i
) + ig′′3(t,

√
iq1,

q2√
i
)+

+ V (q1, q2)g(t,
√
iq1,

q2√
i
) =

∂2ψ(t, q1, q2)

∂q2
1

− ∂2ψ(t, q1, q2)

∂q2
2

+

+ V (q1, q2)ψ(t, q1, q2) =
∂2ψ(t, q1, q2)

∂q2
1

− ∂2ψ(t, q1, q2)

∂q2
2

+ V (q1, q2).

Таким образом, лемма доказана.

Отметим, что в функциональном интеграле из формулы Фейнмана – Каца
(3.4) отсутствует экспонента от стохастического интеграла, поэтому подход к
получению представления решения стохастического уравнения типаШредин-
гера, развитый в первой и второй главах, применим к нему со значительными
упрощениями.

Практически без изменений сюда переносятся леммы 3 и 4, также, как и в
главе 2, проверяется, что функция, определяемая интегралом (3.4), допускает
аналитическое продолжение на область Ŝ.
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Таким образом, представление решения задачи Коши с начальным усло-
вием ψ0 для уравнения (3.2) может быть записано следующим образом:

ψ(t, q1, q2) =

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
V (
√
iq1+ξ1(τ),

q2√
i
+ξ2(τ))dτψ0(

√
iq1+ξ1(t),

q2√
i
+ξ2(t))w0,t(dξ1dξ2).

Если произвести замену переменных ζ̂(q1, q2) = (
√
iq1,

1√
i
q2), то будет вер-

на теорема, в которой для аналитически продолженных на область Ŝ функ-
ций V и ψ0 сохраняются предположения теоремы 9.

Теорема 10. Пусть функции V и ψ0 обладают аналитическими продол-

жениями в область Ŝ, представляющими собой функции, ограниченные в

этой области вместе с производными по каждому из аргументов. Тогда

функция ψ̂, определяемая равенством

ψ̂(t, q̂1, q̂2) =

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
V (q̂1+

√
iξ̂1(τ),q̂2+

ξ̂2(τ)√
i

)dτψ0(q̂1+
√
iξ̂1(t), q̂2+

ξ̂2(t)√
i

)w0,tζ̂
−1(dξ̂1dξ̂2),

(3.6)

где (q̂1, q̂2) = (
√
iq1,

1√
i
q2) и ξ̂1 =

√
−iξ1 ξ̂2 = 1√

−iξ2, является решением

задачи Коши для уравнения (3.5) с начальным условием ψ0 .

Доказательство этой теоремы опирается на леммы 9 и 10, как и доказа-
тельство теоремы 6 во второй главе.

Таким образом, для двумерного уравнения Шредингера со знакоперемен-
ным гамильтонианом мы получили формулу Фейнмана-Каца, причем исполь-
зовался подход, развитый во второй главе диссертации. Заметим, что дока-
занные там свойства функциональных интегралов без изменений переносятся
и на представления решений, рассматриваемые в третьей главе. Более того,
этот подход может быть применен и к уравнению Белавкина с двумерным
белым шумом; об этом уравнении речь пойдет в следующем разделе.

Замечание 3. Как в уравнении теплопроводности, так и в уравнении Шре-

дингера в качестве потенциалов можно использовать, например, преобра-

зования Фурье функций из D(R2).
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3.5 Уравнение Белавкина с двумерным шумом

В этом разделе мы рассмотрим обобщение уравнения Белавкина на двумер-
ный случай. Такое уравнение также будет называться уравнением Белавкина,
хотя в работах самого Белавкина оно не встречается (см., впрочем, [52]). Это
уравнение выводится способом, аналогичным тому, о котором говорится в
первом разделе главы 1. Отличие состоит в том, что по очереди измеряются
первая и вторая координаты, причем серии измерений каждой из координат
те же самые, что и для одномерного случая (см. раздел 1, глава 1).

Такое уравнение Белавкина имеет вид

dψ(t)(q1, q2) =

(
i

2

∂2ψ(t)

∂q2
1

(q1, q2)−
i

2

∂2ψ(t)

∂q2
2

(q1, q2)

)
dt+

+

(
iV (q1, q2)−

λ1

4
q2

1 −
λ2

4
q2

2

)
ψ(t)(q1, q2)dt+

+

√
λ1

2
q1ψ(t)(q1, q2)dB1(t) +

√
λ2

2
q2ψ(t)(q1, q2)dB2(t). (3.7)

Здесь λ1 и λ2 - неотрицательные числовые параметры, имеющие тот же
смысл, что и параметр λ (см. главу 1), а B1 и B2 - независимые броунов-
ские движения. Определение функции ψ аналогично определению функции
Ψω из главы 1, только конфигурационное пространство теперь – двумерная
вещественная плоскость.

Для того, чтобы получить представление решения с помощью функци-
онального интеграла, нужно подобрать такое уравнение теплопроводности,
чтобы после замены переменной получались исходные коэффициенты из
уравнения Белавкина. Добиться этого в двумерном случае можно при по-
мощи замены переменных, которая использовалась нами выше. Эта замена
переменных переводит уравнение теплопроводности в уравнение Белавкина.

Мы рассмотрим задачу Коши для следующего уравнения теплопроводно-
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сти:

dψ(t)(q1, q2) =

(
1

2

∂2ψ(t)

∂q2
1

(q1, q2) +
1

2

∂2ψ(t)

∂q2
2

(q1, q2)

)
dt+

+

(
V (q1, q2)−

λ1

4
q2

1 −
λ2

4
q2

2

)
ψ(t)(q1, q2)dt+

+

√
λ1

2
q1ψ(t)(q1, q2)dB1(t) +

√
λ2

2
q2ψ(t)(q1, q2)dB2(t). (3.8)

Для этого уравнения мы можем записать представление решения следующим
образом:

ψ(t)(q1, q2) =

=

∫
C0[0,t]

exp

√λ1

2

t∫
0

(q1 + ξ1(τ))dB1(τ) +

√
λ2

2

t∫
0

(q2 + ξ2(τ))dB2(τ)

×
×exp

− t∫
0

[
λ1

2
(q1 + ξ1(τ))2 +

λ2

2
(q2 + ξ2(τ))2 + V (q1 + ξ1(τ), q2 + ξ2(τ))]dτ

×
× η(q1 + ξ1(t), q2 + ξ2(t))w0,t(dξ1dξ2). (3.9)

Здесь η - начальное условие, то есть ψ(0, q1, q2) = η(q1, q2), а w0,t - двумер-
ный винеровский процесс, порождаемый двумя независимыми друг от друга
одномерными винеровскими процессами.

Так как винеровские процессы B1 и B2, а также ξ1 и ξ2 независимы,
доказательство того, что функциональный интеграл (3.9) является представ-
лением решения задачи Коши (3.8) полностью аналогично доказательству
теоремы 2 главы 1. При этом используется теорема 1 первой главы, с помо-
щью которой доказывается существование функционального интеграла (3.9).
Может быть применен и операторный подход, аналогичный тому, который ис-
пользуется в третьем разделе первой главы.

Далее, совершенно так же, как и в главе 2 (определение 5), задается ана-
литическое продолжение функции v, определенной на [0,+∞)× [0,+∞), на
внутреннюю часть множества

Ŝ = {(q1, q2) : q1 = α1e
iγ1, q2 = α2e

iγ2, 0 < α1, α2 <∞, 0 ≤ γ1 ≤
π

4
,−π

4
≤ γ2 ≤ 0},
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непрерывное вплоть до границы Ŝ . Теперь, в точности так же, как во второй
главе, используя те же леммы, мы можем получить представление решения
задачи Коши для следующего двумерного стохастического уравнения типа
Шредингера со знакопеременным гамильтонианом:

dψ(t)(q1, q2) =

(
i

2

∂2ψ(t)

∂q2
1

(q1, q2)−
i

2

∂2ψ(t)

∂q2
2

(q1, q2)

)
dt+

+

(
V (q1, q2)−

λ1

4
q2

1 −
λ2

4
q2

2

)
ψ(t)(q1, q2)dt+

+

√
λ1

2
q1ψ(t)(q1, q2)dB1(t) +

√
λ2

2
q2ψ(t)(q1, q2)dB2(t). (3.10)

При этом используется замена переменных из предыдущего раздела. Само
представление решения задачи Коши для уравнения (3.10) функциональным
интегралом имеет вид:

φ(t)(q1, q2) =

=

∫
C0[0,t]

exp

√λ1

2

t∫
0

(
√
iq1 + ξ1(τ))dB1(τ) +

√
λ2

2

t∫
0

(
1√
i
q2 + ξ2(τ))dB2(τ)

×
× exp

− t∫
0

[
λ1

2
(
√
iq1 + ξ1(τ))2 +

λ2

2
(

1√
i
q2 + ξ2(τ))2]dτ

×
× exp

 t∫
0

V (
√
iq1 + ξ1(τ),

1√
i
q2 + ξ2(τ))]dτ

×
× η(
√
iq1 + ξ1(t),

1√
i
q2 + ξ2(t))w0,t(dξ1dξ2). (3.11)

Используя лемму 10, теорему 6 и замену ζ̂(q1, q2) = (
√
iq1,

1√
i
q2), мы можем

записать формулу (3.11) так:

φ̂(t)(q̂1, q̂2) =

=

∫
C0[0,t]

exp

√λ1

2

t∫
0

(q̂1 +
√
iξ̂1(τ))dB1(τ) +

√
λ2

2

t∫
0

(q̂2 +
1√
i
ξ̂2(τ))dB2(τ)

×
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× exp

− t∫
0

[
λ1

2
(q̂1 +

√
iξ̂1(τ))2 +

λ2

2
(q̂2 +

1√
i
ξ̂2(τ))2]dτ

×
× exp

 t∫
0

V (q̂1 +
√
iξ̂1(τ), q̂2 +

1√
i
ξ̂2(τ))]dτ

×
× η(q̂1 +

√
iξ̂1(t), q̂2 +

1√
i
ξ̂2(t))w0,tζ̂

−1(dξ̂1dξ̂2), (3.12)

где (q̂1, q̂2) = (
√
iq1,

1√
i
q2), ξ̂1 =

√
−iξ1 и ξ̂2 = 1√

−iξ2.

Наконец, повторяя в точности все рассуждения последнего раздела вто-
рой главы, мы можем сформулировать следующую теорему о представлении
решения задачи Коши для уравнения Белавкина с двумерным белым шумом
с помощью функционального интеграла.

Теорема 11. Пусть функция V непрерывна в области Ŝ, сужение функ-

ции V на внутреннюю часть Ŝ аналитично и ее производные в области

Ŝ по обоим аргументам непрерывны и ограничены. Пусть еще функция η ,

определенная на Ŝ, ограничена и непрерывна на Ŝ, аналитична внутри Ŝ

и обладает на Ŝ ограниченными производными первых двух порядков по

каждому аргументу. Тогда функция F , определяемая равенством

F(t)(q̂1, q̂2) =

=

∫
C0[0,t]

exp

√λ1

2

t∫
0

(q̂1 +
√
iξ̂1(τ))dB1(τ) +

√
λ2

2

t∫
0

(q̂2 +
1√
i
ξ̂2(τ))dB2(τ)

×

× exp

− t∫
0

[
λ1

2
(q̂1 +

√
iξ̂1(τ))2 +

λ2

2
(q̂2 +

1√
i
ξ̂2(τ))2]dτ

×
× exp

 t∫
0

iV (q̂1 +
√
iξ̂1(τ), q̂2 +

1√
i
ξ̂2(τ))]dτ

×
× η(q̂1 +

√
iξ̂1(t), q̂2 +

1√
i
ξ̂2(t))w0,tζ̂

−1(dξ̂1dξ̂2), (3.13)
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является решением задачи Коши для уравнения Белавкина (3.7).

Замечание 4. Результаты этого раздела обобщаются на случай любого

конечномерного конфигурационного пространства. При этом достаточно

сделать замену переменных, при которой на корень из мнимой единицы

умножаются те из аргументов, при вторых частных производных по ко-

торым в уравнении стоит знак плюс, а делятся те, при вторых частных

производных по которым в уравнении стоит знак минус.
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Заключение

В диссертации с помощью формулы Ито и теоремы Ферника получены
представления решений стохастических уравнений типа теплопроводности
функциональными интегралами. Этот результат и комбинации различных
вариантов аналитического продолжения позволяют получить формулы Фей-
нмана – Каца для стохастических уравнений типа Шредингера и уравнения
Белавкина. Рассмотрены уравнения со знакопеременным гамильтонианом и
найдена замена пространственных переменных, при которой такие уравнения
получаются из уравнений со знакопостоянным гамильтонианом. С помощью
этой замены переменных и аналогичных упомянутым выше вариантов ана-
литического продолжения получены интегралы по пространствам функций,
представляющие решения уравнений Шредингера и Белавкина со знакопере-
менным гамильтонианом. Все перечисленные представления решений явля-
ются интегралами по счетно-аддитивным мерам.

В третьей главе рассмотрена связь результатов диссертации с бесконеч-
номерными уравнениями. Отметим, однако, что метод замены переменной
и аналитического продолжения в случае бесконечномерных стохастических
уравнений изучен еще недостаточно, так что это одно из актуальных направ-
лений дальнейших исследований (см. статью [37]). Еще одно важное направ-
ление исследований – получение формул Фейнмана – Каца для уравнений
на многообразиях (см.статьи [28], [50]). При исследовании таких уравнений
применимы методы, развитые в диссертации. Кроме того, общая теория слу-
чайных операторов – это мало изученная и очень интересная область. В част-
ности, эта теория может быть использована для получения представлений
решений стохастических эволюционных уравнений.
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