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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Диссертация посвящена разработке методов пред-
ставления решений эволюционных стохастических уравнений типа уравнений
Шредингера – Белавкина функциональными интегралами. Эти же методы
применяются для некоторых детерминированных уравнений.

Стохастические уравнения Шредингера – Белавкина были выведены В. П.
Белавкиным1,2 в общем виде и Л. Дьоши3 в наиболее важном частном случае.
В. П. Белавкин для вывода уравнения использовал квантовое стохастическое
исчисление. С помощью стандартной аксиоматики квантовой механики урав-
нения Шредингера – Белавкина были получены в работах Л. Дьоши, а также
О. Г. Смолянова с соавторами4,5.

Эти уравнения дают описание марковской аппроксимации динамики от-
крытых квантовых систем, в частности, эволюции квантовых систем, нахо-
дящихся под так называемым непрерывным наблюдением. Поскольку факти-
чески не существует изолированных квантовых систем, то есть все системы
можно считать открытыми, уравнения такого типа имеют большое значе-
ние для приложений. Внимание к открытым квантовым системам в послед-
нее время сильно возросло в связи с применениями в различных областях,
связанных с квантовыми технологиями, в частности, с теорией управления
квантовыми системами, поэтому исследование марковских аппроксимаций
открытых квантовых систем представляется очень важным для развития со-
ответствующих математических методов. Таким образом, актуальность темы
диссертации не вызывает сомнений.

Существует несколько подходов к получению представлений решений эво-
люционных уравнений функциональными интегралами: теорема Чернова6 и
ее частный случай – теорема Троттера7 (впервые использованная в 1964 году

1Belavkin V. P. Nondemolition measurements, nonlinear filtering and dynamic programming of quantum
stochastic processes// Proc. Bellman Continuous Workshop, Sophia – Antinopolis, Lect. Notes in Comp. and
Inf. Sciences, 121. Springer, Berlin. – 1988. – P. 245–265.

2Belavkin V. P. A new wave equation for a continuous nondemolition measurement// Phys. Lett. A.–1989.–
Vol. 140. – P. 355–359.

3Diosi L. Continuous quantum measurement and Itô formalism// Phys. Lett. A. – 1988. – Vol. 129. – P.
419–423.

4Belavkin V. P., Smolyanov O. G. The Feynman path integral corresponding to the stochastic Schrödinger//
Dokl. Akad. Nauk. – 1998. – Vol. 360. – P. 589–593; English transl., Dokl. Math. – 1998. – Vol. 57. – P. 430–434.

5Smolyanov O. G., Truman A. Schrödinger–Belavkin equations and associated Kolmogorov and Lindblad
equations// Teoret. Mat. Fiz.–1999. Vol. 120. – №2. – P. 193–207; English transl. Theoret. and Math. Phys. –
1999. Vol. 120. – P. 973–984.

6Chernoff R.P. Note on product formulas for operator semigroups// Journ. Funct. Anal. – 1968. – Vol. 2. –
№2. – P. 238–242.

7Trotter H. F. On the product of semi-groups of operators// Proceedings of the American Math. Society. –
1959. – Vol.10. – №4. – P. 545–551.
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Э. Нельсоном8 для доказательства лагранжевых формул Фейнмана), метод
аналитического продолжения по параметру и метод аналитического продол-
жения по аргументу. Каждый из этих методов имеет свои преимущества при
рассмотрении конкретных задач. Остановимся подробнее на этих методах.

Прежде всего рассмотрим метод, основанный на применении теоремы Чер-
нова, появившейся в 1968 году. В детерминированном случае теорема Чернова
была использована в работах О. Г. Смолянова9 и его последующих работах
с соавторами10,11,12. В 2002 году эта теорема была применена в статье13 для
доказательства появившихся в 1951 году в работе14 гамильтоновых формул
Фейнмана. В работе О. О. Обрезкова, О. Г. Смолянова и А. Трумена15 был
доказан рандомизированный вариант теоремы Чернова, который затем ис-
пользовался в работе16 для получения представлений решений стохастиче-
ского уравнения Шредингера (подробнее см.17). С помощью этого подхода
функциональные интегралы, представляющие решения уравнений Шредин-
гера – Белавкина, были получены как пределы последовательности конечно-
кратных интегралов (так называемые формулы Фейнмана), причем предела-
ми являлись функциональные интегралы по мере Фейнмана, не являющейся
счетно-аддитивной. Также при подходе, основанном на применении теоремы
Чернова, явно не рассматривается связь представлений решений со стоха-
стическим анализом. Методы аналитического продолжения гораздо лучше
выявляют такую связь.

Подробнее о применении аналитического продолжения и равенства Пар-
севаля можно прочитать в книге О. Г. Смолянова и Е. Т. Шавгулидзе18 (см.

8Nelson E. Feynman Integrals and the Schredinger Equation// Journ. Math. Phys.–1964. – Vol. 5. – №3. –
P. 332–343.

9Smolyanov O. G. Feynman formulae for evolutionary equations
Trends in stochastic analysis. London Math. Soc. Lect. Not. Series. – 2009. – Vol. 353.

10Smolyanov O. G., Weizs̈acker H. v., Wittich O. Diffusion on compact Riemannian manifolds, and surface
measures// Doklady Math. – 2000. – Vol. 61. – P. 230–234.

11Smolyanov O. G., Weizsäcker H. v., Wittich O. Brownian motion on a manifold as limit of stepwise
conditioned standard Brownian motions// Stoch. proc., Phys. and Geom.: New Interplays. II: A Volume in
Honour of S. Albeverio, Can. Math. Soc. Conf. Proc. Am. Math. Soc. – 2000. – Vol. 29. – P. 589–602.

12Smolyanov O. G., Truman A. Feynman Formulas for Solutions of the Schrödinger Equation on Compact
Riemannian Manifolds// Math. Notes. – 2000. – V. – №5. – P. 668–671.

13Smolyanov O.G., Tokarev A.G., Truman A. Hamiltonian Feynman path integrals via Chernoff formula//
Journ. Math. Phys. – 2002. – Vol. 43. – №10. – P. 5161–5171.

14Feynman R.P. An Operation Calculus Having Application in Quantum Electrodynamics// Phys. Rev. –
1951. – Vol. 84. – №2. – P. 108–128.

15Obrezkov O. O., Smolyanov O.G., Truman A. The Generelized Chernoff Theorem and Randomized Feynman
Formula// Dokl. Math. – 2005. – Vol. 71. – №1. – P. 105–110.

16Gough J., Obrezkov O. O., Smolyanov O. G. Randomized Hamiltonian Feynman integrals and Shcrödinger-
Itô stochastic equations// Izv.: Math. – 2005. – Vol.69. – №6. – P. 1081–1098.

17Обрезков О. О. Представление функциональными интегралами решений регулярных и стохастических
эволюционных уравнений. Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических
наук. Москва, 2005 год.

18Смолянов О. Г., Шавгулидзе Е. Т. Континуальные интегралы. 2-е изд. – М.: ЛЕНАНД. – 2015. – 336
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также19,20). С помощью этих методов были доказаны появившиеся в 1948 году
лагранжевы формулы Фейнмана21.

Для применения метода аналитического продолжения сначала требует-
ся получить представление решения уравнения теплопроводности функцио-
нальным интегралом, что впервые сделал М. Кац22,23. Затем к полученному
функциональному интегралу по счетно-аддитивной мере применяется метод
аналитического продолжения.

Аналитически продолжать можно по параметру, стоящему в показателе
гауссовской экспоненты под знаком функционального интеграла, и по аргу-
менту, в результате чего получаются разные представления решений одного
и того же уравнения.

Аналитическое продолжение по параметру было рассмотрено в работе
И. М. Гельфанда и А. М. Яглома24, причем авторы полагали, что при таком
аналитическом продолжении будет получаться интеграл по счетно-аддитивной
мере. Это опроверг в своих работах Р. Камерон25,26, показавший, что при та-
ком аналитическом продолжении ситуация иная: как только мнимая часть
параметра, по которому осуществляется аналитическое продолжение, стано-
вится отличной от нуля, у меры появляется неограниченная вариация, сама
мера определена на очень маленьком полукольце, а потому не может быть
продолжена до счетно-аддитивной. Таким образом, то, что предложили
И. М. Гельфанд и А. М. Яглом, следует считать продолжением функцио-
нального интеграла, а не меры. Когда параметр чисто мнимый, с единичной
мнимой частью, то мы получаем меру Фейнмана.

На стохастический случай этот метод был обобщен в упоминавшейся выше
работе В. П. Белавкина и О. Г. Смолянова, однако эта работа не содержит
полных доказательств. Для получения функционального интеграла по мере
с.

19Ибрагимов И. А., Смородина Н. В., Фаддеев М. М. Вероятностный подход к построению решений
одномерных начально-краевых задач// Теор. вероятн. и ее примен. – 2013. – Т. 58. – №2. – C. 255–281;
Theory Probab. Appl. – 2014. – Vol. 58. – №2. – P. 242–263.

20Ибрагимов И. А., Смородина Н. В., Фаддеев М. М. Предельная теорема о сходимости функционалов
от случайного блуждания к решению задачи Коши для уравнения ∂u

∂d = σ2

2 4u с комплексным параметром
σ.// Зап. научн. сем. ПОМИ. – 2013. – Т. 420. – С. 88–102; J. Math. Sci., New York. – 2015. – Vol. 206. –
№2. – P. 171–180.

21Feynman R.P. Space-Time Approach to Non-Relativistic Quantum Mechanics// Rev. Modern Phys. –
1948.– Vol. 20. – №2. – P. 367–387.

22Кац М. Вероятность и смежные вопросы в физике. М.: Мир. – 1965. – 408 с.
23Кац М. Несколько вероятностных задач физики и математики. М.: Наука. – 1967. – 176 с.
24Гельфанд И.М., Яглом А.М. Интегрирование в функциональных пространствах и его применения в

квантовой физике// Усп. Мат. Наук – 1956. Т. 11. – №1(67). – С. 77–114.
25Cameron R.H. The generalized heat flow equation and a wrresponding Poisson formula// Annals of Math.–

1954. – Vol. 59. – P. 134–162.
26Cameron R.H. A Family of integrals serving to connect the Wiener and Feynman integrals// Journ. Math.

Phys.– 1960. – Vol. 39. – P. 126–140.
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Фейнмана, представляющего решение уравнения Шредингера – Белавкина,
авторы предполагали использовать аналог представления Маслова и Чебота-
рева27, преобразование Фурье и равенство Парсеваля; с помощью этих прие-
мов предполагалось получить последовательность конечнократных интегра-
лов, сходящуюся к нужному функциональному интегралу.

Аналитическое продолжение по аргументу в детерминированном случае
было впервые изучено в работе Х. Досса28. Соответствующий метод иногда
называют методом Досса. При таком аналитическом продолжении у функ-
ций заменяется аргумент (откуда еще одно название метода: метод замены
переменной), а сами функции под знаком функционального интеграла, пред-
ставляющего решение уравнения теплопроводности, аналитически продолжа-
ются в подходящую область. При этом на новом пространстве аналитически
продолженных функций при отображении, заданном с помощью такой заме-
ны и аналитического продолжения, образ меры Винера снова оказывается
счетно-аддитивной мерой, что было проверено в работе автора [2].

На стохастический случай метод Досса был распространен в работах
С. Альбеверио, В. Н. Колокольцова и О. Г. Смолянова29,30, однако и в этих
работах были пропущены многие детали доказательств. Тем не менее идея
применения формулы Ито для доказательства формулы Фейнмана – Каца
была высказана во всех работах, посвященных методу аналитического про-
должения в стохастическом случае.

Надо отметить, что подходы Р. Фейнмана и М. Каца к получению пред-
ставлений решений задач Коши для эволюционных дифференциальных урав-
нений с помощью функциональных интегралов являются альтернативными.
Оба автора рассматривали представление экспоненты от оператора, однако
метод Фейнмана является обобщением разложения экспоненты в бесконечное
произведение, а метод Каца – обобщением разложения экспоненты в степен-
ной ряд. Формула Ито в детерминированном случае используется в упоми-
навшейся выше работе Х. Досса, а также в книге Б. Саймона31.

Таким образом, к началу работы над диссертацией не было ни одного пол-
ного доказательства формул Фейнмана – Каца и были высказаны только

27Маслов В. П., Чеботарев А. М. Представления решения уравнения типа Хартри в виде Т-
отображения// Докл. Акад. Наук СССР. – 1975. – Vol.222. – №5. – P. 1037–1040.

28Doss H. Sur une Resolution Stochastique de l’Equation de Schrödinger a Coefficients Analytiques//
Commun. Math. Phys. – 1980. – Vol. 73. – P. 247–264.

29Albeverio S., Kolokol’tsov V. N., Smolyanov O. G. Representation des solution de l’equation de Belavkin
pour la mesure quantique par une version rigoureuse de la formule d’integration fonctionelle de Menski// Compt.
Rend. Acad. Scien. Paris. – 1996. – Vol. 323. – №1. – P. 661–664.

30Albeverio S., Kolokol’tsov V. N., Smolyanov O. G. Continuous quantum measurement: local and global
approashes// Rev. Math. Phys. – 1997. – Vol. 9. – №6. – P. 907–920.

31Simon B. Functional Integrals and Quantum Physics. Acad. Press, New York, 1979. – 297 p.
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некоторые идеи, обобщающие метод замены переменной на стохастический
случай. В диссертации, с использованием новых идей и конструкций, при-
ведены полные доказательства, использующие формулу Ито, и рассмотрены
некоторые новые виды уравнений, на которые обобщается метод замены пе-
ременной.

Далее используется терминология, отличающаяся от примененной выше.
В этой терминологии мы различаем два типа объектов: стохастические урав-
нения типа Шредингера и уравнения Белавкина (те и другие принадлежат
к обсуждавшемуся выше классу уравнений Шредингера – Белавкина). Сто-
хастическим уравнением типа Шредингера называется уравнение, в котором
мнимая единица стоит только перед лапласианом, а уравнением Белавкина
называется уравнение, в котором мнимые единицы стоят и перед лапласиа-
ном, и перед потенциалом V.

Цель работы – с помощью комбинации методов замены переменной и ана-
литического продолжения по аргументу получить представления решений
стохастических дифференциальных уравнений типа Шредингера и уравне-
ний Белавкина, установить связь решений этих уравнений с решениями со-
ответствующих операторных уравнений. При этом предполагается распро-
странить на такие уравнения технический аппарат, использовавшийся ранее
для нестохастических уравнений, прежде всего формулу Ито и метод анали-
тического продолжения по пространственной переменной. Еще одной целью
работы является получение представлений с помощью функциональных ин-
тегралов решений уравнений типа Шредингера и уравнений Белавкина со
знакопеременными гамильтонианами.

Научная новизна. Все выносимые на защиту результаты диссерта-
ции являются новыми и опубликованы в работах автора. Они состоят в сле-
дующем.

1. Получены представления решений стохастических уравнений типаШре-
дингера и уравнений Белавкина с помощью интегралов по счетно-аддитивным
мерам.

2. Методы замены переменной и аналитического продолжения по аргумен-
ту обобщены на стохастический случай. При этом использована комбинация
формулы Ито и теоремы Ферника.

3. Получены представления с помощью функциональных интегралов ре-
шений уравнений Шредингера и Белавкина со знакопеременным гамильто-
нианом.

4. Развит новый метод замены пространственных переменных, позволяю-
щий свести уравнения со знакопеременным гамильтонианом к уравнениям со
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знакопостоянным гамильтонианом.
Положения, выносимые на защиту.
1. Формулы Фейнмана – Каца для стохастических уравнений типа Шре-

дингера и уравнений Белавкина, содержащие функциональные интегралы по
счетно-аддитивным мерам.

2. Метод замены переменной и аналитического продолжения для стоха-
стических уравнений с частными производными.

3. Теоремы о представлениях с помощью функциональных интегралов ре-
шений уравнений Шредингера и Белавкина со знакопеременным гамильто-
нианом.

4. Метод замены пространственных переменных, позволяющий свести урав-
нения со знакопеременным гамильтонианом к уравнениям со знакопостоян-
ным гамильтонианом.

Методы исследования. В диссертации использованы методы анализа,
связанные с аналитическим продолжением функций, специальными замена-
ми переменных и дифференцируемостью под знаком функциональных инте-
гралов, а также методы теории самосопряженных операторов. Кроме того,
используется формула Ито, методы бесконечномерного анализа и ряд специ-
альных конструкций, относящихся к действительному, функциональному и
комплексному анализу.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация имеет теоре-
тический характер. Ее результаты могут быть использованы в бесконечно-
мерном анализе, в частности, в стохастическом анализе, при изучении от-
крытых квантовых систем, а также в квантовой информатике и квантовом
управлении.

Апробация диссертации.
Результаты диссертации докладывались на следующих научных семина-

рах, конференциях и заседаниях:
• Научный семинар «Бесконечномерный анализ и математическая физи-
ка» на механико-математическом факультете МГУ, руководители
О.Г.Смолянов и Е.Т.Шавгулидзе (многократно, 2011 – 2020 г.г.)

• Научный семинар кафедры высшей математики МФТИ (04. 12. 2020)

• 63-я Всероссийская научная конференция МФТИ (14. 11. 2020)

• Международная молодежная научная конференция "ЛОМОНОСОВ"
(2016, 2017, 2018, 2019, 2020 гг., МГУ, Москва)
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• Международная конференция "Математическая физика, динамические
системы, бесконечномерный анализ"(г. Долгопрудный, Моск. обл., Рос-
сия, 17 – 21 июня 2019)

• Международная научная конференция "Современные проблемы мате-
матики и механики посвященная 80-летию академика В. А. Садовничего
(МГУ им. М.В. Ломоносова, Россия, 13 – 15 мая 2019)

• International scientific conference "Infinite-dimensional analysis and
mathematical physics". Dedicated to the memory of Sergei Vasilyevich Fomin
(Moscow, 28 January – 1 February 2019, Москва, Россия, 28 января – 1
февраля 2019)

• Международная конференция «Современная математическая физика.
Владимиров-95» (Москва, Россия, 12-16 ноября 2018)

• Международная научная конференция "Бесконечномерный анализ и тео-
рия управления"(МГУ имени М.В.Ломоносова, Россия, 29 января – 1
февраля 2018)

• Межрегиональная научная конференция "Квантовая динамика и функ-
циональные интегралы"(Москва, ИПМ им. М.В. Келдыша РАН, Россия,
26 апреля 2017)

Публикации. Основные результаты диссертаци опубликованы в 10 печат-
ных работах автора. Из них 3 статьи [1-3] в рецензируемых научных журна-
лах RSCI, Web of Science, SCOPUS, 1 статья в сборнике РИНЦ [4] и 6 тезисов
докладов на научных конференциях [5-10]. Работ, написанных в соавторстве,
нет.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
трех разбитых на параграфы глав, заключения и списка литературы из 78
наименований. Объем текста диссертации составляет 94 страницы. Чертежей,
таблиц и рисунков нет.

Краткое содержание диссертации

В первой главе диссертации рассматривается задача Коши для стоха-
стического уравнения теплопроводности, являющегося евклидовым аналогом
стохастического уравнения типа Шредингера:

dΨω(t)(q) = α(Ψω(t))′′(q)dt+ (αV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dw(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q). (1)
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где Ψω – это случайная функция. Ниже приводятся соответствующие опре-
деления .

Пусть (Ω,A, ν)− вероятностное пространство (Ω - множество;A - σ−алгебра
его подмножеств; ν− неотрицательная счетно-аддитивная нормированная ме-
ра на A).

Опрeделение. Случайной величиной со значениями в измеримом простран-
стве (T,BT ) называется измеримое отображение F : Ω→ T ; измеримость
означает, что если B ∈ BT , то F−1(B) ∈ A.

При этом вероятностная мера на BT , являющаяся образом меры ν при
отображении F, называется распределением случайной величины F.

Если E – топологическое пространство, то случайной величиной со значе-
ниями в E называется случайная величина в (E,BE), где BE – это σ−алгебра
борелевских подмножеств пространства E.

Пусть (Q,BQ) и (P ,BP) – два измеримых пространства, а I(Q,P) – мно-
жество (некоторых) измеримых отображений из Q в P . Подмножество AI
множества I(Q,P) называется цилиндрическим, если существуют конечный
набор элементов a1, ..., an ∈ Q и набор множеств B1, ..., Bn ∈ BP , такие, что
AI = {g ∈ I(Q,P) : g(aj) ∈ Bj, j = 1, ..., n}. Множество всех цилиндри-
ческих множеств образует алгебру множеств C; порожденную ею σ−алгебру
будем обозначать символом C(Q,P).

Опрeделение. Случайной функцией на множестве Q, принимающей зна-
чения в измеримом пространстве (P ,BP), называется случайная величина,
принимающая значения в измеримом пространстве (I(Q,P),C(Q,P)).

Более традиционным является следующее определение (см. c. 214 книги32

и книгу33 (с. 520)).

Опрeделение. Случайной функцией на множестве Q, принимающей зна-
чения в измеримом пространстве (P ,BP), называется функция на Q, зна-
чениями которой являются случайные величины, принимающие значения в
измеримом пространстве (P ,BP).

Далее обычно случайные функции принимают вещественные значения и
определены на множестве [0,+∞) × Q (здесь Q− конфигурационное про-
странство, которое в этой главе равно R). Для обозначения случайных функ-
ций в основном будет использоваться знакосочетание Ψω(t)(q).

32Гихман И. И., Скороход А. В. Введение в теорию случайных процессов. М.: Наука. – 1977. – 573 с.
33Лоэв М. Теория вероятностей (перевод с английского Б. А. Севастьянова). М.: Иностр. Лит. – 1962. –

720 с.
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В первой главе для задачи Коши (1) получено представление решения с
помощью интеграла по мере Винера (формула Фейнмана – Каца). При этом
с помощью теоремы Ферника34 обосновывается сходимость математическо-
го ожидания от экспоненты, зависящей от стохастического интеграла. Этот
результат сформулирован в виде следующей теоремы (предполагается, что
функция R непрерывна и стохастический интеграл от нее существует).

Теорема. Пусть для t ∈ [0,+∞), q ∈ Q функция Φt,q на вероятностном
пространстве (C0[0, t],B, w0,t) определяется равенством

Φt,q(ξ) = ec
∫ t
0
R(q+ξ(τ))dBω(τ),

где символ
∫ t
0 R(q+ξ(τ))dBω(τ) обозначает стохастический интеграл Ито.

Тогда Φt,q интегрируема по мере w0,t, то есть интеграл∫
C0(0,t)

ec
∫ t
0
R(q+ξ(τ))dBω(τ)w0,t(dξ)

существует.

Эта теорема используется как при получении формулы Фейнмана – Каца
для евклидова аналога стохастического уравнения типа Шредингера, так и
во второй главе, где получены представления решения стохастического урав-
нения типа Шредингера и уравнения Белавкина.

Формула Фейнмана – Каца для решения задачи Коши (1) содержится в
следующей теореме.

Теорема. Пусть функция V непрерывна и ограничена, а функция ϕ0 огра-
ничена, дважды дифференцируема и ее первая и вторая производные также
ограничены. Тогда при α = 1 решение задачи Коши (1) существует и мо-
жет быть представлено следующим образом:

Ψ(t, ω)(q) =

∫
C0[0,t]

exp

{∫ t

0

V (q + ξ(τ))dτ −
∫ t

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

}
×

× exp

{√
λ

2

∫ t

0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

}
ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ). (2)

Доказательство этой теоремы основано на применении формулы Ито, од-
нако из-за наличия экспоненты, зависящей от стохастического интеграла, оно
требует дополнительных (по сравнению с нестохастическим случаем) рассуж-
дений. Кроме того, как было сказано выше, в доказательстве используется

34Fernique X. Integrabilite des vecteurs gaussiens//Compt. Rend. de l’Acad. des Sciences, Serie A-B.–1970.–
Vol. 270. – P. 1698–1699.
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теорема о сходимости функционального интеграла от экспоненты, зависящей
от стохастического интеграла. Более общие уравнения теплопроводности бы-
ли рассмотрены в работе [3] автора диссертации.

В последнем разделе первой главы обсуждается еще один способ получе-
ния формулы Фейнмана – Каца.

Рассматривается следующее стохастическое уравнение:

dϕ(t) = (ϕ(t))′′ dt+ V (q)ϕ(t)dt− λ

4
q2ϕ(t)dt+

√
λ

2
qϕ(t)dw(t), (3)

где λ > 0, a w – мера Винера на множестве непрерывных функций, опреде-
ленных на [0,∞) и исчезающих в нуле.

Случайный оператор в правой части уравнения, применяемый к функции
ϕ(t), будет обозначаться символом A(t). Этот оператор представляет собой
сумму лапласиана и операторов умножения на функции, каждый из которых
является самосопряженным.

Стохастическое уравнение (3) записывается в виде

dϕ(t) = A(t)ϕ(t).

Решение задачи Коши для этого уравнения дается следующим разреша-
ющим двухпараметрическим семейством случайных операторов F (t1, t2), а
t1, t2 ∈ R1, t1 ≤ t2, действующих в пространстве L2(R1) и определяемых так
(ниже h – это элемент пространства L2(R1)):

(F (t1, t2)h) (q) =

=

∫
C0([t1,t2]

(h(q + ξ(t2))) exp
{∫ t2

t1

V (q + ξ(τ))dτ −
∫ t2

t1

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

}
×

× exp
{∫ t2

t1

√
λ

2
(q + ξ(τ))dB(τ)

}
wt1,t2(dξ). (4)

В том случае, когда эти операторы самосопряженные, справедлива следу-
ющая теорема.

Теорема. Каковы бы ни были t1 ∈ [0,+∞) и дважды дифференцируемая
функция h с ограниченными производными, функция ψ, определяемая ра-
венством ψ(t2) = F (t1, t2)h (t2 > t1), является решением задачи Коши для
стохастического дифференциального уравнения (3) при начальных данных
(t1, h).

Во второй главе диссертации получены формулы Фейнмана – Каца для
одномерного стохастического уравнения типа Шредингера и для уравнения
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Белавкина. Функциональные интегралы, являющиеся представлениями ре-
шений этих уравнений, – это аналитические продолжения представления ре-
шения (2) для евклидова аналога (стохастического уравнения теплопровод-
ности) (1).

Аналитическое продолжение понимается в смысле следующего определе-
ния.

Опрeделение. Будем говорить, что функция v, определенная на множе-
стве R = [0,+∞), допускает аналитическое продолжение на множество
S = {z : z = reiγ, r ≥ 0, 0 ≤ γ ≤ π

4}, если существует функция s : S → C,
обладающая следующими свойствами: сужение функции s на R совпадает с
исходной функцией v; функция s непрерывна на S; сужение s на открытый
сектор S0 = {z : z = reiγ, r > 0, 0 < γ < π

4} (S0 является внутренно-
стью множества S) аналитично. При этом сама функция s называется
аналитическим продолжением функции v. Если аналитическое продолже-
ние функции v на S существует, то сужение функции s на любую часть
множества S также называется аналитическим продолжением функции
v на эту часть.

Если функция ψ является решением уравнения теплопроводности, то функ-
ция η, определяемая равенством η(t, q) = ψ(t,

√
iq), (t, q) ∈ [0,+∞)×Q (здесь

и далее
√
i = ei

π
4 ), является решением уравнения типа Шредингера, евклидо-

вым аналогом которого является то уравнение теплопроводности, решением
которого является функция ψ. Справедлива следующая теорема.

Теорема. Пусть f− решение задачи Коши для уравнения (теплопроводно-
сти)

dfω(t)(q) = (fω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2
)
fω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qfω(t)(q)dBω(t)

с начальным условием fω(0)(q) = hω(q).

Пусть, кроме того, для каждого ω функция fω обладает аналитическим
продолжением на множество S. Тогда функция gω, определяемая равен-
ством gω(t)(q) = fω(t)(

√
iq), является решением задачи Коши для следу-

ющего уравнения типа Шредингера

idgω(t)(q) = −(gω(t))′′(q)dt+ i

(
V (q)− λ

4
q2
)
gω(t)(q)dt

+ i

√
λ

2
qgω(t)(q)dBω(t)
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с начальным условием gω(0)(q) = hω(q).

С помощью серии лемм мы доказываем, что функциональный интеграл (2)
допускает необходимое аналитическое продолжение. Сформулируем наиболее
важные из этих лемм.

Лемма. Пусть функция V дифференцируема на S, причем ее производная
ограничена. Тогда функция p, определяемая равенством

p(q) =

∫
C0[0,t]

exp

{∫ t

0

V (q + ξ(τ))dτ −
∫ t

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

}
w0,t(dξ),

дифференцируема по q на S при каждом ξ.

Лемма. Функция u, определяемая равенством

u(q) =

∫
C0[0,t]

exp

{∫ t

0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

}
w0,t(dξ),

дифференцируема, причем

u′(q) =

∫
C0[0,t]

ω(t) exp

{∫ t

0

(q + ξ(τ))dBω(τ)

}
w0,t(dξ).

В следующей лемме предполагается, что функция ϕ0, определенная на
S, ограничена и непрерывна на S, аналитична внутри S и обладает на S

ограниченными производными первых двух порядков.

Лемма. Пусть функция rω, определенная на S, задается равенством

rω(q) =

∫
C0[0,t]

exp

{∫ t

0

V (q + ξ(τ))dτ −
∫ t

0

λ

2
(q + ξ(τ))2dτ

}
×

× exp

{∫ t

0

√
λ

2
(q + ξ(τ))dBω(τ)

}
ϕ0(q + ξ(t))w0,t(dξ).

Тогда эта функция дифференцируема на S (и, следовательно, аналитична
на S0 и непрерывна на S).

Далее, пользуясь сформулированными результатами, мы доказываем, что
аналитическое продолжение функционального интеграла (2) на множество
S1 = {z : z = rei

π
4 , r ≥ 0} (S1 ⊂ S) является представлением решения

стохастического уравнения типа Шредингера. В следующей теореме предпо-
лагается, что выполнены все условия лемм, сформулированных выше.
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Теорема. Пусть функция V является непрерывной в области S = {z : z =

= reiγ, r ≥ 0, 0 ≤ γ ≤ π
4}, сужение V на S0 аналитично и ее производная в

области S непрерывна и ограничена.
Тогда функция Ψ, определяемая равенством

Ψ(ω, t, q) =

=

∫
C0[0,t]

exp

{∫ t

0

V (
√
iq + ξ(τ))dτ −

∫ t

0

λ

2
(
√
iq + ξ(τ))2dτ

}
×

× exp

{∫ t

0

√
λ

2
(
√
iq + ξ(τ))dBω(τ)

}
ϕ0(
√
iq + ξ(t))w0,t(dξ), (5)

q ∈ Q, t ∈ [0,+∞), является решением следующей задачи Коши для стоха-
стического уравнения типа Шредингера:

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2
)

Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q). (6)

В следующей теореме получено представление решения стохастического
уравнения типа Шредингера с помощью интеграла по мере, являющейся об-
разом меры Винера при отображении, представляющем собой замену про-
странственной переменной (этот результат был анонсирован в работе [2] ав-
тора диссертации).

Теорема. Пусть выполнены предположения предыдущей теоремы и пусть
ζ− это отображение луча Q в луч

Q1 = {q = αei
π
4 , 0 ≤ α <∞},

определяемое так: ζ(q) =
√
iq. Тогда функция W, определяемая равенством

W(t, q1) =

=

∫
C0[0,t]

exp

{∫ t

0

V (q1 +
√
iξ1(τ))dτ −

∫ t

0

λ

4
(q1 +

√
iξ1(τ))2dτ

}
×

× exp

{∫ t

0

√
λ

2
(q1 +

√
iξ1(τ))dBω(τ)

}
ϕ0(q1 +

√
iξ1(t))w0,tζ

−1(dξ1),

где
√
iq = q1, является решением следующей задачи Коши для стохастиче-

ского уравнения типа Шредингера:

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+

(
V (q)− λ

4
q2
)

Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q).
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Все приведенные результаты используются для получения представления
решения задачи Коши для уравнения Белавкина.

Мы рассматриваем уравнение теплопроводности:

dΨω(t)(q) = (Ψω(t))′′(q)dt+ (Ṽ (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t), (7)

где Ṽ (q) = iV (q). После замены переменной q на
√
iq получается уравнение

Белавкина

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+ (iV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t). (8)

Используя единственность аналитического продолжения и приведенные вы-
ше результаты, мы получаем теорему о представлении решения задачи Коши
для уравнения Белавкина.

Теорема. Пусть выполнены предположения теорем, сформулированных вы-
ше. Тогда функция G, определяемая равенством

G(t, q1) =

=

∫
C0[0,t]

exp

{∫ t

0

iV (q1 +
√
iξ1(τ))dτ −

∫ t

0

λ

4
(q1 +

√
iξ1(τ))2dτ

}
×

× exp

{∫ t

0

√
λ

2
(q1 +

√
iξ1(τ))dBω(τ)

}
ϕ0(q1 +

√
iξ1(t))w0,tζ

−1(dξ1), (9)

является решением задачи Коши для уравнения Белавкина

dΨω(t)(q) = i(Ψω(t))′′(q)dt+ (iV (q)− λ

4
q2)Ψω(t)(q)dt+

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dBω(t),Ψω(0, q) = ϕ0(q).

Полученное в последней теореме представление решения содержит инте-
грал по счетно-аддитивной мере; в этом состоит преимущество аналитическо-
го продолжения по аргументу по сравнению с аналитическим продолжением
по параметру, в результате которого получается мера Фейнмана, являющаяся
обобщенной мерой (к ней понятие счетной аддитивности неприменимо).

В третьей главе диссертации рассмотрена связь между гамильтоновой
мерой Фейнмана (гамильтоновой мерой Фейнмана на пространстве Q × P
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(Q и P - две копии сепарабельного комплексного гильбертова пространства)
называется обобщенная мера на этом пространстве, преобразование Фурье
которой имеет вид e(ip,q)) и бесконечномерным уравнением Шредингера

if ′(t) = ∆Bf(t). (10)

Оператор B определяется равенством B(x1 + x2) = B1(x1) − B2(x2), где Bj

является копией неотрицательно определенного оператора, действующая в
гильбертовом пространстве Hj (j = 1, 2), а ∆B – оператор Лапласа, действу-
ющий в пространстве функций на гильбертовом пространстве H и задавае-
мый оператором B. Он определяется равенством

∆Bψ = trB1ψ
′′
H1
− trB2ψ

′′
H2
.

Связь между гамильтоновой мерой Фейнмана и бесконечномерным уравне-
нием Шредингера является одной из мотивировок для изучения уравнения
Шредингера со знакопеременным гамильтонианом (см. работу [3] автора дис-
сертации).

Для получения представления решения задачи Коши для двумерного урав-
нения Шредингера со знакопеременным гамильтонианом

iψ′(t) = H1(ψ(t)) + V (q1, q2)ψ(t). (11)

(при этом здесь Q = R2, H1 – оператор в L2(Q), определяемый равенством
(H1ϕ)(q1, q2) = ∂2ϕ

∂q21
(q1, q2)− ∂2ϕ

∂q22
(q1, q2)) мы сначала получаем формулу Фейн-

мана – Каца для уравнение теплопроводности
∂g

∂t
=
∂2g

∂q21
+
∂2g

∂q22
+ V (q1, q2)g(t, q1, q2). (12)

Для этого с помощью формулы Ито доказывается следующая теорема.

Теорема. Пусть C0[0, t] - множество непрерывных на [0, t] функций, исче-
зающих в нуле и принимающих значения в Q(= R2), с (борелевской) мерой
Винера w0,t. Тогда решение задачи Коши g для уравнения (12) с начальным
условием g0 ∈ L2, представляется следующей формулой Фейнмана-Каца

g(t, q1, q2) =

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
V (q1+ξ1(τ),q2+ξ2(τ))dτg0(q1 + ξ1(t), q2 + ξ2(t))w0,t(dξ1dξ2).

(13)
При этом мы предполагаем, что функция Vтакова, что решение задачи
Коши для уравнения (12) существует и единственно, а интеграл в фор-
муле Фейнмана – Каца сходится (например, это будет так, если потре-
бовать, чтобы функция V была непрерывна и ограничена по совокупности
аргументов, а функция g0 – ограничена, дважды дифференцируема по каж-
дому аргументу, с ограниченными первой и второй производными).
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Далее мы используем метод замены переменных и аналитическое продол-
жение, чтобы получить представление решения задачи Коши для уравнения
(11).

Мы предполагаем, что потенциал V и начальное условие g0 допускают
аналитическое продолжение во внутренность области

Ŝ = {(q1, q2) : q1 = α1e
iγ1, q2 = α2e

iγ2, 0 < α1, α2 <∞, 0 ≤ γ2 ≤
π

4
,−π

4
≤ γ2 ≤ 0},

непрерывное вплоть до границы этой области.
Тогда, производя замену переменных ζ̂(q1, q2) = (

√
iq1,

1√
i
q2) и применяя

подход, развитый в главе 2, мы получаем следующую теорему.

Теорема. Пусть функции V и ψ0 обладают аналитическими продолжени-
ями в область Ŝ, представляющими собой функции, ограниченные в этой
области вместе с производными по каждому из аргументов. Тогда функция
ψ̂, определяемая равенством

ψ̂(t, q̂1, q̂2) =

∫
C0[0,t]

e
∫ t
0
V (q̂1+

√
iξ̂1(τ),q̂2+

ξ̂2(τ)√
i
)dτ×

×ψ0(q̂1 +
√
iξ̂1(t), q̂2 +

ξ̂2(t)√
i

)w0,tζ̂
−1(dξ̂1dξ̂2), (14)

где (q̂1, q̂2) = (
√
iq1,

1√
i
q2) и ξ̂1 =

√
−iξ1 ξ̂2 = 1√

−iξ2, является решением
задачи Коши для уравнения (11) с начальным условием ψ0.

В пятом разделе третьей главы рассматривается стохастическое диффе-
ренциальное уравнение с двумерным белым шумом, которое мы также назы-
ваем уравнением Белавкина:

dψ(t)(q1, q2) =

(
i

2

∂2ψ(t)

∂q21
(q1, q2)−

i

2

∂2ψ(t)

∂q22
(q1, q2)

)
dt+

+

(
iV (q1, q2)−

λ1
4
q21 −

λ2
4
q22

)
ψ(t)(q1, q2)dt+

+

√
λ1
2
q1ψ(t)(q1, q2)dB1(t) +

√
λ2
2
q2ψ(t)(q1, q2)dB2(t). (15)

Здесь λ1 и λ2 – неотрицательные числовые параметры, имеющие тот же
смысл, что и параметр λ в главе 1, а B1 и B2 – независимые броуновские
движения. Определение функции ψ аналогично определению функции Ψω из
главы 1, только конфигурационное пространство теперь – двумерная веще-
ственная плоскость.
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Сначала мы решаем уравнение теплопроводности, затем, с помощью заме-
ны переменных ζ̂(q1, q2) = (

√
iq1,

1√
i
q2) и аналитического продолжения мы по-

лучаем формулу Фейнмана-Каца для стохастического уравнения типа Шре-
дингера, после чего, используя метод раздела 3 второй главы, приходим к
теореме, в которой получено представление решения задачи Коши для урав-
нения Белавкина с двумерным белым шумом.

Теорема. Пусть функция V непрерывна в области Ŝ, сужение функции V
на внутреннюю часть Ŝ аналитично и ее производные в области Ŝ по обоим
аргументам непрерывны и ограничены. Пусть еще функция η, определенная
на Ŝ, ограничена и непрерывна на Ŝ, аналитична внутри Ŝ и обладает на Ŝ
ограниченными производными первых двух порядков по каждому аргумен-
ту. Тогда функция F , определяемая равенством

F(t)(q̂1, q̂2) =

=

∫
C0[0,t]

exp

[√
λ1
2

∫ t

0

(q̂1 +
√
iξ̂1(τ))dB1(τ) +

√
λ2
2

∫ t

0

(q̂2 +
1√
i
ξ̂2(τ))dB2(τ)

]
×

× exp

[
−
∫ t

0

[
λ1
2

(q̂1 +
√
iξ̂1(τ))2 +

λ2
2

(q̂2 +
1√
i
ξ̂2(τ))2]dτ

]
×

× exp

[∫ t

0

iV (q̂1 +
√
iξ̂1(τ), q̂2 +

1√
i
ξ̂2(τ))]dτ

]
×

× η(q̂1 +
√
iξ̂1(t), q̂2 +

1√
i
ξ̂2(t))w0,tζ̂

−1(dξ̂1dξ̂2), (16)

является решением задачи Коши для уравнения Белавкина (15).

Результаты этого раздела могут быть обобщены на случай любого конеч-
номерного конфигурационного пространства.

Заключение

В диссертации с помощью формулы Ито и теоремы Ферника получены
представления решений стохастических уравнений типа теплопроводности
функциональными интегралами. Этот результат и комбинации различных ва-
риантов аналитического продолжения позволяют получить формулы Фейн-
мана – Каца для стохастических уравнений типа Шредингера и уравнения
Белавкина. Рассмотрены уравнения со знакопеременным гамильтонианом и
найдена замена пространственных переменных, при которой такие уравнения
получаются из уравнений со знакопостоянным гамильтонианом. С помощью

17



этой замены переменных и аналогичных упомянутым выше вариантов ана-
литического продолжения получены интегралы по пространствам функций,
представляющие решения уравнений Шредингера и Белавкина со знакопере-
менным гамильтонианом. Все перечисленные представления решений явля-
ются интегралами по счетно-аддитивным мерам.

В третьей главе рассмотрена связь результатов диссертации с бесконеч-
номерными уравнениями. Отметим, однако, что метод замены переменной
и аналитического продолжения в случае бесконечномерных стохастических
уравнений изучен еще недостаточно, так что это одно из актуальных направ-
лений дальнейших исследований (см. статью35). Еще одно важное направле-
ние исследований – получение формул Фейнмана – Каца для уравнений на
многообразиях (см. статьи36,37). При исследовании таких уравнений приме-
нимы методы, развитые в диссертации. Кроме того, общая теория случайных
операторов – это мало изученная и очень интересная область. В частности,
эта теория может быть использована для получения представлений решений
стохастических эволюционных уравнений.
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