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Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ
ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà Øðåäèíãåðà è óðàâíåíèé Áåëàâêèíà â
âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ. Òàêèå óðàâíåíèÿ áûëè ïðåäëîæåíû
äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà êâàíòîâîãî íåïðåðûâíîãî èçìåðåíèÿ. Ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ òåîðèÿ (ñ ó÷åòîì íåñòîõàñòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ) èìååò óæå áîëåå ÷åì
ïîëóâåêîâóþ èñòîðèþ. Åé ïîñâÿùåíû ðàáîòû çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà îòå-
÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòèêîâ. Óðàâíåíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè ìàðêîâñêèõ àïïðîêñèìàöèé äèíàìèêè îòêðû-
òûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì, îíè ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé
â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Òåîðèÿ æå îòêðûòûõ
êâàíòîâûõ ñèñòåì (à, ïî ñóòè, âñå êâàíòîâûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ îòêðû-
òûìè) ïðèìåíÿåòñÿ â êâàíòîâîé òåîðèè èçìåðåíèé, â êâàíòîâîé îïòèêå,
êâàíòîâîé òåðìîäèíàìèêå. Îíà åñòåñòâåííî ñâÿçàíà ñ êâàíòîâîé òåîðè-
åé èíôîðìàöèè. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèé, îòðàæåííûõ â äèñ-
ñåðòàöèè, îòíîñèòñÿ ê áåñêîíå÷íîìåðíîìó àíàëèçó. Îí èíòåíñèâíî ðàç-
âèâàåòñÿ, èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, â êâàíòîâîé òåîðèè, â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Áåç ñîìíåíèÿ, òåìàòèêà íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ
àêòóàëüíà.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëè-

òåðàòóðû. Ïåðåéäó ê êðàòêîìó èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ â
íåé, è ê èõ îöåíêå. Ââåäåíèå, ïîìèìî îáçîðà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ,
ñîäåðæèò äîâîëüíî ïîäðîáíûé èñòîðè÷åñêèé îáçîð äàííîãî íàïðàâëå-
íèÿ, ìîòèâàöèîííûå êîììåíòàðèè. Çäåñü îïèñûâàþòñÿ èñïîëüçóåìûå â
ðàáîòå ìåòîäû. Îñíîâíîé èç íèõ � ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
è çàìåíû ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâåííî ðàçâèòûé àâòî-
ðîì â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà, ãëàâíûì îáðàçîì,
èññëåäîâàíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè, â êîòîðîé Ψω � íåèçâåñòíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ:

1



dΨω(t)(q) = α(Ψω(t))′′(q)dt+

(
αV (q)− λ

4
q2
)

Ψω(t)(q)dt

+

√
λ

2
qΨω(t)(q)dw(t), Ψω(o, q) = ϕ0(q). (1)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 2, â êîòîðîé ñîäåð-
æèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëà
ïî ìåðå Âèíåðà (ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà) äëÿ åâêëèäîâà àíàëîãà ñòî-
õàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òèïà Øðåäèíãåðà, ò. å. ïðè α = 1. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë V îãðàíè÷åí è íåïðåðûâåí íà R, à ôóíê-
öèÿ ϕ0 îãðàíè÷åíà íà R âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíû-
ìè. Âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 èãðàåò òåîðåìà 1. Â íåé
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôåðíèêà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îò ýêñïîíåíòû, çàâèñÿùåé îò íåêîòîðîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî èí-
òåãðàëà Èòî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå, ðàññìîòðåí-
íîì â òåîðåìå 2, âñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà îò âðåìåíè, ðàçðåøàþùåé ïîëó-
ãðóïïû îïåðàòîðîâ íå ñóùåñòâóåò. Ýòî ñóùåñòâåííî óñëîæíèëî åå äîêà-
çàòåëüñòâî, ïîñêîëüêó ïîòðåáîâàëîñü âû÷èñëÿòü íåïîñðåäñòâåííî ïðîèç-
âîäíóþ èíòåãðàëà â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â êàæäîé òî÷êå t ∈ [0,+∞).
Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Èòî. Ïðè åå ïðèìåíåíèè òàêæå âîçíèê-
ëè òðóäíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ íåñòîõàñòè÷åñêèì ñëó÷àåì, ñâÿçàííûå ñ íà-
ëè÷èåì ýêñïîíåíòû, â ïîêàçàòåëå êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêèé
èíòåãðàë. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû äîêàçàíà âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òèïà òåïëîïðîâîäíîñòè. Åå ðåøåíèå çäåñü çàäàåòñÿ
íåêîòîðûì äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ñëó÷àéíûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå L2(R).
Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå èíòå-

ãðàëîâ Ôåéíìàíà-Êàöà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ òèïà Øðåäèíãåðà è äëÿ óðàâíåíèÿ Áåëàâêèíà. Â ïåðâîé ÷àñòè
ãëàâû èçó÷åí ñëó÷àé óðàâíåíèÿ òèïà Øðåäèíãåðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû ýòîãî ðàçäåëà � òåîðåìû 5 è 6. Â òåîðåìå 5 ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àíà-
ëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî ïåðåìåííîé ïîêàçàíî, ÷òî ïðè åñòåñòâåí-
íûõ óñëîâèÿõ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì óæå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Òåîðåìà 6 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå óêà-
çàííîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî ñ÷åòíî-àääèòèâíîé
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ìåðå, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ìåðà Âèíåðà ïîñðåäñòâîì çàìåíû ïåðåìåí-
íîé (ïîâîðîòà). Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 5 è 6 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñå-
ðèþ âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì, ïðîÿñíÿþùèõ ëîãèêó äîêàçàòåëüñòâ. Òåî-
ðåìà 6 ïîêàçûâàåò ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
ïî ïåðåìåííîé ïåðåä ìåòîäîì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåò-
ðó, ïðèâîäÿùåìó ê íå ÿâëÿþùåéñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ìåðå Ôåéíìàíà.
Â ïîñëåäíåé ÷àñòè âòîðîé ãëàâû èññëåäóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
Áåëàâêèíà. Îíî ïîëó÷åíî çäåñü ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé â ñïåöè-
àëüíîì óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè. Èñïîëüçóÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîë-
æåíèå ïî ïåðåìåííîé è çàìåíó ïåðåìåííîé, àâòîð äîêàçûâàåò òåîðåìó 7
î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåëàâêèíà â âèäå
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà.
Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Âíà÷àëå

àâòîð âûÿñíÿåò ñâÿçü ãàìèëüòîíîâîé ìåðû Ôåéíìàíà è áåñêîíå÷íîìåð-
íûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà

if ′(t) = ∆Bf(t). (2)

Çäåñü ∆B � îïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå
ôóíêöèé íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ïîðîæäàåìûé îïåðàòîðîì
B. Ïîñëåäíèé çàäàåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ êîïèé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííûõ îïåðàòîðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ìåðà Ôåéíìàíà ϕtB,
êîððåëÿöèîííûé îïåðàòîð êîòîðîé ðàâåí tB, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (2) (òåîðåìà 8).
Ýòîò ðåçóëüòàåò ìîòèâèðóåò äàëüíåéøåå èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèí-
ãåðà ñî çíàêîïåðåìåííûì ãàìèëüòîíèàíîì â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.
Ïðè ýòîì àâòîðó óäàëîñü ïðèìåíèòü ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå è ðàçâèòûå
â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Èìåííî, èññëåäóåòñÿ
íåñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

iψ′(t) = H1(ψ(t)) + V (q1, q2)ψ(t). (3)

Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà äëÿ íåãî ðàññìîòðåíî ñîîò-
âåòñòâóþùåå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (ñî çíàêîïîñòîÿííûì ãàìèëü-
òîíèàíîì). Â òåîðåìå 9 ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîëó÷å-
íî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî
èíòåãðàëà Ôåéíìàíà-Êàöà. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ (íàïðèìåð, ôóíêöèÿ V
íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â R2, ôóíêöèÿ g0, çàäàþùàÿ íà÷àëüíîå óñëî-
âèå, îãðàíè÷åíà, äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó è ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå g0 òîæå îãðàíè÷åíû) îáåñ-
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ïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óïîìÿíóòîé çàäà÷è
Êîøè.
Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäïðèíÿòûì â ãëàâå 2, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àíàëèòè-

÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïëîñêèõ óãëîâ è çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ (ïîêîðäèíàòíîãî ïîâîðîòà), ïîëó÷åíû ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3) (òåîðåìà 10). Îòìåòèì, ÷òî
óñëîâèÿì òåîðåì 9 è 10 (äëÿ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè è Øðåäèíãåðà
ñîîòâåòñòâåííî) óäîâëåòâîðÿþò ïîòåíöèàëû V , ÿâëÿþùèåñÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè Ôóðüå ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî äèôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â R2.
Â ïîñëåäíåé ÷àñòè òðåòüåé ãëàâû àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 11)

äîêàçàí äëÿ óðàâíåíèÿ Áåëàâêèíà ñ äâóìåðíûì áåëûì øóìîì. Òåîðåìà
11 äîêàçàíà ïðè åñòåñòâåííûõ îáøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïîòåíöèàëå V è
íà÷àëüíîì óñëîâèè η.
Çàêëþ÷åíèå ðàáîòû, ïîìèìî èòîãîâûõ ôîðìóëèðîâîê, ñîäåðæèò òàê-

æå îáñóæäåíèå ïåðñïåêòèâ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â äàííîì íàïðàâ-
ëåíèè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìíå èíòåðåñíûìè.
Òàêèì îáðàçîì, äèññåðòàöèÿ À.À. Ëîáîäû ñîäåðæèò íîâûå, ñòðîãî äî-

êàçàííûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëÿþùèå íåñîìíåííûé íàó÷íûé èíòåðåñ.
Àâòîðîì ðàçâèòû ìåòîäû, ïîçâîëèâøèå â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå ðåøèòü
çàäà÷è, ïîääàâàâøèåñÿ ðàíåå ðåøåíèþ òîëüêî â íåñòîõàñòè÷åñêîé ñèòó-
àöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 10 ïå÷àòíûõ
ðàáîòàõ, 3 èç íèõ � â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â áàçó WoS. Äèññåðòàöèÿ
ïðîøëà âåñîìóþ àïðîáàöèþ. Ðàáîòà íàïèñàíà ÿñíî è ÷åòêî. Àâòîðåôå-
ðàò ïîëíî è òî÷íî îòðàæàåò åå ñîäåðæàíèå.
Ïðèâåäó íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

1) Æåëàòåëüíî áûëî áû äî ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 1 èëè â íåé ïîÿñíèòü
õàðàêòåð êîíñòàíòû c â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû.
2) Ñ. 10, 2 ñòðîêà ñâåðõó: Çäåñü ïîÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå w, êîòîðîå íóæíî
ïîÿñíèòü (îíî ïîÿñíÿåòñÿ ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ Áåëàâêèíà).
3) Æåëàòåëüíî áûëî áû â ãëàâàõ 1 è 2 ïðîêîììåíòèðîâàòü âîïðîñ î
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.
Âìåñòå ñ òåì, óêàçàííûå çàìå÷àíèÿ íå óìàëÿþò çíà÷èìîñòè äèññåð-

òàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ. Äèññåðòàöèÿ îòâå÷àåò òðåáîâàíèÿì, óñòàíîâ-
ëåííûì Ìîñêîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èìåíè Ì.Â. Ëîìî-
íîñîâà ê ðàáîòàì ïîäîáíîãî ðîäà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâó-
åò ïàñïîðòó ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � ¾âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è
ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç¿ (ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì), à òàêæå
êðèòåðèÿì, îïðåäåëåííûì ïï. 2.1�2.5 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷å-
íûõ ñòåïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â.

4



Ëîìîíîñîâà, à òàêæå îôîðìëåíà ñîãëàñíî ïðèëîæåíèÿì � 5, 6 Ïîëîæå-
íèÿ î äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Òàêèì îáðàçîì, ñîèñêàòåëü Ëîáîäà Àðòåì
Àëåêñàíäðîâè÷ çàñëóæèâàåò ïðèñóæäåíèÿ åìó ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäè-
äàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � ¾âåùå-
ñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç¿.

Îôèöèàëüíûé îïïîíåíò:
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð êàôåäðû àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
èì. È.È. Âîðîâè÷à
Ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâòîíîìíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî
ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ
¾Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò¿

Ìåëèõîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷
14.04.2021
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Ñïåöèàëüíîñòü, ïî êîòîðîé îôèöèàëüíûì îïïîíåíòîì
çàùèùåíà äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ:
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