
МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

имени М.В. ЛОМОНОСОВА

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

На правах рукописи

Уткин Иван Сергеевич

Математическое моделирование течений магмы и вулканических газов

Специальность 01.02.05 — Механика жидкости, газа и плазмы

ДИССЕРТАЦИЯ
на соискание ученой степени

кандидата физико-математических наук

Научные руководители:

доктор физико-математических наук,
член-корреспондент РАН Мельник Олег Эдуардович

доктор физико-математических наук
Афанасьев Андрей Александрович

Москва — 2021



Оглавление

Введение 5

1 Актуальность темы исследования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Степень разработанности темы исследования . . . . . . . . . . . . . 7

3 Цели и задачи работы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

4 Научная новизна работы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

5 Теоретическая и практическая значимость работы . . . . . . . . . . 10

6 Методология и методы исследования . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

7 Положения, выносимые на защиту . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

8 Достоверность и апробация результатов . . . . . . . . . . . . . . . . 12

9 Личный вклад . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

10 Структура диссертации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1 Динамика взрывной дегазации вулкана 14

1.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Обзор литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Математическая модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3.1 Свойства газа и магмы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3.2 Определение объемной доли газа в магме . . . . . . . . . . . 18

1.3.3 Связь проницаемости и объемной доли газа . . . . . . . . . . 20

1.3.4 Динамика движения пробки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.5 Начальные и граничные условия . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.3.6 Приведение уравнений к безразмерному виду . . . . . . . . 23

1.4 Результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.5 Заключение к главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Моделирование формирования медного месторождения 28

2.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2 Обзор литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2



2.3 Математическая модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.4 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.5 Численные методы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.5.1 Расчет переноса примесей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.5.2 Расчет химического равновесия серы и осаждения

халькопирита . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.6 Результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.6.1 Случай неограниченного количества серы . . . . . . . . . . . 40

2.6.2 Учет влияния серы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.6.3 Сравнение случаев . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.7 О влиянии осаждения кварца на динамику дегазации

магматического очага . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.7.1 Модель динамической пористости и проницаемости . . . . 47

2.7.2 Результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.8 Заключение к главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3 Численное моделирование лавовых потоков 51

3.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.2 Обзор литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2.1 Гидродинамика сглаженных частиц . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2.2 Теория тонкого слоя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3 Численное моделирование лавовых потоков методом

гидродинамики сглаженных частиц . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.3.1 Математическая модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.3.2 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.3.3 Численные методы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.3.4 Тестирование численного метода . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.3.5 Растекание остывающего потока лавы по горизонтальной и

наклонной поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.4 Оценка толщины температурного слоя у поверхности остывающего

лавового потока . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.4.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.4.2 Обезразмеривание уравнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.4.3 Результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.5 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3



Заключение 90

A Геохимия порфировых месторождений 91

1.1 Растворимость халькопирита . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

1.2 Растворимость кварца . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

1.3 Диспропорционирование диоксида серы . . . . . . . . . . . . . . . . 93

B Обзор метода SPH 95

2.1 Непрерывное приближение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

2.2 Ядро интерполяции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

2.3 Дискретное приближение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

2.4 Дифференциальные операторы второго порядка . . . . . . . . . . . 101

2.5 Граничные условия в SPH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

2.5.1 Условия на непроницаемых границах . . . . . . . . . . . . . . 104

2.5.2 Условия на свободной поверхности . . . . . . . . . . . . . . . 110

2.6 Коррекция операторов SPH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

Список литературы 113

4



Введение

В диссертацииметодамимеханики сплошных сред исследуются задачи, связан-

ные с моделированием вулкано-магматических систем.Магма представляет собой

сложную многокомпонентную, многофазную среду, состоящую из силикатного

расплава, кристаллов и растворенных в магме газов. Фазовый и компонентный

состав магмы зависит как от температуры и давления, так и от истории изменения

этих параметров. Вулкано-магматические системы состоят из очагов, в которых

содержится магма с различной степенью плавления, каналов, по которым она

перемещается между очагами и земной поверхностью, и вмещающих пород, с

которыми происходит тепло-массообмен.

Исследование вулкано-магматических систем вызвано необходимостью по-

нимания их эволюции, прогноза вулканической опасности, рационального пла-

нирования освоения территорий, соседствующих с вулканами. Отсутствие пря-

мых методов наблюдения за процессами, происходящими в земной коре, делает

необходимым построение математических моделей для интерпретации данных

косвенных наблюдений и оценки параметров вулкано-магматических систем. Дан-

ное направление начало активно развиваться в 80-х годах XX века и в настоящее

время гидро-геомеханические модели широко применяются как для теоретиче-

ского описания процессов, так и в некоторых случаях для выработки практических

рекомендаций.

В данной работе рассмотрены следующие процессы, связанные с движением

магмы и летучих компонент: эксплозивная (взрывная) дегазация магмы в канале

вулкана, закупоренном лавовой пробкой; формирование медного месторождения,

вызванное миграцией газа из магматического очага в проницаемые вмещаю-

щие породы; растекание остывающего потока лавы. Построены математические

модели этих процессов, основанные на уравнениях механики сплошных сред. Со-

здано программное обеспечение и проведено численное исследование указанных

процессов.
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1 Актуальность темы исследования

Математическое и численное моделирование широко используется для иссле-

дования вулканических извержений. Понимание физических процессов, проис-

ходящих в канале вулкана и под ним, позволяет более точно прогнозировать не

только вероятность извержения, но и его последствия. Результаты моделирова-

ния могут использоваться для оценки рисков, связанных с извержениями, при

планировании строительства в зонах активного вулканизма [71; 97].

Необходимость исследования вулканов обосновывается не только их опас-

ностью. С процессом дегазации магматических очагов связано формирование

рудных месторождений. При дегазации очага вулканический газ поднимается по

проницаемым породам к поверхности Земли. В этом газе содержится в растворен-

ном виде значительное количество ценных минералов, в том числе содержащих

цветные металлы. Падение температуры и давления в процессе подъема вулкани-

ческого газа к поверхности приводит к выпадению примесей в виде твердой фазы.

Это обуславливает один из механизмов формирования рудных месторождений

[96].

Рудные месторождения порфирового типа содержат большую часть мировых

запасов меди и молибдена, существенную долю запасов золота, а также другие

металлы, такие как железо, цинк, серебро и свинец [75]. Несмотря на низкое содер-

жание металлов в породах (меньше 1% для меди), их большие размеры — десятки

кубических километров — делают порфировые месторождения экономически

выгодным источником ценных металлов.

Кроме того, поскольку натурные измерения лишь косвенно свидетельствуют о

процессах, реально протекающих в магматических и гидротермальных системах,

результаты математического моделирования могут использоваться при проверке

гипотез о механизмах рудообразования в порфировых месторождениях. Напри-

мер, в работах [47; 115] с помощью численного моделирования была показана

возможность существования в течение десятков тысяч лет областей высококон-

центрированного раствора соли над магматическими очагами; наличие таких

областей может играть ключевую роль при формировании порфировых месторож-

дений [48].
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2 Степень разработанности темы исследования

Методы гидромеханики активно применяются для моделирования магмати-

ческих процессов как в недрах Земли, так и на ее поверхности. Например, для

исследования мантийной конвекции используют численные модели, основанные

на уравнении Стокса с учетом зависимости вязкости от температуры [25]. Эти

модели позволяют описать процесс дрейфа континентов [127], а для точного рас-

чета распределения напряжений в мантии Земли применяются модели с более

сложной неньютоновской реологией [19]. Аналогичные модели используются для

моделирования субдукции, то есть погружения края океанической литосферной

плиты в мантию, и сопутствующего плавления мантии [1].

Для моделирования течений лавовых потоков используются как простые мо-

дели, допускающие точное решение уравнений движения в приближении тонкого

слоя [62; 80], так и сложные численные двумерные и трехмерные модели, в ко-

торых решается сопряженная задача тепломассопереноса с учетом переменной

вязкости [16; 79].

Разработаны модели течения магмы в канале вулкана для различных типов

вулканических извержений [119; 126]. При подъеме магмы по каналу вулкана

происходит дегазация столба магмы через пузырьки, растущие в расплаве. В то же

время магма остывает и частично кристаллизуется, что приводит к росту вязкости

магмы и росту давления под куполом. Наличием этих процессов объясняется на-

блюдаемая периодичность роста лавовых куполов. Данный механизм извержения

был предложен О.Э. Мельником и С. Спарксом в работе [70]. С помощью разрабо-

танной авторами математической модели оказалось возможным воспроизвести

динамику извержения вулканов Сент-Хеленс и Сантьягито [15]. В этой модели

предполагается, что течение магмы в канале вулкана описывается решением Пу-

азейля. В работе [134] исследовано влияние неньютоновских свойств магмы на

динамику течения.

В главах диссертации рассматриваются различные процессы, и хотя все они

имеют единую природу, для решения задач применяются принципиально различ-

ные методы. Поэтому в каждой главе приводится отдельный обзор литературы,

целиком посвященный рассматриваемому классу задач.
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3 Цели и задачи работы

Целями данной работы являются:

1. Исследование взрывной дегазации вулкана для объяснения механизмов

цикличных газовых выбросов и выявления связи между параметрамимагмы

в канале и наблюдаемыми потоками газа в атмосферу;

2. Развитие существующихмоделей дегазациимагматических очагов для учета

транспорта меди и сернистого газа и описания процесса формирования

медных порфировых месторождений;

3. Оценка возможных размеров и глубины залегания рудных тел в зависимо-

сти от состава магматического флюида, его температуры, глубины очага и

свойств вмещающих пород;

4. Исследование влияния транспорта и отложения кварца на динамику форми-

рования месторождения;

5. Изучение распространения лавовых потоков с учетом теплообмена лавы с

атмосферой и зависимости вязкости лавы от температуры;

6. Развитие методов гидродинамики сглаженных частиц для решения сопря-

женной задачи гидродинамики и теплообмена применительно к изучению

течения лавы по склону вулкана.

4 Научная новизна работы

В работе получены следующие новые результаты:

1. Построена математическая модель взрывной дегазации вулкана, канал ко-

торого закрыт подвижной лавовой пробкой, а извержение состоит из перио-

дических выбросов большого количества газа в атмосферу. Найдена связь

периода и интенсивности выбросов с параметрами магмы в канале вулкана;

2. Построена математическая модель процесса формирования порфирового

медного месторождения при фильтрации магматических газов из очага

через пористые породы с учетом переноса металлов и сернистого газа и

отложения минералов на скелет породы;
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3. Предложена модель динамической пористости и проницаемости для уче-

та процессов, вызванных активным осаждением кварца в проницаемых

породах;

4. Разработан набор программных модулей, работающих совместно с термо-

гидродинамическим симулятором MUFITS, для моделирования переноса

и осаждения меди, кварца и серосодержащих газов с учетом химических

реакций и отложения минералов;

5. С использованием разработанного набора программ проведено численное

исследование процесса формирования медного месторождения. Выявлено

определяющее влияние серосодержащих газов на динамику формирования

медного месторождения, его объем и и концентрации полезных элементов;

6. Проведено численное исследование процесса дегазации магматического

очага с учетом осаждения кварца. Показано, что при выполнении определен-

ных условий возможен циклический режим дегазации, в котором закупорка

проницаемого канала кварцем чередуется с образованием трещин из-за

того, что поровое давление превышает предел прочности пород;

7. В рамках метода гидродинамики сглаженных частиц разработана уникаль-

ная модель для описания течения со свободной поверхностью с учетом нели-

нейного теплообмена с атмосферой и нелинейной зависимости вязкости от

температуры;

8. Проведен параметрический анализ длины растекания лавового потока в

зависимости от расхода лавы и угла наклона подстилающей поверхности.

Показано, что в течение первых десятков минут растекания формируется

тонкий слой остывшей высоковязкой лавы, который увлекается набегающим

потоком и тормозит течение;

9. Исследована задача об остывании лавового потока, растекающегося по плос-

кой подстилающей поверхности. В рамках модели, в которой течение описы-

вается теорией тонкого слоя, а теплопроводность и перенос тепла модели-

руются неосредненным по глубине законом сохранения энергии, проведен

анализ толщины температурного слоя остывшей лавы у поверхности потока

в зависимости от безразмерных параметров, определяющих течение.
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5 Теоретическая и практическая значимость работы

Полученные в работе результаты моделирования динамики взрывной дега-

зации вулкана могут использоваться для интерпретации данных наблюдений

за реальными вулканическими системами и уточнения параметров этих систем

путем адаптации математической модели.

Для оценки геологического строения, глубины залегания, формы и размеров, а

также минерального состава рудных месторождений необходим широкий спектр

геологоразведочных работ, включающий в себя спутниковую и аэрофотосъемку

[87], бурение скважин [96], акустическое и магнитотеллурическое зондирование

[88]. Использование методов математического и численного моделирования, ос-

нованных на механике сплошных сред, в частности, теории фильтрации, может,

наряду с геологической разведкой, послужить дополнительныминструментомпри

поиске полезных ископаемых, позволит упростить процесс поисково-оценочных

работ, а также уточнить оценки параметров известных месторождений. Существу-

ющие аналогичные методы имеют большую практическую значимость для задач

рационального недропользования и активно применяются, например, в нефтяной

промышленности [6; 43].

Построенная в работе модель неизотермического течения вязкой жидкости

может быть использована для исследования свойств лавовых потоков, напри-

мер, длины растекания потока при заданном расходе и зависимости вязкости

от температуры. Эти свойства важно учитывать при оценке рисков, связанных с

вулканической активностью.

6 Методология и методы исследования

Исследование вулкано-магматических процессов проводится в рамках постро-

енных нелинейных математических моделей этих процессов на основе подходов,

использующихся в механике многофазных сред. Модели применяются в разрабо-

танных комплексах программ, в которых проводятся численные расчеты исследу-

емых процессов.
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7 Положения, выносимые на защиту

1. При постоянном притоке газа из магмы в канале вулкана, закупоренном

лавовой пробкой, реализуется режим циклической взрывной дегазации.

При этом определяющее значение имеет наличие полости под пробкой, в

которую вулканический газ фильтруется из канала вулкана;

2. При формировании сульфидного медного месторождения определяющее

влияние на размеры, положение и запасы меди имеет содержание в по-

ступающем из магматического очага газе серосодержащих компонент. По-

скольку термодинамика процесса допускает прекращение выпадения меди

в твердый осадок вследствие замещения сернистого газа сероводородом,

для корректного математического моделирования процессов рудообразова-

ния необходим полностью сопряженный термо-хемо-гидромеханический

подход;

3. Выпадение в осадок кварца, растворенного в магматических газах, приводит

к циклической дегазации магматического очага. Закупоривание порового

пространства сопровождается ростом давления и гидроразрывом горных по-

род. Дегазация приводит к образованию линзы высококонцентрированного

соляного раствора, расположенной над очагом. Размер линзы и концен-

трация соли в растворе меньше, чем для аналогичной системы без учета

осаждения кварца;

4. При растекании лавы по плоской поверхности от линейного источника в

течение первых десятков минут формируется тонкий слой остывшей высоко-

вязкой лавы, который увлекается набегающим потоком и тормозит течение.

При этом скорость распространения фронта потока уменьшается на ∼ 6% по

сравнению со скоростью фронта в изотермическом приближении. Толщина

температурного пограничного слоя у поверхности лавового потока опреде-

ляется отношением толщины потока к его длине и слабо зависит от числа

Нуссельта. Температурный слой формируется при отношении толщины по-

тока к его длине порядка 10−5–10−4, при этом толщина этого слоя достигает

1–20% от толщины потока.
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8 Достоверность и апробация результатов

Достоверность полученных результатов обуславливается применением клас-

сических моделей гидромеханики, использованием тщательно протестированных

пакетов программ, контролем сходимости и сеточной независимости использу-

емых численных методов. Для тестирования программ проводится сравнение

результатов расчетов с известными аналитическими решениями или результа-

тами расчетов в широко используемых пакетах программ, проверяется сеточная

сходимость.

Основные результаты, полученные в работе, докладывались на следующих

конференциях: генеральная ассамблея международной ассоциации вулканологии

и геохимии земных недр (IAVCEI) (Портленд, США, 2017); конференция-конкурс

молодых ученых НИИ механики МГУ (Москва, 2017, 2018); международная науч-

ная конференция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов» (Москва,

2017, 2018, 2019); научная конференция «Ломоносовские чтения» (Москва, 2018);

международная конференция «Goldschmit 2018» (Бостон, США, 2018); XII всерос-

сийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической и прикладной

механики (Уфа, 2019).

Полученные результаты были отмечены дипломом 3-й степени конференции-

конкурса молодых ученых НИИ механики МГУ (2018), дипломом конференции

«Ломоносов» (2018), дипломом за лучший доклад, сделанный молодым ученым на

симпозиуме по механике природных процессов XII съезда по фундаментальным

проблемам теоретической и прикладной механики (2019).

Результаты диссертации докладывались и обсуждались на семинаре НИИ ме-

ханики МГУ под руководством А.Г. Куликовского, В.П. Карликова, О.Э. Мельника и

А.Н. Осипцова. По теме диссертации автором защищена научно-квалификацион-

ная работа при окончании аспирантуры, а также дипломная и курсовые работы.

По материалам диссертации опубликовано 9 научных работ общим объемом

3 п.л., в том числе 3 статьи объемом 2 п.л. в рецензируемых научных изданиях,

рекомендованных для защиты в диссертационном совете МГУ по специальности

01.02.05 «Механика жидкости, газа и плазмы» и индексируемых в международных

базах цитирования Web of Science и/или Scopus.
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9 Личный вклад

Представленные в диссертации результаты получены лично соискателем и

в соавторстве с научными руководителями. Автор участвовал в формулировке

постановки задач, интерпретации результатов и написании статей. Создание

программ для численного моделирования, проведение расчетов и подготовка

результатов к публикации осуществлялись лично автором диссертации. Вклад

автора в работах [128], [123], [121] составляет 2/3.

10 Структура диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и двух приложений.

В работе содержится 26 рисунков, 1 таблица и 137 библиографических ссылок.

Общий объем работы составляет 130 страниц.
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Глава 1

Динамика взрывной дегазации вулкана*

В этой главе описывается одномерная нестационарная модель взрывной дега-

зации вулкана с каналом, запертым подвижной лавовой пробкой. Считается, что

движение пробки обусловлено наличием полости под ней, в которую фильтруется

газ из нижележащей магмы, вызывая рост давления. Показано, что в системе

возникают периодические выбросы газа, разделенные длительными периодами

покоя, что соответствует данным полевых наблюдений.

1.1 Введение

Обычно вулканические извержения проявляются в виде выбросов газо-пеп-

ловых струй (взрывной, эксплозивный тип извержения), или в виде истечения

из жерла вулкана лавовых потоков или роста лавовых куполов (эффузивный тип

извержения) [125]. Однако существуют режимы извержения, кардинально отлича-

ющиеся от вышеперечисленных. Вулканическая активность проявляется в виде

циклов коротких взрывных извержений, сопровождающихся выбросом газа и

небольшого количества пепла в атмосферу; в промежутках между извержения-

ми активности практически не наблюдается. При этом канал вулкана запечатан

лавовой пробкой, образованной застывшей, дегазированной лавой. В процессе вы-

броса пробка смещается, открывая каналы для прохождения газа, а после выброса

возвращается в исходное положение. Анализ видеонаблюдений таких извержений

показывает, что геометрия пробки практически не меняется от выброса к выбросу

[20]. Такой режим извержения называется взрывной дегазацией.

Примером такого типа активности может служить вулкан Сантьягито в Гвате-

мале или вулкан Карымский на Камчатке [23; 35; 60]. По этим вулканам собран

*При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации автора, в которых, согласно

«Положению о присуждении ученых степеней в Московском государственном университете имени М.В. Ломоносова»,

отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [128; 131]
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большой объем инструментальных данных, однако адекватной модели, позволяю-

щей объяснить динамику взрывной дегазации, предложено не было.

Магма представляет собой смесь магматического расплава, кристаллов различ-

ных минералов и пузырьков газа. Для вулканов, на которых происходит взрывная

дегазация, характерны газонасыщенные магмы, в которых в глубине растворено

большое количество магматических газов, прежде всего паров воды. При паде-

нии давления растворенный газ выделяется в свободную фазу — пузырьки, они

объединяются и образуют подвижную пористую среду, через которую возможна

фильтрация газа к поверхности [70].

Рис. 1.1: Схематичное изображение рассматриваемой системы, состоящей из
магматического канала (1), полости (2), заполненной газом, и подвижной лавовой

пробки (3)

В настоящей работе предлагается модель, позволяющая объяснить цикличе-

ский характер извержений. Считается, что под пробкой находится газовая полость,

в которую газ фильтруется из магмы (Рис. 1.1). Давление под пробкой растёт до

некоторого критического значения, при котором преодолевается сила трения

пробки о стенки канала. Тогда пробка начинает подниматься вверх, освобождая

каналы для движения газа. За короткое время в атмосферу выбрасывается боль-

шое количество газа, давление под пробкой падает. Если пробка не запрёт канал,
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то давление будет падать, пока не опустится до такого значения, при котором

возможно будет обратное движение пробки: она опускается вниз, и на этом цикл

завершается.

Для описания динамики взрывной дегазации в данной работе построена од-

номерная нестационарная модель фильтрации газа в канале вулкана, закрытом

подвижной пробкой. Движение пробки описывается законом Ньютона с учетом

нелинейного закона трения пробки о стенки магматического канала.

1.2 Обзор литературы

Одномерные модели вулканических извержений, основанные на уравнениях

движения многофазных сред, развиваются в течение последних 30 лет [89]. В по-

добныхмоделях обычно предполагается наличие вертикального цилиндрического

канала вулкана, в котором происходит течение магмы, а также диффузия раство-

ренного в магме газа в пузырьки, через которые может происходить фильтрация

газа к поверхности [29; 68—70; 102; 117; 124]. Также существуют двумерные и ква-

зидвумерные модели течения магмы в канале вулкана, уточняющие замыкающие

соотношения, используемые в более простых моделях [39; 134].

В работе [40] предлагается механизм, связывающий наблюдаемую цикличе-

скую сейсмическую активность на вулкане Сент-Хеленс с ростом лавового купола.

Учитывается нелинейная зависимость коэффициента трения магмы о стенки

канала вулкана от скорости экструзии. Более сложная модель, объясняющая цик-

личность взрывных извержений на вулкане Карымский, описывается в работе

[81]. Учитывается вязкоупругая реология магмы, а также плавление стенок за счет

локализации деформаций при сдвиге. При этом не учитывается наличие газовой

фазы в магме.

Впервые модель с наличием газовой полости под лавовой пробкой предложена

в [91], выписаны балансовые соотношения и задача сведена к обыкновенному

уравнению второго порядка осциллятора с затуханием. В модели не учитывается

приток газа из магмы и его отток в атмосферу.

В работе [51] накоплением газа в полость под проницаемой лавовой пробкой

объясняется наблюдаемая на вулканах сейсмическая активность. Построена од-

номерная модель фильтрации газа через пробку, учитывающая приток газа из

магмы в виде серии точечных импульсов с заданной интенсивностью. Получе-
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но приближенное аналитическое решение уравнений фильтрации, записанное в

рядах.

1.3 Математическая модель

Постановка задачи представлена на Рис. 1.1. Рассматривается одномерная

вертикальная в поле сил тяжести область z ∈ [0; Z ], интерпретируемая в работе

как участок канала вулкана, заполненный магматическим расплавом. Через маг-

му осуществляется фильтрация газа в полость, расположенную под подвижной

лавовой пробкой. Процесс фильтрации газа через магму описывается следующей

системой уравнений:

∂ρgα

∂t
+ ∂ρgαvg

∂z
= 0 (1.1)

∂ρm(1−α)

∂t
+ ∂ρm(1−α)vm

∂z
= 0 (1.2)

α(vg − vm) =−k(α)

µg

(
∂p

∂z
−ρgg

)
(1.3)

Здесь α— объемная доля газа (пористость); ρ — плотность; v — скорость; k(α)—

проницаемость; µ — вязкость; p — давление газа; g — ускорение свободного

падения; нижние индексы «g» и «m» обозначают параметры газа и магмы, соот-

ветственно.

Уравнения (1.1) и (1.2) — законы сохранения массы для газа и магмы, соот-

ветственно. Уравнение (1.3) — закон Дарси для скорости фильтрации газа через

магму.

В уравнениях (1.1) и (1.2) не учитывается массообмен между фазами. Это до-

пустимо, если характерное время, на котором происходит взрывная дегазация,

значительно меньше времени установления химического равновесия между маг-

мой и газом в пузырьках.

1.3.1 Свойства газа и магмы

Для каждой вулкано-магматической системы характерен свой состав вулка-

нического газа, однако, как правило, основными компонентами газа являются

водяной пар, сернистый и углекислый газы, причем доля водяного пара может

составлять до 80% [35]. В данной модели свойства реального вулканического газа
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аппроксимируются с помощью уравнения состояния совершенного газа с парамет-

рами, соответствующими водяному пару [70]. Плотность магматического расплава

считается постоянной:

ρg = p

RT
, ρm = const (1.4)

Здесь R — газовая постоянная; T — температура газа. В работе рассматривается

изотермический процесс, т.е. T = const.

1.3.2 Определение объемной доли газа в магме

Поскольку количество газа, истекающего в атмосферу в течении одного вы-

броса, существенно меньше количества газа в столбе магмы, движением магма-

тического расплава во время одного цикла дегазации можно пренебречь. Путем

подстановки vm = 0 в уравнение (1.2) с учетом соотношения (1.4) получаем:

∂α

∂t
= 0

Таким образом, с учетом сделанных предположений объемная доля пузырьков α

не зависит от времени и является только функцией глубины z.

Предполагается, что до начала рассматриваемого процесса магматический

расплав поднялся по каналу из нижележащего магматического очага. При этом в

магме в растворенном виде содержалось некоторое количество воды. Обозначим

массовую долю воды в расплаве в этот момент за c0. Затем в течение достаточно

долгого времени происходила дегазация магмы без массообмена с окружающей

средой, то есть в закрытой системе. За это время установилось химическое равно-

весие между водяным паром в пузырьках и растворенной водой в магматическом

расплаве, а также механическое гидростатическое равновесие. В таком случае

можно определить объемную долю газа в отдельной фазе из условий равновесия.

Введем среднюю плотность двухфазной среды:

ρ = ρgα+ρm(1−α) (1.5)

Условие гидростатического равновесия в предположении, что среднее давле-

ние двухфазной среды равно давлению газа в пузырьках, выглядит следующим

образом:
dp

dz
= ρg (1.6)

18



Уравнение (1.6) должно быть дополнено соответствующим граничным условием,

например, заданным значением давления при z = Z .

Обозначим концентрацию воды в газовой фазе и в расплаве как cg и cm, со-

ответственно. Поскольку дегазация по предположению происходит в закрытой

системе, то справедлив закон сохранения массы для воды в следующей форме:

ρc0 = ρgαcg +ρm(1−α)cm (1.7)

Поскольку считается, что газ целиком состоит из водяного пара, как описано в

подразделе 1.3.1, то cg = 1. В состоянии химического равновесия в двухкомпонент-

ной двухфазной системе, состоящей из магматического расплава и воды, концен-

трация воды в расплаве cm полностью определяется давлением и температурой. В

петрологических приложениях и задачах математического моделирования для

определения равновесных концентраций часто применяется закон Генри [69; 70;

100]:

cm = K
p

p (1.8)

где K — коэффициент растворимости, зависящий от температуры. Поскольку

рассматривается изотермический процесс, K = const. Закон Генри справедлив

для небольших концентраций растворенного вещества [100]. Содержание воды

в магматическом расплаве при рассматриваемых в работе условиях обычно не

превышает нескольких процентов на глубине 1 км [42].

Исключая из уравнений (1.5) и (1.7) среднюю плотность ρ и с учетом cg = 1,

получаем выражение для α:

α=
(
1− ρg

ρm

1− c0

cm − c0

)−1

(1.9)

Уравнения (1.4), (1.5), (1.6), (1.8) и (1.9) составляют замкнутую систему урав-

нений для переменных ρg ρ, p, cm и α. Эта система сводится к обыкновенному

нелинейному дифференциальному уравнению на давление p. Пример численного

решения этой системы при значениях параметров, характерных для реальных

вулканов, приведен на Рис. 1.2.
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Рис. 1.2: Пример расчета распределений давления p и доли пузырьков α в
начальный момент времени.

1.3.3 Связь проницаемости и объемной доли газа

Проницаемость горных пород существенно варьируется в зависимости от объ-

емной доли пор и геометрии порового пространства. В настоящей работе использу-

ется теоретическая модель Козени–Кармана, описывающая проницаемость через

степенную зависимость от объемной доли пор [22]:

k(α) = k0α
n (1.10)

где k0 и n — экспериментально определяемые коэффициент и показатель степени,

соответственно. В работе [83] получены диапазоны значений, характерные для

вулканических пород: k0 ∼ 10−17–10−14 м2, n ∼ 3–4. В данной работе используется

значение n = 3,5.

1.3.4 Динамика движения пробки

Положение пробки определяется высотой газовой полости l и может меняться

за счет сил, действующих на пробку. Считается, что эти силы ограничиваются

перепадом давления между полостью и атмосферой (атмосферным давлением

можно пренебречь, поскольку характерное давление в магме достигает значений

порядка нескольких МПа), силой тяжести и силой сопротивления канала вулкана.
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Запишем второй закон Ньютона для движущейся пробки:

dvp

dt
= p

ρmh
− g +F (1.11)

Здесь vp — скорость пробки; h — высота пробки; F — проекция плотности силы

сопротивления канала на ось z.

Плотность силы сопротивления F предполагается пропорциональной перепаду

давления между пробкой и атмосферой:

F =−sign(vp)η(vp)
p

ρmh
(1.12)

где η(vp) — динамический коэффициент трения, зависящий от скорости пробки.

Такой вид закона сопротивления обусловлен проницаемостью пробки и наличием

фонового потока газа через трещиноватую пробку. При повышении давления

газа под пробкой растет давление газа в самой пробке, что ведет к росту силы

нормальной реакции между пробкой и стенками канала.

В работе [2] на основе экспериментальных данных предлагается экспоненци-

альная зависимость силы сопротивления частично раздробленного вулканическо-

го материала от скорости. В данной работе используется обобщенная модель из

[2] со свободными параметрами:

η= η0e−|vp/vref| (1.13)

где η0 — коэффициент трения, vref — характерная скорость движения пробки.

При vp À vref коэффициент η стремится к нулю, а при vp ¿ vref уравнение (1.12)

сводится к обычному закону трения скольжения: η≈ η0.

Отметим, что уравнение баланса сил для пробки (1.11) справедливо для уже

движущейся пробки. Для того, чтобы пробка начала движение вверх или вниз

по каналу, необходимо, чтобы результирующая внешних сил, действующих на

пробку, превышала силу трения покоя. Поскольку трение покоя существенно

зависит от геометрии пробки, состава пород и внешних условий, в данной работе

предлагается простая параметризация: неподвижная пробка начинает двигаться

толькопри значенияхдавленияподпробкойбольшекритического значения p1 или

меньше p2 для случая поднимающейся и опускающейся пробки, соответственно.

Значения критических давлений выбираются в результате подстановки vp = 0 в
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закон Ньютона (1.11):

p1 = ρmg h

1−η0
, p2 = ρmg h

1+η0

Движение пробки вызывает изменение размера газовой полости l с течением

времени:
dl

dt
= vp (1.14)

1.3.5 Начальные и граничные условия

Предполагается, что до начального момента времени не происходило никакой

вулканической активности, поэтому в качестве начального условия в момент

времени t = 0 берется гидростатическое распределение давления вдоль оси канала,

определяемое из уравнения (1.6) вместе с начальным распределением пористости

α, как описано в разделе 1.3.2.

На нижней границе магматического столба z = Z задается фиксированное

значение давления:

p = p0 при z = Z (1.15)

Это условие моделирует приток газа из нижележащей магмы. Считается, что в

магматическом очаге присутствует избыточное давление p0, которое вызывает

поток газа в канал.

На верхней границе z = 0, т. е. в газовой полости, давление определяется

притоком газа из магматического расплава, потоком газа в атмосферу, а также

изменением объема самой полости за счет движения пробки:

dρgl

dt
=−ρgvg −qout при z = 0 (1.16)

где qout —поток газа в атмосферу в процессе взрывной дегазации. Предполагается,

что в процессе движения пробки в ней открываются трещины — проницаемые

каналы, по которым газ быстро устремляется в атмосферу. В состоянии покоя тре-

щины быстро запечатываются, поскольку породы, составляющие лавовую пробку,

после взрывной дегазации разогреты достаточно для возникновения вязкопла-

стических деформаций [115].

В работе не ставится цель воспроизвести все описанные эффекты. Для демон-

страции динамики процесса дегазации предлагается простая зависимость потока
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газа от смещения пробки относительно изначального положения:

qout = ρgvout
l − l0

l0
(1.17)

где l0 —положение пробки в неподвижном состоянии; vout —характерная скорость

истечения газа в атмосферу.

1.3.6 Приведение уравнений к безразмерному виду

Параметры вулкано-магматических систем меняются в широком диапазоне

значений. Для общей оценки динамики процесса проводится обезразмеривание

уравнений, составляющих математическую модель.

В качествемасштаба длины выбирается высота пробкиh; масштаба давления—

давление пробки на единицу площади канала:

z = hz ′, l = hl ′, l0 = hl ′0
p = P p ′, P = ρmg h,

ρg =Ωρ′
g, ρm =Ωρ′

m, ρ =Ωρ′, Ω= P

RT
,

vg =V v ′
g, vp =V v ′

p, V = k0ρmg

µg
,

t =Ψt ′, Ψ= h

V
.

В безразмерном виде уравнения (1.6), (1.15), (1.16) и (1.11) принимают следующий

вид:

dp ′

dz ′ =
g h

RT
ρ′ при t = 0,

p ′ = p0

P
при z ′ = Z

h
,

dp ′l ′

dt ′
=−p ′

[
v ′

g +
vout

V

l ′− l ′0
l ′0

]
при z ′ = 0,

F r
dv ′

dt ′
=

(
1− sign(v ′

p)η0e
−

∣∣∣v ′
p

∣∣∣ V
vref

)
,

где F r =V 2/(g h) — число Фруда, характеризующее инерционность пробки.
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В результате обезразмеривания динамика процесса описывается следующим

набором из восьми безразмерных параметров: η0, g h/(RT ), p0/P , K
p

P , vout/V ,

Z /h, F r , V /vref.

1.4 Результаты

Уравнения, составляющие математическую модель, решаются численно. Дис-

кретизация расчетной области попространству проводитсяметодомконтрольного

объема [82]; интегрирование по времени — явным методом Эйлера. Путем подста-

новки закона Дарси (1.3) в закон сохранения массы газовой фазы (1.1) получено

нелинейное параболическое уравнение, описывающее изменение давления в стол-

бе магмы. Оно решается совместно с граничными условиями на нижней и верхней

границах расчетной области (1.15) и (1.16). Газовая полость не дискретизируется

как часть расчетной области, а входит в решение только через граничное усло-

вие на верхней границе (1.16), а также уравнения (1.11) и (1.14), описывающие

движение пробки.

Рис. 1.3: a) Изменение безразмерного давления под пробкой p и высоты полости l
на протяжении всего времени извержения; б) во время подъема и опускания

пробки; в) изменение потока газа, истекающего в атмосферу qout и втекающего из
магмы с течением времени во время взрывной дегазации qin.
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На Рис. 1.3 показаны давление в газовой полости, высота газовой полости и

расход газа как функции времени в пределах одного цикла дегазации. Расчеты

проведены при значениях безразмерных параметров, приведенных в Таблице 1.1.

В начале цикла давление под пробкой достигает критического значения и пробка

с ускорением начинает движение вверх. Давление начинает резко уменьшаться за

счет роста объема газовой полости, пробка останавливается в верхнем положении

и скорость падения давления замедляется. Теперь оно определяется скоростью

истечения газа в атмосферу по образовавшемуся каналу. Когда давление в полости

уменьшается существенно, так что перепад давлений уже не способен удержать

лавовую пробку (равнодействующая сил превышает силу трения покоя) пробка

опускается за счет своего веса. Давление растет за счет уменьшения размера

полости, поток газа из полости в атмосферу уменьшается до нуля, начинается

новый цикл набора давления (не показан на фигуре, поскольку длительность

периода покоя существенно превышает длительность взрывной дегазации).

Параметр Значение
η0 0,25

g h/(RT ) 0,002
p0/P 9
K
p

P 0,005
Vout/V 3000

Z /h 20
F r 7×10−8

V /vref 0,0025

Таблица 1.1: Значения безразмерных параметров, использующихся в базовом
численном расчете.

Расход газа, поступающего в полость из столба магмы (красная линия на

Рис. 1.3в), определяется во многом давлением в газовой полости и скоростью

его изменения. При резких колебаниях давления, связанных с движением пробки

происходит быстрое изменение расхода втекающего в полость газа.

НаРис. 1.4 представленызависимостипродолжительности выбросаτипериода

извержения ω от различных безразмерных параметров. Параметры меняются

относительно базового набора значений, указанных в Таблице 1.1. Эти значения в

размерных переменных соответствуют параметрам, подобранным для вулкана

Сантьягито в Гватемале [20; 35]. Продолжительность и периодичность извержений
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Рис. 1.4: Зависимость продолжительности τ и периодичности ω извержений от
безразмерных параметров.

в этом случае равны 2минутам и 3 часам, соответственно, что хорошо коррелирует

с данными натурных наблюдений [91].

Во всех случаях продолжительность выбросов не превосходит 7% от перио-

да извержения. Расчеты показывают, что увеличение параметра vout/V , отвеча-

ющего за степень раскрытия каналов при подъеме пробки более чем в 2 раза

увеличивает продолжительность выброса и слабо влияет на период извержений.

Увеличение коэффициента трения покоя η0 приводит к более коротким и менее

интенсивным выбросам, период между которыми также сокращается. С увеличе-

нием числа Фруда инерционность лавовой пробки растет. При этом длительность

выбросов и периодов покоя существенно увеличивается. Параметр g h/(RT ), ха-

рактеризующий начальное распределение давления оказывает малое влияние на

продолжительность выбросов и немонотонное влияние на период извержения.
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1.5 Заключение к главе

Построена модель взрывной дегазации вулкана, канал которого перекрыт

лавовой пробкой. Модель позволяет объяснить периодичность и продолжитель-

ность газовых выбросов. Рассчитанные значения периода и продолжительности

выбросов хорошо коррелируют с данными полевых наблюдений. Проведено пара-

метрическое исследование зависимости наблюдаемых характеристик процесса от

безразмерных параметров задачи.
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Глава 2

Моделирование формирования медного месторождения*

В данной главе исследуется процесс формирования порфирового медного

месторождения, основным минералом которого является халькопирит (CuFeS2),

в результате дегазации магматического очага, переноса меди и серы магмати-

ческим флюидом и отложения минералов меди на скелет вмещающей породы.

Рассматриваются два случая рудообразования: с учетом ограниченного содержа-

ния серосодержащих газов в поступающем из очага магматическом флюиде и в

предположении, что содержание серы не является лимитирующим фактором для

реакции осаждения. Для случая ограниченной концентрации серы предлагает-

ся эффективный метод численного моделирования химических превращений во

флюиднойфазе. Производится сравнение данных случаев с точки зрения размеров

получающегося месторождения и его продуктивности.

Для адекватного описания процесса осаждения халькопирита необходимо

учитывать химические реакции взаимодействия меди и серы в растворе. Для

минерализации халькопирита необходимо наличие в растворе достаточного коли-

чества меди в виде ионного комплекса CuCl2 – , железа FeCl2 – , диоксида серы SO2
и сероводорода H2S. В ходе реакции диспропорционирования диоксид серы может

превращаться в сероводород, а в качестве побочного продукта реакции образуется

сульфат ион HSO4 – . Описание моделируемых химических реакций приведено

в Приложении A. В этой главе рассмотрены только уравнения фильтрации, опи-

сывающие течение магматического флюида при формировании порфирового

месторождения.

*При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации автора, в которых, согласно

«Положению о присуждении ученых степеней в Московском государственном университете имени М.В. Ломоносова»,

отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [107; 123; 132; 136]
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2.1 Введение

Медно-порфировые месторождения представляют собой рудные тела объемом

до 100 км3, залегающие на небольшой глубине порядка 1–3 км. Эти рудные тела

обычно имеют четко очерченную куполообразную или цилиндрическую форму

[96]. Чаще всего порфировые месторождения образуются над магматическими

очагами, располагающимися на глубинах от 5 до 15 км. Исследования существую-

щих месторождений указывают на ключевую роль магмы в формировании рудных

минералов [52]. Магма содержит в растворенном виде летучие компоненты, в

основном воду H2O, углекислый газ CO2, диоксид серы SO2 и другие газы, а также

примеси различных минералов, например, каменную соль NaCl и кварц SiO2, и

металлы, такие как медь, молибден, железо и цинк.

Рис. 2.1: Схематичное изображение порфирового месторождения

На Рис. 2.1 изображена упрощенная схема месторождения Yerington, США [36].

При остывании очага летучие компоненты отделяются от магмы и поднимаются к

поверхности Земли через проницаемые вмещающие породы, перенося с собой

газы и металлы в примесном количестве. Термодинамические условия в очаге

таковы, что смесь, состоящая из воды и растворенных в ней примесей, находится

в сверхкритическом состоянии: давление порядка 100 МПа и температура около

700 °C. По мере того как смесь поднимается к поверхности давление и темпера-

тура падают, что приводит к расслоению смеси на газовую и жидкую фазы [47].
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Более легкий пар устремляется к поверхности, а жидкая фаза обогащается солью

и другими минералами. При определенных термодинамических условиях и вы-

соких концентрациях компонентов возможно выпадение металлосодержащих

минералов в твердом виде на скелет породы, т.е. при таких условиях формируются

рудные месторождения.

Породы в зонах минерализации пронизаны жилами — трещинами, заполнен-

ными кварцем. Такие породыназываются порфировыми. Трещиноватая структура

пород, а именно наличие кварцевых жил свидетельствует о том, что в процессе

дегазации давление жидкости в зонах минерализации в отдельные моменты вре-

мени превышало прочность пород. Это привело к гидроразрыву и образованию

жил [115].

Представленная работа посвящена исследованию природных процессов, свя-

занных с дегазацией магматических очагов, в частности, процессу формирования

рудных месторождений. В качестве основы для исследования используются мате-

матические модели, описанные в работах [47; 118]. В настоящей работе построена

более развитая модель, позволяющая учесть химические реакции, сопровождаю-

щие формирование рудных месторождений. Это делает возможным более точные

оценки размеров и компонентного состава месторождений за счет применения

реалистичных моделей растворимости минералов, которые основываются на экс-

периментальных данных. Также исследуется влияние осаждения кварца на дина-

мику формирования месторождения. Показано, что осаждение кварца в трещинах

может приводить к периодическому гидроразрыву горных пород и установлению

циклического режима дегазации.

2.2 Обзор литературы

Моделированию гидротермальных систем посвящена обширная литература.

В этом обзоре в основном приведены результаты исследований, относящихся к

моделированию рудных месторождений.

В одной из ранних работ [53] построено аналитическое решение задачи стаци-

онарной неизотермической многофазной фильтрации в упрощенной квазиодно-

мерной постановке. С помощью данного решения исследованы процессы разде-

ления магматического флюида на паровую и жидкую фазы, а также химические

реакции между жидкостью и вмещающими породами. В работах [122; 135] иссле-
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дованы процессы выпадения соли в осадок при испарении высокотемпературных

растворов в низкопроницаемых породах в рамках одномерного автомодельного

решения и одномерного численного моделирования с помощью программного

пакета TOUGH2-EWASG.

В работах [114; 115] на основе программного интерфейса CSMP++ разработан

набор программ, с помощью которых исследован процесс остывания магмати-

ческого очага с подъемом раствора соли по проницаемым породам. Определен

возможный механизм захвата жидкости в приповерхностой области, где имеется

развитая гидротермальная конвекция. Этот механизм связан с динамическим

взаимодействием между потоком жидкости и проницаемостью вмещающих по-

род. На основе данных о растворимости меди, но без учета химических реакций в

жидкости, даны оценки насыщенности пород медью при формировании место-

рождения. Для моделирования свойств смеси H2O–NaCl в широком диапазоне

давлений и температур используется уравнение состояния, разработанное в [37;

38]. Параметры жидкости определяются давлением, температурой и концентра-

цией соли.

В рамках осесимметричной постановки в работе [118] проведено моделирова-

ние формирования области высококонцентрированного раствора соли в процессе

остывания магматического очага. Считается, что в породах существует область

повышенной проницаемости, образовавшаяся за счет магматических извержений

(высокопроницаемый канал). В отличие от предыдущих работ, в качестве опреде-

ляющих параметров используются давление, энтальпия и компонентный состав

смеси, а термодинамическое равновесие рассчитывается путем определения мак-

симума энтропии. Такой подход, изначально предложенный в [7], позволяет эф-

фективно моделировать многофазные равновесия вшироком диапазоне давлений

и температур. На основе этой модели в работе [47] проведено параметрическое

исследование процесса формирования области высококонцентрированного рас-

твора соли для различныхмагматических систем. Результатымоделирования срав-

нивались с результатами магнитотеллурического зондирования вулканических

систем. Показано сходство форм областей высокой электрической проводимости

и совпадение порядков измеренного в результате зондирования удельного элек-

трического сопротивления, что косвенно подтверждает гипотезу о существовании

таких областей в активных вулканических системах. Установлено, что при опреде-
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ленных условиях область с высокой концентрацией соли может существовать без

притока магматического флюида в течении более 250 тыс. лет.

Также численное моделирование используется в задачах, не связанных напря-

мую с формированием месторождений, например, в работе [8] в пакете MUFITS

проведено численное моделирование гидротермальной конвекции в вулканиче-

ской кальдере Campi Flegrei в Италии. В работе [32] с использованием симулятора

TOUGH2 смоделировано извлечение суперкритического флюида из гидротермаль-

ной системы, залегающей на глубине 3 км, с целью оценки экономической целесо-

образности использования геотермальной энергии.

2.3 Математическая модель

Дегазация магматического очага описывается в рамках модели неизотермиче-

ской многофазной фильтрации смеси H2O–NaCl и растворенных в ней примесей.

Неизотермическая многофазная фильтрация смеси H2O–NaCl описывается

системой уравнений, сформулированной в работе [118]:

∂

∂t
ϕ

∑
p
ρpSpc (i )

p +∇·∑
p
ρpwpc (i )

p = 0, p = {l,g,s} (2.1)

∂

∂t

(
ϕ

∑
p
ρpSpep + (1−ϕ)ρrer

)
+∇·

(∑
p
ρpwphp −κ∇T

)
= 0 (2.2)

wp =−k
fp

µp

(∇P −ρpg
)

, fp = Sp , p = {l,g}, ws = 0 (2.3)

Здесь ϕ — пористость породы; ρp , Sp , wp , ep и hp — плотность, насыщенность,

скорость фильтрации, удельная внутренняя энергия и удельная энтальпия фазы с

индексом p, соответственно; c (i )
p — массовая концентрация компоненты i в фазе

p; индексы {l, g, s} соответствуют параметрам жидкой, газовой и твердой фазы,

соответственно; индекс i может принимать одно из значений {H2O, NaCl}, соот-

ветствующих воде и соли; индекс r обозначает параметры вмещающих пород;

κ= (1−ϕ)κr — эффективная теплопроводность насыщенной пористой среды (κr —

теплопроводность породы); k — проницаемость пористой среды, fp и µp — отно-

сительная фазовая проницаемость и вязкость фазы p; P — давление; g — вектор

силы тяжести.
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Уравнения (2.1–2.3) соответствуют законам сохранения массы и энергии и

закону Дарси для скорости фильтрации.

Для учета переноса и осаждения примесей, а именно меди CuCl2 – , диоксида

серы SO2, сероводорода H2S, и сульфат иона HSO4 – система (2.1–2.3) дополняется

следующими уравнениями:

∂

∂t
ϕ

∑
p
ρpSpc (i )

p +∇·∑
p
ρpwpc (i )

p =∑
j

J (i , j ) − ∂

∂t
(1−ϕ)ρrc

(i )
r (2.4)

lg
c (i )

g

c (i )
l

= d (i ) lg
ρg

ρl
, c (i )

s = 0 (2.5)

Здесь c (i )
r — степень обогащения пород (масса вещества на единицу массы пород)

компонентой (i ); J (i , j ) — интенсивность перехода массы между компонентами i и

j , J (i ,i ) = 0. Для меди J (Cu, j ) = 0, для серосодержащих компонент J (i , j ) определяется

согласно закону действующих масс (A.5), описанному в разделе 1.3 Приложения A.

Уравнение (2.4) — уравнение неразрывности для примесей. Примеси могут

находиться как в газовой, так и в жидкой фазе. Также в результате осаждения они

могут формировать отдельную твердую фазу, в которой концентрации примесей

определяются химическим составом минерала. В случае халькопирита (CuFeS2)

отношение количества меди к количеству серы в молях составляет 1:2. Количество

осажденного вещества c (i )
r рассчитывается на основе реакции (A.1) и растворимо-

сти меди (A.2).

Экспериментальные исследования растворимости веществ в высококонцен-

трированных водных растворах соли, проведенные в работе [58], показывают, что

отношениемассовой долимеди в газовойфазе кмассовой долемеди вжидкойфазе

определяется отношением плотностей и насыщенностей фаз и эта зависимость хо-

рошо аппроксимируется соотношением (2.5). Коэффициент пропорциональности

d (i ) определяется эмпирическим образом. Для меди коэффициент d (Cu) определен

в работе [58] и равен d (Cu) = 3,87.

2.4 Постановка задачи

Рассматривается осесимметричная задача фильтрации, описывающая подъём

магматического флюида к поверхности и формирование месторождения. Исполь-

зование осесимметричной постановки оправдано, так как данное теоретическое
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исследование направлено только на создание новой модели и демонстрацию ее

возможностей для качественного и отчасти количественного прогнозирования

параметров медных месторождений. В дальнейшем модель может калиброваться

под данные наблюдений, полученные на реальных месторождениях и активных

гидротермальных системах.

Постановка задачи в основном соответствует постановке, описанной в работе

[118]. Рассматривается цилиндрическая область r ∈ [0;R], z ∈ [0; Z ], где r — ради-

альная координата, а z — глубина. В этой области задается начальная пористость,

линейно убывающая с глубиной, а также начальная проницаемость, экспоненци-

ально убывающая с глубиной:

ϕ0(z) = max
{
α+βz, ϕmin

}
; (2.6)

k0(z) = min
{
max

{
ea+bz , kmin

}
, kmax

}
, (2.7)

где α = 0,27; β = −0,044 км−1; ϕmin = 0,05; a = 3; b = −1,5 км−1; kmin = 10−7 мД;

kmax = 10 мД — константы. Соотношения (2.6–2.7) качественно согласуются с дан-

ными измерений свойств породы в геотермальных системах [67]. Геометрия рас-

четной области изображена на Рис. 2.2.

Предполагается, что в результате предыдущей вулканической активности в

узком канале r ∈ [0;R0] образовался высокопроницаемый канал, по которому

осуществляется подъем вулканического газа к поверхности. В канале r ∈ [0;R0]

задается kmin = 2 мД.

Рис. 2.2: Постановка задачи

Свойства породы полагаются постоянными:

плотность ρr = 2700 кг·м−3; теплопроводность

κr = 2,8 Вт·м−1·К−1; удельная теплоемкость Cr =
1000 Дж·кг−1·К−1.

В начальный момент времени t = 0 породы

насыщены пресной водой, т.е. c (NaCl)
l = 0. Давле-

ние распределено в соответствии с литостатиче-

ским градиентом давления∆P = 27МПа·км−1, а

температура— в соответствии с геотермальным

градиентом ∆T = 85 °C·км−1:

t = 0 : P0(z) = Pатм+∆P z, T0(z) = Tатм+∆Tz. (2.8)
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Здесь Pатм = 1 атм, а Tатм = 20 °C.

Условия (2.8) не являются условиями равновесия. Действительно, высокие зна-

чения градиента температуры приводят к развитию гидротермальной конвекции.

Поэтому моделирование процесса формирования месторождения происходит

в два этапа. На первом этапе определяется квазистационарное распределение

давления и температуры, притока магматического флюида из очага при этом

нет. Затем полученные на первом этапе распределения давления и температуры

используются в качестве начальных условий для второго этапа. На втором этапе

начинается закачка флюида в породы через участок нижней границы r ∈ [0;R0].

Верхняя граница (z = 0) моделирует поверхность Земли, на ней поддержива-

ются постоянные температура и давление, соответствующие атмосферным значе-

ниям, также соленость воды полагается равной нулю: P = Pатм, T = Tатм, c (NaCl)
p = 0.

На нижней границе (z = Z ) на первом этапе расчета ставится условие непрони-

цаемости и поддерживается постоянная температура, которая равна начальной

температуре, определяемой из начального условия (2.8):

z = Z : w ·n = 0, T = T0, (2.9)

Здесь n — вектор нормали к поверхности границы. Условие постоянства темпе-

ратуры в (2.9) моделирует приток тепла от магматического очага и ставится в

предположении, что размеры очага значительно превосходят размеры расчетной

области, и очаг не успевает остыть за время дегазации. Реконструкции магмати-

ческих систем для существующих месторождений с характерными для рассматри-

ваемой задачи параметрами показывают, что горизонтальные размеры очагов

могут составлять десятки километров [66].

Боковая граница r = R считается непроницаемой и теплоизолированной: w ·
n = 0, −κr(∂T /∂n) = 0. Боковая граница находится достаточно далеко от области

формирования месторождения, что позволяет избежать влияния ее наличия на

динамику процесса.

На втором этапе предполагается, что произошло мгновенное внедрение маг-

мы на глубине z > Z , и началась закачка флюида в расчетную область. Начало

дегазации моделируется изменением граничных условий: часть нижней грани-

цы r ∈ [0;R0] становится проницаемой и в дальнейшем на ней поддерживаются

постоянные значения давления и температуры, соответствующие параметрам
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магматического флюида:

r ∈ [0;R0] : P = Pinj = P0 +∆Pinj, T = Tinj, c (NaCl) = c (NaCl)
inj , c (Cu) = c (Cu)

inj ,

c (SO2) = c (SO2)
inj , c (H2S) = 0, c (HSO4

−) = 0.

Здесь ∆Pinj = 10 МПа; Tinj = 877 °C; c (NaCl)
inj = 0,035; c (Cu)

inj = 1,4×10−3 — константы;

c (SO2)
inj варьируется от 1% до 2%.

2.5 Численные методы

Численное моделирование формирования рудного месторождения произво-

дится с помощью расщепления по физическим процессам на каждом шаге по

времени и состоит из трех этапов:

1. Расчет неизотермической многофазной фильтрации смеси H2O–NaCl через

породы;

2. Расчет переноса примесей, а именно Cu, SO2, H2S, HSO4 – , на фоне распреде-

ления скоростей, плотностей и насыщенностей фаз жидкости, полученных

на шаге 1.

3. Расчет диспропорционирования диоксида серы и образования халькопири-

та.

Схема расчета изображена на Рис. 2.3. Расчет многофазной фильтрации смеси

H2O–NaCl по уравнениям (2.1–2.3) (этап 1), производится в пакете MUFITS [7].

Для остальных этапов был создан набор программных модулей, сопрягаемых с

MUFITS.

2.5.1 Расчет переноса примесей

На этапе 2 по уравнениям (2.4–2.5) производится расчет переноса различных

примесей, участвующих в рудообразовании. В качестве метода дискретизации

уравнений используется метод контрольного объема [82].

Для упрощения численного моделирования уравнение неразрывности (2.4)

модифицируется. Введем полную плотность смеси ρt = ρgSg +ρlSl и полную кон-

центрацию примеси в жидкости ct =
(
ρgSgcg +ρlSlcl

)/
ρt . Обозначим отношение

36
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Рис. 2.3: Схема расчета переноса примесей сопряженного с расчетом химических
равновесий

концентрации примеси в газовой фазе к концентрации примеси в жидкой фазе,

определяемое соотношением (2.5), за α= cg

/
cl =

(
ρg

/
ρl

)d . Также введем параметр

β= ρt

/(
ρlSl +ρgSgα

)
. Тогда можно выразить cg и cl через полную концентрацию

ct: cl =βct, cg =αcl =αβct. С учетом этого уравнение (2.4) принимает следующий

вид:
∂

∂t
ϕρtc

(i )
t +∇·α(

ρgwgβ+ρlwl

)
c (i )

t =∑
j

J (i , j ) − ∂

∂t
(1−ϕ)ρrc

(i )
r . (2.10)

Уравнение (2.10) представляет собой уравнение переноса для полной концентра-

ции c (i )
t и используется для численных расчетов переноса примесей в двухфазном

состоянии жидкости. Это уравнение вырождается при Sl = 0 или Sg = 0. Оба этих

случая соответствуют однофазным состояниям смеси. В этих случаях ct равняется

cl или cg, соответственно, а во второе слагаемое (2.4) входит скорость только одной

фазы. Таким образом, в случаях однофазной фильтрации получается аналогичное

(2.10) уравнение переноса.
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В дискретном виде каждой расчетной ячейке соответствует конечно-разност-

ная аппроксимация уравнения (2.10). Для численного интегрирования исполь-

зуется полностью неявная схема с разностями против потока [82]. Полученная в

результате дискретизации cистема линейных уравнений для всех ячеек решается

с помощью библиотеки UMFPACK [34].

2.5.2 Расчет химического равновесия серы и осаждения халькопирита

Расчет геохимических реакций (этап 3) в свою очередь состоит из двух подэта-

пов:

1. ОпределениеравновесныхконцентрацийSO2, H2SиHSO4 – согласнореакции

(A.4) по закону действующих масс (A.5);

2. Определение концентрации меди в равновесии с твердой фазой по формуле

растворимости (A.2) и расчет количества осажденной меди в соответствии с

реакцией (A.1).

На первом подэтапе входными параметрами являются давление, температура

и концентрации SO2, H2S, HSO4 – и H+ в каждой расчетной ячейке. Обозначим

мольные доли примесей в начале первого подэтапа за x(SO2)
0 , x(H2S)

0 , x(HSO4
−)

0 и x(H+)
0 .

Изменение мольной доли сероводорода H2S в результате реакции диспропорци-

онирования (A.4) обозначим за δx. Из закона действующих масс (A.5) следует,

что в результате протекания реакций концентрации реагентов удовлетворяют

соотношению

(
x(HSO4

−)
0 +3δx

)3 (
x(H2S)

0 +δx
)(

x(H+)
0

)3

(
x(SO2)

0 −4δx
)4 = Keq(P,T ) (2.11)

В настоящей работе предполагается, что концентрация водорода x(H+) постоянна,

что соответствует постоянной кислотности смеси. Получившееся уравнение (2.11)

решается численно относительно δx и затем концентрациям серосодержащих

газов присваиваются новые значения. Так как законы сохранения записываются

для массовых концентраций, осуществляется перевод из массовых концентраций

в мольные и обратно по следующим формулам:

x(i ) = c (i )/M (i )∑
j c ( j )/M ( j )

, c (i ) = x(i )M (i )∑
j x( j )M ( j )
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где M (i ) —молярная масса компоненты (i ), а суммирование проводится по всем

компонентам в смеси.

На втором подэтапе входными параметрами являются: вычисленные на преды-

дущем подэтапе концентрации SO2 и H2S; температура T ; концентрация меди в

жидкости c (Cu), вычисленная на этапе 2; концентрация соли в смеси c (NaCl); масса

осажденного халькопирита M (CuFeS2).

Сначала по известным солености и температуре вычисляется растворимость

халькопирита c (Cu)
eq . Если c (Cu) > c (Cu)

eq , возможно осаждение халькопирита. Согласно

стехиометрическому уравнению (A.1), 11 молей H2S, 1 моль SO2 и 6 молей Cu в

результате реакции образуют 6 молей CuFeS2. Если концентрация какого-либо

из реагентов будет равна нулю, реакция не произойдет. Масса осажденного на

текущем шаге халькопирита δm(CuFeS2) определяется из условия

δm(CuFeS2) = min

{
6

11
x(H2S),6x(SO2), x(Cu)

}
m(H2O+NaCl)M (CuFeS2).

Здесь m(H2O+NaCl) — масса соленой жидкости в ячейке сетки; M (CuFeS2) = 183,521

г·моль−1 —молярная масса халькопирита.

Если, наоборот, c (Cu) < c (Cu)
eq , то жидкость недонасыщена. Если в расчетной ячей-

ке есть отложенный халькопирит, то некоторая его доля растворяется так, что

либо достигается положение равновесия с жидкой фазой, либо халькопирит рас-

творяется полностью. Концентрация серы в жидкости возрастает в соответствии с

уравнением (A.1).

Наконец, если c (Cu) = c (Cu)
eq , то система находится в равновесии, халькопирит не

растворяется и не осаждается.

2.6 Результаты

Рассмотрено два различных случая формирования медного месторождения.

Первый случай соответствует сценарию, в котором осаждение халькопирита не

ограничено концентрацией серы в жидкости — реакция протекает всегда, когда

концентрациямеди вжидкости превосходит равновесную, то есть c (Cu) > c (Cu)
eq . Этот

случай позволяет получить верхнюю оценку размера месторождения, подобно то-

му, как это делалось в [115]. Ниже показано, что эта оценка существенно завышена
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по сравнению с другим случаем, учитывающим натурные и экспериментальные

данные по геохимии месторождений.

Во втором случае учитывается, что осаждение халькопирита может быть огра-

ничено концентрацией серосодержащих газов, как диоксида серы SO2, так и серо-

водорода H2S. Проведены расчеты для концентрации диоксида серы c (SO2)
inj 1% и 2%.

Эти значения соответствуют характерному составу островодужных базальтовых

магм [113].

Во всех представленных расчетах размеры области равны R = 10 км, R0 = 0,3 км

и Z = 5 км.

В обоих случаях перед началом дегазации в течении 250 тыс. лет рассчиты-

вается квазистационарное распределение давления и температуры в результате

развития гидротермальной конвекции, как описано в разделе 2.3. Затем в течении

20 тыс. лет длится закачка флюида в расчетную область с постоянным расходом

qinj = 1000 т·день−1. За это время формируется область с высокой концентрацией

соли в жидкости и характерная для порфировых месторождений куполообразная

область минерализации меди (Рис. 2.4). Затем закачка флюида прекращается и

эволюция системы рассчитывается в течении следующих 30 тыс. лет. При этом

жидкость и породы успевают остыть, за счет чего еще некоторая часть меди выпа-

дает в осадок в виде халькопирита.

2.6.1 Случай неограниченного количества серы

На Рис. 2.4а и б изображены соленость, температура, концентрация меди в

жидкости и в породах в последовательные моменты времени. Через 20 тыс. лет

после начала дегазации магмы (Рис. 2.4а) на глубине 2 км формируется область

концентрированного раствора соли, в верхней части которой за счет выпадения

соли в твердый осадок образуется слой низкопроницаемых пород. На перифе-

рии области с высокой концентрацией соли температура и соленость в жидкости

опускаются до значений, допускающих осаждение халькопирита. Рассчитанная

куполообразная форма области минерализации халькопирита, а также низкая

концентрация меди в породах (до 0,2% по массе) согласуются с представлениями

о строении порфировых месторождений [96].

Ближе к оси симметрии, где жидкость меньше взаимодействует с окружаю-

щими холодными породами, температура выше и за счет этого медь остается в

растворенном виде. Концентрация меди в жидкости достигает 7000 ppm. Анализ
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Рис. 2.4: Слева направо: соленость, температура, концентрация меди в жидкости
и в породах в момент времени а) t = 20 тыс. лет и б) t = 50 тыс. лет

флюидных включений в гидротермальных системах дает оценку концентрации

меди в жидкости в пластовых условиях до 30000 ppm [58].

Поскольку предполагается, что реакция образования халькопирита не ограни-

чена концентрацией серы, вся медь за пределами области с высокой концентра-

цией соли выпадает в осадок на скелет пород. В реальности на активных гидро-

термальных системах часто наблюдается поток меди в атмосферу, например, на

вулкане White Island в Новой Зеландии натурные измерения показывают наличие

потока меди порядка 100 кг·день−1 [52].

Через 30 тыс. лет после мгновенного прекращения дегазации магмы (Рис. 2.4б)

соленая жидкость остыла и под действием сил тяжести опустилась примерно на

2 км. Остывание жидкости приводит к уменьшению растворимости меди и, сле-
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довательно, к осаждению халькопирита в высокопроницаемом канале, где до

этого медь оставалась в растворенном виде. Наличие разновозрастных вложен-

ных друг в друга зон минерализации меди также характерно для порфировых

месторождений [96].

Рассмотренный случай соответствует осаждению халькопирита, ограничен-

ному только растворимостью меди, но не концентрацией серы в жидкости. По-

лученные в результате моделирования контуры рудных тел имеют сходство с

наблюдаемыми на существующих месторождениях, однако полное осаждение

меди противоречит наличию наблюдаемого потока меди в атмосферу. Кроме то-

го, проинтегрированная масса меди по всему объему после окончания расчета

равняется примерно 10 Мт, в то время как у схожего с рассматриваемой в рабо-

те моделью по размерам и условиям формирования месторождения Yerington в

США суммарные запасы оцениваются всего в примерно 2 Мт [36]. Аналогичная

оценка, полученная в более грубом приближении без учета возможного обратного

растворения халькопирита и вторичного осаждения халькопирита при остановке

закачки, делалась ранее в работе [115].

Одной из причин завышенной оценки может являться отсутствие ограничения

реакции образования халькопирита содержанием серы в поступающем из магма-

тического очага флюиде. В следующем разделе исследуется процесс формирова-

ния месторождения в рамках расширенной модели, учитывающей ограниченное

содержание серосодержащих компонент во флюиде.

2.6.2 Учет влияния серы

Во втором случае рассмотрено два варианта, с концентрацией серы 1% и 2% в

магматическом флюиде. Отличия между случаями в основном количественные, а

не качественные, поэтому в дальнейшем в этом разделе рассматривается только

концентрация c (SO2)
inj = 1%.

На Рис. 2.5а и б показаны концентрации SO2, H2S, а также меди в жидкости и в

породах в те же моменты времени, что и в предыдущем разделе. Распределения

температуры и солености одинаковые для всех сценариев, так как не учитывается

обратное влияние примесей на гидродинамику жидкости.

Концентрация SO2 в жидкости выше нуля только в областях с достаточно вы-

сокой температурой (выше 400 °C), то есть на глубинах больше 3 км и близко к

области закачки флюида. На периферии области с высокой концентрацией соли
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Рис. 2.5: Слева направо: концентрация диоксида серы SO2, сероводорода H2S,
меди в жидкости и в породах в момент времени а) t = 20 тыс. лет и б) t = 50 тыс.

лет

жидкость быстро остывает за счет контакта с холодными породами, насыщен-

ными метеорной (пресной, попавшей в породы из атмосферы) водой и диоксид

серы целиком диспропорционирует с образованием сероводорода и серной кисло-

ты. Образуется достаточно узкая область, в которой существуют одновременно и

SO2 и H2S, необходимые для формирования халькопирита. Только в этой области

и происходит минерализация меди. Рядом с осью симметрии r = 0 на глубине

порядка 1 км температурная граница области с высокой концентрацией соли наи-

более резкая из-за разделения жидкости на фазы и закупорки пор твердой солью.

В результате зоны, в которых присутствуют SO2 и H2S, не пересекаются. Кроме

того, вдоль канала происходит активное испарение воды — пар оттесняет жидкую

фазу, содержащую серу, вследствие чего в верхней части канала интенсивность
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минерализации значительно ниже, чем на глубине 3 км. В итоге возникает поток

неотложившейся меди на поверхность, часто наблюдаемый на активных вулканах,

как описано в предыдущем разделе.

После прекращения закачки флюида так же, как и в предыдущем случае, халь-

копирит дополнительно откладывается в центральной части расчетной области,

однако, в значительно меньших количествах из-за нехватки H2S в горячей жид-

кости. Рассчитанное в случае 2 рудное тело по-прежнему имеет сходство формы,

размеров и пространственного расположения с реальными порфировыми место-

рождениями, однако концентрация меди в породах и сам размер области мине-

рализации существенно меньше, чем в случае достаточного количества серы. С

другой стороны, концентрация меди в жидкости значительно возрастает, посколь-

ку медь остается в жидкости. Таким образом, высокая концентрация меди может

свидетельствовать о низком содержании серы во флюиде. Это наблюдение может

использоваться при анализе флюидных включений в реальных гидротермальных

системах.

2.6.3 Сравнение случаев

Рис. 2.6: Суммарная масса
осажденной меди в области для
случая неограниченной серы, а
также случаев с ограниченной

концентрацией серы в
источнике c (SO2)

inj = 1% и 2%

На Рис. 2.6 изображены графики проинте-

грированной по всей расчетной области массы

отложенной меди в зависимости от времени.

Пунктирной линией отмечен момент прекра-

щения закачки флюида t = 20 тыс. лет. Видно,

что после окончания дегазации суммарный за-

пас меди быстро перестает расти и выходит на

постоянное значение; в случае неограниченной

серы этот процесс занимает больше времени

из-за более активного осаждения в высокопро-

ницаемом канале.

Запасы меди в случае неограниченного се-

рой осаждения практически в 10 раз превосхо-

дят таковые в случае концентрации c (SO2)
inj = 1%,

и в 5 раз в случае c (SO2)
inj = 2%. Зависимость мас-

сы отложенного халькопирита от концентрации

SO2 в типичном для исследуемых гидротермаль-
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ных систем диапазоне 1–2% имеет практически линейный характер. В сценарии 2

при концентрации серы в 2% запасы меди после окончания дегазации 1,85 Мт

наиболее близко среди всех рассмотренных случаев соответствуют оценке запасов

месторождения Yerington (2 Мт) .

Таким образом, показано, что учет ограниченной концентрации серы в отделя-

ющемся от остывающей магмы флюиде существенно влияет на процесс формиро-

вания порфировогомедногоместорождения. Полученные в результате численного

моделирования величины запасов меди более адекватно соответствует данным

натурных измерений на активных гидротермальных системах и оценкам запасов

существующих месторождений.

2.7 О влиянии осаждения кварца на динамику дегазации

магматического очага

В данном разделе приведены результаты численного моделирования процесса

дегазации магматического очага с учетом осаждения кварца на скелет породы.

Это осаждение приводит к закупорке кварцем порового пространства, росту флю-

идного давления и образованию трещин во вмещающих породах.

Кроме серосодержащих газов и солей металлов магматический флюид содер-

жит большое количество кремнезема, или кварца (химическая формула SiO2).

Растворимость кварца существенно ниже растворимости меди при одинаковой

температуре и давлении, что приводит к активному осаждению кварца на глуби-

нах, превышающих глубину отложения соли и меди. Если при длительном отложе-

нии кварц займет значительную часть порового пространства, то проницаемость

пород уменьшится до нуля, приток магматического газа в приповерхностные

области уменьшится, а месторождение не сформируется.

Снижение проницаемости пород и закупорка высокопроницаемого канала

сопровождаются значительным возрастанием давления под кварцевой пробкой.

Если давление превосходит литостатическое, происходит гидроразрыв пород [96;

115].

Для моделирования растрескивания пород в этом разделе, как и в работе [114],

предложена модель динамической проницаемости. Однако, применяемые в дан-

ной работе уравнения модели динамической проницаемости отличаются от урав-

нений, использовавшихся в [114].
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Дегазация очага описывается в рамках модели неизотермической многофаз-

ной фильтрации смеси H2O–NaCl (уравнения (2.1–2.3)). Поскольку количество

осажденного халькопирита достаточно мало, чтобы не оказывать существенно-

го влияния на пористость и проницаемость вмещающих пород, в этом разделе

концентрация меди и серосодержащих газов полагается равной нулю. Перенос

кварца моделируется уравнением неразрывности:

∂

∂t
ϕ

∑
p
ρpSpc (i )

p +∇·∑
p
ρpwpc (i )

p =− ∂

∂t
(1−ϕ)ρrc

(SiO2)
r (2.12)

где c (SiO2)
r — концентрация осажденного кварца в породах. Как и в задаче о фор-

мировании очага, описанной в разделе 2.3, распределение кварца между газо-

вой и жидкой фазами определяется из уравнения (2.5). Для кварца коэффициент

d (SiO2) = 2,03 [58].

Осаждение кварца контролируется только его растворимостью: если концен-

трация SiO2 в жидкости превосходит равновесную, кварц выпадает в виде твер-

дой фазы на скелет породы. Скорость реакции растворения кварца значительно

меньше скорости осаждения, поэтому обратная реакция растворения кварца не

учитывается, т.е. концентрация кварца в породах не убывает со временем. Раство-

римость кварца c (SiO2)
eq в растворе соли рассчитывается по формуле (A.3).

Численное моделирование процесса дегазации проводится в два этапа. На

первом этапе вычислений в комплексе программ MUFITS рассчитывается тече-

ние бинарной смеси NaCl–H2O в интервале одного шага по времени. При этом

пористость ϕ и проницаемость k не изменяются. В результате в заданный момент

времени определяются поля скорости, плотности и насыщенностей газовой и

жидкой фаз. На втором этапе на фоне распределений wp , ρp и Sp в соответствии с

(2.12) рассчитывается перенос примеси кварца и определяется распределение его

полной концентрации.

Если рассчитанная концентрация кремния c (SiO2)
t выше равновесной концен-

трации c (SiO2)
eq , то избыток примеси осаждается на скелет. На основании объёма

осажденной примеси на втором этапе вычисляются новые значения пористости

ϕ и проницаемости k. Далее вычислительный алгоритм повторяется с первого

этапа.

46



2.7.1 Модель динамической пористости и проницаемости

Для моделирования гидроразрыва пород на втором этапе дополнительно вво-

дится добавочная пористостьϕf, равная нулю в начальный момент времени, когда

давление в жидкости существенно не превышает литостатическое давление. Ве-

личина ϕf возрастает с течением времени пропорционально (∆P −P∗), где ∆P —

избыточное над литостатическим давление в жидкости; P∗ = 5MПа—критическое

избыточное давление, определяемое прочностью горных пород:

ϕ=ϕ0 −ϕs +ϕf

∂ϕf

∂t
=


∆P −P∗

τ
, ∆P −P∗ > 0

0, ∆P −P∗ 6 0

гдеϕ0 —начальная пористость;ϕs —доля объема пород, занимаемая осажденным

кварцем; τ— свободный параметр, характеризующий скорость накопления доба-

вочной пористости. Значение τ выбирается таким образом, чтобы характерное

время разрушения пород было значительно меньше времени осаждения кремния.

Выбор величины τ в диапазоне 1–100 Па·с не оказывает существенного влияния
на результаты моделирования. В дальнейшем τ полагается равным 50 Па·с.

Заметимтакже, что добавочнаяпористость ограничена сверхунекоторойдолей

от начальной пористости (во всех представленных результатах эта доля равна 0,5),

для того чтобы исключить неограниченный рост пористости. В начальный момент

времени породы находятся в неразрушенном состоянии: ϕf|t=0 = 0.

Проницаемость пропорциональна кубу доли свободного объема пор, не заня-

того осажденным оксидом кремния:

k =
k0

(
ϕ

ϕ0+ϕf

)3
, ϕ

ϕ0+ϕf
>β

0, ϕ

ϕ0+ϕf
<β

(2.13)

где k0 — начальная проницаемость неразрушенных пород, a β = 0,8. Согласно

(2.13), если осажденный кварц занимает более 20% порового пространства, то

происходит полная закупорка пор и проницаемость снижается до нуля [118]. Зна-

чение критической доли пор, при котором происходит закупорка пород (20%),

слабо влияет на результаты расчетов.
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2.7.2 Результаты

Расчеты показывают, что в первые 1,4 тыс. лет отложение кварца не оказывает

существенного влияния на процесс дегазации очага, описанный в работе [118]. На

глубине порядка 2 км формируется область концентрированного раствора соли.

Выпадение кварца в осадок происходит на значительно бо́льших (∼ 4 км) глуби-

нах. Постепенно количество осажденного кварца в порах достигает критического

значения, проницаемость пород уменьшается практически до нуля, перекрывая

поток магматического флюида из очага, а область с высокой концентрацией соли

начинает размываться конвекцией пресной воды, насыщающей породы в области

1–3 км. Давление жидкости в высокопроводящем канале существенно превышает

литостатическое. Такое распределение давления приведет к гидроразрыву пород

и образованию трещин, по которым будет осуществляться фильтрация.

Рис. 2.7: Отношение проницаемости породы к проницаемости в начальный
момент времени (k/k0) и изолинии давления в различные моменты времени

Развитие процесса с учетом эволюции пористости и проницаемости в рамках

модели, описанной в главе 2.3 представлено на Рис. 2.7. Через 1,4 тыс. лет после

начала дегазации наблюдается существенное накопление кварца, рост давления

в канале и уменьшение потока магматического газа. Потом происходит прорыв

пробки, связанный с тем, что давление превышает предел прочности пород (∆P >
P∗). Образование трещин приводит к возрастанию пористости и проницаемости,

а летучие компоненты распространяются вверх по каналу. Далее, кварц начинает

выпадать выше, чем на предыдущем цикле, и течение снова замедляется. После

череды закупорок и прорывов практически весь канал оказывается заполненным
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кварцем, его проницаемость уменьшается и становится более однородной. Далее

происходит медленная фильтрация магматического раствора во всем канале.

Рис. 2.8: Сравнение концентрации соли в жидкости c (NaCl) в породах в моменты
времени t = 1,4; 5; 10; 15 и 50 тыс. лет с момента начала дегазации магмы: а)

результаты расчета без учета осаждения оксида кремния; б) с учетом осаждения

При прорыве кварцевых пробок горячая жидкость устремляется вверх по высо-

копроницаемому каналу. Это сопровождается интенсивным испарением и ростом

размера области концентрированного раствора соли. Когда канал перекрывается

новой пробкой, приток жидкости ослабевает, соленая жидкость остывает и под

действием силы тяжести опускается вниз и размывается за счет гидротермальной

конвекции в приповерхностной области. Сравнение концентрации соли в смеси

без учета и с учетом осаждения кварца представлено на Рис. 2.8а и б, соответ-

ственно. Когда весь высокопроницаемый канал закупоривается кварцем, область

концентрированного раствора соли размывается за счет конвекции пресной воды

и соленость значительно уменьшается.

Таким образом, в результате эволюции системы возникает область с большим

объемом кварцевой минерализации, состоящая из иерархии разновозрастных

трещин, заполненных кварцем. Подобные системы кварцевых жил часто наблю-
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даются при разработке медных месторождений геотермального происхождения

[96].

2.8 Заключение к главе

В данной главе представлена математическая модель формирования медного

порфирового месторождения, учитывающая реальные зависимости растворимо-

сти меди и кварца от термодинамических параметров и состава магматического

флюида, зависимости констант равновесия химических реакций от давления

и температуры и коэффициентов распределения компонент между жидкой и

газовой фазами. Показано, что сера и ее концентрация в поступающем из маг-

матического очага флюиде играет ключевую роль в образовании месторожде-

ния. Получившиеся в результате численного моделирования формы, размеры и

глубины залегания месторождений качественно соответствуют геологическим

реконструкциям строения реальных месторождений и натурным данным.

Предложена модель динамической проницаемости, описывающая гидрораз-

рыв вмещающих пород, вызванный закупоркой порового пространства выпада-

ющем в виде твердой фазы кремнием. Продемонстрирован циклический режим

дегазации, при котором гидроразрыв пород сопровождается осаждением крем-

незема, перекрывающим поток жидкости. Существование таких режимов под-

тверждается геологическими данными. При этом интенсивность дегазации очага

снижается, а объем образующегося медного месторождения будет меньшим по

сравнению со случаем неучета осаждения кремнезема.
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Глава 3

Численное моделирование лавовых потоков*

В данной главе описывается модель лавового потока, состоящая из неосред-

ненных по вертикали уравнений Навье-Стокса и закона сохранения энергии. Опи-

сывается численный метод, основанный на гидродинамике сглаженных частиц, а

также тестирование этого метода на модельных задачах. Приводятся результаты

численных расчетов течений лавы. Исследуется зависимость длины растекания

потока в зависимости от расхода лавы, температуры лавы на входе, угла наклона

подстилающей поверхности. Также в рамках упрощенного подхода, в котором

гидродинамика течения описывается известным автомодельным решением, ис-

следуется зависимость толщины температурного слоя у поверхности лавы от

безразмерных параметров течения.

3.1 Введение

Для вулканических извержений с небольшим количеством растворенных ле-

тучих (вода, углекислый газ и др.) характерно формирование лавовых потоков,

которые могут распространяться на десятки километров, причиняя существен-

ный вред инфраструктуре. С целью прогнозирования распространения лавового

потока в настоящее время активно применяется математическое моделирование,

основанное на методах гидромеханики.

Обзор современного состояния проблемы приведен в работах [28; 30]. Выделя-

ются три класса моделей течений лавы: модели, основанные на методе клеточных

автоматов [46; 65; 103], модели, основанные на приближении мелкой воды [30] и,

наконец, полностью двух- и трехмерные модели [79].

В первом классе моделей используются приближенные решения уравнений

течения вязкой жидкости по наклонной плоскости. Вся область разделяется на

*При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации автора, в которых, согласно

«Положению о присуждении ученых степеней в Московском государственном университете имени М.В. Ломоносова»,

отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [121; 129; 130]
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отдельные клетки, состояние и перетоки массы в которых определяются только

параметрами в ближайших клетках. С помощью этих моделей можно быстро оце-

нить направление распространения потока и с некоторой достоверностью его

толщину. В моделях второго класса производится осреднение уравнений Навье–

Стокса и энергии по толщине потока, которая считается малой по сравнению с

другими линейными размерами. Данный подход не позволяет учесть распределе-

ние температуры и вязкости магмы по толщине, что может иногда приводить к

существенным ошибкам при описании течения.

В последнее время появляются полностью трехмерные модели, основанные на

совместном решении уравнений Навье–Стокса и энергии с учетом нелинейных

граничных условий для температуры на свободной поверхности. Эти модели

пока не получили распространения ввиду больших вычислительных затрат и

необходимости всестороннего тестирования на модельных задачах.

Для численного моделирования течений лавы традиционно используются се-

точные методы, такие как метод конечных объемов и метод конечных элементов.

Однако использование этих методов может быть сопряжено с существенными

трудностями из-за специфики моделируемой среды. В частности, известно, что

лава быстро остывает на границе с атмосферой. При снижении температуры в лаве

начинается активный рост кристаллов, что ведет к значительному увеличению

вязкости вплоть до 1012 Па·с. Если в численном методе используется явное отсле-
живание свободной поверхности, например, с помощью метода объема жидкости,

на свободной границе возникает скачок вязкости такой величины, которая может

приводить к неустойчивости метода из-за ограничений машинной точности вы-

числений. Также для моделирования остывания поверхности лавы необходимо

задавать граничные условия на свободной поверхности, форма которой заранее

неизвестна, что также может выражаться в погрешностях моделирования динами-

ки течения.

Сеточные методы, в которых используется лагранжев подход к описанию сре-

ды, лишены части этих проблем, но в то же время имеют рад недостатков, к кото-

рым относятся высокая сложность реализации и необходимость частого пересчета

сетки из-за больших деформаций среды, которые могут привести к вырождению

этой сетки. Пересчет сетки требует интерполяции параметров среды со старой

сетки на новую, что ведет к существенной численной диффузии параметров, на-

пример, вязкости.
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В последние годы активно развиваются бессеточные методы, способные ре-

шить описанные проблемы. В бессеточных методах моделируемая среда чаще

всего представляется в виде частиц, которые переносят все необходимые пара-

метры, такие как масса, объем и температура. Одним из самых популярных и раз-

витых бессеточных методов является метод гидродинамики сглаженных частиц. В

данной главе строится численная модель, основанная на методе гидродинамики

сглаженных частиц, в которой учитываются важные для корректного описания

лавы физические процессы, а именно остывание свободной поверхности потока

за счет теплообмена с атмосферой и нелинейная зависимость вязкости лавы от

температуры.

Расчеты растекания остывающего лавового потока, приведенные в главе, поз-

воляют сделать вывод, что при небольших временах растекания и высоком расходе

втекающей лавы влияние остывания на длину распространения и форму потока

несущественно. При таких предположениях возможно построение упрощенной

модели для определения поля температуры в лаве, растекающейся по плоской

поверхности. В данной главе приводится пример такой модели, гидродинамика в

которой описывается известным решением уравнений движения в приближении

тонкого слоя [80], а распределение температуры вычисляется из решения неосред-

ненного уравнения энергии. Проведено исследование зависимости толщины тем-

пературного слоя у поверхности лавового потока от безразмерных параметров

задачи.

3.2 Обзор литературы

3.2.1 Гидродинамика сглаженных частиц

Метод гидродинамики сглаженных частиц (SPH, smoothed particle hydrodynam-

ics) — бессеточный численный метод, в котором моделируемая среда дискрети-

зируется множеством частиц, каждая из которых представляет индивидуальный

объем этой среды и переносит с собой его массу, а также осредненные, или сгла-

женные, по этому объему параметры, такие как давление, температура, концен-

трация примесей и другие параметры, специфичные для конкретной модели

среды. Гидродинамика сглаженных частиц позволяет моделировать эволюцию

систем, поведение которых описывается дифференциальными уравнениями в
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частных производных. Таким образом, SPH является достаточно универсальным

численным методом.

Метод SPH изначально был разработан для численного решения задач астро-

физики в конце 70-х годов [49; 64], и впоследствии модифицирован для решения

широкого спектра задач механики сплошных сред. В работе [72] SPH был впер-

вые применен для моделирования течений идеальной жидкости со свободной

поверхностью. В работе [74] описан метод SPH для моделирования течений вязкой

жидкости с числами Рейнольдса6 1, приведено сравнение численных расчетов

течений Пуазейля и Куэтта с точными решениями, а также сравнение с методом

конечных элементов для обтекания регулярной решетки цилиндров. Предложен-

ная в [74] формула для аппроксимации сил вязкого трения впоследствии часто

применялась для расчетов течений вязкой жидкости, например в [79; 99; 104].

Другая формула для моделирования вязкого трения была предложена в работе

[10]. Похожая формула использовалась в [72] в качестве численной вязкости для

стабилизации расчетов течения идеальной жидкости. Преимущество формулы

из [10] заключается в том, что для нее сохраняется принцип относительности

Галилея, то есть выполняется закон сохранения импульса и углового момента. Это

позволило с высокой точностью рассчитывать течения с числами Рейнольдса от

10 до 2400. В работе [108] показано, что существующие ранее формулы для учета

вязкости работают только в случае постоянной вязкости, и предложена формула

для аппроксимации методом SPH произвольных дифференциальных операторов

второго порядка.

Метод гидродинамики сглаженных частиц применяется для моделирования

неньютоновских [79; 95], упругих [21], вязкоупругих [41], а также упругопластич-

ных [86; 94] сред. В работе [99] предложен метод SPH для моделирования течений с

очень низкими числами Рейнольдса, в приближении Стокса, то есть в предположе-

нии, что инерционными слагаемыми в уравнениях движения можно пренебречь.

Традиционно SPH применялся для моделирования сжимаемых сред с урав-

нением состояния, связывающим плотность, давление и температуру в каждой

точке среды. Для расчетов несжимаемых течений чаще всего ипользовалась сла-

босжимаемая постановка, или WCSPH (weakly-compressible SPH). В WCSPH среда

считается слабо сжимаемой с уравнением состояния для давления. Часто приме-

няется следующее уравнение состояния для воды:
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pa =
ρ0c2

0

γ

[(
ρa

ρ0

)γ
−1

]
. (3.1)

Здесь pa,ρa — давление и плотность жидкости в частице с индексом a; ρ0 — плот-

ность жидкости в покое, c0 — скорость звука в среде, γ — параметр среды, для

воды γ= 7.

Учитывая, что интегрирование уравнений движения в WCSPH обычно про-

исходит в рамках явной схемы, использование физической скорости звука для

параметра c0 приводит к сильному ограничению максимального шага по времени

в численном расчете. Поэтому обычно в качестве c0 берут так называемую числен-

ную скорость звука. Она выбирается таким образом, чтобы колебания плотности

относительно ρ0 не превышали 1%. Для этого, как показано в [72], c0 должна как

минимум в 10 раз превосходить максимальную скорость движения жидкости.

Несмотря на успешное применение WCSPH в вычислительной гидродинами-

ке, слабосжимаемый подход имеет ряд проблем. В первую очередь, небольшие

колебания плотности приводят к большим скачкам давления согласно уравне-

нию состояния (3.1). На практике это выражается в нефизических осцилляциях

давления и может приводить к ошибкам в задачах, где требуется корректное

поле давлений, например, для определения количества растворенного газа в рас-

плавленной породе [100], или для двухстороннего взаимодействия жидкости с

плавающими твердыми телами.

Для решения указанных проблем в работе [33] был предложен алгоритм, осно-

ванный на методе, описанном в статье [24]. В дальнейшем этот и похожие на него

алгоритмы в литературе часто обозначают общим термином ISPH (incompressible

SPH). В этих алгоритмах несжимаемость среды обеспечивается решением уравне-

ния Пуассона для давления, что гарантирует равенство дискретной дивергенции

поля скорости нулю. В [33] показано, что использование ISPH приводит к значи-

тельно более точному расчету распределению давления в жидкости. Кроме того, в

формулировке ISPH допустимо использовать для расчета шаги по времени, в 5 и

более раз превышающие таковые для WCSPH [110].

Изначально в методе SPH не была предусмотрена возможность моделирования

твердых непроницаемых стенок и открытых границ, и, соответственно, задания

граничных условий на таких границах. Основной проблемой наличия границ в

SPH является отсутствие частиц за пределами объема моделируемой среды, что

приводит к погрешностям аппроксимации, которая базируется на предположе-
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нии сплошности среды. По мере развития метода гидродинамики сглаженных

частиц сформировалось множество подходов к моделированию граничных усло-

вий. Для твердых стенок эти подходы в целом можно разделить на три категории:

«фиктивные частицы», «отталкивающие силы» и «поверхностные интегралы».

Подход «фиктивных частиц», предложенный в [101], подразумевает дискре-

тизацию твердой стенки частицами, которые участвуют в решении уравнений

движения, однако значения различных величин, таких, как скорость, плотность

или давление, вычисляется таким образом, чтобы удовлетворить заданному гра-

ничному условию. Сами частицымогут быть какжестко связанными с положением

твердой стенки, так и генерироваться «на лету», адаптируясь к расположению

частиц жидкости. Во втором случае фиктивные частицы чаще всего являются

зеркальным отражением частиц жидкости относительно поверхности стенки.

Метод «фиктивных частиц» часто применяется в задачах, связанных с модели-

рованием вязкой жидкости, например, в работах [10; 74] с использованием этого

подхода была рассчитана динамика вязкой жидкости при низких (порядка 1) и

средних (до 2400) числах Рейнольдса для течений Пуазейля и Куэтта, а также для

обтекания потоком решетки цилиндров. Была получена приемлемая точность

численного решения в сравнении с аналитическими решениями и результатами

конечно-элементных расчетов. В работе [4] «фиктивные частицы» использовались

при построении полностью несжимаемого метода SPH второго порядка аппрокси-

мации.

Основное преимущество подхода «фиктивных частиц» заключается в том, что

у каждой частицы жидкости, граничащей с твердой стенкой, будет достаточно

соседних частиц, чтобы избежать погрешностей аппроксимации или минимизиро-

вать их. К недостаткам подхода относятся высокое потребление вычислительных

ресурсов, а также сложность реализации, в частности, поиска подходящей конфи-

гурации расположения частиц для сложной геометрии расчетной области.

Второй способ моделирования твердых стенок — метод «отталкивающих сил»,

который в литературе чаще всего упоминается под названием «repulsive forces».

Исторически это первый опубликованный в литературе подход: в статье [72] бы-

ло предложено разместить на поверхности твердой стенки ряд частиц, которые

отталкивают от себя частицы жидкости. Силы, с которыми твердые частицы воз-

действуют на частицы жидкости, выбраны таким образом, чтобы имитировать

взаимодействие молекул вещества. Единственным преимуществом данного мето-
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да является простота реализации. Наличие фиктивных массовых сил приводит к

нарушению закона сохранения импульса, а всего один слой фиктивных частиц не

решает проблему недостатка соседних частиц около границы. Кроме того, откры-

тым остается вопрос о возможности задания граничных условий второго рода на

границах такого типа.

В последнее время появляется новый подход к моделированию твердых гра-

ниц. Изначально предложенный в статье [5] метод, полученный из вариационных

принципов, предполагает вычисление корректирующего множителя, компенси-

рующего недостаток массы около границы. В [5] этот множитель был вычислен

аналитически для простой геометрии области, состоящей из отрезков прямых

и их пересечений, причем длина отрезков должна существенно превосходить

пространственное разрешение расчета.

В последующих работах [3; 104; 105] авторами был разработан ряд модифика-

ций, позволяющий рассчитывать контакт жидкости с твердой стенкой для произ-

вольной геометрии, состоящей из отрезков прямых, называемых сегментами, и

соединяющих эти сегменты частиц, называемых вершинами, в двумерном случае.

В трехмерном случае сегментами будут являться треугольники. Также в отличие

от [5], в модифицированном методе производится вычисление поверхностного

интеграла для дифференциальных операторов, которым в традиционной поста-

новке обычно пренебрегают, так как на достаточном расстоянии от границы этот

интеграл равен нулю. Кроме повышенной точности аппроксимации, это позволяет

корректно задавать граничные условия на стенках.

Также в этих работах описывается применение аналогичного подхода длямоде-

лирования открытых границ, через которые жидкости может втекать в расчетную

область и вытекать из нее. Свой метод авторы указанных работ назвали «unified

semi-analytical wall boundary conditions», или USAW-BC. Этот метод применим как

для слабо-сжимаемой постановки WCSPH, так и для ISPH.

К преимуществам USAW-BC можно отнести высокую точность аппроксимации

SPH около стенок, возможность задания граничных условий смешанного типа на

границе, существенно меньшее, чем для «фиктивных частиц», потребление памя-

ти. С другой стороны, USAW-BC значительно сложнее в реализации, поскольку все

формулы SPH для аппроксимации операторов будут содержать дополнительные

слагаемые, учитывающие наличие сегментов и вершин. Таким образом, реализа-
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ция USAW-BC требует значительной переработки практически всех алгоритмов,

реализующих численный метод.

В SPH существуют различные схемы для аппроксимации дифференциальных

операторов первого и второго порядка [109], обладающие различными свойствами,

в частности, различной погрешностью аппроксимации. В статье [45] был произ-

ведена оценка погрешности для различных схем, основанная на разложении в

ряд Тейлора, показано, что погрешность аппроксимации существенно зависит от

неравномерности расположения частиц в пространстве. Также было показано, что

наиболее распространенные схемы для производных первого и второго порядка

не обладают первым порядком аппроксимации. В этой же работе были предложе-

ны скорректированные схемы первого порядка аппроксимации. Для применения

скорректированных схем необходимо вычисление компонент тензора второго

ранга для каждой частицы жидкости. Применение скорректированных дискрет-

ных операторов существенно для точного расчета течений с низкими числами

Рейнольдса [4] и для тепловых задач, в которых важно учитывать теплообмен с

атмосферой [92].

Метод SPH достаточно подробно описан в литературе, например, в книгах

[63; 109]. Однако к настоящему моменту не сформировался стандартный подход

в обозначениях и нотации, кроме того, метод активно развивается в настоящее

время, поэтому в Приложении B дан краткий обзор современного состояния SPH.

Особое внимание в обзоре уделено конкретной постановке, которая используется

в данной работе для моделирования лавовых потоков.

3.2.2 Теория тонкого слоя

Горизонтальные масштабы реальных лавовых потоков обычно значительно

превышают их толщину. Это позволяет использовать для моделирования тече-

ний лавы приближение тонкого слоя. В теории тонкого слоя предполагается, что

форма потока описывается функциональной зависимостью от времени и про-

странственной координаты h(x, t ) и длина потока xN значительно превосходит

h(x, t ). В работе [80] построены автомодельные решения в рамках теории тонко-

го слоя для изотермического растекания тонкого слоя высоковязкой жидкости

по плоской горизонтальной подстилающей поверхности. Далее эти результаты

были обобщены для наклонной поверхности в работе [62]. Предполагается, что

силы инерции и поверхностного натяжения пренебрежимо малы. В таком случае
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распределения давления и скорости описываются следующими соотношениями:

p = ρg [(h − z)cosθ−x sinθ] (3.2)

ux =− 1

2µ
z(2h − z)

∂p

∂x
(3.3)

Здесь x — координата вдоль склона; z — координата, перпендикулярная подстила-

ющей поверхности; θ — угол наклона поверхности; ρ — плотность жидкости; µ—

вязкость жидкости. После подстановки уравнений (3.2–3.3) в уравнение нераз-

рывности, осредненное по глубине, получается уравнение на форму поверхности

h(x, t ):
∂h

∂t
= 1

3

ρg

µ

[
cosθ

∂

∂x

(
h3∂h

∂x

)
− sinθ

∂h3

∂x

]
(3.4)

Предполагается, что общий объем жидкости зависит от времени согласно сте-

пенному закону: ∫ xN

0
h(x, t )dx = qtα. (3.5)

В дальнейшем в диссертации рассматривается случай α = 1, соответствующий

постоянному значению расхода лавы, равному q .

В частном случае горизонтальной подстилающей поверхности, то есть при

θ = 0, в работе [80] получено автомодельное решение уравнения (3.4). Показано,

что форма потока h(x, t ) определяется следующей формулой:

h(x, t ) = η2/3
N

(
3
µ

ρg
q2

)1/5

t 1/5ϕ(η/ηN ), (3.6)

где η =
(

1
3
ρg
µ

q3
)−1/5

xt−4/5 — автомодельная переменная. Функция ϕ(y), где y =
η/ηN находится из обыкновенного дифференциального уравнения:

(ϕ3ϕ′)′+ 4

5
yϕ′− 1

5
ϕ= 0, (3.7)

а константа ηN находится путем подстановки (3.6) в уравнение неразрывности

(3.5):

ηN =
(∫ 1

0
ϕ(y)dy

)−3/5

.
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Координата фронта потока xN (t ) является степенной функцией времени:

xN (t ) = ηN

(
1

3

ρg

µ
q3

)1/5

t 4/5. (3.8)

Для случая, когда угол наклона подстилающей поверхности θ не равен нулю,

в работе [62] показано, что на начальных этапах растекания динамика течения

соответствует случаю горизонтальной подстилающей поверхности при малых

значениях θ. При больших временах существует асимптотическое решение для

закона распространения фронта, а толщина потока в случае фиксированного

расхода (α= 1) постоянна:

xN (t ) =
(

1

3

ρg

µ
sinθ

)1/3

t , h =
(
3
µ

ρg

q

sinθ

)1/3

(3.9)

Приведенные решения справедливы для изотермических течений жидкости с

ньютоновской линейно-вязкой реологией. В работах [14; 111] рассматриваются

изотермические течения вязкоупругой жидкости по горизонтальной и наклон-

ной поверхности, получены решения для формы поверхности и установлены

законы эволюции положения фронта потока во времени. Для неизотермических

течений в работах [17; 18] получены уравнения, осредненные по вертикали, и

проведено численное исследование растекания жидкости с вязкостью, зависящей

от температуры. Теория тонкого слоя обобщена для неизотермического течения

вязкоупругой жидкости в работах [12; 13]. Течения с фазовыми переходами рас-

смотрены в работах [76; 98], при этом предполагается, что фронт солидификации

распространяется от подстилающей поверхности внутрь тонкого слоя жидкости.

В работах [112; 120] теория тонкого слоя, разработанная в [80], обобщена для те-

чений линейно-вязкой и степенной жидкости с условием частичного проскальзы-

вания на подстилающей поверхности, показано, что частичное проскальзывание

может приводить к значительно более быстрому продвижению фронта потока.
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3.3 Численное моделирование лавовых потоков методом

гидродинамики сглаженных частиц

3.3.1 Математическая модель

Течение лавы описывается системой уравнений, состоящей из уравнений

Навье-Стокса для несжимаемой жидкости и закона сохранения энергии:

Du

Dt
=−1

ρ
∇p + 1

ρ
∇·τ+g, τ=µ(∇u+∇uT) (3.10)

∇·u = 0, (3.11)

ρCv
DT

Dt
=∇· (κ∇T )+τ : ∇uT. (3.12)

Здесь u — скорость жидкости; p — давление; ρ — плотность; µ — вязкость; g —

вектор силы тяжести; T — температура; Cv — удельная теплоемкость лавы; κ—

теплопроводность.

Уравнения (3.10–3.11) соответствуют закону сохранения импульса и массы для

несжимаемой жидкости. Уравнение (3.12) представляет собой закон сохранения

энергии с учетом вязкой диссипации, A : B ≡ Ai j B j i .

Нелинейная зависимость вязкости лавы от температуры определяется из соот-

ношения, полученного в [50] для базальтовой лавы:

log10µ=−4,643+ 5812,44−427,04c (H2O)

T (K)−499,31+28,74ln(c (H2O))
. (3.13)

Здесь вязкость задается в Па·с; T — температура в кельвинах; c (H2O) —массовая

доля воды, в данной работе принято c (H2O) = 0,005, что соответствует измеренным

значениям концентрации воды в изверженных лавах.

3.3.2 Постановка задачи

Задача решается в плоской постановке. Рассматривается область, состоящая из

плоской щели шириной H , через которую осуществляется приток лавы в область,

и подстилающей поверхности, наклоненной под углом θ. На Рис. 3.1 изображена

конфигурация расчетной области. В момент времени t = 0 из щели начинает
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вытекать лава с объемным расходом q и температурой T0. Растекание длится до

момента времени t = te.

На подстилающей поверхности z = 0 задается условие прилипания для скоро-

сти: u|z=0 = 0 и адиабатическое граничное условие для температуры ∂T /∂n|z=0 = 0.

Теплообменом с подстилающей поверхностью в этой задаче можно пренебречь,

поскольку поток тепла в породы значительно меньше потока тепла в атмосферу.

В случае горизонтальной подстилающей поверхности на левой границе x = 0

ставятся условия симметрии для скорости и температуры:

∂u

∂n
= 0,

∂T

∂n
= 0 при x = 0

На свободной поверхности должны выполняться кинематическое и динами-

ческое условия. Кинематическое условие состоит в том, что частицы жидкости,

находящиеся на свободной поверхности, остаются на свободной поверхности. В

лагранжевом методе, каким является SPH, это условие обычно выполняется авто-

матически. Динамическое условие означает отсутствие нормальныхи касательных

напряжений: τn−pn = 0.

Рис. 3.1: Вычислительная область в задаче о растекании лавы по наклонной
поверхности

Поверхность лавы остывает главным образом за счет теплового излучения, а

также за счет конвективного теплообмена с атмосферой [77]. Чтобы учесть эти

эффекты, на свободной поверхности лавы задается тепловой поток, состоящий из

двух слагаемых:

−κ∂T

∂n
=σε(T 4 −T 4

atm)+λ(T −Tatm)
4
3 . (3.14)
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Первое слагаемое в правой части уравнения (3.14) описывает поток тепла

в атмосферу за счет теплового излучения согласно закону Стефана-Больцмана.

Коэффициент σ= 5,670367×10−8 Вт·м−2·K−4 — постоянная Стефана-Больцмана;

ε— излучательная способность среды.

Второе слагаемое представляет собой закон Ньютона-Рихмана для теплообме-

на между телами разной температуры. Разность температур обусловлена нали-

чием температурной конвекции, как естественной, то есть вызванной неравно-

мерным нагреванием воздуха лавой, так и вынужденной, связанной с внешними

процессами, например ветром или атмосферными осадками. Параметр λ— ко-

эффициент теплоотдачи: выбор значений λ позволяет моделировать различные

режимы конвекции.

В щели, из которой вытекает лава, задан параболический профиль скорости

таким образом, чтобы расход жидкости через щель был равен q:

uz = 6q
x(h −x)

h3
, ux = 0.

3.3.3 Численные методы

Уравнения, определяющие течение лавы, дискретизируются в пространстве

с помощью метода SPH. Используется «истинно несжимаемая» постановка ISPH.

Для учета твердых стенок и открытых границ используется полуаналитический

подход USAW-BC (см. раздел 2.5.1 приложения B).

Для численного решения уравнений (3.10–3.12) используется метод расщепле-

ния по физическим процессам: на первомшаге интегрируются законы сохранения

импульса и массы (3.10) и (3.11), а уравнение энергии интегрируется на втором

шаге. Такое расщепление обусловлено тем, что процесс теплопроводности в этой

задаче значительно медленнее конвективного переноса — число Пекле имеет

порядок 106. Это позволяет использовать явную по времени схему для уравнения

(3.12).

Предложенный в работе численный метод реализован автором в программном

коде, написанном на языке C++.
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Определение свободной поверхности жидкости

В описываемой постановке SPH необходимо на каждом шаге расчета опреде-

лять частицы, лежащие на свободной поверхности. Эти частицы используются

для задания граничных условий на давление и температуру.

Чаще всего в литературе применяется способ определения свободной поверх-

ности, основанный на вычислении дивергенции вектора координат частиц. Теоре-

тически в двумернойпостановке∇·r = 2, однако рядом со свободнойповерхностью

количество частиц уменьшается, и значение дискретной дивергенции стремит-

ся к нулю. Обычно в качестве критического значения, ниже которого частица

считается лежащей на свободной поверхности, берется 1,5.

Однако численные тесты показали, что этот способ недостаточно точно опре-

деляет свободную поверхность для течений лавы. Ошибки, связанные с тем, что

частица, лежащая на свободной поверхности, но для которой∇·r> 1,5, могут быть

незаметны в низковязких турбулентных течениях, но лавовые потоки обычно

ламинарны и их поверхность контакта с атмосферой остается достаточно глад-

кой и связной в течение всего времени растекания, поэтому любые ошибки при

определении свободной поверхности сильно влияют на рассчитанное течение.

В данном исследовании используется метод, описанный в работе [44]. В этом

методе частицы, лежащие на свободной поверхности, определяются в два этапа.

На первом этапе отбираются частицы, лежащие внутри потока. «Одиночные»

частицы, у которых слишком мало соседей, сразу определяются как часть сво-

бодной поверхности. «Промежуточные» частицы-кандидаты проверяются более

точным тестом на втором этапе.

В качестве критерия, определяющего, в какую из категорий попадет та или

иная частица, согласно [44], служит минимальное собственное значение матри-

цы (Bγ
a )−1, обратной матрице ренормализации (B.41), приведенной в разделе 2.6

приложения B. Обозначим минимальное собственное значение матрицы (Bγ
a )−1

за λ. Обозначим также множество «одиночных» частиц за E, множество частиц-

«кандидатов» за B, и множество внутренних частиц за I. Для частицы с индексом i

граничные значения λ следующие:
i ∈ E ⇐⇒ λ6 0,20

i ∈B ⇐⇒ 0,20 <λ6 0,75

i ∈ I ⇐⇒ 0,75 <λ
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Первый этап лишь приблизительно позволяет определить, какие частицы точно

лежат на свободной поверхности, а какие точно внутри жидкости. Частицы из

множества B переходят на второй этап для более детальной проверки.

Рис. 3.2: Схема области, которая сканируется для определения принадлежности
частицы свободной поверхности

На втором этапе каждая из частиц-кандидатов проходит тест, по итогу ко-

торого она либо помечается как частица на свободной поверхности, либо как

внутренняя частица жидкости. Тест заключается в проверке наличия соседних

частиц в определенной области вокруг тестируемой частицы. Эта область показана

на Рис. 3.2. Если хотя бы одна частица обнаружена в этой области, частица i поме-

чается как внутренняя частица жидкости. В противном случае частица считается

лежащей на свободной поверхности.

Для определения области, изображенной на Рис. 3.2, необходимо вычислить

вектор нормали к свободной поверхности. В работе [44] этот вектор аппроксими-

руется скорректированным градиентом концентрации частиц:

na = νa

|νa|
, νa = Bγ

a

(
− 1

γa

∑
b∈P

Vb∇wab + 1

γa

∑
s∈S

∇γas

)
. (3.15)

Заметим, что для вычисления нормали используется скорректированный с помо-

щью процедуры ренормализации оператор градиента. Это позволяет вычислять

нормаль к свободной поверхности более точно.

Моделирование притока массы

В гидродинамике сглаженныхчастицпоступлениеновойжидкости в расчетную

область должно сопровождаться созданием новых частиц. В работе [3] предла-

65



гается модификация USAW-BC, позволяющая моделировать приток жидкости с

минимальными модификациями оригинального метода.

ВUSAW-BC стенки состоят из сегментов и вершин, вершиныимеютпостоянную

массу, скорость вершин и сегментов равняется скорости стенки. Модификация из

работы [3] заключается в том, чтобы дискретизировать открытые границы таким

же образом, но допустить изменение массы вершин согласно расходу жидкости

через открытую границу. Эти вершины затем используются для создания новых

частиц жидкости. Обозначим множество вершин, принадлежащих открытой гра-

нице за Vi/o, а множество вершин, лежащих на непроницаемой стенке за Vwall.

Аналогично введем множества сегментов Si/o и Swall.

Изменение массы вершины v ∈Vi/o определяется ее эйлеровой скоростью us,

заданной на открытой границе:

ṁn
v = 1

2

∑
s∈Nsv

ρSs(us −vs) ·ns , (3.16)

гдеNsv —множество сегментов, соединенных с вершиной v; Ss —длина сегмента s;

vs — скорость открытой границы. Важно, что скорость us это эйлерова скорость, то

есть локальная скорость жидкости в точке, совпадающей с координатой вершины

v , а vs это скорость самой границы в неподвижной системе координат.

После каждого шага по времени масса вершин на открытой границе обновля-

ется в соответствии с ОДУ (3.16):

mn+1
v = mn

v +δtṁn
v .

Если масса вершины после обновления превосходит заданное значение 0,5mref,

где mref — масса жидкой частицы, то в том же месте, где находится вершина,

создается новая частица жидкости с массойmref. Параметры этой частицы, то есть

давление, температура, скорость, копируются из вершины. Из массы вершиныпри

этом вычитается mref, чтобы выполнить закон сохранения массы, то есть масса

вершины становится равна −0,5mref.

Гидродинамика

Для моделирования течения несжимаемой жидкости используется метод про-

екции [24; 33]. На первом шаге алгоритма вычисляется промежуточное поле ско-
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рости u∗, в котором учитываются слагаемые, связанные с вязкостью жидкости и

массовыми силами. На втором шаге ищется поправка к полю скорости для удо-

влетворения условия несжимаемости, то есть равенства нулю дивергенции поля

скорости исходя из поправки давления, которая рассчитывается из уравнения

Пуассона:

u∗
a −un

a

δt
=−1

ρ
Gγ,+

a

{
pn

b

}+ 1

ρ
Sγa

{
µn

b ,u∗
b

}+g, u∗
a

∣∣
∂Ω

= uwall
a , (3.17)

Lγ
a

{
pn+1

b −pn
b

}= ρ

δt
Dγ,−

a

{
u∗

b

}
, ∇(pn+1

a −pn
a ) ·n

∣∣
∂Ω

= 0, (3.18)

un+1
a −u∗

a

δt
=−1

ρ
Gγ,+

a

{
pn+1

b −pn
b

}
, (3.19)

r̃n+1
a − rn

a

δt
= un+1. (3.20)

Здесь используются дискретные операторы SPH, вид которых приведен в разделе

2.5.1 приложения B.

На границе промежуточное поле скорости u∗ равняется uwall
a . Для непроницае-

мых стенок uwall
a = va, а на открытых границах uwall

a = ua −va.

В уравнении (3.17) промежуточное поле скорости u∗ вычисляется неявно, что

приводит к решению системы линейных уравнений. В правой части (3.17) фигури-

рует слагаемое− 1
ρ

Gγ,+
a

{
pn

b

}
, включающее в себя градиент давления с предыдущего

шага по времени. Затем решается уравнение Пуассона (3.18) для приращения

давления, с помощью которого на третьем этапе (3.19) вычисляется конечное

бездивергентное поле скоростей на новом шаге. Новые координаты частиц r̃n+1
a

определяются по методу Эйлера согласно уравнению (3.20). Эти координаты не

окончательные, поскольку в дальнейшем положение частиц будет скорректирова-

но.

Описанная численная схема называется инкрементальной проекцией, посколь-

ку в ней вычисляется не само поле давлений, а его приращение. В литературе,

посвященной SPH, более распространенной является схема, в которой при вычис-

лении промежуточной скорости не учитывается давление с предыдущего шага.

Такую схему называют полной проекцией.

Поскольку числа Рейнольдса в течениях лавымогут быть очень низкими, поряд-

ка 10−2, вклад инерциальных членов становится пренебрежимо малым, динамику

потока при этом определяет взаимодействие сил давления и вязкости. Расщепле-
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ние в схеме (3.17–3.20) происходит именно через ускорение жидкости, поэтому

если не учитывать силы давления при расчете промежуточного поля скорости u∗,

эти скорости получаются сильно завышенными. При решении уравнения Пуассона

для давления (3.18) ошибка может оказаться существенной. Это проявляется в на-

блюдаемой сжимаемости жидкости. Поэтому выбрана именно инкрементальная

схема, использование которой позволило значительно уменьшить погрешность

расщепления.

Для решения эллиптического уравнения Пуассона необходимо задать гранич-

ные условия для вычисления давления на стенках. Чтобы после шага коррекции

скорости (3.19) выполнялось условие прилипания, должно выполняться однород-

ное условие второго рода: ∇(pn+1
a −pn

a ) ·n
∣∣
∂Ω

= 0. Это условие не является физиче-

ски корректным: например, при наползании потока на стенку, которая до этого

находилась в контакте с атмосферой, градиент давления изменится.

Для задач, в которых важно корректно вычислять давление на стенке, напри-

мер, для определения подъемной силы, использование однородных граничных

условий может приводить к существенным ошибкам анализа. В рассматриваемых

в диссертации задачах основной целью исследования является определение дли-

ны распространения потока, поэтому использование такого условия оправдано.

Существуют способы задания корректного неоднородного условия для давления,

[54], однако эти способы работают только в предположении постоянной вязкости.

Поиск эффективной методики расчета несжимаемого течения в общем случае

переменной вязкости остается перспективным направлением исследований.

Дискретное уравнение Пуассона и давление на границе

Перепишем уравнение Пуассона (3.18) с учетом вида дискретного оператора

(B.36). Для этого обозначим приращение давления pn+1 −pn за δp:

2

γa

∑
b

Vb
δpab

r 2
ab

rab ·∇wab − 1

γa

∑
s∈S

(∇δpa +∇δps) ·∇γas = ρ

δt
Dγ,−

a

{
u∗

b

}
.

Следуя работе [104], предположим, что ∇δpa ≈∇δps, поскольку градиент давле-

ния не меняется существенно около границы. С учетом того, что ∇γas совпадает

по направлению с внутренней нормалью к границе n, второе слагаемое в левой

части уравнения принимает вид 2
γa

∑
s∈S ∇δps ·n|∇γas|. Таким образом, слагаемые,

связанные с границей, включают в себя только нормальную составляющую гра-
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диента приращения давления непосредственно на границе. Из условия (3.18) эти

слагаемые равны нулю. Уравнение Пуассона с учетом этого выглядит следующим

образом:
2

γa

∑
b

Vb
δpab

r 2
ab

rab ·∇wab = ρ

δt
Dγ,−

a

{
u∗

b

}
.

Кроме сегментов, границы дискретизируются еще и вершинами, в которых

необходимо задать значение давления, совместное с граничным условием. В дан-

ной работе, как и в [104], используется следующее приближение первого порядка:

δpv = 1

αv

∑
b∈F

Vbδpb wvb.

Здесь суммирование производится только по частицам жидкости. Это условие

означает, что приращение давления в вершине равно усредненному приращению

давления в жидкости в окрестности вершины. Множитель αv корректирует сумму

для компенсации недостатка частиц вблизи стенки:

αv =
∑
b∈F

Vb wvb.

Искусственное перемешивание частиц

После вычисления нового положения частиц из (3.20) координаты частиц

немного сдвигаются таким образом, чтобы обеспечить равномерность распределе-

ния частиц по объему жидкости. Этот распространенный в ISPH прием позволяет

минимизировать погрешность аппроксимации, связанную с анизотропией частиц

(см. раздел 2.6). Самой простой мерой неравномерности распределения частиц

является концентрация частиц на единицу плотности C :

Ca = 1

γa

∑
p∈P

Vb wab.

Регуляризация частиц производится согласно закону Фика по градиенту концен-

трации ∇Ca, как предлагается в работе [55]:

δra =−D∇Ca.
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Здесь D — коэффициент диффузии. Градиент концентрации вычисляется по скор-

ректированным около стенки операторам USAW-SPH, чтобы избежать проникно-

вения частиц через непроницаемые границы: ∇Ca = Gγ
a{Cb}.

Около свободной поверхности такой метод вычисления сдвига δra приводит к

неустойчивости: поскольку градиент концентрации направлен приблизительно

по нормали к свободной поверхности, частицы начинают «разбегаться» от поверх-

ности. Чтобы этого избежать, для частиц на свободной поверхности и соседних с

ними частиц из градиента вычитается нормальная составляющая, как предложено

в работе [57]:

δra =−D (∇Ca − (na ·∇Ca)na) .

Важно, чтобы при этом нормаль вычислялась по скорректированным формулам

(3.15), чтобы ее направление не совпадало с направлением самого градиента

концентрации. Частица считается соседней с частицей на свободной поверхности,

еслина расстоянииh от нее находится хотя быодна частица, лежащаяна свободной

поверхности.

Величина коэффициента диффузииD в работах [55] и [57] принималась равной

0,5h2 из условия устойчивости численной схемы. Кроме того, на величину модуля

вектора сдвига ставится условие, чтобы эта величинанепревосходила 0,2h, иначе в

областях активного перемешивания частиц искусственное перемешивание частиц

начинает доминировать над физическим перемещением частиц по линиям тока

согласно уравнениям движения.

Для течений с низкими значениями числа Рейнольдса значение D = 0,5h2

оказывается слишком большим около свободной поверхности, на участках с вы-

сокой кривизной свободной поверхности сдвиг частиц приводит к образованию

нефизичных «пальцев». Поэтому в данной работе для частиц на свободной поверх-

ности берется величина D, пропорциональная модулю скорости самой частицы.

Похожий способ предложен в [31]. Для частиц внутри жидкости такая величина

коэффициента оказывается недостаточной, поэтому внутри жидкости значение

D остается равным 0,5h2.

Обозначим множество частиц, лежащих на свободной поверхности, за ∂Ωfree, а

множество частиц, соседних со свободной поверхностью, за ∂Ωvicinity. В результате

частицы после каждого шага по времени сдвигаются на вектор δra, определяемый
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следующим образом:

δra =


−4|ua|δth

(
Gγ

a{Cb}− (na ·∇Ca)na

)
, a ∈ ∂Ωfree

−0,5h2
(
Gγ

a{Cb}− (na ·∇Ca)na

)
, a ∈ ∂Ωvicinity

−0,5h2Gγ
a{Cb}, a ∉ ∂Ωfree и a ∉ ∂Ωvicinity

Конечные координаты частиц на новом шаге по времени складываются из проме-

жуточных координат r̃n+1
a и сдвига δra:

rn+1
a = r̃n+1

a +δra.

После сдвига частицы a на δra те её параметры, значения которых потребуются

на следующем шаге по времени, корректируются, чтобы компенсировать этот

сдвиг:

ϕn+1
a = ϕ̃n+1

a +∇ϕn+1
a ·δra +o(δr 2

a).

Таким образом корректируются давление, скорость и температура жидкости.

Уравнение энергии

Интегрирование уравнения энергии (3.12) производится после того, как вы-

числены новые координаты частиц с учетом перемешивания. Используется явная

по времени схема, поскольку процесс теплопроводности значительно медленнее

конвекции за счет движения жидкости:

ρCv
T n+1

a −T n
a

δt
= Lγ

a{κ,T n
b }. (3.21)

Частица, находящаяся на свободной поверхности, согласно граничному усло-

вию (3.14) за время δt излучает в атмосферу количество теплоты δQa, равное

δQa =
[
−σε(T 4

a −T 4
atm)−λ(T −Tatm)

4
3

]
δSaδt ,

где δSa — площадь поверхности частицы, находящаяся в контакте с атмосферой,

считается, что δSa ≡ δr в 2D. Это соответствует изменению температуры на вели-

чину δTa:

δTa =− δQ

Cv ma
.
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Здесь ma —масса частицы.

Запишем лапласиан температуры согласно (B.36):

Lγ
a{κ,T n

b } = 2κ

γa

∑
b

Vb
Tab

r 2
ab

rab ·∇wab − 2κ

γa

∑
s∈S

∇Ts ·ns|∇γas|. (3.22)

Здесь, также как и для давления, предполагается, что градиент температуры не

меняется существенно вблизи границ.

Поскольку ∇Ts ·ns = 0 на стенке, то в лапласиан температуры не войдут слагае-

мые, связанные с сегментами на непроницаемых стенках. При этом слагаемые,

связанные с потоком тепла на открытых границах, остаются.

Для вершин на стенках задается совместное условие равенства температуры в

точке на стенке средней температуре течения вокруг этой точки:

Tv = 1

αv

∑
b∈F

VbTb wvb, v ∈Vwall.

На границе, через которуюжидкость втекает в расчетную область, температура

частицы равняется температуре втекающей лавы:

Tv = T0, v ∈Vi/o.

На сегментах должен быть задан поток тепла, совместный с условиями на верши-

нах:

∇T ·ns ≈ Ta −Ts

δras
. (3.23)

Здесь используется конечно-разностная аппроксимация градиента возле стенки.

С учетом (3.23) лапласиан температуры выглядит следующим образом:

Lγ
a{κ,T n

b } = 2κ

γa

∑
b

Vb
Tab

r 2
ab

rab ·∇wab − 2κ

γa

∑
s∈Si/o

Ta −Ts

δras
|∇γas|.

3.3.4 Тестирование численного метода

Численный метод и реализующее его программное обеспечение были про-

тестированы на ряде задач, демонстрирующих способность метода корректно

воспроизводить исследуемые физические процессы.

Всего рассмотрено три тестовых сценария:
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1. Покоящаясяжидкость. Проверяется, что поле давлений установится согласно

гидростатическому распределению. В исследуемых потоках лавы распреде-

ление давления часто близко к гидростатическому;

2. Изотермическое растекание лавы по плоской поверхности. Для этого сцена-

рия существует асимптотическое решение, описывающие форму и длину

распространения потока около фронта в зависимости от времени (см. §3.2.2).

В диссертации проводится исследование влияния остывания потока на дли-

ну растекания — этот сценарий проверяет, что метод адекватно описывает

течение без остывания;

3. Остывание неподвижной среды со свободной поверхностью. Для этого сце-

нария проводится сравнение с результатами расчетов, сделанных класси-

ческими численными методами. Сценарий проверяет, что SPH корректно

воспроизводит формирование температурного слоя около поверхности без

учета динамики жидкости.

В первом тестовом сценарии рассматривается расчетная область 1×1.3 м, за-

полненная до уровня 1 м жидкостью с плотностью ρ = 2650 кг·м−3 и динамической

вязкостью µ= 100 Па·с. Рассматривается изотермический случай, т.е. температура
жидкости считается постоянной. Со всех сторон область ограничена непроницае-

мыми неподвижными стенками, на которых выполняется условие прилипания.

На Рис. 3.3а изображена конфигурация расчетной области и объема жидкости.

Рис. 3.3: а) Расчетная область в первом тестовом сценарии и начальное
расположение объема жидкости; б) положение частиц после установления

распределения давления, цветом показано давление в жидкости
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В начальный момент времени t = 0 давление в жидкости p считается равным

нулю. Расстояние между частицами при t = 0 составляет δr = 0,05 м. Расчет прово-

дился с шагом по времени δt = 0,001 с до тех пор, пока распределение давления

не перестало изменяться с точностью вплоть до машинной.

На Рис. 3.3б показано распределение давления в жидкости в момент време-

ни t = 0,01 с. Видно, что расположение частиц практически не изменилось, а

давление зависит только от глубины, а не от расстояния до стенок. На Рис. 3.4а

показано давление в зависимости от координаты y в сравнении с гидростатиче-

ским распределением. Из рисунка видно, что ожидаемое распределение давления

воспроизводится с хорошей точностью.

Рис. 3.4: а) распределение давления по глубине в первом тестовом сценарии в
сравнении с гидростатическим и б) сравнение длины растекания потока для SPH

и аналитического решения во втором тестовом сценарии

Во втором тестовом сценарии постановка практически эквивалентна постанов-

ке основной задачи, описанной в разделе 3.3.2: область состоит из горизонтальной

подстилающей поверхности, плоской щели шириной H , находящейся слева от

подстилающей поверхности, и вертикальной стенки слева от щели. В щели задан

параболический профиль скорости таким, чтобы расход через щель был равен q .

Из щели истекает жидкость с постоянной динамической вязкостью µ= 2650 Па·с.
Наблюдается эволюция формы потока и длина распространения фронта в течение

100 с.

Расчеты проводились при следующих значениях параметров: H = 2.5 м, q =
1м2·с−1. На Рис. 3.5 изображена форма потока в момент времени t = 100 с. Черный

контур соответствует автомодельному решению из работы [80]. Несмотря на то,

что автомодельное решение неверно в окрестности источника, так как решение
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Рис. 3.5: Форма потока после 100 с растекания; черный контур обозначает
асимптотическое решение из [80]; цветом показан модуль вектора скорости

строится в предположении, что жидкость поступает из точечного источника, а

не щели конечной ширины, форма потока, рассчитанная методом SPH, хорошо

соответствует автомодельному решению при условии, что длина потока много

больше его толщины и размеров щели.

Сравнение длины распространения фронта для численного и аналитического

решений построено на Рис. 3.4 б). Результаты расчетов в целом соответствуют

точному решению, однако в начале растекания при t < 50 с радиус растекания

примерно на 5% выше аналитического значения. Это может быть связано с тем,

что, во-первых, на начальных этапах растекания не выполняются предположения

теории тонкого слоя, а во-вторых, наличие щели конечного размера может вно-

сить существенный вклад в форму потока. Кроме того, в аналогичных расчетах,

проведенных другими численными методами, также наблюдается подобное несо-

ответствие [16]. На более поздних стадиях растекания отличие от автомодельного

решения уменьшается до 1%. Рассмотренный сценарий позволяет сделать вывод,

что выбранная методика расчета позволяет корректно рассчитывать динамику

течения.

В третьем тестовом сценарии рассматривается квазиодномерная задача об

остывании поверхности неподвижной среды. Высота столба — 2 м, а ширина выби-

рается таким образом, чтобы минимизировать влияние стенок на распределение

температуры в центре столба — эта ширина пропорциональна длине сглаживания

h. На Рис. 3.6 изображена конфигурация частиц, дискретизирующих среду.

Область ограничена снизу, слева и справа теплоизолированными стенками, а

сверху среда находится в контакте с атмосферой. Теплофизические параметры

среды соответствуют параметрам, характерным для базальтовой лавы: плотность

ρ = 2650 кг·м−3; коэффициент теплопроводности κ= 2,0 Вт·м−1·К−1; удельная теп-
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лоемкость Cv = 1250 Дж·кг−1·К−1. На свободной поверхности задан поток тепла

в атмосферу в соответствии с уравнением (3.14). Температура окружающей сре-

ды Tatm = 300 К; температура среды в начальный момент времени T0 = 1123 К;

коэффициент теплоотдачи λ= 5,0 Втм−2·К−1

Рис. 3.6: а) Температура в столбе в момент времени t = 1000 с; б) Распределение
температуры в столбе рядом со свободной поверхностью: сравнение различных

численных методов

Поскольку у задачи в такой постановке не существует точного решения, для

тестирования аналогичный расчет проводится с использованием традиционных

сеточных методов. Рассматриваются следующие методы: одномерный метод ко-

нечных разностей, программа написана автором; двумерный метод конечных

элементов, использован пакет программ FEniCS. Дополнительно реализован од-

номерный метод SPH для проверки вклада наличия стенок в погрешность вычис-

лений. Сравнение температуры около поверхности, где формируется тонкий слой

холодного материала, приведено на Рис. 3.6. Сравнение проводится в момент вре-

мени t = 1000 с. Профили температуры, рассчитанные различными численными

методами, хорошо согласуются друг с другом.

3.3.5 Растекание остывающего потока лавы по горизонтальной и наклонной

поверхности

Рассматривается задача о растекании потока лавы с заданным расходом q по

подстилающей поверхности, наклоненной под углом θ к оси x. Лава вытекает

из щели шириной H , расположенной в начале координат. Растекание длится до
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момента времени t = tend, которое соответствует моменту, при котором общий

объем истекшей лавы равенQend = 120 м2 на единицу длины щели. Параметры ла-

вы: плотность ρ = 2650 кг·м−3; коэффициент теплопроводности κ= 2,0 Вт·м−1·К−1;

удельная теплоемкость Cv = 1250 Дж·кг−1·К−1. Температура окружающей среды

Tatm = 300 К; температура лавы в начальный момент времени T0 = 1250 К; коэф-

фициент теплоотдачи λ= 5,0 Вт·м−2·К−1.

Рис. 3.7: Форма потока для различных значений расхода q и угла наклона
подстилающей поверхности θ в момент времени t , соответствующий полному
объему истекшей лавы в 12 м2 на единицу длины канала; цветом обозначена

величина модуля скорости жидкости

Для анализа влияния остывания лавы на динамику течения проводится пара-

метрическое исследование для различных комбинаций расхода q и угла наклона

подстилающей поверхности θ. Расчеты проводились для q = 0,2, 0,5 и 1 м2·с−1; для

θ = 0, π/12 и π/6. На Рис. 3.7 изображена форма лавового потока, рассчитанная

методом SPH, на начальных временах растекания, когда общий объем истекшей

лавы равен 12 м2 на единицу длины щели.

На более поздних временах температура поверхности потока опускается на-

столько, что вязкость возрастает на несколько порядков по сравнению с вязкостью

втекающей лавы. Распространяясь, поток накатывается на остывший лавовый

фронт, увлекая высоковязкую лаву на дно течения. Участок потока, на котором

можно наблюдать остывшие блоки лавы, показан на Рис. 3.8. На таких участках
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Рис. 3.8: Участок лавового потока, рассчитанного методом SPH, в окрестности
фронта крупным планом: a) логарифм вязкости; б) давление; в) модуль скорости

и положение частиц

давление существенно отличается от гидростатического, так как поток вынужден

огибать слой высоковязкой лавы.

Оценка влияния остывания поверхности на динамику распространения лаво-

вого потока проводилась путем сравнения положения фронта потока в различные

моменты времени и формы свободной поверхности потока в момент времени

t = tend, рассчитанных методом гидродинамики сглаженных частиц с учетом осты-

вания лавы и зависимости вязкости от температуры, с автомодельными реше-

ниями для изотермического растекания, полученными в рамках теории тонкого

слоя, описанной в разделе 3.2.2. Для случая горизонтальной поверхности течение

описывается уравнениями (3.6–3.8), а для наклонной поверхности— уравнениями

(3.9).

На Рис. 3.9 представлены результаты сравнения положения фронта потока для

различных значений угла θ и расхода q. Координата фронта из автомодельного

решения обозначена как xN , а координата фронта из численного расчета методом

SPH как xsph
N . По оси абсцисс отложено время, нормированное по моменту времени

tend, соответствующему концу расчета. По оси ординат отложено относительное

отклонение величины xsph
N от xN в процентах.
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Рис. 3.9: Сравнение положения фронта лавового потока, рассчитанного методом
SPH, и автомодельного решения в рамках теории тонкого слоя, для различных
значений угла наклона подстилающей поверхности θ и расхода втекающей лавы q

На начальных этапах растекания поток, рассчитанный методом SPH, значи-

тельно опережает автомодельное решение, поскольку в начале расчета длина

потока сопоставима с его толщиной, что противоречит предположениям теории

тонкого слоя. Аналогичное несоответствие наблюдается и в тестовом изотермиче-

ском расчете, показанном на Рис. 3.4б. Для наклонной поверхности, то есть при

значениях θ, равным 15° и 30°, несовпадение более существенно и достигает 40%,

поскольку асимптотическое решение из работы [62] получено в пределе больших

времен растекания.

На более поздних временах численное решение начинает приближаться к

автомодельному. Однако для более низких значений расхода q = 0,2м·с−1 и q = 0,5

м·с−1 течение с учетом остывания замедляется по сравнению с изотермическим

случаем. Для самого низкого значения q = 0,2 м·с−1 поток замедляется на 5% по

сравнению с асимптотическими решениями для углов наклона θ = 0° и θ = 15°,

и до 10% для θ = 30° к концу расчета. Для значения q = 0,5 м·с−1 наблюдается

похожая динамика развития течения, однако влияние остывание уменьшается.

Наконец, для q = 1 м·с−1 частицы, лежащие на поверхности, быстро уносятся к

фронту и увлекаются внутрь потока, при этомне успевая остыть достаточно, чтобы

влияние остывания на течение стало существенным.

На Рис. 3.9 наблюдаются осцилляции на линиях графиков, соответствующих

значениям расхода q = 0,2 м·с−1 и q = 0,5 м·с−1. Это связано с тем, что по мере

остывания потока вязкий слой остывшей лавы около фронта начинает двигаться

медленнее, тем горячее ядро потока. Когда около фронта накапливается доста-

точно большое количества вязкой жидкости, она начинает блокировать течение,
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и поток временно замедляется, но затем набегающее течение горячей лавы пе-

рекатывается через остывший блок. Пример таких блоков изображен на Рис. 3.8.

При более высоких значениях расхода такие блоки не успевают формироваться,

поэтому для q = 1 м·с−1 осцилляции на графике практически не наблюдаются.
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h / h
)"
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Рис. 3.10: Сравнение толщины потока h на различном удалении от фронта потока
в момент времени t = tend

На Рис. 3.10 изображено сравнение толщины потока h(x, t ) на различном рас-

стоянии от фронта для случая горизонтальной подстилающей поверхности при

разных значениях расхода q в момент времени tend, соответствующий концу рас-

чета. Координата, значение которой равно 0 на фронте и растет в направлении

внутрь потока, обозначена за ξ. Толщина потока, рассчитанного методом SPH,

обозначена как hsph, а толщина потока из автомодельного решения обозначе-

на за h. Из рисунка видно, что форма потока в неизотермическом случае слабо

отличается от автомодельного решения, несмотря на разницу в длине распростра-

нения. В случае наклонной подстилающей поверхности автомодельное решение

предсказывает постоянную толщину потока вдоль склона согласно формуле (3.9).

Численное решение совпадает с автомодельным для всех значений расхода и угла

наклона с точностью до 1%, как и в случае θ = 0.

Результаты расчетов позволяют сделать вывод, что для высоких значений рас-

хода втекающей лавы динамика распространения лавового потока хорошо описы-

вается теорией тонкого слоя, а влияние остывания поверхности на форму и длину

распространения потока несущественно. Однако существуют такие комбинации

параметров, при которых зависимость вязкости лавы от температуры вносит су-

щественный вклад в гидродинамику, и в таких случаях метод гидродинамики
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сглаженных частиц может быть применен для более корректного моделирования

процесса.

Течение лавового потока с переменным расходом

В процессе вулканических извержений, сопровождающихся формировани-

ем лавовых потоков, обычно высокий расход поддерживается в течение первых

нескольких дней [61]. За это время на поверхность поступает большая часть рас-

плавленного материала. Затем расход магмы резко уменьшается.

В рамках существующих автомодельных решений невозможно оценить длину

растекания лавового потока после окончания извержения. Для демонстрации

возможности моделирования более сложных течений методом SPH в этом разделе

приводится пример расчета неизотермического лавового потока с остановкой

притока лавы.

Рис. 3.11: Профили поверхности потока в различные моменты времени. Цветом
показаны значения температуры

Постановка задачи в первые 100 с расчета соответствует случаю q = 0,5 м·с−1 и

θ = 15°. В момент времени t = 100 с значение расхода лавы становится равным

нулю. На Рис. 3.11 представлены результаты расчета. К моменту времени t = 300

с поток существенно замедляется в результате растекания. При этом остывание

поверхности ведет к дополнительному торможениюфронта. Менее вязкая горячая

жидкость из центра потока набегает быстрее, чем продвигается остывший фронт,

что проявляется в виде утолщения потока в окрестности фронта, наблюдаемого

на Рис. 3.11.
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Таким образом, использование бессеточных методов в неосредненной по глу-

бине постановке позволяет моделировать нелинейные эффекты, вызванные зави-

симостью вязкости жидкости от температуры.

3.4 Оценка толщины температурного слоя у поверхности

остывающего лавового потока

В данном разделе рассматривается задача об охлаждении потока лавы, модели-

руемой вязкой несжимаемой жидкостью, растекающейся по плоской поверхности.

Для моделирования поля скоростей и положения свободной поверхности исполь-

зуется известное аналитическое решение в приближении тонкого слоя. Получены

оценки для толщины температурного слоя у поверхности потока, исследована

эволюция температурных полей в лаве.

3.4.1 Постановка задачи

Для определения формы свободной поверхности и поля скоростей в потоке ис-

пользуется известное аналитическое решение о растекании жидкости по горизон-

тальной плоскости в асимптотическом приближении, описанном в [80] (также см.

§3.2.2). Затем внутри области, ограниченной свободной поверхностью, решается

тепловая задача об охлаждении потока с учетом конвективного и радиационного

теплообмена с атмосферой.

Гидродинамика течения описывается уравнениями Стокса и неразрывности в

приближении тонкого слоя: производные в горизонтальном направлении прене-

брежимо малы в сравнении с производными по вертикали, так как длина потока

значительно превосходит его толщину. Задача рассматривается в плоской по-

становке. Поверхность раздела лава–воздух задана линией z = h(x, t ). В случае

постоянного расхода магмы, истекающей из линейного источника в [80] получе-

но автомодельное решение, описываемое уравнением (3.6). Значения функции

ϕ(y) находятся численным интегрированием обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения (3.7). Выражение для горизонтальной компоненты скорости ux

получается путем подстановки выражения для давления (3.2) при θ = 0 в (3.3):

ux =−1

2

ρg

µ

∂h

∂x
z(2h − z).
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Промежуточное значение вертикальной составляющей скорости ũz рассчиты-

вается из уравнения неразрывности:

∂ux

∂x
+ ∂ũz

∂z
= 0. (3.24)

В окрестности фронта потока нарушается предположение незначительности

производных в горизонтальном направлении по сравнению с вертикальным, по-

этому использование для расчета адвекции поля температуры значений скорости

uz , полученных из уравнения неразрывности (3.24), приводит к некорректным ре-

зультатам. В частности, нарушается кинематическое граничное условие равенства

скорости на поверхности скорости движения самой поверхности. Поэтому в рас-

четах в качестве вертикальной составляющей скорости uz используется линейная

комбинация из скорости на поверхностиus, рассчитанной как полная производная

функции h(x, t ) и скорости ũz , полученной из уравнения неразрывности (3.24):

uz = ũz

(
1− z

h

)
+us

z

h
.

Так как приведенная коррекция влияет на распределение скорости только внеболь-

шой окрестности фронта потока, она вносит малый вклад в изменение температу-

ры в потоке.

Рис. 3.12: Конфигурация расчетной области в задаче об охлаждении лавового
потока. Цветом показан пример численного расчета поля температур в

растекающемся лавовом потоке.

Внутри области, ограниченной поверхностью h(x, t ), ставится задача об охла-

ждении потока (см. Рис. 3.12):

∂T

∂t
+ux

∂T

∂x
+uz

∂T

∂z
=χ∂

2T

∂z2
, (3.25)
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где T — температура; χ = κ/(ρCv ) — коэффициент температуропроводности. В

приближении тонкого слоя вторая производная от температуры в горизонтальном

направлении отброшена, так как она мала по сравнению со второй производной

по вертикали и адвективным членом. Вязкой диссипацией вблизи свободной

поверхности можно пренебречь в связи с нулевыми градиентами скоростей, а в

основной части потока из-за малости вязкости по сравнению с вязкостью около

поверхности.

На левой границе x = 0 ставится условие равенства температуры температуре

втекающей лавы: T |x=0 = T0. Отток тепла к подстилающей поверхности незна-

чителен по сравнению с оттоком с поверхности лавы, поэтому на подстилаю-

щей поверхности, то есть при z = 0 задается условие теплоизолированности:

∂T /∂z|z=0 = 0.

На свободной поверхности потока, при z = h(x, t ) задается условие условие

остывания (3.14), используемое в разделе 3.3.2.

Для удобства численного решения область отображается на квадрат [0;1]×[0;1]

с помощью преобразования координат

ξ= x

xN (t )
, θ = z

h(x, t )
.

Поскольку на переднем фронте потока его толщина равна нулю, отображение

производится только при 0 < x < 0,999xN . В новых координатах уравнение (3.25)

переписывается следующим образом:

∂T

∂t
+ ux −ξx ′

N

xN

∂T

∂ξ
+ uz −θ

(
ux

∂h
∂x + ∂h

∂t

)
h

∂T

∂θ
= χ

h2

∂2T

∂θ2
.

Здесь x ′
N = d xN /d t .

3.4.2 Обезразмеривание уравнений

Уравнения приводятся к безразмерному виду путем масштабирования пере-

менных:

z = H z ′, x = Lx ′, H = 3

√
3
µ

ρg

q2

χ
, L = H

q

χ
(3.26)

t = At ′, A = H 2/χ
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T = ST ′+Ta, S = T0 −Ta

Здесь H и L — характерные толщина и длина потока; A — масштаб времени;

S — масштаб температуры, равный разности температуры втекающей лавы T0

и температуры атмосферы Ta. В дальнейшем предполагается анализ безразмер-

ных уравнений, поэтому ниже в тексте апострофы в обозначении переменных

опущены.

Введем безразмерный параметр ε, равный отношению толщины потока к его

длине:

ε= H

L
, (3.27)

а также параметр w = Ta/S, равный отношению температуры атмосферы к пе-

репаду температур между втекающей лавой и атмосферой. Путем подстановки

значений H и L из (3.26) в выражение для ε (3.27) получаем, что ε= χ/q. Таким

образом, параметр ε также эквивалентен числу Пекле в том смысле, что ε харак-

теризует отношение потоков тепла за счет теплопроводности и адвективного

переноса. В безразмерных переменных уравнение энергии (3.25) и граничное

условие на температуру на свободной поверхности (3.14) принимают следующий

вид:

∂T

∂t
+ux

∂T

∂x
+uz

∂T

∂z
= ∂2T

∂z2
,

∂T

∂z
= R f (T )+NuT 4/3,

f (T ) = T 4 +4T 3w +6T 2w 2 +4T w 3,

гдеR = HεσS3/κ—радиационное число, характеризующее отношение радиацион-

ного потока тепла к теплопроводности; Nu =λHS1/3/κ— число Нуссельта. Таким

образом, динамика процесса определяется четырьмя безразмерными числами ε,

w , R и Nu. В данной работе исследуется зависимость толщины температурного

слоя остывшей лавы у поверхности потока от этих параметров.

3.4.3 Результаты

Задача решается с помощью метода контрольного объема с использовани-

ем неявной схемы для интегрирования по времени [82]. Так как градиент тем-

пературы велик только вблизи поверхности, выбирается вычислительная сетка,
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сгущающаяся к поверхности, a также к левой и правой границам:

xi = 1

2

[
1−cos

(
π

i

Nx

)]
, i = 0, . . . , Nx

z j = cos

(
π

2

(
1− j

Nz

))
, j = 0, . . . , Nz

где xi , z j — координаты узлов сетки в системе координат, в которой расчетная

область отображена на квадрат [0;1]× [0;1]; Nx и Nz — число узлов сетки в гори-

зонтальном и вертикальном направлениях, соответственно.

На каждом шаге по времени граничное условие (3.14) линеаризуется, и органи-

зуется итерационный процесс для приращений температуры. На первом полушаге

по времени в вертикальном направлении после дискретизации получается систе-

ма уравнений с трехдиагональной матрицей, которая решается методом прогонки.

На втором полушаге решается уравнение переноса по горизонтальной координате.

Путем измельчения сетки проверяется независимость решения от разрешения сет-

ки. Схема обладает первым порядком точности по времени и пространственным

координатам.

На Рис. 3.12 представлен пример численного расчета: цветом обозначено рас-

пределение поля температуры в лавовом потоке после его растекания до значения

xN = 10. За счет оттока тепла на поверхности потока происходит нарастание тем-

пературного слоя, в котором температура резко меняется от значений, близких к

атмосферным, до температуры втекающей лавы.

Температура поверхности лавы существенно ниже температуры солидуса (пол-

ного затвердевания), поэтому предположение о постоянной вязкости в пределах

лавового потока неприменимо в области температурного слоя у поверхности. На

реальных потоках образуется затвердевшая корка, которая существенно умень-

шает теплоотдачу и, в зависимости от условий на поверхности потока, может

свободно транспортироваться жидкой лавой или образовывать твердую непо-

движную стенку. В последнем случае образуются лавовые трубы, способствующие

распространению лавовых потоков на большие расстояния [90].

Оценим приблизительную толщину пограничного слоя. Для этого восполь-

зуемся зависимостью вязкости лавы от температуры (3.13), представленной в

разделе 3.3.2. Координата границы температурного слоя определяется значением
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температуры, при которой вязкость, рассчитанная по формуле (3.13) на порядок

превосходит вязкость лавы при безразмерной температуре T = 1, в размерных

переменных соответствующей температуре втекающей лавы. Перевод в размер-

ные величины осуществляется путем выбора величин вязкости µ, расхода q и

перепада температуры S, характерных для лавовых потоков.

Вязкость лавы может меняться в зависимости от температуры и химического

состава лавы на несколько порядков, например, согласно формуле (3.13) вязкость

варьируется в диапазоне от 100 до 1011 Па·с. При этом величина расхода втека-
ющей лавы не является независимой от вязкости величиной: для более вязкой

лавы характерны меньшие значения расхода, а для менее вязкой более высокие

значения. В данной работе предполагается постоянной величинаΨ, равная произ-

ведению вязкости жидкости на расход:Ψ= qµ. Во всех представленных расчетах

Ψ полагается равным 105 Па·м2, что соответствует порядку величин расхода и

вязкости некоторых реальных лавовых потоков [59; 84].

В диссертации рассматриваются значения безразмерных параметров, харак-

терные для течений лавы. Так, радиационное число R может меняться в очень

узком диапазоне значений, поскольку физические параметры, входящие в его

определение, приблизительно постоянны для лавы различного состава. Поэтому

во всех расчетах значение R принимается равным 200, что соответствует величине

коэффициента теплопроводности κ= 2 Вт·м−1·К−1, перепаду температур между

втекающей лавой и атмосферой S = 1000 K, характерной толщине потока H = 10м,

и излучательной способности лавы ε= 0,7.

Параметрw , как и R, меняется в узком диапазоне значений: температура лавы

в источнике меняется от ∼ 1300 K до ∼ 1500 K в зависимости от состава и условий

извержения [11; 84]. Во всех расчетах значение w принимается равным 0,3.

Число Нуссельта Nu в зависимости от коэффициента теплоотдачи λ может

меняться в диапазоне от 50 до 4000 [77]. При этом расчеты показали, что кон-

кретное значение Nu слабо влияет на распределение поля температуры со време-

нем, то есть вклад конвективного теплообмена с атмосферой мал по сравнению с

теплообменом за счет излучения. Поэтому влияние числа Нуссельта на толщину

температурного слоя не отражено в результатах.

На Рис. 3.13 представлена зависимость относительной толщины температурно-

го слоя от времени в середине потока для различных значений параметра ε. Расче-

ты проводились в диапазоне времени t ∈ [t0; tend], где t0 = 100, а tend соответствует
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Рис. 3.13: Относительная толщина температурного слоя у поверхности лавы в
зависимости от числа ε

моменту, когда общий объем истекшей лавы равен qend = 5×103 (все значения

безразмерные). Из результатов видно, что на начальных этапах растекания тол-

щина температурного слоя резко растет, затем скорость роста уменьшается, что

соответствует падению потока тепла при остывании поверхности до практически

атмосферных значений. Для низких значений числа ε< 10−5 температурный слой

практически не формируется, поскольку адвективный перенос тепла полностью

доминирует над теплопроводностью, и остывшая лава быстро уносится течением

к фронту потока. Для значений числа ε порядка 10−5 формируется температур-

ный слой, толщина которого достигает 1%–5% от толщины потока. Наличие слоя

остывшей лавы при этом не будет существенно влиять на динамику течения, как

показано в разделе 3.3, в котором значения чисел Pe и q соответствует описывае-

мому случаю. Для числа ε порядка 10−4 толщина температурного слоя достигает

10–20% от толщины потока. При этом вязкость лавы в слое будет на несколько

порядков превосходить вязкость втекающей лавы, что будет оказывать существен-

ное влияние на течение. Таким образом, при значениях числа ε, значительно

превышающих 10−4, использование решения, полученного для изотермического

течения, становится нецелесообразныминеобходимо привлечение более сложных

моделей, для адекватного описания процесса. Пример такой модели предложен в

диссертации в разделе 3.3.
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3.5 Заключение

Построена численная модель на основе метода гидродинамики сглаженных

частиц, позволяющая рассчитывать неизотермические течения жидкости с вязко-

стью, зависящей от температуры. Метод протестирован на ряде задач с известным

решением. Проведено численное исследование растекания остывающего потока

лавы по горизонтальной и наклонной поверхности. Показано, что при высоких

значениях расхода втекающей лавы влияние остывания поверхности потока на

длину распространения потока и его форму несущественно.

В рамках упрощенной модели остывающего лавового потока, в которой гидро-

механика описывается автомодельным решением в рамках теории тонкого слоя, а

распределение поля температуры в потоке определяется из решения неосреднен-

ного закона сохранения энергии, проведено исследование зависимости толщины

слоя остывшей лавы у поверхности потока от безразмерных параметров задачи.

Показано, что величина числа ε, равного отношению толщины потока к его длине

распространения, также характеризует отношение потока тепла за счет тепло-

проводности к адвективному переносу тепла, то есть имеет смысл числа Пекле.

Показано, что при значениях числа ε порядка 10−5–10−4 толщина этого слоя может

достигать 1–20% от толщины потока.
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Заключение

В диссертации методами механики сплошных сред исследованы различные

процессы динамики вулкано-магматических систем.

Создана новая модель периодической дегазации вулкана, канал которого за-

перт подвижной лавовой пробкой. Показано, что наличие под пробкой полости,

заполняемой газом из нижележащей магмы, может объяснить как периодичность

извержений, так и наблюдаемые потоки газа в атмосферу. Проведен анализ чув-

ствительности решения к значениям входных параметров.

Исследована динамика формирования медных месторождений при дегазации

магматических очагов. С применениеммодели многокомпонентной многофазной

неизотермической фильтрации изучен транспорт, химические реакций и отло-

жение минералов в системе вода-соль-сернистый газ-медь-кварц. Новая модель

использует реальные диаграммы растворимости минералов, в том числе меди

и кварца, и позволяет оценить размеры, форму и расположение медного место-

рождения. Показано, что размер медного месторождения существенно зависит

от количества сернистых газов в магматическом флюиде. Учет осаждения кварца

приводит периодическим режимам дегазации магмы, в которых закупоривание

пор осажденным кварцем чередуется с гидроразрывом пород из-за повышенного

давления под пробкой.

Разработана новая модель распространения лавового потока, основанная на

решении сопряженного уравнения Навье-Стокса и закона сохранения энергии,

учитывающая зависимость вязкости от температуры и теплообмен лавы с атмо-

сферой. Создан программный код, реализующий эту модель с использованием

бессеточного метода гидродинамики сглаженных частиц. Показано, что при отно-

сительно больших расходах магмы охлаждение потока слабо влияет на скорость

его распространения и толщину. В рамках автомодельного решения о растекании

вязкой жидкости по плоской подстилающей поверхности в приближении тонкого

слоя оценена толщина пограничного слоя у поверхности потока.
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Приложение A

Геохимия порфировых месторождений

Порфировые месторождения возникают в результате сульфидной минерали-

зации — взаимодействия растворенных в водном растворе соли комплексных

соединений меди и железа с серосодержащими газами [48]. Таким образом, для

образования руд необходимо наличие в растворе достаточного количества этих

компонент.

Металлы, такие как медь и железо, способны образовывать в растворе устой-

чивые соединения с хлорид ионом Cl– , источником которого может являться

каменная соль [58]. Благодаря этому становится возможен транспорт металлов с

помощью магматического флюида.

Процессы, происходящие в геотермальных системах, характеризуются нали-

чием большого количества одновременно протекающих химических реакций в

широком диапазоне давлений и температур. Необходимо учитывать как взаи-

модействие растворенных в жидкости примесей, так и реакцию с вмещающими

породами. Ниже приводится краткое описание основных реакций, приводящих к

минерализации меди.

1.1 Растворимость халькопирита

Самым распространенным содержащим медь минералом в порфировых ме-

сторождениях является халькопирит (химическая формула — CuFeS2) [96]. Халько-

пирит образуется в результате реакции растворенных в жидкости меди, железа и

серы при определенных температуре, давлении и концентрации соли.

В водном растворе медь существует в виде ионных комплексов, одним из

самых устойчивых является хлорид меди (II) CuCl2 – . При наличии в жидкости

достаточного количества серы в виде сероводорода H2S и диоксида серы SO2, а

также хлорида железа (II) FeCl2 образуется халькопирит (CuFeS2):

11H2S+SO2 +6CuCl2
−+6FeCl2 −−*)−− 6CuFeS2 +6Cl−+18HCl+2H2O (A.1)
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Способность вещества образовывать раствор, в котором это вещество суще-

ствует в виде отдельных ионов, называется растворимостью. Если концентрация

вещества превышает его растворимость при данных температуре и давлении,

вещество может выпасть в осадок в виде твердой фазы. Допустим и обратный

процесс — твердое вещество может раствориться, если жидкость недонасыщена.

Если концентрация вещества равна его растворимости, то вещество находится в

равновесии с твердой фазой.

Рис. A.1: Растворимость
халькопирита в зависимости от

температуры и солености
жидкости

Поскольку характерные времена формиро-

вания месторождений значительно превышают

время протекания описанных реакций, в насто-

ящемисследованиине учитывается химическая

кинетика, то есть считается, что система нахо-

дится в химическом равновесии в каждый мо-

мент времени.

Растворимость может существенно зависеть

как от термодинамических условий, так и от

концентрации других веществ. В работе [58] на

основе экспериментальных данных и термоди-

намического моделирования были получены

диаграммы растворимости халькопирита для

различных температур и концентраций соли. В

настоящей работе используется формула рас-

творимости халькопирита, аппроксимированная по этим диаграммам:

lg
(
c (Cu)

eq (T,c (NaCl))= a00 +a10T +a20 ln2(c (NaCl))+a11 ln(c (NaCl))T +a02T 2 (A.2)

где T — температура в °C; c (NaCl) — массовая доля NaCl в смеси; a00 = −2,616;

a10 = 1,741; a01 = 0,02567; a20 = 0,07463; a11 =−2,117×10−5; a02 =−0,00153.

1.2 Растворимость кварца

В поступающем из магматического очага флюиде растворено большое количе-

ство — до нескольких процентов — кварца, или кремнезема (химическая формула
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SiO2). Растворимость кварца существенно ниже, чем, например, у меди, поэтому

он выпадает на больших глубинах, чем медь, и ближе к источнику флюида.

В этой работе растворимость кварца как функции от давления P и температуры

T рассчитывается по формуле, приведенной в работе [9]:

logb(SiO2)
eq = A(T )+B(T ) · log

18,0152

V (H2O)
+2log x(H2O) (A.3)

где b(SiO2)
eq — равновесная моляльность кварца в жидкой фазе раствора соли (моль ·

(кгH2O)−1); A(T ) и B(T )— заданные многочлены от температуры; x(H2O) иV (H2O) —

мольная доля и эффективный парциальный молярный объем H2O в смеси (па-

раметры и их значения подробно описаны в работе [9]). Равновесная массовая

концентрация кварца c (SiO2)
eq рассчитывается по формуле

c (SiO2)
eq =

(
1+ 1

b(SiO2)
eq M

)−1

где M —молярная масса жидкой фазы (кг·моль−1).

1.3 Диспропорционирование диоксида серы

Исследования химического состава магм показывают, что в магме растворе-

но или заключено в пузырьках большое количество диоксида серы — массовая

доля SO2 может достигать нескольких весовых процентов [113]. Концентрация

сероводорода H2S в магме обычно значительно меньше. Для проведения реакции

осаждения халькопирита (A.1) необходима сера как в окисленном (SO2), так и

восстановленном (H2S) виде.

При подъеме магматического флюида к поверхности Земли температура и

давление в жидкости падают, а диоксид серы превращается в сероводород H2S и

серную кислоту H2SO4. Этот процесс называется диспропорционированием и опи-

сывается следующим уравнением реакции:

4SO2 +4H2O −−*)−− 3H2SO4 +1H2S = 3HSO4
−+H2S+3H+ (A.4)

Реакция (A.4), как и (A.1), описывает химическое равновесие, но реакция (A.4)

происходит в растворе и не сопровождается фазовыми превращениями. Поэтому

для описания реакции диспропорционирования используется закон действую-
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щих масс, или LMA (law of mass action) [133]. Этот закон связывает эффективные

концентрации исходных веществ и продуктов реакции в химическом равновесии.

Для реакции (A.4) закон действующих масс записывается следующим образом:

(
m(HSO4

−)
)3 (

m(H2S)
)(

m(H+)
)3(

m(SO2)
)4 = Keq(P,T ). (A.5)

Здесь m( j ) — моляльность (число моль примеси на единицу массы растворителя)

компоненты « j». Положение равновесия определяется константой равновесия Keq,

которая зависит от давления и температуры. В этой работе зависимость Keq от дав-

ления P и температуры T аппроксимируется по данным из термодинамической

базы HCh [137].

Таким образом, при определенных P–T условиях в жидкости могут одновре-

менно существовать оба вида серы, необходимых для образования халькопирита.

Если при этих условиях растворимость халькопирита будет ниже концентрации

меди в растворе, медь выпадет в виде халькопирита на скелет пород.
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Приложение B

Обзор метода SPH

Метод гидродинамики сглаженных частиц, или SPH, строится на основе двух

последовательных этапов, называемых обычно непрерывной и дискретной ин-

терполяцией. На первом этапе вводится понятие ядра и способы аппроксимации

дифференциальных операторов, а на втором полученные операторы аппрокси-

мируются с помощью конечного числа частиц для численного интегрирования

уравнений движения.

2.1 Непрерывное приближение

Пусть f — гладкое скалярное поле, заданное на некоторой областиΩ⊆Rn;Ω—

область, занятая сплошной средой; n —размерность пространства. Значение этого

поля в произвольной точке r ∈Ω можно записать в виде свертки f с некоторым

ядром wh:

f (r) =
∫
Ω

f (r′)wh(r− r′)d nr′+o(h2), (B.1)

Ядро свертки wh — дифференцируемая функция с параметром h, называемым

длиной сглаживания. Вид зависимостиwh от длины сглаживания изложен в разделе

2.2.

Функция wh должна удовлетворять ряду свойств. Первое из этих свойств со-

стоит в том, что wh должна приближать дельта-функцию Дирака:

lim
h→0

wh(r− r′) = δ(r− r′), (B.2)

под пределом в этом равенстве подразумевается предел в слабом смысле.

Следующие два свойства обеспечивают второй порядок аппроксимации поля

f в выражении (B.1): ∫
Ω

wh(r− r′)d nr′ = 1, (B.3)
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∫
Ω

wh(r− r′)r′ d nr′ = 0. (B.4)

Обозначим первое слагаемое правой части уравнения (B.1) за [ f ]c(r):

[ f ]c(r) =
∫
Ω

f (r′)wh(r− r′)d nr′. (B.5)

Функция [ f ]c(r), определенная по формуле (B.5), называется непрерывным прибли-

жением скалярного поля f в точке r.

Запишем результат применения непрерывного приближения (B.5) к градиенту

поля f :

[∇ f ]c(r) =
∫
Ω
∇ f (r′)wh(r− r′)d nr′ =

∫
Ω

f (r)
∂wh(r− r′)

∂r
d nr′

−
∮
∂Ω

f (r′)wh(r− r′)n(r′)d n−1r′,
(B.6)

где n — внутренняя нормаль к границе области ∂Ω. Вывод этого равенства, полно-

стью приведенный в книге [109], опирается на интегрирование по частям, формулу

Остроградского-Гаусса и тот факт, что

∂wh(r− r′)
∂r′

=−∂wh(r− r′)
∂r

.

В уравнении (B.6) фигурирует интеграл по поверхности сплошной среды ∂Ω. В

общем случае этот интеграл не равен нулю, однако при определенных условиях

этим интегралом можно пренебречь. Например, если областьΩ неограниченная и

совпадает со всем пространством Rn, то этот интеграл будет равен нулю благодаря

свойству ядра (B.3). В задачах астрофизики, для нужд которой был разработан

SPH, часто можно считать условие неограниченности Ω выполненным. Однако

в задачах гидромеханики практически всегда необходимо учитывать наличие

непроницаемых границ, например, для моделирования обтекания твердых тел,

поэтому такое предположение нельзя считать верным.

Несмотря на то, что областьΩ в большинстве практических задач ограничена,

поверхностный интеграл в уравнении (B.6) часто можно считать равным нулю. В

качестве ядра интерполяции wh чаще всего берется финитная функция, то есть

функция, имеющая компактный носитель. Характерный размер этого носителя

пропорционален параметру h. В таком случае, значения функций и их произ-

водных в точке r будут зависеть от значений этих функций только в некоторой
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окрестности точки r, а не от значений во всей области Ω, что существенно для

эффективной численной реализации метода.

Если обозначить область вокруг точки r, в которой ядро wh(r−r′) будет прини-

мать ненулевые значения заΩr, то выражение для непрерывного приближения

градиента (B.5) будет выглядеть следующим образом:

[∇ f ]c(r) =
∫
Ω∩Ωr

f (r)
∂wh(r− r′)

∂r
d nr′−

∮
∂Ω∩Ωr

f (r′)wh(r− r′)n(r′)d n−1r′. (B.7)

Поверхностный интеграл в правой части равенства (B.7) будет равен нулю

на некотором расстоянии от границы областиΩ, так как множествоΩr не будет

пересекаться с границей. Это расстояние пропорционально параметру h, который

характеризует пространственный масштаб носителя ядра. Итоговая формула для

непрерывного приближения градиента поля f вдалеке от границ среды:

[∇ f ]c(r) =
∫
Ωr

f (r)∇rwh(r− r′)d nr′. (B.8)

Здесь ∇rwh обозначает градиент по отношению к переменной r. Получается, что

приближение градиента функции является сверткой самой функции с градиентом

ядра, что является ключом к построению конечно-разностной схемы в дальней-

шем.

Аналогичным образом можно определить непрерывное приближение дру-

гих дифференциальных операторов первого порядка, например, дивергенции

векторного поля:

[∇· f]c(r) =
∫
Ωr

f(r) ·∇rwh(r− r′)d nr′. (B.9)

Дифференциальные операторы (B.8) и (B.9) корректны только на удалении

от границ среды. Для того, чтобы учесть наличие твердых стенок и свободных

границ, существуетмножество способов, некоторыеиз которых будут рассмотрены

в последующих разделах этого приложения.

2.2 Ядро интерполяции

Функция wh является непрерывным аналогом коэффициентов конечно-раз-

ностных схем. Для того, чтобы обеспечивать второй порядок аппроксимации

непрерывного приближения, wh должна удовлетворять свойствам (B.2–B.4). Что-
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бы удовлетворить последнему из этих свойств, в качестве ядра wh обычно ис-

пользуют четные функции: wh(−r̃) = wh(r̃), r̃ = r−r′. В таком случае градиент ядра

будет нечетной функцией: ∇wh(−r̃) =−∇wh(r̃). В литературе наиболее подробно

представлен отдельный класс таких функций, в этом классе ядро зависит толь-

ко от расстояния между точками: wh(r̃) = wh(‖r̃‖) = wh(r̃ ). Удобно записывать

конкретный вид wh в виде функции от безразмерной переменной

q = r̃

h
.

Учитывая, что wh имеет размерность L−n, можно записать ядро в следующем

виде:

wh(r̃ ) = αw,n

hn
f (q), (B.10)

где f —функция, определенная на положительной полуоси R+ и принимающая

неотрицательные значения; αw,n — безразмерная константа, обеспечивающая

выполнение условия (B.3).

Для ядра вида (B.10) можно вычислить градиент:

∇wh(r̃ ) = w ′
h(r̃ )

r̃

r̃
= αw,n

hn−1
f ′(q)

r̃

r̃
. (B.11)

В качестве функции f часто используются B-сплайны третьего, четвертого или

пятого порядка. Также распространенный выбор для функции ядра — функции

Вендланда [116], из которых чаще всего используется полином пятого порядка:

fW(q) =


(
1− q

2

)4

(1+2q), 06 q 6 2

0, 2 < q

(B.12)

Преимуществом функции (B.12) являются простота вычисления, а также неболь-

шой по сравнению с другими функциями диапазон q , в котором fW(q) принимает

ненулевые значения.

Производная (B.12) будет равна

f ′
W(q) =


−5q

(
1− q

2

)3

, 06 q 6 2

0, 2 < q
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Константы αw,n для (B.12):

αW,1 = 3

4
, αW,2 = 7

4π
, αW,3 = 21

16π
.

2.3 Дискретное приближение

Чтобы перейти от непрерывного приближения к конечномерной аппроксима-

ции, интегралы заменяются конечными суммами Римана:∫
Ωr

A(r′)d nr′ ≈∑
b

A(rb)Vb. (B.13)

Здесь областьΩ, заполненная сплошной средой, аппроксимируется конечным на-

бором непересекающихся объемов, обозначенных Vb. Суммирование происходит

по точкам rb, принадлежащим этим объемам. Можно рассматривать эти точки

как координаты частиц, с которыми ассоциирован объем Vb, масса, давление,

температура и другие макроскопические параметры среды.

В начальный момент времени обычно частицы располагаются в пространстве

равномерно, с характерным расстоянием между частицами δr . Если частицы рас-

положены в вершинах равномерной сетки, δr будет разрешением этой сетки, то

есть расстоянием между соседними узлами. В таком случае объем каждой из ча-

стиц можно вычислить по формуле Vb = (δr )n. Если известна плотность ρb каждой

точки среды в начальный момент времени, то масса частицы mb в начальный мо-

мент времени будет равна ρbVb. Чтобы обеспечить выполнение закона сохранения

массы, масса частиц обычно не меняется в процессе численного расчета. В несжи-

маемой среде и плотность, и объем частицы остаются постоянными в течение

всего времени расчета, а расстояние между соседними частицами приблизительно

будет равно δr .

Запишем дискретное приближение для значения скалярного поля f в точке r,

заменив интеграл (B.5) согласно (B.13), обозначив это приближение [ f ]d(r):

[ f ]d(r) =∑
b

Vb f (rb)wh(r− rb).

Если используется ядро с компактным носителем, то суммирование будет проис-

ходить по частицам, находящимся в радиусе, пропорциональном h. Например,
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для ядра (B.12) этот радиус равен 2h. Количество частиц, которые войдут в сумму,

зависит от отношения h/δr , которое обычно варьируется от 1,0 до 2,0 [109].

Для численного решения уравнений движения чаще всего необходимо вычис-

лять значения дискретных операторов в точках, координаты которых совпадают с

положением частиц в пространстве. Введем следующие обозначения:

Pa = P (ra), Pab = Pa −Pb, Qa = Q(ra), Qab = Qa −Qb

для произвольной скалярной величины P и векторной величины Q. Также

wab = wh(rab), ∇wab = w ′
h(rab)eab,

где eab = rab/rab; rab = |rab|.
Теперь выпишем ряд операторов, являющихся дискретизацией непрерывных

приближений (B.5), (B.8) и (B.9):

Ja{Ab} =∑
b

Vb Ab wab, (B.14)

Ja{Ab} =∑
b

VbAb wab, (B.15)

Ga{Ab} =∑
b

Vb Ab∇wab, (B.16)

Da{Ab} =∑
b

VbAb ·∇wab. (B.17)

Уравнения (B.14) и (B.15) соответствуют тождественному оператору (B.5) для ска-

лярных и векторных величин, а (B.16) и (B.17) дискретным градиенту и диверген-

ции.

Кроме перечисленных формул (B.14–B.17), часто используются и другие опера-

торы. Например, используя тождества 1∇A =∇(1A)− A∇1 и 1∇·A =∇· (1A)−A ·∇1

можно получить следующие операторы:

G−
a {Ab} =−∑

b

Vb Aab∇wab, (B.18)

D−
a {Ab} =−∑

b

VbAab ·∇wab. (B.19)

Эти операторы обозначены верхним индексом «−» и называются симметричными,
поскольку вклад частицы с индексом b в сумму для частицы с индексом a сов-
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падает с вкладом частицы с индексом a в сумму для частицы с индексом b, если

объемы этих частиц равны.

Преимущество симметричных операторов перед (B.16–B.17) заключается в

том, что они обращаются в ноль для констант, то есть G−
a {1} = 0 и D−

a {1} = 0, что

неверно для несимметричных операторов. Таким образом, симметричные опера-

торы обладают свойством совместности 0-го порядка.

У симметричного оператора градиента (B.16) есть существенный недостаток:

будучи примененным к полю давлений при дискретизации уравнений движения

жидкости, две частицы будут действовать друг на друга с силой, равной по ве-

личине и направлению, что нарушает второй закон Ньютона. Из этого следует,

что схема, основанная на симметричном операторе градиента для поля давлений,

неконсервативна, то есть для нее не выполняются законы сохранения импуль-

са и углового момента. Впрочем, некоторые авторы отмечают, что часто свой-

ство совместности симметричных операторов оказывается важнее локального

выполнения законов сохранения, в особенности для течений с низкими числами

Рейнольдса [4; 45].

Воспользовавшись другим тождеством ∇(A) = 1∇(A/1)+ A/1∇1, можно полу-

чить антисимметричный оператор градиента:

G+
a {Ab} =∑

b

Vb(Aa + Ab)∇wab. (B.20)

При использовании этого оператора для вычисления сил давления законы сохра-

нения импульса и углового момента будут локально сохраняться, поскольку силы

взаимодействия пар частиц друг на друга будут взаимно сокращаться. Оператор

(B.20) часто используется для построения схем SPH для интегрирования уравнений

движения несжимаемой жидкости.

2.4 Дифференциальные операторы второго порядка

Для численного моделирования диффузионных процессов необходима дискре-

тизация дифференциальных операторов второго порядка, в частности, оператора

лапласиана ∆. В литературе описано множество подходов для построения такой

дискретизации.
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Самый простой вариант дискретизации лапласиана — повторить процедуру,

описанную в разделе 2.1 для получения следующего оператора:

La{Ab} =∑
b

Vb Ab∇2wab. (B.21)

Также возможно построить антисимметричную версию (B.21). Эта форма лапла-

сиана использовалась, например, в работе [101]. Однако такая схема обладает

рядом существенных недостатков. Самый главный из них заключается в том, что

в сумме участвует вторая производная ядра. Некоторые авторы отмечают, что это

приводит к неустойчивости при недостаточно равномерной конфигурации частиц

[73]. Также вторые производные распространенных ядер меняют знак в пределах

радиуса взаимодействия частиц. Это может приводить к тому, что тепло будет

передаваться от менее нагретой частицы к более нагретой.

Другой подход к дискретизации лапласиана заключается в комбинировании

операторов первого порядка, в частности, дивергенции градиента. Этот подход

был предложен в работе [33]. Для более общего оператора второго порядка ∇·B∇A

запишем

La{Bb, Ab} =∑
b

Vb(Ba∇Aa +Bb∇Ab) ·∇wab. (B.22)

Здесь для дискретизации дивергенции используется антисимметричная форма

оператора, не приведенная в тексте, поскольку далее она нигде не используется.

Для определения градиента поля A можно использовать симметричный опера-

тор (B.18). Такая форма лапласиана лишена недостатков предыдущей формулы

(B.21), так как в ней участвуют только первые производные ядра wh. Кроме того, в

операторе (B.22) фигурируют потоки диффузии Bb∇Ab, что позволяет задавать

граничные условия второго рода. Несмотря на это, схема (B.22) также обладает ря-

дом недостатков. В частности, для вычисления лапласиана требуется произвести

суммирование по частицам дважды, один раз для вычисления градиентов и один

раз для дивергенции. Это гораздо более затратно с точки зрения вычислительных

ресурсов. Кроме этого, получается, что для частицы с индексом a значение лапла-

сиана в этой частице будет зависеть от частиц, находящихся от a в радиусе, вдвое

превышающем радиус взаимодействия для операторов более низкого порядка.

Это может приводить к нефизичным осцилляциям искомых полей при расчете

[45].
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Одна из самых широко используемых схем для оператора второго порядка

была предложена в работе [26] для моделирования теплопроводности. Эту схему

можно получить, скомбинировав (B.22) с конечно-разностной аппроксимацией

∇Aa ·eab ≈ Aab

rab
≈∇Ab ·eab. (B.23)

Подстановка (B.23) в (B.22) дает следующую формулу:

La{Bb, Ab} = 2
∑

b

VbB̄ab
Aab

r 2
ab

rab ·∇wab. (B.24)

Здесь B̄ab — средний коэффициент диффузии между частицами a и b. В каче-

стве B̄ab можно использовать среднее арифметическое Ba и Bb, но в работе [26]

предлагается использовать вместо этого среднее гармоническое: B̄ab = 2BaBb
Ba+Bb

. Это

гарантирует непрерывность потока диффузии между частицами.

Оператор второго порядка в форме (B.24) был применен для дискретизации

сил вязкого трения в уравнениях Навье-Стокса в работе [74]. В этой работе фор-

мула для лапласиана La{µb,ub} дана для переменной вязкости, хотя все расчеты

проводились для вязкости µ= const. Тем не менее, в ряде работ эта же формула

использовалась для расчетов с переменной вязкостью, в частности, для моделиро-

вания течений лавы с вязкостью, зависящей от температуры [79; 85; 93].

Корректный подход к моделированию вязких сил в случае переменной вяз-

кости заключается в дискретизации дивергенции тензора вязких напряжений

τ=µ(∇u+∇uT). В работе [108] в рамках конечно-разностной аппроксимации (B.23)

автором был сформулирован оператор для более корректной дискретизации вяз-

ких сил в уравнениях Навье-Стокса:

Sa{µb,ub} =∑
b

Vb
µ̄ab

r 2
ab

[(n +2)(uab · rab)∇wab +uab(rab ·∇wab)] . (B.25)

Здесь n — размерность пространства. Можно заметить, что если опустить в фор-

муле (B.25) первое слагаемое в скобках, получится оператор (B.24), поделенный

пополам.
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2.5 Граничные условия в SPH

Дискретные операторы SPH базируются на непрерывном приближении, на-

пример, дискретный градиент (B.16) выводится из формулы (B.8), которая верна

только для точек, находящемся на достаточном удалении от границ сплошной сре-

ды. Величина этого расстояния пропорциональна параметру ядра h. Если в задаче

сплошная среда бесконечна и заполняет все пространство, либо если пространство

представляет собой поверхность тора, то возможно использовать в неизменном

виде операторы SPH. Такие задачи могут возникать, например, в астрофизике,

для нужд которой изначально создавался SPH. Однако в большинстве задач гидро-

механики присутствуют хотя бы непроницаемые стенки, обтекаемые жидкостью,

также возникает необходимость учитывать свободную поверхность раздела между

средами, наличием одной из которых можно пренебречь. В частности, при рас-

смотрении течений вязкой жидкости часто можно исключить из модели воздух,

ограничившись заданием граничных условий на поверхности жидкости. Наконец,

если в задаче присутствует приток вещества в расчетную область или, наоборот,

вещество утекает из области, необходимо корректно задавать значения парамет-

ров на притоке или истоке. Во всех перечисленных случаях невозможно обойтись

стандартными операторами SPH. В этом разделе описаны различные подходы к

заданию граничных условий.

2.5.1 Условия на непроницаемых границах

Множество задач гидромеханики требуют учета наличия твердых стенок, на

которых должны выполняться различные граничные условия, например, условие

прилипания вязкой жидкости к стенке или условие равенства потока тепла задан-

ному значению на границе теплопроводной среды. В таких случаях необходимо

корректно вычислять значения полей, их градиентов и других дифференциальных

операторов вблизи стенки и непосредственно на ней. Это означает, что нельзя

пренебрегать поверхностным интегралом в формуле для сглаженного градиента

(B.7) для непрерывной интерполяции, а также необходимо учитывать отсутствие

частиц за пределами области Ω, заполненной моделируемой сплошной средой

для дискретного приближения.
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Метод «отталкивающих сил»

В ранней работе по применению SPH для моделирования течений идеальной

жидкости со свободной поверхностью [72] проблема недостатка частиц в носителе

ядра игнорировалась, а отсутствие поверхностного интеграла компенсировалось

наличием слоя особых частиц, выстилающих поверхность непроницаемых гра-

ниц. Эти частицы отталкивают частицы жидкости, находящиеся вблизи стенки.

Частица на поверхности, находящаяся от жидкой частицы на расстоянии r, будет

действовать на жидкую частицу с силой f (r) согласно формуле:

f (r) = D
[(r0

r

)p1 −
(r0

r

)p2] r

r 2
, (B.26)

где r0 — расстояние между частицами в начальный момент времени; p1 и p2 —

константы, обычно p1 = 4, p2 = 2; коэффициентD зависит от конкретной задачи и

пропорционален силе тяжести и характерной глубине жидкости. Вид зависимости

основан на потенциале межмолекулярного взаимодействия Леннард-Джонса [56].

Эти силы могут адекватно моделировать поведение вещества на микроуровне,

однако в SPH частицы описывают большой набор молекул среды и характеризуют-

ся макропараметрами этой среды, например, температурой и давлением. Таким

образом, уравнение (B.26) является лишь грубой аппроксимацией реальных сил,

действующих на жидкость со стороны стенки. Кроме того, поскольку расчет этих

сил не основан на законах сохранения, задавать аналогичным образом граничные

условия второго рода для других величин, например, температуры, становится

невозможным.

Метод «фиктивных частиц»

Одним из самых широко распространенных методов моделирования непро-

ницаемых твердых границ является метод «фиктивных» частиц, предложенный

Такедой в работе [101]. В этом методе непроницаемая граница выстилается сразу

несколькими слоями частиц, чтобы уменьшить ошибки дискретизации, связанные

с недостатком частиц в окрестности стенки. Обычно используется как минимум

3 дополнительных слоя частиц. Поверхностный интеграл в (B.7) игнорируется,

так как предполагается, что фиктивные частицы также участвуют в суммирова-

нии, однако значения различных величин в твердых частицах, расположенных
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в различных слоях, вычисляются таким образом, чтобы обеспечить выполнение

граничных условий.

Метод «фиктивных частиц» требователен к памяти, поскольку необходимо

хранить большое количество частиц для стенок, однако в современных вычис-

лительных системах это редко является проблемой. Более существенным недо-

статком является отсутствие универсальной схемы расположения «фиктивных»

частиц для сложной геометрии, включающей острые углы и тонкие структуры с

характерной толщиной меньше 4 частиц. Также не существует общепринятого

способа вычисления параметров среды в фиктивных частицах, чтобы обеспечить

выполнение граничных условий первого и второго рода.

Существует аналогичный подход к моделированию граничных условий на твер-

дых границах, в литературе часто называемый методом «зеркальных частиц». В

этом методе стенка дискретизируется одним слоем фиктивных частиц, однако для

каждой частицы жидкости вблизи стенки создается дополнительная частица, рас-

положенная симметрично жидкой частице относительно стенки. В «зеркальных»

частицах значения различных величин задаются исходя из граничных условий,

например, для условия прилипания скорость зеркальной частицы полагается рав-

ной по величине и противоположной по направлению скорости соответствующей

частице жидкости.

Метод «зеркальных частиц» применялся в работах [27; 78]. Недостатки этого

подхода аналогичны таковым в обычном методе «фиктивных частиц» — отсут-

ствие надежного способа вычисления параметров на твердой стенка, неоднознач-

ность расположения частиц в случае сложной геометрии. Кроме того, создание

«зеркальных частиц» не гарантирует наличия достаточного количества частиц в

окрестности частиц жидкости, что может негативно влиять на расчет динамики

потока вблизи стенок.

Полуаналитические граничные условия

Все вышеперечисленные методы не учитывают поверхностный интеграл в

выражении для градиента (B.7) и аналогичных формулах для других дифференци-

альных операторов. Существует относительно новый подход к моделированию

твердых стенок в SPH, который учитывает дополнительные слагаемые явным

образом, что позволяет корректно задавать граничные условия первого и второго

рода. Этот подход носит название «универсальные полуаналитические граничные
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условия» (USAW-BC, universal semi-analytic wall boundary conditions). Этот метод был

предложен Феррандом в его диссертации и затем в работе [105].

В методе USAW-BC аппроксимация SPH меняется таким образом, чтобы обес-

печить выполнение свойства нормализации (B.3) в окрестности границы:

[ f ]γc (r) = 1

γ

∫
Ω

f (r′)wh(r− r′)d nr′. (B.27)

Множитель γ называется фактором ренормализации и определяется таким обра-

зом, чтобы равенство [1]γc = 1 выполнялось не только внутри жидкости, но и возле

стенки:

γ(r) =
∫
Ω∩Ωr

wh(r− r′)d nr′ (B.28)

Непрерывное приближение антисимметричного оператора градиента с учетом

ренормализации будет выглядеть следующим образом:

[∇ f ]γ,+
c (r) =

[
1∇ f

1
+ f

1
∇1

]γ,+

c

= 1

γ

∫
Ω∩Ωr

[
f (r′)+ f (r)

]∇rwh(r− r′)d nr′

− 1

γ

∫
∂Ω∩Ωr

[
f (r′)+ f (r)

]
wh(r− r′)nd n−1r′.

(B.29)

Здесьn—внутренняя нормаль к границе поверхности в точке r′. В формуле (B.29) в

правой части фигурирует интеграл по поверхности, ограниченной областью нену-

левых значений ядра. Чтобы вычислить значение этого интеграла в дискретной

аппроксимации, необходимо иметь представление формы границы в дискретном

виде. В работе ([105]) предлагается в плоском случае аппроксимировать границу

набором отрезков прямых, называемых сегментами. Каждый сегмент ограничен

парой частиц, называемых вершинами. Вершины жестко связаны с положением

стенки, однако для них вычисляются все те же параметры, что и для частиц жидко-

сти. В пространственных задачах роль сегментов могут выполнять треугольники

[106].

Таким образом, в каждый момент времени в вершинах хранится мгновенное

распределение параметров жидкости, таких как давление, скорость и температу-

ра, что может быть полезным, например, для вычисления сил, действующих на

твердую границу. Значения полей в вершинах участвуют в дискретных суммах,

с их помощью возможно задавать граничные условия первого рода на стенках.
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Характерный размер сегментов должен быть приблизительно равен расстоянию

между частицами δr .

Поскольку вершины расположены прямо на стенке, их объем не равен полному

объему жидкой частицы, часть, занятая стенкой, не учитывается: Vv = θ
2πVa, где

θ — угол между сегментами, соединенными вершиной v , а Va — полный объем

жидкой частицы a, в несжимаемой жидкости считается, что этот объем одинаков

для всех a.

Обозначим множество частиц жидкости за F , множество вершин заV и множе-

ство сегментов за S. Поскольку вершины участвуют в суммировании, обозначим

множество всех частиц как P = F ∪V . Дискретная аппроксимация значения поля

f выглядит следующим образом:

[ f ]γd(r) = 1

γ(r)

∑
b∈P

Vb f (r)wh(r− rb).

Антисимметричная дискретная аппроксимация градиента (B.29) в USAW-BC:

[∇ f ]γ,+
d (r) = 1

γ(r)

∑
b∈P

Vb

[
f (r)+ f (rb)

]∇rwh(r− rb)

− 1

γ(r)

∑
s∈S

[
f (r)+ f (rs)

]∮
∂Ωs∩Ωr

wh(r− r′)ns d n−1r′,
(B.30)

где ∂Ωs — поверхность сегмента s, ns — внутренняя нормаль сегмента, а rs — ко-

ордината середины сегмента. Используется обобщенная теорема о среднем: пред-

полагается, что поле f принимает свое среднее значение на сегменте s в точке rs,

поэтому f (rs) выносится за пределы интеграла. Аналогичные вычисления можно

проделать также и для симметричных операторов градиента и дивергенции.

Интеграл по поверхности сегмента из (B.30), также как и γ(r), можно вычислить

аналитически для известного ядра wh, поэтому метод реализации граничных

условий USAW и называется полуаналитическим. Этот интеграл равен вкладу

сегмента s в градиент величины γ в точке r.

Введем дискретные операторы, аналогичные (B.18–B.20), но с учетом коррек-

ции USAW возле стенок. Для этого будет использоваться следующее обозначение:

∇γas =
∮
∂Ωs∩Ωr

wh(r− r′)ns d n−1r′. (B.31)
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С учетом принятых ранее обозначений получаются следующие формулы для

симметричных дискретных операторов SPH:

Gγ,−
a {Ab} =− 1

γa

∑
b∈P

Vb Aab∇wab + 1

γa

∑
s∈S

Aas∇γas , (B.32)

Dγ,−
a {Ab} =− 1

γa

∑
b∈P

VbAab ·∇wab + 1

γa

∑
s∈S

Aas ·∇γas . (B.33)

Путем подстановки (B.31) в (B.30) получается антисимметричный оператор

градиента:

Gγ,+
a {Ab} = 1

γa

∑
b∈P

Vb(Aa + Ab)∇wab − 1

γa

∑
s∈S

(Aa + As)∇γas . (B.34)

Часто необходимо вычислять градиент векторных величин, например, гради-

ент скорости в уравнениях Навье-Стокса. Для этого можно определить тензорный

оператор градиента:

Gγ,−
a {Ab} =− 1

γa

∑
b∈P

VbAab ⊗∇wab + 1

γa

∑
s∈S

Aas ⊗∇γas . (B.35)

Скорректированные операторы (B.32–B.35) позволяют более точно вычислять

производные около стенок. В то же время в точках вдали от стенок, где носитель

ядра не пересекается с границей сплошной среды, а значит не пересекается ни

с одним из сегментов или вершин, значение коэффициента ренормализации γa

равно единице, а значение его градиента ∇γa = ∑
s∈S ∇γas равно нулю, поэтому

внутри сплошной среды скорректированные операторы эквивалентны классиче-

ским операторам (B.18–B.20).

Приведем скорректированные около границ версии операторов второго по-

рядка (B.24) и (B.25):

Lγ
a{Bb, Ab} = 2

γa

∑
b

VbB̄ab
Aab

r 2
ab

rab ·∇wab − 1

γa

∑
s∈S

(Ba∇Aa +Bs∇As) ·∇γas , (B.36)

Sγa{µb,ub} = 1

γ

∑
b

Vb
µ̄ab

r 2
ab

[(n +2)uab · rab∇wab +uabrab ·∇wab]

− 2

γa

∑
s∈S

uR
as · tas

δras
tas|∇γas|.

(B.37)
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Оператор (B.36) получен в результате применения коррекции USAW к (B.22) и

последующей подстановки (B.23) в первое слагаемое получившейся суммы. Гради-

енты во втором слагаемом не аппроксимируются с помощью конечной разности,

потому что это позволяет накладывать условия второго рода путем прямой подста-

новки значений градиентов на стенке. В формуле (B.37) второе слагаемое получено

в [104] следующей аппроксимацией:

µ̄as∇u ·n ≈ µ̄as
uas · tas

δras
tas ,

где

tas =
uR

as − (uR
as ·ns)ns

|uR
as − (uR

as ·ns)ns|
, δras = max(ras ·ns ,δr ),

uR
as — скорость частицы по отношению к сегменту s. Также используется тот факт,

что ∇uT · n = 0 из-за условия непротекания, поэтому коррекция применяется

только к слагаемому, относящемуся к ∇u.

2.5.2 Условия на свободной поверхности

На свободной поверхности для течений вязкой жидкости должны выполнять-

ся кинематическое и динамическое условия. Кинематическое условие состоит

в том, что частицы жидкости, находящиеся на свободной поверхности, должны

оставаться на свободной поверхности:(
∂z

∂t
+u ·n

)
∂Ωfree

= 0.

В лагранжевых методах, к которым относится SPH, это условие выполняется авто-

матически.

Динамическое условие в предположении, что силами поверхностного натяже-

ния можно пренебречь, сводится к равенству нулю напряжений, действующих на

единицу площади свободной поверхности с нормалью n:

p
∣∣
∂Ωfree

= 0, (B.38)

τ ·n = 0|∂Ωfree
. (B.39)

Условие (B.39) также автоматически выполняется в SPH: поскольку вне среды нет

частиц, в дифференциальных операторах, например, в (B.32), поток диффузии ско-
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рости через поверхность будет равен нулю. Это справедливо для любых величин:

для уравнения теплопроводности, например, «автоматически» будет выполняться

условие отсутствия потока тепла через свободную поверхность и твердые стенки.

В слабо-сжимаемой постановке WCSPH граничное условие первого рода (B.38)

выполняется автоматически: по мере приближения к свободной поверхности

число частиц убывает, следовательно, плотность частиц будет стремиться к нулю,

также как и давление, зависящее от плотности согласно уравнению состояния.

В истинно несжимаемой постановке ISPH это условие должно быть учтено яв-

ным образом при решении уравнения Пуассона, для чего необходимо определять

принадлежащие свободной поверхности частицы на каждом шаге расчета.

2.6 Коррекция операторов SPH

Дискретные операторы SPH, например градиент (B.32) и дивергенция (B.33),

обладают погрешностью аппроксимации, в дальнейшей обозначаемой einterp. Эта

погрешность имеет несколько источников: погрешность сглаживания SPH, кото-

рую будем обозначать esmooth, квадратурная погрешность за счет дискретизации

интеграла equad, и погрешность, связанная с неравномерным распределением

частиц в среде eanis:

‖einterp‖6 ‖esmooth‖+‖equad‖+‖eanis‖.

В работах [4; 45] дана оценка этих погрешностей:

‖esmooth‖ ∼C h2,

‖equad‖ ∼C

(
h

δr

)−β1

,

‖eanis‖ ∼C
χ

hp

(
h

δr

)−β2

.

(B.40)

Здесь β1 и β2 — положительные константы; p ≡ 1 для операторов первого порядка

и p ≡ 2 для лапласиана;χ—характерная длина отклонения частиц от равномерной

конфигурации.

Из оценок (B.40) следует, что для сходимости SPH необходимо, чтобы при

h → 0 одновременно h
δr →∞, причем h

δr должен расти быстрее, чем убывает h,

иначе ошибка eanis будет доминировать, в особенности для операторов второго
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порядка. Это значит, что количество частиц в радиусе взаимодействия ядра должно

расти при увеличении разрешения расчета, что приводит к росту вычислительной

сложности.

Для того, чтобы снизить погрешность операторов SPH, применяются различ-

ные корректировки операторов. Для операторов первого порядка самый простой

способ обеспечить большую точность метода — скорректировать градиент ядра с

помощью некоторой матрицы, обозначаемой Bγ
a таким образом, чтобы оператор

градиента, примененный к координатам частиц, давал единичный тензор:

− 1

γa

∑
b∈P

Vbrab ⊗Bγ
a∇wab + 1

γa

∑
s∈S

ras ⊗Bγ
a∇γas = I.

Здесь приведен оператор USAW-SPH, дополнительно скорректированный около

твердой стенки. Путем алгебраических преобразований можно получить, что

матрица ренормализации будет равна

Bγ
a =

(
− 1

γa

∑
b∈P

Vbrab ⊗∇wab + 1

γa

∑
s∈S

ras ⊗∇γas

)T
−1

. (B.41)

Размер этой матрицы равен размерности пространства, так что значения элемен-

тов матрицы легко вычислить аналитически, зная только координаты частиц.

Скорректированный оператор дивергенции (B.33) будет выглядеть следующим

образом:

Dγ,−,1
a {Ab} =− 1

γa

∑
b∈P

VbAab ·Bγ
a∇wab + 1

γa

∑
s∈S

Aas ·Bγ
a∇γas .

Оператор градиента получается аналогичными преобразованиями. Скорректиро-

ванные операторы обладают первым порядком аппроксимации, то есть первые

производные линейного поля будут вычислены точно.

Эту коррекцию можно применять только для симметричных версий операто-

ров первого порядка. Для лапласиана существуют аналогичные процедуры ренор-

мализации, однако их вид значительно сложнее, кроме того, пока что получены

выражения только для классического SPH, что делает ренормализацию лапласиана

некорректной для USAW-SPH. Получение скорректированных операторов второго

порядка для USAW-SPH является пока не решенной задачей.
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