
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÓÄÊ 512.643

Òàðàíèí Êîíñòàíòèí Àëåêñàíäðîâè÷

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïåðìàíåíòà

(0, 1)-ìàòðèö è (−1, 1)-ìàòðèö

1.1.5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ
ìàòåìàòèêà (01.01.06 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà è òåîðèÿ

÷èñåë)

äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð Ãóòåðìàí Àëåêñàíäð Ýìèëåâè÷

Ìîñêâà, 2022



Ñîäåðæàíèå

Ââåäåíèå 3

1 (0,1)-ìàòðèöû 11

1.1Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ 12

1.1.1 Ïðîáëåìà ðàñïîëîæåíèÿ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà íà äåéñòâèòåëüíîé îñè 12

1.1.2 Èñïîëüçîâàíèå ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2Ãðàíèöà ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé êàê ôóíêöèÿ ðàçìåðà ìàòðèöû 18

1.2.1 Îöåíêà ñíèçó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2.1.1 Ïîõîæèå ìàòðèöû è ñâîéñòâà èõ ïåðìàíåíòà . . . . . . . . . 18

1.2.1.2 Âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòîâ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî-

õîæèõ ìàòðèö . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.2.1.3 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà . . . . . . . . . . . . . 31

1.2.2 Çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòà, áëèçêèå ê ìàêñèìàëüíîìó . . . . . . . . . . . 35

2 (−1, 1)-ìàòðèöû 50

2.1Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ 50

2.1.1 Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ ïåðìàíåíòà â 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.1.2 Èñïîëüçîâàíèå ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö . . . . . . . . . . . . . . 52

2.2Îáðàùåíèå ïåðìàíåíòà â 0 53

2.2.1 Äåëèìîñòü çíà÷åíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.2.1.1 Ôîðìóëà äëÿ ïåðìàíåíòà ±1-ìàòðèöû . . . . . . . . . . . . 53

2.2.1.2 Âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.2.1.3 Äåëèìîñòü ïåðìàíåíòîâ íà ñòåïåíè äâîéêè . . . . . . . . . . 58

2.2.1.4 Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.2.2 Ìàòðèöû ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.2.2.1 Îáùèé ñëó÷àé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

1



2.2.2.2 Ìàòðèöû ïîðÿäêà n ≤ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.2.2.3 Ìàòðèöû ïîðÿäêà 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Çàêëþ÷åíèå 75

2



Ââåäåíèå

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàí-

íîñòè

Îïðåäåëåíèå (1.1.1)1. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë. Ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ìàòðèöå A ÷èñëî

per (A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n),

ãäå Sn � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé

ïåðìàíåíòà, à ñàìî ýòî ÷èñëî � ïåðìàíåíòîì ìàòðèöû A.

Ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà áûëà âïåðâûå ââåäåíà Áèíå [5] è Êîøè [10], à å¼ ñîâðåìåí-

íîå íàçâàíèå åé äàë Ìþèð [27], êîòîðûé òàêæå äîêàçàë äëÿ ïåðìàíåíòà àíàëîãè

íåêîòîðûõ áàçîâûõ ñâîéñòâ äåòåðìèíàíòà. Ëèòòëâóä è Ðè÷àðäñîí [23, 24] ââåëè

ïîíÿòèå èììàíàíòà, îáîáùàþùåå ïåðìàíåíò è äåòåðìèíàíò.

Âàæíîå îòëè÷èå ïåðìàíåíòà îò äåòåðìèíàíòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí íå èíâàðè-

àíòåí ïî îòíîøåíèþ ê îäíîìó èç ïðåîáðàçîâàíèé Ãàóññà � ïðèáàâëåíèþ ñòðîêè

ñ êîýôôèöèåíòîì ê äðóãîé ñòðîêå (àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå ñòîëáöîâ). Áîëåå îáùî,

ïåðìàíåíò íå ìóëüòèïëèêàòèâåí. Êàê ñëåäñòâèå, ê íåìó íå ïðèìåíèìû ìåòîäû

áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ, ïðèìåíèìûå â ñëó÷àå äåòåðìèíàíòà. Áîëåå òîãî, íà äàí-

íûé ìîìåíò íå íàéäåíî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà ïîëèíîìèàëüíîé èëè

ìåíüøåé ñëîæíîñòè. Îäèí èç íàèáîëåå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ, âû÷èñëÿþùèé ïåð-

ìàíåíò çà O(2n−1n) èòåðàöèé, ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû, ïðèíàäëåæèò Ðàéçåðó

(ñì. [30, ãëàâà 2 òåîðåìà 4.1] èëè [2, ãëàâà 7 ïóíêò 2]). Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷åé

êëàññà #P íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè ëåæèò â êëàññå NP ; #P -ñëîæíîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ

çàäà÷à, ê êîòîðîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñâîäÿòñÿ âñå çàäà÷è êëàññà #P ; à #P -

ïîëíîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ #P -ñëîæíàÿ çàäà÷à èç êëàññà #P (îïðåäåëåíèå 1.1.10).

1Çäåñü è äàëåå âî ââåäåíèè ïîñëå íàçâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ èëè îïðåäåëåíèÿ óêàçàí åãî íîìåð â îñíîâíîì òåêñòå

äèññåðòàöèè, ò.å. â ãëàâàõ 1 è 2.
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Âýëèàíò [32] äîêàçàë, ÷òî âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòà ÿâëÿåòñÿ #P -ñëîæíîé çàäà÷åé,

à äëÿ (0, 1)-ìàòðèö � #P -ïîëíîé, ò.å. èç íàëè÷èÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà

âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà ñëåäîâàëî áû ðàâåíñòâî P = NP . ×èòàòåëÿ, èíòåðåñóþ-

ùåãîñÿ âîïðîñàìè àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè â ñâÿçè ñ âû÷èñëåíèåì ïåðìàíåíòà

è ñìåæíûìè çàäà÷àìè, àäðåñóåì ê ðàáîòàì Êóêà [12], Ãýðè è Äæîíñîíà [15], Ëàñëî

è Ïëàììåðà [25], à òàêæå Êàðïà [18].

Ïîìèìî èíòåðåñà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, ôóíêöèÿ ïåð-

ìàíåíòà ïðåäñòàâëÿåò òàêæå è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Ïðèëîæåíèÿ ïåðìàíåíòà

ìîæíî íàéòè êàê â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, â êîìáèíàòîðèêå

è òåîðèè ãðàôîâ, òàê è â äðóãèõ íàóêàõ � ýêîíîìèêå, ãåíåòèêå, êâàíòîâîé ôèçè-

êå. Íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòîâ (0, 1)-ìàòðèö è, áîëåå îáùî,

ìàòðèö ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè âîçíèêàåò â çàäà÷àõ òåîðèè ìå-

õàíèçìîâ â ýêîíîìèêå, èñïîëüçóþùåé òåîðèþ ãðàôîâ êàê îäèí èç èíñòðóìåíòîâ, à

ïåðìàíåíòû (−1, 1)-ìàòðèö èñïîëüçóþòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ïîäðîáíåå î ïðè-

ìåðàõ ñì. â ðàçäåëå 1.1.2 äëÿ (0, 1)-ìàòðèö è â ðàçäåëå 2.1.2 äëÿ (−1, 1)-ìàòðèö. Òà-

êèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èñïîëüçóåìîñòü â ïðèëîæåíèÿõ è ñëîæíîñòü

âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïåðìàíåíòà, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èññëåäîâàíèå ðàñïîëî-

æåíèÿ (ðåàëèçàöèè) å¼ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Ýòî èññëåäîâàíèå

òðàäèöèîííî âåä¼òñÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: ïðåäëîæåííûé Ïîëèà [29] âîïðîñ êîí-

âåðòàöèè ïåðìàíåíòà è äåòåðìèíàíòà, èñòîðèþ ðàçâèòèÿ êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â

êíèãå [26] ÌàêÊóýéãà, è âîïðîñ íåïîñðåäñòâåííîãî ïîèñêà çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà è

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö, î êîòîðîì äàëåå ïîéä¼ò ðå÷ü â äèññåðòàöèè.

Îäíèì èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîáëåìå ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé

ïåðìàíåíòà, áûë êðèòåðèé îáðàùåíèÿ â 0 ïåðìàíåíòà íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû,

ïîëó÷åííûé Ôðîáåíèóñîì [14] è Ê¼íèãîì [20]. Àíàëîãè÷íûå êðèòåðèè äëÿ íåáîëü-

øèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö áûëè ïîëó÷åíû Ãîðäîíîì,

Ìîöêèíîì è Óýë÷åì [16]. Áðóàëüäè è Íüþìåí [6] ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ íèæíþþ

îöåíêó íà ãðàíèöó çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà, ïðèíèìàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî: âñå öå-

ëûå ÷èñëà îò 0 äî 2n−1 âêëþ÷èòåëüíî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ïåðìàíåíòà

íà ìíîæåñòâå (0, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n (òåîðåìà 1.1.16).

Â ñëó÷àå (−1, 1)-ìàòðèö îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé â èññëåäîâàíèè ðåà-

ëèçàöèè çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà îáðàùåíèÿ ïåðìàíåíòà â 0, ÷òî
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ïðîäèêòîâàíî ñïåöèôèêîé èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî êëàññà ìàòðèö: íàïðèìåð, â êâàí-

òîâîé ôèçèêå íóëåâîé ïåðìàíåíò çíàêîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñû-

âàþùåé íåêîòîðóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó, îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ

ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ãàðàíòèðóåò êâàíòîâóþ çàïóòàííîñòü

ñèñòåìû (ïîäðîáíåå ñì. ïðèìåð 2.1.6). Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî ïåðìàíåíò

öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå äåëèìîñòè íà

íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ

ðåçóëüòàòû Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà î äåëèìîñòè íà ñòåïåíè 2 [22, ïðåäëîæåíèå 4 è

ëåììà 5], ñì. ïðåäëîæåíèÿ 2.2.12�2.2.14 â ðàçäåëå 2.2.1 äèññåðòàöèè, à îäíèì èç

íàèáîëåå ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ(−1, 1)-ìàòðèö

ïîðÿäêà 4 ñ ïåðìàíåíòîì 0 ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ íà (−1)

è èõ ïåðåñòàíîâêè, ïîëó÷åííàÿ Êèìîì, Êý è Íà [19, òåîðåìà 3.6] â 2015 ãîäó.

Àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà, ó÷èòûâàþùàÿ òàêæå ýê-

âèâàëåíòíîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïðèâåäåíà ñ äîêàçàòåëüñòâîì â

ðàçäåëå 2.2.2 äèññåðòàöèè (òåîðåìà 2.2.29).

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê íàïðàâëåíèÿì èññëåäîâà-

íèé, çàäàííûì òåîðåìîé 1.1.16 Áðóàëüäè è Íüþìåíà è ïðåäëîæåíèÿìè 2.2.12�

2.2.14 Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà, ò.å. íåïîñðåäñòâåííî ê ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ïåð-

ìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö è ê äåëèìîñòè íà ñòåïåíè 2 è îáðàùåíèþ â 0 ïåðìàíåíòà

(−1, 1)-ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, áûë áîëåå ÷åì â 2 ðàçà óëó÷øåí ðåçóëüòàò Áðóàëüäè

è Íüþìåíà, ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà íà áîëåå

âûñîêóþ ñòåïåíü 2, ÷åì ó Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà, à òàêæå êëàññèôèöèðîâàíû âñå

(−1, 1)-ìàòðèöû ïîðÿäêà 5 ñ ïåðìàíåíòîì 0.

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ôóíêöèè ïåð-

ìàíåíòà íà ìíîæåñòâàõ êâàäðàòíûõ (0, 1)-ìàòðèö è (−1, 1)-ìàòðèö, â ÷àñòíîñòè,

èññëåäîâàíèå âîïðîñà ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà äëÿ (0, 1)-

ìàòðèö, à òàêæå îáðàùåíèÿ ïåðìàíåíòà â 0 è äåëèìîñòè íà ñòåïåíè 2 äëÿ (−1, 1)-

ìàòðèö.
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó:

� Óëó÷øåíèå îöåíêè Áðóàëüäè-Íüþìåíà ãðàíèöû ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé

ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö áîëåå ÷åì â 2 ðàçà.

� Âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî íå÷¼òíîãî è íàèáîëüøåãî íå äåëÿùåãîñÿ íà 3 çíà-

÷åíèÿ ïåðìàíåíòà. Ïðåäúÿâëåíèå äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p < n è íàòóðàëüíûõ j,

2 ≤ j < n, ìàòðèö, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà äîñòèãàåò íàèáîëüøå-

ãî íå äåëÿùåãîñÿ íà p çíà÷åíèÿ è íàèáîëüøåãî íå äåëÿùåãîñÿ íà j! çíà÷å-

íèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Îöåíêà êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà íà ìíîæåñòâå

(0, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n, ïðåâîñõîäÿùèõ íàèáîëüøèé íå÷¼òíûé ïåðìàíåíò.

� Ïðåäúÿâëåíèå è äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû äëÿ ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö,

ïîçâîëÿþùåé âû÷èñëÿòü ñòåïåíü âõîæäåíèÿ 2 êàê ïðîñòîãî ñîìíîæèòåëÿ

â çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà. Ïðÿìûå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé Êðîéòåðà è

Ñåéôòåðà î äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà íà ñòåïåíè 2. Ïðåäúÿâëåíèå è äîêàçà-

òåëüñòâî êðèòåðèÿ äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö íà 2n−blog2 nc+1.

� Êëàññèôèêàöèÿ (−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà íå áîëåå 5 ñ ïåðìàíåíòîì 0 ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà êâàäðàòíûõ (0, 1)-ìàòðèö ïîðÿä-

êà n, (−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè

ïåðìàíåíòà, ãäå n ∈ N.
Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà íà ìíîæåñòâàõ êâàä-

ðàòíûõ (0, 1)-ìàòðèö è (−1, 1)-ìàòðèö è å¼ ñâîéñòâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ñðåäè íèõ:
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� Îöåíêà Áðóàëüäè-Íüþìåíà ãðàíèöû ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðìàíåí-

òà (0, 1)-ìàòðèö óëó÷øåíà áîëåå ÷åì â 2 ðàçà.

� Ïîëó÷åíà îöåíêà êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà íà An, ïðåâîñõîäÿùèõ

[ (n+1)!
ne ]. Â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ:

� Íàéäåíû íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà è íàèáîëüøåå íå

äåëÿùååñÿ íà 3 çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà íà An.

� Äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p < n íàéäåíû ìàòðèöû, ïåðìàíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿ-

þòñÿ íàèáîëüøèìè íà An ñðåäè íå äåëÿùèõñÿ íà p.

� Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ 2 ≤ j < n íàéäåíû ìàòðèöû, ïåðìàíåíòû êîòî-

ðûõ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëüøèìè íà An ñðåäè íå äåëÿùèõñÿ íà j!.

� Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü

ñòåïåíü âõîæäåíèÿ 2 êàê ïðîñòîãî ñîìíîæèòåëÿ â çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà. Ïî-

ëó÷åíû ïðÿìûå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà î äå-

ëèìîñòè ïåðìàíåíòà íà ñòåïåíè 2. Íàéäåí êðèòåðèé äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà

(−1, 1)-ìàòðèö íà 2n−blog2 nc+1.

� Ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè êëàññèôèöèðîâàíû (−1, 1)-ìàòðèöû ïîðÿä-

êà íå áîëåå 5 ñ ïåðìàíåíòîì 0.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â èññëåäîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ìåòîäû è ïîíÿòèÿ àë-

ãåáðû, êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè ÷èñåë. Òàêæå àâòîðîì ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä

ïîñòðîåíèÿ (0, 1)-ìàòðèö çàäàííîãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûì ïåðìàíåíòîì îò 0 äî 2n

è íàéäåíà ôîðìóëà ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâåðÿòü åãî äåëè-

ìîñòü íà ñòåïåíè 2.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû â çàäà÷àõ ëèíåéíîé àëãåáðû, êîìáèíàòîðèêè, òåîðèè ãðàôîâ, òåîðèè
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ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, ýêîíîìèêè, ãåíåòèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 4 ðàáîòàõ àâòîðà [37, 38, 39, 40] â æóðíàëàõ, èíäåê-

ñèðóåìûõ Web of Science, Scopus è RSCI. Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî ðåçóëü-

òàòàì ðàáîòû íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ è íà ñåìèíàðå ¾Êîëüöà, ìîäóëè è

ìàòðèöû¿ êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû.

Êðîìå òîãî, àâòîðîì áûëè ñäåëàíû äîêëàäû ïî òåìå äèññåðòàöèè íà ñëåäóþ-

ùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

� XXI ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ

¾Ëîìîíîñîâ-2014¿, Ìîñêâà, 2014.

� XXII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ

¾Ëîìîíîñîâ-2015¿, Ìîñêâà, 2015.

� 4th International Conference on Matrix Methods in Mathematics and Applications

(MMMA-2015), Ìîñêâà, Ñêîëêîâî, 2015.

� XXIII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-

íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2016¿, Ìîñêâà, 2016.

� XXIV ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-

íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2017¿, Ìîñêâà, 2017.

� XXV ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ

¾Ëîìîíîñîâ-2018¿, Ìîñêâà, 2018.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ 110-ëåòèþ ñî

äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà À. Ã. Êóðîøà (1908�1971), Ìîñêâà, 2018.

� XXVII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-

íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2020¿, Ìîñêâà, 2020.
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Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, çàêëþ-

÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû ñî-

ñòàâëÿåò 81 ñòðàíèöó. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 40 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå ïîñâÿùåíî êðàòêîé èñòîðèè âîïðîñà, àêòóàëüíîñòè ðàññìàòðèâàå-

ìûõ ïðîáëåì, èçëîæåíèþ öåëè ðàáîòû, ìåòîäîâ è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ãëàâà 1. Â ãëàâå 1 èññëåäóþòñÿ äâà âîïðîñà, îòíîñÿùèåñÿ ê òåìå ðåàëèçàöèè

çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö:

1. Ïîèñê ãðàíèöû ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà.

2. Îïèñàíèå è îöåíêà êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé, ïðåâîñõîäÿùèõ íàèáîëüøåå íå÷¼ò-

íîå çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà.

Â ðàçäåëå 1.1.1 ââåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, à â ðàçäåëå 1.1.2

ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö.

Ïóñòü An îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî (0, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n (îáîçíà÷åíèå 1.1.3).

Ãðàíèöà ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå (1.1.17). ×èñëî Bn íàçîâ¼ì ãðàíèöåé ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé ïåð-

ìàíåíòà íà An, åñëè Bn � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íå

ñóùåñòâóåò A ∈ An ñ per (A) = Bn + 1.

Èç òåîðåìû Áðóàëüäè-Íüþìåíà (1.1.16) ñëåäóåò, ÷òî Bn ≥ 2n−1. Îäíàêî, êàê

ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.2.1, ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü óëó÷øåí áîëåå ÷åì â 2 ðàçà.

Òåîðåìà (1.2.23). Ïðè n ≥ 6 Bn ≥ 85
642n.

Âñþäó äàëåå ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèö íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè (îïðåäåëåíèå 1.1.2).

Â ðàçäåëå 1.2.2 èññëåäóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòà, ïðåâîñõîäÿùèå íàèáîëüøåå

íå÷¼òíîå çíà÷åíèå. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà äå-

ëèìîñòè ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö.

Ñëåäñòâèå (1.2.31). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, 2 ≤ p < n. Ìàòðèöà ñ íàèáîëüøèì

íà An íå äåëÿùèìñÿ íà p çíà÷åíèåì ïåðìàíåíòà èìååò â òî÷íîñòè n−p+1 íóëåâûõ
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ýëåìåíòîâ, ïðè÷¼ì íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè.

Ñëåäñòâèå (1.2.32). Ïóñòü j � öåëîå ÷èñëî, 2 ≤ j < n. Ìàòðèöà ñ íàèáîëüøèì

íà An íå äåëÿùèìñÿ íà j! çíà÷åíèåì ïåðìàíåíòà èìååò â òî÷íîñòè n− j+ 1 íóëåé,

ïðè÷¼ì íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè.

Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ íàèáîëüøèé íå÷¼òíûé ïåðìàíåíò è íàèáîëüøèé íå êðàò-

íûé 3 ïåðìàíåíò. [x] îáîçíà÷àåò áëèæàéøåå ê ÷èñëó x öåëîå ÷èñëî, à {x}l = |x−[x]|
(îïðåäåëåíèå 1.1.5).

Òåîðåìà (1.2.33). Íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïåðìàíåòà íà An ðàâíî

[ (n+1)!
ne ], ïðè÷¼ì { (n+1)!

ne }l ≤
1

n(n+2) .

Òåîðåìà (1.2.34). Åñëè n > 1, òî íàèáîëüøåå íå äåëÿùååñÿ íà 3 çíà÷åíèå ôóíêöèè

ïåðìàíåíòà íà An ðàâíî [ (n−2)!
e (n2 + n− 1)], ïðè÷¼ì { (n−2)!

e (n2 + n− 1)}l ≤ 4
n3−n .

Äàëåå ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íà êîëè÷åñòâî çíà÷å-

íèé ïåðìàíåíòà, ïðåâîñõîäÿùèõ íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà (1.2.35). Ïðè n ≥ 4 íà ïðîìåæóòêå
([

(n+1)!
ne

]
, n!
]
êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé

ôóíêöèè ïåðìàíåíòà íà ìíîæåñòâå ìàòðèö An íå ïðåâîñõîäèò

e− 2

2
((n− 1)! + (n− 3)!) +

⌊n
2

⌋
+ (−1)n−1

n∑
k=2

(−1)k

k
.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà âîïðîñàì îáðàùåíèÿ â 0 è äåëèìîñòè çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà

(−1, 1)-ìàòðèö. Ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà:

1. Çàâèñèìîñòü äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà íà ñòåïåíè äâîéêè îò ïîðÿäêà ìàòðèöû.

2. Êëàññèôèêàöèÿ ìàòðèö ñ ïåðìàíåíòîì 0 ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé, íå

ìåíÿþùèõ ìîäóëü ïåðìàíåíòà, à èìåííî ïåðåñòàíîâîê ëèíèé, äîìíîæåíèÿ

ëèíèé íà (−1) è òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû.

Â ðàçäåëå 2.1.1 ââåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, à â ðàçäåëå 2.1.2

ïðèâåäåí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö â êâàíòîâîé

ôèçèêå, ñâÿçûâàþùèé ïåðìàíåíò ñ ïîíÿòèåì êâàíòîâîé çàïóòàííîñòè.

Ìíîæåñòâî (−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωn (îáîçíà÷åíèå 2.1.1).

Äëÿ äàííîé ìàòðèöû A ∈ Ωn êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ (−1)

ìîùíîñòè j, òàêèõ, ÷òî íèêàêèå äâà ýëåìåíòà (−1) èç íàáîðà íå ðàñïîëîæåíû

íà îäíîé ëèíèè, îáîçíà÷èì ÷åðåç kj (îïðåäåëåíèå 2.2.1 è îáîçíà÷åíèå 2.2.2). Â
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ðàçäåëå 2.2.1 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ñíà÷àëà äîêàçàíà ôîðìóëà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèöû.

Ëåììà (2.2.3). Ïóñòü A ∈ Ωn. Òîãäà

per (A) =
n∑
j=0

(−2)j · kj · (n− j)!.

Äàëåå ýòà ôîðìóëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðÿìîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëî-

æåíèé 2.2.12�2.2.14, à òàêæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîãî ðåçóëüòàòà, çàêëþ÷àåùåãîñÿ

â òåîðåìå íèæå, ãäå ÷åðåç M = M(n) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî òàêèõ öåëûõ íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë m, ìåíüøèõ n, ÷òî n − m â ñâî¼ì äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè

èìååò ðîâíî t − 1 åäèíèö, ãäå t îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 2t−1 ≤ n ≤ 2t − 1

(îïðåäåëåíèå 2.2.15).

Òåîðåìà (2.2.16). Ðàññìîòðèì n ∈ N, 2t−1 ≤ n < 2t − 1, è M(n). Äëÿ ëþáîé

A ∈ Ωn âåðíî, ÷òî

per (A)
... 2n−t+2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
m∈M

km
... 2.

Â òîì æå ðàçäåëå âûâåäåíî íåñêîëüêî ñëåäñòâèé òåîðåìû 2.2.16.

Â ðàçäåëå 2.2.2 ñ ïîìîùüþ ðÿäà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé (ëåììû 2.2.23�

2.2.26, 2.2.28 è 2.2.30, ñëåäñòâèå 2.2.27) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ëèíèé, äîìíî-

æåíèÿ ëèíèé íà (−1) è òðàíñïîíèðîâàíèÿ êëàññèôèöèðîâàíû âñå (−1, 1)-ìàòðèöû

ïîðÿäêà n = 5 ñ ïåðìàíåíòîì 0 (òåîðåìà 2.2.31), à òàêæå ïðèâåä¼í ðåçóëüòàò äëÿ

n = 4 (òåîðåìà 2.2.29).

Çàêëþ÷åíèå. Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Ýìèëåâè÷ó Ãóòåðìàíó çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, ïîääåðæêó è öåííûå îáñóæäå-

íèÿ, à òàêæå êîëëåêòèâó êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû çà äîáðîæåëàòåëüíóþ è òâîð-

÷åñêóþ àòìîñôåðó.
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Ãëàâà 1

(0,1)-ìàòðèöû

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

1.1.1 Ïðîáëåìà ðàñïîëîæåíèÿ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà íà äåé-

ñòâèòåëüíîé îñè

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë. Ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ìàòðèöå A ÷èñëî

per (A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n),

ãäå Sn � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé

ïåðìàíåíòà, à ñàìî ýòî ÷èñëî � ïåðìàíåíòîì ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ëèíèÿìè íàçûâàþò ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèö.

Îáîçíà÷åíèå 1.1.3. Âñëåä çà Áðóàëüäè è Íüþìåíîì [6] ÷åðåç An îáîçíà÷èì

ïîäìíîæåñòâî (0, 1)-ìàòðèö èç Mn, òî åñòü ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà

{0, 1} ⊆ R.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðìàíåíòàìè ìàòðèö èç An ÿâëÿþòñÿ öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà ñî ñòàíäàðòíûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà.

Îáîçíà÷åíèå 1.1.4. Ìàòðèöó ïîðÿäêà n, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 1, îáîçíà-

÷èì Jn.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Áëèæàéøèì öåëûì ê âåùåñòâåííîìó ÷èñëó x, èëè öåëîé

÷àñòüþ x, íàçîâ¼ì òàêîå öåëîå ÷èñëî [x], ÷òî |x − [x]| < 1
2 . Äëÿ ÷èñåë âèäà 2k+1

2 ,

k ∈ Z, öåëàÿ ÷àñòü íå îïðåäåëåíà. Åñëè öåëàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíà, òî ÷èñëî {x}l =

|x− [x]| ìû áóäåì íàçûâàòü ìåíüøåé äðîáíîé ÷àñòüþ x. Íèæíÿÿ öåëàÿ ÷àñòü x �

ýòî òàêîå öåëîå ÷èñëî bxc, ÷òî bxc ≤ x < bxc+ 1. Äðîáíîé ÷àñòüþ âåùåñòâåííîãî

÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî {x} = x− bxc.
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Ïðèìåð 1.1.6. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n ∈ N
íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ïåðìàíåíòà êàê ôóíêöèè íà An ÿâëÿåòñÿ n!. Ýòî çíà÷åíèå

äîñòèãàåòñÿ íà ìàòðèöå Jn.

Ïðèìåð 1.1.7. Çíà÷åíèÿ 0 è 1 òàêæå äîñòèãàþòñÿ � íà íóëåâîé è åäèíè÷íîé

ìàòðèöå ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1.1.8. ×èñëî n!−1 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðìàíåíòîì íè äëÿ êàêîé (0, 1)-ìàòðèöû

ïîðÿäêà n.

Óòâåðæäåíèå 1.1.9. Íàèáîëüøèé ïåðìàíåíò íà An\{Jn} ðàâåí n!− (n− 1)!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðìàíåíòà ñëåäóåò, ÷òî ïåðìàíåíò (0, 1)-ìàòðèöû

íå óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè çàìåíå íà íîëü ëþáîãî ýëåìåíòà, ðàâíîãî åäèíèöå, ïðè óñëî-

âèè, ÷òî äðóãèå ýëåìåíòû îñòàþòñÿ íåèçìåííû: â ñóììå
∑

σ∈Sn
a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

êàæäîå ñëàãàåìîå ðàâíî ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå, è ïðè çàìåíå íåêîòîðîãî ýëå-

ìåíòà 1 â ìàòðèöå íà 0 êîëè÷åñòâî íóëåâûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå íå óáûâàåò. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïåðìàíåíò ëþáîé ìàòðèöû ñ 2 è áîëåå íóëåâûìè ýëåìåíòàìè íå ïðåâîñ-

õîäèò ïåðìàíåíòà ìàòðèöû ñ îäíèì íóëåâûì ýëåìåíòîì, ðàâíîãî n!− (n− 1)!.

Íåñìîòðÿ íà ñõîæåñòü îïðåäåëåíèé äåòåðìèíàíòà è ïåðìàíåíòà, íàóêå íå èç-

âåñòíî íè îäíîãî áûñòðîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî

îáúÿñíåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.1.10. Çàäà÷à âèäà ¾âû÷èñëèòü f(x)¿, ãäå f � ôóíêöèÿ èç ìíî-

æåñòâà {0, 1}∗ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 è 1 â íàòóðàëüíûé ðÿä N, ïðè-
íàäëåæèò êëàññó ñëîæíîñòè #P , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ

ìàøèíà Òüþðèíãà M , ÷òî f(x) ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì äîïóñêàþùèõ ñîñòîÿíèé

M íà x äëÿ ëþáîãî x ∈ {0, 1}∗. Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ #P -ñëîæíîé, åñëè ê íåé çà ïî-

ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñâîäèòñÿ ëþáàÿ çàäà÷à êëàññà #P . Åñëè #P -ñëîæíàÿ çàäà÷à

íàõîäèòñÿ â êëàññå #P , òî îíà íàçûâàåòñÿ #P -ïîëíîé.

Èíà÷å ãîâîðÿ, âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó #P , åñëè ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ åé çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó NP . Âýëèàíò [32] ïî-

êàçàë, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ #P -ïîëíîé è,
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òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáíàðóæåíèå ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà çà ïîëèíîìè-

àëüíîå âðåìÿ îçíà÷àëî áû, ÷òî P = NP . Îäíàêî íè îäíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî

àëãîðèòìà ïîêà íå íàéäåíî. Òàêèì îáðàçîì, öåëåñîîáðàçíî áûëî áû ðåøèòü ñëå-

äóþùóþ ïðîáëåìó.

Ïðîáëåìà 1.1.11. Êàêèå öåëûå ÷èñëà èç îòðåçêà [0, n!] ÿâëÿþòñÿ ïåðìàíåíòàìè

ìàòðèö èç An? Íà êàêèõ ìàòðèöàõ ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ?

Îäèí èç ïåðâûõ ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïîëó÷åí

åù¼ â íà÷àëå XX âåêà Ôðîáåíèóñîì [14] è Ê¼íèãîì [20], äîêàçàòåëüñòâî â ñîâðå-

ìåííîé òåðìèíîëîãèè ñì. â ìîíîãðàôèè [2] Ìèíêà.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.12. (Ôðîáåíèóñ, 1917, Ê¼íèã, 1936, [2, òåîðåìà 2.2]).

Ïåðìàíåíò ìàòðèöû A ∈ An ðàâåí íóëþ åñëè è òîëüêî åñëè A ñîäåðæèò íóëå-

âóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðà r × s ñ r + s > n.

Àíàëîãè÷íûå êðèòåðèè áûëè ïîçæå ïîëó÷åíû äëÿ çíà÷åíèé 1, 2 è 3.

Òåîðåìà 1.1.13. (Ãîðäîí, Ìîöêèí, Óýë÷, 1974, [16, òåîðåìà 1]). Ïåðìàíåíò

ìàòðèöû A ∈ An ðàâåí 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ðàâíà, ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâêè ñòðîê, ñòîëáöîâ è òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ñëåäóþùåé ìàòðèöå:1 ∗

0 1


Òåîðåìà 1.1.14. (Ãîðäîí, Ìîöêèí, Óýë÷, 1974, [16, òåîðåìà 2]). Ïåðìàíåíò

ìàòðèöû A ∈ An ðàâåí 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ðàâíà, ñ òî÷íîñòüþ äî
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ïåðåñòàíîâêè ñòðîê, ñòîëáöîâ è òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ñëåäóþùåé ìàòðèöå:

1

∗
1

1 1 0 · · · 0

0 1 1 · · · 0

0 0 · · · 1 1

1 0 0 · · · 1

1

0

1


Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ çíà÷åíèÿ 3 ôóíêöèè ïåðìàíåíòà [16, òåîðåìà 3],

êàê è äîêàçàòåëüñòâà äâóõ òåîðåì âûøå, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [16] Ãîðäîíà, Ìîö-

êèíà è Óýë÷à.

Åñëè íå íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèé íà ïîðÿäîê ìàòðèöû, òî ìîæíî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1.15. (Ãîðäîí, Ìîöêèí, Óýë÷, 1974, [16, òåîðåìà 5]). Ïóñòü

r(k) := min{n : ∃A ∈ An | per (A) = k}. Òîãäà r(k) ≤ blog2(k − 1)c+ 2 äëÿ ëþáîãî

k ≥ 2.

Ò.å. äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà k ≥ 2 ñóùåñòâóåò (0, 1)-ìàòðèöà ïîðÿäêà n ≤ blog2(k −
1)c+ 2 ñ ïåðìàíåíòîì k.

Äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá

îöåíêå íàèìåíüøåãî ÷èñëà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ çíà÷åíèåì ïåðìàíåíòà. Ýòîò ðåçóëü-

òàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äîâîëüíî äëèííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäðÿä

èäóùèõ öåëûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ïåðìàíåíòàìè ìàòðèö èç An.

Òåîðåìà 1.1.16. (Áðóàëüäè, Íüþìåí, 1965, [6, òåîðåìà 2.1 è ñëåäñòâèå

2.2]). Äëÿ ëþáîãî n ∈ N è ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî j ≤ 2n−1 ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ìàòðèöà A ∈ An, ÷òî per (A) = j.
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Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.1.17. Ïóñòü n ∈ N. ×èñëî Bn íàçîâ¼ì ãðàíèöåé ïîäðÿä èäóùèõ

çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà ìàòðèö èç An, åñëè Bn � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ

òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé ìàòðèöû A ∈ An, ÷òî per (A) = Bn + 1.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1.16 äà¼ò íèæíþþ îöåíêó äëÿ Bn: Bn ≥ 2n−1. Â ãëàâå

1 ìû óëó÷øèì ýòó îöåíêó, ïîêàçàâ, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ n = 6, Bn ≥ 85
642n. Ïîñêîëüêó

85
64 > 1, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Bn > 2n. Òàêæå ìû îöåíèì êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé

ôóíêöèè ïåðìàíåíòà â ïðàâîé ÷àñòè îòðåçêà [0, n!], ïîäðîáíåå ñì. â ðàçäåëå 1.2.2.

1.1.2 Èñïîëüçîâàíèå ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö

Íèæå ïðèâåäåíû êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè ïåðìàíåíòà,

êîòîðûå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ãëàâàõ 1 è 7 êíèãè [7] Áðóàëüäè è Ðàéçåðà.

Ïðèìåð 1.1.18. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: èìååòñÿ n ïàð ó÷åíèê-ó÷èòåëü,

ïðè÷¼ì ó êàæäîãî ó÷èòåëÿ ðîâíî îäèí ó÷åíèê, à ó êàæäîãî ó÷åíèêà ðîâíî îäèí

ó÷èòåëü, è òðåáóåòñÿ ðàññàäèòü âñå n ïàð çà êðóãëûì ñòîëîì ñ 2n ñòóëüÿìè òàê,

÷òîáû íèêòî íå îêàçàëñÿ ðÿäîì ñî ñâîèì íàïàðíèêîì è ëþáûå äâà ñîñåäà èìåëè

ðàçíûé ñòàòóñ (îäèí � ó÷åíèê, äðóãîé � ó÷èòåëü). Îáîçíà÷èì ÷èñëî âñåõ òàêèõ ðàñ-

ñàäîê ÷åðåç Mn. Ëþáàÿ òàêàÿ ðàññàäêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàññàäêîé ó÷å-

íèêîâ íà ìåñòà 1, 3, . . . , 2n− 1 è ïîñëåäóþùåé ðàññàäêîé ó÷èòåëåé íà îñòàâøèåñÿ

ìåñòà, ñ çàïðåòîì ñàæàòü ó÷èòåëÿ ñïðàâà èëè ñëåâà îò åãî ó÷åíèêà. Ñëåäîâàòåëü-

íî, Mn = 2 · (n!) · Un, ãäå Un åñòü êîëè÷åñòâî ðàçðåø¼ííûõ ðàññàäîê ó÷èòåëåé, íå

çàâèñÿùåå îò âûáðàííîé ðàññàäêè ó÷åíèêîâ. Ïðîíóìåðóåì îòäåëüíî ó÷èòåëüñêèå

è ó÷åíè÷åñêèå ñòóëüÿ íîìåðàìè îò 1 äî n òàê, ÷òîáû ó÷èòåëüñêèé è ó÷åíè÷åñêèé

ñòóëüÿ ñ íîìåðîì i áûëè ñîñåäíèìè. Òîãäà ïðè ëþáîé ðàññàäêå ó÷åíèêîâ ìíî-

æåñòâî ðàçðåø¼ííûõ ðàññàäîê ó÷èòåëåé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî ó÷èòåëü íå

ìîæåò ñèäåòü íà ó÷èòåëüñêèõ ñòóëüÿõ ñ íîìåðàìè i è i+ 1, åñëè åãî ó÷åíèê ñèäèò

íà ó÷åíè÷åñêîì ñòóëå ñ íîìåðîì i (ïîëàãàÿ n+ 1 ≡ 1). Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî
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ðàçðåø¼ííûõ ðàññàäîê ó÷èòåëåé ðàâíî ïåðìàíåíòó per (Vn) ñëåäóþùåé ìàòðèöû

Vn =



0 0 1 . . . 1 1 1

1 0 0 1 . . . 1 1

1 1 0 0 1 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1 0 0 1

1 1 1 . . . 1 0 0

0 1 1 1 . . . 1 0


,

è, ñëåäîâàòåëüíî, Mn = 2 · (n!) · per (Vn).

Ïðèìåð 1.1.19. Ðàññìîòðèì êîìïàíèþ, â êîòîðîé åñòü n âàêàíñèé, è n êàíäè-

äàòîâ íà ýòè âàêàíñèè, ïðî êàæäîãî èç êîòîðûõ èçâåñòíî, íà êàêèå âàêàíñèè îí

ïîäõîäèò. Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñóòü âàêàíñèè è êàíäè-

äàòû, è ìåæäó âåðøèíîé, ñîîòâåñòâóþùåé íåêîòîðîé âàêàíñèè, è âåðøèíîé, ñîîò-

âåòñòâóþùåé íåêîòîðîìó êàíäèäàòó, åñòü ðåáðî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò

êàíäèäàò ïîäõîäèò íà ýòó âàêàíñèþ. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ãðà-

ôó (0, 1)-ìàòðèöó A ïîðÿäêà n (ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè âàêàíñèé è êàíäèäàòîâ):

aij = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàíäèäàòó i âåðøèíà ñîåäè-

íåíà ðåáðîì ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âàêàíñèè j âåðøèíîé. Òîãäà ïåðìàíåíò per (A)

ïîëó÷åííîé ìàòðèöû A ðàâåí êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ òðóäîóñòðîèòü âñåõ êàíäèäà-

òîâ íà âñå âàêàíñèè òàê, ÷òîáû êàæäûé èç êàíäèäàòîâ îêàçàëñÿ íà âàêàíñèè, íà

êîòîðóþ îí ïîäõîäèò.

Èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåëåíèå ïåðìàíåíòà ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïðÿìîóãîëü-

íûõ ìàòðèö ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.20. Ïóñòü A � R-ìàòðèöà ðàçìåðà m× n, ãäå áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè m ≤ n. Òîãäà

per (A) =
∑

1≤j1<j2<...<jn−m≤n
per (Aj1j2...jn−m

),

ãäå Aj1j2...jn−m
îáîçíà÷àåò êâàäðàòíóþ ïîäìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A âû÷¼ðêèâà-

íèåì ñòîëáöîâ j1, j2, . . . , jn−m.
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Òàêîå îáîáùåíèå îïðåäåëåíèÿ ïåðìàíåíòà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îáîáùåíèþ

ïðèìåðà 1.1.19.

Ïðèìåð 1.1.21. Ïóñòü X = {1, 2, . . . , n}, à X1, X2, . . . , Xm � íàáîð ïîäìíîæåñòâ

X, íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ. Ýëåìåíò a ∈ X íàçîâ¼ì ïðåäñòàâèòåëåì ìíîæå-

ñòâà Xi, åñëè a ∈ Xi. Ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé óïîðÿäî÷åííîãî íàáî-

ðà ìíîæåñòâ (X1, X2, . . . , Xm) íàçûâàåòñÿ òàêîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ýëåìåíòîâ

(a1, a2, . . . , am), ÷òî ai ∈ Xi ïðè âñåõ i îò 1 äî m è ai 6= aj ïðè i 6= j. Ïîñòðîèì ìàò-

ðèöó èíöèäåíòíîñòè íàáîðà (X1, X2, . . . , Xm), ò.å. òàêóþ (0, 1)-ìàòðèöó A ðàçìåðà

m×n, ÷òî aij = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j ∈ Xi. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.3

[7], êîëè÷åñòâî ñèñòåì ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé íàáîðà (X1, X2, . . . , Xm) ðàâíî

ïåðìàíåíòó ìàòðèöû A. Ïîäðîáíåå îá ýòîé çàäà÷å è ðåøåíèè ñì. òàêæå [17].

1.2 Ãðàíèöà ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé êàê ôóíê-

öèÿ ðàçìåðà ìàòðèöû

1.2.1 Îöåíêà ñíèçó

1.2.1.1 Ïîõîæèå ìàòðèöû è ñâîéñòâà èõ ïåðìàíåíòà

Íèæåñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèìåíèìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö ñ çàäàííûì

çíà÷åíèåì ïåðìàíåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Íàçîâ¼ì äâå ìàòðèöû ïîõîæèìè, åñëè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïå-

ðåñòàíîâîê ëèíèé è, áûòü ìîæåò, òðàíñïîíèðîâàíèÿ ê ïåðâîé èç íèõ ïîëó÷åííàÿ

ìàòðèöà îòëè÷àåòñÿ îò âòîðîé ëèøü ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå. Îòìåòèì, ÷òî òàêèì îá-

ðàçîì îïðåäåë¼ííîå îòíîøåíèå ïîõîæåñòè ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî, íî, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå òðàíçèòèâíî.

Ïðèìåð 1.2.2. Ïðèìåðû ïàð ïîõîæèõ ìàòðèö:

(
1 1

1 1

)
è

(
0 1

1 1

)
;

 1 0 1

1 1 1

1 1 1

 è

 1 0 1

0 1 0

1 1 1

 ;
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
1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 1

1 1 1 1

 è


1 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 0 1

 .

Ïðèìåð 1.2.3. Ïðèìåðû ïàð íåïîõîæèõ ìàòðèö:(
1 1

1 1

)
è

(
0 1

1 0

)
;

 1 0 1

1 1 1

1 1 1

 è

 1 0 1

0 1 0

1 0 1

 ;


1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 1

1 1 1 1

 è


1 1 1 1

1 0 1 1

1 1 1 0

1 1 0 1

 .

Ëåììà 1.2.4. Ïóñòü ìàòðèöû A1, A2 ∈ An ïîõîæè, è ïóñòü per (A1) = x,

per (A2) = y. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå X, Y, Z ∈ An+1, ÷òî per (X) = 2x,

per (Y ) = 2y, per (Z) = x+ y è ìàòðèöà Z ïîõîæà è íà X, è íà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïåðìàíåíò íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ ëèíèé

è òðàíñïîíèðîâàíèè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïîõîæèõ ìàòðèö, ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî A1 è A2 îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå, òî åñòü ìû

ìîæåì çàïèñàòü èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1 =


a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

an−1 1 . . . an−1n

an1 . . . ann

 è A2 =


a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

an−1 1 . . . an−1n

a′n1 . . . a′nn

 .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ìàòðèöû èç An+1:

X =


0 a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .

0 an−1n . . . an−1n

1 an1 . . . ann

1 an1 . . . ann

 , Y =


0 a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .

0 an−1n . . . an−1n

1 a′n1 . . . a′nn
1 a′n1 . . . a′nn

 ,
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Z =


0 a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .

0 an−1n . . . an−1n

1 an1 . . . ann

1 a′n1 . . . a′nn

 .

Âèäíî, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ Z ïîõîæà êàê íà X, òàê è íà Y . Ñîãëàñíî ôîðìóëå

ðàçëîæåíèÿ ïåðìàíåíòà ïî ñòîëáöó, èìååì per (X) = per (A1) + per (A1) = 2x,

per (Y ) = per (A2) + per (A2) = 2y, per (Z) = per (A1) + per (A2) = x+ y.

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìàòðèöû ñ ïîäðÿä èäóùèìè çíà÷åíè-

ÿìè ïåðìàíåíòà.

Ñëåäñòâèå 1.2.5. Ïóñòü (n, Z) ∈ N2, è äëÿ êàæäîãî öåëîãî x â ïðîìåæóòêå

0 ≤ x ≤ Z − 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ïîõîæèõ ìàòðèö Ax, Bx ∈ An, ÷òî

per (Ax) = x, per (Bx) = x+ 1. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî öåëîãî z â ïðîìåæóòêå 0 ≤ z ≤
2Z − 1 ñóùåñòâóåò ïàðà òàêèõ ïîõîæèõ ìàòðèö Cz, Dz ∈ An+1, ÷òî per (Cz) =

z, per (Dz) = z + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ òàêèõ x, ÷òî 0 ≤ x ≤ Z − 1, ïðèìåíèì ëåììó 1.2.4

ê ìàòðèöàì Ax, Bx, è ïîëó÷èì äâå ïàðû ïîõîæèõ ìàòðèö (X,Z) è (Z, Y ) ∈ A2
n+1,

ãäå per (X) = 2x, per (Z) = 2x + 1, per (Y ) = 2x + 2. Äàëåå, äëÿ âñÿêîé ïàðû

(z, z+ 1) ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë â ïðîìåæóòêå [0, 2Z − 1] âåðíî, ÷òî îäíî

èç ýòèõ ÷èñåë ÷¼òíî. Åñëè ÷¼òíî z, òî, âçÿâ x = 1
2z, ïîëó÷èì, ÷òî èñêîìàÿ ïàðà

� ýòî X,Z ∈ An+1. Åñëè æå ÷¼òíî z + 1, òî, ïîëàãàÿ x = 1
2(z + 1), ïîëó÷àåì, ÷òî

èñêîìîé ïàðîé ïîõîæèõ ìàòðèö ñ ïåðìàíåíòàìè z è z+1 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

Z, Y ∈ An+1, è, òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèå 1.2.5 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1.2.6. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ, òî äëÿ ëþáî-

ãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 0 ãðàíèöà Bn+k ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà ìàò-

ðèö èç An+k ïðåâîñõîäèò 2kZ − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî k ðàç ïîäðÿä ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1.2.5.

Ïðèìåð 1.2.7. Ïàðà ÷èñåë (n = 1, Z = 1), î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ñëåäñòâèÿ 1.2.5: per (0) = 0, per (1) = 1.
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Çàìå÷àíèå 1.2.8. Ïðèìåíåíèå ñëåäñòâèÿ 1.2.6 ê ïàðå (n = 1, Z = 1) äîêàçûâàåò

òåîðåìó 1.1.16.

1.2.1.2 Âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòîâ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî-

õîæèõ ìàòðèö

Ñëåäñòâèå 1.2.6 ïîçâîëÿåò ñòðîèòü áîëåå äëèííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäðÿä

èäóùèõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà. Íàïðèìåð, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â çàìå÷àíèè

1.2.8, âçÿâ â êà÷åñòâå èñõîäíîé ïàðû ÷èñåë ïàðó (n = 1, Z = 1), ìîæíî ïîëó÷èòü

ðåçóëüòàò Áðóàëüäè è Íüþìåíà. Íèæå ìû ïîñòðîèì íåñêîëüêî ñåìåéñòâ ïîõîæèõ

ìàòðèö ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïåðìàíåíòà ñ òîé öåëüþ, ÷òîáû äàëåå

ïðèìåíèòü ê íèì ñëåäñòâèå 1.2.6 è óëó÷øèòü îöåíêó ãðàíèöû ïîäðÿä èäóùèõ çíà-

÷åíèé.

Ïðèìåð 1.2.9. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëåäóþùèå ìàòðèöû ïîðÿäêà 4:

A1 =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 0 1

 , A2 =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

 ,

A3 =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 0 1 1

1 1 1 1

 , A4 =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

 .

Èõ ïåðìàíåíòû ðàâíû 8, 9, 10, 11 ñîîòâåòñòâåííî. Èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü 5 ïàð

ïîõîæèõ ìàòðèö: {A1, A2}, {A1, A3}, {A1, A4}, {A2, A4}, {A3, A4}.

Ïðèìåð 1.2.10. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.2.4, ïîñòðîèì íèæåñëåäóþùèå øåñòü ìàòðèö

ïîðÿäêà 5. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.2.4 ê ïàðå {A1, A2}, ïîëó÷àåì òðè ìàòðèöû

B1 =


0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

 , B2 =


0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

 , B3 =


0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0


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ñ ïåðìàíåíòàìè per (B1) = 16, per (B2) = 17, per (B3) = 18. Ïðèìåíÿÿ òó æå

ëåììó ê ïàðå {A3, A4}, íàõîäèì

B4 =


0 1 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

 , B5 =


0 1 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

 , B6 =


0 1 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

 .

ñ ïåðìàíåíòàìè per (B4) = 20, per (B5) = 21, per (B6) = 22. Âèäíî, ÷òî ïàðû

{B1, B2}, {B2, B3}, {B4, B5} è {B5, B6} ÿâëÿþòñÿ ïàðàìè ïîõîæèõ ìàòðèö.

Ïðèìåð 1.2.11. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå ïàðû ìàòðèö:

B7 =


1 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

0 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , B8 =


0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 ;

B9 =


0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , B10 =


0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1 1

 .

Èõ ïåðìàíåíòû ðàâíû 18, 19; 19, 20 ñîîòâåòñòâåííî. {B7, B8} è {B9, B10} � äâå

ïàðû ïîõîæèõ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 1.2.12. Íàçîâ¼ì óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n

öåïüþ ïîõîæèõ ìàòðèö, åñëè ëþáûå äâå ñîñåäíèå ìàòðèöû â í¼ì ïîõîæè, è ïåðìà-

íåíò ñëåäóþùåé íà åäèíèöó áîëüøå ïåðìàíåíòà (íåïîñðåäñòâåííî) ïðåäûäóùåé.

Îïðåäåëåíèå 1.2.13. Íàçîâ¼ì óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà

n öåïüþ ìàòðèö èëè ïðîñòî öåïüþ, åñëè ëþáûå äâå ñîñåäíèå ìàòðèöû â í¼ì ëè-

áî èìåþò îäèíàêîâûé ïåðìàíåíò, ëèáî ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè (ñ òåì æå ïîðÿäêîì

ñëåäîâàíèÿ) â íåêîòîðîé öåïè ïîõîæèõ ìàòðèö.
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Ïðèìåð 1.2.14. Âñÿêàÿ (0, 1)-ìàòðèöà A ðàçìåðà (n−1)×n ñîäåðæèò n ïîäìàò-

ðèö èç An−1. Äîáàâëÿÿ ê A ñòðîêó, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü 2n ðàçëè÷íûõ (0, 1)-ìàòðèö

ïîðÿäêà n, ïåðìàíåíòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñåâîçìîæíûå ñóììû ïåðìà-

íåíòîâ ïîäìàòðèö ïîðÿäêà (n−1) ìàòðèöû A. Ïî ïîñòðîåíèþ ëþáûå äâå ïîëó÷åí-

íûå òàêèì îáðàçîì ìàòðèöû ïîðÿäêà n áóäóò ïîõîæè äðóã íà äðóãà. Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ðàçìåðà 4× 5:

A5 =


0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 .

Ó íå¼ ïÿòü ïîäìàòðèö ïîðÿäêà 4:

A5,1 =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

 ;A5,2 =


0 1 1 1

0 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

 ;A5,3 =


0 0 1 1

0 1 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

 ;

A5,4 =


0 0 1 1

0 1 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 ;A5,5 =


0 0 1 1

0 1 0 1

1 1 1 0

1 1 1 1

 .

Èõ ïåðìàíåíòû ðàâíû 11, 7, 7, 6 è 5 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ìíîæåñòâå

ìàòðèö ïîðÿäêà 5, ïîëó÷åííûõ èç A5 äîáàâëåíèåì ñòðîêè, ïåðìàíåíò äîñòèãàåò

ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé:

0, 5, 6, 7, 11, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 29, 30, 31, 36.

Èç ýòèõ ìàòðèö ïîðÿäêà 5 íàì ïîíàäîáÿòñÿ:

A6 =


1 0 0 0 1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , A7 =


1 0 0 1 0

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , A8 =


1 0 1 0 0

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 ,
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A9 =


0 1 1 0 1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , A10 =


0 1 1 1 0

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , A11 =


1 0 0 1 1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 ,

A12 =


1 0 1 0 1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , A13 =


1 0 1 1 0

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , A14 =


1 1 1 0 0

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 ,

A15 =


1 1 0 1 1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , A16 =


1 1 1 0 1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 , A17 =


1 1 1 1 0

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 ,

A18 =


1 1 1 1 1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

 ,

ïåðìàíåíòû êîòîðûõ ðàâíû 16, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 29, 30, 31, 36 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïîëüçóÿñü ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ïîõîæèìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà 5, ìû

ìîæåì ïîñòðîèòü íåñêîëüêî öåïåé ïîõîæèõ ìàòðèö ïîðÿäêà 6, êàê â ïðèâåä¼ííûõ

íèæå ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 1.2.15. Ìàòðèöû A11, A12, A13 è A14 äàþò íàì ñëåäóþùóþ öåïü

B11 =



1 1 0 0 1 1

1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B12 =



1 1 0 1 0 1

1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


,
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B13 =



1 1 0 1 0 1

1 1 0 1 0 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B14 =



1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 0 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


,

B15 =



1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B16 =



1 1 1 1 0 0

1 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B17 =



1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


ñ ïåðìàíåíòàìè

44 = 22 + 22, 45 = 22 + 23, 46 = 23 + 23, 47 = 23 + 24,

48 = 24 + 24, 49 = 24 + 25, 50 = 25 + 25

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1.2.16. Èñïîëüçóÿ ìàòðèöû A10, A16 è A17, ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ öåïü

(òî÷íåå, ïàðó) ïîõîæèõ ìàòðèö:

B18 =



1 1 1 1 0 1

1 0 1 1 1 0

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B19 =



1 1 1 1 1 0

1 0 1 1 1 0

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


ñ ïåðìàíåíòàìè

50 = 20 + 30, 51 = 20 + 31

ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðèìåð 1.2.17. Ñëåäóþùàÿ öåïü ïîõîæèõ ìàòðèö ïîëó÷åíà èç A6, A7, A8, A9,

A10 è A18:

B20 =



1 1 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B21 =



1 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B22 =



1 1 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


,

B23 =



1 0 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B24 =



1 0 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


,

ïåðìàíåíòû ðàâíû

52 = 36 + 16, 53 = 36 + 17, 54 = 36 + 18, 55 = 36 + 19, 56 = 36 + 20

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1.2.18. Èç ìàòðèö A11, A12, A13, A14 è A18 ïîëó÷àåì öåïü ïîõîæèõ ìàò-

ðèö

B25 =



1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B26 =



1 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


,
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B27 =



1 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B28 =



1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


ñ ïåðìàíåíòàìè

58 = 36 + 22, 59 = 36 + 23, 60 = 36 + 24, 61 = 36 + 25

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1.2.19. Íàêîíåö, ìàòðèöû A15, A16, A17 è A18 äàþò íàì öåïü

B29 =



1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B30 =



1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


, B31 =



1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1


ïîõîæèõ ìàòðèö ñ ïåðìàíåíòàìè

65 = 36 + 29, 66 = 36 + 30, 67 = 36 + 31

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1.2.20. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 1.2.14, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó

ðàçìåðà 4× 5: 
0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 .

Ó íå¼ 5 ïîäìàòðèö ïîðÿäêà 4 ñ ïåðìàíåíòàìè 8, 10, 10, 11, 11. Ñëåäîâàòåëüíî, èç

íå¼ ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòðèöû ïîðÿäêà 5 ñ ïåðìàíåíòàìè 28, 29, 30, 31, 32, 39, 40,
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42, 50. Âîò îíè, â ïîðÿäêå ïåðå÷èñëåíèÿ èõ ïåðìàíåíòîâ:
1 1 0 0 1

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 ,


1 0 0 1 1

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 ,


0 0 1 1 1

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 ,


1 1 0 1 0

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 ,


0 1 1 1 0

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 ,


1 1 0 1 1

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 ,


0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 ,


1 1 1 1 0

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 ,


1 1 1 1 1

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 .

Èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü äâå öåïè ìàòðèö ïîðÿäêà 6: ñ ïåðìàíåíòàìè îò 67 äî 74

è îò 78 äî 82. Ïåðâàÿ öåïü:

1 1 1 0 0 1

1 1 1 0 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 1 0 0 1 1

1 1 1 0 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 0 0 1 1 1

1 1 1 0 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 1 1 0 1 0

1 1 1 0 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 0 1 1 1 0

1 1 1 0 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


;



1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 0

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,
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

1 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 0

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 0

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 0 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


.

Ïåðìàíåíòû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 67, 68, 69, 70, 71; 71, 72, 73, 74. Âòîðàÿ öåïü:

1 1 1 0 0 1

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,



1 0 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


.

Ïåðìàíåíòû ðàâíû 78, 79, 80, 81, 82 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1.2.21. Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ âûøå öåïåé ìàòðèö, íàì ïîíàäîáÿòñÿ â

äàëüíåéøåì òàêæå ñëåäóþùèå ïàðû ïîõîæèõ ìàòðèö:

1 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1


,



1 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1


;

29





1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 0 0


,



1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 0 0


;



1 0 0 1 1 1

1 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1


,



1 1 0 1 0 1

1 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1


;



1 0 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1


,



1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1


;



0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1


;



0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1


;
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

1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1


,



1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1


ñ ïåðìàíåíòàìè 74, 75; 75, 76; 76, 77; 77, 78; 82, 83; 83, 84; 84, 85 ñîîòâåòñòâåííî.

1.2.1.3 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ëåììà 1.2.22. Ïàðà ÷èñåë n = 6, Z = 85 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ

1.2.5, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî x, 0 ≤ x ≤ 84, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ïîõîæèõ

ìàòðèö Ax, Bx ∈ A6, ÷òî per (Ax) = x, per (Bx) = x+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ñëåäñòâèå 1.2.6 ïðè k = 4 ê ïàðå n = 1, Z = 1, ñì.

ïðèìåð 1.2.7. Ïîëó÷èì, êðîìå ïðî÷åãî, ÷òî ïàðà (n = 5, Z = 16) òîæå óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 1.2.5. Ïðèìåðû 1.2.10 è 1.2.11 äàþò íàì ïàðû ïîõîæèõ

ìàòðèö äëÿ êàæäîé èç øåñòè ïàð ñîñåäíèõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà îò 16 äî 22 ïðè

n = 5. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.2.5, ïàðà ÷èñåë (n = 6, Z = 44) òàêæå

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 1.2.5. Ïðèìåðû 1.2.14�1.2.19 äàþò íàì ïÿòü

öåïåé ïîõîæèõ ìàòðèö ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïåðìàíåíòà: 44�50, 50�

51, 52�56, 58�61 è 65�67. Ïðèìåðû 1.2.20 è 1.2.21 äàþò íàì îäíó öåïü ìàòðèö ñ

ïåðìàíåíòàìè îò 67 äî 85 âêëþ÷èòåëüíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå ìàòðèöû ðàçìåðà 4× 5:

A19 =


0 0 1 1 1

0 1 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

 ;A20 =


0 0 1 1 1

0 1 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

 .

Ïåðìàíåíòû èõ ïîäìàòðèö ïîðÿäêà 4 ðàâíû 11, 8, 7, 7, 6 è 10, 8, 7, 7, 6 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðìàíåíòû ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ èç A19 è A20 äîáàâëåíè-

åì ñòðîêè, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðèìåðå 1.2.14, ìîãóò ïðèíèìàòü
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ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî):

0, 6, 7, 8, 11, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 28, 31, 32, 33, 39;

0, 6, 7, 8, 10, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 28, 30, 31, 32, 38.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ A19, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü öåïè ïîõîæèõ ìàòðèö ñ ïåð-

ìàíåíòàìè 51-52, 56-58 è 62-65. Ýòè öåïè ïðèâåäåíû íèæå (ðàçäåëåíû çíàêîì ";"):

B32 =



1 0 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1


, B33 =



1 0 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


;

B34 =



1 1 0 0 1 1

1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1


, B35 =



1 1 0 1 1 0

1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


, B36 =



1 1 1 0 1 0

1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


;

B37 =



1 1 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1


, B38 =



1 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


,

B39 =



1 1 1 0 1 1

1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


, B40 =



1 1 1 1 1 0

1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


.
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Ïåðìàíåíòû ýòèõ ìàòðèö ðàâíû 51, 52, 56, 57, 58, 62, 63, 64, 65 ñîîòâåòñòâåííî. Èç

A20 ìîæåì ñêîíñòðóèðîâàòü ïàðó ïîõîæèõ ìàòðèö ñ ïåðìàíåíòàìè 61 è 62:

B41 =



1 1 0 1 1 1

1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


, B42 =



1 1 1 0 1 1

1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 1 1


.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè öåïè ñî çíà÷åíèÿìè ïåðìàíåíòà 0-44, 44-50, 50-51,

51-52, 52-56, 56-58, 58-61, 61-62, 62-65, 65-67 è 67-85. Îáúåäèíèâ èõ, ïîëó÷èì öåïü

ñî çíà÷åíèÿìè ïåðìàíåíòà 0-85. Ýòî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òåîðåìà 1.2.23. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N, n ≥ 6, âåðíî, ÷òî Bn ≥ 85
642n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2.22, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1.2.6 â

ñëó÷àå n = 6, Z = 85. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ≥ 6 èìååì

Bm = B6+k ≥ 2k · 85 =
85

64
2m.

Ñëåäñòâèå 1.2.24. Ïðè n ≥ 6 Bn > 2n.

Çàìåòèì, ÷òî â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [40] áûë ïðèâåä¼í íåìíîãî áîëåå ñëàáûé

ðåçóëüòàò: áûëî äîêàçàíî, ÷òî Bn ≥ 67
642n. Îäíàêî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå

ïóáëèêàöèè áûëè ïîñòðîåíû öåïè ìàòðèö èç ïðèìåðîâ 1.2.20 è 1.2.21, ÷òî äàëî

âîçìîæíîñòü óñèëèòü ðåçóëüòàò.

Çàìå÷àíèå 1.2.25. Ñóùåñòâóåò òàêæå öåïü ïîõîæèõ ìàòðèö ñ ïåðìàíåíòàìè îò

86 äî 94 âêëþ÷èòåëüíî. Îíà ïðèâåäåíà íèæå:

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1


;
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

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1


;



0 0 0 1 0 1

0 1 1 1 0 1

1 0 1 1 1 0

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 0 1 1

0 1 1 1 0 1

1 0 1 1 1 0

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1


;



0 0 0 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 0 1 1

0 1 1 1 0 1

1 0 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1


;



0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 1

1 0 1 1 1 1

1 1 1 0 0 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 0

1 0 1 1 1 1

1 1 1 0 0 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1


;



0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

1 1 1 0 0 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

1 0 1 1 1 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1


;
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

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1

1 0 1 1 1 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 0 1

1 0 1 1 1 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1


;



0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

1 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1


,



0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1


.

Ïåðìàíåíòû ðàâíû 86, 87; 87, 88; 88, 89; 89, 90; 90, 91; 91, 92; 92, 93; 93, 94 ñîîò-

âåòñòâåííî.

Âîïðîñ 1.2.26. Ñóùåñòâóåò ëè ïàðà ïîõîæèõ ìàòðèö ñ ïåðìàíåíòàìè 85 è 86?

1.2.2 Çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòà, áëèçêèå ê ìàêñèìàëüíîìó

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïåðìàíåíòà, áëèçêèå ê n!, à

èìåííî, êàê áóäåò âèäíî äàëåå, ïðåâîñõîäÿùèå n!
3 . Âû÷èñëèâ íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ,

íå äåëÿùèåñÿ íà 2 è íà 3, ìû çàòåì äà¼ì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé

â ïðîìåæóòêå ìåæäó íàèáîëüøèì íå÷¼òíûì ïåðìàíåíòîì è n!. Äëÿ ýòîãî íàì

ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.27. Îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü êâàäðàòíîé ìàòðèöûA� ýòî íàáîð

ïàð èíäåêñîâ

{(1, σ(1)), . . . , (n, σ(n))},

ãäå σ ∈ Sn.

Îïðåäåëåíèå 1.2.28. Íóëåâàÿ ÷àñòè÷íàÿ îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü äëèíû j � ýòî

òàêîå ïîäìíîæåñòâî {(i1, l1), . . . , (ij, lj)} îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè ìàòðèöû A, ÷òî

ai1l1 = . . . = aij lj = 0.

35



Îáîçíà÷åíèå 1.2.29. Îáîçíà÷èì ÷åðåç kj, j = 1, . . . , n, êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ

íóëåâûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû j. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k0 = 1,

à íóëåâàÿ ÷àñòè÷íàÿ îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü äëèíû 0 åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ëåììà 1.2.30. Ïóñòü A ∈ An. Òîãäà

per (A) =
n∑
j=0

(−1)j · kj · (n− j)!. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî îïðåäåëåíèþ,

per (A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1) · . . . · anσ(n). (2)

Çäåñü êàæäîå ñëàãàåìîå a1σ(1) ·. . .·anσ(n) âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòî-

ðîé îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè è ðàâíÿåòñÿ ëèáî åäèíèöå, ëèáî íóëþ, â çàâèñèìîñòè îò

òîãî, åñòü ëè íà ýòîé îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè õîòü îäèí íóëåâîé ýëåìåíò ìàòðèöû

èëè òàì èõ íåò.

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü (1) è äîêàæåì, ÷òî îíà ðàâíà êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ

ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (2).

2. Âñÿêàÿ íóëåâàÿ ÷àñòè÷íàÿ îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü äëèíû j ìîæåò áûòü äî-

ïîëíåíà äî îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè (n− j)! ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, òî åñòü ñîäåð-
æèòñÿ â (n− j)! ðàçëè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëÿõ. Äîïîëíèì êàæäóþ íóëåâóþ

÷àñòè÷íóþ îáîáù¼ííóþ äèàãîíàëü äëèíû j äî ïîëíîé îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè âñå-

ìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè è ðàçìåòèì âñå ïîëó÷åííûå äèàãîíàëè, ÷òîáû ðàçëè-

÷àòü èõ. Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Kj ðàçìå÷åííûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé, ñîäåðæà-

ùèõ âñå íóëåâûå ÷àñòè÷íûå îáîáù¼ííûå äèàãîíàëè äëèíû j. Ìîùíîñòü Kj ðàâíà

|Kj| = kj · (n − j)!. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî íå âñå ýëåìåíòû Kj îòëè÷àþòñÿ êàê

îáîáù¼ííûå äèàãîíàëè ìàòðèöû A.

3. Ïóñòü Dm � ïðîèçâîëüíàÿ îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü ìàòðèöû A, ñîäåðæàùàÿ

m íóëåé è n−m åäèíèö. Ïî îïðåäåëåíèþ, Dm ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
(
m
j

)
ðàçëè÷-

íûõ íóëåâûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû j. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

Dm ñîäåðæèò 1 =
(
m
0

)
íóëåâóþ ÷àñòè÷íóþ îáîáù¼ííóþ äèàãîíàëü äëèíû 0. Òà-

êèì îáðàçîì, êàæäàÿ Dm ñîäåðæèòñÿ â Kj â êîëè÷åñòâå
(
m
j

)
, j = 0, . . . , n. (Çäåñü

ìû ïîëàãàåì
(
m
j

)
= 0 ïðè m < j). Ïóñòü Dm îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ

îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé ìàòðèöû A, ñîäåðæàùèõ ðîâíî m íóëåé.
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4. Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (1) èìååì

n∑
j=0

(−1)j · kj · (n− j)! =
n∑
j=0

(−1)j · |Kj| =
n∑
j=0

(−1)j ·

(
n∑

m=0

∑
Dm∈Dm

(
m

j

))
. (3)

5. Ñîãëàñíî ïóíêòó 3, â ïðàâîé ÷àñòè (3) ïîñ÷èòàíà êàæäàÿ îáîáù¼ííàÿ äèà-

ãîíàëü ìàòðèöû A. Âû÷èñëèì, ñ êàêèì êîýôôèöèåíòîì. Ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììè-

ðîâàíèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî m è êàæäîé Dm ∈ Dm å¼ êîýôôèöèåíò â

ñóììå (3) ðàâåí
n∑
j=0

(−1)j
(
m

j

)
= δm0 ,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òî åñòü, åñëè D îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ îáîáù¼í-

íûõ äèàãîíàëåé ìàòðèöû A, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3) è , ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü

(1) îáå ðàâíû
∑

Dm∈D
δm0 . Ïî ïóíêòó 1 ýòî è åñòü çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà.

Ñëåäñòâèå 1.2.31. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, 2 ≤ p < n, n ∈ N. Ìàòðèöà

ñ íàèáîëüøèì íå äåëÿùèìñÿ íà p çíà÷åíèåì ïåðìàíåíòà èìååò â òî÷íîñòè

n − p + 1 íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷¼ì íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàñïîëîæåíû íà

îäíîé ëèíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè kn−p+1 = 0, òî êîëè÷åñòâî íóëåâûõ ÷àñòè÷-

íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû áîëåå n− p+ 1 òîæå ðàâíî íóëþ, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, êàæäîå ñëàãàåìîå â (1) äåëèòñÿ íà p. Òî åñòü, åñëè ïåðìàíåíò íå äåëèòñÿ

íà p, òî kn−p+1 > 0. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ñ ðîâíî n − p + 1 íóë¼ì íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè è åäèíèöàìè íà âñåõ îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ. Òàê êàê âñå íóëè íàõîäÿò-

ñÿ íà îäíîé äèàãîíàëè è n > 2, òî äëÿ êàæäîé åäèíèöû ñóùåñòâóåò íå ìåíåå

îäíîé îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè áåç íóëåé, ñîäåðæàùåé ýòó åäèíèöó. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðè çàìåíå ëþáîé åäèíèöû íà íîëü ïåðìàíåíò óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, çíà÷åíèå

ïåðìàíåíòà ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì íå äåëÿùèìñÿ íà p

çíà÷åíèåì.

Ñëåäñòâèå 1.2.32. Ïóñòü j � öåëîå ÷èñëî, 2 ≤ j < n. Òîãäà ìàòðèöà ïîðÿäêà

n ñ ïåðìàíåíòîì, íàèáîëüøèì ñðåäè íå äåëÿùèõñÿ íà j!, èìååò â òî÷íîñòè

n− j + 1 íóëåé, ïðè÷¼ì íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè kn−j+1 = 0, òî êîëè÷åñòâî íóëåâûõ ÷àñòè÷-

íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû áîëåå n− j + 1 òîæå ðàâíî íóëþ, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, êàæäîå ñëàãàåìîå â (1) äåëèòñÿ íà j!. Òî åñòü, åñëè ïåðìàíåíò íå äåëèòñÿ

íà j!, òî kn−j+1 > 0. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ñ ðîâíî n − j + 1 íóë¼ì íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè è åäèíèöàìè íà âñåõ îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ. Òàê êàê âñå íóëè íàõîäÿò-

ñÿ íà îäíîé äèàãîíàëè è n > 2, òî äëÿ êàæäîé åäèíèöû ñóùåñòâóåò íå ìåíåå

îäíîé îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè áåç íóëåé, ñîäåðæàùåé ýòó åäèíèöó. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðè çàìåíå ëþáîé åäèíèöû íà íîëü ïåðìàíåíò óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, çíà÷åíèå

ïåðìàíåíòà ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì íå äåëÿùèìñÿ íà j!

çíà÷åíèåì.

Â ñëåäóþùèõ íèæå òåîðåìàõ 1.2.33 è 1.2.34 èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå, ââåä¼í-

íîå â îïðåäåëåíèè 1.1.5.

Òåîðåìà 1.2.33. Íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïåðìàíåòà íà An ðàâ-

íî [ (n+1)!
ne ], ïðè÷¼ì { (n+1)!

ne }l ≤
1

n(n+2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.2.31, ïðè n > 2 ìàòðèöà A ñ íàèáîëüøèì

íå äåëÿùèìñÿ íà 2 çíà÷åíèåì ïåðìàíåíòà èìååò ðîâíî n − 1 íóëåâûõ ýëåìåíòîâ,

íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü

÷òî âñå íóëè ðàñïîëîæåíû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû. Òîãäà kj =
(
n−1
j

)
, è

ôîðìóëà (1) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

per (A) =
n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
(n− k)! =

n−1∑
k=0

tk

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé n > 3. Ïðèìåíèâ òîæäåñòâî(
n− 1

k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
− (n− 1) · · · (n− k + 1)

(k − 1)!
, 2 ≤ k ≤ n− 1,

ïðåîáðàçóåì âñþ ñóììó, êðîìå ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ, â ñëåäóþùóþ êîìáèíàöèþ
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n! è (n− 1)! ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè:

n−1∑
k=2

tk =
n−1∑
k=2

(−1)k
(
n− 1

k

)
(n− k)! =

=
n−1∑
k=2

(−1)k
n · · · (n− k + 1)

k!
(n− k)!−

n−1∑
k=2

(−1)k
(n− 1) · · · (n− k + 1)

(k − 1)!
(n− k)! =

= n!
n−1∑
k=2

(−1)k

k!
+ (n− 1)!

n−1∑
k=2

(−1)k

(k − 1)!
.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ èñõîäíîé ñóììû, íå çàäåéñòâîâàííûå â ïðåäûäóùåì ïðå-

îáðàçîâàíèè, äàþò (n− 1)!:

1∑
k=0

tk =
∑
k=0,1

(−1)k
(
n− 1

k

)
(n− k)! = n!− (n− 1)(n− 1)! = (n− 1)!.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

per (A) = (n−1)!+n!
n−1∑
k=2

(−1)k

k!
+(n−1)!

n−1∑
k=2

(−1)k

(k − 1)!
= n!

n−1∑
k=2

(−1)k

k!
+(n−1)!

n−2∑
k=2

(−1)k

k!
.

Ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äîáàâèì 0 ≡ n!
n!(−1)n + (n−1)!

(n−1)!(−1)n−1:

n!
n−1∑
k=2

(−1)k

k!
+(n−1)!

n−2∑
k=2

(−1)k

k!
= n!

n∑
k=2

(−1)k

k!
+(n−1)!

n−1∑
k=2

(−1)k

k!
= n!sn+(n−1)!sn−1,

ãäå

sj =

j∑
k=2

(−1)k

k!
.

Çàìåíÿÿ sn è sn−1 íà e
−1, ïîëó÷àåì

per (A) =
(n+ 1)!

ne
− εn.

Âû÷èñëèì εn.

εn =
(
e−1 − sn

)
n! +

(
e−1 − sn−1

)
(n− 1)!
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Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå e−1 â âèäå ðÿäà Òåéëîðà ex ïðè x = −1, ïîëó÷àåì

(
e−1 − sn

)
n! +

(
e−1 − sn−1

)
(n− 1)! =

∞∑
k=1

(−1)n+k
k∏
l=1

1

n+ l
+
∞∑
k=0

(−1)n+k
k∏
l=0

1

n+ l
.

Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî

0 ≡ (−1)n+1

n+ 1
+
∑
k=0,1

(−1)n+k
k∏
l=0

1

n+ l

(òî åñòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà âòîðîãî ðÿäà â ñóììå ñ ïåðâûì ÷ëåíîì ïåðâîãî ðÿäà

äàþò íîëü), ïîëó÷àåì

|εn| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

(−1)n+k

(
k∏
l=0

1

n+ l
+

k∏
l=1

1

n+ l

)∣∣∣∣∣ .
Òàê êàê

k∏
l=0

1

n+ l
+

k∏
l=1

1

n+ l
=

1

n

k∏
l=2

1

n+ k

äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 è ëþáîãî n, òî

|εn| =
1

n

∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

(−1)n+k
k∏
l=2

1

n+ l

∣∣∣∣∣ < 1

n(n+ 2)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ n > 3 èìååì per (A) = [ (n+1)!
ne ] è |εn| = { (n+1)!

ne }l ≤
1

n(n+2) .

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè n = 1, 2, 3 óòâåðæäåíèå òåîðåìû òàêæå âûïîëíÿåòñÿ:[
(1 + 1)!

e

]
= 1,

[
(2 + 1)!

2e

]
=

[
3

e

]
= 1,

[
(3 + 1)!

3e

]
=

[
8

e

]
= 3,

ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïî ôîðìóëå (1) ïðè kj =(
n−1
j

)
, n = 1, 2, 3, è ñîîòâåòñòâóþùèå ìåíüøèå äðîáíûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðà-

âåíñòâó â óòâåðæäåíèè òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.2.34. Åñëè n > 1, òî íàèáîëüøåå íå äåëÿùååñÿ íà 3 çíà÷åíèå ôóíêöèè

ïåðìàíåíòà íà An ðàâíî [ (n−2)!
e (n2 + n− 1)], ïðè÷¼ì { (n−2)!

e (n2 + n− 1)}l ≤ 4
n3−n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 1.2.31, ïðè n > 2 ìàòðèöàA ñ íàèáîëüøèì íå äåëÿùèìñÿ íà 3 çíà÷åíèåì

ïåðìàíåíòà èìååò ðîâíî n− 2 íóëåé, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå ðàñïîëîæåíû íà

îäíîé ëèíèè, ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íóëè ðàñïîëîæåíû íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè ìàòðèöû. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà kj =
(
n−2
j

)
, è ôîðìóëà (1) ïðèíèìàåò

ñëåäóþùèé âèä:

per (A) =
n−2∑
k=0

(−1)k
(
n− 2

k

)
(n− k)! ≡

n−2∑
k=0

tk.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé n > 5. Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî(
n− 2

k

)
=
n · · · (n− k + 1)

k!
− 2

(n− 1) · · · (n− k + 1)

(k − 1)!
+

(n− 2) · · · (n− k + 1)

(k − 2)!

(3 ≤ k ≤ n − 2), ïðåîáðàçóåì âñþ ñóììó, êðîìå ïåðâûõ òð¼õ ñëàãàåìûõ, â ñëåäó-

þùóþ êîìáèíàöèþe n!, (n− 1)! è (n− 2)! ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè:

n−2∑
k=3

tk =
n−2∑
k=3

(−1)k
n · · · (n− k + 1)

k!
(n− k)!−

−2
n−2∑
k=3

(−1)k
(n− 1) · · · (n− k + 1)

(k − 1)!
(n−k)!+

n−2∑
k=3

(−1)k
(n− 2) · · · (n− k + 1)

(k − 2)!
(n−k)! =

= n!
n−2∑
k=3

(−1)k

k!
− 2(n− 1)!

n−2∑
k=3

(−1)k

(k − 1)!
+ (n− 2)!

n−2∑
k=3

(−1)k

(k − 2)!
.

À ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ èñõîäíîé ñóììû ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3∑
k=0

tk = n!− (n− 2)(n− 1)! +
(n− 2)(n− 3)

2
(n− 2)! = 2(n− 1)! +

n!

2
−

− 2(n− 1)! + (n− 2)! =
n!

2
+ (n− 2)!.

Ñóììèðóÿ âñ¼ ïðåîáðàçîâàííîå âûøå, èìååì

per (A) = n!
n−2∑
k=2

(−1)k

k!
+ 2(n− 1)!

n−3∑
k=2

(−1)k

k!
+ (n− 2)!

n−4∑
k=2

(−1)k

k!
.
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Êàê è â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå, ðàñøèðèì ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ, äîáàâëÿÿ

øåñòü ñëàãàåìûõ, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ:

per (A) = n!
n∑
k=2

(−1)k

k!
+ 2(n− 1)!

n−1∑
k=2

(−1)k

k!
+ (n− 2)!

n−2∑
k=2

(−1)k

k!
=

= n!sn + 2(n− 1)!sn−1 + (n− 2)!sn−2,

è çàìåíèì sn, sn−1 è sn−2 íà ðÿä Òåéëîðà äëÿ e−1:

per (A) =
n! + 2(n− 1)! + (n− 2)!

e
− εn =

(n− 2)!

e
(n2 + n− 1)− εn.

Âû÷èñëèì εn:

εn = (e−1 − sn)n! + 2(e−1 − sn−1)(n− 1)! + (e−1 − sn−2)(n− 2)! =

=
∞∑
k=1

(−1)n+k

(n+ 1) · · · (n+ k)
+ 2

∞∑
k=0

(−1)n+k

n · · · (n+ k)
+

∞∑
k=−1

(−1)n+k

(n− 1) · · · (n+ k)
.

Òàê êàê∑
k=1,2

(−1)n+k

(n+ 1) · · · (n+ k)
+ 2

∑
k=0,1

(−1)n+k

n · · · (n+ k)
+
∑

k=−1,0

(−1)n+k

(n− 1) · · · (n+ k)
= 0,

òî

|εn| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=3

(−1)n+k

(n+ 1) · · · (n+ k)
+ 2

∞∑
k=2

(−1)n+k

n · · · (n+ k)
+
∞∑
k=1

(−1)n+k

(n− 1) · · · (n+ k)

∣∣∣∣∣ .
Ïåðâîå ñëàãàåìîå êàæäîãî èç ïîñëåäíèõ òð¼õ ðÿäîâ ïðåâîñõîäèò ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå ñóììó âñåãî ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà; êðîìå òîãî, ïåðâîå ñëàãàåìîå òðå-

òüåãî ðÿäà áîëüøå ïî ìîäóëþ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ äâóõ äðóãèõ ðÿäîâ. Çíà÷èò,

|εn| <
4

(n− 1)n(n+ 1)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n > 5 èìååì per (A) = [ (n−2)!
e (n2 +n− 1)] è |εn| = { (n−2)!

e (n2 +

n− 1)}l < 4
n3−n . Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè n = 2, 3, 4, 5 óòâåðæäåíèå òåîðåìû òîæå

âûïîëíÿåòñÿ:

[
1

e
(4 + 2− 1)] = 1, [

1

e
(9 + 3− 1)] = 4, [

2

e
(16 + 4− 1)] = 14, [

6

e
(25 + 5− 1)] = 64,
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ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ âû÷èñëåííûìè íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå (1) ïðè kj =(
n−2
j

)
, n = 2, 3, 4, 5, è ñîîòâåòñòâóþùèå ìåíüøèå äðîáíûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâó èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Òåïåðü äàäèì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà ìåæäó

íàèáîëüøèì íå÷¼òíûì ïåðìàíåíòîì è n!.

Òåîðåìà 1.2.35. Ïðè n ≥ 4 íà ïðîìåæóòêå
([

(n+1)!
ne

]
, n!
]
êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé

ôóíêöèè ïåðìàíåíòà íà ìíîæåñòâå ìàòðèö An íå ïðåâîñõîäèò

e− 2

2
((n− 1)! + (n− 3)!) +

⌊n
2

⌋
+ (−1)n−1

n∑
k=2

(−1)k

k
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n:

n! −
(
n−1

1

)
(n− 1)!

(
n−1

2

)
(n− 2)! . . . (−1)n−2

(
n−1
n−2

)
2! (−1)n−1

(
n−1
n−1

)
n! −

(
n−2

1

)
(n− 1)!

(
n−2

2

)
(n− 2)! . . . (−1)n−2

(
n−2
n−2

)
2! 0

...
...

... . . . ...
...

n! −
(

2
1

)
(n− 1)!

(
2
2

)
(n− 2)! . . . 0 0

n! −
(

1
1

)
(n− 1)! 0 . . . 0 0

n! 0 0 . . . 0 0


(4)

Å¼ ýëåìåíò ñ ïàðîé èíäåêñîâ (i, j) ðàâåí (−1)j−1
(
n−i
j−1

)
(n− j+ 1)! ïðè i+ j ≤ n+ 1,

è ðàâåí 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aj ñóììó ýëåìåíòîâ å¼ j-é ñòðîêè Rj, 1 ≤ j ≤ n. Ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 1.2.32, Aj ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì íå äåëÿùèìñÿ íà (j + 1)! çíà÷åíèåì

ïåðìàíåíòà íà An. Òàêæå, èç ñëåäñòâèÿ 1.2.32 íàì èçâåñòíî, ÷òî Aj−1 < Aj. Ýòè

äâà ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì ñäåëàòü ïåðâûé øàã äîêàçàòåëüñòâà.

1. Ïåðâûé øàã: äëÿ âñåõ k, 2 ≤ k ≤ n, îöåíèâàåì êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

ïåðìàíåíòà ìåæäó Ak−1 è Ak, è ñêëàäûâàåì ïîëó÷åííûå îöåíêè. Â êà÷åñòâå âåðõ-

íåé îöåíêè äëÿ êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè ïåðìàíåíòà ìû áåð¼ì êîëè÷åñòâî

äåëÿùèõñÿ íà k! öåëûõ ÷èñåë ìåæäó Ak−1 è Ak:

|{per (B) : Ak−1 < per(B) ≤ Ak}| ≤
1

k!
(Ak − (Ak−1 − k! + (k − 1)!))
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åñëè k è n îäíîé ÷¼òíîñòè, è

|{per (B) : Ak−1 < per(B) ≤ Ak}| ≤
1

k!
(Ak − (Ak−1 − (k − 1)!))

åñëè îíè ðàçíîé ÷¼òíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ïåðìà-

íåíòà ìåæäó A1 è An = n! íå ïðåâîñõîäèò

1

2
(A2 − A1 + 2− 1) +

1

6
(A3 − A2 + 2) + . . .+

1

n!
(An − An−1 + n!− (n− 1)!) =

=
1

2
(A2 − A1) +

1

6
(A3 − A2) + . . .+

1

n!
(An − An−1) +

n

2
−

n∑
k=2

(−1)k

k
=

= S +
n

2
−

n∑
k=2

(−1)k

k
(5)

åñëè n äåëèòñÿ íà 2, è

1

2
(A2 − A1 + 1) +

1

6
(A3 − A2 + 6− 2) + . . .+

1

n!
(An − An−1 + n!− (n− 1)!) =

=
1

2
(A2 − A1) +

1

6
(A3 − A2) + . . .+

1

n!
(An − An−1) +

n− 1

2
+

n∑
k=2

(−1)k

k
=

= S +
n− 1

2
+

n∑
k=2

(−1)k

k
(6)

åñëè íå äåëèòñÿ, ãäå

S =
n−1∑
k=1

(Ak+1 − Ak)
1

(k + 1)!
.

2. Íà âòîðîì øàãå îöåíèì S. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ðàçìåðà n−1×n ñî ñòðîêàìè
âèäà

1

(i+ 1)!
(Ri+1 −Ri),

i = 1, 2, . . . , n− 1:
0 1

2 (n−1)! − 1
2(

n−2
1 )(n−2)! 1

2(
n−2
2 )(n−3)! ... 1

2 (−1)n−3(n−2
n−3)2! 1

2 (−1)n−2(n−2
n−2)

0 1
6 (n−1)! − 1

6(
n−3
1 )(n−2)! 1

6(
n−3
2 )(n−3)! ... 1

6 (−1)n−3(n−3
n−3)2! 0

...
...

...
... ... ...

...
0 1

(n−2)! (n−1)! − 1
(n−2)!(

2
1)(n−2)! 1

(n−2)!(
2
2)(n−3)! ... 0 0

0 1
(n−1)! (n−1)! − 1

(n−1)!(
1
1)(n−2)! 0 ... 0 0

0 1
n! (n−1)! 0 0 ... 0 0

 (7)

44



Å¼ ýëåìåíò ñ íîìåðàìè (i, j) ðàâåí 0, åñëè j = 1 èëè i+ j > n+ 1, è ðàâåí

(−1)j−1 1

(i+ 1)!

(
n− i− 1

j − 2

)
(n− j + 1)!

åñëè j > 1 è i+ j ≤ n+ 1. Çàìåòèì, ÷òî íåíóëåâûå ýëåìåíòû ëþáîé ñòðîêè l ýòîé

ìàòðèöû íå âîçðàñòàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñëåâà íàïðàâî, òàê êàê(
n− l
k + 1

)
(n− k − 2)! ≤

(
n− l
k

)
(n− k − 1)!.

Çíà÷èò, ñóììà S3 ýëåìåíòîâ ÷åòûð¼õ ëåâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû (7) íå ìåíüøå, ÷åì

ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû:

S3 ≥
1

2
(A2 − A1) + . . .+

1

n!
(An − An−1) = S. (8)

3. Âû÷èñëèì S3.

S3 = (n− 1)!
n∑
k=2

1

k!
− (n− 2)!

n−1∑
k=2

1

k!

(
n− k

1

)
+ (n− 3)!

n−2∑
k=2

1

k!

(
n− k

2

)
=

= (n− 1)!
n∑
k=2

1

k!
− (n− 2)!

n−1∑
k=2

n− k
k!

+
1

2
(n− 3)!

n−2∑
k=2

(n− k)(n− k − 1)

k!
.

Çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî åñëè íèæíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ áîëüøå âåðõíåãî,

òî ñóììà ðàâíà íóëþ. Ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùèå äâà òîæäåñòâà

n− k
k!

=
n

k!
− 1

(k − 1)!
and

(n− k)(n− k − 1)

k!
=
n(n− 1)

k!
− 2(n− 1)

(k − 1)!
+

1

(k − 2)!
,

ïðåîáðàçóåì âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå S3 (òî åñòü (n−2)! è (n−3)! ñ íåêîòîðûìè

êîýôôèöèåíòàìè):

S3 = (n− 1)!
n∑
k=2

1

k!
− (n− 2)!

(
n
n−1∑
k=2

1

k!
−

n−2∑
k=1

1

k!

)
+

+
1

2
(n− 3)!

(
n(n− 1)

n−2∑
k=2

1

k!
− 2(n− 1)

n−3∑
k=1

1

k!
+

n−4∑
k=0

1

k!

)
.
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Äàëåå, ïðåäñòàâëÿÿ êàæäóþ ñóììó âèäà
∑y

k=x êàê ðàçíîñòü ìåæäó ýêñïîíåíòîé è

îñòàòêîì å¼ ðÿäà Òåéëîðà, ïîëó÷àåì

S3 = (n− 1)!

(
e− 2−

∞∑
k=n+1

1

k!

)
− (n− 2)!

(
n(e− 2)− n

∞∑
k=n

1

k!
− (e− 1)+

+
∞∑

k=n−1

1

k!

)
+

1

2
(n− 3)!

(
n(n− 1)(e− 2)− n(n− 1)

∞∑
k=n−1

1

k!
− 2(n− 1)(e− 1)+

+2(n− 1)
∞∑

k=n−2

1

k!
+ e−

∞∑
k=n−3

1

k!

)
.

Ðàñêðîåì ñêîáêè âîêðóã êîýôôèöèåíòîâ ôàêòîðèàëîâ (n− 1)!, (n− 2)! è (n− 3)!,

è îáîçíà÷èì ÷åðåç rn ñóììó âñåõ ïîÿâèâøèõñÿ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ áåñêîíå÷íîå

ñóììèðîâàíèå:

rn = −
∞∑

k=n+1

(n− 1)!

k!
+
∞∑
k=n

(n− 2)!n

k!
−

∞∑
k=n−1

(n− 2)!

k!
−

− 1

2

∞∑
k=n−1

(n− 3)!n(n− 1)

k!
+

∞∑
k=n−2

(n− 3)!(n− 1)

k!
− 1

2

∞∑
k=n−3

(n− 3)!

k!
. (9)

Òàêèì îáðàçîì,

S3 − rn =

= (n−1)!(e−2)−(n−2)!(n(e−2)−(e−1))+
1

2
(n−3)!(n(n−1)(e−2)−2(n−1)(e−1)+e).

Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, à òàêæå òîæäåñòâà

(n− 2)!(n(e− 2)− (e− 1)) = (n− 1)!(e− 2)− (n− 2)!

è

1

2
(n−3)!(n(n−1)(e−2)−2(n−1)(e−1)+e) =

e− 2

2
(n−1)!−(n−2)!+

e− 2

2
(n−3)!,

ïðåîáðàçóåì S3:

S3 = (n− 1)!(e− 2)− (n− 1)!(e− 2) + (n− 2)! +
e− 2

2
(n− 1)!− (n− 2)!+

+
e− 2

2
(n− 3)! + rn =

e− 2

2
((n− 1)! + (n− 3)!) + rn.
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Òåïåðü ïðåîáðàçóåì rn ñ öåëüþ ñðàâíèòü åãî ñ íóë¼ì. Ïðåäñòàâëåíèå (9) ñîäåðæèò

øåñòü áåñêîíå÷íûõ ñóìì. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ñóììû âìåñòå äàþò íàì

− 1

n− 1
+
∞∑
k=n

(n− 1)!

k!
.

Ñêëàäûâàÿ ýòî ñ ïåðâîé ñóììîé, ïîëó÷àåì

1

n
− 1

n− 1
. (10)

×åòâ¼ðòàÿ è ïÿòàÿ ñóììû âìåñòå äàþò

−1

2

∞∑
k=n−1

(n− 1)!

k!
+
n− 1

n− 2
,

ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì

−1

2

∞∑
k=n+1

(n− 1)!

k!
− 1

2
− 1

2n
+ 1 +

1

n− 2
. (11)

Øåñòàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñóììà â (9) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−1

2

∞∑
k=n−1

(n− 3)!

k!
− 1

2
− 1

2(n− 2)
. (12)

Èç (9), (10), (11) è (12) çàêëþ÷àåì

rn =
1

n
− 1

n− 1
− 1

2

∞∑
k=n+1

(n− 1)!

k!
− 1

2
− 1

2n
+ 1 +

1

n− 2
− 1

2

∞∑
k=n−1

(n− 3)!

k!
− 1

2
−

− 1

2(n− 2)
= −1

2

∞∑
k=n+1

(n− 1)!

k!
− 1

2

∞∑
k=n−1

(n− 3)!

k!
− 1

n− 1
+

1

2n
+

1

2(n− 2)
.

Òðè ïîñëåäíèõ ÷ëåíà äàþò íàì

1

(n− 2)(n− 1)n
,

÷òî, î÷åâèäíî, ìåíüøå, ÷åì àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ïåðâîãî ÷ëåíà âòîðîé áåñêîíå÷-

íîé ñóììû:
1

(n− 2)(n− 1)n
<

1

2

1

(n− 2)(n− 1)
,
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ïðè n ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, çàìåòèâ, ÷òî rn < 0 (è, êðîìå òîãî, rn = O(n−2)),

ïîëó÷àåì

S3 ≤
e− 2

2
((n− 1)! + (n− 3)!). (13)

4. Òåïåðü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (5), (6), (8) è (13):

|{per (M) : A1 < per (M) ≤ n!}| ≤ S +
⌊n

2

⌋
+ (−1)n−1

n∑
k=2

(−1)k

k
≤

≤ S3+
⌊n

2

⌋
+(−1)n−1

n∑
k=2

(−1)k

k
≤ e− 2

2
((n−1)!+(n−3)!)+

⌊n
2

⌋
+(−1)n−1

n∑
k=2

(−1)k

k
.

Ñëåäñòâèå 1.2.36. Íà ìíîæåñòâå A4 ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà äîñòèãàåò ñëåäóþ-

ùèõ çíà÷åíèé:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 18, 24,

è òîëüêî èõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåì 1.2.33 è 1.2.34 ñëåäóåò, ÷òî èç ÷èñåë, ïðåâîñõîäÿùèõ

11, ïåðìàíåíòàìè ìîãóò áûòü òîëüêî 12, 14, 18 è 24. 11 � íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå

çíà÷åíèå. 14 � íàèáîëüøåå íå äåëÿùååñÿ íà 3 çíà÷åíèå. 12 � ïåðìàíåíò ìàòðèöû

ñ äâóìÿ íóëÿìè è äâóìÿ åäèíèöàìè, íàïðèìåð, â ïåðâîé ñòðîêå, è åäèíèöàìè íà

îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ. 18 � ïåðìàíåíò ëþáîé ìàòðèöû ñ åäèíñòâåííûì íóë¼ì. 24 �

ïåðìàíåíò J4. Çíà÷åíèÿ îò 0 äî 8 ïðèíèìàþòñÿ ïî òåîðåìå 1.1.16. 9 � ïåðìàíåíò

ìàòðèöû ñ ÷åòûðüìÿ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è åäèíèöàìè íà îñòàëüíûõ

ïîçèöèÿõ. Íàêîíåö, äåñÿòè ðàâåí ïåðìàíåíò ñëåäóþùåé ìàòðèöû:
0 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 .

Ñëåäñòâèå 1.2.37. Ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà íà ìíîæåñòâå A5 äîñòèãàåò íà ïðî-

ìåæóòêå (53, 120] ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé:

54, 60, 64, 72, 78, 96, 120,
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è òîëüêî èõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 120 � ïåðìàíåíò ìàòðèöû J5. 96 � ïåðìàíåíò ìàòðèöû ñ åäèí-

ñòâåííûì íóëåâûì ýëåìåíòîì. 72 � ïåðìàíåíò ìàòðèöû ñ äâóìÿ íóëåâûìè ýëåìåí-

òàìè íà íåêîòîðîé ëèíèè è åäèíèöàìè íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ. 78 � ïåðìàíåíò

ìàòðèöû ñ äâóìÿ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà íåêîòîðîé îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè è

åäèíèöàìè íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ, òî åñòü ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, íå äåëÿùåå-

ñÿ íà 4!. 64 � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, íå äåëÿùååñÿ íà 3. 53 � íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå

çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóþò ëè ìàòðèöû èç

A5 ñ ïåðìàíåíòàìè 54, 56, 58, 60, 62, 66 (òàê êàê ïîñëå 64 âñå çíà÷åíèÿ äåëÿòñÿ

íà 6, à ïîñëå 78 � íà 24). Ñëåäóþùèå òðè ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñå åù¼

íå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè ìàòðèö ñ òðåìÿ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè ñ òî÷íîñòüþ äî

ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. äî ïåðåñòàíîâîê ëèíèé è òðàíñïîíèðîâàíèÿ; äðóãèìè ñëîâà-

ìè, ëþáàÿ ìàòðèöà ñ òðåìÿ íóëÿìè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ïåðåñòàíîâêîé ëèíèé è

òðàíñïîíðîâàíèÿìè ëèáî ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ, ëèáî ê âèäó ìàòðèöû

ñ ïåðìàíåíòîì 64 (òðè íóëÿ íà äèàãîíàëè):

per


1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 0 0

1 1 1 1 0

 = 54, per


1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

 = 60, per


1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

 = 48.

Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà 5 ñ òðåìÿ íóëÿìè ïåðìàíåíò

ìîæåò äîñòèãàòü òîëüêî ÷åòûð¼õ çíà÷åíèé: 48, 54, 60, 64, è âñå îíè ìåíüøå, ÷åì 66.

Â òî æå âðåìÿ, ïåðìàíåíò ëþáîé ìàòðèöû ñ äâóìÿ íóëÿìè áîëüøå 66, çíà÷èò, 66

íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè ïåðìàíåíòà. Äàëåå, ïîïðîáóåì ïîëó÷èòü ìàòðèöó

ñ ïåðìàíåíòîì 56, 58 èëè 62, çàìåíÿÿ â ìàòðèöå ñ òðåìÿ íóëÿìè êàêóþ-íèáóäü

åäèíèöó íóë¼ì. Ïðè ýòîì íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû, êîòîðûå ìîãóò áûòü

òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíû èç ìàòðèö ñ ïåðìàíåíòàìè 54 è 48, òàê êàê 48 è 54
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ìåíüøå, ÷åì 56, 58 è 62. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü äâå ìàòðèöû:
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

 è


1 1 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

 .

Èõ ïåðìàíåíòû ðàâíû 48 è 50 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, âñå çíà÷åíèÿ ïåð-

ìàíåíòîâ ìàòðèö ñ ÷åòûðüìÿ íóëÿìè ìåíüøå 56. Çíà÷èò, ÷èñëà 56, 58 è 62 íå

ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ïåðìàíåíòà.

Ãëàâà 2

(−1, 1)-ìàòðèöû

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

2.1.1 Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ ïåðìàíåíòà â 0

Îáîçíà÷åíèå 2.1.1. Ìàòðèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé ñóòü 1 è (−1), áóäåì íàçûâàòü

(−1, 1)-ìàòðèöåé. Âñëåä çà Êðîéòåðîì è Ñåéôòåðîì [22] ÷åðåç Ωn îáîçíà÷èì ìíî-

æåñòâî (−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷àåì ñâîéñòâà ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö. À èìåííî, ìû

èññëåäóåì âîïðîñ îáðàùåíèÿ ïåðìàíåíòà â 0 è òåñíî ñâÿçàííóþ ñ íèì ïðîáëåìó

äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà íà ñòåïåíè 2.

Â îòëè÷èå îò ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèöû, ïåðìàíåíò (−1, 1)-ìàòðèöû ìîæåò

ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è íå ìîíîòîíåí ïî êîëè÷åñòâó (−1) â ìàòðèöå.

Ïðèìåð 2.1.2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà, êàê è â

ñëó÷àå (0, 1)-ìàòðèö, ðàâíî n!, íî äîñòèãàåòñÿ îíî íå òîëüêî íà Jn, íî è, íàïðèìåð,

íà ëþáîé ìàòðèöå, ïîëó÷åííîé èç Jn óìíîæåíèåì ÷¼òíîãî ÷èñëà ëèíèé íà (−1).
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Ïðèìåð 2.1.3. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà ðàâíî −n! è äîñòèãàåòñÿ íà

ëþáîé ìàòðèöå, ïîëó÷åííîé èç Jn óìíîæåíèåì íå÷¼òíîãî ÷èñëà ëèíèé íà (−1).

Êàê ñëåäñòâèå, ìàòðèöà ñ äâóìÿ ñòðîêàìè (−1) èìååò áîëüøèé ïåðìàíåíò, ÷åì

ìàòðèöà ñ îäíîé ñòðîêîé (−1) è ìàòðèöà ñ òðåìÿ ñòðîêàìè (−1), ò.å. ïåðìàíåíò

íå ìîíîòîíåí.

Ïðèìåð 2.1.4. Ïðè ÷¼òíûõ n ïåðìàíåíò ëþáîé ìàòðèöû, â êîòîðîé (−1) çàíè-

ìàþò k öåëûõ ñòðîê è ïîëîâèíó êàêîé-ëèáî åù¼ îäíîé ñòðîêè, ðàâåí íóëþ.

Äëÿ íå÷¼òíûõ n, êàê áóäåò âèäíî äàëåå, âîïðîñ îòûñêàíèÿ ìàòðèö ñ ïåðìàíåí-

òîì 0 íå ñòîëü òðèâèàëåí. Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ (−1, 1)-ìàòðèö íå íàéäåíî àíàëîãà

ïðåäëîæåíèÿ 1.1.12, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåé ïðîáëåìå.

Ïðîáëåìà 2.1.5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò (−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ïåðìàíåíòîì

0? Êàêèå ýòî ìàòðèöû?

Èñêàòü îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ïðèíÿòî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé ìàò-

ðèöû, ñîõðàíÿþùèõ àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ïåðìàíåíòà, ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-

ñòàíîâêè ëèíèé, òðàíñïîíèðîâàíèÿ è óìíîæåíèÿ ëèíèé íà (−1).

Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ (−1, 1)-ìàòðèö ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì ïðè çàäàí-

íîì ïîðÿäêå áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà è ÷àñòè÷íî ðåøåíà â ðàáîòå Óîíãà

[33], à ïîëíîå å¼ ðåøåíèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå Óîíëåññà [34]. Âî-

ïðîñû ïîèñêà òàêèõ ìàòðèö è îöåíêè èõ êîëè÷åñòâà ïîêà îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.

Åù¼ îäíà ïðîáëåìà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ Óîíãîì [33], à èìåííî, ïðîáëåìà ïîèñêà

âåðõíåé îöåíêè çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòà ïðè çàäàííîì ðàíãå, áûëà íåäàâíî ðåøåíà

Áóäðåâè÷åì è Ãóòåðìàíîì [9] äîêàçàòåëüñòâîì ãèïîòåçû Êðîéòåðà [21]. Åñòü òàê-

æå èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿù¼ííûå îöåíêå êîëè÷åñòâà ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì, íî íå

îáÿçàòåëüíî íóëåâûì ïåðìàíåíòîì [1]. Ïðîáëåìàì èç ñïèñêà Óîíãà [33] ïîñâÿùåíû

ðàáîòû Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà [22] è Ñèìèîíà è Øìèäòà [31], à î òåêóùåì ïîëîæå-

íèè äåë ìîæíî ïðî÷èòàòü â ðàáîòàõ Áàïàòà [4], ×õîíà è Óîíëåññà [11], Óîíëåññà

[34] è ×æàíà [36].

Îäèí èç ñïîñîáîâ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ïåðìàíåíò öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû íå

îáðàùàåòñÿ â 0, � äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà íà íåêîòîðîå

÷èñëî. Êàê áóäåò âèäíî äàëåå (ñì. ëåììó 2.2.3), â ñëó÷àå (−1, 1)-ìàòðèö íàèáîëåå

óäîáíî èññëåäîâàòü äåëèìîñòü íà ñòåïåíè äâîéêè.
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Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè îïðåäåëèòåëÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

det(A) ≡ 0 (mod 2n−1) äëÿ âñåõ A ∈ Ωn, ñì. [3, çàäà÷à 526]. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî

äëÿ ïåðìàíåíòà áûëî ïîëó÷åíî Óîíãîì â [33], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

perA ≡

{
0 ( mod 2n/2 ) åñëè n ÷¼òíî,

0 ( mod 2(n−1)/2 ) åñëè n íå÷¼òíî.
(14)

Ïîçæå Êðîéòåð è Ñåéôòåð [22] ïîëó÷èëè ïåðâûå ðåçóëüòàòû î íåäåëèìîñòè

ïåðìàíåíòà íà ñòåïåíè äâîéêè. Ýòî ïðåäëîæåíèÿ 2.2.12, 2.2.13 è 2.2.14. Îäíàêî

äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé, ïðåäñòàâëåííûå Êðîéòåðîì è Ñåéôòåðîì [22],

ññûëàþòñÿ íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû Ï¼ðôåêò [28]. Ìû ïðèâîäèì ïðÿ-

ìûå êîìáèíàòîðíûå äîêàçàòåëüñòâà â ðàçäåëå 2.2.1. Äàëåå òåêñò ãëàâû 2 îðãàíè-

çîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ðàçäåëå 2.1.2 ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ

ïåðìàíåíòîâ (−1, 1)-ìàòðèö; â ðàçäåëå 2.2.1 ìû ïðåäúÿâëÿåì ïðÿìûå äîêàçàòåëü-

ñòâà ðåçóëüòàòîâ Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà î äåëèìîñòè, à òàêæå ïîëó÷àåì ðÿä íîâûõ

ðåçóëüòàòîâ; â ðàçäåëå 2.2.2 ìû êëàññèôèöèðóåì ìàòðèöû ìàëûõ ïîðÿäêîâ ñ ïåð-

ìàíåíòîì 0.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [37], [38] è [39].

2.1.2 Èñïîëüçîâàíèå ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö

Ïðèìåð íèæå ÿâëÿåòñÿ âûäåðæêîé èç îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ðåøàåìîé Êè-

ìîì, Êý è Íà â [19].

Ïðèìåð 2.1.6. Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H =
⊗n

j=1 Cdj . Ïóñòü S ⊂
{1, 2, . . . , n}. Äëÿ âåêòîðà |ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉 îïðåäåëèì ñ òî÷íîñòüþ äî

êîíñòàíòû âåêòîð |ψ〉Γ(S) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉)Γ(S) := |φ1〉 ⊗ |φ2〉 ⊗ · · · ⊗ |φn〉 ,

ãäå |φj〉 = |ψj〉 åñëè j 6∈ S, è |φj〉 = |ψj〉 èíà÷å. Äàëåå, äëÿ íàáîðà {S1, S2, . . . , Sr}
ïîäìíîæåñòâ {1, 2, . . . , n} è íàáîðà {D1, D2, . . . , Dr} ïîäïðîñòðàíñòâ H ðàññìòî-

ðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

|ψ〉Γ(Si) ∈ Di, i = 1, 2, . . . , r, (15)
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ñ íåèçâåñòíûìè |ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉, ïðèíàäëåæàùèìè ïðîèçâåäåíèþ

CPd1−1×CPd2−1× · · · ×CPdn−1 êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ýòîé

ñèñòåìû ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ (−1, 1)-ìàòðèöó [σij] = Σ ðàçìåðà r × n: σij = −1

åñëè j ∈ Si, è σij = 1 èíà÷å.

Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ [19] çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.1.7. [19, òåîðåìà 3.1]. Ïóñòü r = n, è Di ñóòü ïîäïðîñòðàíñòâà⊗n
i=1 C2 ñ dimD⊥i = 1 ïðè âñåõ i. Òîãäà åñëè per (Σ) 6= 0, òî ñèñòåìà (15) èìååò

íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Îòñóòñòâèå ðåøåíèé ñèñòåìû (15), â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì çàïóòàííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Èçâåñòíû è äðóãèå ïðè-

ìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïåðìàíåíòà â êâàíòîâîé ôèçèêå [35], îäíàêî èõ öèòèðîâà-

íèå ïîòðåáîâàëî áû èçëîæåíèÿ îñíîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïîýòîìó ìû èõ çäåñü

íå ïðèâîäèì. Îá èñïîëüçîâàíèè ïåðìàíåíòîâ (−1, 1)-ìàòðèö â ýêîíîìèêå ìîæíî

ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [8, ãëàâà 1].

2.2 Îáðàùåíèå ïåðìàíåíòà â 0

2.2.1 Äåëèìîñòü çíà÷åíèé

2.2.1.1 Ôîðìóëà äëÿ ïåðìàíåíòà ±1-ìàòðèöû

Ïóñòü A ∈ Ωn. Îïðåäåëåíèå îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè áûëî äàíî â ðàçäåëå 1.2.2,

ñì. îïðåäåëåíèå 1.2.27.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè÷íîé îáîáù¼ííîé äèàãîíàëüþ äëèíû

j íàçîâ¼ì òàêîå ïîäìíîæåñòâî

{(i1, l1), . . . , (ij, lj)}

îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè ìàòðèöû A, ÷òî ai1l1 = . . . = aij lj = −1.

Îáîçíà÷åíèå 2.2.2. ×åðåç kj, j = 1, . . . , n, îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ

îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû j. Ïîëîæèì, ÷òî k0 = 1
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è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè÷íàÿ îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü äëèíû 0

åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü A ∈ Ωn. Òîãäà

per (A) =
n∑
j=0

(−2)j · kj · (n− j)!. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî îïðåäåëåíèþ,

per (A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1) · . . . · anσ(n). (17)

Çäåñü êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà a1σ(1) · . . . · anσ(n) ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíîé îáîá-

ù¼ííîé äèàãîíàëè, è ðàâíÿåòñÿ ëèáî 1, ëèáî (−1), â çàâèñèìîñòè îò ÷¼òíîñòè

êîëè÷åñòâà îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè.

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (16) è äîêàæåì, ÷òî îíà ñîäåðæèò â òî÷-

íîñòè ñòîëüêî ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ (+1) è (−1) (ïî îòäåëüíîñòè), ñêîëüêî, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ñîäåðæèò ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (17).

2. Êàæäàÿ îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè÷íàÿ îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü äëèíû j ìîæåò

áûòü äîïîëíåíà äî îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè (n− j)! ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ñëåäî-
âàòåëüíî, îíà ñîäåðæèòñÿ â (n−j)! ðàçëè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëÿõ. Äîïîëíèì
êàæäóþ îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòè÷íóþ îáîáù¼ííóþ äèàãîíàëü äëèíû j äî îáîáù¼í-

íîé äèàãîíàëè âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè è ðàçìåòèì ïîëó÷åííûå äèàãîíàëè,

÷òîáû ðàçëè÷àòü èõ. Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Kj ðàçìå÷åííûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíà-

ëåé, ñîäåðàùèõ â ñîâîêóïíîñòè âñå îòðèöàòåëüíûå ÷àñòè÷íûå îáîáù¼ííûå äèàãî-

íàëè äëèíû j. Çíà÷èò, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Kj ðàâíà |Kj| = kj · (n− j)!. Çàìåòèì,
÷òî íå âñå ýëåìåíòû Kj ðàçëè÷íû êàê îáîáù¼ííûå äèàãîíàëè ìàòðèöû A.

3. Ïóñòü Dm � ïðîèçâîëüíàÿ îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü ìàòðèöû A, èìåþùàÿ

m îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è (n −m) ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïî îïðåäåëå-

íèþ, Dm ñîäåðæèò ðîâíî
(
m
j

)
ðàçëè÷íûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ

äèàãîíàëåé äëèíû j. Ñêàæåì òàêæå, ÷òî Dm ñîäåðæèò 1 =
(
m
0

)
îòðèöàòåëüíûõ

÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû 0. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ Dm âñòðå-

÷àåòñÿ âKj ðîâíî
(
m
j

)
ðàç, j = 0, . . . , n. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

(
m
j

)
= 0 åñëèm < j.

×åðåç D(m) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé ìàòðèöû

A, ñîäåðæàùèõ ðîâíî m îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.
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4. Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (16) èìååì

n∑
j=0

(−2)j · kj · (n− j)! =
n∑
j=0

(−2)j · |Kj| =
n∑
j=0

(−2)j ·

 n∑
m=0

∑
Dm∈D(m)

(
m

j

) . (18)

5. Ñîãëàñíî ïóíêòó 3, â ïîñëåäíåé ñóììå ó÷òåíà êàæäàÿ îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü

ìàòðèöû A. Âû÷èñëèì, ñ êàêèì êîýôôèöèåíòîì. Ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ,

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî m è ïðîèçâîëüíîé Dm ∈ D(m) å¼ êîýôôèöèåíò â ôîð-

ìóëå (18) ðàâåí
n∑
j=0

(−2)j
(
m

j

)
= (1− 2)m = (−1)m.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷åðåç D îáîçíà÷èòü ìíîæåñòâî âñåõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé

ìàòðèöû A, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (18) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü (16) áóäóò ðàâíû∑
Dm∈D

(−1)m. Ñîãëàñíî ïóíêòó 1, ýòî è åñòü çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà.

Çàìå÷àíèå 2.2.4. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå àíàëîãè÷íî äîêàçàííîìó â

ëåììå 1.2.30 ãëàâû 1 äëÿ (0, 1)-ìàòðèö, ñì. òàêæå [7, òåîðåìà 7.2.1, ôîðìóëà (7.11)].

2.2.1.2 Âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû

Íàïîìíèì, ÷òî ñóììèðîâàíèå, âåðõíèé ïðåäåë êîòîðîãî ìåíüøå íèæíåãî, à

òàêæå ñóììèðîâàíèå ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Ëåììà 2.2.5. Äëÿ ëþáîãî x ∈ (0,+∞) âåðíî, ÷òî⌊ x

2blog2 xc

⌋
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê blog2 xc = log2 x−{log2 x}, òî, îáîçíà÷àÿ {log2 x} ÷åðåç
ε, èìååì

2blog2 xc = x · 2−ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ⌊ x

2blog2 xc

⌋
= b2εc = 1,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó 0 ≤ ε < 1.
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Îïðåäåëåíèå 2.2.6. Ïóñòü p ∈ N\{1}, x ∈ Z\{0}. Ïîëîæèì νp(x) = max{k ∈
Z | x

pk
∈ Z}.

Çàìå÷àíèå 2.2.7. Çàìåòèì, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî νp(x y) = νp(x)+νp(y).

Ëåììà 2.2.8. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N è m ∈ N0 = N ∪ {0} òàêèõ, ÷òî m < n, èìååì

ν2(2
m · (n−m)!) = n− 1−

{
n−m

2blog2(n−m)c

}
−
blog2(n−m)c∑

k=1

{
n−m

2k

}
. (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (19):

Λ := ν2(2
m · (n−m)!) = ν2(2

m) + ν2((n−m)!) = m+

blog2(n−m)c∑
k=1

⌊
n−m

2k

⌋
.

Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî bac = a − {a} ê ñëàãàåìûì âèäà
⌊
n−m

2k

⌋
è âûíîñÿ îáùèé

ìíîæèòåëü, èìååì

Λ = m+ (n−m) ·

blog2(n−m)c∑
k=1

1

2k

− blog2(n−m)c∑
k=1

{
n−m

2k

}
.

Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî
∑t

k=1
1
2k

= 1− 1
2t êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó, ïîëó÷àåì:

Λ = m+ (n−m)

(
1− 1

2blog2(n−m)c

)
−
blog2(n−m)c∑

k=1

{
n−m

2k

}
.

Òåïåðü ðàñêðîåì êðóãëûå ñêîáêè è ïðèìåíèì a = bac+ {a}:

Λ = n−
⌊

n−m
2blog2(n−m)c

⌋
−
{

n−m
2blog2(n−m)c

}
−
blog2(n−m)c∑

k=1

{
n−m

2k

}
.

Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ëåììå 2.2.5, âòîðîå ñëàãàåìîå â Λ òîæäåñòâåííî ðàâíî

(−1). Ïîýòîìó

Λ = n− 1−
{

n−m
2blog2(n−m)c

}
−
blog2(n−m)c∑

k=1

{
n−m

2k

}
. (20)
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Ëåììà 2.2.9. Ðàññìîòðèì n ∈ N, 2t−1 ≤ n < 2t, t ∈ N, è ïóñòü s îáîçíà÷àåò

êîëè÷åñòâî åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè n. Òîãäà ν2(n!) = n− s.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Â ñèëó âûáîðà n èìååì blog2 nc = t−1. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå

2.2.8,

ν2(n!) = n− 1−
{ n

2blog2 nc

}
−
blog2 nc∑
k=1

{ n
2k

}
. (21)

2. Ïóñòü at−1at−2 . . . a1a0 � äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå n:

n =
t−1∑
k=0

ak2
k,

ãäå at−1 = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ N, 0 ≤ j ≤ t− 1, èìååì:{ n
2j

}
=

{
t−1∑
k=0

ak2
k−j

}
=
∑

0≤k<j

ak2
k−j. (22)

×èñëà (äðîáíûå ÷àñòè)
{
n
2j

}
è
{

n
2j+1

}
ñîîòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

2

{ n
2j

}
(22)
=

1

2

∑
0≤k<j

ak2
k−j =

=
1

2

∑
0≤k<j

ak2
k−j + (

1

2
aj −

1

2
aj) =

=
1

2

∑
0≤k≤j

ak2
k−j − 1

2
aj =

∑
0≤k<j+1

ak2
k−j−1 − 1

2
aj

(22)
=

=
{ n

2j+1

}
− 1

2
aj,

òî åñòü,

2
{ n

2j+1

}
=
{ n

2j

}
+ aj. (23)

3. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî j, 1 ≤ j ≤ t− 1, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñóììó:

Sj :=

j∑
k=1

{ n
2k

}
+
{ n

2j

}
. (24)

Èç ðàâåíñòâà (23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ j âåðíî

Sj = Sj−1 + aj−1, (25)
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ãäå S0 := 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

St−1 = S0 +
t−2∑
k=0

ak = s− 1. (26)

4. Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâà (24) è (26) ê (21), ïîëó÷àåì

ν2(n!)
(21)
= n− 1−

{ n

2t−1

}
−

t−1∑
k=1

{ n
2k

}
(24)
=

= n− 1−St−1
(26)
=

= n− 1− (s− 1) = n− s.

Ñëåäñòâèå 2.2.10. Äëÿ ëþáûõ òàêèõ n ∈ N è m ∈ N0 = N ∪ {0}, ÷òî m ≤ n,

âåðíî

ν2(2
m · (n−m)!) = n− s, (27)

ãäå s îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè n−m.

2.2.1.3 Äåëèìîñòü ïåðìàíåíòîâ íà ñòåïåíè äâîéêè

Ïðåäëîæåíèå 2.2.11. Ïóñòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n ∈ N ñîäåðæèò s

åäèíèö. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà A ∈ Ωn, ÷òî

per (A)
... 2n−s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2.9,

per (Jn) = n!
... 2n−s.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.12. [22, ëåììà 5 è ïðåäëîæåíèå 4]. Ïóñòü n = 2t − 1,

t ∈ N. Òîãäà äëÿ âñåõ A ∈ Ωn âåðíî, ÷òî

per (A)
... 2n−blog2 nc−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå n ñîäåðæèò t öèôð, è âñå îíè åäèíèöû.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãîm ∈ N0,m ≤ n, ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà (n−m) ñîäåðæèò

íå áîëåå t åäèíèö. Ýòî ñîîáðàæåíèå âìåñòå ñî ñëåäñòâèåì 2.2.10 äàþò íàì, ÷òî

êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (16) äåëèòñÿ íà 2n−t = 2n−blog2 nc−1.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.13. [22, ëåììà 5]. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.2.12

per (A)
.../ 2n−blog2 nc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî (n − m) ìåíüøå n, òî åãî

äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò ìåíåå t åäèíèö. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè

(16) êàæäîå ñëàãàåìîå, êðîìå ïåðâîãî, äåëèòñÿ íà 2n−blog2 nc, à ïåðâîå ñëàãàåìîå

(òî åñòü n!) íå äåëèòñÿ, è, òàêèì îáðàçîì, per (A)
.../ 2n−blog2 nc.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.14. [22, ïðåäëîæåíèå 5]. Åñëè n 6= 2t − 1 íè äëÿ êàêîãî

t ∈ N, òî äëÿ âñÿêîé A ∈ Ωn

per (A)
... 2n−blog2 nc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t := blog2 nc−1, òî åñòü, 2t−1 ≤ n < 2t−1. Èç óñëîâèÿ n <

2t−1 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå (n−m) ≤ n èìååò ìåíåå t åäèíèö â

ñâî¼ì äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2.10, ïîëó÷àåì, ÷òî

êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (16) äåëèòñÿ íà 2n−t+1 = 2n−blog2 nc.

Îïðåäåëåíèå 2.2.15. Ðàññìîòðèì n ∈ N, 2t−1 ≤ n ≤ 2t − 1. M = M(n) � ýòî

ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ n, ÷òî äâîè÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå ëþáîãî ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {n−m | m ∈M} èìååò ðîâíî (t− 1)

åäèíèö.

Òåîðåìà 2.2.16. Ðàññìîòðèì n ∈ N, 2t−1 ≤ n < 2t − 1, è M(n). Äëÿ ëþáîé

A ∈ Ωn âåðíî, ÷òî

per (A)
... 2n−t+2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
m∈M

km
... 2. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2.10, äëÿ ëþáîãî (n−m) ∈ N èìååì

ν2(2
m(n−m)!) = n− sn−m, (29)
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ãäå sn−m � ÷èñëî åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (n−m). Èç (29) ñëåäóåò, ÷òî
åñëè sn−m ≤ t− 2, òî

ν2(2
m(n−m)!) ≥ n− t+ 2. (30)

2. Ñîãëàñíî âûáîðó n, äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà

âèäà (n−m), m ∈ N0, èìååò ìåíåå t åäèíèö. Çíà÷èò, ñîãëàñíî (16), èìååì

per (A)
(16)
=

n∑
j=0

(−2)j · kj · (n− j)! =

=
∑
m6∈M

0≤m≤n

(−2)m · km · (n−m)! +
∑
m∈M

(−2)m · km · (n−m)! =: Σ1 + Σ2, (31)

ãäå Σ1
... 2n−t+2 â ñèëó (30). Íî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2.10 è îïðåäåëåíèþ M, äëÿ

ëþáîãî m ∈M âûïîëíåíî

ν2(2
m(n−m)!) = n− t+ 1. (32)

Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ (n − m)! · (−2)m−(n−t+1) ÷åðåç αm, ìîæåì çàêëþ÷èòü,

÷òî

Σ2 = 2n−t+1

∑
m∈M
2 | km

kmαm +
∑
m∈M
2 - km

kmαm

 =: 2n−t+1 (Σ21 + Σ22) , (33)

ãäå Σ21
... 2, è â ñóììå Σ22 âñå ñëàãàåìûå íå÷¼òíû.

3. Èç (31) è (33) ñëåäóåò, ÷òî per (A)
... 2n−t+2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êî-

ëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ñóììå Σ22 ÷¼òíî, òî åñòü, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷¼òíî

êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ êîýôôèöèåíòîâ km (m ∈M), ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ∑
m∈M

km
... 2.

Çàìå÷àíèå 2.2.17. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ïðåäëîæåíèÿ 2.2.16:

1. max{m | m ∈M} ≤ n
2 +1, òàê êàê åñëèm > n

2 +1, òî n−m < n
2−1 < 2t−1−1,

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè

n−m ìåíüøå t− 1.

2. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M íå ïðåâîñõîäèò
(
t
1

)
= t.
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Ñëåäñòâèå 2.2.18. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà A ∈ Ωn, ÷òî

per (A) 6 ...2n−blog2 nc+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè n = 2t − 1 äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ N, òî ýòî ñëåäóåò èç

ïðåäëîæåíèÿ 2.2.13. Çíà÷èò, äàëåå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n 6= 2t − 1 íè äëÿ

êàêîãî t ∈ N.
2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîM(n). ßñíî, ÷òî îíî íåïóñòî, òàê êàê ñîäåðæèò ÷èñëî

m1 = n − 2blog2 nc + 1: äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå n −m1 = 2blog2 nc − 1 èìååò ðîâíî

blog2 nc åäèíèö. Ïóñòü m0 � íàèìåíüøåå ÷èñëî, ñîäåðæàùååñÿ â M.

3. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ∈ Ωn ñ ðîâíî m0 îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè è ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ. Äëÿ

òàêîé ìàòðèöû ôîðìóëà (16) ñîäåðæèò òîëüêî m0 + 1 íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ, ïî-

ñêîëüêó kj = 0 äëÿ ëþáîãî j > m0, à km0
= 1 (â A åñòü òîëüêî îäíà îòðèöàòåëüíàÿ

÷àñòè÷íàÿ îáîáù¼ííàÿ äèàãîíàëü äëèíû m0).

4. Èç îïðåäåëåíèÿ m0 ñëåäóåò, ÷òî âñå íåíóëåâûå ñëàãàåìûå â (16), êðîìå ïî-

ñëåäíåãî, (òî åñòü m0 + 1-ãî) êðàòíû 2n−blog2 nc+1, à ïîñëåäíåå íåíóëåâîå ñëàãàåìîå

(ðàâíîå (−2)m0 ·(n−m0)!) íå êðàòíî. Çíà÷èò, è âñÿ ñóììà íå êðàòíà 2n−blog2 nc+1.
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2.2.1.4 Ïðèìåðû



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



(34)

Ïðèìåð 2.2.19. Ïóñòü n = 32 (èëè 33, 34, . . . , 45, 46 ñîîòâåòñòâåííî), è A ∈ Ωn.

per (A)
.../ 2n−blog2 nc+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû 1 (èëè 2, 3, . . . , 14, 15

ñîîòâåòñòâåííî) â ìàòðèöå A íå÷¼òíî. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòè÷-

íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû 1 � ýòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ (−1). Íà-

ïðèìåð, ìàòðèöà (34) ïîðÿäêà 33 èìååò 9 îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ

äèàãîíàëåé äëèíû 2, è ïîýòîìó å¼ ïåðìàíåíò íå äåëèòñÿ íà 2n−blog2 nc+1 = 229.

Îïðåäåëåíèå 2.2.20. Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå âåê-

òîðîâ äëèíû n íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: x % y, åñëè xi ≥ yi äëÿ âñåõ i îò

1 äî n.

Ïðèìåð 2.2.19 ìîæåò áûòü îáîáù¼í ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.21. Ïóñòü 2t−1 ≤ n < 2t−1 + 2t−2 − 1, A ∈ Ωn. Òîãäà
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1)

per (A)
.../ 2n−t+2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèà-

ãîíàëåé äëèíû n− 2t−1 + 1 íå÷¼òíî;

2) Åñëè ìàòðèöà A ïåðåñòàíîâêîé ëèíèé è òðàíñïîíèðîâàíèÿìè ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó áåç îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè,

òî

per (A)
.../ 2n−t+2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k1 % n− 2t−1 + 1, ãäå x îáîçíà÷àåò òàêîé âåêòîð (x0, . . . , xt−1), ÷òî x =
∑t−1

i=0 2t−1−ixi.

Ïóíêò 1) � ïðîñòîå ñëåäñòâèå òîãî ôàêòà, ÷òî, â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.2.21,

ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ýëåìåíò: m = n − 2t−1 + 1. ×òîáû äîêàçàòü

ïóíêò 2), íàì íóæíà ñëåäóþùàÿ ëåììà î ÷¼òíîñòè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíî íàéòè â [13].

Ëåììà 2.2.22. [13, òåîðåìà 1]. Ïóñòü n = at−1at−2 . . . a1a0 è k = bq−1bq−2 . . . b1b0,

t ≥ q,� äâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n è k ñîîòâåòñòâåí-

íî, n ≥ k. Òîãäà ÷èñëî
(
n
k

)
íå÷¼òíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

bi ≤ ai äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, . . . , q − 1.

Òåïåðü äîêàæåì ïðåäëîæåíèå 2.2.21.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 1). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2.16, ìû

çíàåì, ÷òî per (A)
... 2n−t+2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
m∈M km

... 2. Ïî îïðåäåëå-

íèþ M, ñîäåðæàùèåñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå ÷èñëà èìåþò âèä m = n + 2j −
∑t−1

i=0 2i,

j ∈ {0, 1, 2, . . . , t − 1}. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ n ìíîæåñòâî M ñî-

äåðæèò òîëüêî îäèí ýëåìåíò m0 = n + 2t−1 −
∑t−1

i=0 2i = n −
∑t−2

i=0 2i, ïîòîìó ÷òî

åñëè j < t− 1, òî

n−m = −2j +
t−1∑
i=0

2i > 2t−1 + 2t−2 − 1 = n.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñëîâèå
∑

m∈M km
.../ 2 ñâîäèòñÿ ê òîìó,

÷òî êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû m0 =

n− 2t−1 + 1 íå÷¼òíî.
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2. Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2). Åñëè ìàòðèöà A èìååò âèä èç óñëîâèÿ ïóíêòà

2), òî âñå å¼ îòðèöàòåëüíûå ÷àñòè÷íûå îáîáù¼ííûå äèàãîíàëè äëèíû n− 2t−1 + 1

ñîäåðæàòñÿ â å¼ ñàìîé äëèííîé îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè÷íîé îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè.

Îáîçíà÷èì äëèíó ýòîé îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè÷íîé îáîáù¼ííîé äèàãîíàëè ÷åðåç L.

Êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼ííûõ äèàãîíàëåé äëèíû n−2t−1 +1

òîãäà áóäåò ðàâíî
(

L
n−2t−1+1

)
. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ïóíêòó 1), per (A) íå êðàòåí 2n−t+2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(

L
n−2t−1+1

)
íå÷¼òíî, ÷òî ïî ëåììå 2.2.22 ýêâèâàëåíòíî

óñëîâèþ èç ïóíêòà 2).

2.2.2 Ìàòðèöû ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì

Ýòà ÷àñòü ãëàâû 2 ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè (−1, 1)-ìàòðèö ñ ïåðìàíåíòîì 0.

2.2.2.1 Îáùèé ñëó÷àé

Çäåñü ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ïîçâîëÿþùèõ

îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðèö ïðè ïîèñêå ìèíèìàëüíûõ ïî ÷èñ-

ëó (−1) ìàòðèö ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì.

Ëåììà 2.2.23. Âñÿêàÿ ìàòðèöà èç Ωn óìíîæåíèåì íåêîòîðûõ ñòðîê è ñòîëá-

öîâ íà (−1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó ñ íå áîëåå ÷åì bn2c îòðèöàòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ íà (−1) ñòðîêó èëè ñòîëáåö ñ áîëåå

÷åì ïîëîâèíîé îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ìû óìåíüøàåì îáùåå êîëè÷åñòâî (−1) â

ìàòðèöå. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó êîíå÷íîñòè êîëè÷åñòâà îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ

â ìàòðèöå, ìû çà êîíå÷íîå ÷èñëî óìíîæåíèé ïîëó÷èì ìàòðèöó òðåáóåìîãî âèäà.

Ëåììà 2.2.24. Ïðè n = 2t, t ∈ N, è A ∈ Ωn, per (A) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü

òîëüêî åñëè êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå A ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 2.2.16, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè n = 2t ïåð-

ìàíåíò (−1, 1)-ìàòðèöû äåëèòñÿ íà 2n−t+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k1 äåëèòñÿ

íà 2, òî åñòü â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî k1 ïåðìàíåíò íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü.
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Ëåììà 2.2.25. Ïðè n = 2t + 1, 3 ≤ t ∈ N, ïåðìàíåíò ìàòðèöû A ∈ Ωn ìî-

æåò áûòü íóëåâûì òîëüêî åñëè ÷èñëî k2 îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ îáîáù¼í-

íûõ äèàãîíàëåé äëèíû 2 ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ëåììå 2.2.24 ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.16.

Ëåììà 2.2.26. Åñëè íåêîòîðàÿ (−1, 1)-ìàòðèöà ïîðÿäêà 2k èìååò íå ìåíåå k

ñòðîê Ri1, . . . , Rik ñ íå ìåíåå k îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè aiqj1, . . . , aiqjk â

êàæäîé, q = 1, . . . , k, à òàêæå îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò íà ïîçèöèè (i, j), îò-

ëè÷íîé îò (iq, jm) ïðè âñåõ q,m = 1, . . . , k, òî êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ ìîæíî óìåíüøèòü óìíîæåíèåì íåêîòîðûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ íà (−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ñòðîêà, ñîäåðæàùàÿ k + 1 èëè áîëåå îòðèöà-

òåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî óìíîæèì íà (−1) ýòó ñòðîêó.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ ñòðîê íåò. Ðàññìîòðèì ñòðîêè Ri1, . . . , Rik è

ñòîëáåö j. ×åðåç l îáîçíà÷èì ÷èñëî ñòðîê ñðåäè äàííûõ k, ñ êîòîðûìè ýòîò ñòîëáåö

èìååò îáùèé ýëåìåíò (−1). Óìíîæèì ñòîëáåö j íà (−1).

1. Åñëè k = l, òî ñòîëáåö j ñîäåðæàë íå ìåíåå k + 1 îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåí-

òîâ, è òîãäà îáùåå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå óìåíüøèëîñü ïîñëå

äîìíîæåíèÿ.

2. Åñëè l < k, òî ïîñëå äîìíîæåíèÿ êîëè÷åñòâî (−1) â ìàòðèöå óâåëè÷èòñÿ íå

áîëåå ÷åì íà (2k− 2l− 2). Îíî ìîæåò è óìåíüøèòüñÿ, åñëè ñòîëáåö j ïåðåñåêàëñÿ

ïî (−1) ñ äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì äðóãèõ k ñòðîê. Äàëåå äîìíîæèì íà (−1)

òå (k − l) ñòðîê, êîòîðûå ïåðåñåêàëèñü ñ äàííûì ñòîëáöîì ïî ïîëîæèòåëüíîìó

ýëåìåíòó äî óìíîæåíèÿ ñòîëáöà íà (−1). Êîëè÷åñòâî (−1) â êàæäîé èç ýòèõ ñòðîê

ïîñëå óìíîæåíèÿ ñòîëáöà íà (−1) ñòàëî ðàâíî k+1. Çíà÷èò, ïîñëå óìíîæåíèÿ ýòèõ

ñòðîê íà (−1) êîëè÷åñòâî (−1) â ìàòðèöå óìåíüøèòñÿ íà

2(k − l) = 2k − 2l > 2k − 2l − 1,

òî åñòü â èòîãå êîëè÷åñòâî (−1) â ìàòðèöå óìåíüøèëîñü íà äâà èëè áîëåå.

Ñëåäñòâèå 2.2.27. Åñëè n ÷¼òíî, à ìàòðèöà A ∈ Ωn èìååò áîëåå n2

2 −
n
2−1 îòðè-

öàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó ñ ìåíüøèì êîëè-

÷åñòâîì îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ óìíîæåíèåì íåêîòîðûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ

íà (−1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A ñîäåðæèò ñòðîêó ñ áîëåå ÷åì n
2 îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåí-

òàìè, òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èñêîìóþ ìàòðèöó óìíîæåíèåì ýòîé ñòðîêè íà (−1).

Åñëè òàêèõ ñòðîê íåò, òî â ìàòðèöå åñòü íå ìåíåå n
2 ñòðîê ñ n

2 îòðèöàòåëüíûìè

ýëåìåíòàìè â êàæäîé è äîïîëíèòåëüíûé (−1) â íåêîòîðîé äðóãîé ñòðîêå (èíà÷å

îáùåå ÷èñëî (−1) íå áóäåò ïðåâûøàòü òðåáóåìîå óñëîâèåì ñëåäñòâèÿ). Çíà÷èò,

äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.26.

2.2.2.2 Ìàòðèöû ïîðÿäêà n ≤ 4

ßñíî, ÷òî ïðè n = 1 (−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì íå ñó-

ùåñòâóåò, à ïðè n = 2 òàêèõ ìàòðèö ðîâíî ïîëîâèíà � ýòî âñå ìàòðèöû ñ íå÷¼òíûì

êîëè÷åñòâîì (−1). Ïðè n = 3 òàêèõ ìàòðèö íå ñóùåñòâóåò â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ

2.2.13.

Ëåììà 2.2.28. Âñÿêàÿ ìàòðèöà A ∈ Ω4 ñ ïåðìàíåíòîì 0 ìîæåò áûòü ïðè-

âåäåíà ê âèäó ñ äâóìÿ èëè ÷åòûðüìÿ (−1) äîìíîæåíèåì íåêîòîðûõ ñòðîê è

ñòîëáöîâ íà (−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.2.23, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàòðèöû

ñ íå áîëåå ÷åì âîñåìüþ (−1), ïðè÷¼ì â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå íå áîëåå

äâóõ (−1). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2.16, ïåðìàíåíò (−1, 1)-ìàòðèöû ïîðÿäêà 4

äåëèòñÿ íà 8 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî k1 îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ÷¼òíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íå÷¼òíî, òî ïåðìàíåíò íå

ìîæåò áûòü íóëåâûì. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ìàòðèöû ñ øåñòüþ è âîñåìüþ (−1).

1. Ïóñòü ìàòðèöà ñîäåðæèò âîñåìü (−1), ïî äâà (−1) â êàæäîì ñòîëáöå è êàæ-

äîé ñòðîêå. Äîìíîæàÿ êàêóþ-íèáóäü ñòðîêó íà (−1), ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñ âîñåìüþ

(−1), äâà ñòîëáöà êîòîðîé ñîäåðæàò ïî òðè (−1). Äîìíîæàÿ ýòè ñòîëáöû íà (−1),

ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñ ÷åòûðüìÿ (−1).

2. Ïóñòü ìàòðèöà ñîäåðæèò øåñòü (−1). Åñëè åñòü ñòðîêà è ñòîëáåö ñ äâóìÿ

(−1), ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî 1, òî ìû ìîæåì óìíîæèòü èõ íà (−1), óìåíüøàÿ îáùåå

êîëè÷åñòâî (−1) â ìàòðèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ñîäåðæèò
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øåñòü (−1), íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà:
−1 −1 1 1

−1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1

 .

Íî çäåñü ìû ìîæåì óìíîæèòü íà (−1) ñíà÷àëà ñòðîêó ñ åäèíñòâåííûì ýëåìåí-

òîì (−1), à ïîòîì äâà ïîëó÷èâøèõñÿ ñòîëáöà ñ òðåìÿ (−1), ïîëó÷èâ ìàòðèöó ñ

÷åòûðüìÿ (−1). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, íî âäîáàâîê ìîæíî åù¼

çàìåòèòü, ÷òî â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå åñòü ñòðîêà ñ òðåìÿ (−1), òàê ÷òî ìû ìîæåì

ïîëó÷èòü ìàòðèöó ñ äâóìÿ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, äîìíîæèâ ýòó ñòðîêó íà

(−1).

Òåîðåìà 2.2.29. Ïðè n = 4 ëþáàÿ (−1, 1)-ìàòðèöà ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì

ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ:
−1 −1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1

1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1

−1 1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 1

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2.28, íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìàòðèöû ñ

äâóìÿ èëè ÷åòûðüìÿ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, à â ñèëó ëåììû 2.2.23 ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî íèêàêèå òðè èç íèõ íå ñòîÿò â îäíîé ñòðîêå èëè â îäíîì ñòîëáöå. Òà-

êèì îáðàçîì, íàäî ðàññìîòðåòü âîñåìü ñëó÷àåâ (ñ òî÷íîñòüþ äî òðàíñïîíèðîâàíèÿ

è ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ):

A1 =


−1 −1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 , A2 =


−1 1 1 1

1 −1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 ,

B1 =


−1 −1 1 1

−1 −1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 , B2 =


−1 −1 1 1

1 −1 −1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 ,
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B3 =


−1 −1 1 1

1 1 −1 −1

1 1 1 1

1 1 1 1

 , B4 =


−1 1 1 1

−1 1 1 1

1 −1 −1 1

1 1 1 1

 ,

B5 =


−1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1

1 1 1 1

 , B6 =


−1 −1 1 1

−1 1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 1

 .

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A2 ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå B4, ìàòðèöà B1 ýêâèâàëåíòíà

ìàòðèöå B3, à ìàòðèöà B2 ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå B5. Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ëåììó

2.2.3 â ñëó÷àå n = 4, çàìåòèì, ÷òî ïðè k1 = 4 ïåðìàíåíò äåëèòñÿ íà 16 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçíîñòü (k2 − k3) íå÷¼òíà, òî åñòü ïåðìàíåíò íå ìîæåò áûòü

íóëåâûì, êîãäà îíà ÷¼òíà, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìàòðèöû B1. Äàëåå, âû÷èñëÿÿ

ïåðìàíåíòû ìàòðèö A1, A2, B5 è B6, ïîëó÷àåì 0, çà èñêëþ÷åíèåì per (A2). Òåîðåìà

äîêàçàíà.

2.2.2.3 Ìàòðèöû ïîðÿäêà 5

Ëåììà 2.2.30. Âñÿêàÿ ìàòðèöà èç Ω5 ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì ýêâèâàëåíòíà

íåêîòîðîé ìàòðèöå ñ íå áîëåå ÷åì ñåìüþ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2.23, íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ìàò-

ðèöû ñ áîëåå ÷åì äåñÿòüþ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, à òàêæå ìàòðèöû ñ òðåìÿ

è áîëåå (−1) â îäíîé ñòðîêå èëè îäíîì ñòîëáöå. Åñëè â ìàòðèöå äåñÿòü èëè äåâÿòü

(−1), òî ñóùåñòâóþò ñòðîêà ñ äâóìÿ (−1) è äâà ñòîëáöà ñ äâóìÿ (−1) â êàæäîì, ïå-

ðåñåêàþùèå ýòó ñòðîêó ïî 1. Òîãäà ìû óìíîæèì ýòó ñòðîêó è ýòè ñòîëáöû íà (−1),

óìåíüøèâ òåì ñàìûì êîëè÷åñòâî (−1) â ìàòðèöå. Â ñëó÷àå âîñüìè (−1) â ìàòðè-

öå ýòî ìîæåò áûòü íåïðèìåíèìî, à èìåííî, òàê ïðîèñõîäèò, êîãäà ñóùåñòâóþò äâà

(−1), êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ýëåìåíòîì â
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ñâîåé ñòðîêå è ñâî¼ì ñòîëáöå. Ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà ñëåäóþùåãî âèäà:
−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

−1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 −1

 .

Âû÷èñëÿÿ å¼ ïåðìàíåíò, ïîëó÷àåì −8, òî åñòü íå íîëü. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäå-

íèå ëåììû.

Òåîðåìà 2.2.31. Ïðè n = 5 âñÿêàÿ (−1, 1)-ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ íóëåâûì ïåð-

ìàíåíòîì ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç 11 ìàòðèö íèæå:
−1 −1 1 1 1

−1 1 −1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 1 1 1 1

1 −1 1 1 1

1 1 −1 −1 1

1 1 1 −1 −1

1 1 1 1 −1

 ,


−1 1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 −1

1 1 1 1 −1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 −1 −1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 1 −1 −1 1

−1 1 1 1 1

1 −1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 −1

−1 1 1 1 1

 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.2.30, íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìàòðèöû, â

êîòîðûõ íå áîëåå ñåìè îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ñòîÿò

â îäíîé ñòðîêå èëè îäíîì ñòîëáöå. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ,

÷òî ïåðìàíåíò ìàòðèö ñ äâóìÿ è ìåíåå (−1) íå îáðàùàåòñÿ â 0. Äàëåå ðàññìîòðèì

îñòàâøèåñÿ îïöèè äëÿ êîëè÷åñòâà (−1): 3, 4, 5, 6 è 7.

0. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.16, ïåðìàíåíò (−1, 1)-ìàòðèöû ïî-

ðÿäêà 5 îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî åñëè ñóììà (k0 + k2) ÷¼òíà, òî åñòü òîëüêî ïðè

íå÷¼òíîì k2.

1. k1 = 7. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà 4, ñîäåðæàùàÿ âñå ñåìü (−1),

òî â ìàòðèöå åñòü òðè ñòðîêè è òðè ñòîëáöà ñ äâóìÿ (−1), ñòðîêà è ñòîëáåö ñ

îäíèì (−1) è ñòðîêà è ñòîëáåö òîëüêî ñ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ñóùåñòâóåò ñòðîêà

ñ äâóìÿ (−1), ïåðåñåêàþùàÿ ñòîëáåö ñ îäíèì (−1) ïî ýòîìó (−1), ëèáî ìàòðèöà

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
−1 −1 1 1 1

−1 1 −1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

 .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì äîìíîæèòü òó ñòðîêó íà (−1), à çàòåì ñäåëàòü òî æå

ñàìîå ñ ïîëó÷åííûìè äâóìÿ ñòîëáöàìè ñ òðåìÿ (−1), óìåíüøèâ îáùåå êîëè÷åñòâî

(−1) äî øåñòè. À âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðìàíåíò ðàâåí íóëþ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñåìü (−1) çàíèìàþò ðîâíî ÷åòûðå ñòðîêè è ïÿòü

ñòîëáöîâ. Êàê è âûøå, â ñëó÷àå, åñëè ñòðîêà ñ îäíèì îòðèöàòåëüíûì ýëåìåíòîì

ïåðåñåêàåò ñòîëáåö ñ äâóìÿ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ïî (−1), òî ìîæíî äî-

ìíîæèòü íà (−1) ñíà÷àëà ýòîò ñòîëáåö, à çàòåì äâå ñòðîêè, ê êîòîðûì äîáàâèëñÿ

òðåòèé (−1), óìåíüøèâ îáùåå êîëè÷åñòâî (−1). Åñëè æå òàêîãî ïåðåñå÷åíèÿ â ìàò-

ðèöå íåò, òî ñóùåñòâóåò ïîäìàòðèöà ðàçìåðà 3× 4, ñîäåðæàùàÿ øåñòü (−1). Åñëè

îíà ñîäåðæèò áëîê ðàçìåðà 2× 2 èç (−1), òî ìû ìîæåì óìíîæèòü íà (−1) ñòðîêó

èç ïîäìàòðèöû, íå ó÷àñòâóþùóþ â ýòîì áëîêå, à çàòåì äâà ñòîëáöà èç áëîêà, ïî-

ëó÷èâ øåñòü (−1) â ìàòðèöå âìåñòî ñåìè. Åñëè æå â ïîäìàòðèöå íåò òàêîãî áëîêà,
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òî ìàòðèöà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
1 −1 1 −1 1

1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 1

−1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 .

Å¼ ïåðìàíåíò ðàâåí 8.

Íàêîíåö, åñëè ñåìü (−1) çàíèìàþò âñå ïÿòü ñòðîê è ïÿòü ñòîëáöîâ, òî ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ è òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû ñóùåñòâóåò

òðè ñëó÷àÿ, ê êîòîðûì íåïðèìåíèìû îïèñàííûå ñïîñîáû óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà

îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ äîìíîæåíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ íà (−1):
−1 1 1 1 1

1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 −1

1 1 1 −1 −1

 ,


−1 1 1 1 1

1 −1 1 1 1

1 1 −1 −1 1

1 1 1 −1 −1

1 1 1 1 −1

 ,


−1 1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 −1

1 1 1 1 −1

 .

Ïåðìàíåíò ïåðâîé ìàòðèöû ðàâåí −16, à âòîðîé è òðåòüåé � íóëþ.

2. k1 = 3. Èç ïóíêòà 0 ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà è ëåììû 2.2.23 ñëåäóåò, ÷òî íàì

äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïåðìàíåíòû ñëåäóþùèõ äâóõ ìàòðèö:
−1 1 1 1 1

1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 .

Èõ ïåðìàíåíòû ðàâíû 32 è 0 ñîîòâåòñòâåííî.

3. k1 = 4. Èç ëåììû 2.2.23 è ïóíêòà 0 ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî íàì
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äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïåðìàíåíòû ñëåäóþùèõ äâóõ ìàòðèö:
−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 .

Äåéñòâèòåëüíî, âñå îñòàëüíûå ìàòðèöû ñ ÷åòûðüìÿ (−1) ëèáî èìåþò òðè (−1)

â îäíîé ñòðîêå (èëè ñòîëáöå), ëèáî èìåþò ÷¼òíîå k2. Äàëåå, ïåðìàíåíò ïåðâîé

ìàòðèöû ðàâåí 0, à ïåðìàíåíò âòîðîé ìàòðèöû ðàâåí 16.

4. k1 = 5.

Åñëè îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò âñå ïÿòü ñòðîê è ñòîëáöîâ, òî îíè

îáðàçóþò äèàãîíàëü äëèíû 5, è òîãäà k2 = 10, òî åñòü ïåðìàíåíò íå ìîæåò áûòü

íóëåâûì â ñèëó ïóíêòà 0 ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Åñëè îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò ÷åòûðå ñòðîêè è ïÿòü ñòîëáöîâ, òî

ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà:
−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 −1

1 1 1 1 1

 .

Å¼ ïåðìàíåíò ðàâåí 16.

Åñëè îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò ÷åòûðå ñòðîêè è ÷åòûðå ñòîëáöà, òî

èìååì äâà ñëó÷àÿ:
−1 −1 1 1 1

1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

 .

Ïåðìàíåíò îáåèõ ìàòðèö ðàâåí 8.
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Åñëè âñå îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò òðè ñòðîêè è ïÿòü ñòîëáöîâ, òî

ìàòðèöà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
−1 −1 1 1 1

1 1 −1 −1 1

1 1 1 1 −1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 .

Å¼ ïåðìàíåíò ðàâåí 8.

Åñëè âñå îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò òðè ñòðîêè è ÷åòûðå ñòîëáöà, òî

èìååì äâà ñëó÷àÿ:
−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 1 −1 −1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 .

Â ïåðâîì ïåðìàíåíò ðàâåí 0, à âî âòîðîì 16.

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû â íåêî-

òîðîé ïîäìàòðèöå ïîðÿäêà 3. Îïÿòü èìååì äâà ñëó÷àÿ:
−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 .

Â ïåðâîì ïåðìàíåíò ðàâåí 8, à âî âòîðîì -8.

5. k1 = 6. Åñëè âñå øåñòü îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàñïîëîæåíû â íåêîòîðîé

ïîäìàòðèöå ïîðÿäêà 3, òî âñÿ ìàòðèöà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

−1 1 −1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 .
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Å¼ ïåðìàíåíò ðàâåí 16.

Åñëè îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò òðè ñòðîêè è ÷åòûðå ñòîëáöà, òî ìàò-

ðèöà ïðèíèìàåò îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ:
−1 −1 1 1 1

−1 −1 1 1 1

1 1 −1 −1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 .

Ïåðìàíåíò â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåí 8.

Åñëè îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò òðè ñòðîêè è ïÿòü ñòîëáöîâ, òî ìàò-

ðèöà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 −1 −1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 .

Ïåðìàíåíò ðàâåí 0.

Åñëè îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò ÷åòûðå ñòðîêè è ÷åòûðå ñòîëáöà, òî

ìàòðèöà ïðèíèìàåò îäèí èç ñëåäóþùèõ ïÿòè âèäîâ:
−1 −1 1 1 1

−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 1 −1 −1 1

−1 1 1 1 1

1 −1 1 1 1

1 1 1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 1 −1 −1 1

1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 1 1

 .
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Â òðåòüåé ìàòðèöå èç ïðèâåä¼ííîãî ñïèñêà êîëè÷åñòâî (−1) ìîæíî óìåíüøèòü

äî ïÿòè äîìíîæåíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ íà (−1), ïåðìàíåíò ïÿòîé ðàâåí 16, à

ïåðìàíåíò ïåðâîé, âòîðîé è ÷åòâ¼ðòîé ðàâåí 0.

Åñëè îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò ïÿòü ñòðîê è ÷åòûðå ñòîëáöà, òî ìàò-

ðèöà ïðèíèìàåò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:
−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 −1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

−1 1 1 1 1

1 −1 1 1 1

 .

Ñòðîêè è ñòîëáöû ïåðâîé ìàòðèöû ìîæíî äîìíîæèòü íà (−1) òàê, ÷òîáû êîëè-

÷åñòâî (−1) ñòàëî ðàâíî ïÿòè. Ïåðìàíåíò âòîðîé è òðåòüåé ìàòðèöû ðàâåí 8.

Íàêîíåö, åñëè îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû çàíèìàþò âñå ïÿòü ñòðîê è ïÿòü ñòîëá-

öîâ, òî ìàòðèöà ïðèíèìàåò îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ:
−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 −1

1 1 1 1 −1

 ,


−1 −1 1 1 1

1 1 −1 1 1

1 1 1 −1 1

1 1 1 1 −1

−1 1 1 1 1

 .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðìàíåíò ðàâåí 16, à âî âòîðîì îí ðàâåí 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëè èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà òåîðèè ôóíêöèè

ïåðìàíåíòà: ðåàëèçàöèÿ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö è îáðàùåíèå â 0 ïåð-

ìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö. Èçó÷åíèå ïåðâîãî âîïðîñà âàæíî äëÿ òàêèõ íàóê êàê ëè-

íåéíàÿ àëãåáðà, òåîðèÿ àëãîðèòìîâ, êîìáèíàòîðèêà, òåîðèÿ ãðàôîâ, ãåíåòèêà, ýêî-

íîìèêà. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïîñâÿù¼ííûõ âòîðîìó âîïðîñó, òàêæå íàõîäÿò
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ïðèìåíåíèå â óïîìÿíóòûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è, êðîìå òîãî, â êâàíòîâîé ìåõà-

íèêå è â ýêîíîìèêå.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

� Óëó÷øåíà áîëåå ÷åì â 2 ðàçà îöåíêà Áðóàëüäè-Íüþìåíà ãðàíèöû ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà êâàäðàòíûõ (0, 1)-ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, ðàç-

ðàáîòàí íîâûé ìåòîä êîíñòðóèðîâàíèÿ ìàòðèö ñ òðåáóåìûì ïåðìàíåíòîì,

äîêàçûâàþùèé òåîðåìó Áðóàëüäè-Íüþìåíà è ïîçâîëÿþùèé å¼ óñèëèòü.

� Äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p < n è íàòóðàëüíûõ 2 ≤ j < n íàéäåíû ìàòðèöû, íà êî-

òîðûõ ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî íå äåëÿùåãîñÿ íà p çíà-

÷åíèÿ ïåðìàíåíòà è íàèáîëüøåãî íå äåëÿùåãîñÿ íà j! çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòà,

ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíû íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå è íàèáîëüøåå íå

äåëÿùååñÿ íà 3 çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â

êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëó÷åíà îöåíêà êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà

íà ìíîæåñòâå (0, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n, ïðåâîñõîäÿùèõ íàèáîëüøèé íå÷¼òíûé

ïåðìàíåíò.

� Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö, ïîçâîëÿþùàÿ èññëåäî-

âàòü åãî äåëèìîñòü íà ñòåïåíè 2, â òîì ÷èñëå íàïðÿìóþ äîêàçàòü ðåçóëüòà-

òû Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà. Íàéäåí êðèòåðèé äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà (−1, 1)-

ìàòðèö íà ñòåïåíü äâîéêè, ïðåâîñõîäÿùóþ èññëåäîâàííûå ðàíåå â ñâÿçè ñ

ýòèì âîïðîñîì.

� Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ, èõ äîìíîæåíèÿ íà (−1)

è òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïðèâåäåíû âñå (−1, 1)-ìàòðèöû ïîðÿäêà íå áîëåå 5 ñ

ïåðìàíåíòîì 0.
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