
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Òàðàíèí Êîíñòàíòèí Àëåêñàíäðîâè÷

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïåðìàíåíòà
(0, 1)-ìàòðèö è (−1, 1)-ìàòðèö

1.1.5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ
ìàòåìàòèêà (01.01.06 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà è òåîðèÿ

÷èñåë)

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà, 2022



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå àëãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà¿.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: Ãóòåðìàí Àëåêñàíäð Ýìèëåâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: Êàçàðÿí Ìàêñèì Ýäóàðäîâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Íàöèî-
íàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ¾Âûñ-
øàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè,
ïðîôåññîð.
Êðèâóëèí Íèêîëàé Êèìîâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-
ñèòåò, Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò, Êà-
ôåäðà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîôåñ-
ñîð.
Òàðàíåíêî Àííà Àëåêñàíäðîâíà,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Èíñòè-
òóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, ëà-
áîðàòîðèÿ àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè, ñòàð-
øèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê.

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 3 èþíÿ 2022 ãîäà â 16 ÷àñîâ 45 ìèíóò íà çàñå-
äàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà ÌÃÓ.011.4(ÌÃÓ.01.17) ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà¿ ïî àäðåñó 119234, Ìîñêâà,
ÃÑÏ-1, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1., ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-
ñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà¿, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ
14-08.

E-mail: sbgashkov@gmail.com
Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â îòäåëå äèññåðòàöèé Ôóíäàìåíòàëüíîé

áèáëèîòåêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà
(Ìîñêâà, Ëîìîíîñîâñêèé ïðîñïåêò, ä. 27) è íà ñàéòå ÈÑÀ ¾ÈÑÒÈÍÀ¿:

https://istina.msu.ru/dissertations/450303893/

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 29 àïðåëÿ 2022 ãîäà.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà
ÌÃÓ.011.4(ÌÃÓ.01.17) ÔÃÁÎÓ ÂÎ ÌÃÓ
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð

Ñ. Á. Ãàøêîâ

2

mailto:sbgashkov@gmail.com
https://istina.msu.ru/dissertations/450303893/


Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàí-

íîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ìàòðèöå A ÷èñëî

per (A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n),

ãäå Sn � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
ïåðìàíåíòà, à ñàìî ýòî ÷èñëî � ïåðìàíåíòîì ìàòðèöû A.

Ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà áûëà âïåðâûå ââåäåíà Áèíå1 è Êîøè2, à å¼ ñîâðåìåííîå
íàçâàíèå åé äàë Ìþèð3, êîòîðûé òàêæå äîêàçàë äëÿ ïåðìàíåíòà àíàëîãè íåêîòî-
ðûõ áàçîâûõ ñâîéñòâ äåòåðìèíàíòà. Ëèòòëâóä4 è Ðè÷àðäñîí5 ââåëè ïîíÿòèå èì-
ìàíàíòà, îáîáùàþùåå ïåðìàíåíò è äåòåðìèíàíò.

Âàæíîå îòëè÷èå ïåðìàíåíòà îò äåòåðìèíàíòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí íå èíâàðè-
àíòåí ïî îòíîøåíèþ ê îäíîìó èç ïðåîáðàçîâàíèé Ãàóññà � ïðèáàâëåíèþ ñòðîêè
ñ êîýôôèöèåíòîì ê äðóãîé ñòðîêå (àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå ñòîëáöîâ). Áîëåå îáùî,
ïåðìàíåíò íå ìóëüòèïëèêàòèâåí. Êàê ñëåäñòâèå, ê íåìó íå ïðèìåíèìû ìåòîäû
áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ, ïðèìåíèìûå â ñëó÷àå äåòåðìèíàíòà. Áîëåå òîãî, íà äàí-
íûé ìîìåíò íå íàéäåíî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà ïîëèíîìèàëüíîé èëè
ìåíüøåé ñëîæíîñòè. Îäèí èç íàèáîëåå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ, âû÷èñëÿþùèé ïåð-
ìàíåíò çà O(2n−1n) èòåðàöèé, ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû, ïðèíàäëåæèò Ðàéçåðó6

(ãëàâà 2 òåîðåìà 4.1)7, ñì. òàêæå ïóíêò 2 ãëàâû 7 êíèãè Ìèíêà8. Íàïîìíèì, ÷òî
çàäà÷åé êëàññà #P íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè ëåæèò â êëàññå NP ; #P -ñëîæíîé íàçûâàåòñÿ
ëþáàÿ çàäà÷à, ê êîòîðîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñâîäÿòñÿ âñå çàäà÷è êëàññà
#P ; à #P -ïîëíîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ #P -ñëîæíàÿ çàäà÷à èç êëàññà #P . Âýëèàíò9

1J.P.M. Binet. M�emoire sur un systeme de formules analytiques, et leur application a des considerations
g�eom�etriques. J. �Ecole Polytechnique, 9:280�302, 1812.

2A.L. Cauchy. M�emoire sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs �egales et de signes contraires par
suite des transpositions op�er�ees entre les variables qu'elles renferment. J. �Ecole Polytechnique, 10:91�169, 1815.

3T. Muir. On a class of permanent symmetric functions. Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 11:409�418, 1882.
4D.E. Littlewood. The Theory of Group Characters and Matrix Representation of Groups (2nd ed.). Oxford Univ.

Press, 1950.
5D.E. Littlewood, A.R. Richardson. Group characters and algebras. Phil. Trans. R. Soc. Lond. A, 233:99�141, 1934.
6H.J. Ryser. Combinatorial Mathematics. Math. Assoc. Amer., 1963.
7Â ñêîáêàõ ïîñëå èì¼í óêàçàíû íîìåðà òåîðåì â ñîîòâåòñòâóþùèõ êíèãàõ èëè ñòàòüÿõ.
8Õ. Ìèíê. Ïåðìàíåíòû. Ìèð, Ì., 1982.
9L.G. Valiant. The complexity of computing the permanent. Theoret. Comput. Sci., 8:189�201, 1979.
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äîêàçàë, ÷òî âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòà ÿâëÿåòñÿ #P -ñëîæíîé çàäà÷åé, à äëÿ (0, 1)-
ìàòðèö � #P -ïîëíîé, ò.å. èç íàëè÷èÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ
ïåðìàíåíòà ñëåäîâàëî áû ðàâåíñòâî P = NP . ×èòàòåëÿ, èíòåðåñóþùåãîñÿ âîïðî-
ñàìè àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè â ñâÿçè ñ âû÷èñëåíèåì ïåðìàíåíòà è ñìåæíûìè
çàäà÷àìè, àäðåñóåì ê ðàáîòàì Êóêà10, Ãýðè è Äæîíñîíà11, Ëàñëî è Ïëàììåðà12, à
òàêæå Êàðïà13.

Ïîìèìî èíòåðåñà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, ôóíêöèÿ ïåð-
ìàíåíòà ïðåäñòàâëÿåò òàêæå è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Ïðèëîæåíèÿ ïåðìàíåíòà
ìîæíî íàéòè êàê â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, â êîìáèíàòîðèêå
è òåîðèè ãðàôîâ, òàê è â äðóãèõ íàóêàõ � ýêîíîìèêå, ãåíåòèêå, êâàíòîâîé ôèçè-
êå. Íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòîâ (0, 1)-ìàòðèö è, áîëåå îáùî,
ìàòðèö ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè âîçíèêàåò â çàäà÷àõ òåîðèè ìå-
õàíèçìîâ â ýêîíîìèêå, èñïîëüçóþùåé òåîðèþ ãðàôîâ êàê îäèí èç èíñòðóìåíòîâ,
à ïåðìàíåíòû (−1, 1)-ìàòðèö èñïîëüçóþòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ïîäðîáíåå î
ïðèìåðàõ ñì. â ðàçäåëå 1.1.2 äèññåðòàöèè äëÿ (0, 1)-ìàòðèö è ðàçäåëå 2.1.2 äèññåð-
òàöèè äëÿ (−1, 1)-ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èñïîëüçóåìîñòü
â ïðèëîæåíèÿõ è ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïåðìàíåíòà, ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî èññëåäîâàíèå ðàñïîëîæåíèÿ (ðåàëèçàöèè) å¼ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé
çàäà÷åé. Ýòî èññëåäîâàíèå òðàäèöèîííî âåä¼òñÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: ïðåäëîæåí-
íûé Ïîëèà14 âîïðîñ êîíâåðòàöèè ïåðìàíåíòà è äåòåðìèíàíòà, èñòîðèþ ðàçâèòèÿ
êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â êíèãå ÌàêÊóýéãà15, è âîïðîñ íåïîñðåäñòâåííîãî ïîèñêà
çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö, î êîòîðîì äàëåå ïîéä¼ò ðå÷ü â
äèññåðòàöèè.

Îäíèì èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîáëåìå ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé
ïåðìàíåíòà, áûë êðèòåðèé îáðàùåíèÿ â 0 ïåðìàíåíòà íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðè-
öû, ïîëó÷åííûé Ôðîáåíèóñîì16 è Ê¼íèãîì17. Àíàëîãè÷íûå êðèòåðèè äëÿ íåáîëü-
øèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö áûëè ïîëó÷åíû Ãîðäî-
íîì, Ìîöêèíîì è Óýë÷åì18. Áðóàëüäè è Íüþìåí19 ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ íèæíþþ
îöåíêó íà ãðàíèöó çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà, ïðèíèìàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî: âñå öå-
ëûå ÷èñëà îò 0 äî 2n−1 âêëþ÷èòåëüíî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ïåðìàíåíòà

10S.A. Cook. The complexity of theorem proving procedures. Proc. 3rd Ann. ACM Symp. Theory of Computing,
151�158, 1971.

11M.R. Garey, D.S. Johnson. Computers and intractability: a guide to the theory of NP -completness. W.H. Freeman,
San Francisco, 1979.

12L. Lov�asz, M.D. Plummer. Matching Theory. Elsevier, 1986.
13R.M. Karp. Reducibility among combinatorial problems. Complexity of Computer Computations, 85�103, 1972.
14G. P�olya. Aufgabe 424. Arch. Math. Phys., 20(3):271, 1913.
15W. McCuaig. P�olya's permanent problem. Electron. J. Combin., 11:R79, 2004.
16G. Frobenius. �Uber zerlegbare Determinanten. Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss., 274�277, 1917.
17D. K�onig. Theorie der endlichen und unendlichen Graphen. Leipzig, 1936.
18B. Gordon, T. S. Motzkin, L. Welch. Permanents of 0,1-Matrices. J. Combin. Theor. (A), 17:145�155, 1974.
19R.A. Brualdi, M. Newman. Some theorems on permanent. J. Res. Natl. Bur. Stand., 69B(3):159�163, 1965.
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íà ìíîæåñòâå (0, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n.
Â ñëó÷àå (−1, 1)-ìàòðèö îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé â èññëåäîâàíèè ðåà-

ëèçàöèè çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà îáðàùåíèÿ ïåðìàíåíòà â 0, ÷òî
ïðîäèêòîâàíî ñïåöèôèêîé èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî êëàññà ìàòðèö: íàïðèìåð, â êâàí-
òîâîé ôèçèêå íóëåâîé ïåðìàíåíò çíàêîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñû-
âàþùåé íåêîòîðóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó, îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ãàðàíòèðóåò êâàíòîâóþ çàïóòàííîñòü
ñèñòåìû (ïîäðîáíåå ñì. ïðèìåð â ðàçäåëå 2.1.2 äèññåðòàöèè). Äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì òîãî, ÷òî ïåðìàíåíò öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû íå îáðàùàåòñÿ â 0, ÿâëÿåòñÿ
îòñóòñòâèå äåëèìîñòè íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè â ýòîì
íàïðàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà20 (ïðåäëîæåíèå 4 è ëåì-
ìà 5) î äåëèìîñòè íà ñòåïåíè 2, à îäíèì èç íàèáîëåå ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ(−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà 4 ñ ïåðìàíåíòîì 0 ñ òî÷íîñòüþ
äî óìíîæåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ íà (−1) è èõ ïåðåñòàíîâêè, ïîëó÷åííàÿ Êèìîì,
Êý è Íà21 (òåîðåìà 3.6) â 2015 ãîäó. Àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîñëåäíåãî
ðåçóëüòàòà, ó÷èòûâàþùàÿ òàêæå ýêâèâàëåíòíîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî òðàíñïîíèðîâà-
íèÿ, ïðèâåäåíà ñ äîêàçàòåëüñòâîì â ðàçäåëå 2.2.2 äèññåðòàöèè.

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê íàïðàâëåíèÿì èññëåäîâà-
íèé, çàäàííûì òåîðåìîé Áðóàëüäè è Íüþìåíà î ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèÿõ è ïðåä-
ëîæåíèÿìè Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà î äåëèìîñòè, ò.å. íåïîñðåäñòâåííî ê ðåàëèçàöèè
çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö è ê äåëèìîñòè íà ñòåïåíè 2 è îáðàùåíèþ â 0
ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, áûë áîëåå ÷åì â 2 ðàçà óëó÷øåí ðåçóëüòàò
Áðóàëüäè è Íüþìåíà, ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà
íà áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü 2, ÷åì ó Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà, à òàêæå êëàññèôèöèðî-
âàíû âñå (−1, 1)-ìàòðèöû ïîðÿäêà 5 ñ ïåðìàíåíòîì 0.

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ôóíêöèè ïåð-
ìàíåíòà íà ìíîæåñòâàõ êâàäðàòíûõ (0, 1)-ìàòðèö è (−1, 1)-ìàòðèö, â ÷àñòíîñòè,
èññëåäîâàíèå âîïðîñà ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà äëÿ (0, 1)-
ìàòðèö, à òàêæå îáðàùåíèÿ ïåðìàíåíòà â 0 è äåëèìîñòè íà ñòåïåíè 2 äëÿ (−1, 1)-
ìàòðèö.

20A.R. Kr�auter, N. Seifter. On some questions concerning permanents of (1,−1)-matrices. Israel J. Math. 45, No. 1
(1983), 53�62.

21Y.-H. Kiem, S.-H. Kye, J. Na. Product vectors in the ranges of multi-partite states with positive partial transposes
and permanents of matrices. Commun. Math. Phys., 338(2):621�639, 2015.
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó:

� Óëó÷øåíèå îöåíêè Áðóàëüäè-Íüþìåíà ãðàíèöû ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé
ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö áîëåå ÷åì â 2 ðàçà.

� Âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî íå÷¼òíîãî è íàèáîëüøåãî íå äåëÿùåãîñÿ íà 3 çíà-
÷åíèÿ ïåðìàíåíòà. Ïðåäúÿâëåíèå äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p < n è íàòóðàëüíûõ j,
2 ≤ j < n, ìàòðèö, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà äîñòèãàåò íàèáîëüøå-
ãî íå äåëÿùåãîñÿ íà p çíà÷åíèÿ è íàèáîëüøåãî íå äåëÿùåãîñÿ íà j! çíà÷å-
íèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Îöåíêà êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà íà ìíîæåñòâå
(0, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n, ïðåâîñõîäÿùèõ íàèáîëüøèé íå÷¼òíûé ïåðìàíåíò.

� Ïðåäúÿâëåíèå è äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû äëÿ ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö,
ïîçâîëÿþùåé âû÷èñëÿòü ñòåïåíü âõîæäåíèÿ 2 êàê ïðîñòîãî ñîìíîæèòåëÿ
â çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà. Ïðÿìûå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé Êðîéòåðà è
Ñåéôòåðà î äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà íà ñòåïåíè 2. Ïðåäúÿâëåíèå è äîêàçà-
òåëüñòâî êðèòåðèÿ äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö íà 2n−blog2 nc+1.

� Êëàññèôèêàöèÿ (−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà íå áîëåå 5 ñ ïåðìàíåíòîì 0 ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà êâàäðàòíûõ (0, 1)-ìàòðèö ïîðÿä-
êà n, (−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè
ïåðìàíåíòà, ãäå n ∈ N.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà íà ìíîæåñòâàõ êâàä-
ðàòíûõ (0, 1)-ìàòðèö è (−1, 1)-ìàòðèö è å¼ ñâîéñòâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ñðåäè íèõ:

� Îöåíêà Áðóàëüäè-Íüþìåíà ãðàíèöû ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðìàíåí-
òà (0, 1)-ìàòðèö óëó÷øåíà áîëåå ÷åì â 2 ðàçà.

� Ïîëó÷åíà îöåíêà êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà íà An, ïðåâîñõîäÿùèõ

[ (n+1)!
ne ]. Â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ:

� Íàéäåíû íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà è íàèáîëüøåå íå
äåëÿùååñÿ íà 3 çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà íà An.
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� Äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p < n íàéäåíû ìàòðèöû, ïåðìàíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ íàèáîëüøèìè íà An ñðåäè íå äåëÿùèõñÿ íà p.

� Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ 2 ≤ j < n íàéäåíû ìàòðèöû, ïåðìàíåíòû êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëüøèìè íà An ñðåäè íå äåëÿùèõñÿ íà j!.

� Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü
ñòåïåíü âõîæäåíèÿ 2 êàê ïðîñòîãî ñîìíîæèòåëÿ â çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà. Ïî-
ëó÷åíû ïðÿìûå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà î äå-
ëèìîñòè ïåðìàíåíòà íà ñòåïåíè 2. Íàéäåí êðèòåðèé äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà
(−1, 1)-ìàòðèö íà 2n−blog2 nc+1.

� Ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè êëàññèôèöèðîâàíû (−1, 1)-ìàòðèöû ïîðÿä-
êà íå áîëåå 5 ñ ïåðìàíåíòîì 0.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â èññëåäîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ìåòîäû è ïîíÿòèÿ àë-
ãåáðû, êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè ÷èñåë. Òàêæå àâòîðîì ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ (0, 1)-ìàòðèö çàäàííîãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûì ïåðìàíåíòîì îò 0 äî 2n

è íàéäåíà ôîðìóëà ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâåðÿòü åãî äåëè-
ìîñòü íà ñòåïåíè 2.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû â çàäà÷àõ ëèíåéíîé àëãåáðû, êîìáèíàòîðèêè, òåîðèè ãðàôîâ, òåîðèè
ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, ýêîíîìèêè, ãåíåòèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 4 ðàáîòàõ àâòîðà [1, 2, 3, 4] â æóðíàëàõ, èíäåêñè-
ðóåìûõ Web of Science, Scopus è RSCI. Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî ðåçóëü-
òàòàì ðàáîòû íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ è íà ñåìèíàðå ¾Êîëüöà, ìîäóëè è
ìàòðèöû¿ êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû.

Êðîìå òîãî, àâòîðîì áûëè ñäåëàíû äîêëàäû ïî òåìå äèññåðòàöèè íà ñëåäóþ-
ùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

� XXI ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ
¾Ëîìîíîñîâ-2014¿, Ìîñêâà, 2014.
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� XXII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ
¾Ëîìîíîñîâ-2015¿, Ìîñêâà, 2015.

� 4th International Conference on Matrix Methods in Mathematics and Applications
(MMMA-2015), Ìîñêâà, Ñêîëêîâî, 2015.

� XXIII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-
íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2016¿, Ìîñêâà, 2016.

� XXIV ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-
íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2017¿, Ìîñêâà, 2017.

� XXV ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ
¾Ëîìîíîñîâ-2018¿, Ìîñêâà, 2018.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ 110-ëåòèþ ñî
äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà À. Ã. Êóðîøà (1908�1971), Ìîñêâà, 2018.

� XXVII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-
íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2020¿, Ìîñêâà, 2020.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, çàêëþ-
÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû ñî-
ñòàâëÿåò 81 ñòðàíèöó. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 40 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå ïîñâÿùåíî êðàòêîé èñòîðèè âîïðîñà, àêòóàëüíîñòè ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ïðîáëåì, èçëîæåíèþ öåëè ðàáîòû, ìåòîäîâ è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ãëàâà 1. Â ãëàâå 1 èññëåäóþòñÿ äâà âîïðîñà, îòíîñÿùèåñÿ ê òåìå ðåàëèçàöèè
çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö:

1. Ïîèñê ãðàíèöû ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà.

2. Îïèñàíèå è îöåíêà êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé, ïðåâîñõîäÿùèõ íàèáîëüøåå íå÷¼ò-
íîå çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà.

Â ðàçäåëå 1.1.1 ââåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, à â ðàçäåëå 1.1.2
ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïåðìàíåíòà (0, 1)-ìàòðèö.

Ïóñòü An îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî (0, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n. Ãðàíèöà ïîäðÿä èäó-
ùèõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëî Bn íàçîâ¼ì ãðàíèöåé ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà
íà An, åñëè Bn � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò A ∈ An ñ per (A) = Bn + 1.

Èç òåîðåìû Áðóàëüäè-Íüþìåíà ñëåäóåò, ÷òî Bn ≥ 2n−1. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî
â ðàçäåëå 1.2.1, ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü óëó÷øåí áîëåå ÷åì â 2 ðàçà.

Òåîðåìà. Ïðè n ≥ 6 Bn ≥ 85
642n.

Âñþäó äàëåå ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèö íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè. Â ðàçäåëå 1.2.2
èññëåäóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòà, ïðåâîñõîäÿùèå íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå çíà÷åíèå.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà
(0, 1)-ìàòðèö.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, 2 ≤ p < n. Ìàòðèöà ñ íàèáîëüøèì íà An

íå äåëÿùèìñÿ íà p çíà÷åíèåì ïåðìàíåíòà èìååò â òî÷íîñòè n− p+ 1 íóëåâûõ

ýëåìåíòîâ, ïðè÷¼ì íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü j � öåëîå ÷èñëî, 2 ≤ j < n. Ìàòðèöà ñ íàèáîëüøèì íà An

íå äåëÿùèìñÿ íà j! çíà÷åíèåì ïåðìàíåíòà èìååò â òî÷íîñòè n − j + 1 íóëåé,

ïðè÷¼ì íèêàêèå äâà èç íèõ íå ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè.

Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ íàèáîëüøèé íå÷¼òíûé ïåðìàíåíò è íàèáîëüøèé íå
êðàòíûé 3 ïåðìàíåíò. [x] îáîçíà÷àåò áëèæàéøåå ê ÷èñëó x öåëîå ÷èñëî, à {x}l =
|x− [x]|.

Òåîðåìà. Íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïåðìàíåòà íà An ðàâíî [ (n+1)!
ne ],

ïðè÷¼ì { (n+1)!
ne }l ≤

1
n(n+2).

Òåîðåìà. Åñëè n > 1, òî íàèáîëüøåå íå äåëÿùååñÿ íà 3 çíà÷åíèå ôóíêöèè ïåð-

ìàíåíòà íà An ðàâíî [ (n−2)!e (n2 + n− 1)], ïðè÷¼ì { (n−2)!e (n2 + n− 1)}l ≤ 4
n3−n.

Äàëåå ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íà êîëè÷åñòâî çíà-
÷åíèé ïåðìàíåíòà, ïðåâîñõîäÿùèõ íàèáîëüøåå íå÷¼òíîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà. Ïðè n ≥ 4 íà ïðîìåæóòêå
([

(n+1)!
ne

]
, n!
]
êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé ôóíê-

öèè ïåðìàíåíòà íà ìíîæåñòâå ìàòðèö An íå ïðåâîñõîäèò

e− 2

2
((n− 1)! + (n− 3)!) +

⌊n
2

⌋
+ (−1)n−1

n∑
k=2

(−1)k

k
.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà âîïðîñàì îáðàùåíèÿ â 0 è äåëèìîñòè çíà÷åíèé ïåðìàíåíòà
(−1, 1)-ìàòðèö. Ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà:
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1. Çàâèñèìîñòü äåëèìîñòè ïåðìàíåíòà íà ñòåïåíè äâîéêè îò ïîðÿäêà ìàòðèöû.

2. Êëàññèôèêàöèÿ ìàòðèö ñ ïåðìàíåíòîì 0 ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé, íå
ìåíÿþùèõ ìîäóëü ïåðìàíåíòà, à èìåííî ïåðåñòàíîâîê ëèíèé, äîìíîæåíèÿ
ëèíèé íà (−1) è òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû.

Â ðàçäåëå 2.1.1 ââåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, à â ðàçäåëå 2.1.2
ïðèâåäåí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèö â êâàíòîâîé
ôèçèêå, ñâÿçûâàþùèé ïåðìàíåíò ñ ïîíÿòèåì êâàíòîâîé çàïóòàííîñòè.

Ìíîæåñòâî (−1, 1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωn. Äëÿ äàííîé ìàòðè-
öû A ∈ Ωn êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ (−1) ìîùíîñòè j, òàêèõ,
÷òî íèêàêèå äâà ýëåìåíòà (−1) èç íàáîðà íå ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè, îáîçíà-
÷èì ÷åðåç kj. Â ðàçäåëå 2.2.1 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ñíà÷àëà äîêàçàíà
ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà (−1, 1)-ìàòðèöû.

Ëåììà. Ïóñòü A ∈ Ωn. Òîãäà

per (A) =
n∑
j=0

(−2)j · kj · (n− j)!.

Äàëåå ýòà ôîðìóëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðÿìîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðåä-
ëîæåíèé Êðîéòåðà è Ñåéôòåðà, à òàêæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîãî ðåçóëüòàòà, ïðåäú-
ÿâëåííîãî â òåîðåìå íèæå, ãäå ÷åðåç M = M(n) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî òàêèõ öå-
ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë m, ìåíüøèõ n, ÷òî n−m â ñâî¼ì äâîè÷íîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè èìååò ðîâíî t−1 åäèíèö, ãäå t îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 2t−1 ≤ n ≤ 2t−1.

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì n ∈ N, 2t−1 ≤ n < 2t − 1, è M(n). Äëÿ ëþáîé A ∈ Ωn

âåðíî, ÷òî

per (A)
... 2n−t+2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
m∈M

km
... 2.

Â òîì æå ðàçäåëå âûâåäåíî íåñêîëüêî ñëåäñòâèé äàííîé òåîðåìû.
Â ðàçäåëå 2.2.2 ñ ïîìîùüþ ðÿäà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâîê ëèíèé, äîìíîæåíèÿ ëèíèé íà (−1) è òðàíñïîíèðîâàíèÿ êëàññèôè-
öèðîâàíû âñå (−1, 1)-ìàòðèöû ïîðÿäêà n = 5 ñ ïåðìàíåíòîì 0, à òàêæå ïðèâåä¼í
ðåçóëüòàò äëÿ n = 4.

Çàêëþ÷åíèå. Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Ýìèëåâè÷ó Ãóòåðìàíó çà
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ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, ïîääåðæêó è öåííûå îáñóæäå-
íèÿ, à òàêæå êîëëåêòèâó êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû çà äîáðîæåëàòåëüíóþ è òâîð-
÷åñêóþ àòìîñôåðó.

Ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàí-

íûõ äëÿ çàùèòû â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå ÌÃÓ
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