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Â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ àëãåáðû è êîìáèíàòî-
ðèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ (÷.ó.)
ìíîæåñòâ. Ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ
ýëåìåíòîâ, ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ÷.ó. ìíîæåñòâ è ïðèâîäÿòñÿ íåêî-
òîðûå èçâåñòíûå îöåíêè èõ çíà÷åíèé. Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðå-
ðàáîòàííûé âàðèàíò îáçîðà, ñäåëàííîãî àâòîðîì íà ÊÐÎÌØ-2012.

In the framework of the probabilistic approach to solving problems of
algebra and combinatorics various models of poses are under consideration.
Introduce the necessary concepts, de�nitions, structural elements, numerical
characteristics poset sets and are known by some litereture estimates of their
values. The paper is a revised version of the review made by the author on
KROMSH 2012.

Ââåäåíèå. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì (÷.ó.) ìíîæåñòâîì íàçûâàþò ïàðó P = (P, 6), ãäå P �
íåïóñòîå ìíîæåñòâî (íîñèòåëü P), à 6 � ðåôëåêñèâíîå, àíòèñèììåòðè÷íîå è òðàí-
çèòèâíîå îäíîðîäíîå îòíîøåíèå íà í¼ì èëè (÷àñòè÷íûé) ïîðÿäîê â èíôåêñíîé çà-
ïèñè. Åñëè x 6 y è x ̸= y, òî ïèøåì x < y (< � ñòðîãèé ïîðÿäîê). Åñëè äëÿ x, y ∈ P
èìååò ìåñòî x 6 y (x ïðåäøåñòâóåò, ñîäåðæèòñÿ â y, y ñëåäóåò çà, ñîäåðæèò x)
èëè y 6 x, òî ýòè ýëåìåíòû ñðàâíèìû, èíà÷å îíè íåñðàâíèìû (ñèìâîëè÷åñêè x ∼ y
è x � y). Àëüòåðíàòèâíîå îáîçíà÷åíèå: P = (P, O), è ïðåäøåñòâîâàíèå x ýëåìåíòó
y îçíà÷àåò (x, y) ∈ O.
Ãðàôîì ñðàâíèìîñòè äàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà íàçûâàþò ãðàô ñ òåì æå íîñèòå-

ëåì P è ð¼áðàìè, ñîåäèíÿþùèìè ñðàâíèìûå âåðøèíû. Ïóñòü inc(P) � ìíîæåñòâî
íåñðàâíèìûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ èç P ; åñëè inc(P) = ∅, òî P � öåïü, à
P � ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Ýëåìåíò u íîñèòåëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà P = (P, 6) íàçûâàþò
ìàêñèìàëüíûì, åñëè u 6 x ⇒ u = x è íàèáîëüøèì, åñëè x 6 u äëÿ ëþáûõ x ∈ P ;
àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò ìèíèìàëüíûé è íàèìåíüøèé ýëåìåíòû.
Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå (|P | < ∞) ÷.ó. ìíîæåñòâà è ïîëü-

çîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì [n] äëÿ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}. Äëÿ èçîáðàæåíèé êîíå÷íûõ
÷.ó. ìíîæåñòâ èñïîëüçóþòñÿ äèàãðàììû Õàññå: êàæäîìó ýëåìåíòó ñîîòâåòñòâóåò
âåðøèíà äèàãðàììû, åñëè x < y, òî x ðèñóåì íèæå y è ñîåäèíÿåì èõ ëèíèåé, åñëè
x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò y (ò.å. íåò òàêîãî z, ÷òî x < z è z < y). Çàìåòèì,
÷òî íåèçîìîðôíûå äèàãðàììû Õàññå ñîîòâåòñòâóþò íåïîìå÷åííûì ÷.ó. ìíîæåñòâàì
è êàæäîìó n-âåðøèííîìó íåïîìå÷åííîìó ÷.ó. ìíîæåñòâó ñîîòâåòñòâóåò n! ïîìå÷åí-
íûõ.
Åñëè âñå ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâà X íîñèòåëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà íåñðàâíèìû, òî X

åñòü àíòèöåïü, à åñëè âñå îíè ñðàâíèìû, òî X � öåïü. Âûñîòà h(P) ÷.ó. ìíîæåñòâà
P åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â åãî ñàìîé äëèííîé (íàèáîëüøåé) öåïè, à øèðèíà w(P) �
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÷èñëî ýëåìåíòîâ â åãî ñàìîé äëèííîé (íàèáîëüøåé) àíòèöåïè. Öåïü â ÷.ó. ìíîæå-
ñòâå íàñûùåíà, åñëè ïðè ïðèñîåäèíåíèè ê íåé ëþáîãî íîâîãî ýëåìåíòà îíà ïåðå-
ñòà¼ò áûòü öåïüþ. ×.ó. ìíîæåñòâî ðàíæèðîâàíî, åñëè ëþáàÿ íàñûùåííàÿ öåïü �
íàèáîëüøàÿ (ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [14]).

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè P = (P, 6) � ÷.ó. ìíîæåñòâî, òî ëèíåéíûé ïîðÿäîê L íà P
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì (ë.ð.) P, åñëè x 6 y âëå÷¼ò (x, y) ∈ L.

Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Øïèëüðàéíà (E. Szpilrajn, 1930) êàæäûé ïîðÿäîê ìî-
æåò áûòü ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî. ×èñëî âñåõ ë.ð. ÷.ó. ìíîæåñòâà P îáîçíà÷èì
e(P).
Íàáîð R ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé ÷.ó. ìíîæåñòâà P = (P, 6) íàçûâàåòñÿ åãî ðå-

àëèçàòîðîì, åñëè 6 =
∩

L∈R L. Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü, áóäåì èíîãäà ãî-
âîðèòü, ÷òî ÷.ó. ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì öåïåé, åãî ðåàëèçóþùèõ è
ïðèìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàïèñü. ßñíî, ÷òî R � ðåàëèçàòîð P åñëè è òîëüêî
åñëè ∀x, y : x � y ⇒ ∃L1, L2 ∈ R : (x, y) ∈ L1 N (y, x) ∈ L2. Îáû÷íî ìîùíîñòü
ðåàëèçàòîðà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ÷èñëà âñåõ ë.ð. äàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâà P (ñèìâîëè÷åñêè dim(P)) åñòü ìè-
íèìàëüíàÿ ìîùíîñòü åãî ðåàëèçàòîðîâ.
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Ðèñ. 1. Äèàãðàììà Õàññå ÷.ó. ìíîæåñòâà P.

Ïðèìåð 1. Äëÿ ÷åòûð¼õýëåìåíòíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà P, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 1
èìååì: R = { [ a, b, c, d], [ a, b, d, c ], ... }, e(P) = 6, P = [ a, b, c, d]∩ [ a, d, c, b ], dim(P) =
2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç degP(x) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ P, ñðàâíèìûõ ñ ýëåìåíòîì x ∈ P ,
êîòîðîå íàçîâ¼ì åãî ñòåïåíüþ. Äàëåå, ïóñòü∆(P) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñòåïåíè
â P.

Îïðåäåëåíèå 3. Òð¼õñëîéíîå n-ýëåìåíòíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òð¼õ íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ àíòèöåïåé X1, X2 è X3, ïðè÷¼ì

• X1 è X3 ñîäåðæàò ïðèáëèçèòåëüíî ïî n/4 ýëåìåíòîâ;
• äëÿ âñåõ a ∈ X1, c ∈ X3 èìååò ìåñòî a < c (ò.å. âñå ýëåìåíòû èç X3 ñîäåðæàò
âñå ýëåìåíòû X1);

• åñëè a ∈ Xi, b ∈ Xj è a < b, òî i < j.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü P[·], ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � E[·].

1. Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä

Â ðÿäå ðàáîò íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà Ïîëîì Ýðä¼øåì áûë ïðåäëîæåí
íåêîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáú-
åêòîâ çàäàííîãî âèäà íàçâàííûé âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì. Ìåòîä íàø¼ë øèðîêîå
ïðèìåíåíèå íå òîëüêî â êîìáèíàòîðèêå, íî è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, òàêèõ
êàê òåîðèÿ ÷èñåë, ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, à òàêæå â êîìïüþòåð-
íûõ íàóêàõ. Èäåÿ ìåòîäà îñíîâàíà íà î÷åâèäíîì óòâåðæäåíèè, ÷òî åñëè êàæäûé
îáúåêò íåêîòîðîé ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè íå îáëàäàåò äàííûì ñâîéñòâîì,
òî âåðîÿòíîñòü p òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè îáúåêò äàí-
íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò, ðàâíà íóëþ. Îáðàòèì ýòî óòâåðæäåíèå è òîãäà ôàêò 0 < p
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ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì íàëè÷èÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè õîòÿ áû îäíî-
ãî îáúåêòà ñ äàííûì ñâîéñòâîì (ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, íå èìååò çíà÷åíèÿ âåëè÷èíà
p, ëèøü áû îíà áûëà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé). Àíàëîãè÷íî, ôàêò p < 1 èñïîëüçóåò-
ñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà, äàííûì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþùåãî.
Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä àêòèâíî èñïîëüçóåò òàêèå óòâåðæäåíèÿ êàê íåðàâåíñòâî Ìàð-
êîâà, îöåíêè ×åðíîâà, ëîêàëüíàÿ ëåììà Ëîâàñà è äð. Èìååòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ìîíîãðàôèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ âåðîÿòíîñòíîìó ìåòîäó [1].
Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèëîæåíèÿì âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäîâ äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ èäóò

ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì. Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ÷.ó. ìíî-
æåñòâ. Âòîðîå êîíöåíòðèðóåòñÿ íà àäàïòàöèè âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà äëÿ èçó÷åíèÿ
÷.ó. ìíîæåñòâ îáùåãî âèäà. Â äàííîé ðàáîòå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïåðâîì íà-
ïðàâëåíèè1. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåðàáîòàííûé âàðèàíò äîêëàäà, ñäåëàííîãî
àâòîðîì íà ÊÐÎÌØ-2012 [5]. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ê 1997 ã. â ðàìêàõ
âòîðîãî ïîäõîäà äàí â [8].
Íà îñíîâå âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðà-

ôîâ [2, 3, 4]. Êëàññè÷åñêîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Gn,p Ýðä¼øà�Ðåíüè ñëó÷àéíîãî
íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà: êàæäîå èç âñåõ n(n− 1)/2 ðåáåð ïîëíîãî n-âåðøèííîãî
ãðàôà ñ âåðîÿòíîñòüþ p ïðèíàäëåæèò Gn,p íåçàâèñèìî îò ïðèñóòñòâèÿ/îòñóòñòâèÿ
â í¼ì äðóãèõ ð¼áåð. Îäíàêî ïðÿìîå ïåðåíåñåíèå äàííîãî ïîäõîäà äëÿ ïîñòðîåíèå
ìîäåëåé ÷.ó. ìíîæåñòâ íàòàëêèâàåòñÿ íà òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ
ó÷èòûâàòü òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà äèàãðàììàõ Õàññå.
Âàæíûì è èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå äëÿ

íèõ çàêîíà 0 è 1 : äëÿ ëþáîãî âûðàçèìîãî íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñâîéñòâà ÷.ó.
ìíîæåñòâ σ ñïðàâåäëèâî

lim
n→∞

P
[
Gn,p îáëàäàåò ñâîéñòâîì σ

]
∈ {0, 1}

(ðåçóëüòàò äîêàçàí Ôàãèíîì, ñì. [17]). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ â
îáùåì ñëó÷àå ìåñòà íå èìååò (ñì. íèæå).
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìîäåëè ÷.ó. ìíîæåñòâ è ïðåäñòàâëåíû

ðåçóëüòàòû ïî îïðåäåëåíèþ èõ õàðàêòåðèñòèê, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ýòèõ ìîäåëåé:
âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â [6, 7], à òàêæå ïîëó÷åííûå â ïîñëåäíåå
âðåìÿ.
Ââåä¼ì íåñêîëüêî âàæíûõ ïîíÿòèé. Ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà åñòü ñå-

ìåéñòâî äèñêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ Ω(n), ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ êîíå÷íûå ÷.ó. ìíîæåñòâà îáû÷íî (íî íå âñåãäà) ñîäåðæàùèå n ýëåìåíòîâ èëè,
÷àùå, Ω(n, s), ãäå s � ïàðàìåòð ïðîñòðàíñòâà; îáû÷íî ýòî çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè
íåêîòîðûõ ñîáûòèé, ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷åíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ìîäåëè áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ èíäåêñàìè ó ñèìâîëà Ω. Ñëó÷àéíûé ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà Ω îáû÷íî áóäåì îáîçíà÷àòü ëèáî ïðîñòî êàê P, ëèáî P(n) èëè Ps(n),
êîãäà íàäî ïîä÷åðêíóòü åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ n (îñíîâíîãî) è s (âñïîìîãà-
òåëüíîãî). Åñëè f � ïàðàìåòð ÷.ó. ìíîæåñòâà, òî åãî çíà÷åíèå f(P(n)) íà ýëåìåíòå
P(n) ∈ Ω(n) åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Fn. Îáû÷íî èíòåðåñóþòñÿ ïîâåäåíèåì ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Fn ïðè n → ∞. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ìîäåëü Ω ïî÷òè íàâåðíîå (èëè
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ) îáëàäàåò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì A ÷.ó. ìíîæåñòâà, åñëè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé ýëåìåíò èç Ω(n) îáëàäàåò A ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n → ∞.
Îáû÷íî íå óäà¼òñÿ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû Fn è ïîýòîìó
ïðèõîäèòñÿ óäîâëåòâîðÿòüñÿ îïðåäåëåíèåì çíà÷åíèÿ å¼ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
E[Fn]), ÷òî, êàê ïðàâèëî, ïðîùå, òåì áîëåå êîãäà èùóòñÿ ëèøü åãî ïðèáëèæ¼ííûå
îöåíêè.
Òàêæå âàæíîé èíôîðìàöèåé î ðàñïðåäåëåíèè Fn ÿâëÿåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà âå-

ðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî Fn ëåæèò äàëåêî îò ñâîåãî ñðåäíåãî. Öåëüþ çäåñü ÿâëÿåòñÿ

1×òîáû èçëèøíå íå ðàçäóâàòü ñïèñêà ëèòåðàòóðû â í¼ì ïðèâåäåíû ëèøü îñíîâíûå ðà-
áîòû ïî äàííîé òåìå, è ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ óêàçàíû ëèøü èõ àâòîðû è ãîä
îïóáëèêîâàíèÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè íàéòè òî÷íûå ññûëêè íå ñîñòàâèò òðóäà.
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ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà â ôîðìå

P
[∣∣Fn − E[Fn]

∣∣ > λσ(n)
]
6 c(λ)e−λ2

,

ãäå σ(n) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âåðõíþþ ãðàíèöó ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ äëÿ

Fn, à c(λ) � êîíñòàíòà èëè ôóíêöèÿ îò λ òàêàÿ, ÷òî c(λ)e−λ2
óáûâàåò ñ ðîñòîì λ.

Åñëè âûøåîïèñàííàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷èíà Fn ïëîòíî êîíöåí-
òðèðóåòñÿ îêîëî ñâîåãî ñðåäíåãî. Îáû÷íî òàêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþò èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâà Õ¼ôäèíãà, Àçóìû, Òàëàãðàíà è äð. (ñì. [1]).
Â ëèòåðàòóðå èçâåñòíû íåñêîëüêî ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ïîìå÷åííûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ

îáùåãî âèäà. Âûäåëÿþò ìîäåëè äâóäîëüíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ è ÷.ó. ìíîæåñòâ äàííîé
ðàçìåðíîñòè.

2. Äâóäîëüíûå ñëó÷àéíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÷.ó. ìíîæåñòâ ñ äâóäîëüíîé äèàãðàììîé Õàññå âîïðîñ ñ òðàí-
çèòèâíûì çàìûêàíèåì îòíîøåíèÿ ñíèìàåòñÿ.
2-ìîäåëü Ω2(n,p): äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñîñòàâëÿþò âñåâîçìîæíûå
÷.ó. ìíîæåñòâà ñ ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè a1, . . . , an, ìàêñèìàëüíûìè ýëåìåí-
òàìè b1, . . . , bn è ñ âåðîÿòíîñòüþ p, íåçàâèñÿùåé îò i, j ∈ {1, . . . , n} ñîäåðæàùèå
îòíîøåíèå ai < bj .

Â ðàáîòå Ýðä¼øà, Êèðñòåäà è Òðîòòåðà [9] íàéäåíû îöåíêè äëÿ íèæíåé ãðàíè-
öû dim(P), P ∈ Ω2(n, p) ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà çíà÷åíèå p. Îöåíêè ýòè
äîâîëüíû ãðîìîçäêè è, âèäèìî, ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå âàæíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò, îôîðìëåííûé àâòîðàìè êàê

Ñëåäñòâèå. Äëÿ êàæäîãî 0 < ε íàéä¼òñÿ òàêîå 0 < δ, ÷òî

n−1+ε < p 6 1

log n
⇒ dim(P) > δ∆(P) log n

äëÿ ïî÷òè âñåõ P ∈ Ω2(p, n).

Òåõíèêà, èñïîëüçîâàííàÿ àâòîðàìè ïåðåñòà¼ò ðàáîòàòü, êîãäà p = o(log n/n). Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü
âåðøèíû åñòü O(pn).
Íåêîòîðûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ dim(P) äëÿ P ∈ Ω2(n, p) äàíû â [10]. Ïðèâåä¼ì

íàèáîëåå ¾îáîçðèìóþ¿ èç íèõ, òàêæå îôîðìëåííóþ àâòîðîì êàê

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî äàííîãî p ∈ (0, 1) íàéä¼òñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà
c = c(p) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ P ∈ Ω2(p, n)

dim(P) < n
(
1− c

log n

)
.

äëÿ ïî÷òè âñåõ P ∈ Ω2(p, n).

Â ðàáîòå Ôþðåäè è Êàíà (Z. F�uredi and J.Kahn, 1986) îïðåäåëåíà âåðõíÿÿ ãðà-
íèöà äëÿ ðàçìåðíîñòè ñëó÷àéíîãî äâóäîëüíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà èç Ω2(p, n): dimP 6
50∆ log2∆.

3. Ñëó÷àéíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè t

Â ñåðèè îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëå Order ñ 1985 ïî 1991 ãã. ðàáîò Ï.Âèíêëåðà
(P.Winkler) ââåäåíà ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè t. Ìîäåëü ìû
îáîçíà÷èì Ωt(n), à ïîëó÷åííîå ñ å¼ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî � Pt(n).
Äàëåå t � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà â äóõ âåðñèÿõ.

T-ìîäåëü (âàðèàíò A). Ãåíåðèðóåòñÿ t íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê
ìíîæåñòâà [n] è áåð¼òñÿ èõ ïåðåñå÷åíèå.
Ñëó÷àéíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà ïîëó÷åííûå îïèñàííûì ñïîñîáîì íîñÿò íàçâàíèÿ âçà-

èìîçàìåíÿåìûõ (exchangeable).
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T-ìîäåëü (âàðèàíò B). Ãåíåðèðóåòñÿ n ñëó÷àéíûõ òî÷åê x = (x1, . . . , xt) â
åäèíè÷íîì êóáå [0, 1]t ⊆ Rt, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû ñòðîÿùåãîñÿ
÷.ó. ìíîæåñòâà. Ïîðÿäîê íå í¼ì åñòü ïåðåñå÷åíèå åñòåñòâåííûõ ïîðÿäêîâ ïî âñåì
êîîðäèíàòàì: x 6 y åñëè xi 6 yi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , t.

Åñëè áðàòü t ≪ n, òî ïî÷òè âñåãäà ðàçìåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ïî äàííûì ìîäå-
ëÿì ÷.ó. ìíîæåñòâ ðàâíà t, ïîýòîìó èõ íàçûâàþò ñëó÷àéíûìè ÷.ó. ìíîæåñòâà-
ìè ðàçìåðíîñòè t. Ïóñòü R � ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ t-ýëåìåíòíûõ íàáîðîâ
(L1, . . . , Lt) ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ íà [n]. ßñíî, ÷òî |R| = (n!)t è ðàçíûì òàêèì t-
ýëåìåíòíûì íàáîðàì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíî è òîæå ÷.ó. ìíîæåñòâî Pt(n) ïî
âàðèàíòó A; àíàëîãè÷íî äëÿ âàðèàíòà B.
Âàæíûì ñâîéñòâîì äàííûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ èõ ïðèãîäíîñòü: ìîäåëü Ωt(n) ñî-

äåðæèò êîïèþ ëþáîãî n-ýëåìåíòíîãî íåñëó÷àéíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè íå
áîëåå t.
Â ðàìêàõ äàííûõ ìîäåëåé íàèáîëåå èíòåíñèâíî èçó÷àëñÿ âîïðîñ î âûñîòå

÷.ó. ìíîæåñòâà (äëèíå íàèáîëüøåé öåïè); ïðè t = 2 ýòî çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå ¾ïðî-
áëåìû Óëàìà¿. Âûñêàçàííîå â êîíöå 1960-õ ãã. ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî E

[
h(P2(n))

]
≈

2
√
n ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, âïîñëåäñòâèè áûëî äîêàçàíî óñèëèÿìè ðÿäà èññëå-

äîâàòåëåé (ññûëêè ñì. â [10]).

Òåîðåìà 1 (Bolob�as, Winkler [13]). Äëÿ ëþáîãî t > 2 íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà
ct > 0, ÷òî E

[
h(Pt(n))

]
∼ ct t

√
n. Áîëåå òîãî, ct 6 e è lim

n→∞
ct = e.

Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ct, t > 2 îñòà¼òñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.
Â ðàìêàõ äàííûõ ìîäåëåé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî [10]:

• Pt(n) ðàçìåðíîñòè 2 ïî÷òè âñåãäà íå ñîäåðæèò ðàíæèðîâàííîãî ïîäìíîæå-
ñòâà ñ áîëåå ÷åì 4e

√
n ýëåìåíòàìè;

• ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 äëÿ êàæäîãî t > 2 ãðàô ñðàâíèìîñòè Pt(n)
ñâÿçåí;

• âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Pt(n) ñîäåðæèò íåñðàâíèìóþ ïàðó ýëåìåíòîâ
¾ìèíèìàëüíûé-ìàêñèìàëüíûé¿, ïðè t = 2 ñòðåìèòñÿ ê 3/4, à ïðè t > 3 � ê
1.

Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî âûñîòà, øèðèíà è ëîãàðèôì ÷èñëà ë.ð. Pt(n) ïëîòíî êîí-
öåíòðèðóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.
Íàïðèìåð, äëÿ âûñîòû ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (Bolob�as, Brightwell, [16]). Äëÿ ëþáîãî öåëîãî t > 2 íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà
Ct òàêàÿ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

P

[ ∣∣∣h(Pt(n))− Ct
t
√
n
∣∣∣ > λCtn

1
2
t log3/2 n

log log n

]
6 e−λ2

äëÿ âñåõ λ ∈ (2, n
1
2
t/ log log n).

È áîëåå òîãî, äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû h(P2(n)) íå ïðåâîñõîäèò const ·
√
n. Èìååòñÿ

ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî D(h(Pt(n))) 6 const · t
√
n.

Ïðèâåä¼ííûå äàëåå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ïîëó÷åíû Ã.Áðàéòâåëëîì
(G.R. Brightwell, [15]).

Òåîðåìà 3. (1) Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Pt(n) åñòü àíòèöåïü íå ïðåâîñõîäèò(
t
√
2t(t+1)/(t−1)

t−1
√
n

)n

.

(2) E
[
e(Pt(n))

]
6
(
2tn1−1/t

)n
.

Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî e(Pt(n)) >
(
t1−1/t

e2

)n
ïî÷òè âñåãäà. è äàíà îöåíêà

ïëîòíîé êîíöåíòðàöèè äëÿ øèðèíû ñëó÷àéíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà â ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè:
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Òåîðåìà 4. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî t > 2 íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà Dk òàêàÿ, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâî

P
[ ∣∣w(Pt(n))− E[w(Pt(n))]

∣∣ > λDkn
1/2−1/2k logn

log log n

]
6 4λ2e−λ2

äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ λ èç äèàïàçîíà (2, n1/2−1/2k logn/ log log n).

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà E[w(Pt(n)] 6 4tn1−1/t.
Ïîâåäåíèå ÷èñëà ë.ð. îïèñûâàþò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáûõ t, n è äåéñòâèòåëüíîãî λ ñïðàâåäëèâî

P
[ ∣∣ log e(Pt(n))− E[log e(Pt(n))]

∣∣ > λ
√
n logn

]
6 2e−λ2/2 .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ èç ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí
0 è 1.

4. Ìîäåëè ÷.ó. ìíîæåñòâ îáùåãî âèäà

U-ìîäåëü ΩU(n) ñîñòàâëÿþò âñå ïîìå÷åííûå n-ýëåìåíòíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà,
PU (n) åñòü ðåçóëüòàò ðàâíîâåðîÿòíîãî âûáîðà ýëåìåíòà èç íåãî.

Íåäîñòàòêîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òðóäíîñòü êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ ñåìåéñòâà
ΩU (n).
×àñòíûì ñëó÷àåì U-ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ΩU(n, d). Ýòî ñåìåéñòâî ÷.ó. ìíî-

æåñòâ ñ P = (P, O) ñ ïàðàìåòðàìè |P | = n è |O| = dn2, â êîòîðîé ñëó÷àéíîå
÷.ó. ìíîæåñòâî Pn,d � òàêæå ðåçóëüòàò ðàâíîâåðîÿòíîãî âûáîðà.
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå Pn,d â äèàïàçîíå 1/8 6 p 6 3/16 òð¼õñëîéíî, à

â äèàïàçîíå 0 6 d 6 1/8 � äâóäîëüíî (ðàáîòû Ä.Äàðà (D. Dhar, 1978) è Êëåéòìàíà
è Ðîòøèëüäà (D. J. Kleitman and B. L. Rothschild, 1979) ñîîòâåòñòâåííî).
Â U-ìîäåëè ïîëó÷åí ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6 (Erd�os, Kierstead, Trotter [9]). Ñóùåñòâóþò òàêèå àáñîëþòíûå êîí-
ñòàíòû c1, c2 > 0, ÷òî

n

4

(
1− c1

log n

)
< dim(P) <

n

4

(
1− c2

log n

)
äëÿ ïðî÷òè âñåõ P ∈ ΩU (n).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåì ðåçóëüòàòå, ïîëó÷åííûì
Ä.Äæ. Êëåéòìàíîì è Á.Ë. Ðîòøèëüäîì [12]:

Òåîðåìà 7. Ïî÷òè âñå ÷.ó. ìíîæåñòâà P ∈ ΩU (n) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

(1) ìîùíîñòè ìíîæåñòâ ìèíèìàëüíûõ A è ìàêñèìàëüíûõ A′′ ýëåìåíòîâ ëå-

æàò â äèàïàçîíå
n

4
± n2/3;

(2) A < A′′;
(3) A′ = P −A−A′′ � àíòèöåïü â P.

Îòìåòèì âàæíûé è ïàðàäîêñàëüíûé ðåçóëüòàò Êëåéòìàíà è Ðîòøèëüäà [12], ïî-
ëó÷åííûé â U-ìîäåëè åù¼ â 1975 ã.:

Òåîðåìà 8. Ïðè n → ∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âñå n-ýëåìåíòíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà
ÿâëÿþòñÿ òð¼õñëîéíûìè.

Îòíîñèòåëüíî äàííîé òåîðåìû èçâåñòíûé èññëåäîâàòåëü Ã. Áðàéòâåë ïèøåò:
¾[Òåîðåìà 8], êàê ìíîãèå ñ÷èòàþò, ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ðåçóëüòàòîì. Îíà óòâåð-
æäàåò, ÷òî âûñîòà ïî÷òè êàæäîãî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäêà ðàâíà òð¼ì è áîëåå òîãî, îí
ðàíæèðîâàí, ò.å. âñå íàñûùåííûå öåïè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó (à èìåííî òðè). Ýòî
êàê-òî íå âÿæåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ìàòåìàòèêîâ-ïðàêòèêîâ, êàê äîëæåí âûãëÿäåòü
¾òèïè÷íûé¿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.¿ [6].
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Ñëåäñòâèå. ×èñëî âñåõ ïîìå÷åííûõ n-ýëåìåíòíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ ðàâíî

2
n2

4
+ 3n

2
+O(log2 n).

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ èç ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âûïîëíÿåòñÿ
çàêîí 0 è 1.

G-ìîäåëüΩG(n,p). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéíûé ãðàô ñ âåðøèíàìè èç [n] è èìå-
þùèé ñ âåðîÿòíîñòüþ p (íåçàâèñèìîé îò íàëè÷èÿ/îòñóòñòâèÿ äðóãèõ äóã) äóãó
(i, j), åñëè i < j. Ñëó÷àéíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî åñòü ðåçóëüòàò òðàíçèòèâíîãî çàìû-
êàíèÿ ðàññìîòðåííîãî ãðàôà.

×.ó. ìíîæåñòâî èç ΩG(n,p) íîñèò íàçâàíèå ãðàôîâûé ñëó÷àéíûé ïîðÿäîê è ïî
àíàëîãèè ñî ñëó÷àéíûì ãðàôîì â ìîäåëè Ýðä¼øà-Ðåíüè åãî îáîçíà÷àþò Pn,p. Ïðî-
ãðàììà ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ â äàííîé ìîäåëè ïðèâåäåíà â [11].

Òåîðåìà 9 (Brightwell [6]). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò p ∈ (0, 1), q = 1 − p è
0 < ε ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(1− ε)

√
log n

log (1/q)
6 dim (Pn,p) .

Ïðè p = 1/2 èìååò ìåñòî êîíöåíòðàöèÿ âûñîòû ÷.ó. ìíîæåñòâà îêîëî âåëè÷èíû,
ëèíåéíî çàâèñÿùåé îò ÷èñëà åãî ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 10 (Albert, Frieze [17]). Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, 0.565 < c < 0.610
òàêàÿ, ÷òî

(1) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 èìååò ìåñòî

P
[ ∣∣h(Pn, 1

2

)
− cn

∣∣> εn
]
= O

(
e

−ε2n
72 log2 n

)
;

(2) P

[
lim
n→∞

h
(
Pn, 1

2

)
n

= c

]
= 1.

Òåîðåìà 11 (Bollob�as, Brightwell, [16]). Ïðè p > log2 n
n ÷èñëî ñðàâíèìûõ ïàð â Pn,p

åñòü
(
n
2

)
− o(n2).

Òàê æå, êàê è ó êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ãðàôà, ðàññìîòðåíèå Pn,p ïðè
ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè p íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî èíòåðåñà. Çíà÷èòåëüíî áîëåå âàæ-
íûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ëèíåéíîé èëè óáûâàþùåé çàâèñèìîñòè p îò n.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî çàêîí 0 è 1 â äàííîé ìîäåëè íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàïðè-

ìåð, âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå Pn,p íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà
ïðè n → ∞ ñòðåìèòñÿ íå ê 0, à ïðèáëèçèòåëüíî ê 0,2888. Ïðè ýòîì, íàïðèìåð,
âåðîÿòíîñòè íàëè÷èÿ ó Pn,p óçëà è ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k
ðîâíî k ýëåìåíòîâ óäîâëåòâîðÿþùèì îòíîøåíèþ ñòðîãîãî ïîðÿäêà ñòðåìÿòñÿ ê 1
(÷òî ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ò.í. 1/3-2/3 ãèïîòåçû äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîðÿäêîâ â
äàííîé ìîäåëè). Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè âîîáùå êàêèõ-ëèáî ïðèäåëîâ äëÿ ïåðâî-
ïîðÿäêîâûõ ñâîéñòâ ÷.ó. ìíîæåñòâ Pn,p ïðè n → ∞ îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Îáîáùåíèåì äàííîé G-ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
S-ìîäåëü ΩS(n,p). Íà íà÷àëüíîì øàãå P0 = {0}; íà øàãàõ n = 1, 2, . . . ÷.ó. ìíî-
æåñòâî Pn ïîëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ê Pn−1 ýëåìåíòà n â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
îí ñîäåðæèò íåêîòîðûå ýëåìåíòû Pn−1 è ïðîâåäåíèè òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
(êëàññè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ìîäåëü ðîñòà).
Çäåñü ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ðåçóëüòàòàì Í.Äæîðäæà [18, 19], áàçèðóþùèõñÿ

íà ðàáîòå [20].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà
� 13-01-00751-à, 12-01-00938-à.
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