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Àííîòàöèÿ

Ìû îáñóæäàåì ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà èíäåêñà Ìàñëîâà íà ñèì-

ïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Èíäåêñ Ìàñëîâà ñòðîèòñÿ êàê ãîìîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò íà ëàãðàí-

æåâîì ïîäìíîãîîáðàçèè íåêîòîðîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå Λ ⊂ R2n ≈ Rn⊕Rn

� ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn⊕Rn, ñèì-

ïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â êîòîðîì çàäàåòñÿ íåâûðîæäåííîé ôîðìîé

ω =
n∑

i=1

dxi∧dyi, à Λ ⊂ R2n � ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå, dim Λ = n, íà êîòî-

ðîì ôîðìà ω òðèâèàëüíà. Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìïëåê-

òè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (W,ω) è ðàññëîåíèå ëàãðàíæåâûõ ãðàññìàíè-

àíîâ LG(TW ). Âîïðîñ, êîòîðûé íàñ èíòåðåñóåò çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-

þùåì: êîãäà èíäåêñ Ìàñëîâà, çàäàííûé íà èíäèâèäóàëüíîì ëàãðàí-

æåâîì ìíîãîîáðàçèè êàê îäíîìåðíûé êëàññ êîãîìîëîãèé, ÿâëÿåòñÿ

îáðàçîì íåêîòîðîãî îäíîìåðíîãî êëàññà êîãîìîëîãèé òîòàëüíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà LG(TW ) ðàññëîåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ãðàññìàíèàíîâ. Äàåòñÿ

îòâåò äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ðàññëîåíèé ëàãðàíæåâûõ ãðàññìàíèà-

íîâ. 1

∗Àôôèëèàöèÿ: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,
†Ìîñêîâñêèé öåíòð ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè,
1Ðàáîòà áûëà èíèöèèðîâàíà äèñêóññèÿìè ñ À.Ò.Ôîìåíêî è Â.Å.Íàçàéêèíñêèì, êîòî-

ðûì ÿ âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1.1 Ñîãëàñîâàííûå ñòðóêòóðû

Ïóñòü W � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, çàäàâàåìîå ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé ω, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ (íåâûðîæäåííîé) ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîð-
ìîé íà ìíîãîîáðàçèè W , dimW = 2n dω = 0. Ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé ìîæíî ñâÿçàòü äîïîëíèòåëüíûå ñîãëàñîâàííûå ñòðóêòóðû:

• ýâêëèäîâó ñòðóêòóðó E(u, v) íà W , u, v ∈ Γ(TW ), E(u, u) > 0

• ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó J : J : TW−→TW , J2 = −1,

• ýðìèòîâó ñòðóêòóðó H(u, v) = E(u, v) + iω(u, v) íà W ,

H(Ju, v) = iH(u, v), H(u, v) = H(v, u).

Ýòè ñòðóêòóðû èìåþò äîïîëíèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ìåæäó ñîáîé:

• ω(Ju, Jv) = ω(u, v),

• E(u, v) = ω(u, Jv),

• H(u, v) = E(u, v) + iE(u, Jv) � ýðìèòîâà ñòðóêòóðà

Âñå ýòè ñòðóêòóðû ìîæíî ïîñòðîèòü, ñòàðòóÿ îò çàäàííîé ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ôîðìû ω. Ñì, íàïðèìåð, [1] Part V, Compatible Almost Complex
Structures. ñòð. 84.

1.2 Ðàññëîåíèå ëàãðàíæåâûõ ãðàññìàíèàíîâ

Ðàññëîåíèå ëàãðàíæåâûõ ãðàññìàíèàíîâ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñòðîèòñÿ â
âèäå òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà LG(TW ) ðàññëîåíèÿ

LG(TW )

πLG

��
W,

ñî ñëîÿìè π−1LG(x) = LG(TW )x íàä òî÷êàìè x ∈W . Ñëîé LG(TW )x ÿâëÿåòñÿ
ëàãðàíæåâûìè ãðàññìàíèàíîì

π−1LG(x) = LG(TW )x = LG(TxW )

ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà TxW , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì,
ñîñòîÿùèì èç âñåõ ëàãðàíæåâûõ ïëîñêîñòåé â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
TxW :

LG(TxW ) = {L ⊂ TxW : dimR L = n, ω|L = 0},
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êîòîðûå óäîáíî ôîðìèðóåòñÿ â âèäå äèàãðàììû

π−1LG(x)

��

LG(TxW )

��

π−1LG(x)

��
LG(TW )

πLG

��

LG(TW )x? _o

��

π−1LG(x)

��
W x?

_o x .

2 Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ Ëàãðàí-

æåâà ìíîãîîáðàçèÿ

Äèôôåðåíöèàë Dh ïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

TΛ
Dh //

πTΛ

��

TW

πTW

��
Λ �
� h // W,

Ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå h : Λ−→W � ýòî òàêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, äëÿ
êîòîðîãî Dh (TxΛ) ⊂ Th(x)W ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâîé ïëîñêîñòüþ. Äèôôå-
ðåíöèàë Dh ïîðîæäàåò ïîñëîéíîå îòîáðàæåíèå Lh Ëàãðàíæåâà ìíîãîîáðà-
çèÿ â òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî LG(TW ) ðàññëîåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ãðàññìà-
íèàíîâ:

Λ � n

h ..

Lh // LG(TW )

πLG

��
W,

Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå â êîãîìîëîãèÿõ:

H∗(LG(TW )
(Lh)∗ // H∗(Λ).

Åñëè α ∈ H∗(LG(TW ), òî êëàññ êîãîìîëîãèé

α(Λ) = (Lh)∗(α) ∈ H∗(Λ)

áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì Ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ

Λ �
�

h
// W,

ïîðîæäàåìûì óíèâåðñàëüíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì α ∈ H∗(LG(TW ).

3



2.1 Êëàññ Ìàñëîâà äëÿ ñëó÷àÿ W = T∗(Rn).

Èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå òðè ïðèìåðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ëàãðàí-
æåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Îäèí èç íèõ, ïðîñòåéøèé, ýòî îäíîìåðíûé õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé êëàññ Ìàñëîâà, çíà÷åíèå êîòîðîãî íà çàìêíóòîé êðèâîé γ ⊂ Λ
ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì Ìàñëîâà êðèâîé γ (ñì. êíèãó Òðîôèìîâà è Ôîìåíêî
[1], �63, ï.3, ñòð.400). Êëàññ Ìàñëîâà îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ëàãðàíæåâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå W = R2n,

R2n = T∗(Rn) = Rn(pk)⊕ Rn(xk) = Cn(zk), zk = xk + ipk,

ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω êîòîðîãî èìååò âèä

ω =
∑

dpk ∧ dxk,

è ïóñòü êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû (zk) çàäàþò â ïðîñòðàíñòâå Cn(zk) êîì-
ïëåêñíûé áàçèñ (τ1, . . . , τn).

Ïóñòü Λ ⊂ R2n � ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, h : Λ ⊂ R2n � âëîæåíèå,
Lh : Λ−→LG(R2n) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå x ∈ Λ êàñàòåëüíóþ (ëàãðàí-
æåâó) ïëîñêîñòü Lh(x) = Tx(Λ) ∈ LG(R2n) êàê òî÷êó â ëàãðàíæåâîì ãðàñ-
ñìàíèàíå LG(R2n) âñåõ ëàãðàíæåâûõ ïëîñêîñòåé. Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå â
êîãîìîëîãèÿõ:

H∗(LG(R2n))
(Lh)∗−→H∗(Λ).

Åñëè α ∈ H∗(Λ(n)), òî êëàññ êîãîìîëîãèé

α(Λ) = (Lh)∗(α) ∈ H∗(Λ)

� ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ Ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ Λ ⊂ R2n.
Ïðèìåð óíèâåðñàëüíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà, êëàññà Ìàñëîâà, �
ýòî îáðàçóþùèé ýëåìåíò Ma ∈ H1(LG(R2n)) ≈ Z, ò.å. Ma(Λ) ∈ H1(Λ).

Âû÷èñëåíèå êëàññà Ìàñëîâà Ma ∈ H1(LG(R2n)) ≈ Z çàäàåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèè LG(R2n). Ìíîãîîáðàçèå
LG(R2n) äèôôåîìîðôíî îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó U(n)/O(n) ïðè ïîìîùè
äèôôåîìîðôèçìà

u : LG(R2n)−→U(n)/O(n),

êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ëàãðàíæåâîé ïëîñêîñòè L ⊂ R2n = Cn, dimR L =
n, îðòîíîðìèðîâàííûé âåùåñòâåííûé áàçèñ (e1, . . . , en) ⊂ L. Ýòîò æå áàçèñ
ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì â ïðîñòðàíñòâå R2n = Cn, ïîñêîëüêó

H(ek, el) = E(ek, el) + iω(ek, el) = δk,l.

Çíà÷èò
(e1, . . . , en) = (τ1, . . . , τn)U, U ∈ U(n)

äëÿ íåêîòîðîé óíèòàðíîé ìàòðèöû U ∈ U(n). Áàçèñ (e1, . . . , en) ⊂ L ìîæíî
çàìåíèòü íà äðóãîé îðòîíîðìèðîâàííûé âåùåñòâåííûé áàçèñ

(e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)O ⊂ L, O ∈ O(n),
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òî åñòü
(e′1, . . . , e

′
n) = (τ1, . . . , τn)UO,U ∈ U(n), O ∈ O(n),

ò.å. êîððåêòíî îïðåäåëåí êëàññ ñìåæíîñòè u(L) ∈ U(n)/O(n).
Êîìïîçèöèÿ f îòîáðàæåíèé

f : LG(R2n)
u−→U(n)/O(n)

det2−→S1,

çàäàåò îäíîìåðíûé êëàññ êîãîìîëîãèé, êëàññ Ìàñëîâà

Ma ∈ H1(LG(R2n)), Ma = f∗
(

dz

2πiz

)
∈ H1(LG(R2n)).

2.2 Îáîáùåííûé êëàññ Ìàñëîâà äëÿ ñëó÷àÿ W = T∗(M).

Êîíñòðóêöèÿ îáîáùåííîãî êëàññà Ìàñëîâà èçëîæåíà â êíèãå Òðîôèìîâà è
Ôîìåíêî (1995) ([1]):

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà
òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå T∗M . Êàæäîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tz(T∗M),
z ∈ T∗M , ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, è â íåì
ìîæíî âçÿòü ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî Vz, êàñàòåëüíîå ê âåðòèêàëè, ò.å.
ñîñòîÿùåå èç òàêèõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ξ, ÷òî dπzξ = 0, ãäå áóêâîé π îáî-
çíà÷åíà ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ π : T∗M−→M . Âûáîð ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà
M èíäóöèðóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Vz,
ïîçâîëÿþùåå îòîæäåñòâèòü LG(Tz(T∗M)) c U(n)/O(n). Ýòî îòîæäåñòâëå-
íèå íåîäíîçíà÷íî, íî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü äèôôåðåíöèàëüíóþ
ôîðìó (det2)∗(dz/2πiz) íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ LG(T∗M)
íàä T∗M , ó êîòîðîãî ñëîé íàä òî÷êîé z ∈ T∗M ñîñòîèò èç âñåõ ëàãðàíæå-
âûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Tz(T∗M).

Åñëè N � ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå â T∗M , òî äëÿ ëþáîé êðèâîé γ
íà N îïðåäåëåíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì êðèâàÿ íà LG(T∗M). Â ýòîì ñëó÷àå,
âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé

l =

∮
γ

(det2)∗
dz

2πiz

îïðåäåëèì öåëîå ÷èñëî; òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ýëåìåíò èç H1(N ;Z), êî-
òîðûé íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì êëàññîì Ìàñëîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ N . Ýòîò
êëàññ íå çàâèñèò îò âûáîðà ðèìàíîâîé ìåòðèêè.

Àêêóðàòíîå äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî êëàñ-
ñà Ìàñëîâà äëÿ òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðèâåäåíî â äîïîëíåíèè, ëþáåçíî ïðåäñòàâëåííûì
À.Ò.Ôîìåíêî.

Âûðåçàòü:

Ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå ¾Âûáîð ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà M èíäóöèðóåò
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Vz, ïîçâîëÿþùåå
îòîæäåñòâèòü LG(Tz(T∗M)) c U(n)/O(n).¿ âûçûâàåò ñîìíåíèÿ.
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Íà ñàìîì äåëå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ äðóãîå óòâåðæäåíèå, ñëåäóþùåå çà
ïðåäûäóùèì: ¾Çíà÷èò, (det2)∗(dz/2πiz)�êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ôîðìà íà ðàññëîåíèè LG(T∗M),¿

×òî èìååòñÿ â âèäó? Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà Ma = (det2)∗(dz/2πiz)
çàäàåòñÿ íå íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ LG(T∗M), à íà ïðî-
ñòðàíñòâå U(n)/O(n), ïðè ïîìîùè ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ

U(n)/O(n)
det2−→S1

×òîáû ïåðåíåñòè ýòó ôîðìó íà ðàññëîåíèå LG(T∗M), íàäî èñïîëüçîâàòü
ïðåñëîâóòîå îòîæäåñòâëåíèå LG(Tz(T∗M)) c U(n)/O(n) äëÿ êàæäîé òî÷êå
z ∈ T∗M . Ýòî îòîæäåñòâëåíèå íàäî îáîçíà÷èòü â ÿâíîì âèäå êàê îòîáðà-
æåíèå

u : LG(T∗M)−→U(n)/O(n),

è ðàññìîòðåòü êîìïîçèöèþ

f : LG(T∗M)
u−→U(n)/O(n)

det2−→S1.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå LG(T∗M)
u−→U(n)/O(n)

ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Îäíàêî òàêîé ïðî-
âåðêè â ðàáîòå íå ïðåäñòàâëåíî.

Íà ñàìîì äåëå ïðîñòðàíñòâî LG(T∗M), êàê ýòî áóäåò ïîêàçàíî ïîç-
æå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ
ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé U(n), ïðîôàêòîðèçîâàííîå ñïðàâà ïî ïîäãðóïïå
O(n). Íàëè÷èå íåïðåðûâíîãî îòîæäåñòâëåíèÿ êàæäîãî ñëîÿ LG(T∗zM) ñ îä-
íîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì U(n)/O(n) âîçìîæíî, åñëè ðàññëîåíèå LG(T∗M)
òðèâèàëüíî.

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äîñòàòî÷íî äåëèêàòåí (ýòî íå çíà÷èò ñëîæåí), ïî-
ñêîëüêó îòâåò íàäî èñêàòü â ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñòðóêòóðîé ãðóï-
ïå, ñêàæåì â ãðóïïå âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà
U(n)/O(n). Åñëè ìû íàõîäèìñÿ â êàòåãîðèè ìíîãîîáðàçèé âèäà T∗M , â êî-
òîðîé ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà ðåäóöèðóåòñÿ ê ïîäãðóïïå O(n) ⊂ U(n), òî çàäà-
÷à ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó: êîãäà ðàññëîåíèå LG(T(T∗M)) áóäåò òðèâèàëüíûì
ïðè ðàñøèðåíèè ñòðóêòóðíîé ãðóïïû O(n) äî ãðóïïû âñåõ äèôôåîìîðôèç-
ìîâ îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà U(n)/O(n). è íàì íåèçâåñòåí îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ, íî â äåéñòâèòåëüíîñòè îí íàì è íå íóæåí. Íàì íóæíî îòâåòèòü
íà áåëåå ïðîñòîé âîïðîñ: ïðè êàêîì óñëîâèè ìîæíî êîððåêòíî ïîñòðîèòü
äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå LG(T(T∗M)) , ñîâ-
ïàäàþùóþ â êàæäîì ñëîå LG(T∗zM) ñ ôîðìîé (det2)∗(dz/2πiz)? Íà ýòîò
âîïðîñ ìû äàäèì âïîëíå óòâåðäèòåëüíûé îòâåò.

Âî ýòîì ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå W åñòü òîòàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿM ,W = T∗(M). Â êàæ-
äîé òî÷êå z ∈ T∗(M) êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tz(T∗(M)) èìååò ñòðóêòóðó
ñèìïëåêòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé, êî-
òîðàÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (xiβ , p

β
j ) èìåþò âèä:

ω =
∑

dpβi ∧ dx
i
β .

6



Êîíåö âûðåçàíèÿ.

2.3 Êëàññ Ìàñëîâà�Òðîôèìîâà. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíî-

ãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (W,ω).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (W,ω). Ïóñòü ∇
� ñîãëàñîâàííàÿ ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ω ñâÿçíîñòü (èëè ïî÷òè ñèì-
ïëåêòè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü), ò.å. òàêàÿ ñâÿçíîñòü, ÷òî ∇ω = 0. Â ðàáîòå [1] (�63,
ï. 9, ñòð.402), ïîêàçàíî, ÷òî íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (W,ω), dω =
0 èìååòñÿ ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü∇ ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì. Â ýòîì
ñëó÷àå ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñâÿçíîñòüþ.

Òåîðåìà 1 Ñâÿçíîñòü ∇ ìîæíî âûáðàòü êîìïëåêñíî ëèíåéíîé, ñîõðàíÿ-

þùåé ýðìèòîâó ñòðóêòóðó H. Ñâÿçíîñòü ∇ çàäàåòñÿ ñèìâîëàìè Êðè-

ñòîôôåëÿ

2Γj;ik =
∂Hij

∂ek
+
∂Hki

∂ej
− ∂Hjk

∂ei
,

ãäå ej ∈ Γ(T(W )) íàáîð áàçèñíûõ ñå÷åíèé â ïðîñòðàíñòâå Γ(T(W )).

Îïåðàöèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ çàäàåò óíèòàðíîå ëèíåéíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ptr(γ) : Tx0(W )−→Tx1(W ), γ ∈ Π(x0, x1,W ),

ptr : Π(x0, x1,W )−→U(Tx0(W ),Tx1(W )).

Ïóñòü Π(x0,W ) � ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ïóòåé ñ íà÷àëîì è êîíöîì â
òî÷êå x0 ∈ W , Π(x0,W ) = Π(x0, x0,W ). Îïåðàöèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñå-
íèÿ âäîëü ïóòåé γ ∈ Π(x0,W ) ïîðîæäàåò ãðóïïó óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx0

W ìíîãîîáðàçèÿ W â òî÷êå x0 ∈W :

ptr : Π(x0,W )−→U(Tx0(W )).

Îáðàç ãðóïïà Im (ptr) ⊂ U(Tx0(W )) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Hol ∇(x0,W )) è
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè ∇ íà ìíîãîîáðàçèè W . Ïîñêîëü-
êó ∇ω = 0, ãðóïïà ãîëîíîìèè Πh

∇(x0,W ) åñòåñòâåííî ïðîäîëæàåòñÿ äî äåé-
ñòâèÿ íà ëàãðàíæåâîì ãðàññìàíèàíå LG(TxW ):

Hol ∇(x0,W )× LG(TxW )−→LG(TxW ).

Ýòî äåéñòâèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òàê íàçûâàåìûé ïðèâåäåííûé ëàãðàí-
æåâ ãðàññìàíèàí â âèäå ôàêòîð ïðîñòðàíñòâà

ΠLG(TxW ) = LG(TxW )/Hol ∇(x0,W ),

à, çíà÷èò, è îòîáðàæåíèå ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ Nn ⊂W 2n

ptr : Nn−→ΠLG(TxW ),
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êîòîðîå çàäàåò ãîìîìîðôèçì â êîãîìîëîãèÿõ

(ptr)∗ : H∗(ΠLG(TxW ))−→H∗(Nn),

ò.å. õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ Ìàñëîâà-Òðîôèìîâà

α(Nn) = (ptr)∗(α) ∈ H∗(Nn), α ∈ H∗(ΠLG(TxW )).

3 Îïèñàíèå ðàññëîåíèé ëàãðàíæåâûõ ãðàññìà-

íèàíîâ

Ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ ñîãëàñîâàííûõ ñòðóêòóð ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
W ñíàáæåíî ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé (W,J), ò.å. êàñàòåëüíîå ðàññëî-
åíèå TW ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ñî ñòðóêòóðíîé
ãðóïïîé U(n). Ðàññëîåíèå ëàãðàíæåâûõ ãðàññìàíèàíîâ LG(TW ) ñòðîèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Áåðåì ãëàâíîå ðàññëîåíèå ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé U(n), àññîöèèðî-
âàííîå ñ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì TW . Ýòî ðàññëîåíèå îáîçíà÷àòñÿ â âèäå

PU(n)(TW )

πPU(n)

��
W

Òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ðàññëîåíèÿ ìîæíî îïèñàòü â ÿâíîì âè-
äå êàê ìíîæåñòâî îðòîíîðìèðîâàííûõ êîìïëåêñíûõ áàçèñîâ (e1, . . . , en) â
ñëîÿõ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

PU(n)(TW ) = {(e1, . . . , en) ⊂ TxW : x ∈W, H(ei, ej) = δi,j}.

Ïîëàãàåì πPU(n)
(e1, . . . , en) = x ∈ W . Ãðóïïà U(n) câîáîäíî è ïîñëîéíî

äåéñòâóåò ñïðàâà íà ïðîñòðàíñòâå PU(n)(TW ) ïî ôîðìóëå:

PU(n)(TW )× U(n)−→PU(n)(TW )

(e1, . . . , en) ⊂ TxW, U ∈ U(n), U =

 u11, · · · , u1n
...

...
un1 , · · · , unn

 ,

((e1, . . . , en), U) 7→ (e1, . . . , en)

 u11, · · · , u1n
...

...
un1 , · · · , unn

 .

Òàêèì îáðàçîì,

PU(n)(TW )

πPU(n)

��

PU(n)(TW )

πPU(n)

��
W PU(n)(TW )/U(n)
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Íà êàæäîé êàðòå Uα ⊂W èìååòñÿ òðèâèàëèçàöèÿ ðàññëîåíèÿ PU(n)(TW )

Uα × U(n) �
�ϕ
PU(n)
α //

��

PU(n)(TW )

��
Uα
� � // W,

êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ òðèâèàëèçàöèåé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TW :

Uα × C(n) �
� ϕT
α //

��

T(W )

��
Uα
� � // W,

à ôóíêöèè ñêëåéêè ϕ
PU(n)

αβ íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ êàðò Uαβ = Uα ∩ Uβ ïðè-

íèìàþò çíà÷åíèÿ â ãðóïïå U(n), ϕ
PU(n)

αβ (x) ∈ U(n), è ÿâëÿþòñÿ óìíîæåíèåì
ñëåâà:

Uαβ × U(n)

��

� � //

ϕ
PU(n)
αβ

=

(
ϕ
PU(n)
α

)−1

ϕ
PU(n)
β

''
Uβ × U(n)

��

ϕ
PU(n)
β // PU(n)(TW )

��

Uα × U(n)

��

ϕ
PU(n)
αoo Uαβ × U(n)? _oo

��
Uαβ
� � // Uβ

� � // W Uα?
_oo Uαβ

? _oo

ϕ
PU(n)

αβ (x,A) = (x, ϕ
PU(n)

αβ (x) ·A), x ∈ Uαβ ; ϕ
PU(n)

αβ (x), A ∈ U(n);

ϕ
PU(n)

αβ (x) = ϕT
αβ(x), x ∈ Uαβ .

2) Èñïîëüçóåì ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû U(n) íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
PU(n)(TW ) è ôàêòîðèçóåì ïðîñòðàíñòâî PU(n)(TW ) ïî ïîäãðóïïå O(n) ⊂
U(n). Ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì ðàññëîåíèé:

(
PU(n)(TW )

)
/O(n)

f //

��

LG(TW )

��
W W

ïî ôîðìóëå: äëÿ (e1, . . . , en) ⊂ TxW, H(ei, ej) = δi,j , ïîëàãàåì

f(e1, . . . , en) = LR(e1, . . . , en) ⊂ TxW, ïðè÷åì ω|LR(e1,...,en) = 0.
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Ïîñêîëüêó f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ðàññëîåíèå, òî èìååòñÿ îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå

LG(TW )

��

u=f−1

//
(
PU(n)(TW )

)
/O(n)

��
W W

,

êîòîðîå ëàãðàíæåâó ïëîñêîñòü L ∈ LG(TW ) ò.÷. L ⊂ TxW , ïåðåâîäèò â
áàçèñ (e1, . . . , en) ⊂ L,

u(L) = (e1, . . . , en).

Îòîáðàæåíèå u ÿâíî çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì âëîæåíèÿ h : Λ−→LG(TW )
Â êàæäîé êàðòå Uα ⊂W ýòîò èçîìîðôèçì f èìååò âèä:

Uα × U(n)/O(n)
� � //

��

fα

%%(
PU(n)(TW )

)
/O(n)

f //

��

LG(TW )

��

LG(TUα)? _oo

��
Uα
� � // W W Uα?

_oo

Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíûé áàçèñ (e1, . . . , en) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì,
òî, â ÷àñòíîñòè, ïîäïðîñòðàíñòâî LR(e1, . . . , en) ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâîé ïëîñ-
êîñòüþ, íåçàâèñèìîé îò âûáîðà âåùåñòâåííîãî áàçèñà â íåé. Â êàðòå Uα
çàäàåì ôóíêöèþ

det2α : LG(TUα)−→C \ {0} ∼ S1

ïî ôîðìóëå:

det2α(LR(e1, . . . , en)) = det2
(
f−1α (LR(e1, . . . , en))

)
.

Çíà÷åíèå ôóíêöèè det2α ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì Ìàñëîâà íà êàæäîì ëàãðàí-
æåâîì ìíîãîîáðàçèè, ëåæàùåì â ïðîñòðàíñòâå TUα (ñì. Âàñèëüåâ (2000),
[2], Òåîðåìà 6.2.4, ñòð.72).

Ïîëåçíî òàêæå ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

det2kα : ΛGr(TUα)−→C

ïî ôîðìóëå:

det2kα (LR(e1, . . . , en)) =
(
det2

(
f−1(LR(e1, . . . , en))

))k
.

Ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ Ìàñëîâà ïèøåòñÿ â âèäå îäíîìåðíîãî êëàññà êî-
ãîìîëîãèé, ïîðîæäàåìîãî äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé Ma ∈ H1(LG(R2n)),

Ma = f∗
(

dzk

2πizk

)
= kf∗

(
dz

2πiz

)
∈ H1(LG(R2n)).
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4 Ïîñòðîåíèå èíäåêñà Ìàñëîâà íà òîòàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ãðàñ-

ñìàíèàíîâ.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè óñëîâèÿ íà ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãî-
îáðàçèåW , ïðè êîòîðîì èíäåêñ Ìàñëîâà ìîæíî ïîñòðîèòü íà âñåì ñèìïëåê-
òè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè W , ò.å. êîãäà ôóíêöèÿ det2α íå çàâèñèò îò âûáîðà
êàðòû Uα.

Åñëè ôóíêöèè ñêëåéêè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TW ïðèíèìàþò çíà÷å-
íèÿ â îðòîãîíàëüíîé ïîäãðóïïå, ϕT

αβ(w) ∈ O(n), òî â êàæäîì ñëîå ðàññëîå-

íèÿ ΛGr(TW ) ôóíêöèÿ det2α íå çàâèñèò îò âûáîðà òðèâèàëèçàöèè:

det2(ϕT
αβ(x) ·A) = det2(ϕT

αβ(x)) · det2(A) = det2(A).

Íà ñàìîì äåëå äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëåíèå det2α íå çàâèñåëî îò òðè-
âèàëèçàöèè, òðåáîâàíèå ϕT

αβ(w) ∈ O(n) ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îáðåìåíèòåëü-
íûì. Äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà U(n) ðåäóöèðóåò-
ñÿ ê ïîäãðóïïå SU(n) ⊂ U(n). Êîíå÷íî, ïîäãðóïïà O(n) 6⊂ SU(n) íåìíîãî
âûïîëçàåò èç ïîäãðóïïû SU(n). Íî ýòî ëåãêî ïîïðàâèòü: ðàññìîòðèì ãîìî-
ìîðôèçì ãðóïï

det : U(n)−→S1 ≈ U(1)

è êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó H ⊂ S1, çàäàþùóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 // H // S1 // SH // 1

Ïîëîæèì
SHU(n) = det−1(H) ⊂ U(n).

Â ñëó÷àå H = 1, ïîëó÷àåì SU(1). Â ñëó÷àå H = {0, 1} = Z2 ïîëó÷àåì
ïîäãðóïïó SZ2U(n) ⊃ O(n). Ïîýòîìó çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ôóíêöèè det2α, íå
çàâèñÿùåé îò âûáîðà òðèâèàëèçàöèè, ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 1

Ôóíêöèÿ det2kα êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîå-
íèÿ ëàãðàíæåâûõ ãðàññìàíèàíîâ, ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðòû Uα, êîãäà
ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà êîìïëåêñíîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TW ðåäóöèðó-
åòñÿ ê ïîäãðóïïå SHU(n) ⊂ U(n), ãäå H ⊂ U(1) êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà
k.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Åñëè ôóíêöèè ñêëåéêè êàñàòåëüíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ TW ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ïîäãðóïïå SHU(n) ⊂ U(n), ϕT

αβ(w) ∈
SHU(n), òî â êàæäîì ñëîå ðàññëîåíèÿ ΛGr(TW ) ôóíêöèÿ det2kα íå çàâèñèò
îò âûáîðà òðèâèàëèçàöèè:

det2k(ϕT
αβ(x) ·A) =

(
det(ϕT

αβ(x))
)2k · (det(A))

2k
= det2k(A),

11



ïîñêîëüêó det(ϕT
αβ(x)) ⊂ H, è, çíà÷èò,

(
det(ϕT

αβ(x))
)2k

= 1.

Êîãäà ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà U(n) ðåäóöèðóåòñÿ ê ïîäãðóïïå SHU(n) =
det−1(H) ⊂ U(n)? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 2

Ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà U(n) êîìïëåêñíîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TW ðå-
äóöèðóåòñÿ ê ïîäãðóïïå SHU(n) = det−1(H) ⊂ U(n), êîãäà ïåðâûé êëàññ
×æåíÿ c1(TW ) ∈ H2(W,Z) èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê k = #(H).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé

ϕH : U(n)
det−→S1−→S1/H ≈ SH ≈ S1,

Ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 // SHU(n) �
� // U(n)

ϕH // SH // 1,

Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T(W ) äîïóñêàåò ñòðóêòóðó êîìïëåêñíî-
ãî ðàññëîåíèÿ ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé U(n), òî ãëàâíîå ðàññëîåíèå St(TW ),
àññîöèèðîâàííîå ñ ðàññëîåíèåì T(W ), ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì êàíîíè÷åñêîãî
ðàññëîåíèÿ êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñòðóêòóðíîé ãðóïïû U(n):

St(TW )

/U(n)
��

f∗ // EU(n)

/U(n)
��

W
f
// BU(n)

Åñëè ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà U(n) ðåäóöèðóåòñÿ ê ïîäãðóïïå SHU(n) ⊂
U(n), òî ýòî çíà÷èò, ÷òî îòîáðàæåíèå f ïîäûìàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ g:

St(TW )

/U(n)

��

f∗ // EU(n)

/SHU(n)
��

/U(n)

zz

BSHU(n)

/SH

��
W

f
//

s
33

BU(n)

Ýòà äèàãðàììà ðàñøèðÿåòñÿ äî ñëåäóþùåé äèàãðàììû:
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St(TW ) = f∗(EU(n))

/SHU(n)
��

/U(n)

))

f∗ // EU(n)

/SHU(n)
��

/U(n)

zz

f∗(EU(n))/SHU(n)
f ′ //

/SH

��

BSHU(n)

/SH

��
W

f
//

s

66

s′

DD

BU(n)

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ s ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ñå÷å-
íèÿ s′ â ãëàâíîì ðàññëîåíèè ξW :

ξW :
f

// ξBU(n)
:

g
// ξBSH

:

f∗(EU(n))/SHU(n)

/SH

��

f ′ // BSHU(n)

/SH

��

g′ // ESH

/SH

��
W

s′

DD

f
// BU(n) g

// BSH

.

Ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèÿ s′ â ãëàâíîì ðàññëîåíèè ξW îçíà÷àåò, ÷òî ãëàâíîå
ðàññëîåíèå ξW òðèâèàëüíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòîáðàæåíèå g ◦ f ãîìîòîïíî
òðèâèàëüíîìó îòîáðàæåíèþ. Ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ðàñ-
ñëîåíèé ξW , ξBU(n)

è ξBSH
èìåþò âèä:

ξW :

Ep,q2 (ξW ) = Hp(W ;Hq(SH;Z)), dW2 : E0,1
2 (ξW )−→E2,0

2 (ξW )

E0,1
2 (ξW ) = H1(SH;Z) = Z 3 aH, E2,0

2 (ξW ) = H2(W ;Z) 3 dW2 (aH),

ξBU(n)
:

Ep,q2 (ξBU(n)
) = Hp(BU(n);H

q(SH;Z)), d
BU(n)

2 : E0,1
2 (ξBU(n)

)−→E2,0
2 (ξBU(n)

)

E0,1
2 (ξBU(n)

) = H1(SH;Z) = Z 3 aH, E2,0
2 (ξBU(n)

) = H2(BU(n);Z) 3 dBU(n)

2 (aH),

ξBSH
:

Ep,q2 (ξBSH
) = Hp(BSH ;Hq(SH;Z)), d

BSH
2 : E0,1

2 (ξBSH
)−→E2,0

2 (ξBSH
)

E0,1
2 (ξBSH

) = H1(SH;Z) = Z 3 aH, E2,0
2 (ξBSH

) = H2(BSH ;Z) = Z 3 dBSH
2 (aH).

Èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàìì ðàññëîåíèé ξW , ξBU(n)
è ξBSH

èìååì

dW2 (aH) = f∗(g∗(d
BSH
2 (aH))) = (g ◦ f)∗(d

BSH
2 (aH)) = 0.

Çíà÷èò,

f∗(d
BU(n)

2 (aH)) = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, êëàññ êîãîìîëîãèé

d
BU(n)

2 (aH) ∈ H2(BU(n);Z)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðâûé êëàññ ×æåíÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d
ξBU(n)

2 (aH) = λH · c1 ∈ H2(BU(n);Z).

Çíà÷èò, dξW2 (aH) = λH · c1(TW ).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà U(n) ðåäóöèðóåòñÿ ê ïîäãðóïïå

SHU(n) = det−1(H) ⊂ U(n), êîãäà ïåðâûé êëàññ ×æåíÿ c1(TW ) ∈ H2(W,Z)
èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê λH.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî λH = k = #(H).
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ðàññëîåíèÿ

EU(n)

/SU(n)
��

EU(n)

/SHU(n)
��

ξ1 :
��

BSU(n)

/S1

��

h′ // BSHU(n)

/SH

��

: ξBU(n)

BU(n)
h=Id

BU(n)

è ñîîòâåòñòâóþùèå ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ξ1 :

Ep,q2 (ξ1) = Hp(BU(n);H
q(S1;Z)), dξ12 : E0,1

2 (ξ1)−→E2,0
2 (ξ1),

E0,1
2 (ξ1) = H1(S1;Z) = Z 3 a1, E2,0

2 (ξ1) = H2(BU(n);Z) 3 dξ12 (a1) = c1,

ξBU(n)
:

Ep,q2 (ξBU(n)
) = Hp(BU(n);H

q(SH;Z)), d
BU(n)

2 : E0,1
2 (ξBU(n)

)−→E2,0
2 (ξBU(n)

)

E0,1
2 (ξBU(n)

) = H1(SH;Z) = Z 3 aH, E2,0
2 (ξBU(n)

) = H2(BU(n);Z) 3 d
ξBU(n)

2 (aH).

Îòîáðàæåíèå S1 h′−→SH äàåò (h′)∗(aH) = k·a1. Ïîñêîëüêó äèàãðàììû äâóõ
ðàññëîåíèé ξ1 è ξBU(n)

êîììóòàòèâíû, òî êîììóòèðóþò èõ ñïåêòðàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çíà÷èò

h∗(d
ξBU(n)

2 (aH)) = dξ12 ((h′)∗(aH)),

d
ξBU(n)

2 (aH) = dξ12 (k · a1) = k · dξ12 (a1) = k · c1.

Òàêèì îáðàçîì dξW2 (aH) = k · c1(TW ), ò.å. λH = k = #(H).
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Äîïîëíåíèå: À.Ò.Ôîìåíêî.

Ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî êëàññà Ìàñëîâà

äëÿ òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà W = T∗(M)
êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Êîíñòðóêöèÿ îáîáùåííîãî êëàññà Ìàñëîâà èçëîæåíà â êíèãå Òðîôèìîâà è
Ôîìåíêî (1995) ([1]):

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà
òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå T∗M . Êàæäîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tz(T∗M),
z ∈ T∗M , ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, è â íåì
ìîæíî âçÿòü ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî Vz, êàñàòåëüíîå ê âåðòèêàëè, ò.å.
ñîñòîÿùåå èç òàêèõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ξ, ÷òî dπzξ = 0, ãäå áóêâîé π îáî-
çíà÷åíà ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ π : T∗M−→M . Âûáîð ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà
M èíäóöèðóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Vz,
ïîçâîëÿþùåå îòîæäåñòâèòü LG(Tz(T∗M)) c U(n)/O(n). Ýòî îòîæäåñòâëå-
íèå íåîäíîçíà÷íî, íî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü äèôôåðåíöèàëüíóþ
ôîðìó (det2)∗(dz/2πiz) íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ LG(T∗M)
íàä T∗M , ó êîòîðîãî ñëîé íàä òî÷êîé z ∈ T∗M ñîñòîèò èç âñåõ ëàãðàíæå-
âûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Tz(T∗M).

Åñëè N � ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå â T∗M , òî äëÿ ëþáîé êðèâîé γ
íà N îïðåäåëåíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì êðèâàÿ íà LG(T∗M). Â ýòîì ñëó÷àå,
âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé

l =

∮
γ

(det2)∗
dz

2πiz

îïðåäåëèì öåëîå ÷èñëî; òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ýëåìåíò èç H1(N ;Z), êî-
òîðûé íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì êëàññîì Ìàñëîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ N . Ýòîò
êëàññ íå çàâèñèò îò âûáîðà ðèìàíîâîé ìåòðèêè.

Íà ñàìîì äåëå ïðîñòðàíñòâî LG(T∗M), ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê òîòàëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé U(n), ïðîô-
àêòîðèçîâàííîå ñïðàâà ïî ïîäãðóïïå O(n).

Ïîëàãàåì W = T(M). Ââîäèì åñòåñòâåííóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóê-
òóðó J íà ìíîãîîáðàçèè W ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J : T(T∗(M))−→T(T∗(M)).

Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè W = T(M) èìåþò âèä

(xα, p
α) = (xjα, p

α
k )nj,k=1.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé

ω = dpα ∧ dxα =
∑

dpαj ∧ dxjα
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Ïîäðîáíîñòè ñì. â [2]. Ýâêëèäîâà ñòðóêòóðà çàäàåòñÿ ýâêëèäîâîé ôîð-
ìîé

G = gαj,kdx
j
αdx

k
α + gj,kα dpαj dp

α
k

Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

J

(
∂

∂xjα

)
=

∂

∂pαj
, J

(
∂

∂pαj

)
= − ∂

∂xjα

Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò êîìïîíåíòû êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T(T∗(M))
ìåíÿþòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó:

∂

∂xjα
=
∂xkβ

∂xjα

∂

∂xkβ
,

∂

∂pαj
=
∂xjα
∂xkβ

∂

∂pβk

Òîãäà

J

(
∂

∂xjα

)
=
∂xkβ

∂xjα
J

(
∂

∂xkβ

)
=
∂xkβ

∂xjα

∂

∂pβk
=

∂

∂pαj

ò.å. îïåðàòîð J íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðòû. Ýòî çíà÷èò ÷òî ðàññëîåíèå
T(T∗(M)) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ðàññëîåíèåì ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé U(n),
êîòîðàÿ ðåäóöèðóåòñÿ ê ïîäãðóïïå O(n) ⊂ U(n).

Çàìåíÿåì ðàññëîåíèå T(T∗(M)) íà ãëàâíîå U(n)-ðàññëîåíèå PU(n)(T∗M)
ñî ñëîåì U(n). Íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ãëàâíîãî U(n)-ðàññëîåíèå PU(n)(T∗M)
ãðóïïà U(n) äåéñòâóåò ñïðàâà ñâîáîäíî, â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïà O(n) ⊂
U(n) òîæå äåéñòâóåò ñïðàâà ñâîáîäíî. Ôàêòîðèçóÿ òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
PU(n)(T∗M) ïî ïðàâîìó äåéñòâèþ ãðóïïûO(n) ïîëó÷àåì ðàññëîåíèå PU(T∗M)/O(n)
ñî ñëîåì U(n)/O(n) è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé U(n), êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà ñëîå
U(n)/O(n) ïðè ïîìîùè ëåâîãî óìíîæåíèÿ. Ðàññëîåíèå ëàãðàíæåâûõ ãðàñ-
ñìàíèàíîâ LG(T∗M) èçîìîðôíî ãëàâíîìó ðàññëîåíèþ

(
PU(n)(T∗M)

)
/O(n)

LG(T∗M)

��

u //
(
PU(n)(T∗M)

)
/O(n)

��
T∗M T∗M

,

Îòîáðàæåíèå u çàäàåòñÿ ýêâèâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì îäíîãî ñëîÿ

u : Λ(n)−→U(n)/O(n),

ãäå Λ(n) � ëàãðàíæåâ ãðàññìàíèàí Λ(n) = {L ⊂ Cn : ω|L = 0}.
Ïîñêîëüêó ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà U(n) ðàññëîåíèÿ

(
PU(n)(T∗M)

)
/O(n) ðå-

äóöèðóåòñÿ ê ïîäãðóïïå O(n) ⊂ U(n), òî îòîáðàæåíèå

det2 : U(n)/O(n)−→S1

ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ òîòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññëîåíèé
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LG(T∗M)

��

u //

det2·u

##(
PU(n)(T∗M)

)
/O(n)

��

det2 // S1

T∗M T∗M

,

Îáîáùåííûé êëàññ Ìàñëîâà ñòðîèì êàê îáðàòíûé îáðàç ïðè îòîáðàæå-
íèè (det2 ·u)∗(dz/2πiz) ∈ H1(LG(T∗M)).
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