
МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

им. М.В. ЛОМОНОСОВА 

ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 

 

 

 

 

 

С.А. Магницкий, Д. Н. Фроловцев 

 

Квантовая оптическая томография 

поляризационных состояний бифотонов 

 

Учебное пособие 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Москва, 2022 



УДК 535.8, 53.082.55 

С.А.Магницкий, Д.Н.Фроловцев 

Квантовая оптическая томография поляризационных состояний бифотонов: учебное 

пособие. — М.: Физический факультет МГУ, 2022. – 130 с. 

ISBN 978-5-8279-0217-1 

Учебное пособие посвящено одному из ключевых разделов современной квантовой 

оптики — квантовой томографии запутанных состояний фотонов. На примере 

поляризационных бифотонных состояний обсуждается понятие запутанности, его 

свойства и отличия от обычных незапутанных квантовых состояний. Рассмотрены 

математические критерии, позволяющие дать количественную характеристику 

запутанности, такие как Запутанность (Concurrence), Сцепленность (Tangle) и 

Перепутывание формирования. Особое внимание в пособии уделено 

экспериментальным методам измерения запутанности. Описан созданный авторами 

квантовый томограф и методика измерения квантовых состояний бифотонов, 

генерируемых бифотонным источником на основе спонтанного параметрического 

рассеяния света. 

 На физическом факультете авторы пособия читают следующие лекции по 

тематике пособия: "Введение в современную оптику" (С.А.Магницкий);  «Введение в 

квантовую нелинейную оптику» (С.А.Магницкий) «Программирование квантовых 

вычислительных систем, современные средства разработки программного 

обеспечения для специализированных квантовых вычислителей» (С.А.Магницкий, 

Д.Н.Фроловцев, П.П.Гостев).  

 Пособие предназначено для бакалавров, магистров, аспирантов физического 

факультета МГУ им. М.В.Ломоносова и других профильных вузов. Пособие также 

может быть полезно преподавателям и научным сотрудникам, интересующимися 

проблемами квантовой оптики и современными квантовыми оптическими 

технологиями. 

 

Рекомендовано учебно-методической комиссией физического факультета МГУ 
им.М.В.Ломоносова в качестве учебного пособия для студентов и аспирантов 

естественно-научных факультетов, специализирующихся в области квантовой 
оптики 

 

Рецензенты:  

д. ф.-м. н. А.В.Белинский, 

к. ф.-м. н. Е.А.Мамонов 

МГУ им. М.В. Ломоносова 
 

 

ISBN 978-5-8279-0217-1 

© Физический факультет  
    МГУ им. М.В. Ломоносова, 2022 
© Магницкий С.А., 2022 
© Фроловцев Д.Н., 2022 

 

  



Îãëàâëåíèå

1 Êâàíòîâûå ïîëÿðèçàöèîííûå ñîñòîÿíèÿ
îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ è ôîòîííûõ ïàð 11

1.1 Êâàíòîâûå ïîëÿðèçàöèîííûå ñîñòîÿíèÿ
îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Êâàíòîâûå ïîëÿðèçàöèîííûå ñîñòîÿíèÿ çà-
ïóòàííûõ ôîòîííûõ ïàð . . . . . . . . . . . 15

1.3 Õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ . . . 20

1.3.1 Õàðàêòåðèñòèêè ÷èñòîòû ñîñòîÿíèÿ . 20

1.3.1.1 Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà . . 20

1.3.1.2 Ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ . . . . . 21

1.3.2 Õàðàêòåðèñòèêè çàïóòàííîñòè
ñîñòîÿíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3.2.1 Çàïóòàííîñòü (Concurrence) 23

1.3.2.2 Ñöåïëåííîñòü (Tangle) . . . 24

1.3.2.3 Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìè-
ðîâàíèÿ (Entanglement of
formation) . . . . . . . . . . . 25

1.3.3 Ôèäåëèòè (Fidelity) . . . . . . . . . . 26

3



2 Ãåíåðàöèÿ áèôîòîíîâ â íåëèíåéíîì êðè-
ñòàëëå â ïðîöåññå ñïîíòàííîãî ïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà 27

2.1 Ôèçè÷åñêèå ïðèíöèïû ïîëó÷åíèÿ áèôîòî-
íîâ ñ ïîìîùüþ ñïîíòàííîãî ïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà . . . . . . . . . . . . . 29

2.2 ÑÏÐ-èñòî÷íèê áèôîòîíîâ 1-ãî òèïà . 33

2.2.1 ÑÏÐ-èñòî÷íèê íåçàïóòàííûõ ïî ïî-
ëÿðèçàöèè áèôîòîíîâ . . . . . . . . . 33

2.2.2 ÑÏÐ-èñòî÷íèê çàïóòàííûõ ïî ïîëÿ-
ðèçàöèè áèôîòîíîâ . . . . . . . . . . 38

3 Ïðèíöèïû êâàíòîâîé òîìîãðàôèè ïîëÿðè-
çàöèîííûõ ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ 41

3.1 Òîìîãðàôè÷åñêàÿ îöåíêà ìàòðèöû ïëîòíî-
ñòè ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ . 43

3.1.1 Òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíàÿ ñèñòåìà èç-
ìåðåíèé è ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ
ìàòðèöû ïëîòíîñòè îäíîôîòîííîãî
ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ . . . . 43

3.1.2 Òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíàÿ ñèñòåìà èç-
ìåðåíèé è ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ
ìàòðèöû ïëîòíîñòè äâóõôîòîííîãî
ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ . . . . 47

3.2 Òîìîãðàôè÷åñêàÿ îöåíêà ìàòðèöû ïëîòíî-
ñòè ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ 53

3.2.1 Àíàëèç èñòî÷íèêîâ îøèáîê èçìåðå-
íèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.2.2 Ðàñ÷åò ïîãðåøíîñòåé îïðåäåëåíèÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè . . . . 70

4



3.2.3 Ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê êâàíòîâîãî
ñîñòîÿíèÿ è èõ ïîãðåøíîñòåé . . . . . 71

3.2.3.1 Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà . . 71

3.2.3.2 Ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ . . . . . 72

3.2.3.3 Çàïóòàííîñòü . . . . . . . . 72

3.2.3.4 Ñöåïëåííîñòü . . . . . . . . 73

3.2.3.5 Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðî-
âàíèÿ . . . . . . . . . . . . . 74

3.3 Ðàñ÷åò ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ Ôèäåëè-
òè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâîé
òîìîãðàôèè ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé
áèôîòîíîâ 77

4.1 Óñòàíîâêà äëÿ èçìåðåíèÿ çàïóòàííûõ ïî-
ëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé áèôîòîíîâ ñ ïî-
ìîùüþ êâàíòîâîãî òîìîãðàôà . . . . . . . . 77

4.2 Ïðîòîêîë ðàáîòû ñ êâàíòîâûì òîìîãðàôîì 89

4.3 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ òîìîãðà-
ôèè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè áè-
ôîòîíîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.3.1 Ðåçóëüòàòû êâàíòîâîé òîìîãðàôèè
ôîòîííûõ ïàð ñ äëèíîé âîëíû 1064
íì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.3.1.1 Êâàíòîâàÿ òîìîãðàôèÿ ôî-
òîííûõ ïàð, íàõîäÿùèõñÿ
â ôàêòîðèçîâàííîì ïîëÿ-
ðèçàöèîííîì ñîñòîÿíèè . . . 92

5



4.3.1.2 Êâàíòîâàÿ òîìîãðà-
ôèÿ ïîëÿðèçàöèîííî-
çàïóòàííûõ ôîòîííûõ
ïàð . . . . . . . . . . . . . . 95

4.3.2 Ðåçóëüòàòû êâàíòîâîé òîìîãðàôèè
çàïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ôîòîí-
íûõ ïàð ñ äëèíîé âîëíû 810 íì . . . 98

5 Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êâàíòîâîé òî-
ìîãðàôèè â çàäà÷àõ êâàíòîâîé îïòèêè è
êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè 105

5.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå êâàíòî-
âîé çàïóòàííîñòè íåîðòîãîíàëüíûõ ñîñòîÿ-
íèé ôîòîííûõ ÑÏÐ-ïàð ìåòîäîì êâàíòîâîé
òîìîãðàôèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.2 Ïðèìåíåíèå ïàðàìåòðà Ôèäåëèòè äëÿ õà-
ðàêòåðèçàöèè êâàíòîâî-îïòè÷åñêèõ ïðîòî-
êîëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5.2.1 Êâàíòîâàÿ ïåðåäà÷à êëþ÷à ïî ïðî-
òîêîëó BB84 . . . . . . . . . . . . . . 112

5.2.2 Êâàíòîâàÿ ïåðåäà÷à êëþ÷à ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì çàïóòàííûõ ôîòîíîâ . 113

6



Ââåäåíèå

Ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé íîâûå òåõíîëîãèè âõîäÿò â íàøó ïî-
âñåäíåâíóþ æèçíü, ðàñòåò ñ êàæäûì äåñÿòèëåòèåì. Ñåãî-
äíÿ, â 2022-ì ãîäó, ÷åëîâåêó óæå òðóäíî ïîëíîñòüþ îõâà-
òèòü ýòîò ïðîöåññ. Ñîâåðøåííî íåçàìåòíî òåõíîëîãèè, èñ-
ïîëüçóåìûå â èíäóñòðèè, ñòàëè êâàíòîâûìè: ìèêðîýëåê-
òðîíèêà, ëàçåðû è ñâåòîäèîäû, êîìïüþòåðû, íàíî- è ìå-
òàìàòåðèàëû è ìíîãîå äðóãîå. Îäíàêî, ñóùåñòâóþùèå â
íàñòîÿùåå âðåìÿ êâàíòîâûå òåõíîëîãèè â ïîäàâëÿþùåì
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìåþò äåëî íå ñ îäèíî÷íûìè ÷à-
ñòèöàìè, à ñ îáúåêòàìè, ñîñòîÿùèìè èç áîëüøîãî ÷èñëà
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Òàê, åñëè ëèíåéíûé ðàçìåð ýëå-

ìåíòà ïðîöåññîðà ðàâåí âñåãî 100
o

A, òî â íåì ñîäåðæèòñÿ
∼ 106 àòîìîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñòàåò çàêîíîìåðíûé âî-
ïðîñ: à ìîæåò ëè ðàçìåð òåõíîëîãè÷åñêîãî ñòðóêòóðíî-
ãî ýëåìåíòà óìåíüøèòüñÿ äî ðàçìåðà îäíîé ÷àñòèöû, è
åñëè äà, òî êîãäà ýòî ïðîèçîéäåò? Åñëè âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ çàêîíîì Ìóðà, êîòîðîìó óæå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé
ñëåäóþò êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè, òî ýòî äîëæíî ïðî-
èçîéòè â íà ðóáåæå 20-30-õ ãîäîâ íàøåãî âåêà, ò.å. ìû
âïëîòíóþ ïîäîøëè ê ýòîìó ïðåäåëó. Ýêñïåðòû ðàñöåíè-
âàþò ýòó äàòó êàê êðèòè÷åñêóþ â ðàçâèòèè ñîâðåìåí-
íûõ âûñîêèõ òåõíîëîãèé. Èìåííî ñ ýòîãî ìîìåíòà ìî-
æåò íà÷àòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå âûòåñíåíèå ñóùåñòâóþ-
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ùèõ òåõíîëîãèé êâàíòîâûìè, îñíîâàííûìè íà ìàíèïóëÿ-
öèÿõ ñ îäíîé ñòðóêòóðíîé ÷àñòèöåé âåùåñòâà, â ÷àñòíî-
ñòè, ñ îäèíî÷íûìè ôîòîíàìè. Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî çâó-
÷èò ôàíòàñòè÷íî. Îäíàêî, óæå ñåé÷àñ ðàçðàáîòêè îäíî-
ôîòîííûõ êâàíòîâûõ òåõíîëîãèé âåäóòñÿ ïîëíûì õîäîì.
Äîñòàòî÷íî îòìåòèòü õîòÿ áû êèòàéñêóþ ïðîãðàììó êîñ-
ìè÷åñêîé êâàíòîâîé êîììóíèêàöèè, âîçãëàâëÿåìîé ïðî-
ôåññîðîì Íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Êèòàÿ Pan
Jian-Wei. Íåñêîëüêî ëåò íàçàä êèòàéñêèì êîñìè÷åñêèì
âåäîìñòâîì áûë çàïóùåí ñïóòíèê, ñïåöèàëèçèðîâàííûé
òîëüêî äëÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêèõ öåëåé [1], ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî âïåðâûå â ìèðå áûëà îñóùåñòâëåíà êîñìè÷åñêàÿ
êâàíòîâàÿ ñâÿçü ìåæäó Êèòàåì è Àâñòðèåé [2]. Åñëè ïî-
ñìîòðåòü íà ñîñòîÿíèå ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â îá-
ëàñòè îïòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé, ê êîòîðîé íàïðÿìóþ îòíî-
ñÿòñÿ òàêèå íàïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ôèçèêè
êàê êâàíòîâàÿ îïòèêà è êâàíòîâàÿ èíôîðìàòèêà, âêëþ÷à-
þùèå â ñåáÿ êâàíòîâûé èíòåðíåò, êâàíòîâûå ñåòè, êâàí-
òîâûå êîìïüþòåðû, êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ è êâàíòîâóþ
êðèïòîãðàôèþ è òåëåïîðòàöèþ, òî ìû óâèäèì ýêñïîíåí-
öèàëüíûé ðîñò îáúåìà èññëåäîâàíèé. È âñå ýòî äåëàåòñÿ
íà ôîòîííûõ àíñàìáëÿõ, ñîäåðæàùèõ îäèí èëè íåñêîëüêî
ôîòîíîâ. Îñîáóþ, ìîæíî äàæå ñêàçàòü êëþ÷åâóþ ðîëü â
êâàíòîâûõ îïòè÷åñêèõ òåõíîëîãèÿõ èãðàþò òàê íàçûâà-
åìûå çàïóòàííûå ôîòîíû, ñâîéñòâà êîòîðûõ íàñòîëüêî
ðàäèêàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ êëàññè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ, ÷òî ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå òåõ-
íîëîãèè, íåâîçìîæíûå â ìàêðîìèðå. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ðàáîòû â âûøåïåðå÷èñëåííûõ íàïðàâëåíèÿõ óæå íà-
÷àëè âûõîäèòü çà ñòåíû íàó÷íûõ ëàáîðàòîðèé. Òàê, íà-
ïðèìåð, êîìïàíèÿ IDQuatique ïðîèçâîäèò êîììåð÷åñêè
äîñòóïíóþ ïëàòôîðìó êâàíòîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé
�Cerberis QKD Blade� [3], ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ êâàíòî-
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âîé ïåðåäà÷è êëþ÷à ïî îïòè÷åñêîìó âîëîêíó. Ðàññòîÿíèÿ,
íà êîòîðûõ óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü êâàíòîâóþ êîììóíèêà-
öèþ, óâåëè÷èâàþòñÿ ñ êàæäûì ãîäîì. Òàê, ê íàñòîÿùå-
ìó âðåìåíè óæå îñóùåñòâëåíà êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ è
êâàíòîâîå ðàñïðåäåëåíèå êëþ÷à íà ðàññòîÿíèÿ â ñîòíè
êèëîìåòðîâ êàê â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå [4, 5, 6], òàê
è â âîëîêîííûõ ëèíèÿõ ñâÿçè [7]. Â 2017 ã. â Êèòàå áû-
ëà ââåäåíà â ýêñïëóàòàöèþ ñàìàÿ ïðîòÿæåííàÿ êâàíòî-
âàÿ êîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü îò Ïåêèíà äî Øàíõàÿ, äëè-
íîé ∼ 2000 êì, à â 2021 ã. çàïóùåí ñàìûé ïðîòÿæåííûé
çàùèùåííûé êâàíòîâûé êàíàë ñâÿçè äëèíîé 4600 êì, ñî-
ñòîÿùèé èç íàçåìíîãî è êîñìè÷åñêîãî ñåãìåíòîâ, êîòîðûé
îáúåäèíèë Øàíõàé è Íàíüøàíü [8]. Â Ðîññèè â ýòîì æå
2021ã. ñîñòîÿëñÿ ïåðâûé ñåàíñ âèäåîêîíôåðåíöñâÿçè ïî
ìàãèñòðàëüíîìó êâàíòîâîìó çàùèùåííîìó êàíàëó ìåæ-
äó Ìîñêâîé è Ñàíêò-Ïåòåðáóðãîì. ×òî êàñàåòñÿ îáëàñòè
êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, òî â 2019-2020 ãîäàõ áûëî äîñòèã-
íóòî êâàíòîâîå ïðåâîñõîäñòâî [9, 10], ò.å. áûëî ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàíî, ÷òî êâàíòîâûé êîìïüþòåð ñïîñîáåí ðåøàòü
íåêîòîðûå çàäà÷è áûñòðåå, ÷åì ñîâðåìåííûå ñóïåðêîì-
ïüþòåðû. Òàê, êîìïüþòåð Sycamore êîìïàíèè Google ñ
54 êóáèòàìè çà íåñêîëüêî ìèíóò âûïîëíèë îáúåì âû÷èñ-
ëåíèé, êîòîðûé, ïî îöåíêå êîìïàíèè, çàíÿë áû ó ñàìîãî
ìîùíîãî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóïåðêîìïüþòåðà ïîðÿäêà
10 òûñ. ëåò [9].

Ìåæäóíàðîäíîå ïðèçíàíèå íîâûõ êâàíòîâûõ îïòè÷åñêèõ
òåõíîëîãèé òðåáóåò óëó÷øåíèÿ ïðîñëåæèâàåìîñòè è íà-
äåæíîñòè èçìåðåíèé íà ìàëîôîòîííîì óðîâíå. Óæå íà-
÷àëè ðàçðàáàòûâàòüñÿ ìåæäóíàðîäíûå ñòàíäàðòû [11], à
ìåæäóíàðîäíîå îïòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî ïåðåõîäèò îò êàí-
äåëû ê ýíåðãèè ôîòîíà. [12]. Òðàäèöèîííî, äëÿ õàðàêòå-
ðèçàöèè îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçû-
âàåìûå ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè: ïîòîê èçëó÷åíèÿ
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([Âò]), ýíåðãåòè÷åñêàÿ ñèëà ñâåòà ([Âò/ñð]), ýíåðãåòè÷å-
ñêàÿ îñâåùåííîñòü ([Âò/ì2]), ýíåðãåòè÷åñêàÿ ñâåòèìîñòü
([Âò/ì2]), ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÿðêîñòü ([Âò/ì2ñð]), ñïåêòðàëü-
íàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà èçëó÷åíèÿ. Äëÿ âèäèìîãî ñâåòà èñ-
ïîëüçóþò ïÿòü òàê íàçûâàåìûõ ñâåòîâûõ (ôîòîìåòðè÷å-
ñêèõ) ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ ñî çðèòåëüíûì îùóùåíèåì:
ñèëà ñâåòà (êàíäåëà [êä]), ÿðêîñòü ([êä/ì2]), ñâåòîâîé ïî-
òîê ( ëþìåí [ëì]), ñâåòèìîñòü ([ëì/ì2]), è îñâåùåííîñòü
(ëþêñ[ëê]). Ñ ïîÿâëåíèåì ëàçåðîâ ïîÿâèëàñü ïîòðåáíîñòü
â áîëåå øèðîêîé õàðàêòåðèçàöèè èçëó÷åíèÿ. Äëÿ õàðàê-
òåðèçàöèè íåïðåðûâíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ïîòðåáîâà-
ëîñü äîïîëíèòåëüíî ââåñòè íîâûå ïàðàìåòðû: ïðîñòðàí-
ñòâåííóþ è âðåìåííóþ êîãåðåíòíîñòü, ðàñõîäèìîñòü, ïî-
ëÿðèçàöèþ, ñïåêòðàëüíóþ øèðèíó ëèíèè èçëó÷åíèÿ. À
äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ åùå äëèòåëü-
íîñòü è ýíåðãèþ èìïóëüñà, à ïîçæå, ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ èçìåðèòåëüíûõ òåõíèê - ïàðàìåòðû ôà-
çîâîãî, âðåìåííîãî è ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðîôèëåé ñâåòî-
âîãî èìïóëüñà. Âñå ñêàçàííîå îòíîñèòñÿ ê ñâåòîâûì ïî-
òîêàì, ñîäåðæàùèì îãðîìíîå ÷èñëî ôîòîíîâ, ïðè ýòîì
èíäèâèäóàëüíîñòü êàæäîãî îòäåëüíîãî ôîòîíà òåðÿåòñÿ.
Ïðè ïåðåõîäå ê ïîòîêàì îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ íà ïåðâûé
ïëàí âûõîäÿò èõ èíäèâèäóàëüíûå ñïåöèôè÷åñêè êâàíòî-
âûå õàðàêòåðèñòèêè, íàçûâàåìûå â êâàíòîâîé ôèçèêå ñî-
ñòîÿíèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî îäèíî÷íûå ôîòîíû è ôî-
òîííûå ïàðû (áèôîòîíû), â îñîáåííîñòè, çàïóòàííûå áè-
ôîòîíû, óæå ñåé÷àñ çàíèìàþò îäíî èç êëþ÷åâûõ ìåñò
â öåïî÷êå êâàíòîâûõ òåõíîëîãèé 21-ãî âåêà, ïðè÷åì èõ
ðîëü â êà÷åñòâå ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà êâàíòîâûõ òåõíî-
ëîãèé áóäåò òîëüêî âîçðàñòàòü.
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Ãëàâà 1

Êâàíòîâûå

ïîëÿðèçàöèîííûå

ñîñòîÿíèÿ îäèíî÷íûõ

ôîòîíîâ è ôîòîííûõ ïàð

1.1 Êâàíòîâûå ïîëÿðèçàöèîííûå

ñîñòîÿíèÿ îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ

Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ôîòîíà ÿâëÿåòñÿ ñî-
ñòîÿíèå åãî ïîëÿðèçàöèè. Íà êâàíòîâîì ÿçûêå ÷èñòîå ñî-
ñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè îäèíî÷íîãî ôîòîíà ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíî â âèäå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

|Ψ⟩ = α |H⟩+ β |V ⟩ , (1.1)

ãäå |H⟩ è |V ⟩ - áàçèñíûå âåêòîðà äâóìåðíîãî ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå â ñëó÷àå îïèñàíèÿ êâàíòîâîãî ñî-
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ñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè èìåþò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãî-
ðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèé, à êîìïëåêñ-
íûå êîýôôèöèåíòû α è β óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íîð-
ìèðîâêè: |α|2 + |β|2 = 1. Ôîðìóëà (1.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî
îäèíî÷íûé ôîòîí èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êâàíòî-
âûõ ñîñòîÿíèé ïîëÿðèçàöèè, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîò-
âåòñòâóåò ñâîÿ ïàðà êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ α è β.
Ñïåöèôèêà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé îòäåëüíûõ ôîòîíîâ çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èìåÿ ëèøü îäèí ôîòîí, ìû, â ïðèí-
öèïå, íå ìîæåì èçìåðèòü åãî êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå, ò.å.
íàéòè êîýôôèöèåíòû α è β . Äåëî â òîì, ÷òî ïðè ëþ-
áîì èçìåðåíèè ïîëÿðèçàöèè ôîòîíà îí ïåðåõîäèò â îäíî
èç áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé |H⟩ èëè |V ⟩. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêñ-
ïåðèìåíòà ýòî áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû
áåðåì ïîëÿðèçàòîð, íàïðèìåð, ïðèçìó Ãëàíà, íàïðàâëÿ-
åì íà íåãî ôîòîí â ñîñòîÿíèè (1.1) è ïûòàåìñÿ åãî çà-
ðåãèñòðèðîâàòü ïîñëå òîãî, êàê îí ïðîéäåò ÷åðåç ïîëÿ-
ðèçàöèîííûé äåëèòåëü. Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü òîëüêî 2 îòâåòà: 1) ôîòîí áóäåò çàðå-
ãèñòðèðîâàí ïîñëå ïîëÿðèçàòîðà â ñîñòîÿíèè |H⟩ è 2)
ôîòîí áóäåò çàðåãèñòðèðîâàí ïîñëå ïîëÿðèçàòîðà â ñî-
ñòîÿíèè |V ⟩. Ïðè÷åì òàêîé ðåçóëüòàò áóäåò íàáëþäàòüñÿ
ïðè ëþáûõ α è β. Îäíàêî, äëÿ ôîòîíîâ, êàê è äëÿ äðóãèõ
êâàíòîâûõ ñèñòåì, ñóùåñòâóåò ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé èç-
ìåðèòü èõ êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî èìåòü
ïîòîê áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ôîòîíîâ, íàõîäÿùèõ-
ñÿ â èäåíòè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ïðè ýòîì, åñëè íå îãðàíè÷è-
âàòü êîëè÷åñòâî ôîòîíîâ â ïîòîêå, òî îøèáêó èçìåðåíèÿ
ìîæíî ñâåñòè ê íóëþ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîíèìàòü
ïîä èçìåðåíèåì êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ôîòîíîâ èìåííî
òàêóþ ïðîöåäóðó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ èçìåðåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòî-
ÿíèé ïîëÿðèçàöèè îäèíî÷íîãî ôîòîíà íå îáÿçàòåëüíî
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ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíûå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ìåòîäè-
êè, òàêèå êàê êâàíòîâàÿ òîìîãðàôèÿ [13], ìîæíî ïðèìå-
íèòü ìåòîäû, ðàçâèòûå â êëàññè÷åñêîé îïòèêå. Íàïðèìåð,
èçìåðèòü ïàðàìåòðû Ñòîêñà è ïî íèì âû÷èñëèòü êîýô-
ôèöèåíòû α è β. Îäíàêî, ñèòóàöèÿ ðàäèêàëüíî ìåíÿåòñÿ,
åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ ñîçäàòü ìåòðîëîãèþ çàïóòàííûõ ôî-
òîííûõ ïàð. Â ýòîì ñëó÷àå íèêàêèå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû
èçìåðåíèÿ íå ñðàáîòàþò è ñ íåèçáåæíîñòüþ ïðèäåòñÿ îá-
ðàòèòüñÿ ê ñóãóáî êâàíòîâûì ìåòîäàì èçìåðåíèÿ.

Äâóõôîòîííîå ñîñòîÿíèå äîëæíî ðàññìàòðèâàòüñÿ â ÷å-
òûðåõìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðåäñòàâëÿ-
þùåì ñîáîé òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ êàæäîãî èç ôîòî-
íîâ (1.1) â îòäåëüíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå òàêèõ ñîñòîÿíèé
áåñêîíå÷íî ìíîãî, è îíè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

|ψ⟩ = γ1 |HH⟩+ γ2 |HV ⟩+ γ3 |V H⟩+ γ4 |V V ⟩ (1.2)

ãäå êîýôôèöèåíòû γi - êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

|γ1|2 + |γ2|2 + |γ3|2 + |γ4|2 = 1, (1.3)

à 4 áàçèñíûõ âåêòîðà |HH⟩ ≡ |H1⟩ ⊗ |H2⟩, |HV ⟩ ≡
|H1⟩ ⊗ |V2⟩, |V H⟩ ≡ |V1⟩ ⊗ |H2⟩ è |V V ⟩ ≡ |V1⟩ ⊗ |V2⟩
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ1 áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ôîòîíîâ, ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè çàïèñàòü êîýôôèöèåíòû γk â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå
γk = ρke

iφk , òî âûðàæåíèå (1.2) ïðèìåò âèä:

1Ïðè âû÷èñëåíèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû óìíîæàþò-
ñÿ íå îáû÷íûì îáðàçîì, à ïî Êðîíåêåðó (ïðîèçâåäåíèå Êðîíåêåðà)
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|ψ⟩ = ρ1e
iφ1 |HH⟩+ρ2eiφ2 |HV ⟩+ρ3eiφ3 |V1H2⟩+ρ4eiφ4 |V1V2⟩

(1.4)
îòêóäà âèäíî, ÷òî äëÿ èäåíòèôèêàöèè êâàíòîâîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ôîòîííîé ïàðû íåîáõîäèìî èçìåðèòü çíà÷åíèÿ 6
íåçàâèñèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (ñ ó÷åòîì íîðìèðîâ-
êè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñîñòî-
ÿíèå íå çàâèñèò îò îáùåãî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ ïåðåä
âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ, ò.å. îò ãëîáàëüíîé ôàçû). Ñîñòîÿíèÿ
(1.2) è (1.4) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìûå ÷èñòûå
ñîñòîÿíèÿ.

Ñðåäè âñåõ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé (1.4) ñóùåñòâóþò òàêèå,
êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå òåíçîðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóìåðíûõ ñîñòîÿíèé ñîñòàâëÿþùèõ ñè-
ñòåìó ïîäñèñòåì. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ çàïóòàí-
íûìè. Ïðèìåðîì òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò ñëóæèòü îäíî
èç ñîñòîÿíèé Áåëëà

|Ψ⟩ = |HH⟩+ |V V ⟩√
2

, (1.5)

ãäå |H⟩ è |V ⟩ - êàê è ðàíüøå, ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòè-
êàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèè, ïðè÷åì ïåðâûå ñèìâîëû îòíîñÿòñÿ
ê ïåðâîìó ôîòîíó, à âòîðûå - êî âòîðîìó. Çàïèñü |HH⟩
îáîçíà÷àåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëÿðèçàöèîííûõ ñî-
ñòîÿíèé 1-ãî è 2-ãî ôîòîíîâ |HH⟩ ≡ |H1⟩ ⊗ |H2⟩. Òîæå
îòíîñèòñÿ è ê çàïèñè |V V ⟩.
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1.2 Êâàíòîâûå ïîëÿðèçàöèîííûå

ñîñòîÿíèÿ çàïóòàííûõ ôîòîí-

íûõ ïàð

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, èçìåðåíèå êâàíòîâîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ìîæíî ïðîèçâåñòè òîëüêî íàä ïîòîêîì ôîòîíîâ. Ïî-
ýòîìó ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü íàäåæíî èäåíòèôè-
öèðîâàíî ëèøü â ñëó÷àå èäåàëüíîãî èñòî÷íèêà, ãåíåðè-
ðóþùåãî àáñîëþòíî èäåíòè÷íûå ôîòîííûå ïàðû, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (1.2). Îäíàêî â ðåàëü-
íîñòè èñòî÷íèê íåèäåàëåí è ãåíåðèðóåò ôîòîííûå ïàðû
â òàê íàçûâàåìîì ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ñ âåðîÿòíîñòüþ p1 èñòî÷íèê ãåíåðèðóåò ïàðû â ñîñòî-
ÿíèè |ψ1⟩, à ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 � â ñîñòîÿíèè |ψ2⟩ è ò.ä.
Òàêîå ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå ôîòîííûõ ïàð îïèñûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ρ =
∑
j

pj |ψj⟩
〈
ψj

∣∣, (1.6)

ãäå êàæäàÿ èç |ψj⟩ èìååò âèä (1.2). Çàïèñü îïåðàòîðà
ïëîòíîñòè â êàêîì ëèáî ïðåäñòàâëåíèè (ò.å. â áàçèñå) â
ìàòðè÷íîì âèäå íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè.

Òî÷íîå çíàíèå êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì
äëÿ ìíîãèõ êâàíòîâûõ îïåðàöèé. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî,
÷òîáû ïðîâåñòè êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ, ñíà÷àëà íåîáõî-
äèìî èíèöèàëèçèðîâàòü íà÷àëüíûå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ
ôîòîíîâ, ïîäàâàåìûõ íà âõîä îïòè÷åñêîãî êâàíòîâîãî
êîìïüþòåðà, òàê êàê ïîâåäåíèå ôîòîííûõ ïàð, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ðàçíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ ìîæåò ñóùåñòâåí-
íî îòëè÷àòüñÿ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè òîëüêî ÷òî âûñêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ
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ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå ôîòîííûõ ïàð, íàõîäÿùèõñÿ
â ðàçëè÷íûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà
èñòî÷íèêà èñòî÷íèêà ñâåòà, ãåíåðèðóþùèõ ïîòîê áèôî-
òîíîâ ñ ïîìîùüþ ñïîíòàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàññåÿ-
íèÿ ñâåòà (ÑÏÐ), ïîäðîáíîå îïèñàíèå êîòîðûõ ïðèâåäåíî
â Ãëàâå 2. Îäèí èç íèõ ¾èäåàëåí¿ è â ñëó÷àéíûå ìîìåí-
òû âðåìåíè èñïóñêàåò ôîòîííûå ïàðû â îäíîì è òîì æå
÷èñòîì ñîñòîÿíèè. Äðóãîé èñòî÷íèê èñïóñêàåò ïîëîâèíó
ïàð â ñîñòîÿíèè |HH⟩ è ïîëîâèíó ïàð â ñîñòîÿíèè |V V ⟩,
ïðè÷åì ãåíåðèðóåìûå èñòî÷íèêîì ôîòîííûå ïàðû ïî âðå-
ìåíè ïåðåìåøàíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ïóñòü êâàíòîâîå
ñîñòîÿíèå ïàð ïåðâîãî èñòî÷íèêà ÿâëÿåòñÿ Áåëëîâñêèì
è îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.5). Ñîñòîÿíèå ïàð âòîðîãî
èñòî÷íèêà ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
îïåðàòîðà ïëîòíîñòè:

ρ̂ =
1

2

{
|HH⟩

〈
HH

∣∣+ |V V ⟩
〈
V V
∣∣} (1.7)

Êàæäûé èç èñòî÷íèêîâ ñîçäàåò äâà ïðîñòðàíñòâåííî ðàç-
äåëåííûõ ïîòîêà îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ, êîòîðûå áóäåì îáî-
çíà÷àòü êàê ïîòîê 1 è ïîòîê 2. Òàê êàê ïîòîêè ðàçäåëåíû
â ïðîñòðàíñòâå, ìû ìîæåì ðàáîòàòü ñ êàæäûì ïîòîêîì
íåçàâèñèìî. Ïîñòàâèì â îáà ïîòîêà ïî ïîëÿðèçàòîðó, íà-
ïðèìåð, ïðèçìû Ãëàíà, è áóäåì íàáëþäàòü, êàêàÿ ÷àñòü
ôîòîíîâ ïîòîêà ïðîéäåò ÷åðåç ïîëÿðèçàòîðû. Ñíà÷àëà
óñòàíîâèì ïîëÿðèçàòîðû ïàðàëëåëüíî áàçèñíûì âåêòî-
ðàì êàæäîãî èç ôîòîíîâ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïóñòü ïî-
ëÿðèçàòîðû ïàðàëëåëüíû áàçèñíûì âåêòîðàì |H⟩1 è |H⟩2
äëÿ îáîèõ ôîòîíîâ. Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ìîæåò ïðåäñêàçàòü
âåðîÿòíîñòè ôîòîíàì ïðîéòè ÷åðåç ïîëÿðèçàòîðû. Äëÿ
ïåðâîãî èñòî÷íèêà âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî îáà ôîòîíà
îäíîâðåìåííî ïðîéäóò ÷åðåç òàêèå ïîëÿðèçàòîðû ðàâíà

P =
∣∣〈HH∣∣χèçì〉∣∣2, ãäå |χèçì⟩ = |HH⟩ � òàê íàçûâàåìîå
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èçìåðèòåëüíîå ñîñòîÿíèå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

PHH =
∣∣〈HH∣∣χèçì〉∣∣2 = ∣∣〈HH∣∣ |HH⟩+ |V V ⟩√

2

〉∣∣2 = ∣∣∣∣ 1√
2

∣∣∣∣2= 1

2

Äëÿ âòîðîãî èñòî÷íèêà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà ôîòîíà
ïðîéäóò ÷åðåç òàêæå óñòàíîâëåííûå ïîëÿðèçàòîðû, ðàâ-
íà:

PHH =
〈
HH

∣∣ρ̂ |HH⟩ =
〈
HH

∣∣1
2

{
|HH⟩

〈
HH

∣∣+ |V V ⟩
〈
V V

∣∣} |HH⟩ = 1

2
,

ò.å. òîæå ðàâíà
1

2
.

Òî÷íî òàêàÿ æå âåðîÿòíîñòü
1

2
ñîâìåñòíîãî îáíàðóæåíèÿ

ôîòîíîâ áóäåò è äëÿ ïîëÿðèçàòîðîâ, íàïðàâëåííûõ âäîëü
|V ⟩. Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå ïîòîêè ôîòîíîâ íå ðàçëè÷àþòñÿ. Îäíàêî
ýòî íå òàê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óñòàíîâèëè ïåðâûé ïî-
ëÿðèçàòîð ïîä óãëîì η ê ãîðèçîíòàëüíîìó íàïðàâëåíèþ
ïîëÿðèçàöèè 1-ãî ôîòîíà ïàðû, à âòîðîé � ïîä óãëîì ξ ê
ãîðèçîíòàëüíîìó íàïðàâëåíèþ ïîëÿðèçàöèè 2-ãî ôîòîíà,
è õîòèì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, âûÿñíèòü âåðîÿò-
íîñòü îäíîâðåìåííîãî ïðîõîæäåíèÿ ôîòîíîâ ÷åðåç óñòà-
íîâëåííûå òàêèì îáðàçîì ïîëÿðèçàòîðû. Â ýòîì ñëó÷àå
èçìåðèòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ôîòîíîâ
áóäóò:

|χ1⟩ = cos η |H1⟩+ sin η |V1⟩
|χ2⟩ = cos ξ |H2⟩+ sin ξ |V2⟩

(1.8)

Ñîãëàñíî ïðàâèëàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, èñêîìàÿ âåðî-
ÿòíîñòü äëÿ 1-ãî èñòî÷íèêà, ãåíåðèðóþùåãî ôîòîíû â
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÷èñòîì ñîñòîÿíèè, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê P
(1)
χ1χ2 =∣∣〈χ1χ2

∣∣ψ〉∣∣2. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
∣∣ψ〉 åãî ÿâíûé âèä (1.5),

ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü
èñêîìîé âåðîÿòíîñòè îò óãëîâ ïîâîðîòà ïîëÿðèçàòîðîâ η
è ξ:

P (1)
χ1χ2

=
∣∣〈χ1χ2

∣∣ψ〉∣∣2 = cos2 (η − ξ)

2
(1.9)

Òðåõìåðíûé ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè P
(1)
χ1χ2 îò η

è ξ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.1

Ðèñ. 1.1: Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè îäíîâðåìåííîé ðåãè-
ñòðàöèè ïàðû ôîòîíîâ, ïðîøåäøèõ ÷åðåç ïîëÿðèçàòîðû,
ïîâåðíóòûå íà óãëû η è ξ äëÿ èñòî÷íèêà ÷èñòûõ ñîñòîÿ-
íèé Áýëëà
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Ðèñ. 1.2: Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè îäíîâðåìåííîé ðåãè-
ñòðàöèè ïàðû ôîòîíîâ, ïðîøåäøèõ ÷åðåç ïîëÿðèçàòîðû,
ïîâåðíóòûå íà óãëû η è ξ äëÿ èñòî÷íèêà ôîòîííûõ ïàð,
íàõîäÿùåìñÿ â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü äëÿ 2-ãî èñòî÷íèêà, ãåíåðèðóþùåãî
ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ, òàêæå ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëå-
íà: P

(2)
χ1χ2 =

〈
χ1χ2

∣∣ρ̂ |χ1χ2⟩. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
χ1, χ2 è ρ̂, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì,
÷òî

P (2)
χ1χ2

=
1

2

[
cos2 (η) cos2 (ξ) + sin2 (η) sin2 (ξ)

]
=

1

4

(
cos2(η − ξ) + cos2(η + ξ)

)
(1.10)

Òðåõìåðíûé ãðàôèê âåðîÿòíîñòè P
(2)
χ1χ2 îò η è ξ, ðàññ÷è-

òàííûé ïî ôîðìóëå (1.10) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.2.
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Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ãðàôèêîâ ÿñíî âèäíî, ÷òî ïîâåäå-
íèå ôîòîííûõ ïàð ðàäèêàëüíî çàâèñèò îò èõ êâàíòîâûõ
ñîñòîÿíèé. Ëåãêî ìîæíî íàéòè îáëàñòè, ãäå âåðîÿòíîñòü
ðåãèñòðàöèè îáîèõ ôîòîíîâ äëÿ îäíîãî èñòî÷íèêà ðàâíà
0, à äëÿ äðóãîãî èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.

1.3 Õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâîãî

ñîñòîÿíèÿ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü èñòî÷íèê ôîòîíîâ â
êàêîì-ëèáî ñîñòîÿíèè, íåîáõîäèìî èìåòü êðèòåðèè òî-
ãî, íàñêîëüêî òî÷íî èñòî÷íèê ¾âîñïðîèçâîäèò¿ íåêîòî-
ðîå çàäàííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ìû îæèäàåì ïîëó÷èòü,
íàñêîëüêî ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå ÷èñòîå è, ÷òî îñîáåííî
âàæíî äëÿ èñòî÷íèêîâ çàïóòàííûõ ÷àñòèö, èìåòü êîëè÷å-
ñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè çàïóòàííîñòè ñîñòîÿíèÿ. Íèæå
ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èç òàêèõ õàðàêòåðèñòèê è êðèòåðè-
åâ.

1.3.1 Õàðàêòåðèñòèêè ÷èñòîòû ñîñòîÿíèÿ

1.3.1.1 Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà

Ýíòðîïèåé ôîí Íåéìàíà, íàçûâàåìîé òàê æå ìåðîé
¾íåîïðåäåëåííîñòè¿ êâàíòîâîé ñèñòåìû, íàçûâàåòñÿ âå-
ëè÷èíà [14]

SN(ρ̂) = −Tr(ρ̂ log2 ρ̂) = −
n∑

i=1

pi log2 pi, (1.11)
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ãäå pi � i-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ̂,
n� ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû. Ýíòðîïèÿ ôîí Íåé-
ìàíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 â ñëó÷àå ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè ôîí Íåéìàíà çàâèñèò
îò êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé ñâîáîäû. Òàê, äëÿ ìàêñèìàëüíî
ñìåøàííîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè îäèíî÷-
íîãî ôîòîíà (n = 2) ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè
ôîí Íåéìàíà ðàâíî 1, à äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿðèçàöèîííûõ
ñòåïåíåé ñâîáîäû ïàðû ôîòîíîâ (n = 4) ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ýíòðîïèè ôîí Íåéìàíà ðàâíî 2.

1.3.1.2 Ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ

Ëèíåéíîé ýíòðîïèåé SL íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

SL(ρ̂) =
n

n− 1

[
1− Tr(ρ̂2)

]
, (1.12)

ãäå n � êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû. Ëèíåéíàÿ
ýíòðîïèÿ, êàê è ýíòðîïèÿ ôîí-Íåéìàíà, ñëóæèò õàðàê-
òåðèñòèêîé "÷èñòîòû"ñèñòåìû. Â ñëó÷àå ÷èñòîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, à â ñëó÷àå
ìàêñèìàëüíî ñìåøàííîãî � 1.

1.3.2 Õàðàêòåðèñòèêè çàïóòàííîñòè ñî-
ñòîÿíèÿ

Ñîñòîÿíèå n ÷àñòèö íàçûâàåòñÿ çàïóòàííûì, åñëè
n−÷àñòè÷íàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ |Ψ⟩ ñèñòåìû ÷àñòèö
íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ
âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψi⟩ (íå ôàêòîðèçóåìà):

|Ψ⟩ ≠ |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ ⊗ ... ⊗ |ψn⟩ (1.13)
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Äëÿ ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîä çàïóòàííûì êâàíòîâûì
ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû n ÷àñòèö ïîíèìàåòñÿ êâàíòîâîå ñî-
ñòîÿíèå, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå
[14]

ρ̂n ̸=
∑
i

piρ̂
(i)
1 ⊗ ρ̂

(i)
2 ⊗ ... ⊗ ρ̂(i)n , (1.14)

ãäå ρ̂n � n-÷àñòè÷íàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ρ̂i � ìàòðèöà
ïëîòíîñòè i− òîé ÷àñòèöû , pi ≥ 0, äëÿ ∀i, è

∑
i pi = 1. Ñó-

ùåñòâóåò ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòèê çàïóòàííîñòè êâàí-
òîâîãî ñîñòîÿíèÿ, íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èç íèõ.
Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü ñëó÷àÿ
äâóõ ÷àñòèö. Îò êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè çàïóòàííîñòè
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû åå çíà÷åíèÿ ëåæàëè â äèàïàçîíå îò 0
äî 1, ïðè÷åì äëÿ íåçàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé îíè ïðèíèìà-
ëè çíà÷åíèå 0, à â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ çàïóòàííûõ ñîñòî-
ÿíèé ïðèíèìàëè çíà÷åíèå 1. Ïðèìåðîì ïîëíîñòüþ çàïó-
òàííûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé ìîãóò ñëóæèòü ñî-
ñòîÿíèÿ Áåëëà:

∣∣Φ±〉 = |HH⟩ ± |V V ⟩√
2∣∣Ψ±〉 = |HV ⟩ ± |V H⟩√
2

(1.15)

Ê ñîæàëåíèþ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â ðóññêîì ÿçûêå
íå ñóùåñòâóåò óñòîÿâøèõñÿ íàçâàíèé äëÿ õàðàêòåðèñòèê,
êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóþùèõ êâàíòîâóþ çàïóòàíí-
íîñòü. Â äàííîì ïîñîáèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäó-
þùèå íàçâàíèÿ: ¾Concurrence¿ � çàïóòàííîñòü, ¾Tangle¿
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� ñöåïëåííîñòü, ¾Entanglement of formation¿ � ïåðåïóòû-
âàíèå ôîðìèðîâàíèÿ. Íèæå îïèñàíû ýòè õàðàêòåðèñòèêè
äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ ôîòîíîâ.

1.3.2.1 Çàïóòàííîñòü (Concurrence)

Äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ çàïóòàííîñòü (àíãë.
¾Concurrence¿) âîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
âîëíîâîé ôóíêöèè |ψ⟩ ïðîâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå
¾ïåðåâîðîòà ñïèíîâ¿[15]

∣∣∣ψ̃〉 = σ̂2 ⊗ σ̂2 |ψ∗⟩ , (1.16)

ãäå σ̂2 � îäíà èç ìàòðèö Ïàóëè, ¾∗¿ îçíà÷àåò êîìïëåêñ-
íîå ñîïðÿæåíèå. Çàïóòàííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ¾áëè-
çîñòü¿ ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïóòåì ïåðåâîðîòà âñåõ
ñïèíîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå, ê èñõîäíîìó:

C(ψ) =
∣∣∣〈ψ|ψ̃〉∣∣∣ (1.17)

Â ñëó÷àå ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ âåëè÷èíà çàïóòàííîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èññëåäóåìóþ ìàòðè-
öó ïëîòíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ÷åðåç ñóììó ìàòðèö ïëîòíî-
ñòè ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ̂ =
∑
i

pi |ψi⟩ ⟨ψi| , pi ≥ 0,
∑
i

pi = 1

Çàìåòüòå, ÷òî òàêèõ ðàçëîæåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî! Ïî-
ñëå ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóììà âèäà

∑
i piC (ψi). Çàïó-

òàííîñòü äëÿ ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
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ìèíèìóì ýòîé ñóììû ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëîæåíèé
ρ̂ ÷åðåç ψi:

C(ρ̂) = min
∑
i

piC(ψi), (1.18)

Âûðàæåíèå (1.18) íå óäîáíî äëÿ âû÷èñëåíèé, ò.ê. ïðåä-
ïîëàãàåò ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è â ìíîãîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Îêàçûâàåòñÿ, çàïóòàííîñòü ìîæíî âû-
÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ. Äåëàåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â ñëó÷àå ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ïî-
ëó÷åííàÿ ïóòåì ïåðåâîðîòà âñåõ ñïèíîâ, èìååò âèä

ˆ̃ρ = (σ̂2 ⊗ σ̂2)ρ̂
∗(σ̂2 ⊗ σ̂2). (1.19)

Äëÿ íåå ââîäèòñÿ íåýðìèòîâà ìàòðèöà

R̂ = ρ̂ ˆ̃ρ, (1.20)

è çàïóòàííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(3.44)

C(ρ̂) = max{0,
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4}, (1.21)

ãäå λi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû R̂ (1.20), óïîðÿ-
äî÷åííûå â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå.

1.3.2.2 Ñöåïëåííîñòü (Tangle)

Ñöåïëåííîñòü (àíãë. ¾Tangle¿) èìååò ñõîæèé ñ çàïóòàí-
íîñòüþ ñìûñë, è îïðåäåëÿåòñÿ êàê
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T (ψ) = [C(ψ)]2

T (ρ̂) = [C(ρ̂)]2
, (1.22)

ãäå C(ψ) è C(ρ̂) îïðåäåäÿþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì
(1.17,1.21). Ñöåïëåííîñòü óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äëÿ
ñîñòîÿíèé ñ çàïóòàííîñòüþ áëèçêîé ê 1, ÷åì çàïóòàí-
íîñòü, ò.ê. ñöåïëåííîñòü â ýòîé îáëàñòè èçìåíÿåòñÿ
ñèëüíåå.

1.3.2.3 Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ
(Entanglement of formation)

Â ñëó÷àå ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâà-
íèÿ ÷àñòî îïðåäåëÿþò êàê ýíòðîïèþ ôîí Íåéìàíà ïîä-
ñèñòåìû

E(ψ) = −Tr(ρ̂A log2 ρ̂A) = −Tr(ρ̂B log2 ρ̂B), (1.23)

ãäå

ρ̂A = TrB(|ψ⟩ ⟨ψ|),
ρ̂B = TrA(|ψ⟩ ⟨ψ|)

(1.24)

� ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïåðâîé è âòîðîé ïîäñèñòåìû, ñîîò-
âåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåïóòûâà-
íèå ôîðìèðîâàíèÿ ââîäèòñÿ êàê

E(ρ̂) = min
∑
i

piE(ψi), (1.25)
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ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ðàçëîæåíè-
ÿì ìàòðèöû ïëîòíîñòè â âèäå ρ̂ =

∑
i pi |ψi⟩ ⟨ψi| , pi ≥

0,
∑

i pi = 1. Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ ìîæíî âû-
ðàçèòü ÷åðåç çàïóòàííîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [15]

E(ρ̂) = h

(
1 +

√
1− C(ρ̂)2

2

)
, ãäå

h(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x)

(1.26)

1.3.3 Ôèäåëèòè (Fidelity)

Ôèäåëèòè (îò àíãë. Fidelity � òî÷íîñòü) � ìåðà "áëè-
çîñòè"ïîëó÷àåìîãî ñîñòîÿíèÿ ê íåêîòîðîìó çàäàííîìó. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóåò óñòîÿâøèéñÿ ïåðåâîä ýòîãî
òåðìèíà íà ðóññêèé ÿçûê. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü òåðìèí Ôèäåëèòè. Òàêæå â ëèòåðàòóðå èñ-
ïîëüçóþòñÿ òåðìèíû Íàä¼æíîñòü, Âåðíîñòü. Â ñëó÷àå
÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ Ôèäåëèòè ââîäèòñÿ êàê

F (ψ, ψ0) = |⟨ψ0|ψ⟩|2 , (1.27)

ãäå |ψ0⟩ � "ýòàëîííîå"ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ìû çàäàëèñü
ïîëó÷èòü, à |ψ⟩ � ñîñòîÿíèå, äàâàåìîå èñòî÷íèêîì. Îáîá-
ùåíèå íà ñëó÷àé ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé èìååò âèä [16]

F (ρ̂, ρ̂0) =

∣∣∣∣Tr(√√ρ̂0ρ̂
√
ρ̂0

)∣∣∣∣2 . (1.28)

Îòìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ îïðåäåëå-
íèå Ôèäåëèòè áåç âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò (1.27, 1.28).
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Ãëàâà 2

Ãåíåðàöèÿ áèôîòîíîâ â

íåëèíåéíîì êðèñòàëëå â

ïðîöåññå ñïîíòàííîãî

ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ðàññåÿíèÿ ñâåòà

Èñòî÷íèêè ôîòîíîâ, îñíîâàííûå íà ÑÏÐ, ÿâëÿþòñÿ îäíè-
ìè èç ñàìûõ íàäåæíûõ è ïðîñòûõ èñòî÷íèêîâ êîððåëèðî-
âàííûõ ôîòîíûõ ïàð â ñìûñëå èõ òåõíè÷åñêîãî èñïîëíå-
íèÿ. Ôîòîííûå ïàðû, èñïóñêàåìûå òàêèìè èñòî÷íèêàìè,
äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ ñòåïåíü êîððåëÿöèè ïî âðåìåíè
èõ ðîæäåíèÿ. Èñïóñêàåìûå èìè ôîòîííûå ïàðû ìîãóò
áûòü òàêæå çàïóòàííûìè ïî ÷àñòîòå, ïîëÿðèçàöèè è óã-
ëîâîìó ìîìåíòó. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÑÏÐ-èñòî÷íèêè êîð-
ðåëèðîâàííûõ è çàïóòàííûõ ôîòîíîâ çàñëóæåííî çàíÿëè
ïîäîáàþùåå èì ìåñòî â ñîâðåìåííûõ îïòè÷åñêèõ òåõíî-
ëîãèÿõ.
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Ýôôåêò ñïîíòàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà,
íà êîòîðûé âïåðâûå óêàçàë â 1966 Ä.Í.Êëûøêî [17, 18]
áûë ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåí ñðàçó â 3-õ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ ãðóïïàõ [19, 20, 21]. Âïåðâûå òåîðåòè÷åñêîå
îáúÿñíåíèå ýôôåêòà áûëî äàíî â 1967-1968 ãîäó [18, 22],
çà êîòîðûìè ïîñëåäîâàë öåëûé ðÿä òåîðåòè÷åñêèõ ðà-
áîò ïî èññëåäîâàíèþ êâàíòîâûõ ñâîéñòâ ôîòîííûõ ÑÏÐ
ïàð [23, 24, 25]. Êâàíòîâûå ñâîéñòâà ÑÏÐ ôîòîíîâ áû-
ëè âïåðâûå èññëåäîâàíû ýêñïåðèìåíòàëüíî â 1970 [26],
òîãäà æå áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà îäíîâðåìåííîñòü ãå-
íåðàöèè ôîòîíîâ ïðè ÑÏÐ.

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ÑÏÐ èñòî÷íèêîâ ïåðåä ôèçèêàìè îò-
êðûëèñü áîëüøèå âîçìîæíîñòè. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ èñòî÷-
íèêîâ âûïîëíåíû ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, âíåñ-
øèå ñóùåñòâåííûé âêëàä â êâàíòîâóþ îïòèêó è ïîçâîëèâ-
øèå çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóòü âïåðåä ýòó íîâóþ îáëàñòü
çíàíèé. Ñ èõ ïîìîùüþ óäàëîñü ïðîâåñòè àáñîëþòíóþ êà-
ëèáðîâêó ôîòîäåòåêòîðîâ [27, 28], ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü
êîììóíèêàöèè íà ñëàáûõ ñèãíàëàõ íèæå óðîâíÿ øóìà
[29, 30], ÷òî ÿâèëîñü òîë÷êîì äëÿ ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííûõ
ñõåì êðèïòîãðàôèè [31], êîòîðàÿ áûëà âïåðâûå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â 1992 [32]. Çàïóòàííûå
ÑÏÐ ôîòîíû ñûãðàëè òàêæå çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ðàç-
âèòèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé è êâàíòîâîé èíôîðìàöèè
[14, 33], òåëåïîðòàöèè [34, 35] è â ðàçâèòèè ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé êâàíòîâîé îïòèêè. Áûëè èññëå-
äîâàíû: ôóíäàìåíòàëüíûå êâàíòîâûå ñâîéñòâà ôîòîíîâ
[36, 37, 38], êâàíòîâîå êëîíèðîâàíèå [39], çàïóòàííîñòü
è êâàíòîâàÿ íåëîêàëüíîñòü[40, 41, 42], âêëþ÷àÿ òåîðåìó
Áåëëà [43, 44], òðåõ-ôîòîííîå çàïóòûâàíèå [45, 46], îä-
íîôîòîííûå Ôîêîâñêèå ñîñòîÿíèÿ [47]. Ðÿä èíòåðåñíûõ
ôàêòîâ î ðîëè ÑÏÐ ôîòîíîâ â ðàçâèòèè êâàíòîâîé îïòè-
êè ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [48, 49].
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Èñòî÷íèêè çàïóòàííûõ áèôîòîíîâ [50], ñîçäàííûå íà îñ-
íîâå ýôôåêòà ÑÏÐ, èìåþò óíèêàëüíûå ñâîéñòâà. Íàðÿ-
äó ñ êîíñòðóêòèâíîé ïðîñòîòîé, îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
ôîòîíû ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ çàïóòàííîñòè, [51], îáëàäàÿ
ïðè ýòîì, áîëüøîé ÿðêîñòüþ [52], à òàêæå ïîçâîëÿþò
óïðàâëÿòü ÷àñòîòíûìè è ïðîñòðàíñòâåííûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè áèôîòîííîãî ïîëÿ.

2.1 Ôèçè÷åñêèå ïðèíöèïû ïîëó-

÷åíèÿ áèôîòîíîâ ñ ïîìîùüþ

ñïîíòàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ðàññåÿíèÿ ñâåòà

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñïîíòàííîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ðàññå-
ÿíèå ñâåòà � ýôôåêò ðàñïàäà ôîòîíà íàêà÷êè íà ïàðó
ôîòîíîâ [19, 18], íàçûâàåìûõ ñèãíàëüíûì (ôîòîí ñ áîëü-
øåé ÷àñòîòîé) è õîëîñòûì, çà ñ÷åò ðàññåÿíèÿ íà íóëåâûõ
ôëóêòóàöèÿõ ýëåêòðîìàãíèòíîãî âàêóóìà â ñðåäå ñ êâàä-
ðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Ïðè ïðîõîæäåíèè êîãåðåíòíî-
ãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ÷åðåç íåëèíåéíûé êðèñòàëë ôî-
òîíû ïðèîáðåòàþò ìàëóþ, íî êîíå÷íóþ âåðîÿòíîñòü ðàñ-
ïàäà íà äâà ôîòîíà. Ïðè ýòîì ðàñïàä ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêèì, è âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è
èìïóëüñà:

ωp = ωs + ωi

k⃗p = k⃗s + k⃗i,
(2.1)

ãäå ωp,s,i è
−→
k p,s,i � ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòîòû è âîëíîâûå

âåêòîðà íàêà÷êè, ñèãíàëüíîé è õîëîñòîé âîëí.
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Óñëîâèÿ ôàçîâîãî ñèíõðîíèçìà k⃗p = k⃗s+ k⃗i äëÿ ÑÏÐ òåõ-
íè÷åñêè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû äâóìÿ ñïîñîáàìè [53]:
ïî ñõåìå 1-ãî (e→oo) [52] ëèáî 2-ãî (e→oe) [54, 55] òèïà
ïàðàìåòðè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ècòî÷íèêè 1-ãî òèïà ñïîñîáíû èçëó÷àòü çàïóòàííûå ôî-
òîíû â ñîñòîÿíèè

|Ψ⟩ = |HH⟩+ eiδ |V V ⟩√
2

, (2.2)

Ècòî÷íèêè æå 2-ãî òèïà ìîãóò ãåíåðèðîâàòü çàïóòàííûå
ôîòîíû â ñîñòîÿíèè

|Ψ⟩ = |HV ⟩+ eiδ |V H⟩√
2

,

ãäå |H⟩ , |V ⟩ îáîçíà÷àþò ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ
ïîëÿðèçàöèè, à δ � îòíîñèòåëüíàÿ ôàçà ìåæäó çàïóòûâà-
åìûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Â äàííîì ïîñîáèè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëü-
êî èñòî÷íèêîâ 1-ãî òèïà. Îáû÷íî â òàêèõ èñòî÷íèêàõ èñ-
ïîëüçóåòñÿ íåêîëëèíåàðíîå âçàèìîäåéñòâèå â ñèëó òîãî,
÷òî ãåíåðèðóåìûå èñòî÷íèêîì ïàðû ëåã÷å ïðîñòðàíñòâåí-
íî ðàçäåëèòü (ðèñ.2.1).

Ïðè ñèíõðîíèçìå òèïà e → oo èçëó÷åíèå íàêà÷êè ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíîé, à ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå
� îáûêíîâåííîé. Ïîëÿðèçàöèÿ îáûêíîâåííîé âîëíû [53]
íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ãëàâíîé ïëîñêîñòè � ïëîñ-
êîñòè, â êîòîðîé ëåæèò îïòè÷åñêàÿ îñü êðèñòàëëà è âîë-
íîâîé âåêòîð èçëó÷åíèÿ. Áîëüøèíñòâî ñõåì ïàðàìåòðè-
÷åñêîé ãåíåðàöèè èñïîëüçóþò èçëó÷åíèå, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùååñÿ âäîëü ëó÷åé OA è OB. Ïðè ýòîì íàêà÷êà èìååò
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Ðèñ. 2.1: Íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÑÏÐ èçëó÷åíèÿ
ïðè ñèíõðîíèçìå 1-ãî òèïà. OS - îïòè÷åñêàÿ îñü êðèñòàë-
ëà; OC - ëó÷ íàêà÷êè; ADBE - ñå÷åíèå êîíóñà, âäîëü
îáðàçóþùèõ êîòîðîãî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ÑÏÐ èçëó÷åíèå
íà âûäåëåííûõ óñëîâèÿìè ñèíõðîíèçìà ÷àñòîòàõ: ωp =

ωs + ωi è óãëàõ:
−→
k p =

−→
k s +

−→
k i, ãäå ωp, ωs, ωi - ÷àñòîòû

íàêà÷êè, ñèãíàëüíîé è õîëîñòîé âîëí, ñîîòâåòñòâåííî, à

k⃗p,
−→
k s è

−→
k i � èõ âîëíîâûå âåêòîðà.

âåðòèêàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ, à îäèíî÷íûå ôîòîíû � ãî-
ðèçîíòàëüíóþ.

Ñ ïîìîùüþ îäíîêðèñòàëüíîé ñõåìû ÑÏÐ 1-ãî òèïà ìîæ-
íî ïîëó÷àòü êîððåëèðîâàííûå ïî âðåìåíè ôîòîííûå ïà-
ðû äàæå â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé íàêà÷êè, íî ïîëó÷èòü
çàïóòàííûå ïî ïîëÿðèçàöèè ñîñòîÿíèÿ ôîòîíîâ íåâîç-
ìîæíî. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ äâóõêðèñòàëüíàÿ ñõåìà.
Äâóõêðèñòàëüíàÿ ñõåìà ãåíåðàöèè çàïóòàííûõ ïî ïîëÿ-
ðèçàöèè áèôîòîíîâ äëÿ ÑÏÐ 1-ãî òèïà âïåðâûå ïðåäëî-
æåíà Ï.Ã. Êâÿòîì ñ ñîàâòîðàìè [52]. Â ñõåìå èñïîëüçó-
þòñÿ (ðèñ. 2.2) äâà èäåíòè÷íûõ íåëèíåéíûõ êðèñòàëëà,
âûðåçàííûõ ïîä 1-é òèï ñèíõðîíèçìà è ïîâåðíóòûõ äðóã
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îòíîñèòåëüíî äðóãà íà 90◦ âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ íàêà÷êè.

Ðèñ. 2.2: Äâóõêðèñòàëüíàÿ ñõåìà ïîëó÷åíèÿ çàïóòàííûõ
ïî ïîëÿðèçàöèè áèôîòîíîâ.

Ëó÷ íàêà÷êè (ëèíèÿ LM), ïîëÿðèçîâàííûé ïîä óãëîì 45◦

ê ãîðèçîíòàëüíîìó íàïðàâëåíèþ, ðàñïàäàÿñü íà îáûêíî-
âåííî è íåîáûêíîâåííî ïîëÿðèçîâàííûå âîëíû, íàêà÷è-
âàåò îäíîâðåìåííî îáà êðèñòàëëà, ãåíåðèðóÿ èçëó÷åíèå
ÑÏÐ â ïåðâîì êðèñòàëëå (ëó÷è O1A è O1B, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ëó÷àì OA è OB íà ðèñ.2.1) è âî âòîðîì êðèñòàëëå
(ëó÷è O2C è O2D). Åñëè êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ áèôîòî-
íîâ, ðîæäàåìûõ â íåëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ, íè÷åì êðîìå
ïîëÿðèçàöèè íå ðàçëè÷àþòñÿ, òî ïîëÿðèçàöèîííûå êâàí-
òîâûå ñîñòîÿíèÿ áèôîòîíîâ èíòåðôåðèðóþò (êîãåðåíòíî
ñêëàäûâàþòñÿ, ñ ó÷åòîì ôàçû). Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé èç êðèñòàëëîâ ãåíåðèðóåò ïî-
ëå, ïîëÿðèçîâàííîå âäîëü ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
|H⟩, à âòîðîé � âäîëü âåðòèêàëüíîãî |V ⟩, è ïðè ðàâíîé
âåëè÷èíå àìïëèòóä áèôîòîíîãî ïîëÿ òàêàÿ ïàðà êðèñòàë-
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ëîâ áóäåò ãåíåðèðîâàòü ñîñòîÿíèå (2.2). Ôàçà δ âîçíèêàåò
èç-çà òîãî, ÷òî áèôîòîííîå ïîëå íà÷èíàåò ãåíåðèðîâàòüñÿ
â êðèñòàëëàõ 1 è 2 ñ ðàçíîé ôàçîé, îïðåäåëÿåìîé ôàçîé
íàêà÷êè è ðàçëè÷íûìè ôàçîâûìè íàáåãàìè ïðè ðàñïðî-
ñòðàíåíèè ÑÏÐ ôîòîíîâ è íàêà÷êè â êðèñòàëëàõ. Ïðè
êîìïåíñàöèè ôàçû δ ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷íîñòè íàêà÷êè
ìîæíî ïîëó÷àòü áèôîòîíû â êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè Áåëëà
|Φ±⟩ (1.15).
×èòàòåëü, èíòåðåñóþùèéñÿ äåòàëÿìè òåõíèêè êîìïåíñà-
öèè, ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê îðèãèíàëüíûì ðàáîòàì [56, 57].

2.2 ÑÏÐ-èñòî÷íèê áèôîòîíîâ 1-ãî òèïà

Íèæå áóäåò îïèñàí ÑÏÐ èñòî÷íèê áèôîòîíîâ, êîòîðûé
ñîçäàåò êîððåëèðîâàííûå ïî âðåìåíè ôîòîííûå ïàðû ñ
äëèíîé âîëíû 1064 íì. Îí ìîæåò ðàáîòàòü â äâóõ ðåæè-
ìàõ: 1) â ðåæèìå ãåíåðàöèè íåçàïóòàííûõ è 2) çàïóòàí-
íûõ ïî ïîëÿðèçàöèè áèôîòîíîâ.

2.2.1 ÑÏÐ-èñòî÷íèê íåçàïóòàííûõ ïî ïî-
ëÿðèçàöèè áèôîòîíîâ

Îäíà èç âîçìîæíûõ ñõåì óñòàíîâîê, ðåàëèçóþùàÿ ðåæèì
ãåíåðàöèè è ðåãèñòðàöèè íåçàïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè
áèôîòîíîâ1 èçîáðàæåíà íà ðèñ.2.3.

Íàêëîííûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû äâà ëó÷à, âäîëü êîòî-
ðûõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ êîððåëèðîâàííûå ïî âðåìåíè ôî-
òîíû. Ïîëîæåíèå îïòè÷åñêîé îñè êðèñòàëëà ïî îòíîøå-

1â òåðìèíîëîãèè êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè � äâóõêóáèòîâîãî
íåçàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ
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Ðèñ. 2.3: Ñåìà óñòàíîâêè, ðåàëèçóþùàÿ ðåæèì ãåíåðàöèè
è ðåãèñòðàöèè íåçàïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè áèôîòîíîâ.
D1, D2 � äèàôðàãìû; F � ôèëüòð ÑÇÑ-21; L1, L2 � êîë-
ëèìèðóþùèå ëèíçû; BBO � íåëèíåéíûé êðèñòàëë BBO;
Lens � îáúåêòèâû; PD−1 è PD−2 � ëàâèííûå ôîòîäè-
îäû idQuantique id400, ðàáîòàþùèå â ðåæèìå ñ÷åòà ôî-
òîíîâ; IF � èíòåðôåðåíöèîííûå ñâåòîôèëüòðû Thorlabs
FLH051064-8; id800 � âðåìÿ-öèôðîâîé ïðåîáðàçîâàòåëü
idQuantique id800

íèþ ê âîëíîâîìó âåêòîðó íàêà÷êè ñîîòâåòñòâóåò ðèñ.2.1.
Â äàííîì âàðèàíòå ðàáîòû ñõåìû íàêà÷êà, ðàññåèâàÿñü â
îäèíî÷íîì êðèñòàëëå, ãåíåðèðóåò áèôîòîíû â ñîñòîÿíèè

|Ψhh⟩ = |H⟩ ⊗ |H⟩ , (2.3)

Ñîñòîÿíèå (2.3) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèçîâàííûì (íåçàïóòàí-
íûì), è åãî êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè çàïóòàííî-
ñòè äîëæíû áûòü ðàâíû 0. Òîìîãðàôè÷åñêîå èçìåðåíèå
ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ïîêàçàëî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè çàïóòàí-
íîñòè ðàâíû 0 ñ òî÷íîñòüþ äî ïîãðåøíîñòè, ÷òî ïîç-
âîëèëî íàì óáåäèòüñÿ â êîððåêòíîñòè ðàáîòû ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé ñèñòåìû êâàíòîâîé òîïîãðàôèè, îïèñàííîé â
Ãëàâå 3.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè èñòî÷íèêà íåçàïó-
òàííûõ ôîòîíîâ. Äëÿ âîçáóæäåíèÿ ÑÏÐ èñïîëüçóåòñÿ
òâåðäîòåëüíûé ëàçåð ñ äèîäíîé íàêà÷êîé �ÀÒÑ 53-350�
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ñ âíóòðèðåçîíàòîðíûì óäâîåíèåì ÷àñòîòû, ðàáîòàþùèé
â íåïðåðûâíîì ðåæèìå. Çíà÷åíèå äëèíû âîëíû ëàçåðà,
èçìåðåííîå ñ ïîìîùüþ ìîíîõðîìàòîðà ÌÄÐ-3 (ðåøåò-
êà 1200øòð/ìì), ñîñòàâèëî 532.0 ± 0.2 íì. Ìàêñèìàëü-
íàÿ ìîùíîñòü ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò 350ìÂò.
Ìîäîâûé ñîñòàâ � TEM00. Äèàìåòð âûõîäíîãî ïó÷êà
D ∼ 0.5 ìì, ðàñõîäèìîñòü ïó÷êà ϕ ∼ 3 ìðàä. Ñòà-
áèëüíîñòü óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ ñâåòîâîãî ïÿòíà íå õóæå
0.23ìðàä. Ñòàáèëüíîñòü âûõîäíîé ìîùíîñòè çà 1 ÷àñ íå
õóæå ±5%. Âûõîäíîå èçëó÷åíèå îáëàäàåò ëèíåéíîé ïî-
ëÿðèçàöèåé 100 : 1, íàïðàâëåííîé ïîä óãëîì 45o ê âåð-
òèêàëè. Âûõîäíîå ëàçåðíîå èçëó÷åíèå ïîìèìî êîìïîíåí-
òû ñ äëèíîé âîëíû 532 íì ñîäåðæèò òàêæå îñòàòî÷íîå
èçëó÷åíèå íà äëèíå âîëíû 1064 íì, êîòîðîå áëîêèðóåò-
ñÿ ñâåòîôèëüòðîì ÑÇÑ-21 (F ). Äî è ïîñëå ôèëüòðà ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ äèàôðàãìû ñ äèàìåòðàìè îòâåðñòèé 1ìì è
0.8ìì, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò ïðîñòðàíñòâåííóþ ôèëü-
òðàöèþ èçëó÷åíèÿ íàêà÷êè. Äëèíà êîãåðåíòíîñòè ëàçåðà
íàêà÷êè ñîñòàâëÿåò 3ìì.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîòîííûõ ïàð èñïîëüçóåòñÿ îäèíî÷íûé
êðèñòàëë BBO (β −BaB2O4), ðàçìåðîì 5× 5× 3ìì, âû-
ðåçàííûé ïîä ïåðâûé òèï ñèíõðîíèçìà. Óãîë íåêîëëè-
íåàðíîñòè â âûðîæäåííîì ïî ÷àñòîòå ðåæèìå íà äëèíå
âîëíû 1064 íì ñîñòàâëÿåò 3◦.

Äëÿ ðåãèñòðàöèè ôîòîíîâ â ðàññìàòðèâàåìîì èñòî÷íèêå
èñïîëüçóþòñÿ ôîòîäåòåêòîðû id400 ôèðìû idQuantique.
Ìåðòâîå âðåìÿ äåòåêòèðîâàíèÿ � 10ìêñ, âåðîÿòíîñòíûé
óðîâåíü äåòåêòèðîâàíèÿ � 30%.

Îáúåêòèâû ïåðåä ôîòîäåòåêòîðàìè îáåñïå÷èâàþò ïåðå-
äà÷ó èçîáðàæåíèÿ ïÿòíà ÑÏÐ íà êðèñòàëëå íà ôîòî-
÷óâñòâèòåëüíóþ ïëîùàäêó ôîòîäåòåêòîðà ñ óìåíüøåíè-
åì 1 : 10. Íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä îáúåêòèâîì òàêæå ðàñ-
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ïîëîæåí øèðîêîïîëîñíûé ôèëüòð ÈÊÑ − 7, áëîêèðóþ-
ùèé èçëó÷åíèå ñ äëèíîé âîëíû ìåíåå 900 íì è óçêîïîëîñ-
íûé èíòåðôåðåíöèîííûé ôèëüòð ñ öåíòðàëüíîé äëèíîé
âîëíû 1064 íì è ñ øèðèíîé 8 íì.

Äëÿ îðãàíèçàöèè ñîâìåñòíîãî ñ÷åòà ôîòîíîâ ñ äâóõ ôî-

òîäåòåêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ âðåìÿ-öèôðîâîé ïðåîáðàçîâà-

òåëü id800 ôèðìû idQuantique ñ äèñêðåòíîñòüþ îáðàáîò-

êè äàííûõ 81 ïñ.

Èñòî÷íèê ñïîñîáåí íàäåæíî ðàáîòàòü ïðè äîñòàòî÷íî
íèçêèõ óðîâíÿõ íàêà÷êè ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ìÂò. Òàê,
ïðè ìîùíîñòè íàêà÷êè 10ìÂò êîëè÷åñòâî ôîòîîòñ÷åòîâ
äîñòèãàåò 30 òûñÿ÷ â ñåêóíäó, ÷òî óæå äîâîëüíî áëèç-
êî ê òåõíè÷åñêîìó ïðåäåëó ñêîðîñòè ñ÷åòà ëàâèííûõ ôî-
òîäèîäîâ, ðàáîòàþùèõ â ãåéãåðîâñêîì ðåæèìå, ðàâíîìó
∼ 105 ñ−1, îïðåäåëÿåìîìó èõ ìåðòâûì âðåìåíåì (äëÿ îïè-
ñûâàåìûõ äåòåêòîðîâ 10ìêñ).

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà èçëó÷åíèÿ ÑÏÐ, ïîëó÷åí-
íàÿ ñ ïîìîùüþ CCD-êàìåðû, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.2.4
(a,b). Îáúåêòèâ êàìåðû íàñòðîåí íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïå-
ðåä êàìåðîé ïîñòàâëåí ïîëîñîâîé èíòåðôåðåíöèîííûé
ñâåòîôèëüòð íà 1064 íì ñ øèðèíîé ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ
8 íì. Êàìåðà óñòàíîâëåíà ñðàçó ïîñëå êðèñòàëëà BBO.
Ìåæäó êàìåðîé è êðèñòàëëîì òàêæå óñòàíîâëåí äîïîë-
íèòåëüíûé ÈÊÑ-ñâåòîôèëüòð. Ïðè íåáîëüøèõ (â ïðåäå-
ëàõ ãðàäóñà) ïîâîðîòàõ êðèñòàëëà âîêðóã �âåðòèêàëüíîé�
îñè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ óãëà Θ (ðèñ.2.1), ðàç-
ìåð êîëüöà áûñòðî èçìåíÿåòñÿ. Ïðè íåáîëüøèõ ïîâîðî-
òàõ âîêðóã äâóõ äðóãèõ îñåé èçîáðàæåíèå ïðàêòè÷åñêè
íå èçìåíÿåòñÿ. Õàðàêòåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîôèëè
èçëó÷åíèÿ ÑÏÐ ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ Θ
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.2.4à,á Èçìåíåíèå ìîùíîñòè ëàçåðà
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ïðèâîäèò ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó èçìåíåíèþ ÿðêîñòè êàð-
òèíû.

à á

Ðèñ. 2.4: Óìåíüøåíèå óãëà ðàñõîäèìîñòè èçëó÷åíèå ÑÏÐ
ïðè èçìåíåíèè óãëà Θ

Ãèñòîãðàììà ñîâìåñòíîãî ñ÷åòà ôîòîíîâ, ò.å. çàâèñèìîñòü
êîëè÷åñòâà îäíîâðåìåííîé ðåãèñòðàöèè äâóõ èìïóëüñîâ
ôîòîîòñ÷åòîâ ñ äâóõ âûõîäîâ âðåìÿ-öèôðîâîãî ïðåîá-
ðàçîâàòåëÿ idQuantique id800 îò âåëè÷èíû âðåìåííîãî
èíòåðâàëà ìåæäó ýòèìè èìïóëüñàìè, ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ.2.5(d). Øèðèíà ïðèâåäåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâ-
ëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 1 íñ. Ò.ê. èçâåñòíî, ÷òî äâà ôîòîíà
èç îäíîé ïàðû ðîæäàþòñÿ îäíîâðåìåííî ñ òî÷íîñòüþ ïî-
ðÿäêà 100 ôñ, [37], òî ïîëó÷åííàÿ øèðèíà ãèñòîãðàììû
äåìîíñòðèðóåò äîâîëüíî íåáîëüøîé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ äæèòòåð íàøåé àïïàðàòóðû.
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Ðèñ. 2.5: Ãèñòîãðàììà ñîâìåñòíîãî ñ÷åòà ôîòîíîâ ÑÏÐ ñ
ïîìîùüþ äåòåêòîðà idQuantique id400 è âðåìÿ-öèôðîâîãî
ïðåîáðàçîâàòåëÿ id800

2.2.2 ÑÏÐ-èñòî÷íèê çàïóòàííûõ ïî ïîëÿ-
ðèçàöèè áèôîòîíîâ

Ñõåìà èñòî÷íèêà çàïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè áèôîòîíîâ
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.6.

Â êà÷åñòâå íàêà÷êè èñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíûé ëàçåð
"ATC 53-350", òàêîé æå êàê è â ñõåìå ÑÏÐ èñòî÷íè-
êà íåçàïóòàííûõ áèôîòîíîâ. Â ïó÷êå íàêà÷êè íàõîäÿò-
ñÿ ïðèçìà Ãëàíà (ÏÃ), êîòîðàÿ óâåëè÷èâàåò ïîëÿðèçàöè-
îííûé êîíòðàñò èçëó÷åíèÿ íàêà÷êè äî óðîâíÿ ≈ (104 −
105) ÷ 1. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ õàðàêòåðè-
ñòèê èçëó÷åíèÿ è áëîêèðîâàíèÿ ôëóîðåñöåíöèè èç ïðèç-
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Ðèñ. 2.6: Ñõåìà èñòî÷íèêà ïîëÿðèçàöèîííî çàïóòàííûõ
ôîòîííûõ ïàð: Ïð-í � ïðèçìà Ãëàíà; Ä1+ÑÇÑ-21 � äèà-
ôðàãìà è ôèëüòð èç öâåòíîãî ñòåêëà ñåðèè ÑÇÑ-21; ÏÂÏ-
í è ÄËÏ � äâóëó÷åïðåëîìëÿþùèå ïëàñòèíêè; Ë - ëèí-
çà; Ä2 - äèàôðàãìà; 2x-BBO � äâîéíîé íåëèíåéíûé êðè-
ñòàëë BBO

ìû Ãëàíà è îñòàòî÷íîãî èçëó÷åíèÿ èç ëàçåðà íà äëèíå
âîëíû 1064 íì ëàçåðíîå èçëó÷åíèå íà äëèíå âîëíû 532 íì
ïðîõîäèò ÷åðåç äèàôðàãìó è ñòåêëÿííûé ñâåòîôèëüòð
ÑÇÑ−21. Ïîëóâîëíîâàÿ ïëàñòèíêà (λ/2) ïðåîáðàçóåò ëè-
íåéíî ïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå â èçëó÷åíèå, ïîëÿðè-
çîâàííîå ïîä óãëîì 45◦ ê ãîðèçîíòàëè. Äâóëó÷åïðåëîì-
ëÿþùàÿ ïëàñòèíêà ÄÂÏ, ðåãóëèðóþùàÿ ýëëèïòè÷íîñòü
íàêà÷êè áåç èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ãëàâíîé îñè ýëëèïñà
ïîëÿðèçàöèè îðèåíòèðîâàíà òàê, ÷òî åå îïòè÷åñêàÿ îñü
íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî. Ýôôåêòèâíàÿ òîëùèíà ïëà-
ñòèíêè ðåãóëèðóåòñÿ èçìåíåíèåì óãëà åå íàêëîíà ïî îò-
íîøåíèþ ê ëó÷ó íàêà÷êè. Êîëëèìèðóþùàÿ ñèñòåìà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç ëèíçû Ë è äèàôðàãìû Ä2, îáåñïå÷èâàåò äèà-
ìåòð ïåðåòÿæêè ïó÷êà ≈ 1ìì íà ïîâåðõíîñòè íåëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà
îäèíàêîâûõ êðèñòàëëà BBO 5 × 5ìì. Êàæäûé èç êðè-
ñòàëëîâ èìååò äëèíó 0.5ìì. Êðèñòàëëû âûðåçàíû ïîä
ïåðâûé òèï ñèíõðîíèçìà e → oo äëÿ âûðîæäåííîãî ïî
÷àñòîòå íåêîëëèíåàðíîãî ðåæèìà. Óãîë íåêîëëèíåàðíî-
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ñòè â âîçäóõå ñîñòàâëÿåò 3◦, óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì
ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàêà÷êè è îïòè÷åñêîé îñüþ êðèñòàëëà
Θ = 24.1◦. Êðèñòàëëû ïîâåðíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðó-
ãà íà 90°, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.2.2.

Ïðè ìîùíîñòè íàêà÷êè 10ìÂò ñêîðîñòü ðåãèñòðàöèè êîð-
ðåëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷åòîâ ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî òûñÿ÷
â ñåêóíäó. ×òî êàñàåòñÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ãåíåðèðó-
åìûõ áèôîòîíîâ, òî îíî ìîæåò áûòü èçìåðåíî ñ ïîìî-
ùüþ êâàíòîâîé òîìîãðàôèè, êîòîðàÿ îïèñàíà â ñëåäóþ-
ùåé ãëàâå.
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Ãëàâà 3

Ïðèíöèïû êâàíòîâîé

òîìîãðàôèè

ïîëÿðèçàöèîííûõ

ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ïîòîêà ôîòîíîâ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êâàíòî-
âîé òîìîãðàôèè, ñóùíîñòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì. Ïî èçâåñòíîé ìàòðèöå ïëîòíîñòè ρ̂ ñ ïîìîùüþ
ò.í. ïðîåêöèîííîãî ïîñòóëàòà (ïîñòóëàòà ôîí Íåéìàíà)
ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èçìåðÿåìîé
íàáëþäàåìîé Â (ñì.,íàïðèìåð,[58])

〈
Â
〉
= TrÂρ̂ (3.1)

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρ̂ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè
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ρ̂† = ρ̂

Trρ̂ = 1 (3.2)

λn ⩾ 0,

ãäå λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ̂, à n = 1, 2, . . . , K ïðè
ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû ïëîòíîñòè K ×K.

Ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîé òîìîãðàôèè ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à � íàõîæäåíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïî ðåçóëüòà-

òàì èçìåðåíèé íàáîðà íàáëþäàåìûõ
{
Âν

}
. Ò.ê. ýëåìåí-

òû ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâî ñîïðÿæåííû-
ìè è Trρ̂ = 1, òî êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, îïðåäåëÿþùèõ ìàòðèöó ïëîòíîñòè, ðàâíî K2 − 1.
Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî êàæäàÿ íàáëþäàåìàÿ äîëæíà óäî-
âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (3.1), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âñå
ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû, åñ-
ëè áóäåò íàéäåí íàáîð, ñîñòîÿùèé èç K2 − 1 íàáëþäàå-
ìûõ, òàêîé, ÷òî îí îáðàçóåò â íåêîòîðîì áàçèñå ñèñòåìó
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé〈

Âν

〉
= TrÂν ρ̂, (3.3)

ãäå ν = 1, 2, . . . , K2−1. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîðíîå óðàâ-
íåíèå (3.1), çàïèñàííîå â íåêîòîðîì áàçèñå, ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρij, çàïèñàííîé â ýòîì áàçèñå.
Òàêîé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè
íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ëèíåéíîé ðåêîíñòðóêöèè, à ñèñòåìà

íàáëþäàåìûõ
{
Âν

}
íàçûâàåòñÿ òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíîé

ñèñòåìîé èçìåðåíèé. Ïðè ýòîì, ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ïî-
ëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ âûøå ðàññìîòðåííîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îöåíêîé ìàòðèöû
ïëîòíîñòè.
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Ïðè ðåàëüíûõ èçìåðåíèÿõ âåëè÷èíû
〈
Âν

〉
èçìåðÿþòñÿ

ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ëèíåéíàÿ
îöåíêà ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü 3-ìó
óñëîâèþ (3.2), λn ⩾ 0. Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæåò áûòü ñêîð-
ðåêòèðîâàí, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ, î êîòîðîì ðå÷ü ïîéäåò íèæå, à ïîëó÷åí-
íàÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ìàòðèöà ïëîòíîñòè íàçûâà-
åòñÿ íàèâåðîÿòíåéøåé îöåíêîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè.

3.1 Òîìîãðàôè÷åñêàÿ îöåíêà ìàò-

ðèöû ïëîòíîñòè ïîëÿðèçàöèîí-

íûõ ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ

Ïîä òîìîãðàôè÷åñêîé îöåíêîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè áóäåì
ïîíèìàòü ìàòðèöó ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííóþ èç ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ ïîìîùüþ òîãî èëè èíîãî ìåòîäà
âîññòàíîâëåíèÿ. Â äàííîì ïîñîáèè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì äâóõ ìåòîäîâ: ìåòîäà ëèíåéíîé ðåêîíñòðóê-
öèè è ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

3.1.1 Òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíàÿ ñèñòåìà
èçìåðåíèé è ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóê-
öèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè îäíîôîòîí-
íîãî ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëè-
íåéíîé ðåêîíñòðóêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòðèöó ïëîò-
íîñòè îäíîôîòîííîãî ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ. Êàê
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áûëî çàìå÷åíî âûøå, êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ïðè ðåàëèçà-
öèè ìåòîäà êâàíòîâîé òîìîãðàôèè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíîé ñèñòåìû èçìåðåíèé.

Åñòåñòâåííîé òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíîé ñèñòåìîé èçìåðå-
íèé ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà. Äåéñòâèòåëü-
íî, â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ïîëåé ïîëÿðèçàöèþ ëàçåðíîãî
ïó÷êà ìîæíî îïèñàòü íàáîðîì ò.í. ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà
S0, S1, S2, S3 [59], îïðåäåëèòü êîòîðûå ìîæíî, èñõîäÿ èç
ñåðèè èçìåðåíèé èíòåíñèâíîñòè â ðàçëè÷íûõ ïîëÿðèçà-
öèîííûõ áàçèñàõ.

S0 = IH + IV = I0

S1 = IH − IV

S2 = ID − IA

S3 = IR − IL

, (3.4)

ãäå íèæíèå èíäåêñû ó èíòåíñèâíîñòåé I îçíà÷àþò îñòà-
òî÷íûå èíòåíñèâíîñòè èçìåðÿåìîãî ñâåòà ïîñëå ïðîõîæ-
äåíèÿ èçìåðèòåëÿ ïîëÿðèçàöèè, ïðîïóñêàþùåãî îäíó èç
ïîëÿðèçàöèé: ãîðèçîíòàëüíóþ èëè âåðòèêàëüíóþ (IH ,
IV ); äèàãîíàëüíóþ, ò.å. ëèíåéíóþ ïîä óãëîì 45o (ID) èëè
135o (IA) ê H; è êðóãîâóþ ïðàâóþ IR è ëåâóþ IL ïî-
ëÿðèçàöèè. I0 îçíà÷àåò ïîëíóþ èíòåíñèâíîñòü ñâåòîâîãî
ïó÷êà (èçìåðåíèå áåç ïîëÿðèçàòîðà). Èçìåðåíèÿ âåëè÷èí,
âõîäÿùèõ â (3.4), ïðîèçâîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
ïó÷îê ñâåòà âñòàâëÿåòñÿ ïîëÿðèçàòîð, ïðîïóñêàþùèé ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ïîëÿðèçàöèþ, à çà íèì óñòàíàâëèâàåòñÿ
ôîòîäåòåêòîð. Ýòîò æå ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïðî-
äóêòèâíûì è â êâàíòîâîé îïòèêå â ñëó÷àå îäíîôîòîííî-
ãî ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ. Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ
ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ èçìåðåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïî-
ëÿðèçàöèè îäèíî÷íîãî ôîòîíà. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû
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Ñòîêñà Si óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåðîÿòíîñòü ôîòîíà
ïðîéòè ÷åðåç èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè. Ìàòåìàòè÷åñêè
ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà pν = ⟨ν|ρ̂|ν⟩, ãäå |ν⟩� èçìåðèòåëü-
íîå ñîñòîÿíèå, ò.å. ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè, êîòîðóþ áó-
äåò èìåòü ôîòîí íà âûõîäå èçìåðèòåëÿ ïîëÿðèçàöèè. Ïðè
òàêîé òðàêòîâêå âìåñòî (3.4) äëÿ îäíîôîòîííîãî ñëó÷àÿ
ìîæíî çàïèñàòü

S0 = ⟨H|ρ̂|H⟩+ ⟨V |ρ̂|V ⟩
S1 = ⟨H|ρ̂|H⟩ − ⟨V |ρ̂|V ⟩
S2 = ⟨D|ρ̂|D⟩ − ⟨A|ρ̂|A⟩
S3 = ⟨R|ρ̂|R⟩ − ⟨L|ρ̂|L⟩

. (3.5)

Âûáåðåì ïàðàìåòðû Ñòîêñà (3.5) â êà÷åñòâå íàáëþäàå-
ìûõ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.3) â âèäå ñâîáîä-
íûõ ÷ëåíîâ, è ïîêàæåì, ÷òî âûáðàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåò-
ñÿ òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ýòó
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ðå-
êîíñòðóêöèþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü
2×2, çàìåòèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ ìàòðèö 2×2
ìîæíî ââåñòè áàçèñ èç ìàòðèö Ïàóëè:

ρ̂ =
1

2
(c0σ̂0 + c1σ̂1 + c2σ̂2 + c3σ̂3) , (3.6)

ãäå

σ̂0 =

(
1 0
0 1

)
σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
(3.7)

σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
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Ïðè ýòîì ìàòðèöû σ̂0 . . . σ̂3 ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè ýëåìåí-
òàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà E , â êîòîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå {·, ·} çàäàíî
âûðàæåíèåì

{
M̂1, M̂2

}
= Tr

(
M̂1M̂2

)
, (3.8)

ãäå M̂1 è M̂2 � ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà E .

Ìíîæèòåëü 1
2
â (3.6) ó÷èòûâàåò òîò ôàêò, ÷òî Trσ̂2

i = 4 è
ñëóæèò äëÿ íîðìèðîâêè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ íà åäèíèöó.

Òåïåðü ïåðåéäåì â âûðàæåíèÿõ (3.5) ê öèðêóëÿðíîìó
áàçèñó |R⟩, |L⟩, êîòîðûé ñâÿçàí ñ ëàáîðàòîðíûì ñëå-

äóþùèìè ôîðìóëàìè |R⟩ =
1√
2
(|H⟩+ i |V ⟩), |L⟩ =

1√
2
(|H⟩ − i |V ⟩). Ïðîâåäÿ ýòî ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå, ïîëó÷èì:

S0 = ⟨R|ρ̂|R⟩+ ⟨L|ρ̂|L⟩
S1 = ⟨R|ρ̂|L⟩+ ⟨L|ρ̂|R⟩
S2 = i(⟨R|ρ̂|L⟩ − ⟨L|ρ̂|R⟩)
S3 = ⟨R|ρ̂|R⟩ − ⟨L|ρ̂|L⟩

. (3.9)

Èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Si = Tr (σ̂iρ̂) (3.10)

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî â âûðàæåíèè (3.6) êîýôôèöèåíòû

ci = {σ̂i, ρ̂} = Tr (σ̂iρ̂) = Si, (3.11)
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ãäå ôèãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå â ïðîñòðàíñòâå E . Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ Trρ̂ =
1, c0 = 1.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîæåò áûòü
âûðàæåíà ÷åðåç ïàðàìåòðû Ñòîêñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ̂ =
1

2

3∑
i=0

Siσ̂i, (3.12)

Ïîëó÷åííàÿ â (3.12) ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ëèíåéíóþ ðåêîíñòðóêöèþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ò.ê
âûðàæåíà ÷åðåç çíà÷åíèÿ íàáîðà íàáëþäàåìûõ. Ïîëó÷åí-
íàÿ ìàòðèöà çàïèñàíà â áàçèñå ïðàâîé è ëåâîé öèðêóëÿð-
íîé ïîëÿðèçàöèè. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà îíà
ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê ëþáîìó äðóãîìó áàçèñó, íà-
ïðèìåð, ëàáîðàòîðíîìó áàçèñó ñ ëèíåéíîé ãîðèçîíòàëü-
íîé è âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé â êà÷åñòâå áàçèñà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ëèíåéíóþ ðåêîíñòðóêöèþ
ìàòðèöû ïëîòíîñòè, à ýòî çíà÷èò, ÷òî íàáëþäàåìûå Si,
÷åðåç êîòîðûå âûðàæàåòñÿ ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíîé ñè-
ñòåìîé íàáëþäàåìûõ.

3.1.2 Òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíàÿ ñèñòåìà
èçìåðåíèé è ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóê-
öèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè äâóõôîòîí-
íîãî ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ

Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, äëÿ ïðîâåäåíèÿ êâàíòîâîé òî-
ìîãðàôèè íåîáõîäèìî íàéòè íàáîð èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí,
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ïðè èçìåðåíèè êîòîðûõ ìîæíî âîññòàíîâèòü âñå ýëåìåí-
òû ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Ò.ê. ó ìàòðèöû ïëîòíîñòè, îïè-
ñûâàþùåé äâóõôîòîííûå ïîëÿðèçàöèîííûå ñîñòîÿíèÿ,
èìååòñÿ 15 íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, òî äëÿ èõ îïðåäå-
ëåíèÿ íåîáõîäèìî çíàíèå òîãî æå êîëè÷åñòâà íàáëþäàå-

ìûõ γν =
〈
Âν

〉
. Íî, ò.ê. â ýêñïåðèìåíòå âåëè÷èíà ïîòîêà

ôîòîíîâ, òðåáóåìàÿ äëÿ íîðìèðîâêè èçìåðåíèé ñ öåëüþ
âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, íåèçâåñòíà, òî äëÿ åå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ òðåáóåòñÿ åùå îäíî äîïîëíè-
òåëüíîå èçìåðåíèå, êîòîðîå â ñîâîêóïíîñòè ñ îñíîâíûìè
èçìåðåíèÿìè äàëî áû âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü íîðìèðî-
âî÷íóþ êîíñòàíòó N o, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåä-
íåå êîëè÷åñòâî ôîòîîòñ÷åòîâ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîëÿ-
ðèçàöèîííîé ôèëüòðàöèè. Âûáðàííûå òàêèì îáðàçîì 16
íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèé òàêæå áóäåì íàçûâàòü òîìîãðà-
ôè÷åñêè ïîëíîé ñèñòåìîé èçìåðåíèé. Ïðè ýòîì ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî èçìåðåííîå çíà÷åíèå γν áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

γexpν =
Nν

No

.

Îäíà èç òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíûõ ñèñòåì, ñîñòîÿùàÿ èç 16
ôàêòîðèçóåìûõ (íåçàïóòàííûõ) èçìåðèòåëüíûõ ñîñòîÿ-
íèé, ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [60]. Ïðîöåäóðà èçìåðåíèé ïðî-
âîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êàæäûé èç ïó÷êîâ îäè-
íî÷íûõ ôîòîíîâ âíîñÿòñÿ ïîëÿðèçàöèîííûå ýëåìåíòû,
îáðàçóþùèå òàê íàçûâàåìûé ¾èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè¿,
à òàêæå äåòåêòîð îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ. Èçìåðèòåëü ïîëÿ-
ðèçàöèè ïðîïóñêàåò êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ôîòîíà â çàäàí-
íîé ïîëÿðèçàöèè (íàïðèìåð, â ãîðèçîíòàëüíîé |H⟩, âåð-
òèêàëüíîé |V ⟩, ëèíåéíîé, íàïðàâëåííîé ïîä óãëîì ±45o

ê |H⟩, ò.å. ëèíåéíîé äèàãîíàëüíîé|D⟩ = (|H⟩ + |V ⟩)/
√
2

èëè àíòèäèàãîíàëüíîé |A⟩ = (|H⟩ − |V ⟩)/
√
2, öèðêóëÿð-

íîé ïðàâîé è ëåâîé � |L⟩, |R⟩). Èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè
ñîñòîèò èç ïðèçìû Ãëàíà, ïîëóâîëíîâîé ïëàñòèíêè è ÷åò-

48



âåðòüâîëíîâîé ïëàñòèíêè (Ðèñ. 4.1). Ñïèñîê èçìåðåíèé,
ñîñòàâëÿþùèõ òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíóþ ñèñòåìó è äîïîë-
íèòåëüíîå èçìåðåíèå äëÿ íîðìèðîâêè, à òàê æå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïîëîæåíèÿ âîëíîâûõ ïëàñòèíîê, ïðåäñòàâëåí
â Òàáë. 3.11

Îïåðàòîðû èçìåðÿåìûõ íàáëþäàåìûõ, ïðèâåäåííûõ â
Òàáë. 3.1, ðàâíû Âν = |ψν⟩ ⟨ψν |, ãäå ν = 1, 2, . . . , 16, ãäå

|ψν⟩ =
∣∣∣φ(1)

ν

〉
⊗
∣∣∣φ(2)

ν

〉
� äâóõôîòîííûå èçìåðèòåëüíûå

ñîñòîÿíèÿ. Çäåñü
∣∣∣φ(1,2)

ν

〉
� èçìåðèòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ èç-

ìåðèòåëåé ïîëÿðèçàöèé 1-ãî è 2-ãî ôîòîíîâ.

1Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî 16-ãî èçìåðåíèÿ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü ëþáîå èç ïåðâûõ 4-õ, ò.ê. èõ ñóììà ðàâíà No
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Òàáëèöà 3.1: Ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè, ðåãèñòðèðóåìîé
¾èçìåðèòåëåì ïîëÿðèçàöèè¿, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ âîëíîâûõ ïëàñòèíîê ïðè ðàçëè÷íûõ òîìîãðà-
ôè÷åñêèõ èçìåðåíèÿõ äâóõôîòîííîãî ïîëÿðèçàöèîííîãî
ñîñòîÿíèÿ

�
ν
è
çì
åð
è
òå
ë
üí
îã
î
ñî
ñò
îÿ
í
è
ÿ

|ν
⟩=

∣ ∣ ∣φ(1) ν

〉 ⊗
∣ ∣ ∣φ(2) ν

〉
Ñ
îñ
òî
ÿ
í
è
å
ï
îë
ÿ
ð
è
çà
ö
è
è
â
ï
åð
-

âî
ì
ï
ó
÷
ê
å

Ñ
îñ
òî
ÿ
í
è
å
ï
îë
ÿ
ð
è
çà
-

ö
è
è
âî

âò
îð
îì

ï
ó
÷
ê
å

Ó
ãî
ë
ï
îâ
îð
îò
à
ï
îë
ó
âî
ë
í
î-

âî
é

ï
ë
àñ
òè
í
ê
è

â
ï
åð
âî
ì

ï
ó
÷
ê
å

Ó
ãî
ë

ï
îâ
îð
îò
à

÷
åò
âå
ð
òü
-

âî
ë
í
îâ
îé

ï
ë
àñ
òè
í
ê
è
â
ï
åð
-

âî
ì
ï
ó
÷
ê
å

Ó
ãî
ë
ï
îâ
îð
îò
à
ï
îë
ó
âî
ë
í
î-

âî
é
ï
ë
àñ
òè
í
ê
è
âî

âò
îð
îì

ï
ó
÷
ê
å

Ó
ãî
ë

ï
îâ
îð
îò
à

÷
åò
âå
ð
òü
-

âî
ë
í
îâ
îé

ï
ë
àñ
òè
í
ê
è

âî
âò
îð
îì

ï
ó
÷
ê
å

1 |H⟩ |H⟩ 45◦ 0◦ 45◦ 0◦

2 |H⟩ |V ⟩ 45◦ 0◦ 0◦ 0◦

3 |V ⟩ |V ⟩ 0◦ 0◦ 0◦ 0◦

4 |V ⟩ |H⟩ 0◦ 0◦ 45◦ 0◦

5 |R⟩ |H⟩ 22.5◦ 0◦ 45◦ 0◦

6 |R⟩ |V ⟩ 22.5◦ 0◦ 0◦ 0◦

7 |D⟩ |V ⟩ 22.5◦ 45◦ 0◦ 0◦

8 |D⟩ |H⟩ 22.5◦ 45◦ 45◦ 0◦

9 |D⟩ |R⟩ 22.5◦ 45◦ 22.5◦ 0◦

10 |D⟩ |D⟩ 22.5◦ 45◦ 22.5◦ 45◦

11 |R⟩ |D⟩ 22.5◦ 0◦ 22.5◦ 45◦

12 |H⟩ |D⟩ 45◦ 0◦ 22.5◦ 45◦

13 |V ⟩ |D⟩ 0◦ 0◦ 22.5◦ 45◦

14 |V ⟩ |L⟩ 0◦ 0◦ 22.5◦ 90◦

15 |H⟩ |L⟩ 45◦ 0◦ 22.5◦ 90◦

16 |R⟩ |L⟩ 22.5◦ 0◦ 22.5◦ 90◦
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà èçìåðåíèé äâóõ-
ôîòîííîãî ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ
â Òàáë. 3.1, ÿâëÿåòñÿ òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíîé, äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòèõ èçìåðåíèé ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ìàòðèöó ïëîòíîñòè, ò.å. âûðàçèòü âñå ýëåìåíòû
ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷åðåç ðåçóëüòàòû òîìîãðàôè÷åñêèõ
èçìåðåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ àáñîëþòíî
òî÷íî, ò.å. nν = γν . Òîãäà, ðåøàÿ ñèñòåìó èç 16 óðàâ-
íåíèé (3.1) îòíîñèòåëüíî ρmn ïðè èçâåñòíûõ γν , ìîæíî
ïîëó÷èòü [60], ÷òî

ρ̂ =
16∑
ν=1

γνM̂ν , (3.13)

ãäå
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M̂1 =
1

2


2 −(1 − i) −(1 + i) 1

−(1 + i) 0 i 0
−(1 − i) −i 0 0

1 0 0 0



M̂2 =
1

2


0 −(1 − i) 0 1

−(1 + i) 2 i −(1 + i)
0 −i 0 0
1 −(1 − i) 0 0



M̂3 =
1

2


0 0 0 1
0 0 i −(1 + i)
0 −i 0 −(1 − i)
1 −(1 − i) −(1 + i) 2



M̂4 =
1

2


0 0 −(1 + i) 1
0 0 i 0

−(1 − i) −i 2 −(1 − i)
1 0 −(1 + i) 0



M̂5 =
1

2


0 0 2i −(1 + i)
0 0 (1 − i) 0

−2i (1 + i) 0 0
−(1 − i) 0 0 0



M̂6 =
1

2


0 0 0 −(1 + i)
0 0 (1 − i) 2i
0 (1 + i) 0 0

−(1 − i) −2i 0 0



M̂7 =
1

2


0 0 0 −(1 + i)
0 0 −(1 − i) 2
0 −(1 + i) 0 0

−(1 − i) 2 0 0



M̂8 =
1

2


0 0 2 −(1 + i)
0 0 −(1 − i) 0
2 −(1 + i) 0 0

−(1 − i) 0 0 0



M̂9 =


0 0 0 i
0 0 −i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 M̂10 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0



M̂11 =


0 0 0 i
0 0 i 0
0 −i 0 0
−i 0 0 0



M̂12 =
1

2


0 2 0 −(1 + i)
2 0 −(1 + i) 0
0 −(1 − i) 0 0

−(1 − i) 0 0 0



M̂13 =
1

2


0 0 0 −(1 + i)
0 0 −(1 + i) 0
0 −(1 − i) 0 2

−(1 − i) 0 2 0



M̂14 =
1

2


0 0 0 −(1 − i)
0 0 (1 − i) 0
0 (1 + i) 0 −2i

−(1 + i) 0 2i 0



M̂15 =
1

2


0 −2i 0 −(1 − i)
2i 0 (1 − i) 0
0 (1 + i) 0 0

−(1 + i) 0 0 0



M̂16 =


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0


52



Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè ìîæåò
áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ïðåäñòàâëåííûé â òàáëèöå (3.1) íà-
áîð íàáëþäàåìûõ è, ñîîòâåòñòâåííî, ýòîò íàáîð íàáëþäà-
åìûõ ÿâëÿåòñÿ òîìîãðàôè÷åñêè ïîëíîé ñèñòåìîé èçìåðå-
íèé

3.2 Òîìîãðàôè÷åñêàÿ îöåíêà ìàò-

ðèöû ïëîòíîñòè ìåòîäîì ìàê-

ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàëàñü òåîðåòè÷åñêàÿ
âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïî íà-
áîðó íàáëþäàåìûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé òîìîãðàôè-
÷åñêè ïîëíóþ ñèñòåìó èçìåðåíèé. Ïðè ýòîì íåÿâíî ïðåä-

ïîëàãàëîñü, ÷òî çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ
〈
Âν

〉
ÿâëÿþòñÿ

èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè ýòèõ íàáëþäàåìûõ, ò.å., åñëè ïå-
ðåéòè íà ÿçûê èçìåðåíèé, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî çíà÷åíèÿ
íàáëþäàåìûõ èçìåðåíû àáñîëþòíî òî÷íî.

Îäíàêî, ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ íà-

áëþäàåìûõ
〈
Âν

〉
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ëèøü ñ îïðåäå-

ëåííîé òî÷íîñòüþ. Ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ïðèâîäÿò ê
òîìó, ÷òî ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè,
ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ëèíåéíîé ðåêîíñòðóêöèè ïî ôîðìó-
ëå (3.13), áóäåò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (3.2), êîòîðûì
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü èñòèííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè èç-
ìåðÿåìîãî ñâåòà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ îäèíî÷íîãî ôîòîíà, ÷òî ïîãðåøíîñòè â
〈
Âν

〉
ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ìåòîäà ëèíåéíîé ðåêîíñòðóêöèè ìîãóò ïðè-
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âîäèòü ê ïîëó÷åíèþ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé ρ̂. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èìååòñÿ ìàòðèöà ρ̂, îïèñûâà-
þùàÿ ïîëÿðèçàöèîííîå ñîñòîÿíèå ôîòîíà. Çàïèøåì êîì-
ïëåêñíûå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû â âèäå äåéñòâèòåëüíûõ
è ìíèìûõ ÷àñòåé

ρ̂ =

(
ρ11 ρ′12 + iρ′′12

ρ′12 − iρ′′12 ρ22

)
, (3.14)

ãäå ′ îçíà÷àåò äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, à ′′ îçíà÷àåò ìíè-
ìóþ ÷àñòü ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà. Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ èìååò âèä: ρ̂ |χ⟩ = λ |χ⟩, ãäå |χ⟩� ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð, à λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ λ ìîæíî îïðåäåëèòü èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ, êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä

λ2 − λ (ρ11 + ρ22)− (ρ′12
2
+ ρ′′12

2
) + ρ11ρ22 = 0, (3.15)

Åãî ðåøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

λ1,2 =
1±

√
1 + 4

[
(ρ′12

2 + ρ′′12
2)− ρ11ρ22

]
2

(3.16)

Èç ôîðìóëû (3.16) âèäíî, ÷òî îäíî èç ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé áóäåò îòðèöàòåëüíûì, åñëè âåëè÷èíà[
(ρ′12

2 + ρ′′12
2)− ρ11ρ22

]
> 0. Íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíûìè â

ýòîì îòíîøåíèè ê îøèáêàì èçìåðåíèé ÿâëÿþòñÿ ÷èñòûå
ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ, êàê èçâåñòíî, λ1 = 0, λ2 = 1,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ

[
(ρ′12

2 + ρ′′12
2)− ρ11ρ22

]
= 0.

Ïîýòîìó, äàæå ñàìûå íåçíà÷èòåëüíûå ïîãðåøíîñòè â
èçìåðåíèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîãóò ïðèâåñòè
ê ïîëîæèòåëüíîñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå,
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ê îòðèöàòåëüíîñòè îäíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ò.å.
ê íàðóøåíèþ 3-ãî èç ñâîéñòâ (3.2), êîòîðûì äîëæ-
íà óäîâëåòâîðÿòü ìàòðèöà ïëîòíîñòè ëþáîé ðåàëüíî
ñóùåñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó è íàéòè ðåøå-
íèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ëåæàùåå â îáëàñòè äîïó-
ñòèìûõ ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìûõ (3.2), íà îñíîâå íåòî÷-

íî èçìåðåííûõ íàáëþäàåìûõ
〈
Âν

〉
, ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ðåàëèçàöèÿ ìåòî-
äà ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ � ïàðàìåòðèçàöèè ìíîæåñòâà
äîïóñòèìûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè è ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñò-
íîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ¾ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîá-
íîãî¿ ðåøåíèÿ. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü èç
âñåãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ρ̂, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîëó-
÷åííîìó â ýêñïåðèìåíòå íàáîðó çíà÷åíèé (â íàøåì ñëó-
÷àå � íàáîðó êîëè÷åñòâà ôîòîîòñ÷åòîâ {Nν}), ïîäìíîæå-
ñòâî ìàòðèö ρ̂0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (3.2). Âåðîÿò-
íîñòíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòè÷åñêîé âåðî-
ÿòíîñòíîé ìîäåëè, ïîçâîëÿåò âûáðàòü èç ïîäìíîæåñòâà
ρ̂0, åäèíñòâåííóþ ìàòðèöó ρ̂lh, óäîâëåòâîðÿþùóþ êðèòå-
ðèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ò.å. òàêóþ ρ̂lh, äëÿ
êîòîðîé âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà-
÷åíèé ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ áóäåò ìàêñèìàëüíîé.
Ïðèáëèæåííàÿ ìàòðèöà ρ̂lh, ïîëó÷åííàÿ òàêèì ñïîñîáîì,
íàçûâàåòñÿ íàèâåðîÿòíåéøåé îöåíêîé ìàòðèöû ïëîòíî-
ñòè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç åå òîìîãðàôè÷åñêèõ
îöåíîê.

Ïåðåéäåì ê ïàðàìåòðèçàöèè. Â îäíîôîòîííîì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî ìàòðèö ρ̂0 ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

ρ̂0 = T̂ †T̂ , (3.17)
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ãäå T̂ =

(
t1 0

t3 + it4 t2

)
, à ti � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðè-
öà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.2) è ïàðàìåòðèçóåò âñå ôè-
çè÷åñêè âîçìîæíûå ìàòðèöû ïëîòíîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. T̂ † =

(
t1 t3 − it4
0 t2

)
, òî

1) ýðìèòîâîñòü ìàòðèö ρ̂0 î÷åâèäíà èç èõ îïðåäåëåíèÿ,

ò.ê. ρ̂0 = T̂ †T̂ =

(
t21 + t23 + t24 t2t3 − it2t4
t2t3 + it2t4 t22

)
2) äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî óñëîâèÿ ïîòðåáóåì äîïîëíè-
òåëüíî, ÷òîáû TrT̂ †T̂ = 1, ò.å. t21 + t22 + t33 + t24 = 1, ò.ê.
Trρ̂0 = 1.

3) ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà T̂ †T̂ êâàçèïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíà, ò.å. âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü |χ⟩ � å¼ ñîáñòâåííûé âåêòîð, à λ �
ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ñ îäíîé ñòîðî-
íû ⟨χ| T̂ †T̂ |χ⟩ = λ ⟨χ |χ⟩. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáîçíà÷èâ
T̂ |χ⟩ = |χ′⟩, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ⟨χ| T̂ † = ⟨χ′|, ïîëó÷èì

λ ⟨χ |χ⟩ = ⟨χ| T̂ †T̂ |χ⟩ = ⟨χ′ |χ′⟩ ⩾ 0, (3.18)

îòêóäà λ ⩾ 0.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî T̂ †T̂ îäíîçíà÷íî ïàðàìåòðèçóåò
ρ̂0. Ðàñïèñûâàÿ (3.17) ïîýëåìåíòíî

(
ρ11 ρ′12 + iρ′′12

ρ′12 − iρ′′12 ρ22

)
=

(
t21 + t23 + t24 t2t3 − it2t4
t2t3 + it2t4 t22

)
ïîëó÷èì
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t21 + t23 + t24 = ρ11

t2t3 = ρ′12
−t2t4 = ρ′′12
t22 = ρ22

Ò.ê. ρ22 ⩾ 0, òî t2 = ±√
ρ22, t3 = ± ρ′12√

ρ22
, t4 = ∓ ρ′′12√

ρ22
è

t1 = ±

√
ρ11ρ22 −

[
(ρ′12)

2 + (ρ′′12)
2]

√
ρ22

.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî ïîäêîðåííîå âûðàæå-
íèå â ôîðìóëå äëÿ t1 äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíî è,
ñëåäîâàòåëüíî, t1 îêàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì.
Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âñå âåëè-
÷èíû, âõîäÿùèå â ýòè ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíû-
ìè ÷èñëàìè, âèäíî, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè äîñòàòî÷íî
â êàæäîì èç âûðàæåíèé îñòàâèòü òîëüêî îäèí çíàê.

Â èòîãå, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî t1, t2, t3, t4 ìîãóò
áûòü âûáðàíû â âèäå

t1 =

√
ρ11ρ22 −

[
(ρ′12)

2
+ (ρ′′12)

2
]

√
ρ22

, t2 =
√
ρ22, t3 =

ρ′12√
ρ22

, t4 = − ρ′′12√
ρ22

(3.19)

Ïðè ýòîì t1 è t2 ëåæàò â äèàïàçîíå [0, 1], à t3 è t4 � â äèà-
ïàçîíå [−1, 1]. Èç ôîðìóë (3.19) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò,
÷òî ìåæäó ìàòðèöàìè T̂ †T̂ è ρ̂0 èìååòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî
ìàòðèöû T̂ †T̂ ïàðàìåòðèçóþò ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö ρ̂0,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3.2).
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèò-
ìà íàõîæäåíèÿ ¾ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîãî¿ ðåøå-
íèÿ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé íàõîäèòñÿ
ρ̂lh, äîëæíà ó÷èòûâàòü ôèçè÷åñêèå ìåõàíèçìû, ïðèâîäÿ-
ùèå ê âîçíèêíîâåíèþ ïîãðåøíîñòåé. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ
òîëüêî ó÷åòîì ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòåé, òî â íàøåì
ñëó÷àå ïîãðåøíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè èçìåðåíèè çíà÷å-

íèÿ íàáëþäàåìîé
〈
Âν

〉
(å¼ ýêñïåðèìåíòàëüíîé îöåíêå),

îáóñëîâëåíû êâàíòîâîé ïðèðîäîé ôîòîäåòåêòèðîâàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíî âåëè÷èíà
〈
Âν

〉
ìîæåò

áûòü èçìåðåíà ëèøü ñ êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ, ò.å. ìîæåò
áûòü íàéäåíà òîëüêî åå îöåíêà, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðîé
ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå êîëè÷åñòâà çàðåãèñòðèðîâàííûõ
çà âðåìÿ èçìåðåíèÿ T ôîòîîòñ÷åòîâ Nν â ïðèñóòñòâèè
èëè îòñóòñòâèè ïîëÿðèçàöèîííîé ôèëüòðàöèè. Äëÿ ýòî-
ãî ñïåðâà ïðîèçâîäèòñÿ ¾íîðìèðîâî÷íîå¿ èçìåðåíèå, â
õîäå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî çàðåãèñòðèðîâàí-
íûõ ôîòîîòñ÷åòîâ çà âðåìÿ èçìåðåíèÿ T áåç ïðèìåíåíèÿ
ïîëÿðèçàöèîííîé ôèëüòðàöèè (íîðìèðîâî÷íîé ïîñòîÿí-
íîé N0). Çàòåì èçìåðÿåòñÿ êîëè÷åñòâî çàðåãèñòðèðîâàí-
íûõ çà âðåìÿ èçìåðåíèÿ T ôîòîîòñ÷åòîâ ïðè ïðèìåíåíèè
ïîëÿðèçàöèîííîé ôèëüòðàöèè. Â ñëó÷àå ïîëÿðèçàöèîí-

íûõ ñîñòîÿíèé âåëè÷èíà íàáëþäàåìîé
〈
Âν

〉
ðàâíà âåðî-

ÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ ôîòîíà ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð è, ñîîò-
âåòñòâåííî, îöåíêà ýêñïåðèìåíòàëüíîé îöåíêè âåëè÷èíû

íàáëþäàåìîé
〈
Âν

〉
ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

〈
Âν

〉
exper

= pν =
Nν

N0

, (3.20)

ãäå pν � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ôîòî-
íà ïðîéòè ÷åðåç èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè, ïðîïóñêàþùèé
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ïîëÿðèçàöèþ |ν⟩, à Nν� êîëè÷åñòâî ôîòîîòñ÷åòîâ, çàðå-
ãèñòðèðîâàííûõ çà âðåìÿ èçìåðåíèÿ T â ñëó÷àå, êîãäà
èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè ïðîïóñêàåò ôîòîíû â ñîñòîÿíèè
ïîëÿðèçàöèè |ν⟩.

Ïðè óñëîâèè Nν ≫ 1, ðàñïðåäåëåíèå P (Nν) áëèçêî ê ðàñ-
ïðåäåëåíèþ Ãàóññà, â êîòîðîì ñðåäíåå è ñòàíäàðòíîå îò-
êëîíåíèå ðàâíî λν :

P (Nν) ≈
1

λν
√
2π

exp

{
−
(
Nν − λν

)2
2λ

2

ν

}
. (3.21)

ãäå λν � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ Nν , ò.å. ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ ïðè èçìåðåíèè Nν .

Ò.ê. ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ
¾ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîãî¿ ðåøåíèÿ äëÿ îäíîôî-
òîííîãî è äâóõôîòîííîãî ñëó÷àåâ àíàëîãè÷íî, òî ìû íå
áóäåì ñïåöèàëüíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà íàõîæäåíèè ρ̂lh äëÿ
îäíîãî ôîòîíà, à ñðàçó ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è íà-
õîæäåíèÿ òîìîãðàôè÷åñêàÿ îöåíêè ìàòðèöû ïëîòíîñòè
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ äâóõôîòîí-
íîãî ïîëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Â ñëó÷àå ïîëÿðèçàöèè äâóõ ôîòîíîâ ìíîæåñòâî äîïó-
ñòèìûõ ðåøåíèé � ýòî ìíîæåñòâî ìàòðèö 4 × 4, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3.2) � ýðìèòîâîñòè, íîðìèðîâêè è
íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè. Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ óäîáíåå ïàðàìåòðèçîâàòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé � âûðàçèòü âñå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìàòðèö
÷åðåç 16 äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (t1, t2, ..., t16). Ïàðàìåòðè-
çàöèþ ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì
ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ̂lh â âèäå:
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ρ̂lh =
T̂ †T̂

Tr(T̂ †T̂ )
, (3.22)

ãäå

T̂ (t) =


t1 0 0 0

t5 + it6 t2 0 0
t11 + it12 t7 + it8 t3 0
t15 + it16 t13 + it14 t9 + it10 t4

 (3.23)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ρ̂lh óäîâëåòâîðÿåò (3.2). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ti ìîæíî ïîëó÷èòü èç ρ̂lh
[60]:

T̂ =



√
∆

M(1)
11

0 0 0

M(1)
12√

M(1)
11 M(2)

11,22

√
M(1)

11

M(2)
11,22

0 0

M(2)
12,23

√
ρ44

√
M(2)

11,22

M(2)
11,23

√
ρ44

√
M(2)

11,22

√
M(2)

11,22

ρ44
0

ρ41√
ρ44

ρ42√
ρ44

ρ43√
ρ44

√
ρ44


, (3.24)

ãäå ∆ = det ρ̂lh, M(1)
ij � ìèíîð ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å. îïðå-

äåëèòåëü ìàòðèöû 3× 3, ïîëó÷åííîé èç ρ̂lh ïóòåì âû÷åð-
êèâàíèÿ i−òîé ñòðîêè è j−òîãî ñòîëáöà, M(2)

ij,kl � ìèíîð
âòîðîãî ïîðÿäêà (îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç
ρ̂lh ïóòåì âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîê i è k è ñòîëáöîâ j è l ïðè
i ̸= k è j ̸= l).

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñòàòèñòèêó êîëè÷åñòâà ôîòîîòñ÷å-
òîâ â ν-òîì èçìåðåíèè ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü ãàóñ-
ñîâîé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Nν = N0 ⟨ψν | ρ̂lh |ψν⟩
è äèñïåðñèåé σν =

√
Nν , ãäå N0 � êàê è ðàíåå, êîëè÷åñòâî

60



ôîòîîòñ÷åòîâ çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ
ïîëÿðèçàöèîííîé ôèëüòðàöèè, à Nν ≫ 1, ν = 1, ..., 16.
Íîðìèðîâî÷íóþ ïîñòîÿííóþ ìîæíî âûðàçèòü êàê

N0 =
4∑

ν=1

Nν , (3.25)

ò.å. N0 ÷èñëåííî ðàâíà ñóììå ïåðâûõ ÷åòûðåõ òîìîãðà-
ôè÷åñêèõ èçìåðåíèé èç Òàáë. 3.1. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå òîìîãðàôè÷åñêèå èçìåðåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â ðåçóëüòàòå òîìîãðàôè÷åñêèõ èçìåðåíèé áóäóò ïîëó÷å-
íû çíà÷åíèÿ {N1, N2, ..., N16} ðàâíà

P (N1, N2, ..., N16) =
1

N0

16∏
ν=1

exp

[
−(Nν −N ν)

2

2σ2
ν

]
(3.26)

Íàèâåðîÿòíåéøàÿ îöåíêà ìàòðèöû ïëîòíîñòè � ýòî îöåí-
êà ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ̂p(t

0
1,t

0
2,..., t

0
16), ðåàëèçóþùàÿ ìàê-

ñèìóì âåðîÿòíîñòè (3.26):

P (N1, N2, ..., N16) =
1

N0

16∏
ν=1

exp

[
− [N0 ⟨ψν | ρ̂p(t1, t2, ..., t16) |ψν⟩ −Nν ]

2

2N0 ⟨ψν | ρ̂p(t1, t2, ..., t16) |ψν⟩

]
→ max

(3.27)

Ëîãàðèôìèðóÿ (3.27), ïîëó÷èì çàäà÷ó íà ìèíèìóì

L(t1, t2, ..., t16) = N0

16∑
ν=1

[⟨ψν | ρ̂p(t1, t2, ..., t16) |ψν⟩ − pν ]
2

2 ⟨ψν | ρ̂p(t1, t2, ..., t16) |ψν⟩
→ min,

(3.28)
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ãäå ôóíêöèÿ L(t1, ..., t16) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïî-
äîáèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è (3.28) ðåàëèçîâàíî â ïðîãðàììíîì
îáåñïå÷åíèè [61] äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèâåðîÿòíåéøåé îöåí-
êè ìàòðèöû ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ âõîäèò â ñîñòàâ êâàíòî-
âîãî òîìîãðàôà, îïèñàíèå êîòîðîãî ïðèâåäåíî â ãëàâå 4.
Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìóì âûðàæåíèÿ (3.28) íå çàâèñèò îò
N0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàèâåðîÿòíåéøåå ïðèáëèæåíèå â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ó÷èòûâàåò ïîãðåøíîñòü òîìî-
ãðàôè÷åñêèõ èçìåðåíèé, âûçâàííóþ äðîáîâûì øóìîì, è
íå ó÷èòûâàåò ïîãðåøíîñòü, îáóñëîâëåííóþ êîíå÷íîé òî÷-
íîñòüþ óñòàíîâêè ôàçîâûõ ïëàñòèíîê ïðè ïðîâåäåíèè
ýòèõ èçìåðåíèé. Îäíàêî, ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè,
ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ëèíåéíîé ðåêîíñòðóêöèè
è íàèâåðîÿòíåéøåãî ïðèáëèæåíèÿ, äîëæíû ñîâïàäàòü ñ
òî÷íîñòüþ äî èõ ïîãðåøíîñòåé, è âíåñåíèå äîïîëíèòåëü-
íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ëèøü
óñëîæíèò âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó, íå óëó÷øèâ ñóùå-
ñòâåííî ðåçóëüòàò.

3.2.1 Àíàëèç èñòî÷íèêîâ îøèáîê èçìåðå-
íèé

Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû ïëîòíîñòè äîëæíû áûòü èçìåðåíû ëèøü âåëè-
÷èíû Nν , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êîëè÷åñòâî ôîòîîòñ÷å-
òîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ ôîòîäåòåêòîðîì, ïîñëå ïðîõîæ-
äåíèÿ ôîòîíîâ ÷åðåç èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè, óñòàíîâ-
ëåííûé â ñîñòîÿíèå ν. Ñõåìà èçìåðåíèÿ Nν ïðèâåäåíà
íà ðèñ.3.1. Ìåòîäèêà èçìåðåíèÿ îñíîâàíà íà ñõåìå ñîâ-
ïàäåíèé. Êàæäûé èç ôîòîíîâ áèôîòîííîé ïàðû ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ ïîëÿðèçàöèîííîãî ôèëüòðà ïîñòóïàåò íà
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ñâîé ñ÷åò÷èê îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ. Ñ âûõîäà ñ÷åò÷èêîâ
èìïóëüñû ôîòîîòñ÷åòîâ ïîñòóïàþò íà ñõåìó ñîâïàäåíèé,
ãäå ñ ïîìîùüþ âðåìÿ-öèôðîâîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ âðåìÿ èõ ïîÿâëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ñâîäÿòñÿ â
òàáëèöó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.3.1.

Ñìûñë ñõåìû ñîâïàäåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè îá-
ðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ìû ó÷èòûâàåì òîëüêî òå
ðåçóëüòàòû, â êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ñðàáîòàëè îáà ñ÷åò-
÷èêà, ò.å. áûëè çàðåãèñòðèðîâàíû èìïóëüñû ôîòîîòñ÷å-
òîâ â îäíî è òîæå âðåìÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäèêè
ñîâïàäåíèé ïðîöåäóðà èçìåðåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Çàäàþòñÿ èçìåðèòåëüíûé èíòåðâàë T , ò.å.
âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèå ôîòî-
îòñ÷åòîâ, è âðåìåííîå îêíî τ , ïðè ïîïàäàíèè â êîòîðîå
èìïóëüñû ôîòîîòñ÷åòîâ ñ 1-ãî è 2-ãî ñ÷åò÷èêîâ ñ÷èòàþòñÿ
ñîâïàäàþùèìè, ò.å. èíèöèèðîâàííûìè ôîòîíàìè îò îä-
íîé ôîòîííîé ïàðû. Âñå íåñîâïàäàþùèå ôîòîîòñ÷åòû èã-
íîðèðóþòñÿ. Åñëè îáðàòèòüñÿ ê ðèñ.3.1, òî ïðè îáðàáîòêå
ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèÿ áóäóò ó÷òåíû òîëüêî ðåçóëüòàòû,
çàðåãèñòðèðîâàííûå â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t4, t7.

Òàêàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ðàäèêàëüíûì îáðàçîì ïîäà-
âèòü êàê îïòè÷åñêèå, òàê è òåìíîâûå øóìû, åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì âîçíèêàþùèå ïðè èçìåðåíèÿõ íà óðîâíå
ñ÷åòà îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ, à òàêæå äàåò âîçìîæíîñòü
óñòðàíèòü âëèÿíèå îäíîãî èç ñàìûõ ñåðüåçíûõ íåäîñòàò-
êîâ ðåæèìà ñ÷åòà ôîòîíîâ, ñâÿçàííîãî ñ íåèäåàëüíîñòüþ
ñ÷åò÷èêîâ, âûðàæàþùåãîñÿ â òîì, ÷òî êâàíòîâûå ýôôåê-
òèâíîñòè ñ÷åò÷èêîâ η < 1. Îòëè÷èå êâàíòîâîé ýôôåê-
òèâíîñòè ñ÷åò÷èêîâ îò 1 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ïîïà-
äàíèè êîððåëèðîâàííîé ïàðû ôîòîíîâ íà ñ÷åò÷èêè îäèí
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Ðèñ. 3.1: Áëîê-ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ñõåìû ñîâïàäåíèé ïðè
îáðàáîòêå äàííûõ ñ ôîòîäåòåêòîðîâ

ñ÷åò÷èê ñðàáàòûâàåò (ïîÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ ôîòîîòñ÷åòà),
à âòîðîé íåò.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñîñðåäîòî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ îøèáêàõ, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîâûìè ôëóêòóàöè-
ÿìè ñâåòà, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ çíà÷èòåëüíûìè ïðè îäíî-
ôîòîííîì ðåæèìå. Êîíå÷íî, îñòàþòñÿ èíñòðóìåíòàëüíûå
îøèáêè, íàïðèìåð, ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè, îáóñëîâëåí-
íûå íåñòàáèëüíîñòüþ ìîùíîñòè ëàçåðà íàêà÷êè è òåìïå-
ðàòóðû â ïîìåùåíèè, îøèáêè, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì òåì-
íîâûõ è îïòè÷åñêèõ øóìîâ â îäíîôîòîííûõ äåòåêòîðàõ,
îøèáêè, ñâÿçàííûå ñ íåòî÷íîñòüþ óñòàíîâêè ïîëÿðèçà-
öèîííûõ ýëåìåíòîâ è ò.ï. Îäíàêî, âñå óêàçàííûå èñòî÷-
íèêè îøèáîê ìîãóò áûòü ñíèæåíû äî íåîáõîäèìîãî óðîâ-
íÿ ïóòåì óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ðåãèñòðèðóþùåé àïïàðàòó-
ðû. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè,
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ñâÿçàííûå ñ êâàíòîâûìè ôëóêòóàöèÿìè, íå ìîãóò áûòü
óñòðàíåíû ñ ïîìîùüþ óëó÷øåíèÿ àïïàðàòóðû. Êðîìå òî-
ãî, òàêèå èñòî÷íèêè îøèáîê ÿâëÿþòñÿ íåòèïè÷íûìè äëÿ
ñëîæèâøåéñÿ ìåòðîëîãèè êëàññè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà
è, íà íàø âçãëÿä, òðåáóþò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà äëÿ íàêà÷êè ÑÏÐ-èñòî÷íèêà
èñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíûé ëàçåð. Êàê ñëåäóåò èç ôèçè-
÷åñêîãî ìåõàíèçìà ÑÏÐ, âðåìåíà ïîÿâëåíèÿ ôîòîííûõ
ïàð íà âûõîäå òàêîãî èñòî÷íèêà áóäóò ñëó÷àéíûìè, à
èõ ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ãåíåðàöèè áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà èí-
òåíñèâíîñòè íàêà÷êè. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü p ïîÿâëåíèÿ
ôîòîííûõ ïàð â ðåçóëüòàòå ÑÏÐ â åäèíèöó âðåìåíè áó-
äåò ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè âåëè÷èíîé. Êàê
èçâåñòíî èç òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñòàòèñòèêà ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà ñ âûøåïåðå÷èñëåííûìè óñëîâèÿìè ÿâ-
ëÿåòñÿ Ïóàññîíîâñêîé, ò.å. âåðîÿòíîñòü Pn ïîÿâëåíèÿ n
áèôîòîíîâ â òå÷åíèå èçìåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà T çàäà-
åòñÿ âûðàæåíèåì:

Pn = λn
eλ

n!
(3.29)

ãäå λ = pT � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ôîòîíîâ, ïîÿâëÿþùèõñÿ
â òå÷åíèå âðåìåíè T .

Ïðè ïðîâåäåíèè ëþáîãî èç 16-òè òîìîãðàôè÷åñêèõ èçìå-
ðåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. (3.1), êàæäûé èç ôîòî-
íîâ ïàðû ïðîõîäèò ÷åðåç îäèí èç ïðîåêòîðîâ Ï1 è Ï2,
è çàòåì ðåãèñòðèðóþòñÿ äåòåêòîðàìè îäèíî÷íûõ ôîòî-
íîâ Ä1 è Ä2. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîåêòîð è äåòåêòîð âìå-
ñòå ñîñòàâëÿþò èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè, î êîòîðîì øëà
ðå÷ü â ðàçäåëå 3.1.2. Ïðè k−ì òîìîãðàôè÷åñêîì èçìåðå-
íèè ïðîåêòîðû ïðîïóñêàþò ôîòîííûå ïàðû â ñîñòîÿíèè
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|ψk⟩ = |ψ1
k⟩⊗ |ψ2

k⟩, ãäå
∣∣ψ1,2

k

〉
� êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ-

ðèçàöèè, ïðîïóñêàåìîé ïåðâûì è âòîðûì ïðîåêòîðàìè,
ñîîòâåòñòâåííî. Ò. å. ôîòîíû îêàçûâàþòñÿ â ôàêòîðèçî-
âàííîì ñîñòîÿíèè. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà
ôîòîíà èç ïàðû ïðîéäóò ÷åðåç ïðîåêòîðû îäíîâðåìåííî,
ðàâíà pk = ⟨ψk| ρ̂ |ψk⟩. Åñëè îáà ôîòîíà ïðîøëè ÷åðåç ïðî-
åêòîðû, òî îíè ïîïàäàþò íà äåòåêòîðû, ïðè ýòîì ïåðâûé
ôîòîí ðåãèñòðèðóåòñÿ ñ ýôôåêòèâíîñòüþ η1, à âòîðîé �
c ýôôåêòèâíîñòüþ η2. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü îäíî-
âðåìåííîé ðåãèñòðàöèè äâóõ ôîòîîòñ÷åòîâ ζk = pkη1η2.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òîìîãðàôè÷åñêîé ïðîöåäóðîé òîëüêî
ýòè ôîòîîòñ÷åòû ó÷èòûâàþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Âñå îñòàëüíûå èñõîäû ñ÷èòàþòñÿ
íåóñïåøíûìè.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ñòàòèñòèêè ñîâïàäàþùèõ
ïî âðåìåíè ôîòîîòñ÷åòîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ýôôåêòèâ-
íîñòü ðåãèñòðàöèè ôîòîííîé ïàðû ζk < 1. Ò.ê. ôîòî-
íû ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïðîåêòîðîâ Ï1 è Ï2 íå çàïóòà-
íû, òî ïðîöåññ ðåãèñòðàöèè ôîòîííîé ïàðû äåòåêòîðàìè
Ä1 è Ä2 ìîæåò áûòü ñâåäåí [62] ê ñòàíäàðòíîé êëàññè-
÷åñêîé çàäà÷å òåîðèè âåðîÿòíîñòåé: èìååòñÿ n ôîòîííûõ
ïàð, íåçàâèñèìî ïàäàþùèõ íà äåòåêòîðû, ïðè ýòîì ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ ζk îáà äåòåêòîðà ñðàáîòàþò. Òðåáóåòñÿ íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå ïîïàäàíèÿ íà ôîòîäåòåê-
òîð n áèôîòîíîâ, áóäåò çàðåãèñòðèðîâàíî m ñðàáàòûâà-
íèé îáîèõ äåòåêòîðîâ. Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ óñëîâíàÿ âå-
ðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

Q (m|n) = Cm
n ζ

n
k (1− ζk)

n−m, ãäå Cm
n =

n!

m! (n−m)!
� áè-

íîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò. Òîãäà áåçóñëîâíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå êîëè÷åñòâà ôîòîîòñ÷åòîâ Qm, çàðåãèñòðèðîâàííûõ
çà âðåìÿ T , áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñâåðòêîé ðàñïðåäåëåíèÿ
Pn ñ Q (m|n):
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Qm =
∑
n≥m

Cm
n ζ

n
k (1− ζk)

n−m Pn (3.30)

Âåëè÷èíà èçìåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà T âõîäèò â ôîðìóëó
(3.30) ÷åðåç âåðîÿòíîñòè Pn.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè îãðàíè÷åííîé ýôôåêòèâíîñòè ðåãè-
ñòðàöèè ôîòîíîâ η < 1 ñòàòèñòèêà ôîòîîòñ÷åòîâ ïðè ïðî-
èçâîëüíîì Pn íå áóäåò ïîâòîðÿòü ñòàòèñòèêó ôîòîíîâ.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå îòíîñèòåëüíîé îøèá-
êè ïðè îïðåäåëåíèè ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà ôîòîîòñ÷åòîâ,
îáóñëîâëåííîé êîíå÷íîñòüþ âûáîðêè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

îòíîñèòåëüíîé îøèáêè δ =
σ

⟨m⟩
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü

ñðåäíåå çíà÷åíèå ⟨m⟩ êîëè÷åñòâà ôîòîîòñ÷åòîâ çà âðåìÿ
T è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå σ ðàñïðåäåëåíèÿ ôîòîîòñ÷å-
òîâ, çàäàííîå ôîðìóëîé (3.30).

Èçâåñòíî [63] (ñì. òàêæå [62]), ÷òî ïðè áèíîìèàëüíîì ïðå-
îáðàçîâàíèè (3.30) ðàñïðåäåëåíèÿ Pn ôàêòîðèàëüíûå ìî-
ìåíòû ðàñïðåäåëåíèé Qm è Pn ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

⟨m(l)⟩ = ζ lk⟨n(l)⟩, (3.31)

ãäå ⟨m(l)⟩ = ⟨m (m− 1) . . . (m− l + 1)⟩� ôàêòîðèàëüíûé
ìîìåíò l-ãî ïîðÿäêà ðàñïðåäåëåíèÿ Qm, à ⟨n(l)⟩� ôàêòî-
ðèàëüíûé ìîìåíò l-ãî ïîðÿäêà ðàñïðåäåëåíèÿ Pn. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ (3.31) ïîëó÷àåì, ÷òî ⟨m⟩ = ζk⟨n⟩ è σ2

m =
ζ2kσ

2
n+⟨n⟩ (ζk − ζ2k). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â íàøåé çàäà÷å ðàñïðå-

äåëåíèå ôîòîíîâ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì, äëÿ êîòîðîãî
⟨n⟩ = λ, σ2

n = λ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî σ2
m = ζkλ.
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Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå äàåò âîçìîæíîñòü â ÿâíîì âèäå
ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ îòíîñèòåëüíîé îøèáêè, ñâÿçàí-
íîé ñ êâàíòîâûìè ôëóêòóàöèÿìè ñâåòîâîãî ïîëÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ò.ê. ⟨m⟩ = ⟨m(1)⟩ è ⟨n⟩ = λ, ïîëó÷àåì, ÷òî

δ =
σm
⟨m⟩

=

√
ζkλ

ζkλ
=

1√
ζkλ

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ = pT è ζk = pkη1η2, ïîëó÷àåì äëÿ ñòà-
òèñòè÷åñêîé îøèáêè êîëè÷åñòâà ñîâïàäåíèé ñëåäóþùóþ
ôîðìóëó:

δ =
1√

pkη1η2pT
. (3.32)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îòíîñèòåëü-
íàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ îøèáêà êîëè÷åñòâà ñîâïàäåíèé, ñâÿ-
çàííàÿ ñ êâàíòîâûìè ôëóêòóàöèÿìè ñâåòîâîãî ïîëÿ, ìî-
æåò áûòü ñíèæåíà äî ëþáîãî æåëàåìîãî óðîâíÿ çà ñ÷åò
óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè T , ò.ê. âñå îñòàëüíûå âåëè÷èíû, âõî-
äÿùèå â ôîðìóëó äëÿ δ, ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Äåéñòâè-
òåëüíî, â êîíêðåòíîì ýêñïåðèìåíòå âåðîÿòíîñòü ïîÿâëå-
íèÿ ôîòîííîé ïàðû p ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé, â
÷àñòíîñòè, îò ìîùíîñòè íàêà÷êè è ýôôåêòèâíîñòè íåëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîòîíîâ â ïðîöåññå ÑÏÐ. Ýô-
ôåêòèâíîñòè äåòåêòèðîâàíèÿ η1, η2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîí-
ñòàíòàìè, çàâèñÿùèìè îò êâàíòîâûõ âûõîäîâ ôîòîäèî-
äîâ, ýôôåêòèâíîñòè çàâåäåíèÿ èçëó÷åíèÿ â äåòåêòîðû è
ïàðàìåòðîâ ýëåêòðîííûõ ñõåì ñ÷åò÷èêîâ, à pk îïðåäåëÿ-
åòñÿ èçìåðÿåìûì êâàíòîâûì ïîëÿðèçàöèîííûì ñîñòîÿíè-
åì ôîòîííûõ ïàð, à òàêæå íîìåðîì òîìîãðàôè÷åñêîãî
èçìåðåíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî η1η2ppkT = ⟨Nk⟩ôîðìóëó (3.32) äëÿ îøèá-
êè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå, â êîòîðîì îíà â äàëüíåé-
øåì áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿ îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ:
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δk =
1√
Nk

, (3.33)

ãäå ïîëîæåíî ⟨Nk⟩ ≈ Nk, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íàøèõ èç-
ìåðåíèé, ò.ê. ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ êî-
ëè÷åñòâà ñîâïàäåíèé Nk ≫ 1. Ïðèìåðû çíà÷åíèé Nk, ïî-
ëó÷åííûå â ñåðèè òîìîãðàôè÷åñêèõ èçìåðåíèé, ïðèâåäå-
íû â òàáë. 4.5, èç êîòîðîé òàêæå âèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ
àáñîëþòíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ îøèáêà △rc = Nkδk = 3, 6.

Èç âñåõ èíñòðóìåíòàëüíûõ îøèáîê, êîòîðûå ñóùåñòâåí-
íî âëèÿþò íà ïîãðåøíîñòü òîìîãðàôè÷åñêèõ èçìåðåíèé
â íàøåé ýêñïåðèìåíòàëüíîé êîíôèãóðàöèè, âûäåëÿåòñÿ
ëèøü îäíà � èíñòðóìåíòàëüíàÿ îøèáêà ïðè óñòàíîâêå
âîëíîâûõ ïëàñòèíîê, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â k-ì
èçìåðåíèè èçìåðÿåòñÿ ïðîåêöèÿ íå íà ñîñòîÿíèå, çàäàí-
íîå â òàáë. 4.5, à íà èñêàæåííîå ñîñòîÿíèå. ×òî, åñòåñòâåí-
íî, èñêàæàåò è Nk. Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå Nk, âûçâàí-
íîå íåòî÷íîñòüþ óñòàíîâêè âîëíîâûõ ïëàñòèíîê Ïðîåê-
òîðîâ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [60]

∆N
(wp)
k =

√√√√ 4∑
s=1

16∑
ϵ,λ=1

f
(s)
k,ϵ f

(s)
k,λNϵNλ, (3.34)

ãäå f
(s)
ν,µ =

{
∂
∂θs

⟨ψν |
}
M̂µ |ψν⟩+ ⟨ψν | M̂µ

{
∂
∂θs

|ψν⟩
}
,

|ψν⟩ = |ψν(θ1, θ2, θ3, θ4)⟩ � êàê è ðàíüøå, êâàíòîâîå ñîñòîÿ-
íèå, ïðîïóñêàåìîå ïðîåêòîðàìè â ν−òîì èçìåðåíèè, ïðè
ýòîì ó÷òåíà çàâèñèìîñòü ýòîãî ñîñòîÿíèÿ îò óãëîâ óñòà-
íîâêè âîëíîâûõ ïëàñòèíîê θs. ×åòâåðòüâîëíîâûå è ïîëó-
âîëíîâûå ïëàñòèíêè Ïðîåêòîðîâ ïðîíóìåðîâàíû èíäåê-
ñîì s.
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Â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ ïîãðåøíîñòü óñòàíîâêè âîëíî-
âûõ ïëàñòèíîê ñîñòàâëÿëà △θ ∼ 1î. Âåëè÷èíà âíîñèìîé
â òîìîãðàôè÷åñêèå èçìåðåíèÿ èíñòðóìåíòàëüíîé îøèá-
êè ïðèâåäåíà â òàáë. 4.5, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî ýòîò âèä
îøèáêè ñîïîñòàâèì ñ ñòàòèñòè÷åñêîé îøèáêîé.

Âêëàä îñòàëüíûõ èíñòðóìåíòàëüíûõ îøèáîê, âûçûâàå-
ìûõ îïòè÷åñêèìè è òåìíîâûìè øóìàìè ôîòîäåòåêòî-
ðîâ, íåñóùåñòâåíåí. Äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâî ñëó÷àé-
íûõ ñîâïàäåíèé, âûçâàííûõ øóìàìè, ìîæíî îöåíèòü
ñâåðõó êàê Nrc = R1R2τT , ãäå Nrc � êîëè÷åñòâî ñëó÷àé-
íûõ ñîâïàäåíèé, R1,2 - ñêîðîñòè ñ÷åòà ïåðâîãî è âòîðîãî
ôîòîäåòåêòîðîâ, τ è T - êàê è ðàíüøå, øèðèíà âðåìåí-
íîãî îêíà è äëèòåëüíîñòü èçìåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Â
íàøåì ñëó÷àå R1 ≈ R2 ∼ 1, 5× 103c−1, τ = 8 íñ, T = 30 c,
îòêóäà ⟨Nrc⟩ ∼ 0, 54, ÷òî íàìíîãî ìåíüøå êàê ñòàòèñòè-
÷åñêîé îøèáêè, òàê è îøèáêè, ñâÿçàííîé ñ íåòî÷íîñòüþ
óñòàíîâêè ïëàñòèíîê.

3.2.2 Ðàñ÷åò ïîãðåøíîñòåé îïðåäåëåíèÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

Ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè [60]

(∆Reρ̂ij)
2 =

16∑
ν=1

((ReM̂ν)ij)
2Λν ,

(∆Imρ̂ij)
2 =

16∑
ν=1

((ImM̂ν)ij)
2Λν ,

(3.35)

ãäå

Λν =

[
sν
N0

+
4∑

i=1

16∑
ϵ,λ=1

f (i)
ν,ϵf

(i)
ν,λsϵsλ(∆θ)

2

]
, (3.36)
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f (i)
ν,µ =

{
∂

∂θν,i
⟨ψν |

}
M̂µ |ψν⟩+⟨ψν | M̂µ

{
∂

∂θν,i
|ψν⟩

}
, (3.37)

à sν = Nν/N0, i íóìåðóåò ôàçîâûå ïëàñòèíêè óíèâåðñàëü-
íûõ ïîëÿðèçàòîðîâ. Âû÷èñëÿåìûå ïîãðåøíîñòè ó÷èòûâà-
þò îøèáêó ïðè óñòàíîâêå ôàçîâûõ ïëàñòèí êâàíòîâîãî
òîìîãðàôà (∆θ) è íàëè÷èå äðîáîâîãî øóìà.

3.2.3 Ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê êâàíòîâîãî
ñîñòîÿíèÿ è èõ ïîãðåøíîñòåé

Íà îñíîâàíèè âû÷èñëåííîé íàèâåðîÿòíåéøåé îöåíêè ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû õàðàêòåðèñòèêè
êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, îïèñàííûå â ãëàâå 1, à òàê æå ïî-
ãðåøíîñòè èõ âû÷èñëåíèÿ, âîçíèêàþùèå èç-çà íàëè÷èÿ
äðîáîâîãî øóìà è êîíå÷íîé òî÷íîñòè óñòàíîâêè ôàçîâûõ
ïëàñòèí óíèâåðñàëüíûõ ïîëÿðèçàòîðîâ.

3.2.3.1 Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà

Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà SN(ρ̂) äëÿ äâóõôîòîííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

SN(ρ̂) = −
4∑

a=1

pa log2 pa, (3.38)

ãäå pa � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Ïî-
ãðåøíîñòü îïðåäåëÿëàñü â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì

(∆SN)
2 =

16∑
ν=1

(
4∑

a=1

⟨ϕa| M̂ν |ϕa⟩
1 + ln pa

ln 2

)2

Λν (3.39)
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3.2.3.2 Ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ

Ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ SL äëÿ äâóõôîòîííîãî ñîñòîÿíèÿ ìî-
æåò áûòü âû÷èñëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

SL(ρ̂) =
4

3
(1−

4∑
a=1

p2a) (3.40)

Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè âû÷èñëÿ-
ëàñü ñîãëàñíî

(∆SL)
2 =

16∑
ν=1

(
8

3

16∑
µ=1

Tr{M̂µM̂ν}sµ)2Λν (3.41)

3.2.3.3 Çàïóòàííîñòü

îïèñàíà â ðàçäåëå 1.2.1.

Õàðàêòåðèñòèêà çàïóòàííîñòè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â
ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [15].
Ñíà÷àëà íà îñíîâå ìàòðèöû ïëîòíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ìàò-
ðèöà ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì ïåðåâîðîòà âñåõ ñïè-
íîâ. Îíà èìååò âèä èìååò âèä

ˆ̃ρ = (σ̂2 ⊗ σ̂2)ρ̂
∗(σ̂2 ⊗ σ̂2). (3.42)

Äëÿ íåå ââîäèòñÿ íåýðìèòîâà ìàòðèöà

R̂ = ρ̂ ˆ̃ρ (3.43)

Ïðè ýòîì çàïóòàííîñòü ðàâíà
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C(ρ̂) = max{0,
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4}, (3.44)

ãäå λi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ R̂ (1.20), óïîðÿäî÷åííûå
â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå.

Ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ çàïóòàííîñòè âû÷èñëÿåòñÿ
ñîãëàñíî âûðàæåíèþ

(∆C)2 =
16∑
ν=1

[
4∑

a=1

16∑
µ=1

sign(
3

2
− a)

1

2
√
ra

⟨ξa| q̂µνsµ |ζa⟩

]2
Λν ,

(3.45)
ãäå sign(x) = 1 ïðè x ⩾ 0; sign(x) = −1 ïðè x < 0,

q̂µν = M̂µΣ̂M̂
T
ν Σ̂ + M̂νΣ̂M̂

T
µ Σ̂,

Σ̂ ≡ σ̂2 ⊗ σ̂2 =


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 ,
(3.46)

à ⟨ξa|, |ζa⟩ è ra � ëåâûå è ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû R̂, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâ-
íûå

⟨ξa| R̂ = ra ⟨ξa|
R̂ |ζ⟩ = ra |ζa⟩ .

(3.47)

3.2.3.4 Ñöåïëåííîñòü

Ïî îïðåäåëåíèþ T (ρ̂) = C(ρ̂)2. Ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ
ñöåïëåííîñòè åñòü

∆T = 2C∆C (3.48)
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3.2.3.5 Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ

Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ E(ρ̂) = min
∑

i piE(ψi)
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç çàïóòàííîñòü (1.26). Ýòî äà-
åò âîçìîæíîñòü ïîñëå ðàñ÷åòà çàïóòàííîñòè ïî ôîð-
ìóëå (1.26) ðàññ÷èòàòü ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ.
Ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðåïóòûâàíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

∆E =
C

2
√
1− C2

h′
(
1 +

√
1− C2

2

)
∆C (3.49)
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3.3 Ðàñ÷åò ïîãðåøíîñòè îïðåäåëå-

íèÿ Ôèäåëèòè

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ êâàíòîâîé îïòèêè ïðè ïåðåõîäå ê
èíäóñòðèàëüíîìó ýòàïó ðàçâèòèÿ êâàíòîâûõ òåõíîëîãèé
ÿâëÿåòñÿ ñåðòèôèêàöèÿ ìàëîôîòîííûõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà.
Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè èñòî÷íèêà ïîäõîäèò ïàðàìåòð Ôè-
äåëèòè (F ), êîòîðûé ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå
(1.27) èëè (1.28). Ïîãðåøíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðå-
äåëåíèÿ Ôèäåëèòè ïî ðåçóëüòàòàì ïðîöåäóðû êâàíòîâîé
òîìîãðàôèè îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü èñ-
òî÷íèê äîëæåí ãåíåðèðîâàòü ñîñòîÿíèå |Ψ⟩, ðàçëîæåíèå
êîòîðîãî ïî áàçèñíûì âåêòîðàì èìååò âèä

|Ψ⟩=
∑
i

Ci |ϕi⟩ , (3.50)

ãäå |ϕi⟩ � áàçèñíûå âåêòîðà. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ïëîò-
íîñòè òàê æå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðà

ρ̂=
∑
ij

ρij |ϕi⟩ ⟨ϕj| (3.51)

Òîãäà Ôèäåëèòè ìîæíî âûðàçèòü êàê [64]

F = ⟨Ψ| ρ̂ |Ψ⟩ =
∑
ij

CiρijC
∗
j =

∑
ij

σjiρij, (3.52)

ãäå ââåäåíà ýðìèòîâà ìàòðèöà σij = C∗
i Cj. Ôèäåëèòè ïðè

ýòîì ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå
÷àñòè ìàòðèö σij è ρij. Ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû, ñîñòîÿùèå
èç ïðîèçâåäåíèé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè íà ìíèìóþ, ñî-
êðàùàþòñÿ èç-çà ýðìèòîâîñòè ìàòðèö σij è ρij. À ðåçóëü-
òàòå èìååì
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F =
∑
ij

(ReσijReρji − ImσijImρji)

=
∑
k

ReσkkReρkk + 2
∑
i>j

(ReσijReρji − ImσijImρji).

(3.53)

Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè
Ôèäåëèòè

(∆F )2 =
∑
ij

(2−δij)[(Reσij)2(∆Reρij)2+(Imσij)
2(∆Imρij)

2],

(3.54)
ãäå ∆Reρij è ∆Imρij � ïîãðåøíîñòè äåéñòâèòåëüíîé è
ìíèìîé ÷àñòåé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ñîîòâåò-
ñòâåííî.
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Ãëàâà 4

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ

ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâîé

òîìîãðàôèè

ïîëÿðèçàöèîííûõ

ñîñòîÿíèé áèôîòîíîâ

4.1 Óñòàíîâêà äëÿ èçìåðåíèÿ çàïó-

òàííûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ ñî-

ñòîÿíèé áèôîòîíîâ ñ ïîìîùüþ

êâàíòîâîãî òîìîãðàôà

Ñõåìà óñòàíîâêè äëÿ èçìåðåíèÿ ïîëÿðèçàöèîííûõ êâàí-
òîâûõ ñîñòîÿíèé áèôîòîíîâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.4.1.
Â óñòàíîâêå, êðîìå êâàíòîâîãî òîìîãðàôà (Èçìåðèòåëÿ
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé) èìååòñÿ òàê æå èñòî÷íèê çàïóòàí-
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íûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ôîòîííûõ ïàð (Èñòî÷íèê êîððåëè-
ðîâàííûõ ïî âðåìåíè ôîòîííûõ ïàð), ñîñòîÿíèå êîòîðîãî
èçìåðÿåòñÿ êâàíòîâûì òîìîãðàôîì.

Ðèñ. 4.1: Ñõåìà êâàíòîâîãî òîìîãðàôà äëÿ èçìåðåíèÿ ïî-
ëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé áèôîòîíîâ. Laser � þñòèðîâî÷-
íûé ëàçåð, Laser 405nm � ëàçåð íàêà÷êè, M1,M2,M3 �
çåðêàëà, Q,Q1 � êâàðöåâûå êîìïåíñàöèîííûå êðèñòàë-
ëû, D1 − D5 � èðèñîâûå äèàôðàãìû, Comp � êîìïåí-
ñàöèîííûå êðèñòàëëû, 2x − BBO � äâîéíîé êðèñòàëë
BBO, λ/2, λ/4 � ïîëó- è ÷åòâåðòüâîëíîâûå ïëàñòèíêè,
P � ïîëÿðèçàòîð, IF405 è IF810 � èíòåðôåðåíöèîííûå
ïîëîñîâûå ñâåòîôèëüòðû ñ öåíòðàëüíîé äëèíîé âîëíû
ïðîïóñêàíèÿ 405 íì è 810 íì, ñîîòâåòñòâåííî, C � êîë-
ëèìàòîð, PD � äåòåêòîð îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ, ID800 �
âðåìÿ-öèôðîâîé ïðåîáðàçîâàòåëü idQuantique id800, PC
� êîìïüþòåð. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé âûäåëåíû: Èñòî÷íèê
êîððåëèðîâàííûõ ïî âðåìåíè ôîòîííûõ ïàð è Èçìåðè-
òåëü êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé (êâàíòîâûé òîìîãðàô).
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Èñòî÷íèê êîððåëèðîâàííûõ ïî âðåìåíè ôîòîííûõ ïàð
ñîñòîèò èç ëàçåðà (Laser 405 nm), èçëó÷àþùåãî íà äëèíå
âîëíû 405 íì è èìåþùåãî ìîùíîñòü 30ìÂò â ïîñòî-
ÿííîì ðåæèìå, ïîëóâîëíîâîé ïëàñòèíêè λ/2, ñëóæà-
ùåé äëÿ ïîâîðîòà ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè ëàçåðà íà-
êà÷êè, êâàðöåâîé êîìïåíñàöèîííîé ïëàñòèíêè Q, âíîñÿ-
ùåé îòíîñèòåëüíóþ ãðóïïîâóþ çàäåðæêó äëÿ ãîðèçîí-
òàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿðèçàöèè ëà-
çåðà íàêà÷êè, òîíêîé êâàðöåâîé ïëàñòèíêè Q1, ðåãó-
ëèðóþùåé ôàçîâóþ çàäåðæêó ìåæäó ãîðèçîíòàëüíîé è
âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùèìè íàêà÷êè ïðè å¼ ïîâîðî-
òå âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, èíòåðôåðåíöèîííîãî ñâå-
òîôèëüòðà IF405 è äâîéíîãî íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà
BBO (Newlightphotonics PABBO5050-405(I)-HA3). Äâîé-
íîé íåëèíåéíûé êðèñòàëë ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ
íåëèíåéíûõ êðèñòàëëîâ BBO, â êîòîðûõ ðåàëèçîâàí ñèí-
õðîíèçì ïåðâîãî òèïà (e−oo), ò.å. â êîòîðîì âîëíà íàêà÷-
êè, èìåþùàÿ íåîáûêíîâåííóþ ïîëÿðèçàöèþ, ðàñïàäàåò-
ñÿ íà äâå âîëíû,èìåþùèå îáûêíîâåííóþ ïîëÿðèçàöèþ è
óñëîâíî íàçûâàåìûå ñèãíàëüíîé âîëíîé (ñ áîëüøåé ÷à-
ñòîòîé), è õîëîñòîé (ñ ìåíüøåé ÷àñòîòîé). Íàêà÷êà èìå-
åò äëèíó âîëíû 405 íì, à ñèãíàëüíàÿ è õîëîñòàÿ âîëíû
� 810 íì, ïðè ýòîì óãîë ðàññåÿíèÿ ñîñòàâëÿåò 3◦. Îòìå-
òèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà äëèí âîëí è óãëîâ ðàññåÿ-
íèÿ ñèãíàëüíîé è õîëîñòîé âîëí, ñèãíàëüíàÿ è õîëîñòàÿ
âîëíû ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íû, è âûáîð, êàêóþ âîëíó ñ÷è-
òàòü õîëîñòîé, à êàêóþ ñèãíàëüíîé, ïðîèçâîëåí. Â äâîé-
íîì íåëèíåéíîì êðèñòàëëå ãëàâíûå ïëîñêîñòè íåëèíåé-
íûõ êðèñòàëëîâ îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, ïðè÷¼ì îä-
íà èç ãëàâíûõ ïëîñêîñòåé ñîâïàäàåò ñ ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòüþ (ñîñòàâëÿþùàÿ íàêà÷êè â ñèíõðîíèçìå èìååò
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ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ), à äðóãàÿ ãëàâíàÿ ïëîñ-
êîñòü ðàñïîëîæåíà âåðòèêàëüíî (ñîñòàâëÿþùàÿ íàêà÷-
êè, íàõîäÿùàÿñÿ â ñèíõðîíèçìå, èìååò âåðòèêàëüíóþ ïî-
ëÿðèçàöèþ). Â ïåðâîì êðèñòàëëå ðîæäàþòñÿ ôîòîííûå
ïàðû, â êîòîðûõ êàæäûé èç ôîòîíîâ èìååò âåðòèêàëü-
íóþ ïîëÿðèçàöèþ; ôîòîííûå ïàðû, ðîæäåííûå âî âòîðîì
êðèñòàëëå, èìåþò ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ. Ñîãëàñ-
íî çàêîíàì îïòèêè àíèçîòðîïíûõ ñðåä, íàêà÷êà, ïàäàÿ
íà íåëèíåéíûå êðèñòàëëû, ðàñïàäàåòñÿ íà äâå âîëíû �
îáûêíîâåííóþ è íåîáûêíîâåííóþ. Â ïåðâîì íåëèíåéíîì
êðèñòàëëå ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàêà÷êè ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíîé, è íàõîäèòñÿ â ñèíõðîíèç-
ìå, à âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íå íàõîäèòñÿ â ñèí-
õðîíèçìå. Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ÷åðåç âòîðîé êðèñòàëë
íàîáîðîò, âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàêà÷êè íàõîäèò-
ñÿ â ñèíõðîíèçìå, à ãîðèçîíòàëüíàÿ � íåò. Ïðè ïîâîðî-
òå ïîëóâîëíîâîé ïëàñòèíêè λ/2 ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè
ëàçåðà íàêà÷êè èçìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå, òåì ñàìûì
íàêà÷èâàÿ íåëèíåéíûå êðèñòàëëû ñ ðàçíîé èíòåíñèâíî-
ñòüþ. Òàê, åñëè ïåðåä íåëèíåéíûì êðèñòàëëîì ïîëÿðè-
çàöèÿ íàêà÷êè ãîðèçîíòàëüíàÿ èëè âåðòèêàëüíàÿ, òî íà-
êà÷èâàåòñÿ ïåðâûé èëè âòîðîé íåëèíåéíûé êðèñòàëë, ñî-
îòâåòñòâåííî, è ðîæäàþòñÿ ôîòîííûå ïàðû â ñîñòîÿíèè
|V V ⟩ èëè |HH⟩, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ïîëÿðèçàöèÿ ëàçå-
ðà íàïðàâëåíà ìåæäó ãîðèçîíòàëüþ è âåðòèêàëüþ, òî ãå-
íåðèðóþòñÿ ôîòîííûå ïàðû â çàïóòàííîì êâàíòîâîì ñî-
ñòîÿíèè. Îïòè÷åñêàÿ îñü òîíêîé êâàðöåâîé ïëàñòèíêè Q1
îðèåíòèðîâàíà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, è ïðè å¼ ïî-
âîðîòå âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè âåðòèêàëüíàÿ è ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàêà÷êè ïðèîáðåòàþò ðàçëè÷íóþ
ôàçó äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, à çíà÷èò, èçìåíÿåòñÿ è
ôàçà ìåæäó |V V ⟩ èëè |HH⟩. Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âíóò-
ðè êðèñòàëëà ïîëÿðèçàöèîííûå ñîñòàâëÿþùèå íàêà÷êè,
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à òàêæå èçëó÷åííûå ôîòîííûå ïàðû â ñîñòîÿíèè |V V ⟩
èëè |HH⟩ ïðèîáðåòàþò ðàçëè÷íóþ ãðóïïîâóþ çàäåðæêó
(¾öóãè¿ |V V ⟩ è |HH⟩ ìîãóò ñòàòü íå ñîâïàäàòü â ïðî-
ñòðàíñòâå). Òîëñòàÿ êâàðöåâàÿ ïëàñòèíêà Q âíîñèò ãðóï-
ïîâóþ çàäåðæêó ñ îáðàòíûì çíàêîì, òåì ñàìûì êîìïåí-
ñèðóÿ ýòîò íåæåëàòåëüíûé ýôôåêò. Ïîäðîáíåå îá ýòîé
òåõíèêå êîìïåíñàöèè ìîæíî ïðî÷èòàòü â [56, 57, 65, 51].
Èñòî÷íèê ñíàáæåí þñòèðîâî÷íûìè ëàçåðàìè, ïîêàçûâà-
þùèìè íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôîòîííûõ ïàð.

Èçìåðèòåëü êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ñîñòîèò èç äâóõ èçìå-
ðèòåëåé ïîëÿðèçàöèè, äåòåêòîðîâ îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ,
âðåìÿ-öèôðîâîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ è ÏÊ. Êàæäûé èçìå-
ðèòåëü ïîëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåò ïðîïóñòèòü ôîòîíû â ïðî-
èçâîëüíîì çàäàííîì ïîëÿðèçàöèîííîì ñîñòîÿíèè è ïî-
ãëîòèòü â ôîòîíû â îðòîãîíàëüíîì çàäàííîìó êâàíòî-
âîì ñîñòîÿíèè. Èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè ñîñòîèò èç ÷åò-
âåðòüâîëíîâîé ïëàñòèíêè λ/4, ïîëóâîëíîâîé ïëàñòèíêè
λ/2 è ïðèçìû Ãëàíà. Ïðèçìà Ãëàíà ïðîïóñêàåò ôîòîíû,
ïîëÿðèçàöèÿ êîòîðûõ ëèíåéíàÿ è îðèåíòèðîâàíà âåðòè-
êàëüíî. Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå, ïðîïóñêàåìîå èçìåðèòåëåì
ïîëÿðèçàöèè, çàäàåòñÿ ïîëîæåíèåì ïëàñòèíîê λ/2 è λ/4.
Íàïðèìåð, åñëè îïòè÷åñêèå îñè ïëàñòèíîê îðèåíòèðîâà-
íû âåðòèêàëüíî èëè ãîðèçîíòàëüíî, òî èçìåðèòåëü ïî-
ëÿðèçàöèè ïðîïóñêàåò ôîòîíû ñ âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçà-
öèåé, à åñëè ïëàñòèíêó λ/4 ïîâåðíóòü íà 45◦ âîêðóã íà-
ïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ, à ïîëîæåíèå ïëà-
ñòèíêè λ/2 íå èçìåíÿòü, òî èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè áó-
äåò ïðîïóñêàòü ôîòîíû ñ öèðêóëÿðíîé (ò.å. êðóãîâîé) ïî-
ëÿðèçàöèåé. Ìíåìîíè÷åñêè îïðåäåëèòü, êàêîå ïîëÿðèçà-
öèîííîå ñîñòîÿíèå ïðîïóñêàåò èçìåðèòåëü ïîëÿðèçàöèè,
ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íóæíî îòòàëêèâàòüñÿ îò ïî-
ëÿðèçàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ïðîïóñêàåò ïðèçìà
Ãëàíà (â íàøåì ñëó÷àå � ñîñòîÿíèå âåðòèêàëüíîé ïîëÿ-
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ðèçàöèè). Ïîñëå ýòîãî ìûñëåííî íàïðàâèì ëó÷ ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïîëÿðèçàöèåé îò ïðèçìû Ãëàíà â ñòîðîíó èñ-
òî÷íèêà. Íàø âîîáðàæàåìûé ëó÷ äîëæåí ïðîéòè ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîëóâîëíîâóþ è ÷åòâåðòüâîëíîâóþ ïëàñòèí-
êè, è ñîãëàñíî ïðàâèëàì ïîëÿðèçàöèîííîé îïòèêè íóæ-
íî îïðåäåëèòü, êàê ìîäèôèöèðóåòñÿ êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå
ëó÷à ïîëóâîëíîâîé è ÷åòâåðòüâîëíîâîé ïëàñòèíêàìè. Ïî-
ëó÷åííîå ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè áóäåò ïðîïóñêàòüñÿ èç-
ìåðèòåëåì ïîëÿðèçàöèè. Â ñàìîì äåëå, åñëè íà èçìåðè-
òåëü ïîëÿðèçàöèè ïàäàåò ïîòîê ôîòîíîâ â âû÷èñëåííîì
íàìè êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ïîëÿðèçàöèè, òî ýòî ñîñòîÿ-
íèå ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åòâåðòüâîëíîâîé è ïîëóâîëíîâîé
ïëàñòèíîê áóäåò ìîäèôèöèðîâàíî êàê ðàç â êâàíòîâîå ñî-
ñòîÿíèå âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèè, ïðîïóñêàåìîå ïðèç-
ìîé Ãëàíà. Ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ ïðè ïðîâåäåíèè ïðî-
öåäóðû êâàíòîâîé òîìîãðàôèè êîíôèãóðàöèé âîëíîâûõ
ïëàñòèí èçìåðèòåëåé ïîëÿðèçàöèè êâàíòîâîãî òîìîãðàôà
è ñîîòâåòñòâóþùèõ èçìåðèòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâ-
ëåí â òàáë. 3.1

Ïîñëå èçìåðèòåëåé ïîëÿðèçàöèè ðàñïîëîæåíû ïîëîñîâûå
èíòåðôåðåíöèîííûå ñâåòîôèëüòðû Thorlabs FBH810-10,
öåíòðàëüíàÿ äëèíà âîëíû ïðîïóñêàíèÿ êîòîðûõ �
810 íì, à øèðèíà ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ (ïî óðîâíþ 1/2
èíòåíñèâíîñòè) � 10 íì. Èíòåðôåðåíöèîííûé ñâåòî-
ôèëüòð, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü øèðèíó
ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ÑÏÐ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ïîçâîëÿåò
óìåíüøèòü íåæåëàòåëüíóþ çàñâåòêó äåòåêòîðîâ îäèíî÷-
íûõ ôîòîíîâ îò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà (íàïðèìåð,
îò ìîíèòîðà ÏÊ). Ïðè ýòîì âñå èçìåðåíèÿ ïðîèñõîäÿò
ïðè âûêëþ÷åííîì ñâåòå â ëàáîðàòîðèè, à îêíà çàêðûòû
íåïðîçðà÷íûì ìàòåðèàëîì. Îäèíî÷íûå ôîòîíû, ïðî-
øåäøèå ÷åðåç èçìåðèòåëè ïîëÿðèçàöèè, ñîáèðàþòñÿ
êîëëèìàòîðàìè C â ìíîãîìîäîâîå îïòè÷åñêîå âîëîêíî
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(äèàìåòð ñåðäöåâèíû 50ìêì, ÷èñëîâàÿ àïåðòóðà âîëîêíà
� 0.20. Ìíîãîìîäîâîå âîëîêíî çàòåì ïîäñîåäèíÿåòñÿ ê
âîëîêîííîìó âõîäó äåòåêòîðà îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ SPC-6
(äèàìåòð ìíîãîìîäîâîãî âîëîêíà âîëîêîííîãî âõîäà
äåòåêòîðà � 105ìêì, à àïåðòóðà � 0.22. Äîïîëíèòåëüíîå
âîëîêíî ìåæäó âûõîäîì êîëëèìàòîðà C è âîëîêîííûì
âõîäîì äåòåêòîðà òðåáóåòñÿ äëÿ öåëåé þñòèðîâêè. Ïðè
ýòîì â êà÷åñòâå ¾äîïîëíèòåëüíîãî¿ âîëîêíà äëÿ ìèíèìè-
çàöèè ïîòåðü è îáåñïå÷åíèÿ ñòàáèëüíîñòè êîýôôèöèåíòà
ïðîïóñêàíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ñòûêå âîëîêîí âàæíî âû-
áðàòü òàêîå âîëîêíî, ÷òîáû åãî äèàìåòð è àïåðòóðà áûëè
ìåíüøå òàêîâûõ ó âîëîêíà-âõîäà â äåòåêòîð îäèíî÷íûõ
ôîòîíîâ. Èíà÷å ïðè ëþáîì äâèæåíèè äîïîëíèòåëüíîãî
âîëîêíà áóäåò çàìåòíî, ÷òî ñêîðîñòü ñ÷åòà äåòåêòîðà
îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ èçìåíÿåòñÿ, è ýêñïåðèìåíò ïðî-
äîëæàòü áóäåò íåëüçÿ. Ïðè ðåãèñòðàöèè îäèíî÷íîãî
ôîòîíà äåòåêòîð ôîðìèðóåò öèôðîâîé ýëåêòðè÷åñêèé
èìïóëüñ â ôîðìàòå TTL, êîòîðûé ïîäàåòñÿ íà âðåìÿ-
öèôðîâîé ïðåîáðàçîâàòåëü idQuantique id800, êîòîðûé
âû÷èñëÿåò âðåìÿ ïðèõîäà ýëåêòðè÷åñêîãî èìïóëüñà, è
ñòðîèò âðåìåííóþ êîððåëÿöèîííóþ ãèñòîãðàììó (ðèñ.
3.1). Íà ãèñòîãðàììå îòëîæåíî êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷å-
ñêèõ èìïóëüñîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ âðåìÿ-öèôðîâûì
ïðåîáðàçîâàòåëåì, â çàâèñèìîñòè îò çàäåðæêè âðåìå-
íè ïðèõîäà ìåæäó êàíàëàìè. Ïðè çàäàííîì âðåìåíè
íàêîïëåíèÿ T ðåãèñòðèðóåòñÿ êîëè÷åñòâî èìïóëüñîâ, çà-
ðåãèñòðèðîâàííûõ îäíîâðåìåííî ñ òî÷íîñòüþ äî øèðèíû
êîððåëÿöèîííîãî îêíà τ . Ýòî ÷èñëî çàïîìèíàåòñÿ íà
ÏÊ. Èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè
èçìåðèòåëÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Çàòåì íà ÏÊ ïðî-
èçâîäèòñÿ îáðàáîòêà èçìåðåíèé, âû÷èñëåíèå ëèíåéíîé
ðåêîíñòðóêöèè è íàèâåðîÿòíåéøåé îöåíêè ìàòðèöû
ïëîòíîñòè, õàðàêòåðèñòèê êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ (ýíòðî-
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ïèè ôîí Íåéìàíà, ëèíåéíîé ýíòðîïèè, Çàïóòàííîñòè
Concurrence, Ñöåïëåííîñòè Tangle, Ïåðåïóòûâàíèÿ
ôîðìèðîâàíèÿ). Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ðàáîòû êâàíòîâîãî
òîìîãðàôà áûë èñïîëüçîâàí äâóõêðèñòàëüíûé èñòî÷íèê
çàïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ôîòîííûõ ïàð, ñîáðàííûé
íà îñíîâå äâóõêðèñòàëüíîé ñõåìû [52].

Þñòèðîâêà óñòàíîâêè ïî êâàíòîâîé òîìîãðàôèè ïîëÿðè-
çàöèîííûõ ñîñòîÿíèé áèôîòîíîâ ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Íà ïåðâîì ýòàïå íà îïòè÷åñêîì ñòîëå óñòàíàâëèâàþòñÿ
ëàçåð íàêà÷êè è þñòèðîâî÷íûå ëàçåðû. Ñ ïîìîùüþ ðå-
ãóëèðîâî÷íûõ ýëåìåíòîâ äîáèâàþòñÿ òîãî, ÷òîáû èçëó-
÷åíèå âñåõ ëàçåðîâ ðàñïðîñòðàíÿëîñü ïàðàëëåëüíî ïëîñ-
êîñòè îïòè÷åñêîãî ñòîëà íà îäèíàêîâîé âûñîòå. Äîáèòü-
ñÿ ýòîãî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàåòñÿ èðèñî-
âàÿ äèàôðàãìà, îòâåðñòèå êîòîðîé áóäåò ñëóæèòü ¾ýòàëî-
íîì âûñîòû¿ íàä îïòè÷åñêèì ñòîëîì. Çàòåì äëÿ êàæäîãî
ëàçåðà ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà. Äèàôðàãìà
óñòàíàâëèâàåòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò âûõîä-
íîãî îòâåðñòèÿ ëàçåðà, à âûñîòà ëàçåðà óñòàíàâëèâàåòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçëó÷åíèå ëàçåðà ïðîõîäèëî ÷åðåç
äèàôðàãìó. Çàòåì äèàôðàãìà óñòàíàâëèâàåòñÿ íà íåêîòî-
ðîì ðàññòîÿíèè îò ëàçåðà (äîñòàòî÷íî 50−100 ñì), è ðåãó-
ëèðîâêîé äåðæàòåëÿ ëàçåðà ïî óãëó äîáèâàþòñÿ ïðîõîæ-
äåíèÿ èçëó÷åíèÿ ëàçåðà ÷åðåç äèàôðàãìó. Ïîñëå ýòîãî
äèàôðàãìà ñíîâà óñòàíàâëèâàåòñÿ âîçëå ëàçåðà, è ïðîöå-
äóðà ïîâòîðÿåòñÿ (þñòèðîâêà ïî âûñîòå). Ïîñëå íåñêîëü-
êèõ èòåðàöèé èçëó÷åíèå ëàçåðà áóäåò íàïðàâëåíî ïàðàë-
ëåëüíî ïëîñêîñòè îïòè÷åñêîãî ñòîëà è ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
íà íóæíîé âûñîòå.

Ïîñëå íà÷àëüíîé óñòàíîâêè ëàçåðîâ, óñòàíàâëèâàåòñÿ
îäèí èç þñòèðîâî÷íûõ ëàçåðîâ. Ýòîò ëàçåð óäîáíî óñòà-
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íîâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åãî èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðà-
íÿëîñü âäîëü îäíîé èç ñòîðîí îïòè÷åñêîãî ñòîëà (âäîëü
ðÿäà ñ ðåçüáîâûìè îòâåðñòèÿìè â ñòàíäàðòíîì îïòè-
÷åñêîì ñòîëå). Â ìåñòå ïðåäïîëàãàåìîãî ðàñïîëîæåíèÿ
íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà óñòàíàâëèâàåòñÿ äèàôðàãìà. Çà-
òåì ïîòðåáóåòñÿ åù¼ òðè äèàôðàãìû, óñòàíîâëåííûå íà
òîé æå âûñîòå. Íà ðàññòîÿíèè 1ì îò êðèñòàëëà óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå äèàôðàãìû � äèàôðàãìû D2
è D4, à òàêæå äèàôðàãìà ìåæäó íèìè â ëó÷å íàêà÷êè,
êîòîðàÿ íà ðèñ. 4.1 óáðàíà. Äèàôðàãìû óñòàíàâëèâàþòñÿ
òàê, ÷òîáû óãîë ìåæäó þñòèðîâî÷íûìè ëó÷àìè è ëó÷îì
íàêà÷êè ñîñòàâëÿë 3◦. Ïî ýòèì äèàôðàãìàì óñòàíàâëèâà-
þòñÿ ëàçåðû íàêà÷êè è âòîðîé þñòèðîâî÷íûé ëàçåð. Ïðè
ýòîì èçëó÷åíèå ýòèõ ëàçåðîâ óäîáíî íàïðàâèòü â äèà-
ôðàãìû íå ¾íàïðÿìèê¿, à ÷åðåç äîïîëíèòåëüíîå çåðêàëî
äëÿ óäîáñòâà þñòèðîâêè (çåðêàëà M1, M2, M3 íà ðèñ.
4.1). Ïðè ýòîì ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà þñòèðîâêè ëàçå-
ðà ¾ïî äâóì äèàôðàãìàì¿ (âñïîìíèòå, ÷åðåç äâå òî÷êè
ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ!). Ýòà ïðîöåäóðà
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñïåðâà ñ ïîìîùüþ
þñòèðîâêè ëàçåðà ïî óãëó äîáèâàþòñÿ åãî ïðîõîæäåíèÿ
÷åðåç äèàôðàãìó, ðàñïîëîæåííóþ íà ìåñòå êðèñòàëëà, à
ñ ïîìîùüþ þñòèðîâêè çåðêàëà ïî óãëó äîáèâàþòñÿ ïîïà-
äàíèÿ ëàçåðà â ¾äàëüíþþ¿ äèàôðàãìó. Ïðè ýòîì ëàçåð
ïåðåñòàåò ïîïàäàòü íà ¾áëèæíþþ¿ äèàôðàãìó, íî îòêëî-
íÿåòñÿ íà ìåíüøåå ðàññòîÿíèå. Ñ ïîìîùüþ ðåãóëèðîâêè
ëàçåðà ïî óãëó ñíîâà äîáèâàþòñÿ ïîïàäàíèÿ ëó÷à ëàçå-
ðà â ¾áëèæíþþ¿ äèàôðàãìó, à ñ ïîìîùüþ ðåãóëèðîâêè
çåðêàëà � â ¾äàëüíþþ¿ äèàôðàãìó. Òàêàÿ ïðîöåäóðà þñ-
òèðîâêè ïîâòîðÿåòñÿ íóæíîå êîëè÷åñòâî ðàç äî ïðîõîæ-
äåíèÿ èçëó÷åíèÿ ëàçåðà ÷åðåç äâå äèàôðàãìû. Îòìåòèì,
÷òî ñêîðîñòü ¾ñõîæäåíèÿ¿ ïðîöåäóðû þñòèðîâêè çàâèñèò
îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çåðêàëîì è ëàçåðîì � èìååò ñìûñë
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ñäåëàòü åãî áîëüøå â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ.

Ïîñëå òîãî, êàê þñòèðîâî÷íûå ëàçåðû è ëàçåð íàêà÷êè
óñòàíîâëåíû, çàâîäÿò èçëó÷åíèå þñòèðîâî÷íûõ ëàçåðîâ
â êîëëèìàòîðû. Êîëëèìàòîð óñòàíàâëèâàþò íà ÷åòûðåõ-
êîîðäèíàòíóþ ïîäâèæêó (äâà óãëà è äâå êîîðäèíàòû) è
ïîäêëþ÷àþò ê íåìó äîïîëíèòåëüíîå âîëîêíî. Íàáëþäàÿ
çà èíòåíñèâíîñòüþ èçëó÷åíèÿ þñòèðîâî÷íûõ ëàçåðîâ, âû-
õîäÿùåãî èç âîëîêíà, äîáèâàþòñÿ ìàêñèìàëüíîé èíòåí-
ñèâíîñòè. Ïðè ýòîì þñòèðîâî÷íûé ëàçåð äîëæåí ïàäàòü
â öåíòðàëüíóþ ÷àñòü àïåðòóðû êîëëèìàòîðà.

Äëÿ äàëüíåéøåé þñòèðîâêè ïîíàäîáÿòñÿ äâà ïîëÿðèçà-
öèîííûõ êóáèêà, ðàñïîëîæåííûõ â äåðæàòåëÿõ. Ïåðâûé
ïîëÿðèçàöèîííûé êóáèê óñòàíàâëèâàþò òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû îòðàæåííûé â áîê ëó÷ ðàñïðîñòðàíÿëñÿ ïàðàë-
ëåëüíî ïëîñêîñòè îïòè÷åñêîãî ñòîëà. Ïðè ýòîì ïðîøåä-
øèé ÷åðåç ïîëÿðèçàöèîííûé êóáèê ïó÷îê áóäåò èìåòü ãî-
ðèçîíòàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ, à îòðàæåííûé � âåðòèêàëü-
íóþ. Âòîðîé ïîëÿðèçàöèîííûé êóáèê óñòàíàâëèâàþò òàê,
÷òîáû îí íå ïðîïóñêàë èçó÷åíèå, ïðîøåäøåå ÷åðåç ïåð-
âûé êóáèê, à îòðàæàë åãî ïîëíîñòüþ. Ïðè ýòîì îí áóäåò
ïðîïóñêàòü èçëó÷åíèå, ïîëÿðèçîâàííîå âåðòèêàëüíî. Ïà-
ðà ïîëÿðèçàöèîííûõ êóáèêîâ (âìåñòî íèõ ìîæíî âçÿòü
äâå ïðèçìû Ãëàíà) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé èç äâóõ ñêðåùåí-
íûõ ïîëÿðèçàòîðîâ è ïîçâîëÿåò îðèåíòèðîâàòü ãëàâíûå
ïëîñêîñòè ïëàñòèíîê èç äâóëó÷åïðåëîìëÿþùèõ ìàòåðè-
àëîâ ñòðîãî âåðòèêàëüíî èëè ãîðèçîíòàëüíî. Äëÿ ýòîãî
þñòèðóåìûé ýëåìåíò óñòàíàâëèâàþò ïðèìåðíî â æåëàå-
ìîå ïîëîæåíèå, óñòàíàâëèâàþò ìåæäó ñêðåùåííûõ ïîëÿ-
ðèçàòîðîâ è èçìåíÿþò åãî óãîë ïîâîðîòà ïëàâíî, äîáèâà-
ÿñü òîãî, ÷òîáû ÷åðåç ñèñòåìó ¾ñêðåùåííûå ïîëÿðèçàòî-
ðû + þñòèðóåìûå ýëåìåíò¿ íå ïðîõîäèëî èçëó÷åíèå þñ-
òèðîâî÷íîãî ëàçåðà. Òàê þñòèðóþò äâîéíîé íåëèíåéíûé
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êðèñòàëë 2x − BBO, ïëàñòèíêè Q è Q1, è ýëåìåíòû èç-
ìåðèòåëåé ïîëÿðèçàöèè (âîëíîâûå ïëàñòèíêè è ïðèçìû
Ãëàíà).

Îòúþñòèðîâàííûé òàêèì îáðàçîì êðèñòàëë BBO óñòà-
íàâëèâàþò âìåñòî âðåìåííî ðàñïîëîæåííîé íà åãî ìå-
ñòå äèàôðàãìû, ñëåäÿ çà òåì, ÷òîáû ëó÷è þñòèðîâî÷-
íûõ ëàçåðîâ è ëàçåðà íàêà÷êè ïåðåñåêàëèñü íà ïîâåðõíî-
ñòè êðèñòàëëà. Óñòàíàâëèâàþò èíòåðôåðåíöèîííûå ñâå-
òîôèëüòðû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.1. Íà äàííîì ýòàïå
íà îïòè÷åñêîì ñòîëå óñòàíîâëåíû: ëàçåð íàêà÷êè, äâîé-
íîé êðèñòàëë BBO, èíòåðôåðåíöèîííûå ñâåòîôèëüòðû è
êîëëèìàòîðû.

Çàòåì îáåñïå÷èâàþò çàùèòó îò çàñâåòîê äåòåêòîðîâ îäè-
íî÷íûõ ôîòîíîâ, ïîñëå ÷åãî âêëþ÷àþò äåòåêòîðû. Óñòà-
íàâëèâàþò âåðòèêàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ íàêà÷êè è íà-
ñòðàèâàþò îäèí èç íåëèíåéíûõ êðèñòàëëîâ â ñèíõðîíèçì
� âðàùàÿ âèíò, ðåãóëèðóþùèé óãîë óñòàíîâêè íåëèíåé-
íûõ êðèñòàëëîâ ïî âåðòèêàëè, äîáèâàþòñÿ ìàêñèìàëü-
íîãî êîëè÷åñòâà êîððåëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷åòîâ. Ïîñëå
ýòîãî óñòàíàâëèâàþò ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëÿðèçàöèþ íà-
êà÷êè è íàñòðàèâàþò äðóãîé íåëèíåéíûé êðèñòàëë, ïî-
âîðà÷èâàÿ âèíò þñòèðîâêè ïî óãëó âäîëü ãîðèçîíòàëè.
Òàêèì îáðàçîì, îáà íåëèíåéíûõ êðèñòàëëà íàñòðîåíû îï-
òèìàëüíî, îáåñïå÷åíî âûïîëíåíèå óñëîâèé ôàçîâîãî ñèí-
õðîíèçìà.

Âûêëþ÷àþò äåòåêòîðû îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ, âêëþ÷àþò
þñòèðîâî÷íûå ëàçåðû, è óñòàíàâëèâàþò ïðèçìû Ãëàíà
è ïîëóâîëíîâûå ïëàñòèíêè, ÿâëÿþùèåñÿ äåòàëÿìè èçìå-
ðèòåëåé ïîëÿðèçàöèè. Òàêæå óñòàíàâëèâàþò â íàêà÷êó
ïëàñòèíêè Q è Q1. Ïîëÿðèçàöèþ íàêà÷êè óñòàíàâëèâà-
þò ïðèìåðíî íà 45◦, ïóòåì ïîâîðîòà ñîîòâåòñòâóþùåé ïî-
ëóâîëíîâîé ïëàñòèíêè íà 22.5◦ îò ïîëîæåíèÿ, ïðè êîòî-
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ðîì ïîëÿðèçàöèÿ áûëà âåðòèêàëüíîé (èëè ãîðèçîíòàëü-
íîé). Âûêëþ÷àþò þñòèðîâî÷íûå ëàçåðû è âêëþ÷àþò äå-
òåêòîðû îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ. Óíèâåðñàëüíûå ïîëÿðèçà-
òîðû óñòàíàâëèâàþò íà ïðîïóñêàíèå ãîðèçîíòàëüíî ïî-
ëÿðèçîâàííûõ ôîòîíîâ, è çàïèñûâàþò êîëè÷åñòâî êîððå-
ëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷åòîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â òå÷å-
íèå çàäàííîãî âðåìåíè. Çàòåì óñòàíàâëèâàþò ïîëÿðèçà-
òîðû íà ïðîïóñêàíèå âåðòèêàëüíî ïîëÿðèçîâàííûõ ôî-
òîíîâ, è çàïèñûâàþò êîëè÷åñòâî êîððåëèðîâàííûõ ôî-
òîîòñ÷åòîâ. Åñëè êîëè÷åñòâà êîððåëèðîâàííûõ ôîòîíîâ
íå ðàâíû, òî ïëàâíî èçìåíÿþò ïîëîæåíèå ïîëóâîëíîâîé
ïëàñòèíêè (îáû÷íî íå áîëåå íåñêîëüêèõ ãðàäóñîâ), äîáè-
âàÿñü îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà êîëè÷åñòâà ôîòîîòñ÷åòîâ
ïðè ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèÿõ ôî-
òîííûõ ïàð.

Ñëåäóþùèì øàãîì óñòàíàâëèâàþò èçìåðèòåëè ïîëÿðè-
çàöèè íà ïðîïóñêàíèå ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ïîä 45◦ ê
ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè. Ïðè ýòîì èçìåðèòåëüíûì ñî-
ñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå |DD⟩, à êîëè÷åñòâî êîððå-
ëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷åòîâ

NDD ∝
∣∣∣∣⟨DD| |HH⟩+ eiϕ |V V ⟩√

2

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣1 + eiϕ

2
√
2

∣∣∣∣2 = cos2 ϕ
2

2
(4.1)

Ïðè ïëàâíîì ïîâîðîòå ïëàñòèíêè Q1 èçìåíÿåòñÿ ôàçà
ϕ. Ïîâîðîòîì ïëàñòèíêè Q1 äîáèâàþòñÿ ìàêñèìóìà êî-
ëè÷åñòâà êîððåëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷åòîâ, óñòàíàâëèâàÿ
ôàçó ϕ = 0. Ïîâîðà÷èâàþò âîëíîâóþ ïëàñòèíêó îäíîãî
èç èçìåðèòåëåé ïîëÿðèçàöèè íà 45◦ è óáåæäàþòñÿ, ÷òî
êîëè÷åñòâî êîððåëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷åòîâ ìèíèìàëüíî.
Íà ýòîì ïðîöåäóðà þñòèðîâêè èñòî÷íèêà çàïóòàííûõ ïî
ïîëÿðèçàöèè ôîòîííûõ ïàð çàâåðøàåòñÿ.
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Åñëè òðåáóåòñÿ èñòî÷íèê, ãåíåðèðóþùèé ôîòîííûå ïà-
ðû â ôàêòîðèçîâàííîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè (|HH⟩ èëè
|V V ⟩), òî óñòàíàâëèâàþò âåðòèêàëüíóþ èëè ãîðèçîíòàëü-
íóþ ïîëÿðèçàöèþ íàêà÷êè, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì øàã
þñòèðîâêè èñòî÷íèêà ïî óãëó ϕ ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Äëÿ îêîí÷àòåëüíîé ñáîðêè òîìîãðàôà óñòàíàâëèâàþò
÷åòâåðòüâîëíîâûå ïëàñòèíêè èçìåðèòåëåé ïîëÿðèçàöèè.

(à) (á)

Ðèñ. 4.2: Îáùèé âèä óñòàíîâêè äëÿ èçìåðåíèé ïîëÿðèçà-
öèîííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé áèôîòîíîâ: (à) õàðàêòåðè-
çóåìûé èñòî÷íèê çàïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ôîòîííûõ
ïàð; (á) îïòè÷åñêàÿ ÷àñòü êâàíòîâîãî òîìîãðàôà.

4.2 Ïðîòîêîë ðàáîòû ñ êâàíòîâûì

òîìîãðàôîì

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ òîìîãðàôè÷åñêèõ èçìåðåíèé íåîáõî-
äèìî èçìåðèòü êîëè÷åñòâî êîððåëèðîâàííûõ ôîòîîò-
ñ÷åòîâ çà âðåìÿ èçìåðåíèÿ T ïðè 16 ðàçëè÷íûõ ïî-
ëîæåíèÿõ âîëíîâûõ ïëàñòèíîê èçìåðèòåëåé ïîëÿðèçà-
öèè. Äëÿ óñòàíîâêè ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé âîëíîâûõ
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ïëàñòèíîê, îáðàáîòêè, âèçóàëèçàöèè è ñîõðàíåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ òîìîãðàôè÷åñêèõ èçìåðåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ïðî-
ãðàììà QTomography1. Ïðîãðàììà íàïèñàíà â ñðåäå
LabView. Â ãðàôè÷åñêîé îáîëî÷êå ïðîãðàììû èìåþò-
ñÿ íåñêîëüêî âêëàäîê: Measurements, Density matrices,
State Characteristics è Visualization (Ðèñ. 4.3). Â íèõ îïè-
ñàíû ïîëîæåíèÿ âîëíîâûõ ïëàñòèíîê èçìåðèòåëåé ïî-
ëÿðèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå 16 ðàçëè÷íûì òîìîãðàôè-
÷åñêèì èçìåðåíèÿì; òàêæå ìîæíî ââåñòè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå, ñäåëàòü îáðàáîòêó òîìîãðàôè÷åñêèõ
èçìåðåíèé (Ðèñ. 4.3, à) è ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûõîä-
íûå äàííûå (Ðèñ. 4.3, á): òîìîãðàôè÷åñêóþ è íàèâåðî-
ÿòíåéøóþ îöåíêè ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ïîãðåøíîñòè èç-
ìåðåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Äîïîëíèòåëüíî
â ïðîãðàììå âû÷èñëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè èçìåðÿåìî-
ãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ (Ðèñ. 4.3, â): ÷èñòîòà (ëèíåé-
íàÿ ýíòðîïèÿ è ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà) è ìåðû çàïó-
òàííîñòè (Çàïóòàííîñòü ¾Concurrence¿, Ñöåïëåííîñòü
¾Tangle¿ è Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ ¾Entanglement
of formation¿). Òàê æå ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ è íàèâå-
ðîÿòíåéøàÿ îöåíêè ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïðèâåäåíû â ãðà-
ôè÷åñêîì âèäå (Ðèñ. 4.3, ã), ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñòå-
ïåíü èõ îòëè÷èÿ âèçóàëüíî.

1çà ýêçåìïëÿðîì ïðîãðàììû ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê àâòîðàì ïîñî-
áèÿ
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(à) (á)

(â) (ã)

Ðèñ. 4.3: Ïðîãðàììà QTomography

4.3 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðåàëèçà-

öèÿ òîìîãðàôèè êâàíòîâîãî

ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè áèôî-

òîíîâ

Îïèñàííûé âûøå êâàíòîâûé òîìîãðàô îáëàäàåò çíà÷è-
òåëüíîé ñòåïåíüþ óíèâåðñàëüíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îí ñïî-
ñîáåí èçìåðÿòü êàê çàïóòàííûå, òàê è íåçàïóòàííûå ïî

91



ïîëÿðèçàöèè ñîñòîÿíèÿ ôîòîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ êàê â ÷è-
ñòûõ, òàê è â ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèÿõ. Êðîìå òîãî, êâàí-
òîâûé òîìîãðàô ìîæåò èçìåðÿòü ñîñòîÿíèÿ ôîòîíîâ â
äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå äëèí âîëí îò 400 íì äî
1.5ìêì. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåñòðîéêè ïî äëèíå âîëíû
íóæíî çàìåíèòü îïòè÷åñêèå ýëåìåíòû, ÷óâñòâèòåëüíûå ê
äëèíå âîëíû: ÷åòâåðòüâîëíîâûå è ïîëóâîëíîâûå ïëàñòè-
êè, èíòåðôåðåíöèîííûå ñâåòîôèëüòðû è, â ñëó÷àå çíà÷è-
òåëüíîãî èçìåíåíèÿ äëèíû âîëíû, ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ
çàìåíà ñ÷åò÷èêîâ îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ. Ñèãíàëüíûé è õî-
ëîñòîé ôîòîíû ìîãóò äàæå èìåòü ðàçíûå äëèíû âîëí.

4.3.1 Ðåçóëüòàòû êâàíòîâîé òîìîãðàôèè
ôîòîííûõ ïàð ñ äëèíîé âîëíû 1064
íì

4.3.1.1 Êâàíòîâàÿ òîìîãðàôèÿ ôîòîííûõ ïàð,
íàõîäÿùèõñÿ â ôàêòîðèçîâàííîì ïîëÿðè-
çàöèîííîì ñîñòîÿíèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êâàí-
òîâîé òîìîãðàôèè íåçàïóòàííûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ ñî-
ñòîÿíèé áèôîòîíîâ, ãåíåðèðóåìûõ îäíîêðèñòàëüíûì âû-
ðîæäåííûì ïî ÷àñòîòå ÑÏÐ èñòî÷íèêîì 1-ãî òèïà ñ íà-
êà÷êîé íåïðåðûâíûì ëàçåðîì íà äëèíå âîëíû 532 íì. Â
òàêîì ðåæèìå îáà ôîòîíà áóäóò èìåòü îäèíàêîâûå äëèíû
âîëí 1064 íì.

Ñõåìà óñòàíîâêè äëÿ èçìåðåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ òà-
êèõ ôîòîííûõ ïàð ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.4. Ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòà ñâåäåíû â òàáë.4.1.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèöû
ïëîòíîñòè èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, êîòîðûå îïè-
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Ðèñ. 4.4: Ñõåìà óñòàíîâêè ïî êâàíòîâîé òîìîãðàôèè íåçà-
ïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ñîñòîÿíèé áèôîòîíîâ. ñïëîø-
íûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû äâà ëó÷à, âäîëü êîòîðûõ ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ ôîòîíû. ×ÂÏ− 1 è ×ÂÏ− 2 � ÷åòâåðòü-
âîëíîâûå ïëàñòèíêè, ÏÂÏ−1 è ÏÂÏ−2 � ïîëóâîëíîâûå
ïëàñòèíêè, Ïð − 1 è Ïð − 2� ïðèçìû Ãëàíà, ÔÄ − 1 è
ÔÄ − 2 � ëàâèííûå ôîòîäèîäû idQuantique id400, ðàáî-
òàþùèå â ðåæèìå ñ÷åòà ôîòîíîâ, ÈÔ � èíòåðôåðåíöè-
îííûå ñâåòîôèëüòðû Thorlabs FLH051064-8, Êîððåëÿòîð
� âðåìÿ öèôðîâîé ïðåîáðàçîâàòåëü idQuantique id800.
Íåïðåðûâíûé ëàçåð ñ äëèíîé âîëíû 532 íì íàêà÷èâàåò
êðèñòàëë BBO (β−BaB2O4), âûðåçàííûé ïîä íåâûðîæ-
äåííûé ïî ÷àñòîòå íåêîëëèíåàðíûé ñèíõðîíèçì I òèïà.

ñàíû â òåîðåòè÷åñêèõ ðàçäåëàõ, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðå-
çóëüòàòû:

ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ëèíåéíîé ðå-
êîíñòðóêöèè

ρ̂tomogr =
0.00156 0.0150− 0.00293i 0.0062− 0.0034i 0.034 + 0.053i

0.0150 + 0.00293i 0.0817 0.044− 0.099i 0.2315− 0.1106i
0.0062 + 0.0034i 0.044 + 0.099i 0.0244 0.1670− 0.0501i
0.034− 0.053i 0.2315 + 0.1106i 0.1670 + 0.0501i 0.8923


(4.2)

íàèâåðîÿòíåéøàÿ îöåíêà ìàòðèöû ïëîòíîñòè
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ρ̂likelyhood =
0.00185 0.0122 + 0.0027i 0.0066− 0.0003i 0.040− 0.007i

0.0122− 0.0027i 0.0847 0.044− 0.012i 0.2538− 0.1045i
0.0066 + 0.0003 0.044 + 0.012i 0.0241 0.1450− 0.0189i
0.040 + 0.007i 0.2538 + 0.1045i 0.1450 + 0.0189 0.8894

.
(4.3)

Ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè
(äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé), çàïèñàííûå â âèäå
ìàòðèöû îêàçàëèñü ñëåäóþùèìè

δρ̂tomogr,likelyhood =
0.00037 0.0033 + 0.0030i 0.0017 + 0.0014i 0.013 + 0.013i

0.0033 + 0.0030i 0.0038 0.012 + 0.014i 0.0089 + 0.0093i
0.0017 + 0.0014i 0.012 + 0.014i 0.0017 0.0084 + 0.0099i
0.013 + 0.013i 0.0089 + 0.0093i 0.0084 + 0.0099i 0.0084


(4.4)

Ïðè âû÷èñëåíèè ïîãðåøíîñòåé ó÷èòûâàëàñü òî÷íîñòü
óñòàíîâêè ôàçîâûõ ïëàñòèíîê, êîòîðàÿ äëÿ îïèñûâàåìî-
ãî ýêñïåðèìåíòà áûëà îöåíåíà êàê 0.2◦.

Â òàáë. 4.2 ïðèâåäåíû îöåíêè õàðàêòåðèñòèê ÷èñòîòû è
çàïóòàííîñòè ïîëó÷åííîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Âèäíî,
÷òî ýòè õàðàêòåðèñòèêè ðàâíû 0 â ïðåäåëàõ ïîãðåøíî-
ñòåé.

Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî èçìåðÿåìîå ñîñòîÿíèå � ÷èñòîå è
íåçàïóòàííîå.

Èçìåðåíèå ÷èñòîãî íåçàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíî äëÿ ïåðâè÷íîãî òåñòèðîâàíèÿ òîìîãðàôà.
Äåéñòâèòåëüíî, êâàíòîâîå ïîëÿðèçàöèîííîå ñîñòîÿíèå
áèôîòîíîâ, ãåíåðèðóåìûõ òàêèì ÑÏÐ-èñòî÷íèêîì, ïðåä-
ñêàçóåìî ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ âåðîÿòíîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ

94



òåì, ÷òî ñîñòîÿíèå áèôîòîíîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî ôèçèêîé ïðîöåññà ÑÏÐ è ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò
îò îøèáîê ýêñïåðèìåíòàòîðà. Ò.ê. íàêà÷êà ïîëÿðèçîâà-
íà ãîðèçîíòàëüíî, òî ãåíåðèðóåìîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå

|Ψhh⟩ = Ŝ(α) |V ⟩ ⊗ Ŝ(α) |V ⟩ . (4.5)

Çäåñü Ŝ(α) � ìàòðèöà ïîâîðîòà íà óãîë α, êîòîðûé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïîëÿðèçàöèè
ôîòîíîâ ãåíåðèðóåìûõ â êðèñòàëëå è áàçèñîì {|V ⟩, |H⟩},
âûáðàííîì â òîìîãðàôå â êà÷åñòâå èçìåðèòåëüíîãî. Íè-
êàêèå äðóãèå íåòî÷íîñòè â þñòèðîâêàõ íå ñêàçûâàþòñÿ
íà ãåíåðèðóåìîì ñîñòîÿíèè. À óãîë α ìîæåò áûòü ëåã-
êî ñêîìïåíñèðîâàí ïóòåì ïîâîðîòà íåëèíåéíîãî êðèñòàë-
ëà âîêðóã ëó÷à íàêà÷êè íà òàêîé æå óãîë â ïðîòèâîïî-
ëîæíîì íàïðàâëåíèè. Îòìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèå (4.5) ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷èñòûì íåçàïóòàííûì ñîñòîÿíèåì ïðè ëþáûõ α,
è åãî òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÷èñòîòû (ýíòðîïèè
ôîí Íåéìàíà, ëèíåéíîé ýíòðîïèè) è çàïóòàííîñòè (Çàïó-
òàííîñòè, Ñöåïëåííîñòè è Ïåðåïóòûâàíèÿ ôîðìèðîâà-
íèÿ) ðàâíû 0.

4.3.1.2 Êâàíòîâàÿ òîìîãðàôèÿ ïîëÿðèçàöèîííî-
çàïóòàííûõ ôîòîííûõ ïàð

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òîìîãðàôè-
÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ áèôîòîííîãî èçëó÷åíèÿ, ãåíåðèðó-
åìîãî èñòî÷íèêîì, îïèñàííûì â ïàðàãðàôå 2.2.2. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíàÿ ïðîöåäóðà çàêëþ÷àëàñü â ñëåäóþùåì. Äëÿ
ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé âîëíîâûõ ïëàñòèíîê ïðîâîäèëîñü
èçìåðåíèå êîëè÷åñòâà êîððåëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷åòîâ âî
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âðåìåííîì èíòåðâàëå îêîëî 8 íñ. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû
â òàáë. (4.3).

Òàáëèöà 4.3: Êîëè÷åñòâî êîððåëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷åòîâ
ïðè òîìîãðàôè÷åñêèõ èçìåðåíèÿõ
� èçìåðå-
íèÿ

Ïðîåöèðóåìîå ñîñòî-
ÿíèå

Êîëè÷åñòâî
êîððåëèðîâàííûõ
ôîòîîòñ÷åòîâ

1 |HH⟩ 2034
2 |HV ⟩ 20
3 |V V ⟩ 1959
4 |V H⟩ 22
5 |RH⟩ 1024
6 |RV ⟩ 1010
7 |DV ⟩ 1133
8 |DH⟩ 1086
9 |DR⟩ 1032
10 |DD⟩ 2148
11 |RD⟩ 897
12 |HD⟩ 1010
13 |V D⟩ 1069
14 |V L⟩ 943
15 |HL⟩ 1159
16 |RL⟩ 2064

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ëèíåéíîé ðå-
êîíñòðóêöèè, ðàâíà
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ρ̂ =


0.504 −0.004− 0.033i 0.014− 0.001i 0.0499− 0.046i

−0.004 + 0.033i 0.005 0.001− 0.029i 0.036 + 0.005i
0.014 + 0.001i 0.001 + 0.029i 0.005 0.019 + 0.012i
0.499 + 0.046i 0.036− 0.005i 0.019− 0.012i 0.486


(4.6)

Â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû êâàíòîâîé òîìîãðàôèè ïîëó÷åíà
ñëåäóþùàÿ íàèâåðîÿòíåéøàÿ îöåíêà ìàòðèöû ïëîòíîñòè

ρ̂ =


0.501 0.010− 0.020i 0.022− 0.003i 0.469− 0.060i

0.010 + 0.020i 0.005 −0.002− 0.003i 0.025 + 0.012i
0.022 + 0.003i −0.002 + 0.003i 0.006 0.017 + 0.014i
0.469 + 0.060i 0.025− 0.012i 0.017− 0.014i 0.487

 ,

(4.7)

à äëÿ ïîãðåøíîñòåé ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ, êîòî-
ðûå äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàêîé æå ìàòðèöû
êàê è ìàòðèöà ρ̂.

δρ̂ =


0.011 0.017 + 0.028i 0.017 + 0.028i 0.037 + 0.042i

0.017 + 0.028i 0.002 0.036 + 0.043i 0.017 + 0.028i
0.017 + 0.028i 0.036 + 0.043i 0.002 0.017 + 0.028i
0.037 + 0.042i 0.017 + 0.028i 0.017 + 0.028i 0.011

 .

(4.8)

Çäåñü äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ìàòðè-
öû δρ̂ îçíà÷àåò ïîãðåøíîñòü äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ̂, à ìíèìàÿ
� ïîãðåøíîñòü ìíèìîé ÷àñòè.

Îñòàëüíûå ¾âûõîäíûå¿ êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè
èçìåðåííîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.
4.4.
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Ïàðàìåòð Çíà÷åíèå

Ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ 0.08± 0.06
Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà 0.20± 0.09
Çàïóòàííîñòü 0.94± 0.05
Ñöåïëåííîñòü 0.89± 0.09
Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ 0.92± 0.07

Òàáëèöà 4.4: Õàðàêòåðèñòèêè ÷èñòîòû è çàïóòàííîñòè òå-
ñòèðóåìîãî êâàíòîâûì òîìîãðàôîì èñòî÷íèêà çàïóòàí-
íûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ôîòîííûõ ïàð

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî èçìåðÿåìûå ñîñòîÿíèÿ äîâîëüíî
õîðîøî çàïóòàíû (ïàðàìåòð Çàïóòàííîñòü áëèçîê ê 1).
Ôèäåëèòè F = 0, 99± 0, 02

4.3.2 Ðåçóëüòàòû êâàíòîâîé òîìîãðàôèè
çàïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ôîòîí-
íûõ ïàð ñ äëèíîé âîëíû 810 íì

Êâàíòîâîå ïîëÿðèçàöèîííîå ñîñòîÿíèå èñòî÷íèêà, îïè-
ñàííîãî â ðàçäåëå 4.1, ðàáîòàþùåãî â ðåæèìå ãåíåðàöèè
çàïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ôîòîííûõ ïàð, áûëî èçìåðå-
íî ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîãî òîìîãðàôà. Ðåçóëüòàòû èçìå-
ðåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 4.5. Â òàáëèöå òàêæå ïðèâåäåíû
ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà êîððåëèðîâàííûõ
ôîòîîòñ÷åòîâ � ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü, ñâÿçàííàÿ
ñ êâàíòîâîé ïðèðîäîé ôîòîäåòåêòèðîâàíèÿ, è èíñòðóìåí-
òàëüíàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ íåòî÷íîñòüþ â óñòàíîâêå âîëíîâûõ
ïëàñòèíîê èçìåðèòåëåé ïîëÿðèçàöèè.
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k

1 |H⟩ |H⟩ 2896 50 9
2 |H⟩ |V ⟩ 15 4 12
3 |V ⟩ |V ⟩ 2423 50 13
4 |V ⟩ |H⟩ 13 4 11
5 |R⟩ |H⟩ 1475 40 130
6 |R⟩ |V ⟩ 1172 34 120
7 |D⟩ |V ⟩ 1065 33 90
8 |D⟩ |H⟩ 1260 35 90
9 |D⟩ |R⟩ 534 23 80
10 |D⟩ |D⟩ 2241 50 80
11 |R⟩ |D⟩ 478 22 80
12 |H⟩ |D⟩ 1110 33 90
13 |V ⟩ |D⟩ 1327 36 90
14 |V ⟩ |L⟩ 1038 32 120
15 |H⟩ |L⟩ 1554 40 130
16 |R⟩ |L⟩ 2357 50 15

Òàáëèöà 4.5: Ðåçóëüòàòû òîìîãðàôè÷åñêèõ èçìåðåíèé è
îöåíêà ñòàòèñòè÷åñêîé δk è èíñòðóìåíòàëüíîé ∆Nk ïî-
ãðåøíîñòåé

Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ âû÷èñëåíà ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóê-
öèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè
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ρ̂tomogr =
0.542 −0.065− 0.018i −0.036 + 0.004i 0.425− 0.261i

−0.065 + 0.018i 0.003 0.023− 0.011i −0.029 + 0.009i
−0.036− 0.004i 0.023 + 0.011i 0.002 0.020 + 0.034i
0.425 + 0.261i −0.029− 0.009i 0.020− 0.034i 0.453



Íàèâåðîÿòíåéøàÿ îöåíêà ìàòðèöû ïëîòíîñòè îêàçàëàñü
ðàâíîé

ρ̂likelyhood =
0.542 −0.040− 0.002i −0.018− 0.014i 0.385− 0.276i

−0.040 + 0.002i 0.004 0.001− 0.0005i −0.026 + 0.015i
−0.018 + 0.014i 0.001 + 0.0005i 0.003 0.003 + 0.023i
0.385 + 0.276i −0.026− 0.015i 0.003− 0.023i 0.450

.

Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
ïëîòíîñòè (äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé), çàïèñàí-
íûõ â âèäå ìàòðèöû îêàçàëèñü ñëåäóþùèìè

δρ̂tomogr,likelyhood =
0.010 0.019 + 0.027i 0.019 + 0.026i 0.037 + 0.037i

0.019 + 0.027i 0.002 0.036 + 0.038i 0.018 + 0.023i
0.019 + 0.026i 0.036 + 0.038i 0.002 0.019 + 0.024i
0.037 + 0.037i 0.018 + 0.023i 0.019 + 0.024i 0.010



Îñòàëüíûå ¾âûõîäíûå¿ êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè
èçìåðåííîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáë.
4.6. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî èçìåðÿåìûå ñîñòîÿíèÿ äîâîëü-
íî õîðîøî çàïóòàíû (ïàðàìåòð Çàïóòàííîñòü áëèçîê ê
1).
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Ïàðàìåòð Çíà÷åíèå

Ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ 0.06± 0.09
Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà 0.16± 0.18
Çàïóòàííîñòü 0.94± 0.06
Ñöåïëåííîñòü 0.89± 0.12
Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ 0.92± 0.09

Òàáëèöà 4.6: Õàðàêòåðèñòèêè ÷èñòîòû è çàïóòàííîñòè òå-
ñòèðóåìîãî êâàíòîâûì òîìîãðàôîì èñòî÷íèêà çàïóòàí-
íûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ôîòîííûõ ïàð

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííóþ ìàò-
ðèöó ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ, ãåíåðèðóåìîãî òåñòèðóåìûì
èñòî÷íèêîì, ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ̂0 ýòàëîííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ |Φ+⟩, êîòîðîå òåîðåòè÷åñêè äîëæåí ãåíåðèðîâàòü
èäåàëüíûé èñòî÷íèê òàêîãî òèïà. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ |Φ+⟩
ìàòðèöà ρ̂0 = |Φ+⟩ ⟨Φ+| èìååò âèä:

ρ̂0 =


0, 5 0 0 0, 5
0 0 0 0
0 0 0 0
0, 5 0 0 0, 5


Âèçóàëüíîå ñðàâíåíèå ìàòðèö ρ̂exp è ρ̂0 ïîêàçûâàåò, ÷òî
èçìåðÿåìîå ñîñòîÿíèå íåñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ýòàëîííî-
ãî, ò.ê. óãëîâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ρ̂exp áëèçêè ê 0.5, à
îñòàëüíûå ýëåìåíòû áëèçêè ê 0. Èíòåðåñíî ïîÿâëåíèå îò-
íîñèòåëüíî áîëüøîé ìíèìîé ÷àñòè â ýëåìåíòàõ ρ14 è ρ41.
Ôàçà ýòèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ôàçîé ìåæäó âåê-
òîðàìè |HH⟩ è |V V ⟩, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ýëëèïòè÷íî-
ñòüþ ïîëÿðèçàöèè íàêà÷êè, ò.å. èñòî÷íèê îòúþñòèðîâàí
íåòî÷íî.
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ñîçäàíèÿ òîìîãðàôè÷åñêîãî ìåòðîëîãè÷åñêîãî ñòåí-
äà, âèçóàëüíîãî ñðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèé íåäîñòàòî÷íî. Íó-
æåí êîëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìî-
æåò áûòü âûáðàí ââåä¼ííûé âûøå êðèòåðèé Ôèäåëèòè
(Fidelity) [16], ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæåò áûòü êîëè÷å-
ñòâåííî îïðåäåëåíà áëèçîñòü èçìåðåííîãî êâàíòîâîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ρ̂exp ê ýòàëîííîìó ñîñòîÿíèþ (â íàøèõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ |Φ+⟩ ). Ïàðàìåòð Ôèäåëèòè, ëåæàùèé â äèàïà-
çîíå [0, 1], âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

F =
〈
Φ+
∣∣ ρ̂exp ∣∣Φ+

〉
. (4.9)

Â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè |Φ+⟩ = 1√
2

(
1 0 0 1

)T
,

ãäå ñèìâîë T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ⟨Φ+| = 1√

2

(
1 0 0 1

)
.

Â ñëó÷àå F = 1 ñðàâíèâàåìûå ñîñòîÿíèÿ òîæäåñòâåííû,
à åñëè F = 0 , òî ñðàâíèâàåìûå ñîñòîÿíèÿ îðòîãîíàëüíû.
Äëÿ òåñòèðóåìîãî èñòî÷íèêà âûðàæåíèå (4.9) äàåò F =
0, 92± 0, 04.

Ñëåäóåò îòìåòèòü îáëàñòè òåõíè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ îöå-
íîê ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìåòîäîì ëèíåéíîé ðåêîíñòðóê-
öèè è ìåòîäîì íàèâåðîÿòíåéøåãî ïðèáëèæåíèÿ. Òàê, çíà-
÷åíèå Ôèäåëèòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî êàê íà îñíî-
âå ëèíåéíîé ðåêîíñòðóêöèè, òàê è íà îñíîâå íàèâåðîÿò-
íåéøåé îöåíêè ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Çäåñü ìû èñïîëüçî-
âàëè ëèíåéíóþ ðåêîíñòðóêöèþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Îä-
íàêî âåëè÷èíû ëèíåéíîé ýíòðîïèè, ýíòðîïèè ôîí Íåé-
ìàíà, Çàïóòàííîñòè, Ñöåïëåííîñòè è Ïåðåïóòûâàíèÿ
ôîðìèðîâàíèÿ ïðè èõ âû÷èñëåíèè òðåáóþò èñïîëüçîâà-
íèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ïëîòíîñòè, è ìîãóò
áûòü àäåêâàòíî ðàññ÷èòàíû òîëüêî íà îñíîâå íàèâåðîÿò-
íåéøåé îöåíêè ìàòðèöû ïëîòíîñòè.
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Òàáëèöà 4.1: Êîëè÷åñòâî êîððåëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷å-
òîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ïðîöåäóðû êâàíòîâîé òîìî-
ãðàôèè áèôîòîííîãî ñîñòîÿíèÿ: n � íîìåð èçìåðåíèÿ èç
òàáë. 3.1; Êîë. ôîò. îòñ÷. � êîëè÷åñòâî çàðåãèñòðèðîâàí-
íûõ êîððåëèðîâàííûõ ôîòîîòñ÷åòîâ çà âðåìÿ èçìåðåíèÿ
T .

n Êîëè÷åñòâî
êîððåëèðîâàííûõ
ôîòîîòñ÷åòîâ

1 23
2 1199
3 13090
4 358
5 141
6 5522
7 10540
8 282
9 6136
10 7313
11 3823
12 831
13 9174
14 7459
15 654
16 3147
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Òàáëèöà 4.2: Õàðàêòåðèñòèêè "òåñòîâîãî"ñîñòîÿíèÿ
Õàðàêòåðèñòèêà çíà÷åíèå

Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà 0.00008± 0.00939
Ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ 0.00015± 0.01736

Çàïóòàííîñòü ("Concurrence") 0.031± 0.073
Ñöåïëåííîñòü ("Tangle") 0.00097± 0.00468

Ïåðåïóòûâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ
¾Entanglement of formation¿

0.003± 0.014
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Ãëàâà 5

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà êâàíòîâîé

òîìîãðàôèè â çàäà÷àõ

êâàíòîâîé îïòèêè è

êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè

5.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäî-

âàíèå êâàíòîâîé çàïóòàííîñòè

íåîðòîãîíàëüíûõ ñîñòîÿíèé

ôîòîííûõ ÑÏÐ-ïàð ìåòîäîì

êâàíòîâîé òîìîãðàôèè

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïî òîìîãðàôèðîâàíèþ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ãå-
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íåðèðóåìûõ äâóõêðèñòàëüíûì ÑÏÐ-èñòî÷íèêîì 1-ãî òè-
ïà â íåîáû÷íîé êîíôèãóðàöèè. Ñõåìà óñòàíîâêè, ïîçâî-
ëÿþùàÿ èçìåðÿòü çàïóòàííîñòü â çàâèñèìîñòè îò ôàçû
ïðè èíòåðôåðåíöèè äâóõ íåîðòîãîíàëüíûõ êâàíòîâûõ ñî-
ñòîÿíèé, ãåíåðèðóåìûõ â ïðîöåññå ÑÏÐ â äâóõ ïîñëåäîâà-
òåëüíî ðàñïîëîæåííûõ íåëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ, ïîêàçà-
íà íà ðèñ. 5.1. Êâàíòîâàÿ èíòåðôåðåíöèÿ âîçíèêàåò ìåæ-
äó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, â êîòîðûõ ôîòîííàÿ ïàðà ìîæåò
ðîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè |DD⟩ â ïåðâîì íåëèíåéíîì êðè-
ñòàëëå, ãäå |D⟩ = (|H⟩ + |V ⟩)/

√
2, èëè â ñîñòîÿíèè |V V ⟩

âî âòîðîì íåëèíåéíîì êðèñòàëëå (â ëàáîðàòîðíîì áàçè-
ñå). Äëÿ ñëó÷àÿ θ = π/4 áûëà èññëåäîâàíà ôàçîâàÿ çàâè-
ñèìîñòü Çàïóòàííîñòè îò ϕ0.

Ðèñ. 5.1: Ñõåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè ïî èññëåäî-
âàíèþ êâàíòîâîé çàïóòàííîñòè íåîðòîãîíàëüíûé ñîñòîÿ-
íèé ÑÏÐ-ïàð ìåòîäîì êâàíòîâîé òîìîãðàôèè

Óñòàíîâêó íà ðèñ. 5.1 ìîæíî ñõåìàòè÷íî ðàçäåëèòü íà äâå
÷àñòè � ñõåìó ïðèãîòîâëåíèÿ è ñõåìó èçìåðåíèÿ êâàíòî-
âîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñõåìà ïðèãîòîâëåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ïîëÿðèçàöèîííûå ñîñòîÿíèÿ |DD⟩ è |V V ⟩
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ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÑÏÐ â äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñ-
ïîëîæåííûõ îäèíàêîâûõ íåëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ. Íàêà÷-
êà îñóùåñòâëÿëàñü íåïðåðûâíûì èçëó÷åíèåì íà äëèíå
âîëíû 405íì ñ ïîìîùüþ ëàçåðà (Ondax LM-405-PLR-40).
Óãîë íåêîëëèíåàðíîñòè ÑÏÐ áûë óñòàíîâëåí 0.78◦. Ïðè
ýòîì â ïåðâîì íåëèíåéíîì êðèñòàëëå â ÑÏÐ ó÷àñòâîâà-
ëà ïîëÿðèçàöèÿ íàêà÷êè |A⟩ = (− |H⟩ + |V ⟩)/

√
2, à âî

âòîðîì � |H⟩ . Äâóëó÷åïðåëîìëÿþùàÿ ïëàñòèíêà Comp
plate èñïîëüçîâàëàñü äëÿ êîìïåíñàöèè äâóëó÷åïðåëîìëå-
íèÿ â ïåðâîì íåëèíåéíîì êðèñòàëëå. Ôàçà ϕ0 ìåæäó èí-
òåðôåðèðóþùèìè ñîñòîÿíèÿìè |DD⟩ è |V V ⟩ ðåãóëèðó-
åòñÿ ñîñòîÿíèåì íàêà÷êè � ïåðåä íåëèíåéíûìè êðèñòàë-
ëàìè íàêà÷êà íàõîäèòñÿ â ïîëÿðèçàöèîííîì ñîñòîÿíèè
∝ |A⟩ + eiϕ0 |H⟩ . Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ îñè ýëëèïñà ïî-
ëÿðèçàöèè íàêà÷êè ñîâïàäàåò ñ áèññåêòðèñîé |A⟩ è |H⟩,
à îðèåíòàöèÿ îïòè÷åñêîé îñè äâóëó÷åïðåëîìëÿþùåé ïëà-
ñòèíêè Phase plate ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ýëëèïñà ïîëÿðè-
çàöèè íàêà÷êè. Ïóòåì ïîâîðîòà Phase plate èçìåíÿëîñü
çíà÷åíèå ϕ0.

Ïðè êàæäîé óñòàíîâêå óãëà ϕ0 ïðîèçâîäèëîñü èçìåðåíèå
êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, ãåíåðèðóåìîãî ñõåìîé ïðèãîòîâëå-
íèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, âû÷èñëÿëîñü çíà÷åíèå ìàòðè-
öû ïëîòíîñòè, Çàïóòàííîñòè, à òàêæå Ôèäåëèòè èçìå-
ðåííîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ è êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ,
âû÷èñëÿåìîãî òåîðåòè÷åñêè.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.2.
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Ðèñ. 5.2: Çàâèñèìîñòü Çàïóòàííîñòè îò ôàçû ïðè êâàí-
òîâîé èíòåðôåðåíöèè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé |DD⟩ è |V V ⟩.
Òàêæå ïîêàçàíî çíà÷åíèå Ôèäåëèòè èçìåðåííîãî êâàí-
òîâîãî ñîñòîÿíèÿ è êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, ðàññ÷èòàííîãî
òåîðåòè÷åñêè.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî Çàïóòàííîñòü çàâèñèò îò ôà-
çû ìåæäó èíòåðôåðèðóþùèìè ñîñòîÿíèÿìè. Ñóùåñòâó-
åò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôàçû ϕ0 = π, ïðè êîòîðîì çà-
ïóòàííîñòü â 2.7 ðàçà áîëüøå, ÷åì äëÿ íåîïòèìàëüíûõ
çíà÷åíèé. Íåêîòîðîå óìåíüøåíèå çàïóòàííîñòè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì îáúÿñíÿåòñÿ äåéñòâè-
åì ìåõàíèçìà äåêîãåðåíöèè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
ïîäòâåðæäàþò çàâèñèìîñòü çàïóòàííîñòè îò ôàçû ìåæäó
èíòåðôåðèðóþùèìè ñîñòîÿíèÿìè.
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5.2 Ïðèìåíåíèå ïàðàìåòðà Ôè-

äåëèòè äëÿ õàðàêòåðèçàöèè

êâàíòîâî-îïòè÷åñêèõ ïðîòîêî-

ëîâ

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïðîáëåìå èçìåðåíèÿ êâàíòîâûõ
ñîñòîÿíèé çàïóòàííûõ ïî ïîëÿðèçàöèè ôîòîííûõ ïàð è
èõ ìåòðîëîãè÷åñêîé ñåðòèôèêàöèè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â
ïðèëîæåíèÿõ. Èñòî÷íèêè îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ è ôîòîí-
íûõ ïàð ÿâëÿþòñÿ áàçîâûì ýëåìåíòîì ñîâðåìåííûõ êâàí-
òîâûõ îïòè÷åñêèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì
êëþ÷åâóþ ðîëü â ðàçâèòèè òàêèõ êëþ÷åâûõ íàïðàâëåíèé
êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè, êàê êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ [66]
è êâàíòîâàÿ êðèïòîãðàôèÿ [67] èãðàþò èñòî÷íèêè, ãåíå-
ðèðóþùèå êîððåëèðîâàííûå ïî âðåìåíè ôîòîííûå ïàðû
(áèôîòîíû), íàõîäÿùèåñÿ â çàïóòàííîì ñîñòîÿíèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êâàíòîâûå îïòè÷åñêèå òåõíîëîãèè [68]
âûøëè èç ñòàäèè ëàáîðàòîðíûõ èññëåäîâàíèé è ê êîí-
öó äâàäöàòûõ ãîäîâ ãîòîâÿòñÿ çàíÿòü êëþ÷åâîå ìåñòî â
èíôîðìàöèîííîé èíäóñòðèè; ýòà òåíäåíöèÿ ïîääåðæèâà-
åòñÿ íà ãîñóäàðñòâåííîì óðîâíå âî ìíîãèõ ñòðàíàõ[69,
70, 71, 72], â òîì ÷èñëå è â Ðîññèè[73, 74, 75]. Â ñâÿçè
ñ ýòèì, àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ çàäà÷à ñåðòèôèêàöèè îñ-
íîâíûõ ýëåìåíòîâ îïòè÷åñêèõ êâàíòîâûõ ñèñòåì, âåäü áåç
åäèíûõ ñòàíäàðòîâ íåëüçÿ ãîâîðèòü î ñîâìåñòèìîñòè ïðî-
äóêòîâ ðàçíûõ ïðîèçâîäèòåëåé, ò.å. áåç ñòàíäàðòîâ íåâîç-
ìîæíî ðàçâèòèå èíäóñòðèè [76]. Ïðîöåññ ñîçäàíèÿ ñòàí-
äàðòîâ óæå íà÷àëñÿ - â 2016 ãîäó Åâðîïåéñêèì èíñòèòó-
òîì òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñòàíäàðòîâ (ETSI) áûë âû-
ïóùåí ïåðâûé ïðåäâàðèòåëüíûé ñòàíäàðò[77], â êîòîðîì
îïðåäåëåíû ìåòîäû ñåðòèôèêàöèè îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ
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êâàíòîâî-îïòè÷åñêèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñåðòè-
ôèêàöèÿ ÑÏÐ-èñòî÷íèêîâ áèôîòîíîâ â ýòîì äîêóìåíòå
íå çàòðàãèâàåòñÿ, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ
çàäà÷ áóäóùèõ ñòàíäàðòîâ.

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä äëÿ ñåðòèôèêà-
öèè îäíîôîòîííûõ ÑÏÐ-èñòî÷íèêîâ. Ïðåäëàãàåìûé ìå-
òîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ïàðàìåòðà áëèçîñòè êâàíòî-
âûõ ñîñòîÿíèé � Ôèäåëèòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòð Ôè-
äåëèòè âëèÿåò íà óðîâåíü îøèáêè ïðè èñïîëüçîâàíèè èñ-
òî÷íèêîâ îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ è ôîòîííûõ ïàð äëÿ çà-
äà÷ êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè. Óñòàíîâêà äëÿ èçìåðåíèÿ
Ôèäåëèòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâûé òîìîãðàô, îïè-
ñàííûé â ðàçäåëå 3.1.

Êðèòåðèé Ôèäåëèòè [16] (äàëåå F ) ïîçâîëÿåò óñòàíî-
âèòü áëèçîñòü ðåàëüíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ-
ðèçàöèè áèôîòîíîâ, ãåíåðèðóåìûõ òåñòèðóåìûì ÑÏÐ-
èñòî÷íèêîì, ê êâàíòîâîìó ñîñòîÿíèþ, çàÿâëÿåìîìó ïðî-
èçâîäèòåëåì èñòî÷íèêà. Òàê æå îí ÿâëÿåòñÿ, êàê áó-
äåò ïîêàçàíî íèæå, êðèòåðèåì ïðèìåíèìîñòè èñòî÷íèêîâ
îäèíî÷íûõ ôîòîíîâ â êâàíòîâûõ ïðèëîæåíèÿõ, ÷òî äà-
åò îñíîâàíèå ïðåäëîæèòü êðèòåðèé Ôèäåëèòè â êà÷åñòâå
ñòàíäàðòà êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ÑÏÐ-èñòî÷íèêîâ.

Ðèñ. 5.3: Áëîê-ñõåìà ìåòîäèêè õàðàêòåðèçàöèè ïîëÿðèçà-
öèîííîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ÑÏÐ-èñòî÷íèêîâ
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Ìåòîäèêà õàðàêòåðèçàöèè ÑÏÐ-èñòî÷íèêîâ ïî ïàðàìåò-
ðó Ôèäåëèòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì (ðèñ. (5.3)). Ïî-
òîê ïàð ôîòîíîâ èç èñòî÷íèêà íàïðàâëÿåòñÿ â êâàíòîâûé
òîìîãðàô[73, 60, 78], êîòîðûé èçìåðÿåò ãåíåðèðóåìîå èñ-
òî÷íèêîì ïîëÿðèçàöèîííîå ñîñòîÿíèå áèôîòîíîâ. Êâàí-
òîâûé òîìîãðàô ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìàòðèöó ïëîòíî-
ñòè ïîïàäàþùåãî â íåãî èçëó÷åíèÿ. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñ-
ëÿåòñÿ âåëè÷èíà F , êîòîðàÿ êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçó-
åò áëèçîñòü äâóõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Â îáùåì ñëó÷àå
âåëè÷èíà F ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå [16]

F =

(
Tr

√
ρ̂

1
2
0 ρ̂ρ̂0

1
2

)2

, (5.1)

ãäå ρ̂ è ρ̂0 - ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå
òåñòèðîâàíèÿ èñòî÷íèêà, è çàÿâëåííàÿ ïðîèçâîäèòåëåì,
ñîîòâåòñòâåííî. Íàèáîëåå ÷àñòî â êâàíòîâûõ ïðèëîæåíè-
ÿõ òðåáóþòñÿ ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ, è ρ̂0 = |Ψ0⟩ ⟨Ψ0|. Ôèäå-
ëèòè â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ êàê

F = ⟨Ψ0| ρ̂ |Ψ0⟩ , (5.2)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà F ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â äèàïà-
çîíå îò 0 äî 1, ïðè÷åì çíà÷åíèå 1 ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì,
÷òî ñîñòîÿíèÿ ρ̂0 è ρ̂ òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò.

Âåëè÷èíà Ôèäåëèòè äàåò îöåíêó äëÿ îøèáêè â òà-
êèõ ïðèëîæåíèÿõ êâàíòîâûõ òåõíîëîãèé, êàê êâàíòî-
âàÿ êðèïòîãðàôèÿ è êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå ïðèìåðû.
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5.2.1 Êâàíòîâàÿ ïåðåäà÷à êëþ÷à ïî ïðî-
òîêîëó BB84

Âïåðâûå èäåÿ êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè áûëà ïðåäëîæåíà
×. Áåííåòòîì è Æ. Áðàññàðäîì â 1984 ãîäó[79]. Ïðîòî-
êîë, ïðåäëîæåííûé àâòîðàìè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé áèòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (øèôðîâàëüíîãî êëþ-
÷à) áåç âîçìîæíîñòè íåñàíêöèîíèðîâàííîãî ïðîñëóøèâà-
íèÿ (ïðîòîêîë BB84), ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî àáîíåíò À (íàçûâàåìûé Àëèñîé) ïîñûëàåò àáî-
íåíòó B (íàçûâàåìîìó Áîáîì) îäèíî÷íûå ôîòîíû â ðàç-
ëè÷íîì ñîñòîÿíèè ïîëÿðèçàöèè. Àëèñà ìîæåò ïðèãîòî-
âèòü ôîòîíû â ëàáîðàòîðíîì áàçèñå â ñîñòîÿíèè ãîðèçîí-
òàëüíîé |H⟩ ïîëÿðèçàöèè (ñîîòâåòñòâóþùåé �0� â øèôðî-
âàëüíîì êëþ÷å) èëè â ñîñòîÿíèè âåðòèêàëüíîé |V ⟩ ïîëÿ-
ðèçàöèè (êîäèðóþùåé �1� â êëþ÷å). Òàê æå îíà ìîæåò
ïðèãîòàâëèâàòü ôîòîíû â äèàãîíàëüíîì áàçèñå, ò.å. ôî-
òîíû, èìåþùèå ïîëÿðèçàöèþ±45◦ ê ãîðèçîíòàëè, à èìåí-
íî |D⟩ = |H⟩+|V ⟩√

2
, ñîîòâåòñòâóþùåé �0�, è |A⟩ = |H⟩−|V ⟩√

2
, ñî-

îòâåòñòâóþùåé �1�. Àëèñà ïîñûëàåò ïðèãîòîâëåííûå ôî-
òîíû ïî ò.í. êâàíòîâîìó êàíàëó Áîáó, êîòîðûé ïðîèç-
âîäèò èçìåðåíèå èõ ïîëÿðèçàöèè â ñëó÷àéíî âûáðàííîì
áàçèñå. Çàòåì àáîíåíòû ïî îòêðûòîìó êàíàëó ñîîáùàþò
äðóã äðóãó, â êàêèõ áàçèñàõ (ëàáîðàòîðíîì èëè äèàãî-
íàëüíîì) îíè ïðîâîäèëè èçìåðåíèÿ, è îñòàâëÿþò ó ñåáÿ
òîëüêî ðåçóëüòàòû â ñîâïàäàþùåì áàçèñå. Â ñëó÷àå, åñ-
ëè èñïîëüçóåìûå èìè ïðèáîðû èäåàëüíû è îòñóòñòâóåò
ïîäñëóøèâàíèå, îíè äîëæíû ïîëó÷èòü äâå ñîâïàäàþùèå
áèòîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàëè÷èå æå îøèáîê â ñî-
çäàííîì êëþ÷å ìîæåò ãîâîðèòü î ïðîñëóøèâàíèè. Òàê,
åñëè íåêîòîðûé îáúåêò (íàçûâàåìûé Åâîé) íåïðåðûâíî
âåäåò ïðîñëóøèâàíèå, ïðîâîäÿ èçìåðåíèÿ â ñëó÷àéíî âû-
áðàííîì áàçèñå è ïåðåäàâàÿ Áîáó âìåñòî èçíà÷àëüíîãî
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ôîòîíà ðåçóëüòàò ñâîèõ èçìåðåíèé, òî Àëèñà è Áîá äîëæ-
íû çàðåãèñòðèðîâàòü âîçðàñòàíèå îøèáêè äî 25%. Åñëè
Åâà èçìåðÿåò íå êàæäûé ôîòîí, à òîëüêî ÷àñòü èç ïîòîêà,
ïîñûëàåìîãî Àëèñîé Áîáó, òî âåëè÷èíà âíîñèìîé îøèáêè
òîæå óìåíüøàåòñÿ, õîòÿ Åâà óçíàåò ìåíüøå èíôîðìàöèè
î êëþ÷å. Äîïóñòèìûì êîëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè, ïðèí-
öèïèàëüíî äîñòóïíîé çëîóìûøëåííèêàì, è îïðåäåëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûé óðîâåíü îøèáêè.

Îøèáêè ïðè ãåíåðèðîâàíèè êëþ÷à âîçíèêàþò è â ñèëó
äðóãèõ ïðè÷èí: èç-çà íåèçáåæíîé íåèäåàëüíîñòè îáîðóäî-
âàíèÿ, èñêàæåíèé, âíîñèìûõ êâàíòîâûì êàíàëîì. Íàïðè-
ìåð, åñëè Àëèñà ãîòîâèò ôîòîíû ñ êàêîé-ëèáî ïîãðåøíî-
ñòüþ, òî Áîá ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò ïîëó÷àòü
îøèáî÷íûå áèòû. À èìåííî, âåðîÿòíîñòü îøèáêè â ñëó-
÷àå ïðèãîòîâëåíèÿ ôîòîíà â ñîñòîÿíèè |ψ⟩ = α |H⟩+β |V ⟩
âìåñòî ôîòîíà â ñîñòîÿíèè |H⟩ ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî Áîá ïðè èçìåðåíèè ïîëÿðèçàöèè ïîëó÷èò |V ⟩, ò.å.
|⟨V |Ψ⟩|2 = |β|2 = 1 − F , ãäå F = |⟨H|Ψ⟩|2 = |α|2� Ôè-
äåëèòè. Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè èìåþò ìåñòî è ïðè
ïðèãîòîâëåíèè îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
óìåíüøåíèèÔèäåëèòè óâåëè÷èâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îøèá-
êè.

5.2.2 Êâàíòîâàÿ ïåðåäà÷à êëþ÷à ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì çàïóòàííûõ ôîòîíîâ

Â êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
ïîëÿðèçàöèîííî-çàïóòàííûå ôîòîííûå ïàðû[80]. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàáîòó ñõåìû, ïðåäëîæåííîé â [81].

Àëèñà è Áîá ïîëó÷àþò ïî îäíîìó èç çàïóòàííûõ ïî ïîëÿ-
ðèçàöèè ôîòîíîâ â ñîñòîÿíèè

∣∣Φ(+)
〉
= 1√

2
(|HH⟩+ |V V ⟩).

Èñòî÷íèê çàïóòàííûõ ôîòîíîâ ìîæåò áûòü âíåøíèì, èëè

113



æå íàõîäèòüñÿ ó îäíîãî èç àáîíåíòîâ. Òàê æå ó êàæäîãî
èç àáîíåíòîâ èìååòñÿ èçìåðèòåëü, ðàáîòàþùèé â ðåæèìå
èçìåðåíèÿ ïîëÿðèçàöèè â ëàáîðàòîðíîì (ðåçóëüòàò èçìå-
ðåíèÿ � ïîëÿðèçàöèÿ |H⟩ èëè |V ⟩) èëè äèàãîíàëüíîì áà-
çèñå (|D⟩ èëè |A⟩). Àáîíåíòû, ïîëó÷èâ ôîòîí, ïðîâîäÿò
èçìåðåíèå åãî ïîëÿðèçàöèè â ñëó÷àéíî âûáðàííîì áàçè-
ñå. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äåéñòâîâàëè Àëèñà è Áîá â ïðî-
òîêîëå BB84, îíè ñîîáùàþò äðóã äðóãó áàçèñ, â êîòîðîì
áûëè ïðîèçâåäåíû èçìåðåíèÿ. Ïðè ýòîì, åñëè èñïîëüçó-
þòñÿ èäåàëüíûå ïðèáîðû â îòñóòñòâèå ïðîñëóøèâàíèÿ,
ðåçóëüòàòû ïîëÿðèçàöèîííûõ èçìåðåíèé â ñîâïàäàþùèõ
áàçèñàõ äîëæíû ïîëíîñòüþ ñîâïàñòü. Ðåçóëüòàòû èçìå-
ðåíèÿ â íåñîâïàäàþùèõ áàçèñàõ íå èñïîëüçóþòñÿ.

Îøèáêè â ñîçäàííîì êëþ÷å ïîÿâëÿþòñÿ èç-çà ïðîñëóøè-
âàíèÿ, à òàê æå â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ íåêà÷åñòâåííîãî
èñòî÷íèêà çàïóòàííûõ ôîòîíîâ, ãåíåðèðóþùåãî ôîòîí-
íûå ïàðû â îòëè÷àþùåìñÿ îò

∣∣Φ(+)
〉
ñîñòîÿíèè, çàäàâà-

åìîì ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ̂. Ïðîàíàëèçèðóåì îøèáêè,
âîçíèêàþùèå èç-çà îòêëîíåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ôî-
òîíîâ îò

∣∣Φ(+)
〉
.

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïðåäñòàâèìà â âèäå

ρ̂ = F
∣∣Φ(+)

〉 〈
Φ(+)

∣∣+ (1− F )ρ̂⊥, (5.3)

ãäå F =
〈
Φ(+) |ρ̂|Φ(+)

〉
åñòü âåëè÷èíà Ôèäåëèòè, à ρ̂⊥ óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ
〈
Φ(+)

∣∣ ρ̂⊥ ∣∣Φ(+)
〉
= 0. Â ñëó÷àå èçìåðå-

íèé â ëàáîðàòîðíîì áàçèñå îøèáêà ñîñòîèò â èçìåðåíèè
ñîñòîÿíèé |HV ⟩ è |V H⟩. Ïðè ýòîì åå âåëè÷èíà ñîñòàâèò

p(|HV ⟩) + p(|V H⟩) = ⟨HV | ρ̂ |HV ⟩+ ⟨V H| ρ̂ |V H⟩
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= (1−F )(⟨HV | ρ̂⊥ |HV ⟩+⟨V H| ρ̂⊥ |V H⟩) ≤ (1−F ), (5.4)

ò.ê. Tr ρ̂⊥ = 1. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ èçìå-
ðåíèé â äèàãîíàëüíîì áàçèñå. Â èòîãå äëÿ âåðîÿòíîñòè
îøèáêè ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå

Perr ≤ 1− F (5.5)

Ïàðàìåòð Ôèäåëèòè îïðåäåëÿåò òàê æå è ìèíèìàëü-
íî âîçìîæíûé óðîâåíü îøèáêè. ×òîáû ýòî óâèäåòü,
çàïèøåì ìàòðèöó ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ â âèäå ρ̂i =∑

i pi |ψi⟩ ⟨ψi|. Êàæäîå ñîñòîÿíèå |ψi⟩ ìîæíî çàïèñàòü
â áàçèñå èç ñîñòîÿíèé Áåëëà êàê |ψk⟩ = α1

∣∣Φ(+)
〉
+

α2

∣∣Φ(−)
〉
+ α3

∣∣Ψ(+)
〉
+ α4

∣∣Ψ(−)
〉
. Ôèäåëèòè äëÿ ýòîé ðåà-

ëèçàöèè åñòü ïðîñòî Fk = |α1|2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîñòîÿíèÿ,
äàþùèå îøèáêó, â áàçèñå ñîñòîÿíèé Áåëëà çàïèñûâàþòñÿ
êàê

|HV ⟩ = 1√
2
(
∣∣Ψ(+)

〉
+
∣∣Ψ(−)

〉
)

|V H⟩ = 1√
2
(
∣∣Ψ(+)

〉
−
∣∣Ψ(−)

〉
)

|AD⟩ = 1√
2
(
∣∣Φ(+)

〉
+
∣∣Ψ(−)

〉
)

|DA⟩ = 1√
2
(
∣∣Φ(+)

〉
−
∣∣Ψ(−)

〉
), (5.6)
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ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè

P k
err =

p(HV ) + p(V H) + p(DA) + p(AD)

2
=

1− Fk + α∗
4α4

2
≥ 1− F

2
(5.7)

Óñðåäíÿÿ ïî âñåìó ñìåøàííîìó ñîñòîÿíèþ ìîæíî ïîëó-
÷èòü, ÷òî Perr ≥ 1−F

2
. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà Ôèäå-

ëèòè çàäàåò äèàïàçîí, â êîòîðîì ìîæåò ëåæàòü îøèáêà
ïðè ñîçäàíèè êâàíòîâîãî êëþ÷à:

1− F

2
≤ Perr ≤ 1− F (5.8)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè äëÿ äàííîãî
Ôèäåëèòè çàâèñèò îò ÿâíîãî âèäà �ïðèìåñíîãî� ñîñòîÿ-
íèÿ ρ̂⊥. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

� ρ̂⊥ =
∣∣Ψ(−)

〉 〈
Ψ(−)

∣∣ , ãäå ∣∣Ψ(−)
〉
= 1√

2
(|HV ⟩ − |V H⟩).

Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà îøèáêè ïðèíèìàåò ìàê-
ñèìóì: è ïðè èçìåðåíèè â ëàáîðàòîðíîì áàçèñå,
è ïðè èçìåðåíèè â äèàãîíàëüíîì, îøèáêà ðàâíà
Perr = 1− F

� Ïðè ρ̂⊥ =
∣∣Φ(−)

〉 〈
Φ(−)

∣∣, ãäå ∣∣Φ(−)
〉

= 1√
2
(|HH⟩ −

|V V ⟩). Â ëàáîðàòîðíîì áàçèñå îøèáêè íå âîçíèêà-
þò, à ïðè èçìåðåíèè â äèàãîíàëüíîì áàçèñå îíè èìå-
þò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Èòîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü
îøèáêè â ýòîì íàõîäèòñÿ íà ìèíèìàëüíîì óðîâíå
Perr =

1−F
2
.

� Ïðè ρ̂⊥ =
∣∣Ψ(+)

〉 〈
Ψ(+)

∣∣, ãäå ∣∣Ψ(+)
〉

= 1√
2
(|HV ⟩ +

|V H⟩). Îøèáêè â ëàáîðàòîðíîì áàçèñå ïðîèñõî-
äÿò ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòüþ, à â
äèàãîíàëüíîì íå ïðîèñõîäÿò. Èòîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü
îøèáêè, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ðàâíà
Perr =

1−F
2
.
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� Ïðè ρ̂⊥ = |HV ⟩ ⟨HV | âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè èç-
ìåðåíèè â ëàáîðàòîðíîì áàçèñå ñîñòàâëÿåò 1− F , à
ïðè èçìåðåíèÿõ â äèàãîíàëüíîì áàçèñå îíà ñîñòàâèò
1−F
2
, ÷òî â èòîãå ïðèâåäåò ê âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü

íåïðàâèëüíûé áèò â ¾ñûðîì¿ êëþ÷å Perr =
3
4
(1−F )

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ Ôèäåëèòè â êà-
÷åñòâå ñòàíäàðòà êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ, ãåíåðèðóåìîãî
èñòî÷íèêîì çàïóòàííûõ ôîòîíîâ ÿâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàç-
íûì.

Áîëåå ïîäðîáíî î íàó÷íûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ äîñòèæå-
íèÿõ, ïîëó÷åííûõ ñ îäèíî÷íûìè ôîòîíàìè ìîæíî îçíà-
êîìèòüñÿ â [78].

Çàêëþ÷åíèå

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå îñíîâû êâàíòîâîé òîìîãðàôèè ïîëÿðèçàöè-
îííûõ ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ è ôîòîííûõ ïàð. Îòìåòèì, ÷òî,
õîòÿ èçëîæåíèå âåëîñü èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ïîëÿðèçàöè-
îííîé ñòåïåíè ñâîáîäû ôîòîíîâ, èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû
èìåþò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè. Èíòåðåñó-
þùèéñÿ ÷èòàòåëü ïî àíàëîãèè ñ èçëîæåííûì ìàòåðèà-
ëîì ìîæåò òåîðåòè÷åñêè ðàññ÷èòàòü è ýêñïåðèìåíòàëü-
íî ðåàëèçîâàòü, íàïðèìåð, êâàíòîâóþ òîìîãðàôèþ ôîòî-
íîâ, èìåþùèõ îðáèòàëüíûé óãëîâîé ìîìåíò. Èçëîæåííûå
èäåè ïðèìåíèìû êî âñåì êâàíòîâûì ñèñòåìàì, èìåþùèì
êîíå÷íîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò
î äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ. Ñïåêòðàëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáî-
äû (äëèíà âîëíû ôîòîíà), ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòåïåíü ñâî-
áîäû (íàïðèìåð, îáëàñòü â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïó÷êà, â
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êîòîðîé ôîòîí áûë çàðåãèñòðèðîâàí), îïòè÷åñêîå èçîáðà-
æåíèå è ò.ä., ïðèâîäÿò íàñ ê èäåå êâàíòîâîé òîìîãðàôèè
â íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ. Èäåéíî, êâàíòîâàÿ òîìîãðà-
ôèÿ â íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ è êâàíòîâàÿ òîìîãðà-
ôèÿ â äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò ìíîãî îáùåãî. Åñòü
è ðÿä ñóùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé � êîëè÷åñòâî ñòåïå-
íåé íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî âñå ñòåïåíè ñâîáîäû èçìåðèòü
òî÷íî íåâîçìîæíî. ×èòàòåëü, çàèíòåðåñîâàâøèéñÿ êâàí-
òîâîé òîìîãðàôèåé â íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ, ìîæåò
îáðàòèòüñÿ ê êíèãå [13].

Ðàáîòû â îáëàñòè êâàíòîâîé ôèçèêè è êâàíòîâûõ òåõ-
íîëîãèé àêòèâíî âåäóòñÿ â Ðîññèè [82] � â ÷àñòíîñòè,
â Êâàíòîâîì öåíòðå ÌÃÓ [83, 84, 85, 86, 87], Ðîññèé-
ñêîì êâàíòîâîì öåíòðå [88, 89, 90], Êàçàíñêîì êâàíòî-
âîì öåíòðå [91, 92], óíèâåðñèòåòe ÈÒÌÎ [93, 94, 95],
ÍÈÒÓÌÈÑÈÑ [96].

Àâòîðû ïîñîáèÿ âûðàæàþò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü
êîëëåêòèâó ëàáîðàòîðèè Ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè-
÷åñêîé êâàíòîâîé îïòèêè êàô. Îáùåé ôèçèêè è âîëíîâûõ
ïðîöåññîâ Ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà ìíîãî÷èñëåí-
íûå ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ èçëîæåííûõ â ïîñîáèè
èäåé. Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü àâòîðû âûðàæàþò ïðîô.
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