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СОПОСТАВИМОСТЬ РЕЗУЛЬТАТОВ КАНОНИЧЕСКОГО 
ДИСКРИМИНАНТНОГО АНАЛИЗА ПРОВЕДЕННОГО  

НА ОСНОВЕ РАЗНЫХ ВХОДНЫХ ДАННЫХ 
 
Введение. В настоящее время в отечественной антропологии активно применяется кано-

нический дискриминантный анализ, проводимый на основе средних значений признаков. При этом 
используются стандартные значения среднеквадратических отклонений, а также стандартные 
корреляционные коэффициенты. Вопрос о сопоставимости результатов такого анализа с ре-
зультатами анализа, проведенного на основе индивидуальных значений, остается открытым. 
Кроме того, существующая межгрупповая изменчивость коэффициентов корреляции может при-
водить к изменению результатов анализа при применении корреляционной матрицы, рассчитан-
ной для конкретных анализируемых групп.  

Настоящая работа посвящена сравнению результатов трех вариантов канонического дис-
криминантного анализа: на основе индивидуальных данных, на основе средних значений и обобщен-
ной (видовой) корреляционной матрицы, а также на основе средних значений и региональной (рас-
считанной для конкретного региона) корреляционной матрицы.  

Материалы и методы. Использованы данные по 48 этно-территориальным группам, свя-
занным своим происхождением с территорией Старого Света. Серии датируются временем, 
близким к современности – XVI–XX вв. Измерены 25 краниометрических линейных признаков. Для 
канонического анализа по индивидуальным данным использовался пакет языка R, а для анализа по 
средним данным использовалась программа MultiCan.  

Результаты. Результаты вариантов анализа, проведенных на основе индивидуальных дан-
ных и на основе средних, оказались довольно похожими. При детальном сравнении результатов 
серии дискриминантных анализов, проведенных для выборок трех больших рас с использованием 
разных входных данных, выявляются некоторые малосущественные различия во взаимном распо-
ложении групп. В целом расположение выборок на диаграммах рассеяния, а также стандартизо-
ванные коэффициенты дискриминантных функций различаются несущественно, независимо от 
вида исходных данных. 

Заключение. Сравнение результатов разных видов анализа показало, что использование как 
индивидуальных значений, так и средних по выборкам в большинстве случаев приводит к одинако-
вым результатам. При использовании индивидуальных данных большое влияние на дифференциа-
цию выборок оказывает более высокая реальная внутригрупповая изменчивость.  
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Введение 

Широко известно, что корреляционная 
структура черепа весьма изменчива от популя-
ции к популяции, так как на связи признаков 
сильно влияет история формирования группы 
[см. например: Малиновский, 1948; Рогинский, 
1954, 1962; Бунак, 1965; Беневоленская 1974]. 
При этом не до конца понятно, существует ли 
неслучайная изменчивость корреляционной 
структуры черепа на надпопуляционном уровне, 
из-за которой некорректно будет использовать 
общевидовые константы в межгрупповых анали-
зах по отдельным регионам. Чтобы проверить 
возможность использования обобщенных коэф-
фициентов корреляции в качестве констант, 
необходимо сравнить результаты многомерных 
анализов, проведенных на основе разных ис-
ходных данных. Для решения такой задачи ло-
гично провести дискриминантный анализ с ис-
пользованием обобщенной корреляционной 
матрицы, которая включает в себя усредненные 
коэффициенты, рассчитанные по популяциям 
разных регионов ойкумены, затем в качестве 
констант использовать региональную корреля-
ционную матрицу (то есть рассчитанную только 
по сериям какого-то региона), и наконец, прове-
сти многомерный анализ с использованием ин-
дивидуальных данных по тем же группам, что и 
в первых двух случаях. Только при таком подхо-
де можно корректно сравнить результаты мно-
гомерных анализов и вынести суждение о пра-
вомерности использования «стандартной» кор-
реляционной матрицы при классификации 
популяций разных регионов Земли. 

Таким образом, целью настоящей работы 
было сравнение результатов канонического дис-
криминантного анализа, проведенного с исполь-
зованием разных корреляционных матриц, а 
также результаты дискриминантного анализа по 
индивидуальным данным и с использованием 
средних величин по тем же выборкам. Это сде-
лано для того, чтобы проверить сопоставимость 
результатов вариантов анализа при различных 
исходных данных. Существенно ли различаются 
результаты при использовании разных корреля-
ционных матриц, а также можно ли сравнивать 
результаты дискриминатного анализа по инди-
видуальным данным с результатами по сред-
ним, учитывая, что при анализе индивидуальных 

данных численности выборок заметно сокраща-
ются? Если распределение групп и коэффици-
енты дискриминантных функций окажутся сход-
ными, значит можно проводить сравнение ре-
зультатов разных вариантов анализа, причем 
даже в тех случаях, если они проведены по вы-
боркам с разной численностью индивидов. А эта 
ситуация часто встречается если сравниваются, 
например, результаты дискриминантных анали-
зов, проведенных разными исследователями, 
когда проблематично соблюсти идентичность 
выборок. Подобное сравнение было проделано 
с использованием данных по морфологии со-
временного населения [Тихонов, 2001]. В ре-
зультате автор пришел к выводам, что распре-
деление групп практически не зависит от вы-
бранного алгоритма и типа входных данных.  

Для чистоты эксперимента авторы прове-
ли также сравнение двух видов анализа – с ис-
пользованием индивидуальных данных и с ис-
пользованием средних величин, рассчитанных 
только по тому набору индивидов, который ис-
пользуется в анализе по индивидуальным дан-
ным. Такая ситуация выглядит весьма искус-
ственной, фактически в этом случае результаты 
будут различаться только из-за разницы в мате-
матических аппаратах анализов. Гораздо инте-
реснее в практическом отношении моделирова-
ние ситуации, когда численность индивидов в 
анализах неизвестна, как чаще всего и бывает 
при сравнении публикаций разных авторов. Тем 
не менее, авторы включили и этот вид анализа в 
сравнение. 

Таким образом, для популяций с террито-
рии всего Старого Света были проведены три 
варианта анализа: 

1. с использованием индивидуальных данных; 
2. с использованием средних значений при-

знаков, рассчитанных по тому же набору инди-
видов, что используется в первом анализе, но со 
средневзвешенными значениями дисперсий и 
стандартной корреляционной матрицей; 

3. с использованием средних значений, рас-
считанных по максимально возможному числу 
индивидов в каждой выборке, средневзвешен-
ными значениями дисперсий и стандартной кор-
реляционной матрицей.  
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Для каждой макрорегиональной группы 

(Европа, Африка, Азия) было сделано также три 
варианта анализа: 

1. с использованием индивидуальных данных;  
2. с использованием средних значений призна-

ков и «региональной» корреляционной матрицы, 
рассчитанной только для групп этого макрорегиона;  

3. с использованием средних значений при-
знаков и обобщенной («стандартной») корреля-
ционной матрицы.  

Для проведения всех видов анализа была 
рассчитана обобщенная корреляционная матри-
ца, а также усредненные корреляционные мат-
рицы по группам из трех макрорегионов: Афри-
ки, Европы и Азии (последняя матрица получена 
усреднением коэффициентов корреляции попу-
ляций Передней Азии, Западной и Восточной Си-
бири, Центральной Азии и генетически связанные 
с азиатским континентом группы Северной Амери-
ки, а именно – Аляски). Фактически объединение 
по макрорегионам означает, что изученные попу-
ляции сгруппированы в соответствии со своей 
принадлежностью к трем большим расам. 

Во всех многомерных анализах, которые 
проводятся по средним величинам признаков, 
использованы среднеквадратические отклоне-
ния, рассчитанные нами по данным изучаемых 
групп, они представляют собой средневзвешен-
ные оценки. Подчеркнем, что стандартные от-
клонения [Алексеев, Дебец, 1964] не использо-
вались. Этот подход связан с тем, что в анализы 
включены заведомо неоднородные по проис-
хождению группы, объединенные лишь геогра-
фически. Рассчитанные нами среднеквадрати-
ческие отклонения оказались ожидаемо не-
сколько выше стандартных. 

 
 

Материал и методы 
В настоящей работе использовались 

средние и индивидуальные данные по 48 этно-
территориальным группам в основном с терри-
тории Старого Света. Серии были разделены на 
семь региональных групп, в зависимости от гео-
графической принадлежности. В общем канони-
ческом дискриманантном анализе включены 
данные по всем 48 группам. При сравнении ре-
зультатов анализа на основе двух разных кор-
реляционных матриц использовались данные 

только по трем регионам. С территории Европы 
взято 9 групп, с территории Африки – 11 групп и 
с территории Азии – 11 групп (сюда же были 
включены серии алеутов и эскимосов Аляски, 
которые по своему происхождению связаны с 
азиатскими группами, хотя представляют наро-
ды, проживающие сейчас на территории Север-
ной Америки). 

В основном данные взяты из литератур-
ных источников, часть измерена самостоятельно 
в фондах НИИ и Музея антропологии МГУ и Му-
зея антропологии и этнографии им. Петра Вели-
кого (табл. 1). Во всех случаях, когда это воз-
можно, указана этническая принадлежность 
группы. В остальных случаях указана только гео-
графическая принадлежность. Очевидно, что 
объединение серий, например, Габона в таксо-
номическом отношении – не то же самое, что 
серия зулусов или бушменов. Однако при рабо-
те с литературными источниками такое смеше-
ние разных таксономических уровней является 
вынужденной мерой. 

 
Измерительные методы, использованные 

в нашей работе, в основном соответствуют 
стандартной краниометрической методике, при-
нятой в российской антропологии [Martin 1928; 
Дебец 1935; Алексеев, Дебец 1964]. Всего было 
взято 25 краниометрических линейных призна-
ков (табл. 2). Наборы признаков, которые ис-
пользуются в канонических анализах для разных 
регионов, несколько различаются, это сделано 
для сохранения максимального количества ин-
формации, в зависимости от наличия пропущен-
ных признаков. Анализ европейского материала 
проходил по 14 краниометрическим признакам, 
африканского – по 11 признакам, азиатского – по 
24 признакам (табл. 2). 

 
Как правило, для проведения каноническо-

го дискриминантного анализа по средним ис-
пользуется стандартная корреляционная матри-
ца С.Г. Ефимовой [Ефимова, 1991]. Однако в 
настоящей работе используется собственная 
общая корреляционная матрица. Это сделано по 
нескольким причинам. Во-первых, матрица 
С.Г. Ефимовой рассчитана для однородных вы-
борок, в то время как в настоящей работе ис-
пользуются заведомо неоднородные выборки.  
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Таблица 1. Список используемых в анализе групп и их принадлежность к географическим 
общностям (макрорегионам)  

Table 1. List of groups used in the analysis and their geographical affiliation (macro-regions)  

 №№ Группы N 
N (после удаления 

черепов с 
пропущенными 

значениями) 
Источники 

Европа 

1 армяне 105 77 Бунак, 1927 
2 болгары 20 10 собственные данные 
3 ирани (Узбекистан) 19 9 собственные данные 
4 итальянцы 27 13 собственные данные 
5 латыши 30 13 собственные данные 
6 осетины 96 58 собственные данные 
7 турки (Болгария) 15 7 собственные данные 
8 удмурты 57 24 собственные данные 
9 цыгане 27 16 собственные данные 
 Всего 396 227  

Африка 

10 Габон 66 46 Benington, Pearson, 
1912 

11 Камерун 92 89 Drontschilow, 1913 
12 Конго 49 25 Benington, Pearson, 

1912 
13 Уганда 94 66 Górny, 1957 
14 ангони 25 5 Shrubsall, 1899 
15 бушмены 16 7 Shrubsall, 1898, 1899 
16 готтентоты 27 18 Shrubsall, 1898 
17 зулусы 20 13 Shrubsall, 1899 
18 кафиры 37 31 Shrubsall, 1899 
19 тигре 69 39 Sergi,1912 
20 тэйта 53 6 Kitson, 1931 
 Всего 548 345  

Северная, 
Центральная и 
Средняя Азия 

21 казахи 119 66 Исмагулов, 1970 
22 теленгеты 55 15 собственные данные 
23 чукчи 15 6 собственные данные 
24 эскимосы (Чукотка) 28 6 собственные данные 
25 алеуты 31 4 собственные данные 
26 буряты 228 90 архивные данные 

Н.Н. Мамоновой 
27 киргизы 21 3 собственные данные 
28 монголы 59 10 собственные данные 
29 ханты 99 39 собственные данные 
30 эскимосы (Аляска) 111 79 Дебец, 1986 
31 якуты 20 6 собственные данные 
 Всего 786 324  

Восточная 
Азия 

32 непальцы 47 36 Morant, 1924 
33 тибетцы 32 32 Morant, 1924 
 Всего 79 68  

Юго-
Восточная 

Азия 

34 аэта 33 22 G.von Bonin, 1931a 
35 Бантам 22 19 G.von Bonin, 1931a 
36 бирманцы 60 44 Tildesley, 1921 
37 даяки 41 29 G.von Bonin, 1931a 
38 Джакарта 33 25 G.von Bonin, 1931a 

Есть продолжение 
Continued 
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Продолжение таблицы 1.   
Table 1 continued  

 №№ Группы N 
N (после удаления 

черепов с 
пропущенными 

значениями) 
Источники 

Юго-
Восточная 

Азия 

39 о.Мадура 15 14 G.von Bonin, 1931a 
40 тагалы 31 15 G.von Bonin, 1931a 
41 Ява (сборная) 35 32 G.von Bonin, 1931a 
42 яванцы 29 28 G.von Bonin, 1931a 
 Всего 299 228  

Южная Азия 
43 андаманцы 22 15 G.von Bonin, 1931a 
44 тамилы 35 35 Harrower, 1924 
 Всего 57 50  

Океания 

45 Новая Британия 127 100 G.von Bonin, 1936 
46 о.Пасхи 54 24 G.von Bonin, 1931b 
47 сев. Новая Гвинея 87 72 Hambly, 1940 
48 юж. Новая Гвинея 38 25 Hambly, 1940 
 Всего 306 221  

Все серии   2471 1463  

Примечания. № 41 и 42 включают в себя разные черепа с острова Ява 
Notes. № 41 and 42 include different skulls from Java 

 
Таблица 2. Список используемых размеров, названия и обозначения признаков 

Table 2. List of dimensions, names and feature designations used 
№ Линейные размеры Номер по Мартину Все Европа Африка Азия 
1 Продольный диаметр М.1 + + + + 
2 Поперечный диаметр М.8 + + + + 
3 Высотный диаметр М.17 + + – + 
4 Ушная высота М.20 – + – – 
5 Длина основания черепа М.5 + + + + 
6 Наименьшая ширина лба М.9 + + + + 
7 Наибольшая ширина лба М.10 – – – + 
8 Ширина основания черепа М.11 – + – + 
9 Ширина затылка М.12 – + – + 
10 Лобная дуга М.26 + – – + 
11 Теменная дуга М.27 + – – + 
12 Затылочная дуга М.28 + – – + 
13 Верхняя ширина лица М.43 – + – + 
14 Скуловой диаметр М.45 + + + + 
15 Средняя ширина лица М.46 + – – + 
16 Длина основания лица М.40 + + + + 
17 Верхняя высота лица М.48 + + – + 
18 Высота носа М.55 + + + + 
19 Ширина носа М.54 + + + + 
20 Длина альвеолярной дуги М.60 – – – + 
21 Ширина альвеолярной дуги М.61 – – – + 
22 Ширина орбиты М.51 – – – + 
23 Высота орбиты М.52 – – + + 
24 Длина неба М.62 – – + + 
25 Ширина неба М.63 – – + + 

Примечаня. Знаком «+» отмечены те признаки, которые включены в анализ в разных макрорегионах.  
Notes. "+" sign indicates those features that are included in the analysis in the different macro-regions  
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Во-вторых, эта матрица содержит корре-

ляции для небольшого набора краниометриче-
ских признаков, особенно для мозгового отдела 
черепа. Наконец, ранее было показано, что рас-
считанные нами коэффициенты практически не 
отличаются от стандартной матрицы 
С.Г. Ефимовой [Пежемский, Федорчук, 2020]. 
Таким образом, перед проведением анализа были 
рассчитаны общая («стандартная») и три регио-
нальные корреляционные матрицы. Для этого сна-
чала рассчитывались коэффициенты корреляции 
Пирсона для каждой группы в отдельности. Затем 
они преобразовывались через z-преобразование 
Фишера [Fisher, 1921]. Для полученных в каждой 
группе коэффициентов находилось среднее значе-
ние, и оно уже преобразовывалось обратно в обыч-
ный коэффициент корреляции. 

Данная процедура необходима «так как 
форма выборочного распределения для этого 
показателя зависит от его величины и весьма 
сильно отличается от нормального по мере при-
ближения |r| к 1. Справиться с этими трудностя-
ми позволяет применение так называемого z-
преобразования Фишера» [Дерябин, 2007, 
стр.209–212.]. Кроме традиционно используемо-
го антропологами учебника В.Е.Дерябина и в 
других работах сказано, что при высоких (по мо-
дулю) значениях коэффициента корреляции его 
распределение искажено [Fisher, 1915; Fisher, 
1921; Wicklin, 2017]. О том, что распределение 
коэффициента корреляции асимметрично, и что это 
требует трансформации этого показателя пишет 
также Алан Уинтерботтом [Winterbottom, 1979]. 

Для проведения канонического дискрими-
нантного анализа по средним данным использо-
валась программа MultiCan [Гончаров, Гончаро-
ва, 2016]. Для дифференциации групп из отдель-
ных макрорегионов с помощью программы 
MultiCan проводилось два варианта анализа: в 
первом использовалась региональная корреляци-
онная матрица (то есть рассчитанная только с ис-
пользованием данных из одного макрорегиона), во 
втором использовалась обобщенная корреляци-
онная матрица (которая рассчитывалась с исполь-
зованием всех данных, имеющихся в наличии). 

Для канонического анализа по индивиду-
альным данным использовался пакет языка R 
candisc (version 0.8-6), применялась функция 
candiscList, из библиотеки "candisc" [Friendly, Fox, 

2021]. Для построения графиков использовались 
усредненные по группам значения канонических 
векторов. Графики строились с помощью функ-
ции ggplot из пакета ggplot2 [Wickham, 2016]. 

Для объективной оценки сходства полу-
ченных дискриминантных функций рассчитан 
коэффициент корреляции Спирмена между 
стандартизованными коэффициентами одно-
именных дискриминантых функций, полученных 
в разных видах анализа. Кроме этого, получае-
мые во всех видах анализа матрицы расстояний 
Махаланобиса сравнивались с помощью теста 
Мантеля. И хотя ранее было достаточно убеди-
тельно показано, что тест Мантеля не чувстви-
телен к изменению матриц коэффициентов кор-
реляции [Широбоков, 2021], а значит, делать 
существенные выводы на его основе не стоит, 
авторы решили использовать и этот показатель 
для сравнения полученных результатов.  

 
 

Результаты 
На первом этапе было проведено сравне-

ние результатов канонического дискриминантно-
го анализа, проведенного по всем имеющимся 
сериям на основе индивидуальных данных (в R) 
и на основе средних (в программе MultiCan). 

При расчете средних значений признаков 
и среднеквадратических отклонений использо-
вались данные по 2471 индивиду. Однако по-
скольку в палеоантропологических данных до-
статочно часто встречаются пропущенные зна-
чения, а все строки с пропущенными значениями 
удаляются из анализа автоматически, то коли-
чество наблюдений в анализе по индивидуаль-
ным данным сокращается, в нашем случае 
осталось 1463 индивида. Таким образом, можно 
априори предположить, что будут наблюдаться 
различия в результатах вариантов анализа, 
связные с разной численностью наблюдений. В 
связи с этим был проведен дополнительный 
анализ с использованием средних значений 
признаков, которые были рассчитаны только по 
индивидам, задействованным в первом анализе. 
То есть средние значения признаков в этих двух 
видах анализа полностью совпадают, различия 
касаются только значений дисперсии и внутриг-
рупповых корреляций. Таким образом, как уже 
говорилось, для выборок Старого Света прове-
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дено три вида анализа – по индивидуальным 
данным, с использованием средних, рассчитан-
ных только по тем индивидам, которые исполь-
зованы в первом анализе и по средним, рассчи-
танным по максимальному количеству индиви-
дов для каждого признака. 

По результатам этих анализов в целом 
получается сходное распределение групп в про-
странстве канонических векторов (рис. 1). Преж-
де всего, обращает на себя внимание обособле-
ние во всех трех случаях двух достаточно ком-
пактных кластеров – выборок Юго-Восточной 
Азии (к которым довольно близки выборки Во-
сточной и отчасти Южной Азии) и выборок Се-
верной и Центральной Азии. Остальные выбор-
ки расположены в пространстве первого и второ-
го корня достаточно рыхло, хотя тоже могут 
быть сгруппированы в соответствии с географи-
ческой принадлежностью. 

Первый канонический вектор берет на се-
бя 45% изменчивости при анализе индивиду-
альных данных и 44–45% при использовании 
средних величин.  

При использовании индивидуальных дан-
ных (рис. 1а, табл. 3) ведущими признаками по 
первому корню выступают (в порядке уменьше-
ния стандартизованных коэффициентов): 

• ширина черепа (на правой половине поля 
расположены группы с малыми значениями это-
го признака – выборки Океании, Африки, а также 
андаманцы); 

• высота черепа и высота лица, причем 
стандартизованные коэффициенты этих одно-
направленных признаков имеют примерно рав-

ные величины, но разные знаки, так, что на пра-
вой половине диаграммы рассеяния, в области 
больших значений первого корня расположены 
группы с высоким черепом и относительно низ-
ким лицом; 

 

 

 
Рис. 1. Распределение всех исследуемых групп в пространстве первого и второго канониче-

ских векторов. а) канонический анализ проведен на основе индивидуальных значений; б) канони-
ческий анализ проведен на основе средних значений при численности индивидов 1463; в) кано-

нический анализ проведен на основе средних значений при численности индивидов 2471 
Figure 1. Distribution of all groups in the space of the first and second canonical vectors. a) canonical 
discriminant analysis is based on individual values; b) canonical discriminant analysis is based on the 

mean values for the number of individuals 1463; с) canonical discriminant analysis is based on the mean 
values for the number of individuals 2471 

Примечания. 1-Камерун; 2-тигре; 3-тэйта; 4-непальцы; 5-тибетцы; 6-армяне; 7-баски; 8-болгары; 9-
ирани; 10-итальянцы; 11-латыши; 12-осетины; 13-Новая Британия; 14-о.Пасхи; 15-сев. Новая Гвинея; 16-юж. 
Новая Гвинея; 17-айны; 18-алеуты; 19-буряты; 20-казахи; 21-киргизы; 22-монголы; 23-теленгиты; 24-ханты; 
25-чукчи; 26-эскимосы (Аляска); 27-эскимосы (Чукотка); 28-якуты; 29-аэта; 30-Бантам; 31-бирманцы; 32-
даяки; 33-Джакарта; 34-о.Мадура; 35-тагалы; 36-Ява (сб.); 37-яванцы; 38-андаманцы; 39-тамилы 

Notes. 1-Cameroon; 2-Tigre; 3-Teita; 4-Nepal; 5-Tibet; 6-Armenians; 7-Basques; 8-Bulgarians; 9-Iranians; 
10-Italians; 11-Latvians; 12-Ossetians; 13-New Britain; 14-Easter Island; 15-Northern New Guinea; 16-Southern 
New Guinea; 17-Iceans; 18-Aleutians; 19-Buryat; 20-Kazakhs; 21-Kyrgyz; 22-Mongols; 23-Telengits; 24-Khanty; 25-
Chukchi; 26-Eskimo (Alaska); 27-Eskimo (Chukchi); 28-Yakuts; 29-Aeta; 30-Bantam; 31-Burman; 32-Dayaks; 33-
Jakarta; 34-Madura Island; 35-Tagals; 36-Yawa (dif.); 37-Javanese; 38-Andaman; 39-Tamils 
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• длина основания черепа и длина основа-
ния лица являются однонаправленными разме-
рами, имеют сходные по величине коэффициен-
ты, но разные знаки, так, что в области больших 
значений первого корня расположены выборки с 
малой длиной основания черепа при большой 
длине основания лица.  

Последнее из перечисленных сочетание 
признаков разделяет выборки с ортогнатным и 
прогнатным лицом. Первый канонический вектор 
этого анализа противопоставляет группы Океа-
нии, Южной Азии и Африки группам североази-
атских монголоидов – представителям северо-
азиатской и южносибирской малых рас (якуты, 
буряты, теленгиты, монголы, казахи и киргизы). 
Большинство выборок Европы, Юго-Восточной и 
Восточной Азии расположено в центральной 
зоне диаграммы рассеяния, в области средних 
значений первого канонического вектора. 

Второй канонический вектор этого анализа 
берет на себя втрое меньшую часть межгруппо-
вой изменчивости и выделяет следующие при-
знаки, по которым дифференцируются группы: 

• продольный и поперечный диаметры че-
репа, длина теменной дуги (в верхней половине 
поля расположились группы с более брахикран-
ными пропорциями, но с большими значениями 
теменной дуги),  

• скуловая ширина плюс ширина носа (в 
верхней половине диаграммы группы с относи-
тельно узким лицом, но с более широким носо-
вым отверстием).  

Рассмотрим теперь расположение групп в 
пространстве канонических векторов при ис-
пользовании средних по выборкам. Во-первых, 
величины (по модулю) стандартизованных ко-
эффициентов признаков, имеющих наибольшее 
значение при разделении групп, практически 

Таблица 3. Стандартизованные коэффициенты дискриминантных функций в трех видах 
анализа и показатели связи между ними 

Table 3. Standardized coefficients of discriminant functions in three types of analysis and corre-
lations between them 

Признаки По индивидуальным 
данным 

По средним значениям 
(n=1463) 

По средним значениям 
(n=2471) 

 КВ I КВ II КВ I КВ II КВ I КВ II 
М.1 0,20 –0,70 –0,05 0,91 –0,12 0,85 
М.8 –0,69 0,43 0,77 –0,44 0,77 –0,39 
М.17 0,38 –0,02 –0,41 0,03 –0,40 –0,03 
М.5 –0,31 0,27 0,37 –0,31 0,32 –0,26 
М.9 0,12 0,07 –0,20 –0,09 –0,21 –0,17 
М.26 0,01 0,09 –0,03 –0,10 –0,02 –0,09 
М.27 0,11 0,39 –0,14 –0,41 –0,11 –0,35 
М.28 0,03 0,19 –0,11 –0,22 –0,07 –0,17 
М.45 –0,14 –0,64 0,14 0,67 0,17 0,72 
М.46 –0,10 –0,18 0,07 0,08 0,04 0,10 
М.40 0,38 –0,40 –0,42 0,25 –0,37 0,27 
М.48 –0,34 0,05 0,31 0,12 0,29 0,17 
М.55 –0,23 –0,08 0,19 –0,06 0,21 –0,19 
М.54 0,06 0,38 –0,06 –0,42 –0,07 –0,33 

% объясняемой изменчивости 44,8 15,6 45,1 15,9 44,3 14,9 
Коэффициенты корреляции Спирмена между значениями коэффициентов дискриминантых 

функций 
  По индивидуальным 

данным 
По средним значениям 

(n=1463) 
По средним значениям 

(n=2471) 
  КВ I КВ II КВ I КВ II КВ I КВ II 

По индивидуальным 
данным 

КВ I –      
КВ II –0,31 –     

По средним значениям 
(n=1463) 

КВ I –0,95 0,17 –    
КВ II 0,28 –0,96 –0,16 –   

По средним значениям 
(n=2471) 

КВ I –0,99 0,29 0,97 –0,28 –  
КВ II 0,31 –0,91 –0,20 0,96 –0,31 – 

Примечания: Жирным шрифтом отмечены коэффициенты со значениями выше, чем 0,3 (по модулю)  
Notes: Values exceeding 0.3 are given in bold 
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одинаковы (табл. 3). Некоторое изменение ве-
личин коэффициентов в разных видах анализа 
отмечается только для двух признаков и только 
в коэффициентах второго канонического вектора 
(КВII): продольный диаметр черепа (М.1) в слу-
чае работы со средними имеет большую значи-
мость в межгрупповой изменчивости, а длина 
основания лица (М.40) – меньшую.  

Соотношение коэффициентов при исполь-
зовании средних величин показывает, что меж-
групповая дифференциация идет по тому же 
набору признаков, что и при работе с индивиду-
альными данными. Происходит только смена 
знака у всех коэффициентов и первого и второго 
канонического вектора, что приводит к зеркаль-
ному отражению диаграммы рассеяния первого 
анализа как по горизонтали, так и по вертикали. 
Однако общая конфигурация координатного по-
ля не меняется. 

Тот же вывод можно сделать при анализе 
коэффициентов корреляции Спирмена, которые 
рассчитаны для рядов стандартизованных ко-
эффициентов в разных видах анализа. При 
сравнении одноименных канонических векторов 
коэффициенты корреляции Спирмена варьиру-
ют от 0,91 до 0,99 по модулю (табл. 3). 

 
На втором этапе проведено сравнение ре-

зультатов трех видов анализа, проведенных с 
использованием разных корреляционных матриц 
для групп с территории Европы (рис. 2). 

 
Анализ проводился на основе набора из 

14 признаков. 
Группы с территории Европы в целом 

дифференцируются следующим образом: по 
первой компоненте во всех видах анализа 
обособляется армянская серия и довольно ком-
пактно располагаются серии Южной Европы. 
Также для всех видов анализа характерно, что 

серия турок с равной вероятностью может быть 
отнесена как к кластеру Передней Азии, так и к 
кластеру «Южная Европа», что очевидно отра-
жает реальные морфологические особенности 
этой группы. Наиболее изменчиво положение 
двух специфических для данного анализа групп 
– латышей и удмуртов. Так, при анализе по ин-
дивидуальным данным серия удмуртов оказы-
вается в центре диаграммы рассеяния, попадая 
в скопление групп Передней Азии и Кавказа.  

 

 

 
 

Рис. 2. Распределение исследуемых групп с территории Европы в пространстве первого и 
второго канонических векторов. а) канонический анализ проведен на основе индивидуальных 

значений; б) канонический анализ проведен на основе средних значений и региональной  
корреляционной матрицы; в) канонический анализ проведен на основе средних значений  

и обобщенной корреляционной матрицы 
Figure 2. Distribution of the studied groups from the territory of Europe in the space of the first and  

second canonical vectors. a) canonical discriminant analysis on individual values; b) canonical  
discriminant analysis based on mean values and regional correlation matrix; c) canonical discriminant 

analysis by mean values and generalized correlation matrix 
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В двух других видах анализа серия удмур-

тов довольно сильно обособляется от любых 
скоплений, эту обособленность обеспечивает 
разделение по второй канонической перемен-
ной. Разделение по второй канонической пере-
менной обособляет и группу латышей, но только 
в случае анализа по индивидуальным данным. В 
двух других видах анализа латыши максимально 
приближаются или морфологически совпадают с 
группами Южной Европы. Вторая каноническая 
переменная в тех видах анализа, где использу-
ется усредненная матрица (региональная или 
обобщенная) разделяет группы по следующему 
набору признаков: высотные диаметры черепа, 
наименьшая ширина лба, высота лица и носа. 
Большинство групп достаточно похожи по набо-
ру этих признаков, выделяется только серия уд-
муртов. У них относительно низкий череп с не-
большой шириной лба, а также высокое лицо с 
относительно невысоким носом.  

Далее аналогичные виды анализа были 
проведены для популяций с территории Африки 
(рис. 3)  

Для групп с территории Африки результа-
ты проведенных анализов также имеют много 
общего. Наименее отчетливая дифференциация 
групп получена в результате анализа индивиду-
альных данных (рис. 3а). В этом виде анализа не 
удается разделить группы с территории Восточ-
ной и Южной Африки, отделяются только группы 
Центральной Африки.  

При работе со стандартными корреляци-
онными матрицами («региональной» или «об-
щей») ситуация меняется, наилучшим образом 
обособляются группы с территории Южной Аф-
рики (рис. 3б и 3в). Группы Восточной и Цен-
тральной Африки также дифференцируются, 
между ними практически нет трансгрессии, хотя 
они расположены достаточно близко друг к дру-
гу. Разделение трех географических зон Африки 

проходит по первой канонической переменной, 
наибольший вес в этом разделении играют сле-
дующие признаки: длина основания лица, длина 
неба, длина основания черепа, ширина неба. В 
правой половине координатного поля находятся 
выборки с большой длиной основания лица при 
малой длине основания черепа. Для них также 
характерно короткое и широкое небо. Туда попа-
дают группы с территории Центральной Африки. 

Рис. 3. Распределение исследуемых групп с территории Африки в пространстве первого и 
второго канонических векторов. а) канонический анализ проведен на основе индивидуальных 

значений; б) канонический анализ проведен на основе средних значений и региональной  
корреляционной матрицы; в) канонический анализ проведен на основе средних значений  

и обобщенной корреляционной матрицы 
Figure 3. Distribution of the studied groups from the territory of Africa in the space of the first and second 

canonical vectors. a) canonical discriminant analysis on individual values; b) canonical  
discriminant analysis based on mean values and regional correlation matrix; c) canonical discriminant 

analysis by mean values and generalized correlation matrix  
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На заключительном этапе исследования 

все три вида дискриминантного анализа были 
проведены для популяций Азии. В анализ были 
включены Северной и Центральной Азии, а так-
же эскимосы Аляски (рис. 4). 

Общие закономерности распределения 
групп с территории Азии сходны во всех вариан-
тах анализа (рис. 4). Практически полностью 
совпадает распределение групп в первом и тре-
тьем вариантах анализа (рис. 4а, 4в).  

Фактически по сочетанию первой и второй 
канонической переменной изученные группы 
хорошо разделяются на два больших кластера: 
группы континентальных монголоидов и пери-
ферийные по отношению к Центральной Азии 
группы, куда вошли представители арктической 
расы и уральской расы. Казахи и киргизы, отно-
сящиеся к южносибирской расе, более тесно 
примыкают к центральноазиатским группам, что, 
вероятно, отражает морфологические особенно-
сти конкретных популяций, использованных в 
нашем анализе. Так, группа казахов, по мнению 
автора измерений, характеризуется средневы-
раженными монголоидными особенностями, 
размеры лицевого отдела черепа, ширина и вы-
сота, не выходят за пределы колебания монго-
лоидных групп [Исмагулов, 1970]. 

Вторая каноническая переменная для этих 
видов анализа разделяет группы по морфологи-
ческим комплексам, которые не удается связать 
с географией и/или принадлежностью к какой-
либо малой расе.  

Полученные в разных анализах матрицы 
квадратов расстояний Махаланобиса между 
разными группами сравнили с помощью теста 
Мантеля, который рассчитывает обобщенный 
коэффициент корреляции между матрицами. 
Результаты отражены в таблице 4. 

Можно видеть, что наилучшее совпадение 
матриц расстояний наблюдается для двух ана-

лизов, в которых использованы данные по всем 
анализируемым группам. Высокие коэффициен-
ты корреляции получены также для групп Се-
верной Азии и Европы. Наименьшее значение 
корреляции между матрицами расстояний 
наблюдается при сравнении двух видов анализа 
африканских групп: по индивидуальным данным 
и по средним.   

Рис. 4. Распределение исследуемых групп с территории Северной, Центральной Азии и Аляски 
в пространстве первого и второго канонических векторов. а) канонический анализ проведен на 
основе индивидуальных значений; б) канонический анализ проведен на основе средних значений 
и региональной корреляционной матрицы; в) канонический анализ проведен на основе средних 

значений и обобщенной корреляционной матрицы 
Figure 4. Distribution of study groups from North, Central Asia and Alaska in the space of the first and 

second canonical vectors. a) canonical discriminant analysis on individual values; b) canonical  
discriminant analysis based on mean values and regional correlation matrix; c) canonical discriminant 

analysis by mean values and generalized correlation matrix  
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Обсуждение 
По результатам сравнения трех видов 

анализа по набору групп, который включает все 
регионы Старого Света, можно сказать, что вза-
имное расположение выборок во всех вариантах 
практически идентично. Во всех видах анализа 
по сочетанию поперечного диаметра черепа, а 
также высотных размеров черепа и лица и при-
знаков, отвечающих за степень прогнатизма, 
хорошо разделились группы экваториального 
происхождения и североазиатские монголоиды, 
для последних характерно более ортогнатное и 
высокое лицо и относительно более низкий и 
широкий череп. Неудивительно поэтому, что на 
рисунке 1 они как бы противопоставлены друг 
другу по первому каноническому вектору, неза-
висимо от метода сравнения.  

В двух анализах по средним величинам 
(рис.1б, 1в) есть небольшое различие, которое 
касается отделения популяций Европы от групп 
Юго-Восточной Азии. В случае использования 
средних по меньшему числу индивидов популяции 
Юго-Восточной Азии образуют более компактный 
кластер, при этом не происходит перекрывания 
кластеров Юго-Восточной Азии и Европы. Любо-
пытно, что такое перекрывание происходит как при 
использовании индивидуальных значений, так и 
при использовании средних, рассчитанных по мак-
симальному числу индивидов. 

При анализе распределения европейских 
выборок результаты в целом совпадают, за ис-
ключением положения групп латышей и удмут-
ров. Надо отметить, что обе эти выборки как бы 
выбиваются из того набора европейских групп, 
который используется в анализе, так как иссле-
дуются преимущественно группы Южной Евро-
пы, Кавказа и Передней Азии. На фоне их из-
менчивости характеристики как латышей, так и 

удмуртов довольно сильно отличаются, что и 
приводит к обособлению этих групп в разных 
вариантах анализа. 

Распределение групп с территории Афри-
ки сходны в трех вариантах анализа. Однако 
несколько более четкая дифференциация полу-
чается при анализе по средним. Можно предпо-
ложить, что это связано прежде всего с уровнем 
внутригрупповой дисперсии, которая в этих ви-
дах анализа очевидно рассчитывается по-
разному. Возможно также, что свой вклад в бо-
лее обособленное положение групп при исполь-
зовании средних вносит корреляционная матри-
ца, которая в случае использования индивиду-
альных данных может содержать в себе не 
только реальные закономерности, но и стати-
стические шумы. 

Необходимо подчеркнуть, что во всех ви-
дах анализа бушмены и готтентоты, отнесенные 
нами по географическому принципу к Южной 
Африке, отделяются от южно-африканских групп 
в большей или меньшей степени. Наиболее яр-
ким это обособление бушменов и готтентотов 
становится при использовании обобщенной кор-
реляционной матрицы.  

Во всех анализах популяций с территории 
Азии происходит дифференциация на два бло-
ка: группы с центральной территории Северной 
Азии (буряты, монголы, теленгиты, носители 
центральноазиатского антропологического типа) 
и выборки с периферии Северной Азии (эскимо-
сы, чукчи, алеуты, ханты). Это разделение вы-
ражено в большей или меньшей степени, кла-
стеры в разных видах анализа различаются сте-
пенью своей компактности, различается также и 
расположение групп, относящихся к южносибир-
ской расе (казахи, киргизы). Но в целом можно 
предположить, что во всех видах анализа произо-

Таблица 4. Коэффициенты корреляции между матрицами расстояний Махаланобиса,  
рассчитанных между группами в разных вариантах канонического  

дискриминантного анализа 
Table 4. Correlation coefficients between Mahalanobis distance matrices calculated  

between groups in different variants of canonical discriminant analysis 
 Все группы Европа Азия Африка 
Индивидуальные данные/средние по группам и обоб-
щенная матрица 0,944 0,750 0,804 0,601 

Индивидуальные данные/средние по группам и регио-
нальная матрица – 0,776 0,802 0,580 

Средние по группам, обобщенная/региональная матрица – 0,897 0,840 0,960 
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шло разделение на группы с более выраженным 
монголоидным обликом и группы, в которых мон-
голоидные особенности выражены более слабо. 
Важно отметить, что это разделение фиксируется 
несмотря на различные входные данные.  

Для того, чтобы формально оценить сход-
ство рядов стандартизованных коэффициентов 
полученных при использовании разных данных 
был рассчитан коэффициент ранговой корреля-
ции Спирмена. Следует оговорить, что такой 
подход предполагает сравнение рядов стандар-
тизованных коэффициентов, которые включают 
в себя в том числе значения близкие к нулю. А 
для интерпретации межгрупповой изменчивости 
эти коэффициенты не имеют значения. Поэтому 
подобное сравнение приведет к заведомому 
снижению коэффициентов корреляции Спирме-
на. Было бы корректнее сравнивать только зна-
чимые нагрузки, но их количество обычно неве-
лико, поэтому расчет коэффициентов корреля-
ции был бы априори неверен. Поэтому мы 
рассчитали коэффициенты корреляции Спирме-
на для всех стандартизованных коэффициентов, 
независимо от их величины. При таком сравне-
нии выяснилось, что коэффициенты корреляции 
между рядами стандартизованных коэффициен-
тов для анализа африканских и азиатских попу-
ляций совпадают и равны 0,7. Для европейских 
выборок коэффициент корреляции Спирмена для 
рядов стандартизованных коэффициентов по пер-
вому корню составил 0,9, по второму 0,5. Анализ 
рядов стандартизованных коэффициентов для 
выборок всего Старого Света (все три вида анали-
за, таблица 3) показывает, что при сопоставлении 
одноименных канонических векторов корреляции 
между ними составляют от 0.91 до 0.99 (по моду-
лю). Все это позволяет заключить, что использо-
вание разных видов входных данных приводит к 
практически идентичным результатам.   

 
 

Заключение 
Проведенная серия дискриминантных 

анализов позволяет сделать важные методиче-
ские выводы.  

Во-первых, становится очевидным, что ис-

пользование как индивидуальных значений, так 
и средних по выборкам в большинстве случаев 
приводит к очень похожим результатам. Любо-
пытно при этом, что доля объясняемой межгруп-
повой изменчивости в анализах региональных 
выборок довольно сильно отличается при ис-
пользовании разных корреляционных матриц, 
последовательно уменьшаясь по мере увеличе-
ния степени обобщенности коэффициентов кор-
реляции. Максимальные значения доли измен-
чивости, которую берет на себя первая канони-
ческая функция, появляются при работе с 
индивидуальными данными, минимальные – при 
использовании обобщенной («стандартной») 
корреляционной матрицы. 

Во-вторых, можно заключить, что исполь-
зование индивидуальных данных в анализах 
может приводить к ухудшению дифференциру-
ющих возможностей дискриминантного анализа. 
Это связано прежде всего с математическим 
аппаратом анализа, так как при очень высокой 
внутригрупповой дисперсии возможности дис-
криминации сильно ухудшаются. При этом инди-
видуальная изменчивость краниологических 
признаков настолько велика, что чаще всего пе-
рекрывает по размаху межгрупповую [Козинцев, 
2016; Relethford, 2002]. 

Необходимо особо подчеркнуть, что для 
проведения анализов использовались совершен-
но разные программные продукты. Несмотря на 
это, получаемые координаты выборок в много-
мерном пространстве, визуализированные на 
двумерных графиках, в основном совпадают, от-
личаясь лишь деталями расположения отдель-
ных выборок. Совпадают также стандартизован-
ные коэффициенты дискриминантных функций. 

Важным ограничительным фактором при 
использовании индивидуальных данных в кра-
ниологических исследованиях древнего населе-
ния выступает уменьшение численности инди-
видов, включенных в анализ, вследствие боль-
шого числа пропущенных значений. Вместе с 
тем именно для краниологических данных суще-
ствуют стандартные значения среднеквадрати-
ческих отклонений, а также несколько вариантов 
стандартных корреляционных матриц. Это поз-
воляет уверенно рекомендовать преимуществен-
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75 
ное использование в краниологии программ, ко-
торые позволяют проводить канонический дис-
криминантный анализ по средним данным. 
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COMPARABILITY OF RESULTS FROM CANONICAL DISCRIMINANT 
ANALYSIS BASED ON DIFFERENT INPUT DATA 

 
Introduction. Canonical discriminant analysis, based on the mean values of the traits, is widely used 

by anthropologists. These analyses use standard deviation means, as well as standard correlation coeffi-
cients. The question of the comparability of the results of such analysis with the results based on individual 
values remains open. Moreover, the existing inter-group variability in correlation coefficients can lead to al-
tered analysis results when applying the correlation matrix calculated for the specific under analysis groups. 

This study compares the results of three variants of the canonical discriminant analysis: based on in-
dividual data, based on average values and a generalized (species-specific) correlation matrix, and based 
on average values and a regional (calculated for a certain region) correlation matrix. 
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