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u
∣

∣

∣

∂Ω
= � [ u(x

[ � ) = u � (x) [
�����

Ω ⊂ R
N � F6!�������"������@��1����12d��>1%�65;!�K,5_��%�;�?��������"������O��6� ∂Ω

�
4pv ≡ div(|∇v|p− � ∇v) +�"��

p >
�
.
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��+��6"�;!��1"�����+�"���+�"�����#$*1�$�&������+��d*1"��6�P�1����+��;"�*������d+���"�2��?����

∂ �
∂t � (4u− u) +

∂

∂t
(4u− g(x

[
u)) + 4u+ f(x

[
u) = � [

��%�2�����!���"������u�P�$!��$� QRBVSRBNT:�1*������[s��#�%��;/0�1�����V��*W"�1>���!16<]} � � �,�\} ���J[9�/0�,���1+�"����P�6��������#;�?#$���6%?��@���2d5$%���J1�6�P�����
∂

∂t
(4u− g(x

[
u)) .
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∂

∂t
(4u− |u|q � u) + 4u+

∂u

∂x   + u
∂u

∂x   +
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+

t∫
�
ds h(t− s)4u(s) + |u|q � u = � [ u|∂Ω = � [ u(x

[ � ) = u � (x) [

��%�2R����!��1"����_��%�15;51��@��156�����_���;!��$�_QRB�S)B�T:�1*�����:���`"�1>��1!11�;!�[�*E@�15;!�����5;!��&[
��#R#$4��6%?��@���2d5$%���J1�6�P�����

t∫
�
ds h(t− s)4u(s).
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∂ �
∂t �

(

∂ � u
∂x � − u

)

+
∂ �
∂t∂x

(

∂u

∂x
−

(

∂u

∂x

) � )
+
∂ � u
∂x � = �
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utt −4u+ u = u £ .
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gF6!����\+�6"����"�1MN�G���g"�15651����!�"����I*���+�"���5��G����5;!1;!��1@����=<u9�5$%���*���2�<

"��#-"19&(:�6����2d5$%�1>������4"��6(:�1����2d5$%�����9&l	e)�6����$@�6%?K1�����?��"�6�1*����8#;;��$@��.�
∂ϕ(x

[
u)

∂t
− div(h(x

[
|∇u|)∇u) + g(x

[
u) = f(x

[
u)
[ �$~1B�~-�

ϕ(x
[
u) = u+

n
∑

k=  
ak(x)|u|pk− � u [ �$~1B ���

u|∂Ω = � [ u(x
[ � ) = u � (x) [ �$~1B ë��

�����
x ∈ Ω ⊂ R

N � Ω � F1!��'����"������@��1����12G��>1%�15;!�K358��%�;�?�����Z��"������O��1�
∂Ω ∈ C

�Xì δ +�"�� δ ∈ ( � [�~ ] Ba�9�"��*����6����2��A*�������$~1B�~$�	��!�����5;2�!�5;2L!1��4���#$�V*16�1�����L+�6"�1>��6%?��@��156�����
9�"��*����1����2u5Gí x�z�î�ï�z�î ï&ðXñ.ò�ï�ð�î�ï�z�ó;y)ô$õ B	¥�!��u9�"��*����6����2����P��lp!A*16/_�����
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+�"���51����d%�����6%?K1�����'�'��%���>�6%?K1�����'*��d*1"��1���1���8"��#-"��1()������5;!��'��$@�6%&K1�����
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sB
S)B.a������&"�;!�K6�1*1�B.
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��5;5$%��-����*16%?��56KG*1�A�������-��<�"�1>���!16<�BVCE"��$/0���'*�56�����A�=�g��!����;!����I��%�15651��7
@��151�19&lh"�1>���!69^} ������Bs�`!��P�;!����I!1���/0�A"�1>���!69^}�~-���J[Y*u����!���"����|���;!��$�����
���;%?�����6�������L�1������5;!��_��565$%�������*�6%&��51KY"��#-%&��@������Y���;%&�����1�������:+�6"�1>��6%?��@���7
56�����Y9�"��*����1����2,*

R
N × R+

��>��=%&�4+��6%�9�@��1���A"��1#X91%?K-!1$!��Z�L��"���!���@��156����<
+������#;;!��;%�2�<�B
�`!��P�;!����D[�@�!������(:)!��$<&������_+��6%�9�@��1����2_����5;!1$!��1@����=<49�5$%���*����4"��#-"69&7
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�=ä
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�$~1B ë��-B
��������æ�ê��'é��

ϕ(x
[
u)
ä

(i)1 ak(x) > � ��%�23+��1@�!��8*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

ak(x) ∈ L
∞(Ω) �

(ii)1
+�9�5;!�K

pk = max
k∈   ì n pk

[
pk < p∗

��+�"��3F1!����
ak (x) > a � > ���

(iii)1 pk >
����%�23*�5;�$<

k =
~6[
n �!.�1+��;"�K_51MV��"��.9�%&��"19��6�A9�5$%���*���23��

h(x
[
s)
B

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
h(x
[
s)

(i)2 h(x
[
s) : Ω × R

 
+ → R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�$!��1�$����"����1*1���8M�9&����O&���1� �
(ii)2

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*1_��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

c � sp− �
6 h(x

[
s) 6 c   + c � sp− � +�"�� p >

��[ �$~1B ���
��"������L!����-��[.��%�28+��1@�!��'*�56�$<

x ∈ Ω
M=9&����O���2

h(x
[
s) ∈ C

(   )( � [ +∞)
[

+�"���@��1�
|sh

′

s(x
[
s)| 6 c   + c � sp− � +�"�� p >

��[ �$~1B ���
(iii)2

��%�2�%&ls>��=<
v(x) ∈ W

  ì p� (Ω)
�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

c £ ‖∇v‖p
p 6

∫

Ω

h(x
[
|∇v(x)|)|∇v(x)| � dx 6 ϑ  

∫

Ω

H(x
[
|∇v(x)|) dx

�$~1B ���
+�"��

ϑ   > � [������

H(x
[
s) =

s∫
�
dσ h(x

[
σ)σ.

(iv)2
M�9&����O&��2

h(x
[
s)
��%�24+��1@�!��3*�56�$<

x ∈ Ω
2�*;%�2��$!�5;2�"��*��������;"����4��������7

!�����������*�5-%��-��9&lpe)�1�u51����5$%����
(h(x
[
|ξ|)ξ − h(x

[
|η|)η

[
ξ − η) > a|ξ − η|p

��%�23*�5;�$<
ξ
[
η ∈ R

N .�$~1B ���
�`!��P�;!����D[?@�!��d*�51��%�939�5$%���*���28�$~�B ���`�����1�1�V�

div(h(x
[
|∇u|)∇u) : W

  ì p� (Ω) → W
−   ì p′

(Ω)
[

�����,��+��;"�;!���"
div(·)

+��������P6�;!�5;28*�5$%�1>�����51�=��5$%���B�r0�P�6������[P���P�1�$!4�P�15$!��
5$%�����9&l	e)�1�L"��*1�1��5;!�*����

〈div(v)
[
w〉 � = −

∫

Ω

dx (v
[
∇w)

[
v ∈ L

p
′

(Ω) × · · · × L
p
′

(Ω)
[

p >
�

��%�2A*�56�$<
w ∈ W

  ì p� (Ω)
[V�����

〈·
[
·〉 � � F6!��G56����>����W�?*�����5;!�*��6������5;!��u���$/0��9>����6<���*��N����+�"���5;!�"����5;!�*�����

W
  ì p� (Ω)

�
W

−   ì p′

(Ω)
B



�Z¸ ( ç�ø&÷Jø*)vêîç�ì\ë\ê�+gë�,qê-�\è$úWè�û1üZç�ì�ý^ê-þXÿ\ì\ê��$úWèWéfëWêªëWì��
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g(x
[
s)

(i)3 g(x
[
s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�$!��1�$����"����1*1���3M�9&����O&���1� �
(ii)3

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��,��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

|g(x
[
s)| 6 c . + c / |s|q � +   +�"�� q   ∈ [ � [ p∗ − � ) � �$~1B ���

(iii)3
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ L
q � + � (Ω)

�����1�;!����15;!��45$%�����9&l	eR���,���;"��*��1��5;!�*1��

a‖v‖q � + �
q � + � 6

∫

Ω

v(x)g(x
[
v(x)) dx 6 ϑ �

∫

Ω

G(x
[
v(x)) dx

�$~1B ���

�����
ϑ � > � �

G(x
[
s) =

s∫
�
g(x
[
σ) dσ �

(iv)3
���P�1�$! �P�15$!��Å����"������@��1����12 %&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K ��+��6"�;!��1"�
UY�1���NO��������

Ng(·) = g(x
[
·)
[�+���"��$/)���1���������4M�9&����O&���1�

g(x
[
u) :

‖Ng(u   ) − Ng(u � )‖(q � + � )/(q � +   ) 6 µ   (R   )‖u   − u � ‖q � + � [ �$~1B�~ � �
�����

µ   (·) � F6!��4���-9�>��N*��lpeL124M�9&����O���2456*���������6"��X9&���1��!1�[?����"������7@��1����123���������+����!16<.[P�
R   = max {‖u   ‖q � + � [ ‖u � ‖q � + � } .��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

f(x
[
s)

(i)4 f(x
[
s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�$!��1�$����"����1*1���8M�9&����O&���1� �
(ii)4

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��456*��;"6<�93��%�23+��1@�!���*�5;�$<
x ∈ Ω :

|f(x
[
s)| 6 c 0 + c 1 |s|q � +   +�"�� q � ∈ ( � [ p∗ − � ) � �$~1B�~�~-�

(iii)4
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ L
q � + � (Ω)

�����1�;!����15;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����
∫

Ω

f(x
[
v(x))v(x) > ϑ £

∫

Ω

F(x
[
v(x)) dx

+�"��
ϑ £ > �

[ �$~1B�~-���

�����

F(x
[
s) =

s∫
�
dσ f(x

[
σ) �

(iv)4
���P�1�$! �P�15$!��Å����"������@��1����12 %&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K ��+��6"�;!��1"�
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Nf (·) = f(x
[
·)
[P+���"��;/0���1���������4M=9&����O����6�

f(x
[
u) :

‖Nf (u   ) − Nf (u � )‖(q � + � )/(q � +   ) 6 µ � (R � )‖u   − u � ‖q � + � [ �$~1B�~-ë��
�����

µ � (·) � F6!��4���-9�>��N*��lpeL124M�9&����O���2456*���������6"��X9&���1��!1�[?����"������7@��1����123���������+����!16<.[P�
R � = max {‖u   ‖q � + � [ ‖u � ‖q � + � } .
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2 ���156K���� ��51+��1%&K1#;��*�6%&�85;!1�����6"�!������_��>���#$��-@��1�����

p∗ =

{

Np/(N − p)
[c+�"��

N > p �
+∞
[ +�"��

N 6 p
[

+�"���@��6�N[.�1@��1*����&����[&@�!��
p∗ >

�8+�"��
p >
�
.!.�1+��;"�K\�=�i��;�&���b��+�"������;%��1�����j5$%�1>������]��>���>�e)�6���������g"��1(:�6����2�[�*

��%�15651��@��651������+���5$!1�����*����,������l	eR����*����A�$~1B�~-�X�P�$~1B ë��-B
�A+p"p�.�s�=%s���`�	��~DB43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò �$~1B�~-�X�

�$~1B ë�� ï5*?�z�x�ð>9CBED�ïF*G�ò�õ
u(x)(t) ∈ L

∞( � [ T � W   ì p� (Ω))
[

u
′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
(

|u|pk/ � )′

∈ L
� (QT )

[
QT = ( � [ T ) × Ω

[
D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?õI<JD�õgó�ñ?ð í D�õI<Lð>9KD�{�5�x�ð6ï&ó;y0x�D �
T∫
�

[ ∫

Ω

[

u
′

+

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|u|pk/ � − � u

(

|u|pk/ � )′
]

w(x) dx+

+

∫

Ω

h(x
[
|∇u|)(∇u

[
∇w) dx+

+

∫

Ω

[g(x
[
u) − f(x

[
u)]w(x) dx

]

ψ(t) dt = � �$~1B�~J���

í ñ8HGx�ó6ðML
w(x) ∈ W

  ì p� (Ω)
ò�x�ó6ðML

ψ(t) ∈ D( � [ T ) N {&ò'ï�ð�F�z�y0z6{&z�9 T > � [

u(x)( � ) = u � (x) ∈ W
  ì p� (Ω).

2 V�R��@EV�`�s�H~1BR�`!��P�;!����N[	@�!���+���5$%��Z*���#;���;/_����������#$�P�6���1����2 ��u+��$�?7
�����;/0�15;!�*1�'�����;/0�15;!�*1

[ � [ T ]
��91%��1*1�������;"��IT:�1>����J'5$%�1>�������>���>�e)�1�������

"��1(Y�1�����,*�51�=��5$%��_��+�"������;%��6����2Z~)+�"�����$��%��$/L��!���%�15;5$9
u(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � L � (Ω))��+���F1!�����9'��$@�;%?K1�����R9�5$%���*����_���P�1�$!�56����5$%PB

O�ä�PQ�*���8��R�é����TS��*��S?ç�URê�VE�*�
��R?ä
f0�����#;;!��;%&K15;!�*���%�����6%?K1�����G*1�8*1"��6�P�1���'"��#-"��1()���P��5;!���#;;��$@��A�$~1B�~-�X�

�$~1B ë���[E+��������P6�1�P��� *A5$%�1>����g��>���>�e)�1�������\51����5$%��G��+�"��-���;%��1����2\~6[E+�"���7
*1�-���1��*q���156���6%?K1���H(Y�����*q��51+��6%?K1#J9�2j���;!��$�]t�6%��;"�������q* 5;��@��;!1������I5
���;!��$��������P������!���������5;!�����������+����!�����5;!���}�~J����B
W 5XZY�[�\Yz�ó;y�5�ï�z�x
F*5TX�5�ñ?ðJ{�F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ?ò*]�ð6ï&ò�î[C	9�5;!�K

{wj(x)}
� F6!��|�J6%��;"�������56�����j>��#$��5�>����6<���*1 +�"���5;!�"����5;!�*1

W
  ì p� (Ω)

[�����!���"��N���P�;/_���d*���>�"�;!�K,��"�!�������"�����"���*1������N��*
L
� (Ω)
B


V*1�-���1���J6%��6"�������56�����,+�"���>�%&��/0�1����2d5$%��-��9?lpe)�����d*�������
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∫

Ω

∂ϕ(x
[
um)

∂t
wj(x) dx+

∫

Ω

h(x
[
|∇um|)(∇um

[
∇wj) dx+

+

∫

Ω

[g(x
[
um) − f(x

[
um)]wj dx = � [ j =

~6[
m
[ �$~1B�~-���

�����

um(x)(t) =

m
∑

k=  
cmk(t)wk(x)

[
cmk(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
[

Tm > � .
a�"������R!�������[P+�"��-�?+��6%��;/_���N[?@�!��

um � = um(x)( � ) =

m
∑

k=  
cmk( � )wk(x) → u � (x) 51��%?K1���d*

W
  ì p� (Ω).

�$~1B�~����
W 5XJ^*['_Yz;F*5�ñ.ô-ï5;Hd{5*?-{&ð�=_ò;9Ez�ó;yRôJX�5�ñ?ð�{F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ?ò*]�ð6ï&ò�î[og9�@��$!����\*1�D>���"�'>��#;��51G51��5$!��1�.9u9�"��*����1����� �$~�B�~-���,���;/_���A+��;"���+���7

51;!�K,*,5$%��-��9&lpe)�1��*��������

A(cm)
dcm
dt

= f   (cm) + f � (cm) + f £ (cm)
[

cm = (cm   [ ... [ cmm)t []�$~1B�~$���
�����

A(cm) = ‖akj(cm)‖m ìm
k ì j=   ì   [ �$~1B�~-���

akj = δkj +

n
∑

l=  
(pl −

~
)

∫

Ω

al(x)|um|pl− � wk(x)wj(x) dx
[ �$~1B�~����

f   j(cm) = −

∫

Ω

(h(x
[
|∇um|)∇um

[
∇wj) dx

[ �$~1B � � �

f � j(cm) = −

∫

Ω

g(x
[
um)wj dx

[
f £ j(cm) =

∫

Ω

f(x
[
um)wj dx.

�$~1B �P~-�

f0����6/0�6�Z��>�"�;!����P��5$!�K,�P$!�"���O��
A(cm)

B�f0�1��5;!�*���!��$%?K1����[."�15651����!�"����Z5;��7
��!�*1�;!�5;!�*$9&lpe09&lj��*1;�?"�;!���@���9&ljMV�1"��.9��

m ìm
∑

k ì j=   ì  
akjξ

kξj = |ξ| � +
n
∑

l=  
(pl −

~
)

∫

Ω

al(x)|um|pl− � |η(x)| � dx [ �$~1B �����

�����
|ξ| � =

m
∑

k=  
|ξk| � [ η(x) =

m
∑

k=  
wk(x)ξk.

{wk(x)} � F6!��H�J6%��6"�������56�����I>��#$��5 * L
� (Ω)
[:!1��j����|F1!��|5;�1���1��5;!�*��

2�*;%�2��;!�5;2��J6%��6"�������56������>��#$��5;��� *
W
  ì p� (Ω)

�G�����1�;!d�P�65;!��8����+�"��;"��N*������
��+�%���!������,*;%��;/0�1�����

W
  ì p� (Ω)

ds
⊂ L
� (Ω).
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CE��F1!�����9u��%�2W!������W@�!���>��

η(x) = ϑ
*

L � (Ω)
���1��>�<��-�&�����u�u����5$!1;!��1@�����[

@�!���>��
ξ = ( � [ ... [ � ).

CE��F1!�����9'��#_�$~�B �����`+�"���<��$�������3*��N*1�$��9��,!����N[?@�!��
m ìm
∑

k ì j=   ì  
akjξ

kξj = � [

!�������Z��!��6%&K1���W!��������[E��������
ξ = ( � [ ... [ � ) B	oD%�������*1;!��;%&K1����[pF1!1Z��*�;�&"��7!���@���12�MV��"��PL2�*;%�2��;!�5;2d+��1%��;/_��!��;%&K1������+�"������;%��1�������8�3*_51��%�98��"���!��6"���2

op��%&K�*1�15;!�"��+�"���<��-�&�����3*1�V*1�$��9��,!����N[&@�!��
det‖akj‖

m ìm
k ì j=   ì   > � ��%�23*�56�$<

m ∈ N.
rY56+��6%?K1#J9�2d"��1#J91%&K-!1;!�+�6"����"�1MN_��CE"���%��;/0�1����2�[��P�;/_���,�������#;;!�K,���1+�"���7
"��N*�����5;!�K_��>�"�$!���������;!�"���O��

A−   (cm)
��!�����51��!��;%&K1���45$!��1%�>�O&

cm
B

C	9�5;!�K
u
 
m =

m
∑

k=  
c
 
mkwk

[
u �m =

m
∑

k=  
c �mkwk

[

c
 
m = (c

 
m   [ ... [ c  mm)t [ c �m = (c �m   [ ... [ c �mm)t.

op+�"��*1�-��%?��*1�45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

|f   j(c  m) − f   j(c �m)| 6

∫

Ω

|∇wj |
∣

∣

∣h(x
[
|∇u
 
m|)∇u

 
m − h(x

[
|∇u �m|)∇u �m

∣

∣

∣ dx.

�$~1B ��ë��
C	9�5;!�K

s   = |∇u
 
m|
[

s � = |∇u �m|.
CE��!�"��1>69��1�I56��-@�6%��[N@�!���>��

s   < s � [V!�������W���P�6�;!W�P�15$!��A5$%��-��9?lpeL12uO���7+��1@�������6"��*��6��5;!�*��
∣

∣

∣h(x
[
s   )∇u  m − h(x

[
s � )∇u �m

∣

∣

∣ 6

6 |h(x
[
s   ) − h(x

[
s � )||∇u  m| + |h(x

[
s � )||∇u  m −∇u �m| 6

6 |h
′

s(x
[
s £ )||s   − s � ||∇u  m| + |h(x

[
s � )||∇u  m −∇u �m|

[��$~1B �����
�����

s £ ∈ [s   [ s � ] B.C`"��-���6%�/_����O��1+��1@���9'���;"��*��1��5;!�*d�$~1B �����-B
∣

∣

∣h(x
[
s   )∇u  m − h(x

[
s � )∇u �m

∣

∣

∣ 6

6 |s £ h
′

s(x
[
s £ )||s   − s � |s−  £ |∇u

 
m| + |h(x

[
s � )||∇u  m −∇u �m| 6

6 [c   + c � sp− �� ]|s   − s � |s−    |∇u
 
m| + [c   + c � sp− �� ]|∇u

 
m −∇u �m| 6
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6
�
[c   + c � sp− �� ]|∇u

 
m −∇u �m|.

�$~1B �����
SY��6%����-��@����N�Z��>�"��#$���Z"�15;51�P;!�"���*�6�;!�5;2�5$%�9�@���?[.��������

s � < s   B?rs!1���[.��#�$~1B ��ë��`�'�$~�B �����`+��6%�9�@�1�1�u5-%��-��9&lpe09&lIO��1+��1@���9'���6"��*1�1��5;!�*��

|f   j(c  m) − f   j(c �m)| 6

6
� ∫

Ω

|∇wj |
[

c   + c � max
{

|∇u
 
m|p− � [ |∇u �m|p− �

}]

|∇u
 
m −∇u �m| dx 6

6 d
 
mj |c
 
m − c �m|

[��$~1B �����

d
 
mj =

� ∫

Ω

|∇wj |
� [c   + c � max

{

|∇u
 
m|p− � [ |∇u �m|p− �

}]

dx.

rs!1���[���� +��6%�9�@���%?�35$%��-��9&lpe)�1�,���6"��*1�1��5$!�*����

|f   j(c  m) − f   j(c �m)| 6 d
 
mj |c
 
m − c �m|

[
j =
~6[
m.

�$~1B �����
n.15651����!�"�����!��1+��;"�K4M=9&����O���l

f � (cm)
B.f0�1��5;!�*���!��$%?K1����[����P�6�;!3���15;!��85$%���7

��9&l	eR123O��1+��1@�������;"��*��1��5;!�*��

|f � j(c  m) − f � j(c �m)| 6

∫

Ω

∣

∣

∣Ng(u
 
m) − Ng(u

�
m)
∣

∣

∣ |wj | dx 6

6





∫

Ω

∣

∣

∣
Ng(u

 
m) − Ng(u

�
m)
∣

∣

∣

(q � + � )/(q � +   )
dx





(q � +   )/(q � + � )
×

×





∫

Ω

|wj |
q � + � dx





  /(q � + � )
6 d �mjµ   (Rm   )





∫

Ω

|u
 
m − u �m|q � + � dx





  /(q � + � )
6

6 (d �mj)
� µ   (Rm   )|c  m − c �m|

[��$~1B �����
�����

d �mj =





∫

Ω

|wj |
q � + � dx





  /(q � + � )
[

Rm   = max
{

‖u
 
m‖q � + � [ ‖u �m‖q � + � } B:rs!1���[0*�51��%�9]�$~1B ���������h+�"���(Y%?�I�5$%�����9&l	e)�6�8��O��1�������

|f � j(c  m) − f � j(c �m)| 6 (d �mj)
� µ   (Rm   )|c  m − c �m|.

�$~1B �����
SY��6%����-��@����N�Z��>�"��#;���Z+�"���<��$�&���Z�4*��N*��-��9�[�@�!��4���P�1�;!_���15;!��,5$%�����9&l	e)�1�
���6"��*1�1��5$!�*����

|f £ j(c
 
m) − f £ j(c �m)| 6 (d £mj)

� µ � (Rm � )|c  m − c �m|
[ �$~1B ë � �
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�����

d £mj =





∫

Ω

|wj |
q � + � dx





  /(q � + � )
[

Rm � = max
{

‖u
 
m‖q � + � [ ‖u �m‖q � + � } B!.������Z��>�"��#;���N[�*_51��%�9d!��1��"��6��� C`�1����451��5;!��1�P_��>��V������*1�1�����=<d�&��MV7

MV�;"��1��O&��6%?K1���=<39�"��*����6�����'�$~�B�~$���`�����1�;!,"��1(:�6�����,��%�15656

cmk(t) ∈ C
(   )([ � [ Tm])

+�"������1����!���"����
Tm > � � k ∈

~6[
m
B

W 5X4`�[&w N {&ò�z;{�ï�7Vð_z�G�ð;ïF�ò[m������$/_���k��>��Z@�15$!��j"��*1�1��5;!�*1H�$~1B�~-���'��
cmj

�I+�"���5-9&������"19��1��+��
j =
~6[
m
B?CE��5$%��L�1@��1*����&���=<�+�"��1��>�"��#;��*1������3+��6%�9�@����Z5$%�����9&l	e)�6�L"��*��1��7

5;!�*1���

d

dt





~
� ‖um‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|um|pl dx



+

+

∫

Ω

h(x
[
|∇um|)|∇um| � dx+

∫

Ω

g(x
[
um)um dx =

=

∫

Ω

f(x
[
um)um dx.

�$~1B ëP~-�

rY#�F6!������H"��*1�1��5;!�*1|5�9�@��;!�����9�5$%���*����g��|M=9&����O����
h(x
[
s)
[
g(x
[
s)
�

f(x
[
s)
��� +��6%�9�@����u5$%��-��9&lpe)�1�,���6"��*1�1��5$!�*����

d

dt





~
� ‖um‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|um|pl dx



+

+ c £ ‖∇um‖p
p 6 c 0

∫

Ω

|um| dx+ c 1
∫

Ω

|um|q � + � dx �$~1B ë����

rY56+��6%?K1#J9�286"���MV���;!���@��156�����4���6"��*1�1��5;!�*��3t��;%?KJ���;"��[=+��6%�9�@�����5$%�����9&l	e)�1�
���6"��*1�1��5$!�*����

c £ |um| 6
q � + ~
q � + � c

(q � + � )/(q � +   )
£ +

|um|q � + �
q � + � .

�$~1B ë�ë��
rY#L���;"��*��6��5;!�*d�$~1B ë����`�G�$~1B ë�ë��`+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

d

dt





~
� ‖um‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|um|pl dx



+
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+ c £ ‖∇um‖p
p 6 c a + c b

∫

Ω

|um|q � + � dx. �$~1B ë����

op��-@�6%�,"�65651�P��!�"����u5$%�9�@���&[P��������

pk > q � + ��[ �$~1B ë����
!��������*351��%�9G9�5$%���*����W��3M�9&����O���l
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+�"���<��-�&�����3*1�V*1�$��9��,!����N[&@�!��

g(x
[
um) → g(x

[
u)
51��%&K1���4*

L
(q � + � )/(q � +   )(Ω)

[ �$~1B � � �
f(x
[
um) → f(x

[
u)
56��%?K1���d*

L
(q � + � )/(q � +   )(Ω)

�$~1B ��~-�
��%�23+��1@�!��8*�5;�$<

t ∈ [ � [ T ]
B 2 ��P�;!����A!��1+��;"�K�[&@�!��d�����1�;!����15;!��d*6%��;/0�1�����

L
∞( � [ T � W   ì p� (Ω)) ⊂ L

q � + � (QT )
[

QT = ( � [ T ) × Ω.
�?[P#;��$@���!�[=*d51��%�9W+��6%�9�@��1������<G"�����1���+�"����1"����=<G��O��1������+���5$%��-����*�$!��;%?K�7
����5;!�K

{f(x
[
um}

"��*��������;"����d+��
m ∈ N

����"������@��1��� *
{f(x

[
um)} ⊂ L

(q � + � )/(q � +   )(QT ).!?�1+��6"�Kk*k51��%�9b56*�����5;!�*���$~1B ���H���Å51"��#J9b��#]���;"��*��1��5;!�*1��$~1B ëP~-� /0�
+��6%�9�@�1�6�N[R@�!��\+���5$%�������*1;!��;%?K1����5;!�K

{g(x
[
um)}

"��*������P�;"����g+��
m ∈ N����"������@��1���*

{g(x
[
um)} ⊂ L

(q � + � )/(q � +   )(QT ).
a�"������,!�������[D*d51��%�9W"��*������P�;"������W+��

m ∈ N
����"������@��1������5$!��A+���5$%�������*1�7

!��;%&K1����5$!��1�
{|um|pl− � um} ⊂ L

p
′

l ( � [ T � Lp
′

l (Ω))
[ �$~1B �����

�k%��1����� TR������51b}�~J��� +�"���<��-�&��� ��*��N*��-��9h�^5$9&e)�15$!�*���*1������k!1������
+��-�?+���5$%�������*1;!��;%&K1����5;!��?[?@�!��

|um|pl− � um ⇀ |u|pl− � u 51��%&K1���d*
L

p
′

l (QT )
[ �$~1B ��ë��

f(x
[
um) ⇀ f(x

[
u)
5$%�1>��d*

L
(q � + � )/(q � +   )(QT )

[ �$~1B �����
g(x
[
um) ⇀ g(x

[
u)
5$%�1>��d*

L
(q � + � )/(q � +   )(QT ).

�$~1B �����
!?�1+��6"�K_���(:L#;;��-@�)�������#$;!�K�[�@�!��4*_+�"������;%&K1�����Z"��*1�1��5$!�*��,�$~1B �����E���P�1�;!
���15;!��45$%�����9&l	e)�1�_"��*1�1��5;!�*����

χ = −div(h(x
[
|∇u|)∇u).

�$~1B �����
f)%�24F1!������d�������9�/_���d*1��51+��6%?K1#;��*1;!�K�5$28���;!��-�������P������!���������5;!���}�~J����B



¸^¾ ( ç�ø&÷Jø*)vêîç�ì\ë\ê�+gë�,qê-�\è$úWè�û1üZç�ì�ý^ê-þXÿ\ì\ê��$úWèWéfëWêªëWì��
CY�;"��1+���(:�6���J6%��;"�������51�����,+�"���>1%?��/0�6����2��$~1B�~-���Y*,5$%�����9&l	e)�6��*������

〈

u
′

m +

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|um|pk/ � − � um

(

|um|pk/ � )′

−

− div(h(x
[
|∇um|)∇um) + g(x

[
um) − f(x

[
um)
[
wj

〉

= � �$~1B �����
��%�2�*�56�$<

j =
~6[
m
[������

〈·
[
·〉 � F1!���56����>������.*1����5;!�*1�1������5;!��h�P�-/0��9>����6<���*��N����+�"���5;!�"����5;!�*�����
W
  ì p� (Ω)

�
W

−   ì p′

(Ω)
B

m������$/_����!��1+��;"�Kq��>���@�15;!��\"��*1�1��5;!�*1I�$~1B �����W��qM�9&����O&��l
ψ(t) ∈

∈ D( � [ T )
�H+�"�������!�����"���"���*1�*�+��

t ∈ [ � [ T ]
+��1%�9�@��6�������u"��*1�1��5$!�*���[Y+���7

"��6�����1�h�I+�"������;%�9¤+�"��
m → +∞.


b"��1#X91%?K�!1;!��|+��6%�9�@�����5$%�����9&l	e)�1�
"��*��6��5;!�*1���
T∫
�

〈

u
′

+

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|u|pk/ � − � u

(

|u|pk/ � )′

+

+ χ+ g(x
[
u) − f(x

[
u)
[
w

〉

ψ(t) dt = � [ �$~1B �����
��#�����!���"������j*|56*���lc�1@��6"����?K|*q51��%�9g��51����*������j%��6����� *�6"����O��������������
��5-@���5$%��6����23+��1%�9�@����u"��*1�1��5;!�*��
〈

u
′

+

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|u|pk/ � − � u

(

|u|pk/ � )′

+

+ χ+ g(x
[
u) − f(x

[
u)
[
w

〉

= � ��%�23+��1@�!���*�5;�$<
t ∈ [ � [ T ]

�$~1B �����

��%�2�*�56�$<
w ∈ W

  ì p� (Ω)
BP
 �������#;;!��$%?K15;!�*��4��9�/0��6�;!�5;2d!��6%?K1���35$%�����9&l	e)�1�

+�"��-���;%?K1�����,*��D"�6/0�1�������
∫

QT

ak(x)|um|pk/ � − � um

(

|um|pk/ � )′

w dt dx→

→

∫

QT

ak(x)|u|pk/ � − � u
(

|u|pk/ � )′

w dt dx
[

����F1!��45$%�����5;!�*����R!�������[?@�!��
um → u

51��%&K1���d*
L

pk(QT )
��+���F1!����.94*)51��%�9_!��1��"��1���G¦|B�S)B�a�"�156����5;�;%?K156�������R��>L��+��;"�;!���"��0UY�1���NO.7
�������

|um|pk/ � − � um → |u|pk/ � − � u 51��%?K1���d*
L
� pk/(pk− � )(QT ).



ö:÷�ø�ùvè$úWè�û1ü°ç�ì�ý^ê�þJÿ�ü�ê��;ú\èWéfëWêªëWì\ê�é��püJú�ü^æ-ü���ü�ú���¢�ÿgè ¸SÇ
rR[���"������R!�������[

(

|um|pk/ � )′

⇀
(

|u|pk/ � )′ 5$%�1>��d*
L
� (QT ).

rR[?����������6OP[?*L51��%�93��5$<��$�����=<49�5$%���*1���d���P�1�$!_���15;!��,���1+�"��6"��V*������R*6%��$/0��7
�����

W
  ì p� (Ω) ⊂ L

pk(Ω).
D��#6K1���1��*,"��*1�1��5;!�*1�4�$~1B �����
w = u(x)(t)

[
+�"�������!�����"���"���*�;!�K¤+��

t ∈ ( � [ T )
�h+���5$%��¤����!�����"���"���*������2�+��¤@�65;!12��

*1��51+��6%?K1#;��*1�*1()��51KY"��6#J91%&K-!1;!�����+�6"����"�1MN0�RCE"���%��;/0�1����2�[�+��1%�9�@���!�KY5$%���7
��9&l	e0�1�_"��*1�1��5;!�*1���

T∫
�
〈χ
[
u〉 dt =

T∫
�
dt

∫

Ω

[f(x
[
u) − g(x

[
u)]u dx dt+ Ψ( � ) − Ψ(T )

[ �$~1B � � �

�����

Ψ(t) ≡

~
�

∫

Ω

u � (x)(t) dx+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u(x)(t)|
pl dx.

�$~1B �P~-�

!?�1+��6"�K�����"�15651����!�"����u5$%�����9&l	e)�1�,*��D"�6/0�1�������

Xm ≡

T∫
�
dt 〈A(um) − A(v)

[
um − v〉

[ �$~1B �����

�����
A(v) = −div(h(x

[
|∇v|)∇v).
 56��%�9�56*�����5;!�*�d�$~1B ���`���P�6�1�

Xm > � .
 56��%�98F6!������d�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

� 6

T∫
�
dt 〈A(um)

[
um〉 −

T∫
�
dt 〈A(um)

[
v〉 −

T∫
�
dt 〈A(v)

[
um − v〉 .

�$~1B ��ë��

!?�1+��6"�K)9&�=���;/_���A��>��0@�15$!��d"��*1�1��5;!�*���$~1B �����E��
cmj
�3+�"���5$9�������"19��1�Z+��

j =
~6[
m
[�!�������3+���5$%��d����!�����"���"���*1�����2'+���*1"��1�P�6���W+��6%�9�@���� 5$%�����9&l	e)�1�

"��*��6��5;!�*1���
T∫
�
dt 〈A(um)

[
um〉 =

T∫
�
dt

∫

Ω

[f(x
[
um) − g(x

[
um)]um dx dt+ Ψm( � )−Ψm(T )

[
�$~1B �����
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�����

Ψm(t) ≡

~
�

∫

Ω

u �m(x)(t) dx+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|um(x)(t)|pl dx.
�$~1B �����

rY#I2�*��������kM�9&����O�������6%�
Ψm(t)

5$%��-��9��;!�[4@�!��^���k��%�2���;/)�������kMV����7
51��"���*�����������

t ∈ [ � [ T ]
2�*6%�2��;!�5;2 ����MVMN�6"��6��O���"19��1���N�k+��q§4"��1(:���j�1���

+�"�����#$*��-�&��12|§4"��1(Y�u2�*;%�2��;!�5;2H��������!��������N�k��+��;"�;!���"����N[0+���F6!����.9jF1!���!
M=9&����O�������6%A2�*6%�2��$!�5;2G5$%�6>��G+��6%�9&���1+�"��;"��N*����N�|56����#X9�B�oj�&"19&�����A5;!���"���7
���p[."�����1�_������8>���%��_�������#$�����[&@�!��

um(x)(t) → u(x)(t)
51��%&K1���d*

L
pk  (Ω)

��%�23+?B *�B
t ∈ [ � [ T ].CE��F1!�����9���#0"��*1�1��5;!�*14�$~�B ������[P�$~1B ��ë��X���$~1B �����E�8��$@�6%?K1�������_9�5$%���*���24*��=!���7

��6�;!�[&@�!��d���P�6�;!��P�15;!��45$%��-��9&l	e0�1�,+�"������;%?K1�����,���6"��*��6��5;!�*1���

lim sup
m→+∞

T∫
�
dt 〈A(um)

[
um〉 6

T∫
�
dt

∫

Ω

[f(x
[
u) − g(x

[
u)]u dx dt+ Ψ( � )−Ψ(T )

[
�$~1B �����

��#L����!���"������d*�51��%�9W�$~1B � � �Y+��1%�9�@����u5-%��-��9&lpe)�1�,���6"��*��6��5;!�*1���

lim sup
m→+∞

T∫
�
dt 〈A(um)

[
um〉 6

T∫
�
dt 〈χ

[
u〉 .

�$~1B �����

Sg��#L���;"��*��1��5;!�*1d�$~1B ��ë��`*��=!��6��1�$!�5$%�����9&l	e0�1�,���;"��*��6��5;!�*1���

� 6

T∫
�
dt 〈χ

[
u〉 −

T∫
�
dt 〈χ

[
v〉 −

T∫
�
dt 〈A(v)

[
u− v〉 =

T∫
�
dt 〈χ− A(v)

[
u− v〉

[
�$~1B �����

��#d����!���"������'5;!1�����6"�!����N�H��>�"��#;���|#;���%&lp@�6�1�N[=@�!��G���P�1�;!����15;!��'"��*��1��7
5;!�*1�G�$~1B �����-B 2 ��P�;!����D[�@�!���*d51��%�9G51*1����5;!�*1��$~1B ���:"��*������P�;"������W��������!�����7
����5;!��8��+��;"�$!���"�

A(v)
�d!�������[?@�!��d������8MN���!���@��156���d�������#$�����[&@�!��

lim sup
m→+∞

T∫
�
dt 〈A(um)

[
um〉 6

T∫
�
dt 〈A(u)

[
u〉
[

��� +�"���<��$�������3*��N*1�$��9��,!����N[&@�!��

� 6 lim sup
m→+∞

T∫
�

∫

Ω

|∇um −∇u|p dx dt 6 � .
oD!16%��3>��=!�K�[D�=�H+�"���(Y%?�G�'*��N*1�$��9W�4!����D[P@�!��d��%�2'���1����!���"����G+��$�?+���5$%���7
����*�;!��$%?K1����5;!��

{um}
���P�1�;!����15;!��45$%�����9&l	e)�6�,+�"������$%?K1�����_51*1����5;!�*1���

um → u
51��%?K1���d*

W
  ì p� (Ω)

��%�23+?B *�B
t ∈ [ � [ T ].

�$~1B �����



ö:÷�ø�ùvè$úWè�û1ü°ç�ì�ý^ê�þJÿ�ü�ê��;ú\èWéfëWêªëWì\ê�é��püJú�ü^æ-ü���ü�ú���¢�ÿgè ¸gi
!?�1+��6"�KZ�=�k���;/0�1�j9&�����;/_��!�KW��>���@�15$!�� "��*��1��5;!�*1��$~1B�~-���4��AM=9&����O���l
ψ(t) ∈ D( � [ T )

��!�����51��!��;%?K1���Z56����>����A�?*�����5;!�*��6������5;!�� ���$/0��9
D( � [ T )

�
D

′

( � [ T )
[P+��6"��1��!����8+�"��-���;%�9'+�"��

m→ +∞
��+��6%�9�@���!�K�[?@�!��3+�"��-���;%?K1��12

M=9&����O���2
u(x)(t)

2�*;%�2��;!�5;2�"��1(Y�1�����1�I9�"��*����1����2|�$~1B�~J���4+�"��|���1����!���"����
T > � . 2 ��$@���!�[�5-9&e)�15;!�*1��*�������05$%�1>������_��>���>�e)�1���������_"��1(Y�1����2R�������#;�����BrY51+��6%?K1#X9�2,5;!1�����6"�!����V�4;%?����"���!��A+�"��-���1%�/0�1����2,5$%�1>������_��>���>�e)�6������7
���4"��1(Y�1����2d*��d*6"��1�P�6���85R9�@��;!����u#;����;@������2Z~)+�"���<��$�&�����d5$%�����9&l	e)�1�.9
9�!�*1�6"1/0���1����lY�
!0�D�N"	�D�R�~1B \�D�ó;y)ô4x�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7iD�óJñ?z�x�ò;H�ï5@BKD�ïF*G�ò&ò ϕ(x

[
s)
[
h(x
[
s)
[

g(x
[
s)
ò
f(x
[
s)
[�jNó�ñ?ò�x�7 N z;ñ&ï&ð;ï�zkD�óJñ?z�x�ò�ð

pk > q � + ��[y:z;X í 5 í ñ*Hdñ?õl6�z�X6z
u � (x) ∈ W

  ì p� (Ω)ómD�<Lð6ó;y)x�D�ð1ynX�ñ?z�6;5�ñ.ô-ï�z�ðLó�ñ�56�z�ðLz�6�z;68<_ð;ï�ï�z�ð:{&ð�=_ð;ï&ò�ðoF�ñ�5&ó6ó�5
u(x)(t) ∈ L

p( � [ T � W   ì p� (Ω))
[

u
′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
(

|u|pk/ � )′

∈ L
� (QT )

í ñ8HGx�ó6ðML
T > � ['jNóJñ.ò�x�7 N z;ñ&ï�ð6ï�zkD�óJñ?z�x�ò�ð �$~1B �����qp 5'yI5F8]4ð�D�ó�ñ?z�x�ò�ð

p >
q � + �
N + pk  N

[
y:z í ñ*Hdñ?õl6�z�X6z

u � (x) ∈ W
  ì p� (Ω)

u(x)(t) ∈ L
p( � [ T � W   ì p� (Ω))

[
u

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
(

|u|pk/ � )′

∈ L
� (QT )

[
X í ð

T ∈ ( � [ T � ) ò8ï5&î í ð6y0óMH'y�5*F�z�ðI9r5F�ó6ò;9r5�ñ.ô-ï�z�ð T � = T � (u � ) > � [ A�y0zñ?ò�6�z
T � = +∞

ñ?ò6�z
T � < +∞

òjx N z�óJñ?ð í ï&ðs9ÈóJñD�A
5�ðuò;9Eð6ð6yt9Eð6ó;y0z
N {&ð í ðJñ.ô-ï�z�ðLó6x�z�î�ó;y0x�z

lim sup
t↑T ‖∇u‖p = +∞.

u ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZ�����*��é?ç
�&é���ç4æ�S?ç
Vw�Pä

N��51+��1%&K�#$��*1;!�K15;2�51"��#J9H+���5;!�"����6�����N�]"��1(:�6�����1�\��%�2 *��N*��-��W����5$!1�7

!��1@�����<'9�5$%���*����G"��#-"19&(Y�1����2�"��1(Y�1�����W���;%?K1#-2�[�+���56���6%?K1�19G��%�2G��<A*��N*1��7
���!�"��1>69��;!�5;2u>��6%?K1(Y12���%�;�.����5;!�K�Bp�V�&�������[s�J6%��;"�������56�����W+�"���>1%?��/0�1����2
��9�/_���V�=�851*1����5;!�*1�������%�;�?����5;!��8��>1%�;���lp!��

um(x)(t) ∈ C
(   )([ � [ T ] � W   ì p� (Ω)).


N*������1�Z5$%��-��9&lpeR���_��>���#$��$@��1����2&�
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Φm(t) ≡

~
�

t∫
�
‖um‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds+

+

~
�
pk ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pk pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx
[��$~1B � � �

Jm(t) ≡

t∫
�
‖u

′

m‖ �� (s) ds+
n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u
′

m| � |um|pl− � dx ds+

+

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx.
�$~1B �=~-�

op+�"��*1�-��%?��*1,5$%�����9&l	eL123*16/_��12�%��1���P��
TG�D�L�)4~1B'x 9Eð1ð6yy9Eð6ó;y0z)óJñ?ð í D�õI<_ð6ð í òB-BsðJ{&ð6ï�G�ò*5�ñ.ô-ï�z�ð`ï�ðJ{5�x�ð6ï&ó;y0x�z �

(

Φ
′

m

) �
6 pk  ΦmJm

í ñ*HGx�ó6ðmL
t ∈ [ � [ T ]

[ �$~1B �����
X í ð

pk  = max
k∈   ìn pk.

fA�V�	N#=P!N�=%:KD5=!V*D�`B
C`"��-/0���,*�5;�����d���P�6�1�u5$%�����9&l	e)�1�_"��*1�1��5$!�*����

Φ
′

m =

~
� ‖um‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|um|pl dx =

=

~
�

t∫
�
d

ds
‖um‖ �� (s) ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�
d

ds

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds+

+

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx.
�$~1B ��ë��

!?�1+��6"�K,#;����;!����N[&@�!��d���P��lV!4���15;!��45$%�����9&l	eR���_��O��1�����?�
∣

∣

∣

∣

∣

∣

~
�

t∫
�
d

ds
‖um‖ �� (s) ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

t∫
�

∫

Ω

|um||u
′

m| dx ds 6

6

t∫
�
‖um‖ � ‖u′

m‖ � ds 6





t∫
�
‖um‖ �� ds





  / � 


t∫
�
‖u

′

m‖ �� ds




  / �
[��$~1B �����
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

pl −
~

pl

t∫
�
d

ds

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6 (pl −
~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl− � |um||u
′

m| dx ds 6

6 (pl −
~
)

t∫
�





∫

Ω

al(x)|um|pl dx





  / � 


∫

Ω

al(x)|um|pl− � |u′

m| � dx




  / �
ds 6

6 (pl −
~
)





t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl− � |u′

m| � dx ds




  / � 


t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds





  / �
.

�$~�B �����
!.������A��>�"��#;���D[?��#0"��*1�1��5;!�*�,�$~1B ��ë��p509�@��;!����A���6"��*��6��5$!�*��$~1B �����s�8�$~1B �����
+��6%�9�@�1�6�u5$%�����9&l	e09&lH��O��6����9��

(

Φ
′

m

) �
6

(





t∫
�
‖um‖ �� ds





  / � 


t∫
�
‖u

′

m‖ �� ds




  / �
+

+

n
∑

l=  
(pl −

~
)





t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl− � |u′

m| � dx ds




  / �
×

×





t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds





  / �
+

+

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx

) � [��$~1B �����

��#|����!���"������g*���#;*1�$��2]*\��*�;�&"�;!I+�"��*$9&l @�15;!�Kj�^��"19&+�+���"19�2]��9�/_���N�
��>�"��#;���������;/L��!��;%?�8����51+��1%&K�#X9�23���;"��*1�1��5;!�*��

�
ab 6 a � + b � [

+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���

(

Φ
′

m

) �
6

( t∫
�
‖um‖ �� ds+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds+
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+

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx

)

×

×

( t∫
�
‖u

′

m‖ �� ds+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl− � |u′

m| � dx ds+

+

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx

)

.
�$~1B �����

C	9�5;!�KL!��1+��;"�K
pk  = max

k∈   ìn pk
[

!�������k��#]���;"��*1�1��5;!�*1��$~1B ����� 5g9�@��;!���� ��>���#;��-@��1�����b�$~1B � � �|�b�$~1B �=~-�+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���

(

Φ
′

m

) �
6 pk 

( ~
pk  

t∫
�
‖um‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pk 

t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds+

+

~
�
pk  ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pk  pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx

)

Jm 6

6 pk 
( ~
�

t∫
�
‖um‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds+

+

~
�
pk  ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pk  pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx

)

Jm =

= pk ΦmJm.
�$~1B �����

TW�D�_�R]�s�V�	N#PV�ssB
!.�1+��;"�K]��� #;������1�P5;2k*��N*��-�����iF����6"����;!���@��156����<�"��*��6��5;!�*�B4C`"��-/0���

*�56������9������$/_����"��*��1��5;!�*1���$~�B�~-���Y��
cmj
�'+�"���5-9&������"19��1��+��

j =
~6[
m
�

!�������4+��1%�9�@����u5)9�@��;!����u��>���#;��$@��1����28�$~�B � � �E5$%�����9&l	e)�1�_"��*��6��5$!�*����

d � Φm(t)

dt � +

∫

Ω

h(x
[
|∇um|)|∇um| � dx+

+

∫

Ω

g(x
[
um)um dx =

∫

Ω

f(x
[
um)um dx.

�$~1B �����
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c
′

mj

�3+�"���5$9�������"19��1�Z+��
j =
~1[
n
��*�"��1#X91%?K�!1;!��,+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�_"��*1�1��5;!�*����

dJm

dt
+
d

dt

∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+

d

dt

∫

Ω

G(x
[
um) dx =

d

dt

∫

Ω

F(x
[
um) dx.

�$~1B�~ ��� �!?�1+��6"�KG+�"�������!�����"���"19��6�\+��A*1"��1���1���u"��*��6��5;!�*1���-~�B�~ ��� �,��+��6%�9�@����I5$%���7��9&l	e0�1�_"��*1�1��5;!�*1���

Jm +

∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+

∫

Ω

G(x
[
um) dx− Em( � ) =

∫

Ω

F(x
[
um) dx

[
�$~1B�~ � ~-������

Em( � ) ≡
~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � m|) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � m) dx−

∫

Ω

F(x
[
u � m) dx.

�$~1B�~ � ���

!?�1+��6"�K3*���51+��1%&K�#X9��1�P5;2'���;"��*��1��5;!�*1���H�$~1B�~$���0�A+��1%�9�@����|��#d�$~1B�~ � ~-�0���;"��7*1�1��5$!�*��

ϑ £ Jm + ϑ £
∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+ ϑ £

∫

Ω

G(x
[
um) dx−

− ϑ £ Em( � ) 6

∫

Ω

f(x
[
um)um dx

[ �$~1B�~ � ë��

rY#L���;"��*��6��5;!�*d�$~1B �����`�G�$~1B�~ � ë��Y+��1%�9�@����u5$%��-��9&lpe)�1�,���6"��*1�1��5$!�*����

d � Φm(t)

dt � +

∫

Ω

h(x
[
|∇um|)|∇um| � dx+

+

∫

Ω

g(x
[
um)um dx > ϑ £ Jm + ϑ £

∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+ ϑ £

∫

Ω

G(x
[
um) dx−

− ϑ £ Em( � ). �$~1B�~ � ���

D��51+��6%?K1#J9��1�P5;2'���;"��*1�1��5;!�*1����Z�$~1B ���0�Z�$~1B ���)�W+��1%�9�@����q��O��1����9W5$%��-��9&ls7
e)�����d*�������

d � Φm(t)

dt � + ϑ £ Em( � ) > (ϑ £ − ϑ   )
∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+
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+ (ϑ £ − ϑ � )
∫

Ω

G(x
[
um) dx+ ϑ £ Jm.

�$~1B�~ � ���

CE��!�"��1>69��1�A!��1+��;"�K,*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*����
ϑ £ > ϑ   [ ϑ £ > ϑ ��d!��������+��6%�9�@�������#L���;"��*��6��5;!�*1d�$~1B�~ � ���E5$%�����9&l	e:9&lj��O��1����9��

d � Φm(t)

dt � + ϑ £ Em( � ) > ϑ £ Jm.
�$~1B�~ � ���

rY#d���6"��*1�1��5$!�*G�$~�B �����R�u�$~�B�~ � ���R���I+�"���<��-�&���H�'5$%�����9&l	e)�1�.9u��56�����P����9�&��MVMV�;"��1��O���6%?K1�����.9'���6"��*��6��5;!�*-9��

ΦmΦ
′′

m − α(Φ
′

m) � + βΦm > � [ �$~1B�~ � ���
�����

α =
ϑ £
pk  
[

β = ϑ £ Em( � ). �$~1B�~ � ���
!?�1+��6"�K�+��1!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2�[&@�!��

ϑ £ > pk  [ pk  = max
l=   ìn pl.

�$~1B�~ � ���
f)%�2���6%&K1���6��(:�1���3�������9�/_����"�15651�P�1!�"��;!�K,5$%��-��9&l	eR���R�?*�,5$%�9�@�12&�

β > � �
β 6 � .

n.15651����!�"����b51��-@�6%�g+��;"�*��N�^>��6%��1�j5$%��;/_���N�^5$%�9�@���.B,
N��51+��1%&K1#J9��1�P5;2
"��1#X91%?K-!1$!�����!��1��"��6���k~ � +�6"����"�1MV��ACE"���%��;/0�1����2'�W+��1%�9�@����D[P@�!���+�"��*��N+��6%&���1�����d9�5$%���*���2
~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx >

�
ϑ £�

ϑ £ − pk Em( � ) > � �$~1B�~�~ � �

�����1�;!��P�65;!��d���;"��*��6��5;!�*1�

Φm(t) >

~
[

Φ
  −α
m ( � ) −Amt

]   /(α−   )
[ �$~1B�~�~�~-�

�����

A �m = (α−
~
) � Φ− � α

m ( � )
[

(

Φ
′

m( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φm( � )

]

> � . �$~1B�~�~-���
m.5$%���*����4�$~�B�~�~ � �`�P�;/_���d+��;"��1+���51$!�K�*,5$%��-��9&lpe)�1��*������
∫

Ω

F(x
[
u � m) dx >

∫

Ω

H(x
[
|∇u � m|) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � m) dx+
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+
pk  �
ϑ £





~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx





[
pk < ϑ £

[ �$~1B�~�~-ë��

����!���"����8��9�/_���3����+��6%?����!�K8"�15651��;!�"���*16�1���N� 9�5$%���*����1�
β > � [=!�BJ��BD5-%���7��9&l	eR���A9�5$%���*����6�V�

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � m|) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � m) dx >

∫

Ω

F(x
[
u � m) dx.

�$~1B�~�~J���

!?�1+��6"�K_���u"�15651����!�"����W>��1%��1�L+�"���5;!����d5$%�9�@���?[?��������
β 6 � [�!�BJ��B�9�5$%���*����

∫

Ω

F(x
[
u � m) dx >

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � m|) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � m) dx.

�$~1B�~�~-���

!?������R�����1�;!R���15;!��_���6"��*1�1��5;!�*����$~1B�~�~�~-��[&*R����!���"����W��9�/_���_+��1%��;/L��!�K
β =

= � .!.�1+��;"�KL���(:R#;;��-@�L+��;"��1��!��d��+�"��-���;%�98+�"��
m→ +∞

��%�24���6����!���"����
��!�������*����,+��$�?+���5$%�������*�;!��$%?K1����5;!��

{um}
B�oGF1!����,O��;%?K6l�#;����;!����N[�@�!��)������7

�;!����15;!��d+�"��-���;%?K1�����_51*1����5;!�*1�8�$~1B ��ë��`�351*�����5;!�*1�8�$~�B �����-B?oD%��-����*1;!��;%?K1����[
Φm(t) → Φ(t)

+�"��
m→ +∞

��%�23+?B *�B
t ∈ [ � [ T ]

[ �$~1B�~�~����
�����

Φ(t) ≡

~
�

t∫
�
‖u‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u|
pl dx ds+

+

~
�
pk ‖u � ‖

�� +
n
∑

l=  
pl −

~
pk pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx.
�$~1B�~�~$���

C`�6"��$<��-�&2d�d+�"������;%�9'+�"��
m→ +∞

*����6"��*��6��5;!�*1�4�$~1B�~�~�~-��[�+��6%�9�@����N[&@�!��

Φ(t) >

~
[Φ   −α( � ) −At]

  /(α−   )
[ �$~1B�~�~-���

�����

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � . �$~1B�~�~����
!.������u��>�"��#;���N[&�������#;���,5$%�����9&l	eL12�!��1�1"��1�P��
z|{k}�~:}����s�M�M�M���s�
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[
s)
[

h(x
[
s)
[
g(x
[
s)
ò
f(x
[
s)
[8\KD�ó6y)ô [ F�{?z�9EðYy:z;X6z [ x�7 N z$ñ&ï&ð;ï54x1y0z;{5�H�XJ{8D NN 5D�óJñ?z�x�ò&î'ò8?,y0ð6z6{&ð>9-7 ~6[ y0z�X í 5 N {&òZD�óJñ?z�x�ò&ò

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx >

∫

Ω

H(x
[
|∇u � |) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � ) dx+

+
pk  �
ϑ £





~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx





[ �$~1B�~-� � �

pk  < ϑ £
[

ϑ £ > ϑ   [ ϑ £ > ϑ � �$~1B�~-�P~-�
óJñ�56�z�ð'z�6�z�68<Lð;ï�ï&z�ðd{&ð�=_ð;ï&ò�ð�?�5 í 5A�ò �$~1B�~$�X���$~1B ë�� ï�ð'ómD�<_ð6ó;y0x�D�ð6y�X�ñ?z8�6;5�ñ?ô$ï�zdx1zdx-{&ð>9Eð;ï&òGò'ò;9Eð6ð6yC9Eð6ó;y0z N {?ð í ðJñ.ô-ï�z�ðLó6x�z�î�ó;y)x1z

lim sup
t↑T  ‖∇u‖p = +∞

ò'ò;9Eð6ð1yi9Eð6ó6y:zdz�G�ð;ïF*5�ó6x�ðJ{�L�D
T � 6 T∞ = Φ

  −α( � )A−   [
X í ð N z�ó;y0z�H&ï�ï5�H A > � z N {?ð í ðJñ?ð6ï5�BEz6{;9KD�ñ?z�î �$~1B�~�~����J[

β =

{

ϑ £ E( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

E( � ) ≡
~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � |) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � ) dx−

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx.

Ú��ak Ó oDÜ�p��	Ý8{c��x�{$pA{.ÝJ{c�zxEÞ�ñ�otpvo�svutwAxzyv{q|~}�xsß��vprot�t��{c�zxEÞ
���8|~u�}Qu:�lu*ñzu�pv�QðA}AoÀ|Hð���u�Þ���u�Þ���{~w�x���{?Þ���uv|&à�áPâ

ã�ä�åpæ�ç$è�ç�é�ê?ç�ä

ZF1!����A+�6"����"�1MN�L���Z"�65651�P�1!�"����A��-@�6%&K1�����?��"�6�1*$9&lq#;;��$@�94��%�2�+��7

"�1>��6%?��@��151�������89�"��*����6����2W*���5;���������W+���"�2��?��854�.*1���������Z���;%?�����6������5;!�K1l
5$%�����9&l	e)�����d*�������
∂ϕ(x

[
u)

∂t
+ 4h   (x [ 4u) − div(h � (x [ |∇u|)∇u) + div(h £ (x

[
|∇u|)∇u) = � [���&B�~-�

ϕ(x
[
u) = u+

n
∑

k=  
ak(x)|u|pk− � u [ ���&B ���
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u|∂Ω =
∂u

∂nx

∣

∣

∣

∂Ω
= � [ u(x

[ � ) = u � (x) [ ���&B ë��
+�"���@��6������"������@��1����12j��>�%�15;!�K

Ω ⊂ R
N +�"��

N >
�j�g���P�1�;!q��%�$�.��9&l

��"������O�9
∂Ω ∈ C

. ì δ +�"�� δ ∈ ( � [�~ ] B�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä
C`"��-/0���'*�5;�����W51MV�1"��.91%?��"19��1�|9�5$%���*���2Z��'M=9&����O����

ϕ(x
[
s)
[
h   (x [ s) [

h � (x [ s) � h £ (x
[
s)
B

��������æ�ê��'é��
ϕ(x
[
u)
ä

(i)1 ak(x) > � ��%�23+��1@�!��8*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

ak(x) ∈ L
∞(Ω) �

(ii)1
+�9�5;!�K

pk = max
k∈   ì n pk

[
pk < q∗£

��+�"��3F1!����
ak (x) > a � > ���

(iii)1 pk >
����%�23*�5;�$<

k =
~6[
n ���������æ�ê��'é��

h   (x [ s)
(i)2 h   (x [ s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��$!�5;23��6"�;!��1�-����"����1*����8M�9&����O����6� �
(ii)2

��%�28+��1@�!��'*�5;�$<
x ∈ Ω

M�9&����O���2
h   (x [ s) ∈ C

(   )(R   ) �'���P��lp!��P�15;!��9�5$%���*���2d"���5;!1

|h   (x [ s)| 6 c   + c � |s|q � −   [ |h
′  s(x [ s)| 6 c   + c � |s|q � − � ���&B ���

+�"��
q   > � �

(iii)2
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
�Xì q �� (Ω)

������lp!����15;!��d���6"��*��6��5$!�*�

a

∫

Ω

|4v|q � dx 6

∫

Ω

h   (x [ 4v(x))4v(x) dx 6 ϑ  
∫

Ω

H   (x [ 4v(x)) dx [
���&B ���

�����
ϑ   > � [ a > � �

H   (x [ s) =

s∫
�
dσ h   (x [ σ) �

(iv)2
��%�28+��1@�!��G*�5;�;<

x ∈ Ω
�����1�;!d���15;!��d51*1����5;!�*1�3�P������!���������5;!��?[P+�������7

�P1�6�P����*,5$%��-��9?lpe)�1�u51���=5$%����

(h   (x [ s   ) − h   (x [ s � ))(s   − s � ) > � ∀ s   [ s � ∈ R
 
.

���&B ���
��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

h � (x [ s)
(i)3 h � (x [ s) : Ω × R

 
+ → R

 
+

2�*6%�2��;!�5;23��;"�$!��6�$����"����1*1���8M=9&����O����1� �
(ii)3

��%�24+��1@�!��3*�5;�$<
x ∈ Ω

M=9&����O���2
h � (x [ s) ∈ C

(   )(R  +)
�8������lp!_�P�15;!��

5$%��-��9&lpeR���,���;"��*1�1��5;!�*�

� 6 h � (x [ s) 6 c £ + c . sq � − � [ |h
′� s(x [ s)s| 6 c £ + c . sq � − � ���&B ���

+�"��
q � ∈ [

��[
q∗  ) �

�s�
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(iii)3

��%�2�%&ls>��=<
v(x) ∈ W

  ì q �� (Ω)
�����1�;!����15;!��d���6"��*��6��5$!�*1�

b‖v‖q �
q � 6

∫

Ω

h � (x [ |∇v|)|∇v| � dx 6 ϑ �
∫

Ω

dxH � (x [ |∇v|) ���&B ���

+�"��
ϑ � > � [ b > � [P�����

H � (x [ s) =

s∫
�
dσ h � (x [ σ)σ.

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
h £ (x
[
s)

(i)4 h £ (x
[
s) : Ω × R

 
+ → R

 
+

2�*6%�2��;!�5;23��;"�$!��6�$����"����1*1���8M=9&����O����1� �
(ii)4

��%�24+��1@�!��3*�5;�$<
x ∈ Ω

M=9&����O���2
h £ (x
[
s) ∈ C

(   )(R  +)
�8������lp!_�P�15;!��

5$%��-��9&lpeR���,���;"��*1�1��5;!�*�
� 6 h £ (x

[
s) 6 c / + c 0 sq � − � [ |h

′

£ s(x
[
s)s| 6 c / + c 0 sq � − � ���&B ���

+�"��
q £ ∈ (

�&[
q∗  ) �

(iii)4
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
  ì q �� (Ω)

�����1�;!����15;!��d���6"��*��6��5$!�*1�
∫

Ω

h £ (x
[
|∇v|)|∇v| � dx > ϑ £

∫

Ω

dxH £ (x
[
|∇v|)

���&B�~ � �

+�"��
ϑ £ > �

[������

H £ (x
[
s) =

s∫
�
dσ h £ (x

[
σ)σ.

2 ���151K,��51+��6%?K1#;��*1����45$%��-��9&l	e0�1�_5;!1�����6"�!������_��>���#;��-@��6�������

q∗ =

{

Nq/(N − q)
[c+�"��

N > q �
+∞
[ +�"��

N 6 q
B

UY�;!�"19�������+�"���*1�6"���!�K�[8@�!���*�51��%�9 9�5$%���*����i���M=9&����O����
h   (x [ s) [

h � (x [ s) � h £ (x
[
s)
������lp!��P�65;!��45$%�����9&l	eR���L51*�����5;!�*1��

4h   (x [ 4v) : W
�Xì q �� (Ω) → W

− �Xì q′� (Ω)
[

q
′  = q   /(q   − ~ ) [

div(h � (x [ |∇v|)∇v) : W
  ì q �� (Ω) → W

−   ì q′� (Ω)
[

q
′� = q � /(q � − ~ ) [

div(h £ (x
[
|∇v|)∇v) : W

  ì q �� (Ω) → W
−   ì q′� (Ω)

[
q
′

£ = q £ /(q £ −
~
)

�3F6!��8��+��;"�;!���"��q���1+�"��;"��N*���� *,56���1!�*��;!�5;!�*-9&l	eR��<�51��%?K1���=<3!���+��6%����-��2�<�B
f);�����h��+�"������;%��1�����|5$%�1>������I��>���>�e)�1���������j"��1(:�1����2\#;$��$@��k���&B�~-�X�

���&B ë��-B
�A+p"p�.�s�=%s���`�	�j�YB43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò ���&B�~-�X�

���&B ë�� ï5*?�z�x�ð>9CBED�ïF*G�ò�õ
u(x)(t) ∈ L

∞( � [ T � W �Xì q �� (Ω))
[

u
′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
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(

|u|pk/ � )′

∈ L
� (QT )

[
QT = ( � [ T ) × Ω

[
D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?õI<JD�õ|{5�x�ð6ï&ó;y0x�D
T∫
�

[ ∫

Ω

[

u
′

+

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|u|pk/ � − � u

(

|u|pk/ � )′
]

w(x) dx+

+

∫

Ω

h   (x [ 4u)4w(x) dx+

∫

Ω

h � (x [ |∇u|)(∇u [ ∇w) dx−

−

∫

Ω

h £ (x
[
|∇u|)(∇u

[
∇w) dx

]

ψ(t) dt = � [ ���&B�~�~-�

í ñ8HGx�ó6ðML
ψ(t) ∈ D( � [ T )

ò�x�ó6ðML
w(x) ∈ W

�Xì q �� (Ω)
[

u(x)( � ) = u � (x) ∈ W
�Xì q �� (Ω).

���&B�~-���
2 p�R�=@Ep�`�s���&B,rY#Z��+�"������$%��1����2|�H*��=!��6��1�$!�[`@�!��|+���5$%���*���#$�P�;/_�������
��#$�P�6���1����2¤��\+��-�?�����;/0�65;!�*��j�����;/0�65;!�*�

[ � [ T ]
��91%��1*1���^���6"��iT:�1>����J

5$%�1>����_��>���>�e)�1�������_"��1(Y�1�����,+�"�����;��%��$/_��!���%�15;5$9
u(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � L � (Ω)).

O�ä�PQ�*���8��R�é����TS��*��S?ç�URê�VE�*�
��R?ä
f)%�2L�������#;;!��;%&K�5;!�*1)%�����;%?K1�����d*��,*1"��1���1���4"��#-"��1()���P��5;!��d�J6%��;"�������7

56����<g+�"���>1%?��/0�6�����\*1��51+��6%?K1#X9��6�P5;2j�P�;!��-������t�6%��;"�������q*q5;�1@��;!1������I5
���;!��$�����I������+����!�����5;!������P�$!��-�����\��������!���������5;!��\}�~J����BNf0�����#;;!��$%?K15;!�*��
+�"���*1�����1��*����151���6%?K1���d(:�����*�B
W 5XZY�[�\Yz�ó;y�5�ï�z�x
F*5TX�5�ñ?ðJ{�F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ?ò*]�ð6ï&ò�î[
N��>��;"��1��*�>����6<���*����N[P5;�1+�6"�1>��;%&K1������+�"���5;!�"����5;!�*1�

W
�Xì q �� (Ω)

�J6%��;"�7
������56�����'>��#$��5

{wj}
[�����!���"��N�?[=�1@��1*����&����[����;/_���8*��D>�"�;!�K4�1"�!�������"�����"���7

*1������N��*��-��%?K1>��;"�!���*�����+�"���5;!�"����5$!�*1�
L
� (Ω)
B.C	9�5;!�K

um(x)(t) =

m
∑

k=  
cmk(t)wk(x)

[
cmk(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
[

Tm > � .

N*������1�u*�"�15651����!�"��1�����,�J6%��;"�������56�����,+�"���>1%?��/0�1����2&B
∫

Ω

∂ϕ(x
[
um)

∂t
wj(x) dx+

∫

Ω

h   (x [ 4um)4wj(x) dx+

+

∫

Ω

h � (x [ |∇um|) (∇um
[
∇wj(x)) dx−

−

∫

Ω

h £ (x
[
|∇um|) (∇um

[
∇wj(x)) dx = � [ j =

~6[
m
[����?B�~-ë��
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�����

ϕ(x
[
um) = um +

n
∑

l=  
al(x)|um|pl− � um.

a�"������R!�������[?����>��*�������-@�6%&K1�����R9�5$%���*���2

u � m =

m
∑

k=  
cmk( � )wk(x) → u � 51��%?K1���d* W

�Xì q �� (Ω).
���&B�~J���

W 5XJ^*['_Yz;F*5�ñ.ô-ï5;Hd{5*?-{&ð�=_ò;9Ez�ó;yRô�[
CY�;"��1+���(:�6�A51��5$!��1�.949�"��*����6����2�t�6%��6"�������56����<8+�"���>�%&��/0�1���������&B�~-ë��s*

5$%�����9&l	e)�6��*��������

A(cm)
dcm
dt

= f   (cm) + f � (cm) + f £ (cm)
[

cm = (cm   [ ... [ cmm)t []���&B�~-���
�����

A(cm) = ‖akj(cm)‖m ìm
k ì j=   ì   [ ���&B�~����

akj = δkj +

n
∑

l=  
(pl −

~
)

∫

Ω

al(x)|um|pl− � wk(x)wj(x) dx
[ ���&B�~$���

f   j = −

∫

Ω

h   (x [ 4um)4wj
[

f � j = −

∫

Ω

h � (x [ |∇um|) (∇um
[
∇wj) dx

[

f £ j =

∫

Ω

h £ (x
[
|∇um|) (∇um

[
∇wj) dx.


N*������1�Z"�2��'��>���#$��-@��1�����?[����1��>1<��-�&���=��<'����A��%�2���6%?K1���1��(:������B

u
 
m =

m
∑

k=  
c
 
mk(t)wk(x)

[
u �m =

m
∑

k=  
c �mk(t)wk(x)

[

c
 
m = (c

 
m   [ ... [ c  mm)t [ c �m = (c �m   [ ... [ c �mm)t.f0����6/0�6�N[W@�!��i+�"��c51MV��"��.91%?��"���*1�������<È9�5$%���*���2�<

(ii)1
[

(ii)2
�

(ii)3��^M=9&����O����
h   (x [ s) [ h � (x [ s) � h £ (x

[
s)
�����1�;!k�P�65;!�������"������@��1����62

%&��+�()��O.�.���1+�"��;"��N*�����5;!�K8��!�����56��!��;%?K1���
cm
*�*������6�����=<uM�9&����O����

f   j [ f � j�
f £ j
BEf0�6��5;!�*���!��;%?K1����[:"�15;51�P��!�"����k+���5-%��-����*�$!��;%?K1���q5;����!�*1�;!�5;!�*$9&lpeR���

M=9&����O����.B?op+�"��*1����%?��*�,5$%�����9&l	eL623O��1+��1@���4���;"��*1�1��5;!�*��
∣

∣

∣f   j(c  m) − f   j(c �m)
∣

∣

∣ 6

∫

Ω

|4wj |
∣

∣

∣h   (x [ 4u  m) − h   (x [ 4u �m)
∣

∣

∣ 6

6 c  
∫

Ω

|4wj ||4u
 
m −4u �m| dx+
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+ c �
∫

Ω

|4wj |max
{

|4u
 
m|p � − � [ |4u �m|p � − �

}

|4u
 
m −4u �m| dx 6

6 c  
n
∑

k=  
|c
 
mk − c �mk|

∫

Ω

|4wj ||4wk| dx+

+ c �
n
∑

k=  
|c
 
mk − c �mk|

∫

Ω

|4wj ||4wk|max
{

|4u
 
m|p � − � [ |4u �m|p � − �

}

dx

���&B�~-���
!?�1+��6"�K�*1��51+��1%&K�#X9��1�P5;2|���;"��*1�1��5;!�*����kt��$%?K����6"���H+��6%�9�@����^5$%��-��9&l	e:9&l
��O��1����9��
∫

Ω

|4wj ||4wk|max
{

|4u
 
m|p � − � [ |4u �m|p � − �

}

dx 6

6 max
{

‖4u
 
‖p � − �

p � [ ‖4u � ‖p � − �
p �

}





∫

Ω

|4wk|
p � dx





  /p � 


∫

Ω

|4wj |
p � dx





  /p �

!.������u��>�"��#;���N[�+�"���<��$�&�����d��O��1�����
∣

∣

∣f   j(c  m) − f   j(c �m)
∣

∣

∣ 6 a   mj |c
 
m − c �m|.

���&B�~����
n.15651����!�"����A!��1+��6"�K,M=9&����O���l

f � j(cm)
B&f0�6��5$!�*���!��;%&K1����[�+�9�5;!�K

s   = |∇u
 
m|
[

s � = |∇u �m|.CE��!�"��1>69��1�I56��-@�6%��[N@�!���>��
s   < s � [V!�������W���P�6�;!W�P�15$!��A5$%��-��9?lpeL12uO���7+��1@�������6"��*��6��5;!�*��

∣

∣

∣
h � (x [ s   )∇u  m − h � (x [ s � )∇u �m

∣

∣

∣
6

6 |h � (x [ s   ) − h � (x [ s � )||∇u  m| + |h � (x [ s � )||∇u  m −∇u �m| 6

6 |h
′� s(x [ s £ )||s   − s � ||∇u  m| + |h � (x [ s � )||∇u  m −∇u �m|

[����&B � � �
�����

s £ ∈ [s   [ s � ] B.C`"��-���6%�/_����O��1+��1@���9'���;"��*��1��5;!�*d���&B � � �-B
∣

∣

∣
h � (x [ s   )∇u  m − h � (x [ s � )∇u �m

∣

∣

∣
6

6 |s £ h
′� s(x [ s £ )||s   − s � |s−  £ |∇u

 
m| + |h � (x [ s � )||∇u  m −∇u �m| 6

6 [c   + c � sp � − �� ]|s   − s � |s−    |∇u
 
m| + [c   + c � sp � − �� ]|∇u

 
m −∇u �m| 6

6
�
[c   + c � sp � − �� ]|∇u

 
m −∇u �m|.

���&B �P~-�
SY��6%����-��@����N�Z��>�"��#$���Z"�15;51�P;!�"���*�6�;!�5;2�5$%�9�@���?[.��������

s � < s   B?rs!1���[.��#���&B � � �`�'���?B �P~-�`+��6%�9�@�1�1�u5-%��-��9&lpe09&lIO��1+��1@���9'���6"��*1�1��5;!�*��
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|f � j(c  m) − f � j(c �m)| 6

6
� ∫

Ω

|∇wj |
[

c   + c � max
{

|∇u
 
m|p � − � [ |∇u �m|p � − �

}]

|∇u
 
m −∇u �m| 6

6 a � mj |c
 
m − c �m|

[����&B �����

a � mj =
� ∫

Ω

|∇wj |
� [c   + c � max

{

|∇u
 
m|p � − � [ |∇u �m|p � − �

}

] dx.

rs!1���[���� +��6%�9�@���%?�35$%��-��9&lpe)�1�,���6"��*1�1��5$!�*����
|f � j(c  m) − f � j(c �m)| 6 a � mj |c

 
m − c �m|

[
j =
~6[
m.

���&B ��ë��
oV��*��;"�(:�6�����G���6%����-��@����N�H��>�"��#;���q�������#$�N*11�;!�5;2�[�@�!��G*'51��%�9u56*�����5;!�*�
(ii)3

�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����
|f £ j(c

 
m) − f £ j(c �m)| 6 a £ mj |c

 
m − c �m|

[
j =
~6[
m.

���&B �����
!?�1+��6"�KR#$��P�;!����N[�@�!��,*R51��%�9d"��6#J91%&K-!1;!1Lvq��JR��+�"����&�=��9&e)�����,+�6"����"�1MN
*��=!��6��1�;!�[	@�!����P;!�"���O&

A(cm)
��>�"�;!����PZ� ��>�"�;!���12��P;!�"���O�

A−   (cm)���1+�"��;"��N*���,��!�����51��!��;%&K1���45$!��1%�>�O&
cm
B

rs!1���[p��#'���&B�~�����[s���?B ��ë��_� ���?B �����_*'51��%�9Z!��1��"��6���gCY�1����'��%�2A51��5;!��1�
��>��N������*1�1������<\����MVMN�6"��6��O���6%?K1����<I9�"��*����1�����g5-9&e)�15;!�*$9��;!q�-������5$!�*��1��7
�����_"��1(:�6�����L51��5;!��6����9�"��*����1�����'���&B�~J���`��%�15651

cmk(t) ∈ C
(   )([ � [ Tm])

+�"������1����!���"����
Tm > � .W 5*X�`�[	w N {&ò�z6{�ï�7pðGz8G�ð6ï*F�ò[ f)%�2�*��N*��-��A�+�"����1"����=<q��O��6�����Z9������;/_�����>��Z@�15$!��I"��*��6��5;!�*1H���?B�~-ë��'��

cmj
�I+�"���5$9�������"���*1;!�K +��

j =
~6[
m
�

+��6%�9�@���!�K_5R9�@��$!���� ���&B ����[����&B ���`�G���&B ���`5$%��-��9&l	e0�1�,���6"��*��6��5;!�*1���

d

dt





~
� ‖um‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|um|pl dx



+

+ a

∫

Ω

|4um|q � dx+ b

∫

Ω

|∇um|q � dx 6

6 c /
∫

Ω

|∇um| � dx+ c 0
∫

Ω

|∇um|q � dx. ���&B �����


D��51+��6%?K1#J9��1�P5;2�!��1+��;"�K,6"���MV���;!���@��156���������6"��*1�1��5$!�*�����t��$%?K����6"���'+��1%�9&7
@��������;"��*��6��5;!�*1�

c / |∇um| � 6 q £ −
�

q £
c
q � /(q � − � )/ + |∇um|q � [

+���51���6%?K1��9|+��A9�5$%���*���l
q £ >

�&Bsr !�������Z��#W���?B �����4+��1%�9�@����\5$%�����9&l	e)�1�
���6"��*1�1��5$!�*����
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d

dt





~
� ‖um‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|um|pl dx



+

+ a

∫

Ω

|4um|q � dx+ b

∫

Ω

|∇um|q � dx 6

6 c 1 + c a
∫

Ω

|∇um|q � dx. ���&B �����

!?�1+��6"�Kd���H*���51+��6%?K1#J9��1�P5;2�����!��;"�+��1%�2�O����������N� ���;"��*1�1��5;!�*1���|���.B ���0�8+��7
"����"�1MV�CE"���%��;/0�1����23��+���!�"��6>69��6��*��N+��6%?���1����23���;"��*��1��5;!�*

�
q   + � N > (

�
+N)q £

[
q £ 6

� ∗. ���&B �����
rY#:����!��;"�+��1%�2�O��������������_���;"��*1�1��5;!�*1,���?B ���	�4���;"��*1�1��5;!�*1,���&B �����	���A51"��#J9
/0�,+��1%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���

d

dt





~
� ‖um‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|um|pl dx



+

+ a

∫

Ω

|4um|q � dx+ b

∫

Ω

|∇um|q � dx 6

6 c 1 + c a ε
∫

Ω

|4um|q � dx+ c b (ε)




∫

Ω

|um|pk  dx




r �
.
���&B �����

U0��������6OP[)����!�����"���"19�2j+��|*1"��1�P�6���j��>��Z@�15$!��I+���5$%����&�������|���;"��*1�1��5;!�*1�[
+��6%�9�@����u5R9�@��;!����u51*1����5;!�*,M�9&����O&���

ϕ(x
[
s)
5$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

a � pk − ~
pk  ‖um‖

pk  
pk  + (a− c a ε)

t∫
�

∫

Ω

|4um|q � dx dt+ b

t∫
�

∫

Ω

|∇um|q � dx dt 6

6

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx+

+ c 1 T + � b
t∫
�
ds‖um‖

pk  r �
pk  (s) ds

[ ���&B �����

*�����!��1"�����+��1%��;/L���
ε =

a�
c a .
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 "��1#J91%&K-!1;!��,+��1%�9�@����u5$%�����9&l	e0�1�,���;"��*��6��5;!�*1���

‖um‖
pk 
pk 6 c   � (T ) +

t∫
�
ds‖um‖

r � pk  
pk  [ r � > � [ ���&B ë � �

��#R���1!���"������4*,51��%�93!��1��"��6��� t�"�����9��1%�%����cD�;%�%?�P������cD��<�6"��u}�~$�E+��1%�9�@����
+��;"�*$9&lj�+�"�����"���9&lj��O��1����9

‖um‖pk 6 c    (T ) < +∞
���&B ëP~-�

+�"��3����5$!1;!��1@����8�P6%����
T > � [=������+���5;!��12�����12 c    ���,#;�*���51��!4��! m ∈ N

B
a�"������E!�������[���!�5�l=��0�_��#`���;"��*1�1��5;!�*�)���&B �����D+��6%�9�@������6e)�E�?*��`�+�"�����"������
��O��1�����

T∫
�
‖4um‖q �

q � dt 6 c   � (T ) < +∞
[ ���&B ë����

T∫
�
‖∇um‖q �

q � dt 6 c   £ (T ) < +∞
���&B ë�ë��

+�"��d����5;!1;!��1@����d�P6%����
T > � ��+���5;!��12�������� c   � � c   £

���_#;�*���5;2�!,��!
m ∈

∈ N
B
!.�1+��;"�KG*���#6K1���1�P5;2u*��N*1�$�����j5$%��-��9&lpe)�����Z��1>��1"�'�+�"�����"����=<���O��6�����&B

okF1!����|O��;%?K6l�9&�����;/_���]��>��G@�15;!��q"��*1�1��5;!�*�����&B�~-ë��3��
c
′

mj(t)
�|+�"���7

5-9&������"19��1��+��
j =
~6[
m
B�CE��5$%��,�1@��1*����&���=<'+�"��1��>�"��#;��*1����������q+��1%�9�@����

5$%�����9&l	e:9&lj��O��1����9��

‖u
′

m‖ �� +
n
∑

l=  
(pl −

~
)

∫

Ω

al(x)(u
′

m) � |um|pl− � dx+

+
d

dt

∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+
d

dt

∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx =
d

dt

∫

Ω

H £ (x
[
|∇um|) dx.

���&B ë����
!?�1+��6"�Kg+�"�������!��1��"���"19��1�È+��¤*1"��1���1���

t ∈ [ � [ T ]
��>��H@�15;!���+���5$%����&�������

"��*��6��5;!�*1�[&!��������+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�_���;"��*��1��5;!�*1���

t∫
�
‖u

′

m‖ �� ds+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)(u
′

m) � |um|pl− � dx ds+

∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+

+

∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx 6 Em( � ) +

∫

Ω

H £ (x
[
|∇um|) dx

[ ���&B ë����
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Em( � ) ≡
∫

Ω

H   (x [ 4u � m) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇u � m|) dx−

∫

Ω

H £ (x
[
|∇u � m|) dx.

!?�1+��6"�KZ�=�k*1��51+��1%&K�#X9��1�P5;2�56*�����5$!�*�����|���&B ���J[:���&B ���4�H���&B�~ � �4�q+��1%�9�@����5$%�����9&l	e:9&lIO��1+��1@���9'���6"��*��6��5;!�*��
t∫
�
‖u

′

m‖ �� ds+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)(u
′

m) � |um|pl− � dx ds+

+
a

ϑ  
∫

Ω

|4um|q � dx+
b

ϑ �
∫

Ω

|∇um|q � dx 6

6 Em( � ) +

~
ϑ £

∫

Ω

h £ (x
[
|∇um|)|∇um| � dx 6

6 Em( � ) +
c /
ϑ £

∫

Ω

|∇um| � dx+
c 0
ϑ £

∫

Ω

|∇um|q � dx 6

6 Em( � ) + c   . + c   /
∫

Ω

|∇um|q � dx [����&B ë����

�����k*�+���5-%��-�����1�Å���6"��*��6��5$!�*��k���Â*1��51+��6%?K1#;��*16%?��56Kk6"���MV���;!���@��156�����
���6"��*1�1��5$!�*����]t��;%&K����;"��Bpf)6%��6�A����]��9�/L���u��+�2�!�KA*���51+��1%&K1#;��*�;!�K15;2�����7
!��;"�+��1%�2�O����������N�j���;"��*1�1��5;!�*1���\���?B ���L�A+�6"����"�1MV'C`"���%��;/0�6����2�[�9�@��15$!�K
�+�"�����"���9&lj��O��1����9W���&B ëP~$�`��+��1%�9�@���!�K_5$%�����9&l	eR���_�+�"����1"������_��O��1�����?�

T∫
�
‖u

′

m‖ �� dt 6 c   0 (T ) < +∞
[ ���&B ë����

‖4um‖q � 6 c   1 (T ) < +∞
[ ���&B ë����

‖∇um‖q � 6 c   a (T ) < +∞
���&B ë����

T∫
�

∫

Ω

(

a
  / �
k (x)

(

|um|pk/ � )′) �
dx dt 6 c   b (T ) < +∞

���&B � � �

+�"��I����5;!1;!��1@����I�P6%����
T > � [_�����H+���5;!��12�������� c   0 [ c   1 [ c   a � c   b ���#;�*���5;2�!]��!

m ∈ N
Bd
 51��%�9��+�"����1"���������O��1����� ���&B ë���� ����51"��#J9�/0�

+��6%�9�@�1�6�u�1e)�_�-�&��9��+�"�����"���9&lj��O��1����9
‖A(um)‖∗ 6 c � � (T ) < +∞

[ ���&B ��~-�
�����,��� ��56+��6%?K1#;��*�6%&�85$%�����9&l	eR���L��>���#$��-@��6����2&�

A(v) ≡ 4h   (x [ 4v) ���&B �����
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‖w‖∗ = sup

‖4z‖q � 6  
|〈w
[
z〉|
[


〈·
[
·〉 � F1!��456����>����d�?*�����5$!�*��1������5$!����P�-/0��9�>����6<���*1�V���8+�"���5$!�"����5;!�*1�7���

W
�Xì q �� (Ω)

�
W

− �Xì q′� (Ω)
B

W 5XQh8[�\p{&ð í ðJñ.ô-ï�7Vî N ðJ{?ðML�z í [r:#Y�+�"�����"����=<d��O��1�����4���&B ë=~-��[.���&B ë�����[����&B ë�����[.���&B ë����	�3���&B �D~-�	+�"���<��-�&���
�\*��N*��-��9¤�j5-9?e0�15;!�*���*1������I!1������¤+��$�?+���5$%��-����*�;!��$%?K1����5;!��¤+���5$%�������*1�7
!��;%&K1����5$!��

{um}
[&@�!��d���P��lp!����15;!��45$%�����9&l	eR���,+�"��-���;%?K1���D�_56*�����5;!�*1��
um

∗
⇀ u ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � Lpk  (Ω))

[ ���&B ��ë��
um

∗
⇀ u ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W �Jì q �� (Ω))

[ ���&B �����
um

∗
⇀ u ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W   ì q �� (Ω))

[ ���&B �����
u

′

m ⇀ u
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � L � (Ω)).

���&B �����
A(um)

∗
⇀ χ ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W− �Jì q′� (Ω))

[ ���&B �����
(

a
  / �
k |um|pk/ � )′

⇀ χk
5$%�1>��4*

L
� (QT ).

���&B �����

N*������1�Z��>���#$��-@��6������B

W ≡
{

v| v ∈ L
� ( � [ T � W �Xì q �� (Ω))

[
v

′

∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

}

.
�V56����[?@�!��d*�56��%�9��+�"�����"�����<���O��1�����3�����1�1�

{um} ⊂ W
"��*������P�;"����d+��

m ∈ N.CE��F1!�����9'*,51��%�9'��5$<��$�����=<39�5$%���*����&[?@�!��
q � [ q £ ∈ [

�&[
q∗  )*�51��%�9'()��"������3��#$*��15$!������d!��1��"��1�����:>�F�����&T)������51W}�~J���`+�"���<��-�&�����3*��N7

*1�$��9�[&@�!��d���1����!���"�123+��$�?+���5$%�������*�;!��;%&K1����5;!�K�+���5$%��-����*1;!��;%?K1����5;!��
{um}

um → u
51��%&K1���d*

L
� ( � [ T � W   ì q �� (Ω) ∩ W

  ì q �� (Ω)).
���&B �����

�`!�5�l=���*A@�15$!�����5$!�� %����-����5$%��-��9��;!�[E@�!�� ���6���1!���"�12q+��$�?+���5$%��-����*1;!��;%?K�7
����5;!�K

{um}
5$<��$����!�5;23+��1@�!���*�51l=��9'*

QT = ( � [ T ) × Ω
B

!.�1@����,!1���/0�,����3��*�+�"����?�=��9&e)�6��+�6"����"�1MV�R�������#$�V*16�;!�5;2�[?@�!��
um → u

51��%&K1���d*
L

pk  (QT )
[ ���&B � � �L!1���/0�R!��1@����,!1���/0�R�������#$�N*�6�;!�5;2�[&@�!��

(

a
  / �
k |um|pk/ � )′

⇀
(

a
  / �
k |u|pk/ � )′ 5$%�1>��d*

L
� (QT ).

���&B �P~-�
a�"������,!�������[���#_�+�"�����"������'��O��1�����A���&B ë����0�89�5$%���*����G��

q � [ q £
���H+�"���<���7

�&�����3*��N*��-��9��,!����N[&@�!��

{h � (x [ |∇um|)∇um}
"��*������P�;"����d+��

m ∈ N
����"������@��1���*

L
q
′� (QT )

[
���&B �����
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{h £ (x
[
|∇um|)∇um}

"��*������P�;"����d+��
m ∈ N

����"������@��1��4*
L

q
′� (QT ).���&B ��ë��

Sg��#R51*1����5;!�*1d���&B �����`*��=!��1��1�;!�[&@�!��
um → u

51��%?K1���d*
W
  ì q �� (Ω) ∩ W

  ì q �� (Ω)
��%�23+��1@�!���*�5;�$<

t ∈ [ � [ T ].���&B �����
2 ��$@���!�[&*R51��%�9�!��6��"��1���A¦|B�SRB�aD"�156����56�;%&K�56�������L��>,��+��6"�;!���"��)UY�1���NO�����7
���,��9�5-%���*����d"���5;!1����&B ����[����&B ���s+�"���<��-�&���A�4*1�V*1�$��9d�L!����N[�@�!��L��%�2�+��1@�!��
*�56�$<

t ∈ [ � [ T ]
���P�1�6�

h � (x [ |∇um|)∇um → h � (x [ |∇u|)∇u 51��%?K1���d*
L

q
′� (Ω) × · · · × L

q
′� (Ω)
[

���&B �����
h £ (x
[
|∇um|)∇um → h £ (x

[
|∇u|)∇u

51��%?K1���d*
L

q
′� (Ω) × · · · × L

q
′� (Ω).���&B �����

C`�6"��1+���(:�1���J6%��6"�������56�����,+�"���>�%&��/0�1����2����&B�~$ë��`*,5$%��-��9&lpe)�1��*������
〈

u
′

m +

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|um|pk/ � − � um

(

|um|pk/ � )′

−

−4h   (x [ 4um) − div(h � (x [ |∇um|)∇um)+

+ div(h £ (x
[
|∇um|)∇um)

[
wj

〉

= � ���&B �����
��%�2�*�56�$<

j =
~6[
m
[������

〈·
[
·〉 � F1!���56����>������.*1����5;!�*1�1������5;!��h�P�-/0��9>����6<���*��N����+�"���5;!�"����5;!�*�����
W
�Xì q �� (Ω)

�
W

− �Jì q′� (Ω)
B

m������$/_����!��1+��;"�Kq��>���@�15;!��\"��*1�1��5;!�*1I���&B �����W��qM�9&����O&��l
ψ(t) ∈

∈ D( � [ T )
�H+�"�������!�����"���"���*1�*�+��

t ∈ [ � [ T ]
+��1%�9�@��6�������u"��*1�1��5$!�*���[Y+���7

"��6�����1�h�I+�"������;%�9¤+�"��
m → +∞.


b"��1#X91%?K�!1;!��|+��6%�9�@�����5$%�����9&l	e)�1�
"��*��6��5;!�*1���
T∫
�

〈

u
′

+

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|u|pk/ � − � u

(

|u|pk/ � )′

+

+ χ− div(h � (x [ |∇u|)∇u) + div(h £ (x
[
|∇u|)∇u)

[
w

〉

ψ(t) dt = � [ ���&B �����
��#�����!���"������j*|56*���lc�1@��6"����?K|*q51��%�9g��51����*������j%��6����� *�6"����O��������������
��5-@���5$%��6����23+��1%�9�@����u"��*1�1��5;!�*��
〈

u
′

+

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|u|pk/ � − � u

(

|u|pk/ � )′

+

+ χ− div(h � (x [ |∇u|)∇u) + div(h £ (x
[
|∇u|)∇u)

[
w

〉

= � ���&B �����

��%�23+��1@�!��8*�5;�$<
t ∈ [ � [ T ]

�d��%�23*�56�$<
w ∈ W

�Xì q �� (Ω)
B
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!.�1+��;"�K,���(:,#;;��$@�_�������#$;!�K�[&@�!��d*�+�"������;%?K1�����u56*�����5;!�*��4���&B �����

χ = 4h   (x [ 4u). ���&B � � �
f)%�2LF1!������_���Z*���51+��1%&K�#X9��1�P5;2,���;!��$�����W��������!���������5;!��W}�~J����B�oAF1!����4O��;%&K1l
*1��#;K1�P�1��*�"��*1�1��5;!�*��d���&B � � �:*4��-@��15$!�*�� w 51����d"��1(:�6����� u(x)(t) �3!�������+���5$%��G���1����!���"��=<�+�"��1��>�"��#;��*1���������"��1#X91%?K�!1;!1W+�6"����"�1MNW�ZC`"���%��;/0�17
����23��� +��6%�9�@����u5$%��-��9&l	e)�1�_"��*��6��5;!�*1���

T∫
�
〈χ
[
u〉 =

T∫
�
dt

∫

Ω

[

h £ (x
[
|∇u|)|∇u| � − h � (x [ |∇u|)|∇u| �

]

u dx dt+

+ Ψ( � ) − Ψ(T )
[����?B �=~-�

�����

Ψ(t) ≡

~
�

∫

Ω

u � (x)(t) dx+
n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u(x)(t)|
pl dx.

���&B �����

!?�1+��6"�K�����"�15651����!�"����u5$%�����9&l	e)�1�,*��D"�6/0�1�������

Xm ≡

T∫
�
dt 〈A(um) − A(v)

[
um − v〉

[ ���&B ��ë��

�����
A(v) = 4h   (x [ 4v).


 56��%�9�56*�����5;!�*�d���&B ���`���P�6�1�

Xm > � .

 56��%�98F6!������d�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

� 6

T∫
�
dt 〈A(um)

[
um〉 −

T∫
�
dt 〈A(um)

[
v〉 −

T∫
�
dt 〈A(v)

[
um − v〉 .

���&B �����

!.�1+��;"�K:9&�����;/_���G��>��:@�65;!��4"��*��6��5$!�*1,���&B�~-ë��	��
cmj
�d+�"���5-9&������"19��1�

+��
j =
~6[
m
[�!�������3+���5$%��d����!��1��"���"���*������2'+���*1"��1���1���G+��1%�9�@�����5$%��-��9&lE7

e)�1�L"��*1�1��5;!�*����

T∫
�
dt 〈A(um)

[
um〉 =

T∫
�
dt

∫

Ω

[h £ (x
[
|∇um|) − h � (x [ |∇um|)] |∇um| � dx dt+

+ Ψm( � ) − Ψm(T )
[ ���&B �����
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Ψm(t) ≡

~
�

∫

Ω

u �m(x)(t) dx+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|um(x)(t)|pl dx.
���&B �����

rY#I2�*��������kM�9&����O�������6%�
Ψm(t)

5$%��-��9��;!�[4@�!��^���k��%�2���;/)�������kMV����7
51��"���*�����������

t ∈ [ � [ T ]
2�*6%�2��;!�5;2 ����MVMN�6"��6��O���"19��1���N�k+��q§4"��1(:���j�1���

+�"�����#$*��-�&��12�§4"��1(Y�W2�*;%�2��$!�5;2 �P�����1!��������V�]��+��;"�;!���"����NB`CE��F6!����.9qF1!���!
M=9&����O�������6%A2�*6%�2��$!�5;2G5$%�6>��G+��6%�9&���1+�"��;"��N*����N�|56����#X9�B�oj�&"19&�����A5;!���"���7
���p[."�����1�_������8>���%��_�������#$�����[&@�!��

um(x)(t) → u(x)(t)
51��%?K1���d*

L
pk (Ω)

��%�23+?B *�B
t ∈ [ � [ T ]

�?[E��"������'!�������[`���P��lV!u���15;!���+�"������;%&K1�����W51*1����5;!�*1����&B �����-BECE��F1!����.9H��#
"��*��6��5;!�*1����&B �����|�h��$@�6%?K1�������¤9�5$%���*���2�*1��!��6��6�;!�[d@�!��������1�;!k���15;!��
5$%�����9&l	e)�1�_+�"������;%&K1�����,���;"��*��1��5;!�*1���

lim sup
m→+∞

T∫
�
dt 〈A(um)

[
um〉 6

6

T∫
�
dt

∫

Ω

[h £ (x
[
|∇u|) − h � (x [ |∇u|)] |∇u| � dx dt+ Ψ( � ) − Ψ(T ).

���&B �����

rY#RF6!������3���;"��*1�1��5;!�*14�8"��*1�1��5;!�*13���&B �=~$�`���q+��6%�9�@����N[?@�!��3�����1�;!4���15;!��
5$%�����9&l	e)�1�_+�"������;%&K1�����_51*�����5;!�*1���

lim sup
m→+∞

T∫
�
dt 〈A(um)

[
um〉 6

T∫
�
〈χ
[
u〉 dt.

���&B �����

Sg��#L���;"��*��1��5;!�*1d���&B �����`*��=!��6��1�$!�5$%�����9&l	e0�1�,���;"��*��6��5;!�*1���

� 6

T∫
�
dt 〈χ

[
u〉 −

T∫
�
dt 〈χ

[
v〉 −

T∫
�
dt 〈A(v)

[
u− v〉 =

T∫
�
dt 〈χ− A(v)

[
u− v〉

[
���&B �����

��#d����!���"������'5;!1�����6"�!����N�H��>�"��#;���|#;���%&lp@�6�1�N[=@�!��G���P�1�;!����15;!��'"��*��1��7
5;!�*1�8���&B � � �-B!.������'��>�"��#$���N[�������L�������#;����L5-9&e)�15;!�*1��*�������:5$%�1>������R��>���>�e)�1���������
"��1(Y�1����2W#;;��$@������&B�~-�X�P���&B ë��_*'51����5$%��8��+�"��-���;%��1����2A�&BVr`51+��6%?K1#J9�2A5;!1���7
��6"�!����N��6%&����"���!��W+�"��-���6%�/0�1����2_5-%�1>������L"��1(:�1����2,*1�_*1"��1���1���&[�+��6%�9�@����N[
@�!��4���P�1�$!4���15;!��45$%��-��9&l	eR12�!��1��"��6�P��
!:�D�N"	�D�R�ë&B \�D�ó;y)ôLx�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7�D�óJñ?z�x�ò;HWï5�BKD�ïFG�ò&ò ϕ(x

[
s)
[
h   (x [ s) [

h � (x [ s) ò h £ (x
[
s)
ò [ F�{?z�9Eð_y:z;X6z [ N {&ò�x�7 N z;ñ&ï&ð;ï&ò&òZD�óJñ?z�x�ò�î
�
q   + � N > (

�
+N)q £

[
q £ 6

� ∗



¾\Í ( ç�ø&÷Jø*)vêîç�ì\ë\ê�+gë�,qê-�\è$úWè�û1üZç�ì�ý^ê-þXÿ\ì\ê��$úWèWéfëWêªëWì��
í ñ8H3ñ&õI6�z�X6z

u � (x) ∈ W
�Xì q �� (Ω)ómD�<Lð6ó;y)x�D�ð1y¤óJñ�56�z�ð_z;6�z�68<Lð6ï�ï�z�ðY{&ð�=_ð6ï�ò�ð

u(x)(t)
[.í ñ*HTF�z�y:z6{?z�X6z

u(x)(t) ∈ L
∞( � [ T � W �Xì q �� (Ω))

[
u

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
(

|u|pk/ � )′

∈ L
� (QT )

[

N {&òA�ð>9 T ∈ ( � [ T � ) ò T � = +∞
ñ.ò6�z

T � < +∞
ò x N z�óJñ?ð í ï�ð>9�óJñ*D�A
5�ðò;9Eð6ð>9

lim sup
t↑T  ‖4u‖q � = +∞.

u ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZS&ç�U)ç�é�ê��Pä

N��51+��1%&K�#$��*1;!�K15;2�51"��#J9H+���5;!�"����6�����N�]"��1(:�6�����1�\��%�2 *��N*��-��W����5$!1�7

!��1@�����<'9�5$%���*����G"��#-"19&(Y�1����2�"��1(Y�1�����W���;%?K1#-2�[�+���56���6%?K1�19G��%�2G��<A*��N*1��7
���!�"��1>69��;!�5;2u>��6%?K1(Y12���%�;�.����5;!�K�Bp�V�&�������[s�J6%��;"�������56�����W+�"���>1%?��/0�1����2
��9�/_���V�=�851*1����5;!�*1�������%�;�?����5;!��8��>1%�;���lp!��

um(x)(t) ∈ C
(   )([ � [ T ] � W   ì p� (Ω)).
N*������1�Z5$%��-��9&lpeR���_��>���#$��$@��1����2&�

Φm(t) ≡

~
�

t∫
�
‖um‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds+

+

~
�
pk ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pk pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx
[����&B � � �

Jm(t) ≡

t∫
�
‖u

′

m‖ �� (s) ds+
n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u
′

m| � |um|pl− � dx ds+

+

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx.
���&B ��~-�


�51��%�9q9�!�*��;"1/0���6����2�%��6�����È~1[s�������#;��������j*�+�"��-�&�=��9&e)�1�^+�6"����"�1MV�
�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

(

Φ
′

m

) �
6 pk  ΦmJm

��%�23*�56�$<
t ∈ [ � [ T ]

[ ���&B �����
�����

pk  = max
k∈   ìn pk.

f)%�24*��N*��-��_+��;"�*������_F����;"����;!���@��651�������,"��*1�1��5$!�*�)9������;/_���A��>��0@�15;!��4"��7
*1�1��5$!�*�_���&B�~-ë��	��

cmj
��+�"���5-9&���=��"19��1�W+��

j =
~6[
m
��+��6%�9�@����G"��*1�1��5;!�*��
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d � Φm

dt � +

∫

Ω

h   (x [ 4um)4um dx+

∫

Ω

h � (x [ |∇um|)|∇um| � dx =

=

∫

Ω

h £ (x
[
|∇um|)|∇um| � dx. ���&B ��ë��

!?�1+��6"�K)9&�=���;/_���A��>��0@�15$!��d"��*1�1��5;!�*�����&B�~-ë��E��
c
′

mj

�3+�"���5$9�������"19��1�Z+��
j =
~1[
m
�8+��6%�9�@�����*6!���"����LF����6"����;!���@��156�����_"��*��1��5;!�*1�

d

dt

(

Jm +

∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx

)

=

=
d

dt

∫

Ω

H £ (x
[
|∇um|) dx.

���&B �����

CE"�������!�����"���"���*��*8+���5$%����&���1�d"��*1�1��5;!�*��'+��'*1"��6�P�1���Z�=�I+��6%�9�@����q5$%�����9&7
l	e)�6�_"��*1�1��5;!�*����

Jm +

∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx− Em( � ) =

=

∫

Ω

H £ (x
[
|∇um|) dx

[ ���&B �����

�����

Em( � ) =

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx+

+

∫

Ω

H   (x [ 4u � m) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇u � m|) dx−

−

∫

Ω

H £ (x
[
|∇u � m|) dx.

���&B �����

!?�1+��6"�K|���b*1��51+��6%?K1#J9��6�P5;2I56*�����5;!�*����b���&B�~ � �W�g+��6%�9�@�������#�"��*1�1��5;!�*����&B �����`���;"��*1�1��5;!�*��

ϑ £ Jm + ϑ £
∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+ ϑ £
∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx−

− ϑ £ Em( � ) 6

∫

Ω

h £ (x
[
|∇um|)|∇um| � dx. ���&B �����
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5;!�*1���

d � Φm

dt � +

∫

Ω

h   (x [ 4um)4um dx+

∫

Ω

h � (x [ |∇um|)|∇um| � dx >

> ϑ £ Jm + ϑ £
∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+ ϑ £
∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx− ϑ £ Em( � ).
���&B �����


D��51+��6%?K1#J9��1�P5;2W56*�����5;!�*���������?B ���L�����?B ���L�u+��6%�9�@����j��#����?B �����L���;"��*��1��7
5;!�*1�

d � Φm

dt � + ϑ £ Em( � ) > ϑ £ Jm+

+ (ϑ £ − ϑ   )
∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+ (ϑ £ − ϑ � )
∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx
[ ���&B �����

��#L����!���"������d+�"��d9�5$%���*���2�<.[&@�!��
ϑ £ > ϑ   [ ϑ £ > ϑ �*,51*1��lj�1@��;"��-�?K,*��=!��1��6�;!����;"��*��1��5;!�*1�

d � Φm

dt � + ϑ £ Em( � ) > ϑ £ Jm.
���&B � � �

rY#G���;"��*1�1��5;!�*����&B �������H���&B � � �4���^+�"���<��-�&���g�u5$%��-��9&lpe)�1�.9|��56�����P����9�&��MVMV�;"��1��O���6%?K1�����.9'���6"��*��6��5;!�*-9��

ΦmΦ
′′

m − α(Φ
′

m) � + βΦm > � [ ���&B �P~-�
�����

α =
ϑ £
pk  
[

β = ϑ £ Em( � ). ���&B �����
!?�1+��6"�K�+��1!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2�[&@�!��

ϑ £ > pk  [ pk  = max
l=   ìn pl.

���&B ��ë��
f06%��1�g"�1565$9�/0��12�������h*^+�"����?�=��9&e)�6��+�6"����"�1MN�¤���Å+�"���<��$�&��� �
5$%�����9&l	e)�6��939�!�*1�;"�/0���1����l:�
!0�N�V"s�N�Lg�.B \KD�ó;y)ô\x
7 N z;ñ&ï�ð6ï�7 x�ó6ðiD�óJñ?z�x�ò;Hbï5�BKD�ï*FG�ò&ò ϕ(x

[
s)
[

h   (x [ s) [ h � (x [ s) ò h £ (x
[
s)
[*\KD�ó;yRô [ F�{&z�9`ðYy0z�X6z [ x�7 N z;ñ&ï&ð;ï�7ux�ó6ðrD�óJñ?z�x�ò;Hò8?,y0ð6z6{&ð>9-7 ë�[ y0z;X í 5 N {&òZD�óJñ?z�x�ò&ò

∫

Ω

H £ (x
[
|∇u � |) dx >

∫

Ω

H   (x [ 4u � ) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇u � |) dx+
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+
pk �
ϑ £





~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx





[����&B �����

pk  < ϑ £
[

ϑ £ > ϑ   [ ϑ £ > ϑ � ���&B �����
óJñ�56�z�ð'z�6�z�68<Lð;ï�ï&z�ðd{&ð�=_ð;ï&ò�ð�?�5 í 5A�ò ���&B�~$�X�����&B ë�� ï�ð'ómD�<_ð6ó;y0x�D�ð6y�X�ñ?z8�
6;5�ñ?ô$ï�zdx1zdx-{&ð>9Eð;ï&òGò'ò;9Eð6ð6yC9Eð6ó;y0z N {?ð í ðJñ.ô-ï�z�ðLó6x�z�î�ó;y)x1z

lim sup
t↑T  ‖4u‖q � = +∞

ò'ò;9Eð6ð1yi9Eð6ó6y:zdz�G�ð;ïF*5�ó6x�ðJ{�L�D
T � 6 T∞ = Φ

  −α( � )A−   [
X í ð

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � [

Φ(t) ≡

~
�

t∫
�
‖u‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u|
pl dx ds+

+

~
�
pk  ‖u � ‖

�� +
n
∑

l=  
pl −

~
pk  pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx
[

α =
ϑ £
pk  
[

β =

{

ϑ £ E( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

E( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

∫

Ω

H   (x [ 4u � ) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇u � |) dx−

∫

Ω

H £ (x
[
|∇u � |) dx.

Ú��Ck Ó oNÜ�p��	ÝJ{c�zx�{$pA{�Ý8{c�zxEÞ���{Ãwru�}Ao�w	áq��u:�lu
ñzotpvo�svuqw�xzyv{b|Ã}Qu:�lu��vpro��q��{c�zxz�'|�ðA��u�Þ���u�Þ���{ÃwAx���{.Þ��Auv|&à�á=â

x�|y�b��{ÃpK�lx�{?Þ �%x�prxsßtwr{
ã�ä�åpæ�ç$è�ç�é�ê?ç�ä
C`"��-/0���0*�5;�����L51MN��"��.91%&��"19��1�G��-@�6%?K1�����?��"�6�1*$9&l #$;��-@�9�[�����!���"19&l ���

>691���1�u*_��6%&K1���1��(Y�1����#J9�@�;!�K�B
∂ϕ(x

[
u)

∂t
− χ(‖∇u‖ �� )4u = f(x

[
u)
[ ��ë&B�~-�
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ϕ(x
[
u) = u+

n
∑

k=  
ak(x)|u|pk− � u [ ��ë&B ���

u|∂Ω = � [ u(x
[ � ) = u � (x) [ ��ë&B ë��

�����
Ω ⊂ R £ � ����"������@��1����12d��>1%�15;!�K,5,��%�;�?�������-"������O��6� ∂Ω ∈ C �Xì δ +�"��

δ ∈ ( � [�~ ] B�`!��P�;!����D[`@�!��q+�6"�1>��1%&��@��156�����Z9�"��*����1�����u5�+��$����>������I���;%�����6%&K1�����
���;%?�����6������5;!�K1lu>���%��)"�15;51�P��!�"��6���)*:"�1>���!��,}�~$����B�
'F1!����L"�1>���!��Y��#X9�@�6%�5;2
*1��+�"���5)�,��%���>�6%&K1�����4"��#-"��1()������5;!��.B�¦ �W/0�R*RF6!����W"��#J���;%��)"�65651�P��!�"����
*1��+�"���5_�,����5;!1;!��1@����=<39�5$%���*���2�<�"��#-"19&(:�6����2d#$��������;@������,*1"��1�P2&B
�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä

|�������#;;!��;%&K�5;!�*1��%�����6%?K1�����W"��#-"��6()���P��5$!��W#;;��-@��u��ë&B�~-�X����ë&B ë��)������7

lp!�5;2'>��1%&K1()���4!�"191�&����5;!��?BDC`��F6!����.9u���I+���5;!69&+����|5$%��-��9&l	eR���|��>�"��#;���N�
�������#;;!��;%&K15;!�*��W"��#-"��1()������5;!��u+�"���*������1�|��%�2A5-%�9�@�12

ϕ(x
[
u) = u

[V'"���7
#X91%?K-!1;!,��"��#-"69&(:�1������+��6%�9�@����A��%�2d��>�e)�1���d5-%�9�@�12�B
C`"��-/0���,*�5;�����451MV��"��.91%?��"19��6�A9�5$%���*���2d��,M�9&����O&���

χ(s)
�
f(x
[
s)
B

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
χ(s)

(i)2 χ(s) ∈ C
(   )([ � [ +∞)) �

(ii)2
��%�23*�56�$<

s ∈ R
 
+

*��N+��6%?���1����5$%�����9&l	eR���R9�5$%���*���2d"���5$!1��

c   6 χ(s) 6 c   + c � sq � [ |sχ
′

(s)| 6 c � sq � +�"�� q   > ~ � ��ë&B ���

(iii)2
��%�23*�56�$<

s ∈ R
 
+

*��N+��6%?���1���d���;"��*��1��5;!�*1�

χ(s)s 6
ϑ  �

s∫
�
dσχ(σ)

+�"��
ϑ   > ��� ��ë&B ���

(iv)2
M�9&����O&��2

χ(s)
2�*6%�2��;!�5;2d����"������@��1���,%&��+�()��O.�.���1+�"��;"��N*������.�

|χ(s   ) − χ(s � )| 6 µ   (R   )|s   − s � | [ R   = max{sq � −    [
sq � −  � }

[���ë&B ���
������M=9&����O���2

µ   (·) 2�*6%�2��;!�5;28���$9�>��N*��lpe)�1��M�9&����O����6��51*1�������36"��X9&7�P�1��!��[�����"������@��1����123���������+����!16<�B
��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

f(x
[
s)

(i)3 f(x
[
s) : Ω × R

 
→ R

  2�*;%�2��;!�5;2W��6"�;!��1�-����"����1*����AM=9&����O����1�Z�'��%�2+��1@�!���*�5;�$<
x ∈ ∂Ω

�����1�1�
f(x
[ � ) = ���

(ii)3
���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��456*��;"6<�93��%�23+��1@�!���*�5;�$<

x ∈ Ω :

|f(x
[
s)| 6 c £ + c . |s|q � +   [ |f

′

s(x
[
s)| 6 c . |s|q � +�"�� q � ∈ (

�
/
ë�[��

] ���ë&B ���
(iii)3

��%�2�%&ls>��=<
v(x) ∈ L

q � + � (Ω)
�����1�;!����15;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

∫

Ω

f(x
[
v(x))v(x) > ϑ �

∫

Ω

F(x
[
v(x)) dx

+�"��
ϑ � > � [ ��ë&B ���
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�����

F(x
[
s) =

s∫
�
dσ f(x

[
σ) �

(iv)3
���P�1�$! �P�15$!��Å����"������@��1����12 %&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K ��+��6"�;!��1"�
UY�1���NO��������

Nf (·) = f(x
[
·)
[P+���"��;/0���1���������4M=9&����O����6�

f(x
[
u) :

‖Nf (u   ) − Nf (u � )‖(q � + � )/(q � +   ) 6 µ � (R � )‖u   − u � ‖q � + � [ ��ë&B ���
�����

µ � (·) � F6!��d���-9�>��V*1�l	eR12dM�9&����O&��2d51*1�������46"��X9&���1��!1��
R � = max {‖u   ‖q � + � [ ‖u � ‖q � + � } .!?�1+��6"�K,���Z��;�&���Z��+�"������$%��1�����L5$%�6>���������>���>�e)�1����������"��1(:�1����24#;$��$@��?[.*

��%�15651��@��651������+���5$!1�����*����,������l	eR���85$%��-��9&l	eR����*����P�
�A+p"p�.�s�=%s���`�	�jëYB43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò ��ë&B�~-�X�

��ë&B ë�� ï5*?�z�x�ð>9nBKD�ï*FG�ò�õ
u(x)(t)

[ F�z�y0z6{5;H¡D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?ð6y�ó6x�z�î�ó;y)x�5�9 [A�y:z
u(x)(t) ∈ L

∞( � [ T � H  � (Ω) ∩ H
� (Ω))

[
u

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
N {&òA�ð>9\ò;9Eð1ð6yi9Eð6ó6y:zL{5�x�ð;ï&ó;y)x1z

T∫
�

∫

Ω

[

u
′

− χ(‖∇u‖ �� )4u− f(x
[
u)
]

v(x)(t) dx dt = � [ ��ë?B�~ � �

í ñ8HGx�ó6ðML
v(x)(t) ∈ L

q � + � ( � [ T � H  � (Ω) ∩ H
� (Ω))

[
u(x)( � ) = u � (x) ∈ H

 � (Ω) ∩ H
� (Ω).

2 V�R�=@EV�`�	�4ë&B:rY#,��+�"������$%��1����285$%�1>������8��>���>�e)�1���������8"��1(:�6����2�*��=!���7
��6�;!�[=@�!��G+���5$%��8��#$�P�1���1����2W��'+��$�?�����;/0�15;!�*1�������;/0�15;!�*1

[ � [ T ]
��91%��1*����

���6"���T:�1>��1��,5$%�1>����_��>���>�e)�1�������_"��1(Y�1�����
u(x)(t)

+�"�����$��%��$/L��!���%�15;5$9
u(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � L � (Ω)).¦Z�;/_���k�������#;$!�K�[3@�!�����+�"������;%��1�����^ë�F���*���*�6%��6��!�����5$%�����9&l	e)�1�.9

��+�"������;%��1����lY�
�A+p"p�.�s�=%s���`�	�|�0B43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò ��ë&B�~-�X�

��ë&B ë�� ï5*?�z�x�ð>9nBKD�ï*FG�ò�õ
u(x)(t)

[ F�z�y0z6{5;H¡D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?ð6y�ó6x�z�î�ó;y)x�5�9 [A�y:z
u(x)(t) ∈ L

∞( � [ T � H  � (Ω) ∩ H
� (Ω))

[
u

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
N {&òA�ð>9\ò;9Eð1ð6yi9Eð6ó6y:zL{5�x�ð;ï&ó;y)x1z

T∫
�

∫

Ω

[

u
′

− χ(‖∇u‖ �� )4u− f(x
[
u)
]

w(x)ψ(t) dx dt = � [ ��ë?B�~�~-�
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í ñ8HGx�ó6ðML

w(x) ∈ H
 � (Ω) ∩ H

� (Ω)
[

ψ(t) ∈ D( � [ T )
[

u(x)( � ) = u � (x) ∈ H
 � (Ω) ∩ H

� (Ω).

O�ä�PQ�*���8��R�é����TS��*��S?ç�URê�VE�*�
��R?ä
!.�1+��;"�KH���(YH#;;��$@� � F1!��|�������#;;!�K %�����6%&K1��9&l "��#�"��1()���P��5;!�KH*5$%�1>����c��>���>�e)�1�������c51����5$%���Bdo F6!�����O��;%&K1l *1��51+��1%&K�#X9��1�P5;2����;!��$�����

t�6%��;"�������G*'5;�1@��;!1������Z5'���;!��$�����j������+����!�����5$!��j}�~J����BDf0�����#;;!��$%?K15;!�*��
+�"���*1�����1��*����151���6%?K1���d(:�����*�B
W 5XZY�[�\Yz�ó;y�5�ï�z�x
F*5TX�5�ñ?ðJ{�F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ?ò*]�ð6ï&ò�î[C`"��-/0���|*�5;�����I*���>��6"��6��>��#;��5

{wj}
*H�-��%&K�>��;"�!���*1���h+�"���5;!�"����5;!�*��

H
 � (Ω)

����H"��1(:�1����� #$;��-@��g��q56��>�5;!�*��6������� M=9&����O����\�\5;��>�5;!�*1�1�������
#$��$@��1����2

4wj + λjwj = � [ wj |∂Ω = � [
+�"���@��6��*�51��%�9'��%�;�?����5$!�����"������O��q���P�1�1�

{wj} ⊂ H
 � (Ω) ∩ H

� (Ω).
�V56����[�@�!��_F1!���!L>��#$��5L+�"���5;!�"����5;!�*1

H
 � (Ω)

���;/_���,*��D>�"�;!�KR��"�!������1"�����"���7
*1������N��*

L
� (Ω)
B

C	9�5;!�K

um(x)(t) =

m
∑

k=  
cmk(t)wk(x)

[
cmk(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
[

Tm > � .
n.15651����!�"����u5$%�����9&l	e:9&lj51��5$!��6�.9'��6%��;"�������51����<39�"��*����1�����.�

∫

Ω

[

∂um

∂t
− χ(‖∇um‖ �� )4um − f(x

[
um)

]

wj(x) dx = � ��ë&B�~-���

��%�2d*�56�$<
j =
~6[
m
B?a�"����P�0!�������[.+��1!�"��1>69��1�u*��N+��1%&���6����2d��$@�;%?K1���=<d9�5$%���7

*����

u � m =

m
∑

k=  
cmk( � )wk(x) → u � (x) 51��%&K1���d*

H
 � (Ω) ∩ H

� (Ω).
��ë&B�~-ë��

W 5XJ^*['_Yz;F*5�ñ.ô-ï5;Hd{5*?-{&ð�=_ò;9Ez�ó;yRô�[
CY�;"��1+���(:�6�I51��5$!��1�.9u9�"��*����1������t�6%��;"�������Z��ë&B�~-���,*G5$%�����9&l	e0�1�jF���7

*���*16%��1��!�������*��������

A(cm)
dcm
dt

= f   (cm) + f � (cm)
[

cm = (cm   [ ... [ cmm)t [ ��ë&B�~J���
�����

A(cm) = ‖akj(cm)‖m ìm
k ì j=   ì   [ ��ë&B�~-���

akj = δkj
[ ��ë&B�~����
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f   j(cm) = −ϕ(‖∇um‖ �� )
∫

Ω

(∇um
[
∇wj)

[
f � j(cm) =

∫

Ω

f(x
[
um)wj .


G51��%�9,56*�����5;!�*R��ë&B ���N����ë?B ����[����;!�"19������:�������#;$!�K:����"������@��1����9&lZ%&��+�()��O.�
���1+�"��;"��N*�����5;!�K�M�9&����O&���

f   j(cm)
�
f � j(cm)

BVr�!��1�j56����V�D[	��#�!��1��"��1�=�
a���()�¤+�"���<��-�&��� �g*��N*1�$��9¤�I5$9&e)�65;!�*���*1������]���&����5;!�*1�1���������I"��1(:�6����2
51��5;!��1���u9�"��*����1�����G��ë&B�~-���Y*���%�1565;�

cmk(t) ∈ C
(   )([ � [ Tm])

+�"������1����!���"����
Tm > � .

W 5X�`8[�w N {&ò�z6{�ï�7Vð)z8G�ð;ïF�ò[ f)%�24*��N*��-��R�+�"�����"����=<3��O��1������*1��51+��6%?K�7#X9��6�P5;2�"��*��6��5;!�*1���u��ë?B�~-����[?����!��1"����09������;/L���Z��
cmj
�3+�"���5$9�������"19��6�Z+��

j =
~1[
m
�8*�"��1#X91%?K�!1;!��,+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�L"��*1�1��5;!�*����
dΨm(t)

dt
+ χ(‖∇um‖ �� )‖∇um‖ �� =

∫

Ω

f(x
[
um)um dx

[ ��ë&B�~$���

�����
Ψm(t) ≡

~
� ‖um‖ �� .

r0�P�1�$!4���15;!��45$%��-��9&l	eR123O��1+��1@�������;"��*��6��5;!�*��
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

f(x
[
um)um dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 c £
∫

Ω

|um| dx+ c .
∫

Ω

|um|q � + � dx 6 c / + c 0
∫

Ω

|um|q � + � dx [

����������*1��51+��6%?K1#;��*16%?��51K�6"���MV���;!���@��156�����k���6"��*1�1��5$!�*�����t1�;%?K����6"��BYr:#
��O��1��������ë&B ���E�3+���5$%����&���1�3O��1+��1@����8���;"��*1�1��5;!�*,��#L��ë?B�~$���E+��1%�9�@����A5$%�����9&7
l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1�

dΨm(t)

dt
+ c   ‖∇um‖ �� 6 c / + c 0

∫

Ω

|um|q � + � dx. ��ë&B�~-���


D��51+��6%?K1#J9��1�P5;2d����!��1+��6%�2�O&���������N�����;"��*��1��5;!�*1��� �$~1B �����-�

‖v‖q � + �
q � + � 6 ε‖∇v‖ �� + c   � (ε)‖v‖ � r� [ ε > � [ r =

(q � + � )( ~ − α)

(
�
− α(q � + � ))

��ë&B�~����
+�"��d9�5$%���*����?[&@�!��

q � >
�
ë .

CE"���@��1� ����!��;"�+��1%�2�O������������d���6"��*1�1��5;!�*��'��ë&B�~-���:���P�6�;!3���15;!��8+�"��W*1�V+��1%&7
���1�����49�5$%���*����.�

q � + � ∈ (
�&[�� ∗) [�� ∗ =

{ �
N/(N −

�
)
[c+�"��

N >
� �

+∞
[ +�"��

N 6
�
.

��ë&B � � �
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rY#0���;"��*��1��5;!�*1���ë&B�~-���s�d����!��6"�+��6%�2�O������������������6"��*1�1��5;!�*�,��ë&B�~����	*��=!��6���7
�;!,5$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���

dΨm(t)

dt
+ c   ‖∇um‖ �� 6 c / + c 0 ε‖∇um‖ �� + c    (ε)‖um‖ � r� [ ��ë&B �P~-�

��#L����!���"�������[�����3�8"�����1��[�+�"��
ε = c   /( � c 0 ) *1��!��6��6�;!����;"��*��1��5;!�*1�

~
� ‖um‖ �� 6 Ψm( � ) + c / T + c   �

t∫
�
ds‖um‖ � r� [ r >

~
.

��ë&B �����


|51��%�9'!��1��"��1�=�Ht�"�����9��6%�%����cD�;%�%&�P������cD��<�6"��q}�~$�:��#�+���5-%��-���������8���;"��7
*1�1��5$!�*��*��=!��6���lp!,5$%�����9&l	eR���_�+�"����1"������_��O��1�����?�

‖um‖ �� 6 c   £ (T ) < +∞
[ ��ë&B ��ë��

T∫
�
‖∇um‖ �� dt 6 c   . (T ) < +∞

��ë&B �����

��%�2����1����!���"������8��6%������
T > � [=+�"���@��1��+���5;!��12�������� c   £ (T ) > � [ c   . (T ) >

> � �Z���3#;�*���5;2�!��1! m ∈ N.
!?�1+��6"�K����|9&�����;/_���|��>��4@�15$!��A"��*1�1��5;!�*1

��ë&B�~-���s��
c
′

mj

�3+�"���5-9&�=����"19��1�A+��
j =
~6[
m
[�!�������_+���5$%��L����!�����"���"���*1�����2

+��,@�15;!62���+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�_"��*1�1��5;!�*����

‖u
′

m‖ �� +
~
� d
dt

‖∇um‖
��∫

�
χ(s) ds =

d

dt

∫

Ω

F(x
[
um) dx.

��ë&B �����

CE"�������!�����"���"19��1�'��>��Y@�15;!���+���5$%����&�������L"��*1�1��5$!�*�)+��_*6"��1�P�6�����4+��1%�9�@����
+���5$%��_"�2��&�u9?+�"���e)�1�����35$%�����9&l	e)�1�,���6"��*1�1��5;!�*����
t∫
�
‖u

′

m‖ �� ds+
c  � ‖∇um‖ �� 6

6

~
�
(

c   ‖∇u � m‖ �� +
~

q   + ~ ‖∇u � m‖
� (q � +   )�

)

−

∫

Ω

F(x
[
u � m) dx+

+

∫

Ω

F(x
[
um) dx 6 d+ c   / + c   0 ‖um‖q � + �

q � + � .
��ë&B �����

!?�1+��6"�KG��;���A*���51+��6%?K1#;��*�$!�K15;2Z����!��;"�+��6%�2�O����������N�I���6"��*��6��5$!�*����]��ë&B�~�����[
3!1���/0�8+��6%�9�@��1�����V���A"�����6�8�+�"�����"������A��O��6����������ë&B ��ë��L�Z*�"��1#J91%&K-!1;!��
+��6%�9�@����u5$%�����9&l	eR���_�+�"�����"������_��O��1�����.�

T∫
�
‖u

′

m‖ �� dt 6 c   1 (T ) < +∞
[ ��ë&B �����
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‖∇um‖ �� 6 c   a (T ) < +∞

[ ��ë&B �����
�����

T > � ����5;!1$!���@����4�P6%�����Bf)%�2_��6%&K1���6��(Y������#;����;!����N[�@�!�����L>����6<���*����u+�"���5;!�"����5;!�*��
H
 � (Ω) ∩

∩ H
� (Ω)

�$�������|��#W*1��#$�P�$/_���=<|F���*���*16%��1��!����=<H����"��g2�*;%�2��;!�5;2�5$%��-��9?ls7
eL12��

‖u‖ ≡





∫

Ω

[

|∇u| � + |4u| �
]

dx





  / �

�Z*3��6%?K1���1��(Y�1�j�=�I>69����1�H��51+��1%&K1#;��*�;!�KdF1!��'��>���#;��-@��6������B:!?��+��6"�K�*���517
+��6%&K�#X9��1�P5;2I51+��6O���6%&K1���N�h*���>���"�����>��#$��51H�g+��6%�9�@����N[0@�!��j"��*1�1��5;!�*��
��ë&B�~-���`���;/_���d+��;"���+���51;!�K,*4*������

∫

Ω

[

∂um

∂t
− χ(‖∇um‖ �� )4um − f(x

[
um)

]

4wj(x) dx = � ��ë&B �����

+�"��
j =
~1[
m
B�m������;/_���Z��>��R@�15;!��3"��*1�1��5;!�*1d��ë&B �����E��

cmj
��+�"���5-9&������7

"19��1��+��
j =
~6[
m
[�!�������0*:"��6#J91%&K-!1;!��Y����!�����"���"���*1�����2R+��:@�15;!62��'+��1%�9�@����

5$%�����9&l	e)�1�L"��*1�1��5;!�*����
~
� d
dt

‖∇um‖ �� + χ(‖∇um‖ �� )‖4um‖ �� = −

∫

Ω

f(x
[
um)4um dx.

��ë&B ë � �

n.15651����!�"����u��!����;%&K1���d����!�����"�6%
∫

Ω

f(x
[
um)4um dx.

��ë&B ëP~-�

oD!1�����6"�!����N����>�"��#;���N[=��51+��1%&K�#X9�286"���MN�P�;!���@��151�����4���6"��*1�1��5$!�*��8t��;%&K�����7
"�������6"��*1�1��5$!�*��dt��$%?K����6"��[�+��6%�9�@����u��O��1����93��%�24F1!������d����!�����"�6%�

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

f(x
[
um)4um dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 c   1 (ε) + ε‖4um‖ �� + c   a (ε)
∫

Ω

|um| � q � + � dx
��%�23*�5;�$<

ε > � . rY#L+���5$%��-���������d���;"��*1�1��5;!�*14*,51��%�9'*6%��$/0�1����2
H
 � (Ω) ⊂ L

� q � + � (Ω)
+�"��

q � ∈ ( � [�� ] [
+�"���<��-�&�����3��!�������*����.9'���;"��*��1��5;!�*$9
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

f(x
[
um)4um dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 c   1 (ε) + ε‖4um‖ �� + c   b (ε)‖∇um‖ � q � + �� .
��ë&B ë����

rY#L���;"��*��6��5;!�*d��ë&B ë � �`�G��ë&B ë����`+�"���<��$�&�����d5$%�����9&l	e)�1�.9'���;"��*1�1��5;!�*$9��~
� d
dt

‖∇um‖ �� + (c   − ε)‖4um‖ �� 6 c   1 (ε) + c   b (ε)‖∇um‖ � q � + ��
[ ��ë&B ë�ë��
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��#L����!���"������d+�"��

ε =
c  �

+��6%�9�@����u�6e)�_�$����9��+�"�����"���9&lH��O��1����9
T∫
�
‖4um‖ �� dt 6 c � � (T ) < +∞

��ë&B ë����

��%�2�����5;!1;!��1@����d�P6%������
T > � BW 5XQh8[�\p{&ð í ðJñ.ô-ï�7Vî N ðJ{?ðML�z í [r:#:�+�"�����"����=<d��O��6�����d��ë&B ������[.��ë?B �����	����ë&B ë����s*��=!��6��6�;!�[�@�!��L��%�2����6����7

!���"����H+��-�.+���5$%�������*1;!��;%?K1����5;!��H+���5$%�������*�;!��;%&K1����5;!��
{um}

������lp!��P�15;!��
+�"��-���;%?K1�����_51*�����5;!�*1

um
∗
⇀ u ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � H  � (Ω))

[ ��ë&B ë����
um ⇀ u

5$%�1>��d*
L
� ( � [ T � H  � (Ω) ∩ H

� (Ω))
[ ��ë&B ë����

u
′

m ⇀ u
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � L � (Ω)).

��ë&B ë����
CE"��$/0���,*�56�����4#$��P�;!����N[?@�!��d*,51��%�98�+�"�����"����=<���O��6�����d��!�������*1123��L�����7
���N�,�������1��!0+���5$%��-����*�$!��;%?K1����5;!�K

{um}
"��*������P�;"����R+��

m ∈ N
����"������@��1��

*,>����6<���*�����+�"���5$!�"����5;!�*1�

W ≡
{

v
∣

∣

∣ v ∈ L
� ( � [ T � H  � (Ω) ∩ H

� (Ω))
[
v

′

∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

}

.

CE��F1!�����9H*Z51��%�9H��#$*1�15;!�������!��1�1"��1���^�:>�F������T)������56I}�~J���4���P�6�;!����15;!��
*�+��6%?���,���1+�"��6"��N*������,*;%��;/0�1�����

W ↪→↪→ L
� ( � [ T � H  � (Ω)).2 ��$@���!�[&��%�23���6���1!���"�����+��-�.+���5$%�������*1;!��;%?K1����5;!��

{um}
���P�1�6�

um → u
51��%?K1���d*

L
� ( � [ T � H  � (Ω))

��ë&B ë����
�?[.5;!16%��4>��=!�K�[

um(x)(t) → u(x)(t)
��%�23+?B *�B

(t
[
x) ∈ QT = ( � [ T ) × Ω.

��ë&B ë����
!?�1+��6"�K,#;����;!����N[&@�!��d+���5$%�������*1;!��;%&K1����5$!�K

{f(x
[
um)}"��*������P�;"����u+��

m ∈ N
����"������@��1��Z*

L
(q � + � )/(q � +   )(Ω)

[E+���F6!����.9q*A51��%�9
%��1�=����T)������51G}�~J�&�E�����1�1�

f(x
[
um) ⇀ f(x

[
u)
5$%�1>��d*

L
(q � + � )/(q � +   )(QT ).

��ë&B � � �!?�1+��6"�K�9������;/L������>��u@�65;!��I"��*��1��5;!�*1H��ë&B�~$���'��
ψ(t) ∈ L

q � + � ( � [ T )
�

+�"�������!�����"���"19��1� +��
t ∈ [ � [ T ]

[=+���5$%��_@������8+��;"��1�����1� ��+�"��-���;%�9W+�"��
m →

→ +∞
��%�2G+��1%�9�@���*1(:������5;2'*��D"�6/0�6����2�5�9�@��$!���� 51*�����5;!�*'��ë&B ë�����[V��ë&B ë����

�'��ë&B � � �`�3+��6%�9�@����N[&@�!��4+���5$!�"����1����124M�9&����O&��2 u(x)(t) 2�*;%�2��$!�5;245$%�1>��N���>���>�e)�1�����N�I"��1(Y�1�����1�j#;;��-@�� ��ë&B�~-�X����ë?B ë��,+�"��
ϕ(x
[
u) = u.

rY51+��1%&K1#J9�2
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�^ì^ç�ìgëWêm+\ë�üSê�ëWêîç�ü6ÿgè�ç*�Uë�ü�ê��;úWè\é_ë\êªëWì\ê Ç�Ô
5;!1�����6"�!����N�u6%&����"���!��I+�"��$���6%�/0�1����2A5$%�1>��=<�"��1(Y�1������*��A*1"��1���1���&[	+���7
%�9�@����N[&@�!���51+�"��*�����%&��*1�5$%�����9&l	eR12�!��1��"��1����
!:���N"p�D�)Y�?B \KD�ó;y)ôsx�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7Ax�ó6ð�D�óJñ?z�x�ò;H4ï5kBED�ïFG�ò&ò χ(s)

ò
f(x
[
s).¢ z�X í 5 í ñ*H3ñ&õl6�z;X6z

u � (x) ∈ H
 � (Ω) ∩ H

� (Ω)ómD�<Lð6ó;y)x�D�ð1yÅóJñ�56�z�ð�z�6�z;68<_ð;ï�ï�z�ðW{&ð�=_ð6ï�ò�ð�xqó>9-7póJñ?ð�z N {&ð í ðJñ?ð;ï&ò;H ë�[
N {&òA�ð>9

u(x)(t) ∈ L
∞( � [ T � H  � (Ω) ∩ H

� (Ω))
[

u
′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
T ∈ ( � [ T � ) [

N {&òA�ð>9kñ.ò6�z T � = +∞
ñ.ò6�z

T � < +∞
òqx N z�ó�ñ?ð í ï�ð>9hó�ñ*D�A
5�ðAò;9Eð6ð6y9Eð6ó;y0z N {&ð í ðJñ.ô-ï&z�ð:{5�x�ð6ï&ó;y0x�z

lim sup
t↑T ‖u‖ = +∞.

u ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZ�����*��é?ç
�&é���ç4æ�S?ç
Vw�Pä
n�1#-"19&(:�1�����R#;,�������;@������L*1"��1�P2�>69����1�G�������#;�N*1;!�K)��%�2���>�e)�6�d#;;��-@��
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ϕ(x
[
u) = u

B�CE��F1!�����9d+�"��-/0���)*�56�����L"�65651�P�1!�"���������+��6%&����!��;%&K1�����
9�5$%���*���2d��,M�9&����O&��l

ϕ(x
[
s)
B

��������æ�ê��'é��
ϕ(x
[
u)
ä

(i)1 ak(x) > � ��%�23+��1@�!��8*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

ak(x) ∈ L
∞(Ω) �

(ii)1
+�9�5;!�K

pk = max
k∈   ìn pk

[
��+�"��3F1!����

ak (x) > a � > ���
(iii)1 pk >

����%�23*�5;�$<
k =
~6[
n �nP�6(:�1�����_#;;��$@���+��������P6�;!�5;23*,5$%��-��9&l	e)�1�u51���=5$%����

�A+p"p�.�s�=%s���`�	�j�YB43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò ��ë&B�~-�X�
��ë&B ë�� ï5*?�z�x�ð>9nBKD�ï*FG�ò�õ

u(x)(t)
[ F�z�y0z6{5;H¡D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?ð6y�ó6x�z�î�ó;y)x�5�9 [A�y:z

u(x)(t) ∈ L
∞( � [ T � H  � (Ω) ∩ H

� (Ω))
[

u
′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
N {&òA�ð>9\ò;9Eð1ð6yi9Eð6ó6y:zL{5�x�ð;ï&ó;y)x1z

T∫
�

∫

Ω

[

ϕ
′

(x
[
u) − χ(‖∇u‖ �� )4u− f(x

[
u)
]

v(x)(t) dx dt = � [ ��ë?B ��~-�

í ñ8HGx�ó6ðML
v(x)(t) ∈ L

q � + � ( � [ T � H  � (Ω) ∩ H
� (Ω))

[
u(x)( � ) = u � (x) ∈ H

 � (Ω) ∩ H
� (Ω).

C`"���@��1�W��%�23*��N*1�$������1��>1<��-�&���������_�&��MNMV�;"��1��O���6%&K1�������4���;"��*1�1��5;!�*1�[
��#�����!���"������j*��=!��6���lp!�����5;!1;!��1@�������9�5$%���*���2H"��#-"19&(:�1����2j5$%�1>������H"��17



d�  ( ç�ø&÷Jø*)vêîç�ì\ë\ê�+gë�,qê-�\è$úWè�û1üZç�ì�ý^ê-þXÿ\ì\ê��$úWèWéfëWêªëWì��
(:�6����2�#$u�������;@������A*6"��1�P2�[E���^��51+��1%&K�#X9��1�]+���5;!�"����1�������A��6%��6"�������56�����
+�"���>1%?��/0�6����2&BN�V�&�������[p*8����������j5$%�9�@�6�'���g��<�+���5$!�"�����%&�A!��6%?K1���'��%�2
M=9&����O����

ϕ(x
[
u) = u.
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u(x)(t) ∈ C
(   )([ � [ T ] � H  � (Ω) ∩ H

� (Ω))
[

91����*;%��;!�*���"�2�l	e:9&l�"��*1�1��5;!�*$9|��ë&B �D~-�-B	CE"��-/)���G*�5;�����u*�*1�-���1�I5$%��-��9&lpeR���
��>���#$��$@��1����2&�

V*1�-���1�u5$%�����9&l	eR���_��>���#;��-@��6����2&�

Φ(t) ≡

~
�

t∫
�
‖u‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u|
pl dx ds+

+

~
�
pk ‖u � ‖

�� +
n
∑

l=  
pl −

~
pk pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx
[���ë&B �����

J(t) ≡

t∫
�
‖u

′

‖ �� (s) ds+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u
′

| � |u|pl− � dx ds+

+

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx.
��ë&B ��ë��
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(

Φ
′
) �

6 pk  ΦJ
��%�23*�5;�$<

t ∈ [ � [ T ]
[ ��ë&B �����

�����
pk  = max

k∈   ìn pk.

C`"��-/0���\*�56�����¤*���#6K1���1�È*]��-@��15;!�*1�IM�9&����O&���
v(x)(t)

*g"��*1�1��5;!�*��
��ë&B ��~$�

v(x)(t) =

{

u(x)(s)
[È�15$%?�

s ∈ [ � [ t] �
� [ �15-%?�

s ∈ (t
[
T ]
[
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d � Φ
dt � + χ(‖∇u‖ �� )‖∇u‖ �� =

∫

Ω

f(x
[
u)u dx.

��ë?B �����



ör�1ø8�bé_è
�^ì^ç�ìgëWêm+\ë�üSê�ëWêîç�ü6ÿgè�ç*�Uë�ü�ê��;úWè\é_ë\êªëWì\ê d~�
!?�1+��6"�K�*1��#;K1�P�1��*���-@��15$!�*��

v(x)(t)
*�"��*��6��5;!�*1�4��ë&B ��~$�

v(x)(t) =

{

u
′

(x)(s)
[È�15$%&�

s ∈ [ � [ t] �
� [ �15$%?�

s ∈ (t
[
T ]
[
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J +

~
�

‖∇u‖
��∫

�
χ(s) ds− E( � ) =

∫

Ω

F(x
[
u) dx.

��ë?B �����

E( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

~
�

‖∇u ‖ ��∫
�

χ(s) ds−

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx. ��ë&B �����
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ϑ � J +
ϑ ��

‖∇u‖
��∫

�
χ(s) ds− ϑ � E( � ) 6

∫

Ω

f(x
[
u)u dx.

��ë?B �����

rY#3F6!������A���;"��*��6��5;!�*1G�����;"��*1�1��5;!�*�A��ë&B �����_+��6%�9�@����I5-%��-��9&lpe)�1�'���;"��7
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d � Φ
dt � + χ(‖∇u‖ �� )‖∇u‖ �� > ϑ � J +

ϑ ��
‖∇u‖
��∫

�
χ(s) ds− ϑ � E( � ). ��ë&B �����

U0��������6OW*���56+��6%?K1#J9��1�P5;23���;"��*1�1��5;!�*���� ��ë&B ���`��+��1%�9�@�����*���!������_5$%��-��9&ls7
e)�1�_���;"��*1�1��5;!�*1���

d � Φ
dt � + ϑ � E( � ) > ϑ � J +

ϑ � − ϑ  �
‖∇u‖
��∫

�
χ(s) ds

[ ��ë&B � � �

��#L����!���"������d+�"���*��N+��6%?���1�����d9�5$%���*���2�[&@�!��

ϑ � > ϑ  
+��6%�9�@����

d � Φ
dt � + ϑ � E( � ) > ϑ � J. ��ë&B �P~-�



dg¸ ( ç�ø&÷Jø*)vêîç�ì\ë\ê�+gë�,qê-�\è$úWè�û1üZç�ì�ý^ê-þXÿ\ì\ê��$úWèWéfëWêªëWì��
rY#`F1!������,���;"��*1�1��5;!�*1L�4���;"��*1�1��5;!�*1,��ë&B �����	+��1%�9�@����A��56�����P���Y�&��MVMV�;"��1��7
O���6%&K1�����,���;"��*1�1��5;!�*��

ΦΦ
′′

− α(Φ
′

) � + βΦ > � [ ��ë&B �����
�����

α =
ϑ �
pk  
[

β = ϑ � Em( � ). ��ë&B ��ë��
!?�1+��6"�K�+��1!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2�[&@�!��

ϑ � > pk  [ pk  = max
l=   ìn pl.

��ë&B �����
f06%��1�g"�1565$9�/0��12�������h*^+�"����?�=��9&e)�6��+�6"����"�1MN�¤���Å+�"���<��$�&��� �
5$%�����9&l	e)�6��939�!�*1�;"�/0���1����l:�
!:�D�N"	�D�),�?B \KD�ó;y)ôRx�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7|x�ó6ð�D�óJñ?z�x�ò;HGï5TBKD�ïFG�ò?ò ϕ(x

[
s)
[
χ(s)ò

f(x
[
s)
[ ¢ z;X í 5 N {?òZD�óJñ?z�x�ò&ò

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx >

~
�

‖∇u  ‖ ��∫
�

χ(s) ds+

+
pk �
ϑ �





~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx





[���ë&B �����

pk < ϑ � [ ϑ � > ϑ   ��ë&B �����
F�ñ�5&ó6ó6òA�ð6ó�F�z�ðd{?ð�=_ð;ï&ò�ðT?�5 í 5A�ò ��ë&B�~-�X����ë?B ë�� ï�ðWómD�<Lð6ó;y)x�D�ð6y£X�ñ?z�6;5�ñ.ô-ï�z
x�z4x-{&ð>9Eð6ï�òGò'ò;9Eð6ð6yC9Eð6ó;y0z N {&ð í ðXñ.ô-ï&z�ð_ó6x1z�î�ó6y0x�z

lim sup
t↑T  Φ(t) = +∞

ò'ò;9Eð6ð1yi9Eð6ó6y:zdz�G�ð;ïF*5�ó6x�ðJ{�L�D
T 6 T � 6 T∞ = Φ

  −α( � )A−   [
X í ð

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � [

α =
ϑ �
pk  
[

β =

{

ϑ � E( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

E( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

~
�

‖∇u  ‖ ��∫
�

χ(s) ds−

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx.
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∂ϕ(x
[
u)

∂t
− div(h(x

[
|∇u|)∇u) = g(x

[
u) + f   (x [ u)

t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds [

� �.B�~-�
ϕ(x
[
u) = u+

n
∑

k=  
al(x)|u|

pl− � u [ � �.B ���

u|∂Ω = � [ u(x
[ � ) = u � (x) [ � �.B ë��

�����
Ω ⊂ R

N � ����"������@��6����12���>1%�65;!�KL5R��%�$�.�����3��"������O��6� ∂Ω ∈ C
�Xì δ +�"��

δ ∈ ( � [�~ ] Bf)�����123#;;��$@��>��=%��"�15;51�P��!�"��1��_��%�28��������"��;!�����<�M�9&����O&���
f   (x [ u)�

f � (t [ x [ u) *�"�1>���!���} ��ë���B�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä
C`"��-/0���u*�5;������51MN��"��.91%?��"19��1�g9�5$%���*���2q��uM=9&����O����

ϕ(x
[
s)
[
h(x
[
s)
[

g(x
[
s)
[
f   (x [ s) � f � (t [ x [ s) B��������æ�ê��'é��

ϕ(x
[
u)
ä

(i)1 ak(x) > � ��%�23+��1@�!��8*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

ak(x) ∈ L
∞(Ω) �

(ii)1
+�9�5;!�K

pk = max
k∈   ìn pk

[
pk  ∈ (

��[
p∗]
[

��+�"��3F1!����
ak (x) > a � > ���

(iii)1 pk >
����%�23*�5;�$<

k =
~6[
n ���������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

h(x
[
s)

(i)2 h(x
[
s) : Ω × R

 
+ → R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�$!��1�$����"����1*1���8M�9&����O&���1� �
(ii)2

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*1_��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

c � sp− �
6 h(x

[
s) 6 c   + c � sp− � +�"�� p >

��[ � �.B ���
��"������L!����-��[.��%�28+��1@�!��'*�56�$<

x ∈ Ω
M=9&����O���2

h(x
[
s) ∈ C

(   )( � [ +∞)
[

+�"���@��1�
|sh

′

s(x
[
s)| 6 c   + c � sp− � +�"�� p >

��[ � �.B ���
(iii)2

��%�2�%&ls>��=<
v(x) ∈ W

  ì p� (Ω)
�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

� 6

∫

Ω

h(x
[
|∇v(x)|)|∇v(x)| � dx 6 ϑ  

∫

Ω

H(x
[
|∇v(x)|) dx

� �.B ���

+�"��
ϑ   > � [������

H(x
[
s) =

s∫
�
dσ h(x

[
σ)σ.
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g(x
[
s)

(i)3 g(x
[
s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�$!��1�$����"����1*1���3M�9&����O&���1� �
(ii)3

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��,��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

|g(x
[
s)| 6 c . + c / |s|q � +   +�"�� q   + � ∈ (

�&[
p∗] � � �.B ���

(iii)3
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ L
q � + � (Ω)

�����1�;!����15;!��45$%�����9&l	eR���,���;"��*��1��5;!�*1��
∫

Ω

v(x)g(x
[
v(x)) dx > ϑ �

∫

Ω

G(x
[
v(x)) dx > � [ � �.B ���

�����
ϑ � > � �

G(x
[
s) =

s∫
�
g(x
[
σ) dσ �

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
f   (x [ s)

(i)4 f   (x [ s) : Ω × R
 
→ R

  2�*;%�2��;!�5;23��6"�;!��1�-����"����1*����8M=9&����O����6� �
(ii)4

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��456*��;"6<�93��%�23+��1@�!���*�5;�$<
x ∈ Ω :

|f   (x [ s)| 6 c 0 + c 1 |s|q � +   +�"�� q � + � ∈ (
��[
p∗] � � �.B ���

(iii)4
��%�23+��1@�!���*�56�$<

x ∈ Ω
���P�1�$!4���15;!��45$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���

f   (x [ s)s > ϑ £ F   (x
[
s) > � +�"��

ϑ £ > �
[ � �.B�~ � �

�����

F   (x [ s) =

s∫
�
dσ f   (x [ σ) �

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
f � (t [ x [ s)

(i)5 f � (t [ x [ s) : R
 
+ × Ω × R

 
→ R

  2�*;%�2��;!�5;2���6"�;!��1�-����"����1*����GM=9&����O���7�1� �
(ii)5 f � (t [ x [ s) > � ��%�23*�5;�$< t ∈ R

 
+

[�+��1@�!���*�5;�$<
x ∈ Ω

��*�56�$<
s ∈ R

 
.2 ���151K,���q��51+��6%?K1#;��*16%?�85;!1�����6"�!������_��>���#;��$@��1�����

p∗ =

{

Np/(N − p)
[c+�"��

N > p �
+∞
[ +�"��

N 6 p
[

+�"���@��6�N[.�1@��1*����&����[&@�!��
p∗ >

�8+�"��
p >
�
.f);�����g��+�"������$%��1�����W51��%&K1�������u��>���>�e)�1���������Z"��1(:�1����2�#;;��$@��H� �.B�~-�X�

� �.B ë��-B
�u+s"E�P�`�D%Y�N�:�E� �)Bi3 ò�ñ.ô-ï�7:9�z;6�z�68<Lð6ï�ï�7:9¾{&ð�=_ð6ï�ò�ðs9§?�5 í 5A�ò

� �.B�~-�X��� ��B ë�� ï5*?�z�x�ð>9iBKD�ï*FG�ò�õ
u(x)(t)

F�ñ�5&ó6ó�5
u(x)(t) ∈ C

(   )([ � [ T ] � W   ì p� (Ω)) N {&ò�ï&ð�F�z�y0z;{?z�9 T > � [D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?õI<JD�õgó�ñ?ð í D�õI<Lð>9KD�{�5�x�ð6ï&ó;y0x�D �
〈D(u)

[
w〉 = � í ñ*HGx�ó6ðmL

t ∈ [ � [ T ]
[

w ∈ W
  ì p� (Ω)

[ � �.B�~�~-�
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X í ð

D(u) =
∂ϕ(x

[
u)

∂t
− div(h(x

[
|∇u|)∇u)− g(x

[
u)− f   (x [ u)

t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds [

5Wó6ò;9Ex�z;ñ?z�9
〈·
[
·〉 ¨ ó�F�z�6�F�ò í x1z�î�ó6y0x�ð;ï�ï�z�ó;y)ò©9Eð�] í D�6;5�ï58L�z�x�7:9Eò N {?z8�ó;ys{�5�ï&ó;y0x
5�9Eò
W
  ì p� (Ω)

ò
W

−   ì p′

(Ω)
[

O�ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZS&ç�U)ç�é�ê'f�����è��
�?ê¡�����*��é?ç
�&é���ç4æ�S&ç�Vw�Pä
C`"��-/0���j*�5;�����g+�"����.+��1%��;/_���N[R@�!��g��������;!�5;2I!1������

T > � [R@�!��\5-9&7e)�15$!�*$9��;!|51��%?K1�����q��>���>�e)�6�������q"��1(Y�1�����q#$;��-@��¤� ��B�~-�X��� �.B ë��W*|51����5$%��
��+�"������;%��1����24�?B
2 ������1�P5;2R*��N*��-�����d����5$!1;!��1@����=<R9�5$%���*����L"��#-"19&(:�6����2)51��%&K1�������)��>���>�7

e)�6���������4"��1(:�6����2d#$4�������;@������,*6"��1�P2&B.
N*������1�Z5$%��-��9&lpeR���_��>���#$��$@��1����2&�

Φ(t) ≡

~
�

t∫
�
‖u‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u|
pl dx ds+

+

~
�
pk ‖u � ‖

�� +
n
∑

l=  
pl −

~
pk pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx
[�� �.B�~-���

J(t) ≡

t∫
�
‖u

′

‖ �� (s) ds+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u
′

| � |u|pl− � dx ds+

+

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx.
� �.B�~-ë��


H56��%�9'�������#;��������G"�����1�,%��1�����^~_�����1�;!3�P�15$!��85$%��-��9?lpe)�1�,�&��MVMV�;"��1��7
O���6%&K1�����,���;"��*1�1��5;!�*����

(

Φ
′
) �

6 pk  ΦJ
��%�23*�5;�$<

t ∈ [ � [ T ]
[ � �.B�~J���

�����
pk  = max

k∈   ìn pk.


D��#6K1���1��*,"��*1�1��5;!�*1�4� �.B�~�~-�
w = u(x)(t) ∈ C

(   )([ � [ T ] � W   ì p� (Ω))
��*G"��6#J91%?K�!1;!��'����!�����"���"���*1�����2u+��G@�15;!62��I+��6%�9�@����j5$%��-��9&lpe)�1��"��*��1��7
5;!�*1���
d � Φ(t)

dt � +

∫

Ω

h(x
[
|∇u|)|∇u| � dx =

ª|{k}�~:}����s�M�M�M���s�
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=

∫

Ω

g(x
[
u)u dx+

∫

Ω

f   (x [ u)u
t∫
�
f � (s [ x [ u(s))ds dx. � �.B�~$���

!?�1+��6"�K�*1��#;K1�P�1��*,"��*��1��5;!�*1�4� �.B�~�~-�
w = u

′

(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � W   ì p� (Ω))
��*,"��1#X91%?K-!1;!��_+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�_"��*��6��5$!�*1���

dJ

dt
+
d

dt

∫

Ω

H(x
[
|∇u|) dx =

=
d

dt

∫

Ω

G(x
[
u) dx+

∫

Ω

f   (x [ u)u′

t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds dx. � �.B�~-���

2 ��P�;!����N[?@�!��d�����1�;!��P�15$!��45$%��-��9&lpe)�1�_"��*��6��5;!�*1���
∫

Ω

f   (x [ u)u′

t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds dx =

=
d

dt

∫

Ω

F   (x [ u)
t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds dx−

∫

Ω

F   (x [ u)f � (t [ x [ u) dx. � �.B�~$���


i51��%�9]9�5-%���*���2^� �.B�~ � �Z�\9�5$%���*���2 f � (t [ x [ z) > � +�"���<��$����� ��#j� �.B�~$���5$%�����9&l	e)�1�_���;"��*��1��5;!�*1���
∫

Ω

f   (x [ u)u′

t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds dx 6

d

dt

∫

Ω

F   (x [ u)
t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds dx.

rs!1���[.��!�5�l=�������#,� �.B�~����`+��1%�9�@��������;"��*1�1��5;!�*��

dJ

dt
+
d

dt

∫

Ω

H(x
[
|∇u|) dx 6

6
d

dt

∫

Ω

G(x
[
u) dx+

d

dt

∫

Ω

F   (x [ u)
t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds dx � �.B�~$���

CE"�������!�����"���"19��1� +��\*1"��1�P�6���¤+���5$%����&���1�j���;"��*1�1��5;!�*��\�¤+��6%�9�@����N[R@�!��
�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

J +

∫

Ω

H(x
[
|∇u|) dx− E( � ) 6
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6

∫

Ω

G(x
[
u) dx+

∫

Ω

F   (x [ u)
t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds dx [�� �.B�~-���

�����

E( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � |) dx−

∫

Ω

G(x
[
u � ) dx. � �.B � � �

!?�1+��6"�Kd*1��51+��1%&K�#X9��1�P5;2856*�����5;!�*���=�A� �.B ���:�A� �.B�~ � �:�G+��1%�9�@�����5$%�����9&l	e)�1����6"��*1�1��5$!�*����

J +

∫

Ω

H(x
[
|∇u|) dx− E( � ) 6

6

~
ϑ �

∫

Ω

g(x
[
u)u dx+

~
ϑ £

∫

Ω

f   (x [ u)u
t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds dx. � �.B �=~-�

C	9�5;!�K
ϑ = min{ϑ � [ ϑ £ }

[
!�������4��#_� ��B �P~-�`+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

ϑJ + ϑ

∫

Ω

H(x
[
|∇u|) dx− ϑE( � ) 6

6

∫

Ω

g(x
[
u)u dx+

∫

Ω

f   (x [ u)u
t∫
�
f � (s [ x [ u(s)) ds dx. � �.B �����

!?�1+��6"�K,��!�5�l=�������#,� �.B�~-���`+��1%�9�@����u5$%��-��9&l	e0�1�,���6"��*��6��5;!�*1���
d � Φ(t)

dt � +

∫

Ω

h(x
[
|∇u|)|∇u| � dx > ϑJ + ϑ

∫

Ω

H(x
[
|∇u|) dx− ϑE( � ). � �.B ��ë��


D��51+��6%?K1#J9��1�P5;2d���;"��*��1��5;!�*1��� � �.B ���`��+��6%�9�@��������;"��*��6��5;!�*1�

d � Φ(t)

dt � + ϑE( � ) > ϑJ + (ϑ− ϑ   )
∫

Ω

H(x
[
|∇u|) dx

[ � ��B �����

��#L����!���"������d+�"���*��N+��6%?���1�����d9�5$%���*���2

ϑ > ϑ  
£ �
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+��6%�9�@��������6"��*1�1��5;!�*��

d � Φ(t)

dt � + ϑE( � ) > ϑJ.
� �.B �����

rY#G���;"��*1�1��5;!�*�� �.B�~J�����H� �.B �����4���^+�"���<��-�&���g�u5$%��-��9&lpe)�1�.9|��56�����P����9
�&��MVMV�;"��1��O���6%?K1�����.9'���6"��*��6��5;!�*-9��

ΦΦ
′′

− α(Φ
′

) � + βΦ > � [ � �.B �����
�����

α =
ϑ

pk 
[

β = ϑE( � ). � �.B �����
!?�1+��6"�K�+��1!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2�[&@�!��

ϑ > pk [ pk = max
l=   ì n pl.

� �.B �����
f06%��1�_5;!1�����6"�!����N�u��>�"��#;����+�"���<��$�&�����d5$%�����9&l	e)�1�.939�!�*1�6"1/0���1����l:�
!0�N�V"s�N�L^��B \KD�ó;y)ô\x
7 N z;ñ&ï�ð6ï�7 x�ó6ðiD�óJñ?z�x�ò;Hbï5�BKD�ï*FG�ò&ò ϕ(x

[
s)
[

h(x
[
s)
[
g(x
[
s)
[
f   (x [ s) ò f � (t [ x [ s) [ ¢ z;X í 5 N {&òZD�ó�ñ?z�x�ò&ò∫

Ω

G(x
[
u � ) dx >

∫

Ω

H(x
[
|∇u � |) dx+

+
pk  �
ϑ





~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx





[�� �.B �����

pk  < ϑ
[

ϑ > ϑ   [ ϑ = min{ϑ � [ ϑ £ }
[ � �.B ë � �

ó6ò�ñ.ô-ï&z�ð�z�6�z�68<Lð;ï�ï&z�ðR{&ð�=_ð;ï&ò�ðk?�5 í 5*A�ò � �.B�~-�X��� �.B ë�� ï�ð�ómD�<Lð1ó;y0x�D�ð6y«X�ñ?z8�
6;5�ñ?ô$ï�zdx1zdx-{&ð>9Eð;ï&òGò'ò;9Eð6ð6yC9Eð6ó;y0z N {?ð í ðJñ.ô-ï�z�ðLó6x�z�î�ó;y)x1z

lim sup
t↑T  Φ(t) = +∞

ò'ò;9Eð6ð1yi9Eð6ó6y:zdz�G�ð;ïF*5�ó6x�ðJ{�L�D
T 6 T � 6 T∞ = Φ

  −α( � )A−   [
X í ð

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

] [

E( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � |) dx−

∫

Ω

G(x
[
u � ) dx.
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α =
ϑ

pk  
[

β =

{

ϑE( � ) [ N {?ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

Ú�®Õk Ó oNÜ�p��	ÝJ{c�zx�{$pA{�Ý8{c�zxEÞ�uÃðA��u¯��uÀñ�otpvo�svutwAxzyv{q|~}Qu:�lu
�rpvo��t�A{c��x����A{Ãw�x���{?Þ���u�Þ^àb{cñAwruQñApAu��Qu~ð���uv|&àbx�|�ðA��u�Þ���u�Þ

��{ÃwAx���{.Þ��Auv|?à.á=â
ã�ä�åpæ�ç$è�ç�é�ê?ç�äZ!?�1+��;"�K)���W"�15651�P�1!�"����'�-�&��9�#;;��$@�9d��#s!��1�1"��������1"��1����2

��51�VBV}�~�����E5R�.*1���������8���;%&�����1������5;!�K6lj5$%�����9&l	e)�����d*�������
∂ϕ(x

[
u)

∂t
−4 (|u|q � u) = |u|q � u [ ���&B�~-�

ϕ(x
[
u) = u+

n
∑

l=  
al(x)|u|

pl− � u [ ���&B ���

u|∂Ω = � [ u(x
[ � ) = u � (x) [ ���&B ë��

�����
Ω ⊂ R

N � F6!�������"������@��1����124��>�%�15;!�KL5_��%�;�?�����8��"������O��1� ∂Ω ∈ C
�Xì δ+�"��

δ ∈ ( � [�~ ] [ q   [ q � > � B�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä
aV��4��>��=@�����[�+�"����?+��6%��;/_���N[&@�!��4*��N+��6%?���1����5$%��-��9&lpeR���R9�5$%���*���2
��������æ�ê��'é��

ϕ(x
[
u)
ä

(i)1 ak(x) > � ��%�23+��1@�!��8*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

ak(x) ∈ C(Ω) �
(ii)1

+�9�5;!�K
pk = max

k∈   ìn pk
[

��+�"��3F1!����
ak (x) > a � > ���

(iii)1 pk >
����%�23*�5;�$<

k =
~6[
n �n��1(:�6�����_#;;��-@��G���&B�~-�X�����&B ë��E>691���1��+��������P;!�K,*4��%�15651��@��156�����u51����5$%��

u(x)(t) ∈ C
(   )([ � [ T ] � C( � )(Ω))

+�"������1����!���"����
T > � .

O�ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZ�����*��é?ç
�&é���ç4æ�S?ç
Vw�Pä
C`"��-/0���q*�5;�����I+�"��-�?+��6%��;/_���N[0@�!��I��������;!�5;2\���6����!���"����

T > � [0��%�2����!���"����-�45-9&e)�15$!�*$9��;!���%�15651��@��651�����_"��1(Y�1�����_#;;��$@��G���?B�~-�X�����&B ë��-B

V*1�-���1�u"�2��'��>���#;��$@��1�����?B

Φ(t) ≡

~
q   + �

t∫
�
‖u‖q � + �

q � + � ds+
n
∑

l=  
pl −

~
q   + pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u|
pl+q � dx ds+

+

~
(q   + � )(q   + pk )‖u � ‖

q � + �
q � + � +

+
n
∑

l=  
pl −

~
(q   + pl)(q   + pk )

∫

Ω

al(x)|u � |pl+q � dx [����&B ���
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J(t) ≡

t∫
�

∫

Ω

|u|q � (u′

) � dx ds+
n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u|
q � +pl− � (u′

) � dx ds+

+

~
q   + � ‖u � ‖

q � + �
q � + � +

n
∑

l=  
pl −

~
q   + pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl+q � dx. ���&B ���

op+�"��*1�-��%?��*1,5$%�����9&l	eL12�%��6���P��
TW�D�L�R,�&B:° ñ*H'x�ó6ðmL

t ∈ [ � [ T ]
ò;9Eð6ð6yC9Eð6ó;y0z4óJñ.ð í D�õI<Lð1ðLï�ðJ{�5�x�ð6ï&ó;y0x�z �

(Φ
′

) � 6 (q   + pk )ΦJ
[

pk = max
k=   ìn pk.

���&B ���
fA�V�	N#=P!N�=%:KD5=!V*D�`B
f0�����#;;!��;%&K15;!�*��d*L!��1@�����5;!���+���*;!���"�2��;!L�������#;;!��;%&K15;!�*��,%��6�����g~�B
TW�D�_�R]�s�V�	N#PV�ssB
C`"���5;!69&+����Z�4*1�V*1�$��9dF����6"����;!���@��156����<3"��*1�1��5;!�*�B�f0�6��5;!�*���!��;%?K1����[&51���7

@�;%��9&�����;/_���I��>��8@�65;!��Z9�"��*����1����2 ���&B�~-�,��
|u|q � u � +�"�������!�����"���"19��1�+��8��>1%�65;!��

Ω
B=C`��5$%��d����!�����"���"���*������2'+��d@�15;!62��q+��6%�9�@����q+��6"�*1����F����;"�7

���;!���@��651�����_"��*��6��5;!�*1�
d � Φ
dt � +

∫

Ω

|∇(|u|q � u)| � dx = ‖u‖q � +q � + �
q � +q � + � .

���&B ���

!?�1+��6"�KL9������$/_���u��>��R@�15;!��d9�"��*����6����2����&B�~-�`��
(|u|q � u)′

�,+�"�������!�����"���"19��1�'+��)��>�%�15;!��
Ω
[�!�������0+���5$%��:����!��1�-"���"���*1�����2L+��:@�65;!12��N[

+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�_"��*1�1��5;!�*����

(q   + ~ )dJ
dt

+

~
� d
dt

∫

Ω

|∇(|u|q � u)| � dx =
q   + ~

q   + q � + �
d

dt
‖u‖q � +q � + �

q � +q � + �
[ ���&B ���

��#:���1!���"������_+���5$%��0"�2���R+�"��6��>�"��#$��*1������4+��6%�9�@����G5$%��-��9&lpe)�1�0"��*1�1��5;!�*����

(q   + q � + � )dJ
dt

+
q   + q � + ��
q   + �

d

dt

∫

Ω

|∇(|u|q � u)| � dx =
d

dt
‖u‖q � +q � + �

q � +q � + �
[W���&B ���

CE"�������!�����"���"19��1�'��>��Y@�15;!���+���5$%����&�������L"��*1�1��5$!�*�)+��_*6"��1�P�6�����4+��1%�9�@����
+���5$%��_"�2����+�"��1��>�"��#;��*�������85$%�����9&l	e)�1�L"��*1�1��5;!�*����

(q   + q � + � )J +
q   + q � + ��
q   + �

∫

Ω

|∇(|u|q � u)| � dx− E( � ) = ‖u‖q � +q � + �
q � +q � + � [

���&B�~ � ������

E( � ) ≡
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≡ (q   + q � + � )




~
q   + � ‖u � ‖

q � + �
q � + � +

n
∑

l=  
pl −

~
q   + pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl+q � dx


+

+
q   + q � + ��
q   + �

∫

Ω

|∇(|u � |q � u � )| � dx− ‖u � ‖q � +q � + �
q � +q � + �

���&B�~�~-�

rY#L���;"��*��6��5;!�*d���&B ���Y�'���?B�~ � �`+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�_"��*1�1��5$!�*����
d � Φ
dt � + E( � ) = (q   + q � + � )J +

(

q   + q � + ��
q   + � −

~ ) ∫

Ω

|∇(|u|q � u)| � dx.
���&B�~-���

!?�1+��6"�K�+��1!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2�[&@�!��
q � > q   [!�������4��#_���?B�~-���`+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

d � Φ
dt � + E( � ) > (q   + q � + � )J. ���&B�~-ë��

rY#0���;"��*1�1��5;!�*,���&B ���	�3���&B�~-ë��p+��6%�9�@����W��56�����P���Y�&��MVMV�;"��1��O���6%?K1�����)���;"��7
*1�1��5$!�*��

ΦΦ
′′

− α(Φ
′

) � + βΦ > � [ ���&B�~J���
�����

α =
q   + q � + �
q   + pk 

[
β = E( � ). ���&B�~-���

CE"��$/0���,*�56�����d+���!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2�[&@�!��
q � + � > pk [!��������[��1@��1*���������[

α >
~1B�!?�1+��;"�K)����G��9�/_���R"�15651����!�"��;!�K:5$%�9�@���

E( � ) > ��85$%�9�@���
E( � ) 6 � .n�65651�P�1!�"����|+��;"�*��N�A5$%�9�@���?[D+���56���6%&K1��9Z���W5$%��$/_���1��BD
N��51+��1%&K1#J9��1�P5;2

"��1#X91%?K-!1$!�����!��1��"��6����~ � C`"���%��;/0�1����2G�A+��6%�9�@����N[=@�!��'+�"��Z*1�V+��1%&���1�����9�5$%���*����
Φ( � ) > � [ Φ

′

( � ) >
( �

β�
α−
~ Φ( � )

)   / �
> � ���&B�~����

�����1�;!0���15;!��)"��#-"19&(:�6�����`#;0�������;@������:*1"��6�P2&B�n.15651����!�"����'+��-�?"���>����1�:*;!���7
"��������;"��*1�1��5;!�*��G*A���&B�~����-BVCE��5$%��8"�2���'+�"��1��>�"��#;��*1������Z�����W+�"���*��-�&��!�5;2
�d5$%�����9&l	e)�6�.9'*�����9��

‖u � ‖q � +q � + �
q � +q � + � > q   + q � + ��

q   + �
∫

Ω

|∇(|u � |q � u � )| � dx+

+
q   + pk  �





~
q   + � ‖u � ‖

q � + �
q � + � +

n
∑

l=  
pl −

~
q   + pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl+q � dx


 .
���&B�~$���
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E( � ) 6 � #$��$@���!��;%&K1����+�"���e)��BErÈ"��1#X91%?K�!1;!Z�u"��#�"19&(:�1�����|+���7%�9�@�1�$!�5;2G��#L!��$<G/0�4MV��"���91%Z+�"���%��;/0�1����2�[D*8����!���"��=<AMN��"���6%?K1���'��9�/_���
+��6%��;/_��!�K

β = � .rs!1���[������������#;6%&�85$%�����9&l	e)�1�R9�!�*1�6"1/0���1�������
!0�D�N"	�D�RG�&B \KD�ó;yRôdx�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7CD�óJñ?z�x�ò;H ï5yBKD�ïF*G�ò�õ ϕ(x

[
s)
[ y0z�X í 5

N {&ò�x�7 N z$ñ&ï&ð;ï&ò&ò�ï5A
5�ñ.ô-ï�z;X6zkD�óJñ?z�x�ò;H

‖u � ‖q � +q � + �
q � +q � + � > q   + q � + ��

q   + �
∫

Ω

|∇(|u � |q � u � )| � dx+

+
q   + pk �





~
q   + � ‖u � ‖

q � + �
q � + � +

n
∑

l=  
pl −

~
q   + pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl+q � dx




òZD�óJñ?z�x�ò�î
q � > q   [ q � + � > pk  x-{&ð>9EH

T > � ï�ðk9Ez;]�ð1y±687py)ô4ó�F�z;ñ.ô4D8X6z í ï�z�6�z;ñ.ô�=_ò;9 [ 5�ò;9`ð;ï�ï�zWï5�î��í ð6y)óMH'y�5*F�z�ð
T � [ A�y:z

T 6 T � 6 T∞ = Φ
  −α( � )A−  

ò'ò;9Eð6ð1yi9Eð6ó6y:z N {&ð í ðXñ.ô-ï&z�ð:{5�x�ð;ï&ó;y)x1z
lim
t↑T Φ(t) = +∞

[
X í ð

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

] [

α =
q   + q � + �
q   + pk  

[
β =

{

E( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

E( � ) ≡

≡ (q   + q � + � )




~
q   + � ‖u � ‖

q � + �
q � + � +

n
∑

l=  
pl −

~
q   + pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl+q � dx


+

+
q   + q � + ��
q   + �

∫

Ω

|∇(|u � |q � u � )| � dx− ‖u � ‖q � +q � + �
q � +q � + � .

u ä�²'�8VNç
����é.ê?ç�ä
2 ����;!����N[&@�!��d*R!��1@�����5;!��4!1���/0�,����3�4��%�2d#$;��-@��'���?B�~-�X�����&B ë��`�P�$/_���

+��6%�9�@���!�K_"��1#X9�%&K-!1;!��4��%�2d5$%�����9&l	e)�6�8#;$��$@��.�
∂ϕ(x

[
u)

∂t
− div(|∇(|u|q � u)|p− � ∇(|u|q � u)) = |u|q � u [ ���&B�~-���
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ϕ(x
[
u) = u+

n
∑

l=  
al(x)|u|

pl− � u [ ���&B�~����

u|∂Ω = � [ u(x
[ � ) = u � (x) [ ���&B � � �

�����
Ω ⊂ R

N � F6!�������"������@��1����124��>�%�15;!�KL5_��%�;�?�����8��"������O��1� ∂Ω ∈ C
�Xì δ+�"��

δ ∈ ( � [�~ ] [ q   [ q � > � B

Ú�´Ck Ó oDÜ�p��	Ý8{c�zxz{$pA{.ÝJ{c�zxEÞ�ñ�otpvo�svutwAxzyv{q|~}Qu:�lu��rpvo��t��{Ã��x��
|��A{Ãw�x���{?Þ��r��¦t��pro��zxzyA�r��¦/�Q|lwru��tx�{�¦�x�|Hð���u�Þ���u�Þ

��{ÃwAx���{.Þ��Auv|?à.á=â
ã�ä�åpæ�ç$è�ç�é�ê?ç�ä

�F1!�����+�6"����"�1MV� �=�h"�15651����!�"�����5$%�����9&l	e:9&lc��-@�6%&K1�����?��"�6�1*$9&l

#;;��$@�9��
∂ϕ(x

[
u)

∂t
−4u = f(x

[
u)
[ ���?B�~-�

ϕ(x
[
u) = u+

n
∑

k=  
ak(x)|u|pk− � u [ ���?B ���

(

∂u

∂nx
+ g(x

[
u)

)

∣

∣

∣

∂Ω
= � [ u(x

[ � ) = u � (x) [ ���?B ë��

�����
Ω ⊂ R £ � F1!��d����"������@��6����123��>�%�15;!�K�5���%�$�.�����G��"������O��1� ∂Ω ∈ C

�Xì δ+�"��
δ ∈ ( � [�~ ] B�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä

V*1�-���1�A9�5$%���*���2d��,M�9&����O&���

ϕ(x
[
s)
[
g(x
[
s)
�
f(x
[
s).��������æ�ê��'é��

ϕ(x
[
s)
ä

(i)1 ak(x) > � ��%�23+��1@�!��8*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

ak(x) ∈ L
∞(Ω) �

(ii)1
+�9�5;!�K

pk  = max
k∈   ìn pk

[
pk  < �

��+�"��3F1!����
ak (x) > a � > ���

(iii)1 pk >
����%�23*�5;�$<

k =
~6[
n ���������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

g(x
[
s)

(i)2 g(x
[
s) : ∂Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��$!�5$23��6"�;!��1�-����"����1*����8M�9&����O����6� �
(ii)2

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��,��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

|g(x
[
s)| 6 c . + c / |s|q � +   +�"�� q   ∈ [ � [�� ) � ���?B ���

(iii)3
��%�20%?ls>��=<

v(x) ∈ L
q � + � (∂Ω)

���P�1�;!0�P�15$!��R5$%�����9&l	eR���:���;"��*1�1��5;!�*1��

a‖v‖q � + �
∂Ω ì q � + � 6

∫

∂Ω

v(x)g(x
[
v(x)) dΓ 6 ϑ  

∫

∂Ω

G(x
[
v(x)) dΓ

���?B ���
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�����

ϑ   > � �

G(x
[
s) =

s∫
�
g(x
[
σ) dσ �

(iv)2
���P�1�$! �P�15$!��Å����"������@��1����12 %&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K ��+��6"�;!��1"�
UY�1���NO��������

Ng(·) = g(x
[
·)
[�+���"��$/)���1���������4M�9&����O&���1�

g(x
[
u) :

‖Ng(u   ) − Ng(u � )‖∂Ω ì (q � + � )/(q � +   ) 6 µ   (R   )‖u   − u � ‖∂Ω ì q � + � [����?B ��������
µ   (·) � F6!��4���-9�>��N*��lpeL124M�9&����O���2456*���������6"��X9&���1��!1�[?����"������7@��1����123���������+����!16<.[P�

R   = max {‖u   ‖∂Ω ì q � + � [ ‖u � ‖∂Ω ì q � + � } .��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
f(x
[
s)

(i)3 f(x
[
s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�$!��1�$����"����1*1���8M�9&����O&���1� �
(ii)3

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��456*��;"6<�93��%�23+��1@�!���*�5;�$<
x ∈ Ω :

|f(x
[
s)| 6 c 0 + c 1 |s|q � +   +�"�� q � ∈ ( � [X� ) � ���?B ���

(iii)3
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ L
q � + � (Ω)

�����1�;!����15;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����
∫

Ω

f(x
[
v(x))v(x) > ϑ �

∫

Ω

F(x
[
v(x)) dx

+�"��
ϑ � > � [ ���?B ���

�����

F(x
[
s) =

s∫
�
dσ f(x

[
σ) �

(iv)3
���P�1�$! �P�15$!��Å����"������@��1����12 %&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K ��+��6"�;!��1"�
UY�1���NO��������

Nf (·) = f(x
[
·)
[P+���"��;/0���1���������4M=9&����O����6�

f(x
[
u) :

‖Nf (u   ) − Nf (u � )‖(q � + � )/(q � +   ) 6 µ � (R � )‖u   − u � ‖q � + � [ ���?B ���
�����

µ � (·) � F6!��4���-9�>��N*��lpeL124M�9&����O���2456*���������6"��X9&���1��!1�[?����"������7@��1����123���������+����!16<.[P�
R � = max {‖u   ‖q � + � [ ‖u � ‖q � + � } .!?�1+��6"�KL��$�&���u��+�"������;%��1�����_5$%�1>������4��>���>�e0�1���������4"��1(Y�1����2�B

�A+p"p�.�s�=%s���`�	��~DB43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò ���?B�~-�X�
���?B ë�� ï5*?�z�x�ð>9CBED�ïF*G�ò�õ

u(x)(t)
[ D í z�x$ñ?ð6y0x�z6{�H&õ�<JD�õiD�óJñ?z�x�ò;H89

u(x)(t) ∈ L
∞( � [ T � H   (Ω))

[
u

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

ò�{5�x�ð;ï&ó6y0x�D
∫

Ω

ϕ
′

(x
[
u)w(x) dx+

∫

∂Ω

g(x
[
u)w(x) dΓ+



ö$³$ø*)vêîç�ì\ë\ê�+gë�ü�êaæ�úWè\ëWì�ý_ë�üSê���þ¡ç�üSé^ì\ê i�Ç

+

∫

Ω

(∇u
[
∇w) dx−

∫

Ω

f(x
[
u)w dx = � í ñ8H N z�A�y)ò�x�ó6ðML t ∈ [ � [ T ]

���?B�~ � �
í ñ8HGx�ó6ðML

w(x) ∈ H
 
(Ω)
[ N {&ò*A�ð>9Ix�7 N z$ñ&ï&ð;ï&z4ï5A
5�ñ.ô-ï�z�ð�D�óJñ?z�x�ò�ð
u(x)( � ) = u � (x) ∈ H

 
(Ω).

2 V�R�P@EV�E�s�0��BErY#)��+�"������;%��6����245$%�1>�������"��1(Y�1����2d*��=!��1��6�;!�[&@�!��4+���5$%��
*1��#$�P�;/L�������L��#$���1���6����2L��0+��-�.�=���;/0�15$!�*��:�����$/0�15;!�*1

[ � [ T ]
��91%��1*����,���6"��

T:�1>����J
u(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � L � (Ω))

�?[.5;!16%��4>��=!�K�[���-@�6%&K1�����R9�5-%���*����,�����1�;!,51����5-%PB
O�ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZS&ç�U)ç�é�ê'fDä
C	9�5;!�Kg5-9&e)�15;!�*-9��$!]5$%�1>����g��>���>�e)�1�������\"��1(:�6�����\"�15651�P$!�"���*16�1�P���

#;;��$@���*4��%�15;56�

u(x)(t) ∈ C
(   )([ � [ T ] � H   (Ω))

+�"������1����!���"����
T > � .


N*������1�Z��>���#$��-@��6����2&B

Φ(t) ≡

~
�

t∫
�
‖u‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u|
pl dx ds+

+

~
�
pk ‖u � ‖

�� +
n
∑

l=  
pl −

~
pk pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx
[����?B�~�~-�

J(t) ≡

t∫
�
‖u

′

‖ �� (s) ds+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u
′

| � |u|pl− � dx ds+

+

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx.
���?B�~-���

r0�P�1�$!4���15;!��45$%��-��9&l	e0�1�R�&��MNMV�;"��1��O���6%&K1�����,���;"��*��1��5;!�*1���
(

Φ
′
) �

6 pk  ΦJ
��%�23*�5;�$<

t ∈ [ � [ T ]
[ ���?B�~-ë��

�����
pk  = max

k∈   ìn pk.

!?�1+��6"�K���� *���#6K1���1��*,"��*1�1��5;!�*1�4���.B�~ � �
w = u(x)(t).
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 "��1#J91%&K-!1;!��,+��1%�9�@�����+��;"�*1���LF����;"����;!���@��156�����_"��*��1��5;!�*1�

d � Φ
dt � +

∫

∂Ω

g(x
[
u)u dΓ +

∫

Ω

|∇u| � dx =

∫

Ω

f(x
[
u)u dx.

���.B�~J���

!?�1+��6"�K�*1��#;K1�P�1��*,"��*��1��5;!�*1�4���?B�~ � �
w = u

′

(x)(t).

 "��1#J91%&K-!1;!��,+��1%�9�@�����*;!���"����LF����;"����$!���@��156�����L"��*1�1��5;!�*��

d

dt



J +

∫

∂Ω

G(x
[
u) dΓ +

~
�

∫

Ω

|∇u| � dx


 =
d

dt

∫

Ω

F(x
[
u) dx.

� �.B�~-���

CE"�������!�����"���"19��1�u+��d*1"��6�P�1���8��>��R@�15;!��8+���5$%����&�������4"��*��1��5;!�*1�B.CE�1%�9�@����
5$%�����9&l	e)�1�_*��D"�6/0�6�������

J +

∫

∂Ω

G(x
[
u) dΓ +

~
�

∫

Ω

|∇u| � dx− E( � ) =

∫

Ω

F(x
[
u) dx

[ ���?B�~����

�����

E( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

∫

∂Ω

G(x
[
u � ) dΓ +

~
�

∫

Ω

|∇u � | � dx−

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx. ���?B�~$���

rY#L"��*1�1��5;!�*18���?B�~����`5L9�@��;!�����51*1����5;!�*13���?B ���Y+��6%�9�@�����5$%�����9&l	e)�6�����;"��7
*1�1��5$!�*����

ϑ � J + ϑ �
∫

∂Ω

G(x
[
u) dΓ +

ϑ ��
∫

Ω

|∇u| � dx− ϑ � E( � ) 6

∫

Ω

f(x
[
u)u dx.

���.B�~-���

!?�1+��6"�KR��#`F1!������_���;"��*��1��5;!�*1R��"��*1�1��5;!�*�_���?B�~J���	���Z+��6%�9�@����G5$%�����9&l	e)�1�
���6"��*1�1��5$!�*����

d � Φ
dt � +

∫

∂Ω

g(x
[
u)u dΓ +

∫

Ω

|∇u| � dx >

> ϑ � J + ϑ �
∫

∂Ω

G(x
[
u) dΓ +

ϑ ��
∫

Ω

|∇u| � dx− ϑ � E( � ). ���?B�~����

!?�1+��6"�K���� *���51+��6%?K1#J9��1�P5;2d56*�����5;!�*���� ���?B ���Y�8+��6%�9�@����N[?@�!��

d � Φ
dt � + ϑ � E( � ) > ϑ � J+
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+ (ϑ � − ϑ   )
∫

∂Ω

G(x
[
u) dΓ +

(

ϑ �� −
~ ) ∫

Ω

|∇u| � dx. ���?B � � �

!?�1+��6"�K�+��1!�"��1>69��1�N[&@�!���>���>��=%?��*1�V+��1%&���6����5$%��-��9&lpeR���R9�5$%���*���2&�
ϑ � > ϑ   [ ϑ � > � .!?���������#L���6"��*1�1��5$!�*�d���?B � � �Y+��1%�9�@����u5$%��-��9&lpe)�1�,���6"��*1�1��5$!�*����
d � Φ
dt � + ϑ � E( � ) > ϑ � J. ���?B �P~-�

!?�1+��6"�KG��#8���6"��*1�1��5;!�*Z���?B�~-ë��,� ���?B �P~-�_���]+��1%�9�@����I��56�����P���3�&��MVMV�;"��1��7
O���6%&K1�����,���;"��*1�1��5;!�*��

ΦΦ
′′

− α(Φ
′

) � + βΦ > � [ ���?B �����
�����

α =
ϑ �
pk 
[

β = ϑ � E( � ). ���?B ��ë��
!?�1+��6"�K�+��1!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2�[&@�!��

ϑ � > pk  [ pk  = max
l=   ìn pl.

���?B �����
f)%�2���6%&K1���6��(:�1���3�������9�/_����"�15651�P�1!�"��;!�K,5$%��-��9&l	eR���R�?*�,5$%�9�@�12&�

β > � �
β 6 � .

n.15651����!�"����b51��-@�6%�g+��;"�*��N�^>��6%��1�j5$%��;/_���N�^5$%�9�@���.B,
N��51+��1%&K1#J9��1�P5;2
"��1#X91%?K-!1$!�����!��1��"��6���k~ � +�6"����"�1MV��ACE"���%��;/0�1����2'�W+��1%�9�@����D[P@�!���+�"��*��N+��6%&���1�����d9�5$%���*���2

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx >

�
ϑ ��

ϑ � − pk E( � ) > � ���?B �����

�����1�;!��P�65;!��d���;"��*��6��5;!�*1�

Φ(t) >

~
[Φ   −α( � ) −At]

  /(α−   )
[ ���?B �����

�����

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � . ���?B �����
m.5$%���*����4���.B �����`�P�$/_���d+��;"��1+���56;!�K�*,5$%�����9&l	e)�1��*������
∫

Ω

F(x
[
u � ) dx >

~
�

∫

Ω

|∇u � | � dx+

∫

∂Ω

G(x
[
u � ) dΓ+
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+
pk  �
ϑ �





~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx





[
pk  < ϑ £

[����?B �����

����!���"����8��9�/_���3����+��6%?����!�K8"�15651��;!�"���*16�1���N� 9�5$%���*����1�
β > � [=!�BJ��BD5-%���7��9&l	eR���A9�5$%���*����6�V�

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

~
�

∫

Ω

|∇u � | � dx+

∫

∂Ω

G(x
[
u � ) dΓ >

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx. ���?B �����

!?�1+��6"�K_���u"�15651����!�"����W>��1%��1�L+�"���5;!����d5$%�9�@���?[?��������
β 6 � [�!�BJ��B�9�5$%���*����

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx >

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

~
�

∫

Ω

|∇u � | � dx+

∫

∂Ω

G(x
[
u � ) dΓ. ���?B ë � �

!?����������P�1�$!4�P�65;!��3���;"��*1�1��5;!�*��8���?B ������[P*4����!���"�������9�/_���d+��6%��;/_��!�K
β =

= � . !.������u��>�"��#$���N[&�������#;���,5$%�����9&l	eL12�!��6��"��1�P��!0�N�V"s�N�L]�?B \KD�ó;y)ô\x
7 N z;ñ&ï�ð6ï�7 x�ó6ðiD�óJñ?z�x�ò;Hbï5�BKD�ï*FG�ò&ò ϕ(x
[
s)
[

g(x
[
s)
ò
f(x
[
s)
[ ¢ z;X í 5 N {&òZD�óJñ?z�x�ò&ò

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx >

~
�

∫

Ω

|∇u � | � dx+

∫

∂Ω

G(x
[
u � ) dΓ+

+
pk �
ϑ �





~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx





[����?B ëP~-�

pk  < ϑ � [ ϑ � > ϑ   [ ϑ � > � ���?B ë����
óJñ�56�z�ð'z�6�z�68<Lð;ï�ï&z�ðd{&ð�=_ð;ï&ò�ð�?�5 í 5A�ò ���?B�~$�X�����?B ë�� ï�ð'ómD�<_ð6ó;y0x�D�ð6y�X�ñ?z8�6;5�ñ?ô$ï�zdx1zdx-{&ð>9Eð;ï&òGò'ò;9Eð6ð6yC9Eð6ó;y0z N {?ð í ðJñ.ô-ï�z�ðLó6x�z�î�ó;y)x1z

lim sup
t↑T∞

‖u‖ = +∞

ò'ò;9Eð6ð1yi9Eð6ó6y:zdz�G�ð;ïF*5�ó6x�ðJ{�L�D
T 6 T∞ = Φ

  −α( � )A−   [
X í ð N z�ó;y0z�H&ï�ï5�H A > � z N {?ð í ðJñ?ð6ï5�BEz6{;9KD�ñ?z�î ���?B ������[

β =

{

ϑ � E( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [
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ÚIÛtk Ó oDÜ�p��	Ý8{c�zxz{$pA{.ÝJ{Ã��xEÞ�|Ãx�|&àc{�¦ÊñzoqprotsvutwAxzyv{q|~}�xsß
�rpvo��t��{Ã��xEÞ�|�ðA��u�Þ���u�Þ���{ÃwAx���{.Þ��Auv|&à�á=â

ã�ä�åpæ�ç$è�ç�é�ê?ç�ä

gF6!����\+�6"����"�1MN�G���g"�15651����!�"����I*���+�"���5��G����5;!1;!��1@����=<u9�5$%���*���2�<

"��#-"19&(:�6����2d5$%�1>������4"��6(:�1����2d5$%�����9&l	e)�6����$@�6%?K1�����?��"�6�1*����8#;;��$@��.�
∂ϕ   (x [ u)

∂t
− div(h   (x [ |∇u|)∇u) + g   (x [ u) = f   (x [ u [ v) [ �$~1B�~-�

∂ϕ � (x [ v)
∂t

− div(h � (x [ |∇v|)∇v) + g � (x [ v) = f � (x [ u [ v) [ �$~1B ���

ϕ   (x [ u) = u+

n �
∑

k=  
a   k(x)|u|p � k− � u [ �$~1B ë��

ϕ � (x [ v) = v +

n �
∑

k=  
a � k(x)|v|p � k− � v [ �$~1B ���

u|∂Ω = � [ v|∂Ω = � [ u(x
[ � ) = u � (x) [ v(x

[ � ) = v � (x) [ �$~1B ���
�����

x ∈ Ω ⊂ R
N +�"�� N 6

���
Ω � F1!��4����"������@��1����12d��>1%�15;!�K_5���%�;�?�������"������O��1�

∂Ω ∈ C
�Xì δ +�"�� δ ∈ ( � [�~ ] B�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä

C`"��-/0���0*�56�����L*�*������6��9�5$%���*1��2_��)M=9&����O����
ϕ   (x [ s) [ ϕ � (x [ s) [ h   (x [ s) [

h � (x [ s) [ g   (x [ s) [ g � (x [ s) [ f   (x [ s   [ s � ) � f � (x [ s   [ s � ) B��������æ�ê��'é��
ϕ   (x [ s) ä

(i)1 a   k(x) > � ��%�2d+��1@�!���*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

a   k(x) ∈ L
∞(Ω) �

(ii)1
+�9�5;!�K

p   k  = max
k∈   ì n � p   k

[
p   k < r∗ 

��+�"��3F1!����
a   k  (x) > a   � > ���

(iii)1 p   k > ����%�2d*�5;�$< k =
~6[
n  s���������æ�ê��'é��

ϕ � (x [ s) ä
(i)2 a � k(x) > � ��%�2d+��1@�!���*�5;�$< x ∈ Ω

�?[���"����P�R!�������[
a � k(x) ∈ L

∞(Ω) �
(ii)2

+�9�5;!�K
p � k  = max

k∈   ì n � p � k
[

p � k < r∗�
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��+�"��3F1!����

a � k  (x) > a � � > ���
(iii)2 p � k > ����%�2d*�5;�$< k =

~6[
n � ���������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

h   (x [ s)
(i)3 h   (x [ s) : Ω × R

 
+ → R

  2�*;%�2��;!�5;23��6"�;!��1�-����"����1*����8M=9&����O����1� �
(ii)3

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*1_��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

c � sr � − �
6 h   (x [ s) 6 c   + c � sr � − � +�"�� r   > ��[ � < r∗  < +∞

[
�$~1B ���

��"������:!�������[���%�2�+��1@�!��d*�5;�$<
x ∈ Ω

M=9&����O���2
h   (x [ s) ∈ C

(   )( � [ +∞)
[

+�"���@��1�

|sh
′  s(x [ s)| 6 c   + c � sr � − � +�"�� r   > ��[ � < r∗  < +∞

[��$~1B ���

(iii)3
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
  ì r �� (Ω)

���P�6�;!��P�15;!���5$%��-��9&lpe)�1�,���6"��*1�1��5$!�*����

c £ ‖∇v‖r �
r � 6

∫

Ω

h   (x [ |∇v(x)|)|∇v(x)| � dx 6 ϑ  � 
∫

Ω

H   (x [ |∇v(x)|) dx
�$~1B ���

+�"��
ϑ  �  > � [������

H   (x [ s) =

s∫
�
dσ h   (x [ σ)σ.

(iv)3
M�9&����O&��2

h   (x [ s) ��%�2�+��1@�!��h*�5;�$< x ∈ Ω
2�*6%�2��;!�5;2k"��*1�����P�;"����

�P������!�����������*,5$%�����9&l	e)�6�u51����5$%����

(h   (x [ |ξ|)ξ − h   (x [ |η|)η [ ξ − η) > a|ξ − η|r � ��%�23*�5;�$< ξ
[
η ∈ R

N .�$~1B ���
��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

h � (x [ s)
(i)4 h � (x [ s) : Ω × R

 
+ → R

  2�*;%�2��;!�5;23��6"�;!��1�-����"����1*����8M=9&����O����1� �
(ii)4

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*1_��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

c � sr � − �
6 h � (x [ s) 6 c   + c � sr � − � +�"�� r � > ��[ � < r∗� < +∞

[
�$~1B�~ � ���"������:!�������[���%�2�+��1@�!��d*�5;�$<

x ∈ Ω
M=9&����O���2

h � (x [ s) ∈ C
(   )( � [ +∞)

[
+�"���@��1�

|sh
′� s(x [ s)| 6 c   + c � sr � − � +�"�� r � > ��[ � < r∗� < +∞

[��$~1B�~�~-�

(iii)4
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
  ì r �� (Ω)

���P�6�;!��P�15;!���5$%��-��9&lpe)�1�,���6"��*1�1��5$!�*����

c £ ‖∇v‖r �
r � 6

∫

Ω

h � (x [ |∇v(x)|)|∇v(x)| � dx 6 ϑ   �
∫

Ω

H � (x [ |∇v(x)|) dx
�$~1B�~-���
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+�"��

ϑ   � > � [������

H � (x [ s) =

s∫
�
dσ h � (x [ σ)σ.

(iv)4
M�9&����O&��2

h � (x [ s) ��%�2�+��1@�!��h*�5;�$< x ∈ Ω
2�*6%�2��;!�5;2k"��*1�����P�;"����

�P������!�����������*,5$%�����9&l	e)�6�u51����5$%����
(h � (x [ |ξ|)ξ − h � (x [ |η|)η [ ξ − η) > a|ξ − η|r � ��%�23*�5;�$< ξ

[
η ∈ R

N .�$~1B�~-ë��
��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

g   (x [ s)
(i)5 g   (x [ s) : Ω × R

 
→ R

  2�*;%�2��;!�5;23��6"�;!��1�-����"����1*����8M=9&����O����1� �
(ii)5

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��,��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

|g(x
[
s)| 6 c . + c / |s|q � � +   +�"�� q    ∈ [ � [ r∗  − � ) � �$~1B�~J���

(iii)5
��%�2_%?l	>��=<

v(x) ∈ L
q � � + � (Ω)

�����1�;!_�P�15;!��,5$%�����9&l	eR���_���;"��*1�1��5;!�*1��

a‖v‖q � � + �
q � � + � 6

∫

Ω

v(x)g   (x [ v(x)) dx 6 ϑ �  
∫

Ω

G   (x [ v(x)) dx �-~�B�~-���

�����
ϑ �   > � �

G   (x [ s) =

s∫
�
g   (x [ σ) dσ �

(iv)5
���P�1�$! �P�15$!��Å����"������@��1����12 %&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K ��+��6"�;!��1"�
UY�1���NO��������

Ng � (·) = g   (x [ ·) [�+���"��;/0���1���������4M=9&����O����1� g   (x [ u) :

‖Ng � (u   ) − Ng � (u � )‖(q � � + � )/(q � � +   ) 6 µ    (R    )‖u   − u � ‖q � � + � [)�$~1B�~���������
µ    (·) � F6!��A���$9�>��N*��lpeL12AM=9&����O���2W51*1�������G6"��X9��P�1��!��[p����"��7����@��1����123���������+����!16<.[P�

R    = max {‖u   ‖q � � + � [ ‖u � ‖q � � + � } .��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
g � (x [ s)

(i)6 g � (x [ s) : Ω × R
 
→ R

  2�*;%�2��;!�5;23��6"�;!��1�-����"����1*����8M=9&����O����1� �
(ii)6

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��,��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

|g(x
[
s)| 6 c . + c / |s|q � � +   +�"�� q   � ∈ [ � [ r∗� − � ) � �$~1B�~$���

(iii)6
��%�2_%?l	>��=<

v(x) ∈ L
q � � + � (Ω)

�����1�;!_�P�15;!��,5$%�����9&l	eR���_���;"��*1�1��5;!�*1��

a‖v‖q � � + �
q � � + � 6

∫

Ω

v(x)g � (x [ v(x)) dx 6 ϑ ��
∫

Ω

G � (x [ v(x)) dx �-~�B�~-���

�����
ϑ ��� > � �

G � (x [ s) =

s∫
�
g � (x [ σ) dσ �
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(iv)6

���P�1�$! �P�15$!��Å����"������@��1����12 %&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K ��+��6"�;!��1"�
UY�1���NO��������

Ng � (·) = g � (x [ ·) [�+���"��;/0���1���������4M=9&����O����1� g � (x [ u) :

‖Ng � (u   ) − Ng � (u � )‖(q � � + � )/(q � � +   ) 6 µ   � (R   � )‖u   − u � ‖q � � + � [)�$~1B�~���������
µ   � (·) � F6!��A���$9�>��N*��lpeL12AM=9&����O���2W51*1�������G6"��X9��P�1��!��[p����"��7����@��1����123���������+����!16<.[P�

R   � = max {‖u   ‖q � � + � [ ‖u � ‖q � � + � } .��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
f   (x [ s   [ s � )

(i)7 f   (x [ s   [ s � ) : Ω × R
 
× R
 
→ R

  2�*6%�2��$!�5;2���6"�;!��1�-����"����1*�����M�9&����7O&���1� �
(ii)7

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��456*��;"6<�93��%�23+��1@�!���*�5;�$<
x ∈ Ω :

|f   (x [ s   [ s � )| 6 c 1 |s   |q � � +   |s � |q � � + � [ �$~1B � � �
+�"��

q �   ∈ ( � [ r   ∗/ � − � ) [ q �� ∈ ( � [ r � ∗/ � − � ) �
(iii)7

C`"����?+��6%��;/_���N[&@�!��d���P�1�;!����15;!��45$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1�

|f   (x [ u   [ v   ) − f   (x [ u � [ v � )| 6

6 |v   − v � |ω   |u   |q � � +   + |u   − u � |ω � |v � |q � � + � [��$~1B �P~-������
ω   = c a (|v   | + |v � |)q � � +   [ ω � = c a (|u   | + |u � |)q � � .��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

f � (x [ s   [ s � )
(i)8 f � (x [ s   [ s � ) : Ω × R

 
× R
 
→ R

  2�*6%�2��$!�5;2���6"�;!��1�-����"����1*�����M�9&����7O&���1� �
(ii)8

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��456*��;"6<�93��%�23+��1@�!���*�5;�$<
x ∈ Ω :

|f � (x [ s   [ s � )| 6 c 1 |s   |q � � + � |s � |q � � +   �$~1B �����
+�"��

q �   ∈ ( � [ r   ∗/ � − � ) [ q �� ∈ ( � [ r � ∗/ � − � ) �
|f � (x [ u   [ v   ) − f � (x [ u � [ v � )| 6

6 |u   − u � |ω £ |v   |q � � +
 
+ |v   − v � |ω . |u � |q � � + � [��$~1B ��ë�������

ω £ = c a (|u   | + |u � |)q � � +   [ ω . = c a (|v   | + |v � |)q � � .��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê�ê
f   (x [ s   [ s � ) ê f � (x [ s   [ s � )

(i)9
M�9&����O&��2

F(x
[
u
[
v)
2�*;%�2��$!�5;23��6"�;!��1�-���1"����1*����8M=9&����O����6� �

(ii)9
���P�1�$!4���15;!��45$%�����9&l	e0�1�R9�5$%���*����_"���5;!1

|F(x
[
s   [ s � )| 6 c b |s   |q � � + � |s � |q � � + � � �$~1B �����

(iii)9
M�9&����O&��2

F(x
[
u
[
v)
��%�2�+��1@�!�� *�56�$<

x ∈ Ω
�&��MVMN�6"��6��O���"19��1��12�+��

§d"��1(Y��[�+�"���@��1�

F
′

u(x
[
u
[
v) = f   (x [ u [ v) [ F

′

v(x
[
u
[
v) = f � (x [ u [ v). �$~1B �����
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(vi)9

��������;!�5;2�!1������
ϑ > � [&@�!��4���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��

ϑF(x
[
s   [ s � ) 6 f   (x [ s   [ s � )s   + f � (x [ s   [ s � )s � �$~1B �����

��%�23*�56�$<
s   [ s � ∈ R

  �d��%�23+��1@�!��8*�5;�$<
x ∈ Ω

B
!.�1+��;"�K���;�&������+�"������;%��1�����q5$%�1>������j��>���>�e)�1���������j"��6(:�1����2j#;;��-@��

�$~1B�~-�X���$~�B ���-B
�A+p"p�.�s�=%s���`�	��~DB43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò �$~1B�~-�X�

�$~1B ��� ï58?�z�x�ð>9|BKD�ïFG�ò&ò
u(x)(t)

ò
v(x)(t)

[ D í z�x-ñ?ð1y0x�z;{�H?õI<_ò�ð\ó6x�z�î��
ó;y0x
5�9

u(x)(t) ∈ L
∞( � [ T � W   ì r �� (Ω))

[
v(x)(t) ∈ L

∞( � [ T � W   ì r �� (Ω))
[

u
′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
v

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
(

|u|p � k/ � )′

∈ L
� (QT )

[ (

|v|p � k/ � )′

∈ L
� (QT )

ò�{5�x�ð;ï&ó6y0x�5�9
T∫
�

[ ∫

Ω

[

u
′

+

n �
∑

k=  
(p   k −

~
)

�
p   k a   k(x)|u|p � k/ � − � u

(

|u|p � k/ � )′
]

w   (x) dx+

+

∫

Ω

h   (x [ |∇u|)(∇u [ ∇w   (x)) dx+

+

∫

Ω

g   (x [ u)w   (x) dx−

∫

Ω

f   (x [ u [ v)w   (x) dx
]

ψ   (t) dt = � [ �$~1B �����

T∫
�

[ ∫

Ω

[

v
′

+

n �
∑

k=  
(p � k −

~
)

�
p � k a � k(x)|v|p � k/ � − � v

(

|v|p � k/ � )′
]

w � (x) dx+

+

∫

Ω

h � (x [ |∇v|)(∇v [ ∇w � (x)) dx+

+

∫

Ω

g � (x [ v)w � (x) dx−

∫

Ω

f � (x [ u [ v)w � (x) dx
]

ψ � (t) dt = � [ �$~1B �����

í ñ8HHx�ó6ðML
w   (x) ∈ W

  ì r �� (Ω)
[
w � (x) ∈ W

  ì r �� (Ω)
[
ψ   (t) ∈ D( � [ T )

[
ψ � (t) ∈

∈ D( � [ T )
[ N {&ò*A�ð>9Ix�7 N z$ñ&ï&ð;ï�7qï5A
5�ñ.ô-ï�7pð�D�óJñ?z�x�ò;H

u(x)( � ) = u � (x) ∈ W
  ì r �� (Ω)

[
v(x)( � ) = v � (x) ∈ W

  ì r �� (Ω).
�$~1B �����

2 V�R�P@EV�E�s�8~�BErY#)��+�"������;%��6����245$%�1>�������"��1(Y�1����2d*��=!��1��6�;!�[&@�!��4+���5$%��
*1��#$�P�;/L�������L��#$���1���6����2L��0+��-�.�=���;/0�15$!�*��:�����$/0�15;!�*1

[ � [ T ]
��91%��1*����,���6"��
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T:�1>����J^5$%�1>����]��>���>�e)�6�������¤"��1(Y�1�����^��5$<��-�&�����h#$;��-@��h+�"�����;��%��$/_��!
5$%�����9&l	e)�6��9'��%�15;5$9��

u(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � L � (Ω))
[

v(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � L � (Ω)).r¤+���F6!����.9�56����!�*��;!�5$!�*$9&l	eR���,��$@�6%?K1�����R9�5$%���*���23������lp!����15;!���B
O�ä�PQ�*���8��R�é����TS��*��S?ç�URê�VE�*�
��R?ä
!.�1+��;"�KI���È+�"���5;!69&+����i�]��#X9�@��1����l 5$%�1>����¤��>���>�e)�6�������¤"��#-"��1()��7

����5;!��g51��5$!��1����9�"��*����1�����^�$~1B�~-�X�P�$~1B ����[_+��������P6�1�P���]*|5$%�1>�����51����5$%��
��+�"������;%��1����2'~�B�oZF1!����dO��;%&K1lq*���51+��1%&K�#X9��1�P5;2����;!��$�����At�6%��6"�������L*L5;�1@��17
!1������G5d���;!��$������W��������!���������5$!��W�W�����=+����!�����5;!��q}�~J����B�f0�����#;;!��$%?K15;!�*��
+�"���*1�����1��*����151���6%?K1���d(:�����*�B
W 5XZY�[�\Yz�ó;y�5�ï�z�x
F*5TX�5�ñ?ðJ{�F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ?ò*]�ð6ï&ò�î[C	9�5;!�K

{w   j(x)} � F1!��u�J6%��;"�������56����� >��#$��5G>����6<���*1Z+�"���5;!�"����5;!�*1
W
  ì r �� (Ω)

[A���1!���"��N�È�P�;/L��� *���>�"�;!�K���"�!������1"�����"���*1������V� *
L
� (Ω)
[G

{w � j(x)} � F1!��u��6%��;"�������51����� >��#$��5W>����6<���*�A+�"���5;!�"����5;!�*1 W
  ì r �� (Ω)

[
����!���"��N�d!��;/0�_�P�;/_���d*���>�"�;!�K_��"�!�������"�����"���*1������N��*

L � (Ω)
B

n�65651�P�1!�"����u51��5;!��1�.9'�J6%��;"�������56����<'+�"���>1%?��/0�1�����35$%��-��9&lpe)�����d*�������
∫

Ω

∂ϕ   (x [ um)

∂t
w   j(x) dx+

∫

Ω

h   (x [ |∇um|)(∇um
[
∇w   j) dx+

+

∫

Ω

[g   (x [ um) − f   (x [ um
[
vm)]w   j dx = � [ j =

~6[
m
[ �$~1B ë � �

∫

Ω

∂ϕ � (x [ vm)

∂t
w � j(x) dx+

∫

Ω

h � (x [ |∇vm|)(∇vm
[
∇w � j) dx+

+

∫

Ω

[g � (x [ vm) − f � (x [ um
[
vm)]w � j dx = � [ j =

~6[
m
[ �$~1B ëP~-�

�����
um =

m
∑

k=  
c   mk(t)w   k(x)

[
vm =

m
∑

k=  
c � mk(t)w � k(x)

[

c   mk(t)
[
c � mk(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
+�"��

Tm > � .a�"������R!�������[P+�"��-�?+��6%��;/_���N[?@�!��

um � = um(x)( � ) =

m
∑

k=  
c   mk( � )w   k(x) → u � (x) 51��%?K1���d*

W
  ì r �� (Ω)

[
�$~1B ë����

vm � = vm(x)( � ) =

m
∑

k=  
c � mk( � )w � k(x) → v � (x) 51��%?K1���d*

W
  ì r �� (Ω).

�$~1B ë�ë��
W 5*XJ^*[�_`z�F*5�ñ.ô-ï5�Hd{58?-{?ð�=_ò;9Ez�ó;y)ô�[
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og9�@��$!����\*1�D>���"�'>��#;��51G51��5$!��1�.9u9�"��*����1����� �$~�B ë � �,���;/_���A+��;"���+���751;!�K,*,5$%��-��9&lpe)�1��*��������

A   (c   m)
dc   m
dt

= f    (c   m) + f �   (c   m) + f £   (c   m
[
c � m)
[ �$~1B ë����

c   m = (c   m   [ ... [ c   mm)t [ c � m = (c � m   [ ... [ c � mm)t [
�����

A   (c   m) = ‖a   kj(c   m)‖m ìm
k ì j=   ì   [ �$~1B ë����

a   kj = δkj +

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

∫

Ω

a   l(x)|um|p � l− � w   k(x)w   j(x) dx [ �$~1B ë����

f  �  j(c   m) = −

∫

Ω

(h   (x [ |∇um|)∇um
[
∇w   j) dx [ �$~1B ë����

f �   j(c   m) = −

∫

Ω

g   (x [ um)w   j dx [ f £   j(c   m
[
c � m) =

∫

Ω

f   (x [ um
[
vm)w   j dx.

�$~1B ë����
S\51��5;!��1�.9d9�"��*����6�������$~�B ëP~-�s5)9�@��;!����u*���>���"�_>��#$��51,���;/_���4+��;"���+���7

51;!�K,*,5$%��-��9&lpe)�1��*��������

A � (c � m)
dc � m
dt

= f   � (c � m) + f �� (c � m) + f £ � (c   m
[
c � m)
[ �$~1B ë����

c   m = (c   m   [ ... [ c   mm)t [ c � m = (c � m   [ ... [ c � mm)t [
�����

A � (c � m) = ‖a � kj(c � m)‖m ìm
k ì j=   ì   [ �$~1B � � �

a � kj = δkj +

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

∫

Ω

a � l(x)|vm|p � l− � w � k(x)w � j(x) dx [ �$~1B ��~-�

f   � j(c � m) = −

∫

Ω

(h � (x [ |∇vm|)∇vm
[
∇w � j) dx [ �$~1B �����

f �� j(c � m) = −

∫

Ω

g � (x [ vm)w � j dx [ f £ � j(c   m
[
c � m) =

∫

Ω

f � (x [ um
[
vm)w � j dx.

�$~1B ��ë��
UY�1+�"��;"��N*�����5;!�K\M�9&����O&���

f    (c   m)
[
f �   (c   m)

[
f   � (c � m)

�
f �� (c � m)

��!�7
����51��!��;%&K1���g6"��X9��P�1��!���*j�������#$�V*16�;!�5;2g!��1@����\!1���/0��[4����^�k*g+��6"�*1���
+�6"����"�1MV�8+��;"�*����Z��%��*��	BDoD%��;/_����5;!�K8+�"�����5;!1�*6%�2�lp!d!��1%&K1���'��5;!1�*1()���15;2
M=9&����O����

f £   (c   m
[
c � m)

�
f £ � (c   m

[
c � m)

BNf0����6/0�1�\��< ���1+�"��6"��N*�����5$!�KW+��
5;��*1����9&+�����5;!���+��;"��1���1�����=<�B
C	9�5;!�K

u   =
m
∑

k=  
c
   mk(t)w   k(x)

[
u � =

m
∑

k=  
c �   mk(t)w   k(x)

[
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v   =
m
∑

k=  
c
 � mk(t)w � k(x)

[
v � =

m
∑

k=  
c �� mk(t)w � k(x).

n.15651����!�"����N[p���+�"������6"�[VM�9&����O���l
f £   (c   m

[
c � m)

BVrs!1���[	*'51��%�9����;"��*��1��7
5;!�*1d�$~1B �=~-�`�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	eL123O���+��1@�������;"��*1�1��5;!�*��
∣

∣

∣f £   j(c
   m [ c  � m) − f £   j(c �   m

[
c �� m)

∣

∣

∣ 6

6 c a
∫

Ω
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∫
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K   =
∫

Ω

|um|s � (q � � + � ) dx 6 ε‖∇um‖r �
r � + c   . (ε)‖um‖

p � k  m �
p � k  [ �$~1B �����

����!���"����,*��N+��1%&���6���d+�"��d9�5$%���*���2�<

s   (q �   + � ) ∈ (p   k  [ r∗  ] [ r   > s   (q �   + � )
N + p   k N

[ �$~1B ��ë��
�����

m   = s   (q �   + � )r   ( ~ − α   )
p   k (r   − α   s   (q �   + � ))

[

α   =
( ~
p   k −

~
s   (q �   + � )

)( ~
N

−

~
r   +

~
p   k  

)−  
.

2 ��P�;!����N[?@�!��4�15$%?�8+���!�"��1>���*1;!�K�*1�V+��1%&���6����2�9�5$%���*���2�[?@�!��
q �   + � > p   k [ �$~1B �����

!��R��������;!�5;20!1������
s   > ~1[�@�!��0>69����;!0*��N+��6%?���1���R+��6"�*1���E9�5$%���*����:��#:�$~1B ��ë��-B
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K � *��=!��1��1�;!R5$%�����9&l	eL12,��O��1��7����

K � =

∫

Ω

|vm|s � (q � � + � ) dx 6 ε‖∇vm‖r �
r � + c   . (ε)‖vm‖

p � k m �
p � k [ �$~1B �����

����!���"����,*��N+��1%&���6���d+�"��d9�5$%���*���2�<

s � (q �� + � ) ∈ (p � k  [ r∗� ] [ r � > s � (q �� + � )
N + p � k N

[ �$~1B �����
�����

m � = s � (q ��� + � )r � ( ~ − α � )
p � k (r � − α � s � (q �� + � ))

[

α � =
( ~
p � k −

~
s � (q ��� + � )

)( ~
N

−

~
r � +

~
p � k  

)−  
.

2 ��P�;!����N[?@�!��4�15$%?�8+���!�"��1>���*1;!�K�*1�V+��1%&���6����2�9�5$%���*���2�[?@�!��
q �� + � > p � k [ �$~1B �����

!��R��������;!�5;20!1������
s � > ~1[�@�!��0>69����;!0*��N+��6%?���1���R+��6"�*1���E9�5$%���*����:��#:�$~1B �����-B!.�1+��;"�K,���q+���!�"��1>69��1�N[&@�!���>��

s   = s � =
�&[

!�������Y��%�2L51+�"��*�����%?��*���5$!�������!��6"�+��6%�2�O&���������=<4���;"��*1�1��5;!�*L�$~1B �����V�4�$~1B �����
��;���d+���!�"��1>���*�$!�K�*��N+��6%?���1����2d5$%�����9&l	e:9&lj56��*1���19&+�����5$!�KR9�5$%���*����

�'������æ�ê��'é���é?ç
�?ê�é?ç�f�é������êDä
�
(q �   + � ) ∈ (p   k  [ r∗  ] [ r   >

�
(q �   + � )
N + p   k N

[ �$~1B �����

�
(q ��� + � ) ∈ (p � k  [ r∗� ] [ r � >

�
(q �� + � )
N + p � k  N.

�$~1B �����
!.�1+��;"�Ku���k*u51��%�9 9�5$%���*����j�$~1B ����[0�$~1B�~$����[0�$~1B�~-����[0�$~1B�~-����[`W!1���/0�Z*

51��%�9Z����!��6"�+��6%�2�O&���������=<Z���6"��*1�1��5$!�*'�$~�B �����)�Z�$~1B �����0��#���O��1�����u�-~�B �P~-�)�
��#R"��*1�1��5$!�*�d�$~1B �����Y+��1%�9�@����u5$%��-��9&lpe)�1�,���6"��*1�1��5$!�*����

dΨm(t)

dt
+ c £ ‖∇um‖r �

r � + c £ ‖∇vm‖r �
r � + a‖um‖q � � + �

q � � + � + a‖vm‖q � � + �
q � � + � 6

6 ε‖∇um‖r �
r � + c   . (ε)‖um‖

p � k  m �
p � k  + ε‖∇vm‖r �

r � + c   . (ε)‖vm‖
p � k  m �
p � k  [
�$~1B � � �*�����!��1"�������� *���>��6"��1��+�6"���P�$!�"

ε = c £ /
�3��+��1%�9�@��������;"��*1�1��5;!�*��

dΨm(t)

dt
+
c £� ‖∇um‖r �

r � + c £� ‖∇vm‖r �
r � + a‖um‖q � � + �

q � � + � + a‖vm‖q � � + �
q � � + � 6

6 c   . (ε)‖um‖
p � k m �
p � k + c   . (ε)‖vm‖

p � k  m �
p � k  [��$~1B �=~-�
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dΨm(t)

dt
6 c   . (ε)‖um‖

p � k m �
p � k + c   . (ε)‖vm‖

p � k  m �
p � k  .

�$~1B �����
CE"�������!�����"���"19��1�\+��Z*1"��6�P�1����+���5$%����&���1�G���;"��*��1��5;!�*1�Z� *G51��%�9 56*�����5;!�*
M=9&����O����

ϕ   (x [ s) � ϕ � (x [ s) +��1%�9�@����u5-%��-��9&lpe)�1�,���;"��*��6��5;!�*1���

p   k − ~
p   k  a   � ‖um‖

p � k  
p � k  +

p � k  − ~
p � k a � � ‖vm‖

p � k 
p � k 6

6 Ψm( � ) + c   . (ε)
t∫
�
[

‖um‖
p � k m �
p � k + ‖vm‖

p � k  m �
p � k  

]

ds
[��$~1B ��ë��

��#4����!��1"������'56"��#X9W/0�3+��6%�9�@�1�1�N[=@�!��G*851��%�9u��-@�6%&K1���=<W9�5$%���*������$~1B ë����
�G�$~1B ë�ë��`���P�1�$!4���15;!��4��O��1����

Ψm( � ) 6 d < +∞
[

�����
d > � �g��� #$�*���51��!q��! m ∈ N

B)rs!1���[R��#q�$~1B ��ë��G*|51��%�9I!��1��"��6���
t�"�����9��1%�%����cD�;%�%?�P������cD��<�6"���}�~;�D���W+�"���<��-�&���'�)5$%��-��9?lpe)�1�L�+�"����1"������
��O��1�������

‖um‖
p � k  
p � k  + ‖vm‖

p � k  
p � k  6 c   / (T ) < +∞

[ �$~1B �����
+�"��8����5;!1;!��1@����8��6%����

T > � [=����� c   / (T ) > � �G����#;�*���56��!4��! m ∈ N
B�o

9�@��;!����|F1!����Z�+�"����1"������Z��O��6�����u��#��$~1B ��~-�_+��1%�9�@����j�6e)�3�?*��8�+�"�����"������
��O��1�����

T∫
�
[

‖∇um‖r �
r � + ‖∇vm‖r �

r �
]

dt 6 c   0 (T ) < +∞
[ �$~1B �����

‖um‖q � �
q � � + ‖vm‖q � �

q � � 6 c   1 (T ) < +∞
[ �$~1B �����

+�"��,����5$!1;!��1@������P6%����
T > � [?����� c   0 (T ) > � [ c   1 (T ) > � �d���)#;�*���5;2�!L�1!

m ∈ N
B

C`"���5;!69&+����W�_*��N*��-��9,�&"19&�-��<4�+�"�����"�����<���O��1�����&B�oAF1!����4O��;%?K6l�9�������7
/_���q��>��4@�15$!��W"��*1�1��5;!�*1G�$~�B ë � �R�� c′  mj

�Z+�"���5$9�������"19��1�H+��
j =
~6[
m
B

2 ;!��1�\9������$/_���]��>��G@�15;!��q"��*��6��5;!�*1��$~1B ëP~$�d��
c
′� mj

�|+�"���5-9&������"19��1�
+��

j =
~6[
m
BRC`��5$%���@������I5$%��;/L��� +��1%�9�@���*1()���65;2\"��*��6��5;!�*1|5 9�@��;!����

51*1����5$!�*0M=9&����O����?[�*;<��$��2�eR��<�*)���()�R9�"��*����6����2�[����W+��6%�9�@�����5$%�����9&l	e)�1�
"��*��6��5;!�*1���

‖u
′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ �� +
+

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

∫

Ω

|um|p � l− � |u′

m| � dx+

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

∫

Ω

|vm|p � l− � |v′

m| � dx+
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+
d

dt





∫

Ω

(H   (x [ |∇um|) + H � (x [ |∇vm|) + G   (x [ um) + G � (x [ vm)) dx



 =

=
d

dt

∫

Ω

F(x
[
um
[
vm) dx

[ �$~1B �����

��#L����!���"������d+��6%�9�@�1�1�u5$%��-��9&l	e0�1�_"��*��1��5;!�*1���
t∫
�
[

‖u
′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ ��
]

ds+

+

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

|um|p � l− � |u′

m| � dx ds+

+

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

|vm|p � l− � |v′

m| � dx ds+

+

∫

Ω

(H   (x [ |∇um|) + H � (x [ |∇vm|) + G   (x [ um) + G � (x [ vm)) dx−

− Em( � ) =

∫

Ω

F(x
[
um
[
vm) dx

[ �$~1B �����

�����

Em( � ) =

∫

Ω

(

H   (x [ |∇u � m|) + H � (x [ |∇v � m|)+

+ G   (x [ u � m) + G � (x [ v � m)

)

dx−

∫

Ω

F(x
[
u � m [ v � m) dx.

�$~1B �����

!?�1+��6"�K'#;����;!����N[D@�!��A*'51��%�9 ��$@�6%?K1���=<Z9�5$%���*������$~�B ë����_� �$~1B ë�ë���[V56����!�7
*1�;!�5;!�*$9&l	eR��<u9�5$%���*�����"���5;!1W�A!��1��"��1�=�\¦HBDSRBpa�"�156����5;�;%&K�56�������Z���P�1�;!
���15;!��d+�"������;%?K1�����_51*1����5;!�*1�

Em( � ) → E( � ) +�"��
m→ +∞

[
�����

E( � ) =

∫

Ω

(

H   (x [ |∇u � |) + H � (x [ |∇v � |)+

+ G   (x [ u � ) + G � (x [ v � )
)

dx−

∫

Ω

F(x
[
u � [ v � ) dx. �$~1B�~ ��� �
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!?�1+��6"�K¤��� *]51��%�9�9�5$%���*���� �$~1B ����[��$~�B�~-����[��$~1B�~$����[��$~1B�~-����[d\!1���/0�g*
51��%�9G����!��6"�+��6%�2�O&���������=<G���6"��*1�1��5$!�*3�$~1B �����`�W�$~1B �����Y��#R"��*1�1��5;!�*13�$~1B �����
+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���
t∫
�
[

‖u
′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ ��
]

ds+

+

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

|um|p � l− � |u′

m| � dx ds+

+

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

|vm|p � l− � |v′

m| � dx ds+

+ c £ ‖∇um‖r �
r � + c £ ‖∇vm‖r �

r � + a‖um‖q � � + �
q � � + � + a‖um‖q � � + �

q � � + � 6

6 d+ ε‖∇um‖r �
r � + c   . (ε)‖um‖

p � k  m �
p � k  +

+ ε‖∇vm‖r �
r � + c   . (ε)‖vm‖

p � k  m �
p � k  .

�$~1B�~ � ~-�

\51��%�9��+�"�����"������u��O��1����� �$~1B �����_+�"��u*��D>��1"��

ε = c £ /
�Z���g+�"���<��-�&���I�

5$%�����9&l	eR���A�?*$9��u�+�"�����"����V�u��O��1������V�
‖∇um‖r �

r � + ‖∇vm‖r �
r � 6 c   a (T ) < +∞

[ �$~�B�~ � ���
T∫
�
[

‖u
′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ ��
]

dt 6 c   b (T ) < +∞
[ �$~�B�~ � ë��

T∫
�

∫

Ω

[

(

a
  / �  k
(

|um|p � k/ � )′) �
+

(

a
  / �� k
(

|vm|p � k/ � )′) � ]
dt dx 6 c � � (T ) < +∞

�$~1B�~ � ���+�"�������5;!1;!��1@������P6%����
T > � [.����� c   a (T ) > � [ c   b (T ) > � � c � � (T ) > � ���#;�*���5;2�!,��!

m ∈ N
B

u ä
	�S?ç$è�ç���R�é'e�f�d?ç�S&ç�À��1è=ä
C`"��-/0����*�56�����3��#L�+�"�����"�����<'��O��6�����'�$~1B ������[D�$~1B ������[��$~�B�~ � ���:�W�$~1B�~ � ë��*��=!��6��1�;!�[�@�!��'5-9&e)�15;!�*-9��$!3!1���62A+��$�?+���5$%�������*1;!��;%&K1����5;!��

{um}
�
{vm}

[
@�!��4���P��lV!��P�15;!��45$%��-��9&l	eR���,+�"��-���;%&K1�����_51*1����5;!�*1��

um
∗
⇀ u ∗ −

5$%�6>��d*
L
∞( � [ T � W   ì r �� (Ω))

[ �-~�B�~ � ���
vm

∗
⇀ v ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W   ì r �� (Ω))

[ �-~�B�~ � ���
um

∗
⇀ u ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � Lq � � + � (Ω))

[ �-~�B�~ � ���
vm

∗
⇀ v ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � Lq � � + � (Ω))

[ �-~�B�~ � ���
u

′

m ⇀ u
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � L � (Ω))

[ �-~�B�~ � ���
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v

′

m ⇀ v
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � L � (Ω))

[ �-~�B�~�~ � �
A   (um)

∗
⇀ χ   ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W−   ì r∗� (Ω))

[ �-~�B�~�~�~-�
A � (vm)

∗
⇀ χ � ∗ −

5$%�6>��d*
L
∞( � [ T � W−   ì r∗� (Ω))

[ �-~�B�~�~-���

a
  / �  k
(

|um|p � k/ � )′

⇀ χ £ k
[

a
  / �� k
(

|vm|p � k/ � )′

⇀ χ . k 5$%�6>��d*
L
� (QT )

[
�$~1B�~�~-ë��

�����
A   (u) = −div(h   (x [ |∇u|)∇u) [ A � (v) = −div(h � (x [ |∇v|)∇v). �$~1B�~�~J���
N*������1�Z5$%��-��9&lpeR���_>����6<���*�� +�"���5;!�"����5$!�*���

W   ≡
{

u : u ∈ L
p( � [ T � W   ì r �� (Ω))

[
u

′

∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

} [ �$~1B�~�~-���

W � ≡
{

v : v ∈ L
p( � [ T � W   ì r �� (Ω))

[
v

′

∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

}

.
�$~1B�~�~����

+�"��
p >
~
.

�51��%�98+��6%�9�@��1�����=<3"�����1�R�+�"����1"����=<8��O��1�����4+���5$%��-����*1;!��;%?K�7

����5;!�K
{um}

"��*������P�;"����R+��
m ∈ N

����"������@��1��0*:>����6<���*1���'+�"���5;!�"����5;!�*��
W   [: +���5$%�������*�;!��$%?K1����5;!�K {vm}

"��*��������6"����q+��
m ∈ N

����"������@��6�� *
>����6<���*���� +�"���5;!�"����5;!�*��

W � B 2 ��P�;!����N[)@�!��\*H51��%�9g!��1��"��6���b�:>�F�����T)������51G}�~J���E������lp!��P�15$!��d*�+��1%&���,���1+�"��;"��N*������,*;%��;/0�1����2
W   ↪→↪→ L

p( � [ T � Lz � (Ω))
[

W � ↪→↪→ L
p( � [ T � Lz � (Ω))

�-~�B�~�~$���
+�"��

z   ∈ (
��[
r∗  ) [ z � ∈ (

�&[
r∗� ) B�CE��F1!����.9A��!�51l���35$%�����9��;!�[�@�!��85$9&e)�65;!�*$9&lp!!1������,+��-�?+���5$%�������*1;!��;%&K1����5$!��

{um}
�
{vm}

[?@�!��
um → u

51��%&K1���d*
L

p( � [ T � Lz � (Ω))
+�"��

z   ∈ (
��[
r∗  ) [ �$~1B�~�~-���

vm → v
51��%?K1���d*

L
p( � [ T � Lz � (Ω))

+�"��
z � ∈ (

��[
r∗� ). �$~1B�~�~����

�`!�5�l=���[N*d@�15$!�����5$!��?[N*��=!��1��1�;!�[=@�!��'���1����!���"����3+��-�.+���5$%�������*1;!��;%&K1����5$!��
{um}

�
{vm}

��>1%�$���lp!,5$%�����9&l	eR�����351*�����5;!�*1����.�
um → u

[
vm → v

��%�2d+��1@�!���*�5;�$<
(t
[
x) ∈ QT ≡ ( � [ T ) × Ω.

�$~�B�~-� � ��V56����[?@�!��d*�51��%�9'��6"�;!��1�-����"����1*���5;!��8M�9&����O&���
f   (x [ s   [ s � ) � f � (x [ s   [ s � )��#L+�"��-���;%&K1���=<�51*�����5;!�*d�$~�B�~-� � �`*��=!��1��6�;!�[?@�!��

f   (x [ um
[
vm) → f   (x [ u [ v) �

f   (x [ um
[
vm) → f   (x [ u [ v) �$~�B�~-�P~-�

+�"��
m → +∞

Bpf)%�2Z��6%?K1���1��(Y����������g��9�/_���u"�15;51�P��!�"��$!�KG5$%�����9&l	eR���
����!�����"�6%?�	�

J   =
∫

Ω

f   (x [ um
[
vm)w   j dx [ J � =

∫

Ω

f � (x [ um
[
vm)w   j dx. �$~1B�~-�����

n.15651����!�"����G��6/0�?�N�,��#EF6!���<4����!�����"�6%���*�B�rs!1���[�51+�"��*�����%&��*1�R5$%�����9&l	e)�1�
���6"��*1�1��5$!�*����
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|J   | 6 c 1




∫

Ω

|um|s � (q � � +   ) dx




  /s � 


∫

Ω

|vm|s � (q � � + � ) dx




  /s �
×

×





∫

Ω

|w   j |s � dx




  /s �
[ �$~1B�~-��ë��

����� ~
s   +

~
s � +

~
s £

=
~
.

�$~1B�~-�����

CE�1%��;/L����*,"��*1�1��5;!�*��4�$~1B�~-�����

s £ = r∗  [ (q �   + ~ )s   = r∗  [ (q �� + � )s � 6 r∗� . �$~1B�~-�����
!?������0+��1%�9�@����'��#Y�$~1B�~-������[�@�!��)���P�6�;!0���15;!��05$%��-��9&lpe)�1�E2�*������:*��D"�6/0�1�����
��%�2

s � : ~
s � =

~
−
q �   + �
r∗  .

�$~1B�~-�����

!?�1+��6"�K���#,�$~1B�~-�����Y�'�$~�B�~-�����`+��6%�9�@��������;"��*��6��5;!�*1�

r∗  (q �� + � ) + r∗� (q �   + � ) 6 r∗  r∗� . �$~1B�~-�����
oD%�������*1;!��;%&K1����[`+�"��|*��N+��6%?���1������9�5$%���*���2|�$~1B�~$�����d+�"���<��$�����¤� *��N*��-��9�[
@�!��4���P�1�$!4���15;!��dO���+��1@�������;"��*1�1��5;!�*





T∫
�

∫

Ω

|f   (x [ um
[
vm)|s¿ dx dt





  /s ¿
6

6 c 1




T∫
�

∫

Ω

|um|s � (q � � +   ) dx dt




  /s � 


T∫
�

∫

Ω

|vm|s � (q � � + � ) dx dt




  /s �
6

6 c � �




T∫
�

∫

Ω

|∇um|r � dx dt




(q � � +   )/r � 


T∫
�

∫

Ω

|∇vm|r � dx dt




(q � � + � )/r �
6

6 c �   (T ) < +∞
�$~�B�~-�����

+�"��
s . =

r∗ 
r∗  − ~

[
r∗  < +∞

[
Á {k}�~:}����s�M�M�M���s�
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�����

c �   (T ) > � *L51��%�93�+�"�����"������d��O��1�����8�$~�B�~ � ���s�3���R#$�*���51��!L��! m ∈ N
B

SY��6%����-��@����N����>�"��#;����+��6%�9�@�1�6�N[?@�!��




T∫
�

∫

Ω

|f � (x [ um
[
vm)|s Â dx dt





  /s Â
6 c ��� (T ) < +∞

�$~�B�~-�����

+�"��
s / =

r∗�
r∗� −

~ [ r∗� < +∞
[

�����
c ��� (T ) > � *'51��%�9��+�"�����"������u��O��6�������$~1B�~ � ���_�u����#;�*���51��!'��! m ∈

∈ N
B�!.������|��>�"��#;���N[N��#4+�"������;%?K1���=<A51*1����5;!�*G�$~1B�~-�P~-�R�W��O��1�����A�$~1B�~-������[

�$~1B�~-�����`+��6%�9�@�����*,51��%�93%��1������TR������51G}�~J���E+��6%�9�@����N[&@�!��
T∫
�

∫

Ω

f   (x [ um
[
vm)w   j(x)ψ   (t) dx dt→

T∫
�

∫

Ω

f   (x [ u [ v)w   j(x)ψ   (t) dx dt [
�$~1B�~-ë � �

T∫
�

∫

Ω

f � (x [ um
[
vm)w � j(x)ψ � (t) dx dt→

T∫
�

∫

Ω

f � (x [ u [ v)w � j(x)ψ � (t) dx dt
�$~1B�~-ëP~-�

��%�23*�5;�$<
ψ   (t) [ ψ � (t) ∈ D( � [ T )

[�+���56���6%&K1��9�[��1@��1*����&����[?@�!��

w   j(x)ψ   (t) ∈ L
r∗� (QT )

[
w � j(x)ψ � (t) ∈ L

r∗� (QT ).
a�"������R!�������[P+�����2�!�����[&@�!��

um → u
51��%?K1���d*

L
p � l(QT )

[ �$~1B�~-ë����
vm → v

51��%&K1���d*
L

p � l(QT ).
�$~1B�~-ë�ë��

!?�1+��6"�K,#;����;!����N[&@�!��d+�"��8*��N+��6%?���1�����49�5$%���*����?[&@�!��
�
(q �   + � ) < r∗  [ � (q �� + � ) < r∗�*,51��%�9'+�"������;%&K1���=<�51*1����5;!�*d�$~1B�~�~-���`�G�$~1B�~�~-���`+��6%�9�@����N[&@�!��

um → u
51��%&K1���d*

L
� (q � � + � )(QT )

[ �$~1B�~-ë����
vm → v

51��%?K1���d*
L
� (q � � + � )(QT ).

�$~1B�~-ë����
!?�1+��6"�KL*1��51+��6%?K1#X9��6�P5;2L9�5$%���*���2��=�4"���5;!1,�$~1B � � �	�8�$~1B �����	�,!��1��"��6���A¦HB�SRBa�"�151����5;�;%?K156�������Z��>u��+��6"�;!���"��GUY�1���NO��������u+��6%�9�@����N[V@�!��u���P��lp!A���15;!��
5$%�����9&l	eR���,+�"������;%?K1�����_56*�����5;!�*���

T∫
�

∫

Ω

f   (x [ um
[
vm)um dx dt→

T∫
�

∫

Ω

f   (x [ u [ v)u dx dt [ �$~1B�~$ë����
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T∫
�

∫

Ω

f � (x [ um
[
vm)vm dx dt→

T∫
�

∫

Ω

f � (x [ u [ v)v dx dt. �$~1B�~$ë����

!?�1@����8!1���/0�8����W*�+��;"�*����H+�6"����"�1MV�8+��;"�*����Z��%��*��|�������#$�N*11�;!�5;2�[=@�!��
������lp!����15;!��45$%�����9&l	eR���,+�"������$%?K1�����_56*�����5$!�*���

a
  / �  k
(

|um|p � k/ � )′

⇀ a
  / �  k
(

|u|p � k/ � )′ 5-%�1>��d*
L
� (QT )

[ �$~1B�~-ë����

a
  / �� k
(

|vm|p � k/ � )′

⇀ a
  / �� k
(

|v|p � k/ � )′ 5$%�1>��d*
L
� (QT ).

�$~1B�~-ë����
!.�1+��;"�K����(:�#;;��$@�_�������#;;!�K�[.@�!��3*d+�"��-���;%&K1���=<G"��*1�1��5;!�*�6<A�$~1B�~�~�~-�

�G�$~1B�~�~-���Y���P��lp!����15;!��45$%�����9&l	eR���_"��*��1��5;!�*1��
χ   = −div(h   (x [ |∇u|)∇u) [ χ � = −div(h � (x [ |∇v|)∇v) �$~1B�~�� � �f)%�2\F6!������\���� ��9�/_���\*1��51+��6%?K1#;��*1;!�K15;2]���;!��$����� �P�����1!���������5;!�� }�~J����B

C`�6"��1+���(:�1�k�J6%��6"�������56������+�"���>�%&��/0�1����2j�$~�B ë � �8�\�$~1B ëP~$�8*�5$%�����9&l	e)�1�*������
〈

u
′

m +

n �
∑

k=  
(p   k −

~
)

�
p   k a   k(x)|um|p � k/ � − � um

(

|um|p � k/ � )′

−

− div(h   (x [ |∇um|)∇um) + g   (x [ um) − f   (x [ um
[
vm)
[
w   j
〉

  = ��$~1B�~J��~-�

〈

v
′

m +

n �
∑

k=  
(p � k −

~
)

�
p � k a � k(x)|vm|p � k/ � − � vm

(

|vm|p � k/ � )′

−

− div(h � (x [ |∇vm|)∇vm) + g � (x [ vm) − f � (x [ um
[
vm)
[
w � j
〉

� = �
�$~1B�~J�����

��%�2k*�5;�$<
j =

~6[
m
[d�����

〈·
[
·〉   � F1!��]56����>����¤�.*1����5$!�*��1������5$!������$/0��9>����6<���*��N���i+�"���5;!�"����5;!�*�����

W
  ì r �� (Ω)

�
W

−   ì r′� (Ω)
['

〈·
[
·〉 � � F1!��56����>����3�?*�����5$!�*��1������5$!��'�P�-/0��9'>����6<���*1�V�=�'+�"���5$!�"����5;!�*1����
W
  ì r �� (Ω)

�
W

−   ì r′� (Ω)
B

m������$/_���H!��1+��;"�K'��>��8@�65;!���"��*��6��5;!�*1Z�$~1B�~J��~$�,��GM�9&����O&��l
ψ   (t) ∈

∈ D( � [ T )
�H+�"�������!�����"���"���*1�*�+��

t ∈ [ � [ T ]
+��1%�9�@��6�������u"��*1�1��5$!�*���[Y+���7

"��6�����1�h�I+�"������;%�9¤+�"��
m → +∞.


b"��1#X91%?K�!1;!��|+��6%�9�@�����5$%�����9&l	e)�1�
"��*��6��5;!�*1���
T∫
�

〈

u
′

+

n �
∑

k=  
(p   k −

~
)

�
p   k a   k(x)|u|p � k/ � − � u

(

|u|p � k/ � )′

+

. �
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+ χ   + g   (x [ u) − f   (x [ u [ v) [ w   j
〉

  ψ   (t) dt = � [��$~�B�~J��ë��
��#�����!���"������j*|56*���lc�1@��6"����?K|*q51��%�9g��51����*������j%��6����� *�6"����O��������������
��5-@���5$%��6����23+��1%�9�@����u"��*1�1��5;!�*��
〈

u
′

+

n �
∑

k=  
(p   k −

~
)

�
p   k a   k(x)|u|pk/ � − � u

(

|u|p � k/ � )′

+

+ χ   + g   (x [ u) − f   (x [ u [ v) [ w
〉

  = �
��%�23+��1@�!���*�56�$<

t ∈ [ � [ T ]
�$~1B�~J�����

��%�23*�5;�$<
w ∈ W

  ì r �� (Ω)
B

m������$/_���H!��1+��;"�K'��>��8@�65;!���"��*��6��5;!�*1Z�$~1B�~J�����,��GM�9&����O&��l
ψ � (t) ∈

∈ D( � [ T )
�H+�"�������!�����"���"���*1�*�+��

t ∈ [ � [ T ]
+��1%�9�@��6�������u"��*1�1��5$!�*���[Y+���7

"��6�����1�h�I+�"������;%�9¤+�"��
m → +∞.


b"��1#X91%?K�!1;!��|+��6%�9�@�����5$%�����9&l	e)�1�
"��*��6��5;!�*1���
T∫
�

〈

v
′

+

n �
∑

k=  
(p � k −

~
)

�
p � k a � k(x)|v|p � k/ � − � v

(

|v|p � k/ � )′

+

+ χ � + g � (x [ v) − f � (x [ u [ v) [ w � j
〉

� ψ � (t) dt = � [��$~�B�~J�����
��#�����!���"������j*|56*���lc�1@��6"����?K|*q51��%�9g��51����*������j%��6����� *�6"����O��������������
��5-@���5$%��6����23+��1%�9�@����u"��*1�1��5;!�*��
〈

v
′

+

n �
∑

k=  
(p � k −

~
)

�
p � k a � k(x)|v|p � k/ � − � v

(

|v|p � k/ � )′

+

+ χ � + g � (x [ v) − f � (x [ u [ v) [ w
〉

� = � ��%�23+��1@�!���*�56�$< t ∈ [ � [ T ]
�$~1B�~J�����

��%�23*�5;�$<
w ∈ W

  ì r �� (Ω)
B

!.������u��>�"��#;���D[P��� ���;/0�1��*�#-2�!�K�*,"��*��1��5;!�*1�4�$~1B�~������
w = u(x)(t)

[
+�"�������!�����"���"���*�;!�K�+��

t ∈ ( � [ T )
�j+���5$%�������!�����"���"���*1�����2|+���@�15$!12��k*

51��%�9W"��1#X91%?K�!1;!13+�6"����"�1MN3��CE"���%��$/0�1����2�+��6%�9�@���!�K45$%�����9&l	e)�1��"��*��1��7
5;!�*1���

T∫
�
〈χ   [ u〉   dt =

T∫
�
dt

∫

Ω

[f   (x [ u [ v) − g   (x [ u)]u dx dt+ Ψ   ( � ) − Ψ   (T )
[

�$~1B�~J�����
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Ψ   (t) ≡
~
�

∫

Ω

u � (x)(t) dx+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u(x)(t)|p � l dx. �$~1B�~J�����

Sg*�"��*��6��5;!�*1�4�$~1B�~J�����`*�#-2�!�K
w = v(x)(t)

[
+�"�������!�����"���"���*�;!�K�+��

t ∈ ( � [ T )
�j+���5$%�������!�����"���"���*1�����2|+���@�15$!12��k*

51��%�9W"��1#X91%?K�!1;!13+�6"����"�1MN3��CE"���%��$/0�1����2�+��6%�9�@���!�K45$%�����9&l	e)�1��"��*��1��7
5;!�*1���

T∫
�
〈χ � [ v〉 � dt =

T∫
�
dt

∫

Ω

[f � (x [ u [ v) − g � (x [ v)] v dx dt+ Ψ � ( � ) − Ψ � (T )
[

�$~1B�~J�����
�����

Ψ � (t) ≡
~
�

∫

Ω

v � (x)(t) dx+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v(x)(t)|p � l dx. �$~1B�~-� � �

!?�1+��6"�K�����"�15651����!�"����u5$%�����9&l	eR���_*��D"�6/0�6����2&�

X   m ≡

T∫
�
dt 〈A   (um) − A   (z   ) [ um − z   〉   [ �$~1B�~-�P~-�

X � m ≡

T∫
�
dt 〈A � (vm) − A � (z � ) [ vm − z � 〉 � [ �$~1B�~-�����

�����
A   (z) = −div(h   (x [ |∇z|)∇z) [ A � (z) = −div(h � (x [ |∇z|)∇z).
 56��%�9�56*�����5;!�*3�$~1B ���`�G�$~1B�~-ë��`�����1�1�

X   m > � �
X � m > � .


 56��%�98F6!������d�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	eR���,���;"��*��1��5;!�*1��

� 6

T∫
�
dt 〈A   (um)

[
um〉   −

T∫
�
dt 〈A   (um)

[
z   〉   −

T∫
�
dt 〈A   (z   ) [ um − z   〉   [

�$~1B�~-��ë��

� 6

T∫
�
dt 〈A � (vm)

[
vm〉 � −

T∫
�
dt 〈A � (vm)

[
z � 〉 � −

T∫
�
dt 〈A � (z � ) [ vm − z � 〉 � .

�$~1B�~-�����
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!?�1+��6"�KI9&�����;/_���È��>��j@�65;!���"��*1�1��5;!�*1k�$~1B ë � � �� c   mj

[dg��>��I@�15;!��
"��*��6��5;!�*1��-~�B ëP~-�s��

c � mj
�d+�"���5$9�������"19��6�Z+��1%�9�@��6�������)"��*1�1��5;!�*1_+��

j =
=
~1[
m
B.
�"��1#J91%&K-!1;!��,+��1%�9�@����Z5$%��-��9&lpeR���_"��*��6��5$!�*���

T∫
�
dt 〈A   (um)

[
um〉   =

=

T∫
�
dt

∫

Ω

[f   (x [ um
[
vm) − g   (x [ um)]um dx dt+ Ψ   m( � ) − Ψ   m(T )

[
�$~1B�~-�����

T∫
�
dt 〈A � (vm)

[
vm〉 � =

=

T∫
�
dt

∫

Ω

[f � (x [ um
[
vm) − g � (x [ vm)] vm dx dt+ Ψ � m( � ) − Ψ � m(T )

[
�$~1B�~-�����

�����

Ψ   m(t) ≡

~
�

∫

Ω

u �m(x)(t) dx+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|um(x)(t)|p � l dx [G�$~1B�~-�����

Ψ � m(t) ≡

~
�

∫

Ω

v �m(x)(t) dx+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|vm(x)(t)|p � l dx. �$~1B�~-�����

o��&"19&�����85;!���"������p[�"�����1�,����=�8>��=%��,�������#;�����[&@�!��
um(x)(t) → u(x)(t)

51��%?K1���d*
L

p � k (Ω)
��%�23+?B *�B

t ∈ [ � [ T ]
[

vm(x)(t) → u(x)(t)
51��%?K1���d*

L
p � k  (Ω)

��%�23+?B *�B
t ∈ [ � [ T ]

[
CE��F1!�����9 ��#�"��*��6��5;!�*u�$~1B�~-������[Y�$~1B�~-������� ��-@�6%&K1���=<�9�5$%���*�����*��=!��1��1�;!�[
@�!��4���P�1�$!4���15;!��45$%��-��9&l	e0�1�,+�"������;%?K1�����,���;"��*��6��5;!�*1���

lim sup
m→+∞

T∫
�
dt 〈A   (um)

[
um〉   6

6

T∫
�
dt

∫

Ω

[f   (x [ u [ v) − g   (x [ u)]u dx dt+ Ψ   ( � ) − Ψ   (T )
[ �$~1B�~-�����
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lim sup
m→+∞

T∫
�
dt 〈A � (vm)

[
vm〉 � 6

6

T∫
�
dt

∫

Ω

[f � (x [ u [ v) − g � (x [ v)] v dx dt+ Ψ � ( � ) − Ψ � (T )
[ �$~1B�~�� � �

��#L����!���"���<'*,51��%�9W�$~1B�~������`�G�$~1B�~J�����`+��1%�9�@����u5$%�����9&l	eR���,���6"��*��6��5$!�*1��

lim sup
m→+∞

T∫
�
dt 〈A   (um)

[
um〉   6

T∫
�
dt 〈χ   [ u〉   [ �$~1B�~��=~-�

lim sup
m→+∞

T∫
�
dt 〈A � (vm)

[
vm〉 � 6

T∫
�
dt 〈χ � [ v〉 � . �$~1B�~������

Sg��#L���;"��*��1��5;!�*d�$~1B�~$��ë��`�G�$~1B�~-�����`*��=!��6���lp!,5$%�����9&l	eR���,���;"��*��1��5;!�*1��

� 6

T∫
�
dt 〈χ   [ u〉   −

T∫
�
dt 〈χ   [ z   〉   −

−

T∫
�
dt 〈A   (z   ) [ u− z   〉   =

T∫
�
dt 〈χ− A(z   ) [ u− z   〉   [ �$~1B�~���ë��

� 6

T∫
�
dt 〈χ � [ v〉 � −

T∫
�
dt 〈χ � [ z � 〉 � −

−

T∫
�
dt 〈A � (z � ) [ v − z � 〉 � =

T∫
�
dt 〈χ � − A(z � ) [ v − z � 〉 � . �$~1B�~������

f06%��1�,5;!1�����6"�!����N����>�"��#$������#_*��D"�6/0�1�����W�$~1B�~���ë��:�W�$~1B�~������Y*��=!��1��1�;!�[
@�!��

χ   = −div(h   (x [ |∇u|)∇u) [ χ � = −div(h � (x [ |∇v|)∇v). �$~1B�~-�����
!.������^��>�"��#;���N[E9&�����;/_��*���>��W@�15;!��|"��*1�1��5;!�*1|�-~�B ë � �8�� ψ   (t) [Y�"��7*1�1��5$!�*��^�$~1B ëP~-����

ψ � (t) �k+�"�������!�����"���"���*��*\+��]*1"��1���1���&[4+���5$%��|@������+��;"��$<��$��2,�,+�"������;%�9d+�"��
m→ +∞

��%�2���!�������*��=<3��0��������N�4�P���P�6��!L+��$�?7
+���5$%��-����*1;!��;%?K1����5;!��6�

{um}
�
{vm}

+��6%�9�@����N[=@�!��G+�"������;%&K1�����3M=9&����O����
u(x)(t)

�
v(x)(t)

2�*;%�2�lp!�5;2_5$%�1>��V�W"��1(:�1�����1�G51��5;!��1�=�A9�"��*����1�����3�$~�B�~-�X�
�$~1B ���:*451���=5$%�����+�"������;%��1����2�~1B.f06%��1����51+��1%&K1#J9�285$!������6"�!����V��6%&�-�1"���!��
+�"��$���1%�/0�1����2�"��1(Y�1����24*1�,*1"��1���1���d+�"���<��-�&���A�,5$%�����9&l	e)�1�.9d"��1#J91%&K-!1;!69��
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!0�D�N"	�D�Rq~�B \KD�ó6y)ô3x�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7^x�ó6ð©D�óJñ?z�x�ò;Hqï5�BED�ïFG�ò&ò [ x�L�z í H�<_ò�ðx){5&ó6ó>9r5�ys{&ò�x
5�ð>9KD�õgó1ò�ó;y0ð>9KD©D�{5�x1ï&ð;ï&ò�î[ ¢ z;X í 5 N {&ò í z N z;ñ&ï&ò�y)ðXñ.ô-ï�7:LD�óJñ?z�x�ò;H*L [ A�y:z

r∗� + (
�
q �� + ë )r∗  6 r∗  r∗� [ r∗  + (

�
q �   + ë )r∗� 6 r∗  r∗� [

r∗  (q �� + � ) + r∗� (q �   + � ) 6 r∗� r∗  [
�
(q �   + � ) ∈ (p   k  [ r∗  ) [ r   >

�
(q �   + � )
N + p   k N

[

�
(q ��� + � ) ∈ (p � k  [ r∗� ) [ r � >

�
(q �� + � )
N + p � k N

[
í ñ8H�ñ?õl687¯L

u � (x) ∈ W
  ì r �� (Ω)

[
v � (x) ∈ W

  ì r �� (Ω)
ï5&î í ð1y0óMHHyI5F�z�ð

T � =
= T � (u � [ v � ) > � [ A�y0z í ñ*H|x�ó6ðmL T ∈ ( � [ T � ) ómD�<Lð6ó;y)x�D�ð6yÈóJñ�56�z�ð'z�6�z�68�<Lð6ï�ï�z�ðY{&ð�=_ð6ï�ò�ð

u(x)(t)
ò
v(x)(t)

yI5F�z�ð [ A�y0z
u(x)(t) ∈ L

∞( � [ T � W   ì r �� (Ω))
[

v(x)(t) ∈ L
∞( � [ T � W   ì r �� (Ω))

[
u

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
v

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω)).

(

|u|p � k/ � )′ [ (

|v|p � k/ � )′

∈ L
� (QT ).

\p{&òA�ðs9kñ?ò6�z
T � = +∞

ñ.ò6�z
T � < +∞

ò x N z�óJñ?ð í ï&ðs9hóJñ*D�A
5�ðWò;9Eð6ð6y9Eð6ó;y0z N {&ð í ðJñ.ô-ï&z�ð_ó6x1z�î�ó6y0x�z
lim sup

t↑T [‖∇u‖r � + ‖∇v‖r � ] = +∞.

Ã ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZS&ç�U)ç�é�ê��Pä

V*1�-���1�u5$%�����9&l	eR���_��>���#;��-@��6����2&�

Φm(t) ≡

~
�

t∫
�
‖um‖ �� ds+

~
�

t∫
�
‖vm‖ �� ds+

+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

t∫
�

∫

Ω

a   l(x)|um|p � l dx ds+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

t∫
�

∫

Ω

a � l(x)|vm|p � l dx ds+

+

~
�
p � ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p � p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
�
p � ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx [ �$~1B�~������

Jm(t) ≡

t∫
�
‖u

′

m‖ �� (s) ds+

t∫
�
‖v

′

m‖ �� (s) ds+
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+

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

a   l(x)|u′

m| � |um|p � l− � dx ds+

+

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

a � l(x)|v′

m| � |vm|p � l− � dx ds+

+

~
� ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
� ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx [ �$~1B�~������

�����
p � = max{p   k [ p � k  }.op+�"��*1�-��%?��*1_5$%�����9&l	eL12d*16/_��12,%��6���P�[��������#;;!��;%&K�5;!�*1�4���1!��1"����3*L!��1@�7

����5;!���+���*;!���"�2��;!L�������#;;!��;%&K�5$!�*��,%��1�=���]~)+��;"�*1������%��*��	B
TG�D�L�)4~1B'x 9Eð1ð6yy9Eð6ó;y0z)óJñ?ð í D�õI<_ð6ð í òB-BsðJ{&ð6ï�G�ò*5�ñ.ô-ï�z�ð`ï�ðJ{5�x�ð6ï&ó;y0x�z �

(

Φ
′

m

) �
6 p � ΦmJm

í ñ8HGx�ó6ðML
t ∈ [ � [ T ]

[ �-~�B�~������
X í ð

p � = max{p   k [ p � k  }.f)%�2�*��N*1�$��)����5;!1$!��1@����=<�9�5$%���*�����"��#-"19&(:�1����2,5$%�6>������_��>���>�e)�1���������
"��1(Y�1����2�#$;��-@��Z�$~1B�~-�X���$~�B ���0*351���=5$%��4��+�"��-���;%��1����2�~L51��-@�6%�49������;/_���
��>��R@�15;!��8"��*��1��5;!�*1d�$~1B ë � �`�� c   mj

�8+�"���5-9&���=��"19��1��+��
j =
~6[
m.
2 ;!��6�

9������;/L���j��>��3@�65;!��u"��*��1��5;!�*1A�$~�B ëP~-�_��
c � mj

��+�"���5-9�������"19��6�I+��
j =

=
~6[
m
B?C`��5$%��)@�������5$%��;/_���u+��1%�9�@���*1()���15$24"��*1�1��5;!�*1,�8+��6%�9�@����u+��;"�*����

F����;"����;!���@��151�����_"��*��6��5;!�*1�

d � Φm

dt � +

∫

Ω

h   (x [ |∇um|)|∇um| � dx+

∫

Ω

h � (x [ |∇vm|)|∇vm| � dx+

+

∫

Ω

g   (x [ um)um dx+

∫

Ω

g � (x [ vm)vm dx =

=

∫

Ω

[f   (x [ um
[
vm)um + f � (x [ um

[
vm)vm] dx.

�$~1B�~������

f)%�2u*��N*��-��W*6!���"������WF����6"����;!���@��156�������A"��*1�1��5;!�*1W56��-@�6%��9������;/L���I"��7
*1�1��5$!�*��_�$~�B ë � �V�� c′  mj

��+�"���5-9&������"19��1�'+��
j =
~1[
m
B 2 ;!��6�89������;/L���'��>��

@�65;!���"��*1�1��5;!�*1,�$~1B ëP~$�p��
c
′� mj

�4+�"���5$9�������"19��6�A+��
j =
~6[
m
B�CE��5$%��Y@������

5$%��;/L����+��6%�9�@���*�()���15;2d"��*��6��5;!�*1���+��1%�9�@����u5$%��-��9&l	e0�1�,*��D"�6/0�1�������



�¡ gd ( ç�ø
��ø�»�ì�þ>��ê¾¼w,8ëWêîç�ìgëWêm+\ë;,�½k�\è$úWè�û1ü°ç�ì�ý_ê-þJÿ\ì�½J�;úWè\é_ë\êªëWì;+
d

dt

[

Jm +

∫

Ω

(

H   (x [ |∇um|) + H � (x [ |∇vm|)+

+ G   (x [ um) + G � (x [ vm)
)

dx

]

=
d

dt

∫

Ω

F(x
[
um
[
vm) dx.

�$~1B�~$� � �

!?�1+��6"�K,�=��+�"�������!�����"���"19��6�u+���*1"��1���1���3+���5$%����&���1�L"��*1�1��5;!�*����8+��1%�9�@����
5$%�����9&l	e)�1�L"��*1�1��5;!�*����

Jm +

∫

Ω

(

H   (x [ |∇um|) + H � (x [ |∇vm|)+

+ G   (x [ um) + G � (x [ vm)
)

dx− Em( � ) =

∫

Ω

F(x
[
um
[
vm) dx

[ �$~1B�~$��~-�

�����

Em( � ) ≡
~
� ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
� ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx+

+

∫

Ω

(

H   (x [ |∇u � m|) + H � (x [ |∇v � m|)+

+ G   (x [ u � m) + G � (x [ v � m)
)

dx−

∫

Ω

F(x
[
u � m [ v � m) dx

�$~1B�~$�����

!?�1+��6"�K���#L���;"��*1�1��5;!�*13�$~1B �����`+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

ϑJm + ϑ

∫

Ω

(

H   (x [ |∇um|) + H � (x [ |∇vm|)+

+ G   (x [ um) + G � (x [ vm)
)

dx− ϑEm( � ) 6

6

∫

Ω

[f   (x [ um
[
vm)um + f � (x [ um

[
vm)vm] dx.

�$~1B�~$��ë��

�`!�5�l=�������#R"��*��1��5;!�*1d�$~1B�~-�����`��� +��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

d � Φm

dt � +

∫

Ω

h   (x [ |∇um|)|∇um| � dx+

∫

Ω

h � (x [ |∇vm|)|∇vm| � dx+

+

∫

Ω

g   (x [ um)um dx+

∫

Ω

g � (x [ vm)vm dx > ϑJm+
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+ ϑ

∫

Ω

(

H   (x [ |∇um|) + H � (x [ |∇vm|)+

+ G   (x [ um) + G � (x [ vm)
)

dx− ϑEm( � ). �$~1B�~$�����
!?�1+��6"�Kq��#A9�5$%���*����g�$~1B ����[_�-~�B�~-����[L�$~1B�~$���'�g�$~1B�~$���'+��1%�9�@�����5$%�����9&l	e)�1�
���6"��*1�1��5$!�*����

d � Φm

dt � + ϑEm( � ) > ϑJm+

+ (ϑ− ϑ    )
∫

Ω

H   (x [ |∇um|) dx+ (ϑ− ϑ   � )
∫

Ω

H � (x [ |∇vm|) dx+

+ (ϑ− ϑ �   )
∫

Ω

G   (x [ um) dx+ (ϑ− ϑ �� )
∫

Ω

G � (x [ vm) dx
[ �$~1B�~$�����

��#L����!���"������d+�"���*��N+��6%?���1�����d9�5$%���*����?[&@�!��
ϑ > ϑ    [ ϑ > ϑ   � [ ϑ > ϑ �   [ ϑ > ϑ �� [��� +��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�_���;"��*��1��5;!�*1���

d � Φm

dt � + ϑEm( � ) > ϑJm.
�$~1B�~$�����

rY#)���;"��*1�1��5;!�*��$~1B�~������	���$~1B�~$�����s����+�"���<��-�&���A����56�����P���.94�&��MVMV�;"��1��O&��7
6%&K1������9'���;"��*1�1��5;!�*$9

Φ
′′

mΦm − α(Φ
′

m) � + βΦm > � [ �$~1B�~$�����
�����

α =
ϑ

p �
[

β = ϑEm( � ).
CE"��-�?+��6%��;/_���N[?@�!��d*��N+��6%?���1���,9�5$%���*����

ϑ > p � .
�V56����[?@�!��d��9�/_���4"�15651����!�"��;!�KR�.*1,5$%�9�@�12

β > � [ β 6 � .
n.15651����!�"����H51��-@�6%�'>��6%��1�85$%��;/L���N�Z5$%�9�@���

β > � . 
\51��%�9u"��1#X91%?K-!1;!1!��1��"��6���g~ � CE"���%��;/0�1����23�����1�1�N[&@�!��d+�"���*1�V+��1%&���6�����d9�5$%���*����

Φ
′

m( � ) >
( �

β�
α−
~ Φm( � )

)   / �
> � �$~1B�~$�����

�����1�;!3���15;!��8"��#-"19&(Y�1�����4"��1(Y�1����2�B�m.5$%���*����8�-~�B�~$�����0+�"������;!d5$%�����9&l	eR���
*����P�
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∫

Ω

F(x
[
u � m [ v � m) dx >

p ��
ϑ

( ~
� ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
� ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx
)

+

+

∫

Ω

(

H   (x [ |∇u � m|) + H � (x [ |∇v � m|) + G   (x [ u � m) + G � (x [ v � m)
)

dx.

�$~1B�~$�����
oD%�9�@���

β 6 � +��6%�9�@�1�$!�5;24��#0+�"����?�=��9&e)�1���,5$%�9�@�12�[&�15$%&�3*1��*�5;�$<3MV��"��.9&7%�6<G+��1%��;/_��!�K
β = � . CE"��3F1!��������P�6�;!��P�15;!���5$%��-��9&lpeL12d��O��1������

Φm(t) >

~
[

Φ
  −α
m ( � ) −Amt

]   /(α−   )
[ �$~1B�~-� � �

A �m = (α−
~
) � Φ− � α

m ( � )
[

(

Φ
′

m( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φm( � )

]

> � .
!?�1+��6"�K:��5;!16%���51K0+��;"��1��!��,�L+�"������;%�9�+�"��

m→ +∞
*0���;"��*��1��5;!�*1�R�$~1B�~-� � �-B!.������u��>�"��#;���N[���� +�"���(Y%?���45$%��-��9&lpe)�1�d!��6��"��1�����

!0�D�N"s�D�RZ�&B \KD�ó;yRô�x�7 N z$ñ&ï&ð;ï�7�x�ó6ð�D�óJñ?z�x�ò;Hjy0ð6z6{&ð>9-7 ~ [ ¢ z�X í 5 N {?òx�7 N z;ñ&ï�ð6ï�ò&ò©D�óJñ?z�x�ò�î [ A�y:z
ϑ > ϑ  �  [ ϑ > ϑ   � [ ϑ > ϑ �   [ ϑ > ϑ �� [ ϑ > p � [ p � = max{p   k  [ p � k  } [

∫

Ω

F(x
[
u � [ v � ) dx > p ��

ϑ

( ~
� ‖u � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

+

~
� ‖v � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � |p � l dx
)

+

+

∫

Ω

(

H   (x [ |∇u � |) + H � (x [ |∇v � |) + G   (x [ u � ) + G � (x [ v � )
)

dx

x-{&ð>9EH
T � = T � (u � [ v � ) ò8?_y0ð6z6{&ð>9-7 ~ F�z�ï&ð�A�ï�zdò [ óJñ?ð í z�x�5�y0ðJñ.ô-ï�z [ ò;9Eð6ð6y9Eð6ó;y0z N {&ð í ðJñ.ô-ï&z�ð_ó6x1z�î�ó6y0x�z

lim
t↑T [‖∇u‖r � + ‖∇v‖r � ] = +∞

[

N {&òA�ð>9
T � 6 Φ

  −α( � )A−   [
X í ð

Φ( � ) =

~
�
p � ‖u � ‖

�� +
n �
∑

l=  
p   l − ~
p � p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+
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+

~
�
p � ‖v � ‖

�� +
n �
∑

l=  
p � l − ~
p � p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � |p � l dx [

Φ
′

( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

~
� ‖v � ‖ �� +

+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|u � |p � l dx [

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � [

α =
ϑ

p �
[

β =

{

ϑE( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

E( � ) ≡
~
� ‖u � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

+

~
� ‖v � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � |p � l dx+

+

∫

Ω

(

H   (x [ |∇u � |) + H � (x [ |∇v � |)+

+ G   (x [ u � ) + G � (x [ v � )
)

dx−

∫

Ω

F(x
[
u � [ v � ) dx.

Ú��Õk Ó oNÜ�p��	ÝJ{c�zx�{$pA{�Ý8{c�zxEÞ�uÃðA��u�Þ�|~x�|&àb{�¦4� �rpvo��t��{Ã��xEÞ
|�ðA��u�Þ���u�Þ���{ÃwAx���{.Þ��Auv|&à�á=â¿x���{~wruQ}Ao�w	áq�r��¦Êx�|&àbutyA�zx�}Qu:¦
ã�ä�åpæ�ç$è�ç�é�ê?ç�ä

¤F1!����¤+�6"����"�6MV�A���k��#X9�@����]*���+�"���5W�u"��#-"19&(:�6����� "��1(Y�1����2�5$%���7

��9&l	e0�1�q��-@�6%&K1�����?��"�6�1*���� #;;��$@�����%�2�51��5$!��1���g9�"��*����1����� 5'�.*1���������
���;%?�����6������5;!�K1lI�8���;%�����;%?K1���N����5$!��1@����������V�

∂ϕ   (x [ u)
∂t

−4u = u

∫

Ω

v � dx [ ���&B�~-�

∂ϕ � (x [ v)
∂t

−4v = v

∫

Ω

u � dx [ ���&B ���

ϕ   (x [ u) = u+

n �
∑

k=  
a   k(x)|u|p � k− � u [ ���&B ë��
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ϕ � (x [ v) = v +

n �
∑

k=  
a � k(x)|v|p � k− � v [ ���&B ���

u|∂Ω = � [ v|∂Ω = � [ u(x
[ � ) = u � (x) [ v(x

[ � ) = v � (x) [ ���&B ���
�����

Ω ⊂ R
N � F6!�������"������@��1����124��>�%�15;!�KL5_��%�;�?�����8��"������O��1� ∂Ω ∈ C �Xì δ+�"��

δ ∈ ( � [�~ ] B�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä
C`"��-/0���,*�5;�����d*�*1�-���1�A9�5$%���*���23��,M�9&����O����

ϕ   (x [ s) � ϕ � (x [ s) B��������æ�ê��'é��
ϕ   (x [ s) ä

(i)1 a   k(x) > � ��%�2d+��1@�!���*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

a   k(x) ∈ L
∞(Ω) �

(ii)1
+�9�5;!�K

p   k  = max
k∈   ì n � p   k

[
p   k  < � ∗

��+�"��3F1!����
a   k  (x) > a   � > ���

(iii)1 p   k > ����%�2d*�5;�$< k =
~6[
n  s���������æ�ê��'é��

ϕ � (x [ s) ä
(i)2 a � k(x) > � ��%�2d+��1@�!���*�5;�$< x ∈ Ω

�?[���"����P�R!�������[
a � k(x) ∈ L

∞(Ω) �
(ii)2

+�9�5;!�K
p � k  = max

k∈   ì n � p � k
[

p � k  < � ∗
��+�"��3F1!����

a � k  (x) > a � � > ���
(iii)2 p � k > ����%�2d*�5;�$< k =

~6[
n � �f);�����H��+�"������$%��1�����85$%�1>������G��>���>�e)�6���������G"��1(Y�1����2G#;;��$@��?[V*'��%�1517

51��@��651�����u51�=��5$%��,������l	e)�6��*����Z���&B�~-�X�����&B ����B
�A+p"p�.�s�=%s���`�	�j�YB43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò ���&B�~-�X�

���&B ��� ï5*?�7px�5�õYy)óMHTBKD�ï*FG�ò&ò
u(x)(t)

ò
v(x)(t)

y�5*F�ò�ð [ A�y0z
u(x)(t)

[
v(x)(t) ∈ L

∞( � [ T � H  � (Ω))
[

u
′

(x)(t)
[
v

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

[
D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?õI<_ò�ðLóJñ?ð í D�õI<_ò;9q{5�x�ð;ï&ó;y)x�5�9 �
〈〈

d

dt

∫

Ω

ϕ   (x [ u)w   (x) dx+

∫

Ω

(∇u
[
∇w   ) dx−

−

∫

Ω

v � dx
∫

Ω

uw   dx [ ψ   (t)
〉〉

= � [����&B ���

〈〈

d

dt

∫

Ω

ϕ � (x [ v)w � (x) dx+

∫

Ω

(∇v
[
∇w � ) dx−

−

∫

Ω

u � dx
∫

Ω

vw � dx [ ψ � (t)
〉〉

= � ���&B ���
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ò�ï5A
5�ñ?ô$ï�7�9ÄD�óJñ?z�x�ò;H89

u � (x) = u(x)( � ) ∈ H
 � (Ω)
[

v � (x) = v(x)( � ) ∈ H
 � (Ω)

���&B ���
í ñ8H|ñ?õl687:L

w   (x) ∈ H
 � (Ω)
[
w � (x) ∈ H

 � (Ω)
[
ψ   (t) ∈ D( � [ T )

ò
ψ � (t) ∈

∈ D( � [ T )
[ X í ð

〈〈·
[
·〉〉 ¨nÅ y0z)ó�F�z;6�F�ò í x�z�î�ó;y0x�ð;ï�ï�z�ó;y)òJ9Eð�] í D N {?z�ó;ys{5�ï��ó;y0x�z�9Èz�ó;ï�z�x1ï�7¯LiBED�ïFG�ò�î

D( � [ T )
òIó6z�z�y0x�ð1y0ó;y0x�D�õI<_ò;9 N {?z�ó;ys{5�ï��ó;y0x�z�9 {�5�ó N {&ð í ðJñ?ð6ï�ò�î D

′

( � [ T )
[

2 p�R�=@Ep�`�s���&B,rY#Z��+�"������$%��1����2|�H*��=!��6��1�$!�[`@�!��|+���5$%���*���#$�P�;/_�������
��#$�P�6���1����2,��R+��-�.�����;/0�15$!�*1�)�����$/)�65;!�*�

[ � [ T ]
5$%�1>����0��>���>�e)�1�������0"��1(Y��7

�����,+�"�����$��%��$/L��!���%�6565$9
u(x)(t)

[
v(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � L � (Ω))�?[.#$��$@���!�[���-@�6%&K1�����4���&B ���Y���P��lV!�51�=��5$%PB

O�ä�PQ�*���8��R�é����TS��*��S?ç�URê�VE�*�
��R?ä
f0�����#;;!��;%&K15;!�*���%�����6%&K1�����i"��#-"��1()���P��5$!��È+�"���*1�-���1� *����156���1%&K1���

(:�����*�[0*1��51+��6%?K1#;��*1�*�()��56K��P�$!��$�����kt�6%��;"��������*�5;�1@��;!1������H5����;!��$�����
������+����!�����5$!��.B
W 5XZY�[�\Yz�ó;y�5�ï�z�x
F*5TX�5�ñ?ðJ{�F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ?ò*]�ð6ï&ò�î[op��$@�6%�G*���>��6"��1�I*W�-��%?K1>��6"�!���*����I+�"���5;!�"����5;!�*1�

H
 � (Ω)

>��#$��5
{wj}

[
����!���"��N�G�P�;/L���8*��D>�"�;!�K4��"�!�������"�����"���*1������N� *

L
� (Ω)
B=
V*1�-���1��5$%��-��9?ls7

eR���_��>���#;��-@��6����2&�

um =
m
∑

j=  
c   mj(t)wj(x)

[
vm =

m
∑

j=  
c � mj(t)wj(x)

[

c   mj(t)
[
c � mj(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
[

Tm > � .n.15651����!�"����u5$%�����9&l	e:9&lj51��5$!��6�.9'��6%��;"�������51����<'+�"���>�%&��/0�1�����.�
∫

Ω

∂ϕ   (x [ um)

∂t
wj(x) dx+

∫

Ω

(∇um
[
∇wj) dx−

∫

Ω

v �m dx

∫

Ω

umwj dx = � [
���&B ���∫

Ω

∂ϕ � (x [ vm)

∂t
wj(x) dx+

∫

Ω

(∇vm
[
∇wj) dx−

∫

Ω

u �m dx

∫

Ω

vmwj dx = � [
���&B�~ � �����!���"19&l|����+��1%&��������$@�6%&K1���N���d9�5$%���*���2����

u � m = um(x)( � ) =

m
∑

k=  
c   mk( � )wk(x) → u � 51��%?K1���d* H

 � (Ω)
[ ���&B�~�~-�

v � m = vm(x)( � ) =
m
∑

k=  
c � mk( � )wk(x) → v � 51��%&K1���4* H

 � (Ω).
���&B�~-���

W 5XJ^*[&w N {&ò�z;{�ï�7Vð_z�G�ð;ïF�ò[f)%�2'*��N*��-��3�+�"�����"�����<W��O��6�����39&�����;/_��� ��>���@�15;!��G"��*1�1��5;!�*1'���&B ���
��

c   mj
��+�"���5$9�������"19��1��+��

j =
~1[
m
B 2 ;!��1�A9������$/_���u��>��R@�15;!��8"��*��1��7
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��ø�»�ì�þ>��ê¾¼w,8ëWêîç�ìgëWêm+\ë;,�½k�\è$úWè�û1ü°ç�ì�ý_ê-þJÿ\ì�½J�;úWè\é_ë\êªëWì;+
5;!�*1Z���&B�~ � �,�� c � mj

��+�"���5-9&�=����"19��1�I+��
j =
~6[
m
BpCE��5$%��8@������A5$%��;/_���

+��6%�9�@���*1()���15;2d"��*1�1��5;!�*���8+��6%�9�@����u5$%��-��9&lpe)�1�R9�"��*����6�������
dΨm

dt
+ ‖∇um‖ �� + ‖∇vm‖ �� = �

∫

Ω

u �m dx

∫

Ω

v �m dx
[ ���&B�~-ë��

�����

Ψm(t) ≡

~
� ‖um‖ �� +

~
� ‖vm‖ �� +

+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|um|p � l dx+

+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|vm|p � l dx. ���&B�~J���

rY#R"��*��1��5;!�*1d���&B�~$ë��`*��=!��1��1�;!,5$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���
p   k − ~
p   k  ‖um‖

p � k 
p � k +

p � k − ~
p � k  ‖vm‖

p � k 
p � k 6

6 Ψm( � ) + c  
t∫
�
[

‖um‖
.
p � k  + ‖vm‖

.
p � k  
]

ds.
���&B�~-���


N*������1�Z5$%��-��9&lpe)�1�_��>���#;��$@��1�������
p � = max{p   k [ p � k  }.U0;���4"�15651�P�1!�"��;!�KL�?*1,5$%�9�@�12

�
> p � � p   k  [ p � k  >

�
.


j+��;"�*����q5$%�9�@�6�d���j��#����;"��*��1��5;!�*1'���&B�~-���)+��1%�9�@���� 5$%�����9&l	e:9&l]�+�"���7
��"���9&lj��O��1����9

‖um‖p � k  + ‖vm‖p � k  6 c � (T ) < +∞
���&B�~����

+�"��3����5$!1;!��1@����8�P6%����
T > � B.S¤*����?*;!���"�����5$%�9�@�1��+��6%�9�@����N[.@�!��3���P�1�$!���15;!��4�+�"�����"���12d��O��1����

‖um‖p � k  + ‖vm‖p � k  6 c £ (T ) < +∞
���&B�~$���

+�"��d%&ls>����uMN����51��"���*1��������
T > � .C`"���5;!69&+����H�G*��N*��-��9Z5$%�����9&l	eR��<A�+�"�����"����=<Z��O��1������B�oIF6!����AO��;%&K1l

9������;/L������>��L@�15$!��'"��*��6��5;!�*18���&B ���E9������;/L��� ��
c
′  mj

�G+�"���5-9&������"19��1�
+��

j =
~6[
m.
2 ;!��6�Z9������$/_���u��>��L@�15;!��8"��*��1��5;!�*13���&B�~ � �Y�� c′� mj

��+�"���7
5-9&������"19��1�j+��

j =
~6[
m
BVCE��5$%��3@������G5$%��;/_���j+��6%�9�@���*�()���15;2W"��*1�1��5;!�*1�B
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‖u

′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ �� +
+

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

∫

Ω

|um|p � l− � |u′

m| � dx+

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

∫

Ω

|vm|p � l− � |v′

m| � dx+

+

~
� d
dt

[

‖∇um‖ �� + ‖∇vm‖ ��
]

=

~
� d
dt





∫

Ω

u �m dx

∫

Ω

v �m dx





[����&B�~-���

��#3����!���"������W����!��1��"���"���*�������1�j+��W*1"��6�P�1�����=�g+��6%�9�@����H5$%��-��9?lpe)�1�8"��7
*1�1��5$!�*����
t∫
�
[

‖u
′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ ��
]

ds+

+

~
�
[

‖∇um‖ �� + ‖∇vm‖ ��
]

− Em( � ) 6

~
�

∫

Ω

u �m dx

∫

Ω

v �m dx
[����&B�~����

�����
Em( � ) =

~
�
[

‖∇u � m‖ �� + ‖∇v � m‖ ��
]

−

~
�

∫

Ω

u �� m dx

∫

Ω

v �� m dx.

oA9�@��;!����W�+�"�����"����=<d��O��1�����4���&B�~����p�8���&B�~$���	��#:���;"��*��6��5;!�*1,���&B�~����p5Y9�@��17
!�������-@�6%&K1���=<89�5$%���*����G���&B�~�~-�Y�G���?B�~-���Y+��1%�9�@����u5$%�����9&l	eR���_�+�"�����"������
��O��1�����?�

T∫
�
[

‖u
′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ ��
]

dt 6 c . (T ) < +∞
[ ���&B � � �

‖∇um‖ �� + ‖∇vm‖ �� 6 c / (T ) < +∞
[ ���&B �P~-�

+�"���@��6�h+�"��I9�5$%���*����I�
> p � *1"��1�P2

T > � ����5$!1;!��1@����I�P6%���[RH+�"��9�5$%���*����
p   k  [ p � k  >

�'*6"��1�P2
T > � +�"�����#$*1�1%&K1�����_MN����51��"���*����������BW 5X4`�[�\p{&ð í ðJñ.ô-ï�7Vî N ðJ{?ðML�z í [r:#q+��6%�9�@��1������<¤�+�"�����"����=<¤��O��1�����¤���?B�~�����[4���&B�~$����[4���?B � � �Z�k���&B �P~-�*��=!��6��1�;!�[&@�!��d������lp!��P�65;!��45$%�����9&l	eR���,+�"������;%&K1�����_51*1����5$!�*���

um
∗
⇀ u ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � H  � (Ω))

[ ���&B �����
vm

∗
⇀ v ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � H  � (Ω))

[ ���&B ��ë��
u

′

m ⇀ u
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � L � (Ω))

[ ���&B �����
v

′

m ⇀ v
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � L � (Ω)).

���&B �����
CE"���@��1������3�8*4+�"��-�&�=��9&e)�1��+�6"����"�1MN�,�P�;/_���,�������#;;!�K�[&@�!��

um → u
51��%&K1���d*

L
p � l � (QT )

[ ���&B �����
vm → v

51��%?K1���d*
L

p � l � (QT )
���&B �����

+�"��
l   = ~1[ n   � l � = ~6[ n � B



�S�¡¾ ( ç�ø
��ø�»�ì�þ>��ê¾¼w,8ëWêîç�ìgëWêm+\ë;,�½k�\è$úWè�û1ü°ç�ì�ý_ê-þJÿ\ì�½J�;úWè\é_ë\êªëWì;+
�V51����[�@�!��)*056��%�9�+��1%�9�@��6�����=<,�+�"�����"�����<_��O��1�����L+���5$%�������*1;!��;%?K1����5;!��

{um}
�

{vm}
"��*��������6"����]+��

m ∈ N
����"������@��1����*\>����6<���*����È+�"���7

5;!�"����5;!�*��
H
 
(QT )

+�"��
QT = ( � [ T ) × Ω

B	
g51��%�9 *�+��6%?���G���1+�"��6"��N*��������
*;%��;/0�1����2

H
 
(QT ) ↪→↪→ L

� (QT )�������9�!�5;2�!1������,+��$�?+���5$%��-����*�;!��$%?K1����5;!��
{um}

�
{vm}

[&@�!��
um → u

51��%?K1���d*
L
� (QT )

[ ���&B �����
vm → v

51��%&K1���d*
L
� (QT ).

���&B �����
o\9�@��;!����\+��1%�9�@��6�����=<�+�"������$%?K1���=<�56*�����5;!�*Z���&B �������P���&B �����,���g+��6%�9�@����N[
@�!���+�"��-���;%&K1�����dM=9&����O����

u(x)(t)
�
v(x)(t)

2�*;%�2�lp!�5;2�5$%�1>��N� ��>���>�e)�1��7
���N�u"��1(Y�1�����1�u#;$��$@��G���&B�~-�X�P���&B ���-B
rY51+��6%?K1#X9�2L5$!������6"�!����V�_6%?����"���!��G+�"��-���1%�/0�1����2R"��1(:�1����2_*1�L*1"��1���1���

��� +��6%�9�@����N[&@�!��d���P�1�;!����15;!��45$%�����9&l	e)�1�)9�!�*��;"1/)���1�������
!)�N�V"E�N�Lbë&B \KD�ó;yRô�x
7 N z$ñ?ï�ð;ï�7ÆD�óJñ?z�x�ò;HÅï5ÇBED�ïF*G�ò&ò

ϕ   (x [ s) ò
ϕ � (x [ s). ¢ z;X í 5 í ñ8H3ñ&õI687:L

u � (x) [ v � (x) ∈ H
 � (Ω)ï5&î í ð6y)óMHqy�5*F�z�î�9Ez�9Eð6ï�yix-{&ð>9Eð6ï�ò

T � = T � (u � [ v � ) > � [ A�y0z í ñ*Hqx�ó6ðML
T ∈ ( � [ T � ) ómD�<Lð1ó;y0x�D�ð6y ó�ñ�56�z�ð�z�6�z�68<Lð;ï&ï�z�ðA{&ð�=_ð6ï�ò�ðÈ?�5 í 5A�ò ���&B�~-�X����&B ��� x_ó>9-7póJñ?ðRz N {&ð í ðJñ?ð;ï&ò;H ��p N {?ò*A�ð>9qñ?ò6�z T � = +∞

ñ.ò6�z
T � < +∞

ò
x N z�óJñ?ð í ï&ðs9\óJñDA
5�ð,ò;9Eð6ð6yC9Eð6ó;y0z N {?ð í ðJñ.ô-ï�z�ðLó6x�z�î�ó;y0x�z

lim sup
t↑T 

[

‖∇u‖ �� + ‖∇v‖ ��
]

= +∞
[

N {&òA�ð>9 N {?òZD�óJñ?z�x�ò&ò p   k  [ p � k  >
� x�{?ðs9KH

T � = +∞.u ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZS&ç�U)ç�é�ê'fDä
C`"���5;!69&+����Å��*��N*��-��9h����5;!1;!��1@�����<�9�5$%���*����h"��#-"19&(:�1����2�5$%�1>������

��>���>�e)�1����������"��6(:�1����2�#;u�������$@������Z*1"��1�P2&BsokF1!����|O��$%?K1lh�������>���@����
*1��51+��6%?K1#J9��6�P5;23��6%��;"�������51��������+�"���>1%?��/0�6����2����'���?B ���`�G���&B�~ � �-B
V*1�-���1�u��>���#;��$@��1����2�B

Φm(t) ≡

~
�

t∫
�
‖um‖ �� ds+

~
�

t∫
�
‖vm‖ �� ds+

+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

t∫
�

∫

Ω

a   l(x)|um|p � l dx ds+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

t∫
�

∫

Ω

a � l(x)|vm|p � l dx ds+

+

~
�
p � ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p � p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
�
p � ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx [����&B ë � �
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Jm(t) ≡

t∫
�
‖u

′

m‖ �� (s) ds+

t∫
�
‖v

′

m‖ �� (s) ds+

+

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

a   l(x)|u′

m| � |um|p � l− � dx ds+

+

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

a � l(x)|v′

m| � |vm|p � l− � dx ds+

+

~
� ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
� ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx. ���&B ëP~-�


 56��%�9�"��1#X91%?K�!1;!1L%��1�����g~)�����1�;!��P�15$!��45$%�����9&l	e)�1�,���6"��*1�1��5;!�*����
(

Φ
′

m

) �
6 p � ΦmJm

��%�23*�5;�$<
t ∈ [ � [ T ]

[ ���&B ë����
�����

p � = max{p   k [ p � k  }.
m������;/_���|"��*1�1��5;!�*��A���&B ���R��

c   mj
�Z+�"���5$9�������"19��6�H+��

j =
~6[
m
B 2 ;!��1�

9������;/L������>��_@�15;!��'"��*1�1��5$!�*�8���&B�~ � �:�� c � mj

�8!��$/0�d+�"���5-9&������"19��1� +��
j =
~6[
m
B=C`��5$%��,@������85$%��;/_���q+��6%�9�@���*1()���15;2�"��*1�1��5;!�*��B=
|"��1#J91%&K-!1;!��45

9�@��;!���� *�*������6�����=<G��>���#;��-@��6�����G+��6%�9�@���� +��;"�*����,F����;"����;!���@��151������"��*��1��7
5;!�*1��B

d � Φm

dt � + ‖∇um‖ �� + ‖∇vm‖ �� = �
∫

Ω

u �m dx

∫

Ω

v �m dx.
���&B ë�ë��

f)%�2g*��N*��-��j*;!���"������jF����;"����;!���@��156�������\"��*1�1��5;!�*�q9������;/_���h��>�� @�15;!��
"��*��6��5;!�*1A���&B ���_��

c
′  mj

��+�"���5-9�������"19��6�I+��
j =
~6[
m.
#;$!��1�|9&�����;/_���

��>��)@�15$!��8"��*��6��5$!�*�4���?B�~ � �`�� c′� mj

�8+�"���5$9�������"19��1�u+��
j =
~6[
m
B?C`��5$%��

@������R5-%��;/_���'+��6%�9�@���*1(R���15;2R"��*��6��5;!�*10�,+��6%�9�@����'5$%��-��9&l	e0�1�Y"��*1�1��5;!�*����

d

dt

[

Jm +

~
� ‖∇um‖ �� +

~
� ‖∇vm‖ ��

]

=

~
� d
dt





∫

Ω

u �m dx

∫

Ω

v �m dx



 .
���&B ë����

!?�1+��6"�K3+�"�������!��1��"���"19��1� ��>��,@�15;!��'F6!������8"��*��6��5;!�*13+���*1"��1���1���W�W+��1%�9&7
@����u5$%�����9&l	e)�1�_"��*1�1��5$!�*����

Jm +

~
� ‖∇um‖ �� +

~
� ‖∇vm‖ �� − Em( � ) =

~
�

∫

Ω

u �m dx

∫

Ω

v �m dx
[ ���&B ë����
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�����

Em( � ) =

~
� ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
� ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx+

+

~
� ‖∇u � m‖ �� +

~
� ‖∇v � m‖ �� −

~
�

∫

Ω

u �� m dx

∫

Ω

v �� m dx.
���&B ë����

rY#R"��*��1��5;!�*d���&B ë�ë��`�G���&B ë����Y+��1%�9�@����u5$%��-��9&lpe)�1�_"��*��1��5;!�*1���

d � Φm

dt � + ‖∇um‖ �� + ‖∇vm‖ �� =
=
�
Jm +

�
‖∇um‖ �� + � ‖∇vm‖ �� − � Em( � ) [ ���&B ë����

��#L����!���"������451"��#J93/0�,+��1%�9�@�6�1�����6"��*1�1��5$!�*��
d � Φm

dt � +
�
Em( � ) >

�
Jm.

���&B ë����
rY#I���;"��*1�1��5;!�*^���&B ë����������&B ë�����+��6%�9�@����È��56���������H�&��MVMN�6"��6��O���6%?K1�����
���6"��*1�1��5$!�*��

ΦmΦ
′′

m − α(Φ
′

m) � + βΦm > � [ ���&B ë����
�����

α =

�
p �
[

β =
�
Em( � ).

!?�1@����3!1���/0�3����G�W*3+�"����?�=��9&e)�6�|+�6"����"�1MN�3+�"���<��-�&���q��5$%�����9&l	e)�1�.9
"��1#X91%?K-!1$!69��
!0�D�N"s�D�RW�.B \KD�ó;yRô�x�7 N z$ñ&ï&ð;ï�7�x�ó6ð�D�óJñ?z�x�ò;Hjy0ð6z6{&ð>9-7 ë [ ¢ z�X í 5 N {?òx�7 N z;ñ&ï�ð6ï�ò&ò©D�óJñ?z�x�ò�î [ A�y:z

�
> p � [ p � = max{p   k [ p � k  } [

∫

Ω

u �� dx
∫

Ω

v �� dx > p ��
( ~
� ‖u � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

+

~
� ‖v � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � |p � l dx
)

+ ‖∇u � ‖ �� + ‖∇v � ‖ ��
x-{&ð>9EH

T � = T � (u � [ v � ) ò8?_y0ð6z6{&ð>9-7 ë F�z�ï&ð�A�ï�zdò [ óJñ?ð í z�x�5�y0ðJñ.ô-ï�z [ ò;9Eð6ð6y9Eð6ó;y0z N {&ð í ðJñ.ô-ï&z�ð_ó6x1z�î�ó6y0x�z

lim
t↑T 

[

‖∇u‖ �� + ‖∇v‖ ��
]

= +∞
[



ör�1ø�»�ì�þ>��ê¾¼w,8é�,Pþ�ü6ÿ�ü�æ�ü���üJú���¢�ÿgè �S�°i
N {&òA�ð>9

T � 6 Φ
  −α( � )A−   [

X í ð

Φ( � ) =

~
�
p � ‖u � ‖

�� +
n �
∑

l=  
p   l − ~
p � p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

+

~
�
p � ‖v � ‖

�� +
n �
∑

l=  
p � l − ~
p � p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � |p � l dx [

Φ
′

( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

~
� ‖v � ‖ �� +

+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|u � |p � l dx [

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � [

α =

�
p �
[

β =

{ �
E( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

E( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

+

~
� ‖v � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � |p � l dx+

+

~
� ‖∇u � ‖ �� +

~
� ‖∇v � ‖ �� −

~
�

∫

Ω

u �� dx
∫

Ω

v �� dx.

Ú��Õk Ó oDÜ�pt�sÝ8{c�zxz{$pA{.ÝJ{Ã��xsÞ�|~xz|&àc{�¦Ê�A{Ãw�x��A{.Þ��r�'ß
ñzotpvo�svuqw�xzyv{q|~}Axsß��rpvo��t��{c�zxEÞ����8|luQ}Qu:�lu*ñzu�pv�QðA}Ao

|Hð���u�Þ���u�Þ��A{Ãw�x���{?Þ���uv|&à�áPâ
ã�ä�å	ç$è�ç�é.ê.ç�ä

¤F1!����]+�6"����"�1MV�A���¤"�15651����!�"����\5$%��-��9&lpe09&l�51��5;!��1�.9�9�"��*����6�����

*���5;���������d+���"�2��.��

∂ϕ   (x [ u)
∂t

+ 4h    (x [ 4u)−
− div(h �   (x [ |∇u|)∇u) = −div

(

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

∇u

) [���ë&B�~-�
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∂ϕ � (x [ v)

∂t
+ 4h   � (x [ 4v)−

− div(h �� (x [ |∇v|)∇v) = −div

(

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

∇v

) [���ë&B ���

ϕ   (x [ u) = u+

n �
∑

l=  
a   l(x)|u|p � l− � u [ ��ë&B ë��

ϕ � (x [ v) = v +

n �
∑

l=  
a � l(x)|v|p � l− � v [ ��ë&B ���

u
∣

∣

∣

∂Ω
= v
∣

∣

∣

∂Ω
=

∂u

∂nx

∣

∣

∣

∂Ω
=

∂v

∂nx

∣

∣

∣

∂Ω
= � [ u(x

[ � ) = u � (x) [ v(x
[ � ) = v � (x) [��ë&B ���

�����
Ω ⊂ R

N � F1!�������"������@��1����124��>�%�15;!�K_5,��"������O��6� ∂Ω ∈ C
�Xì δ +�"�� δ ∈

∈ ( � [�~ ] B�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä
C`"��-/0��� *�5;�����¸*�*������1�É9�5$%���*���2 �� M=9&����O����

ϕ   (x [ s) [ ϕ � (x [ s) [
h    (x [ s) [ h   � (x [ s) [ h �   (x [ s) [ h �� (x [ s) � h(x [ s) B��������æ�ê��'é��

ϕ   (x [ s) ä
(i)1 a   k(x) > � ��%�2d+��1@�!���*�5;�$< x ∈ Ω

�?[���"����P�R!�������[
a   k(x) ∈ L

∞(Ω) �
(ii)1

+�9�5;!�K
p   k = max

k∈   ì n � p   k
[

p   k < q∗

��+�"��3F1!����
a   k  (x) > a   � > ���

(iii)1 p   k > ����%�2d*�5;�$< k =
~6[
n   ���������æ�ê��'é��

ϕ � (x [ s) ä
(i)2 a � k(x) > � ��%�2d+��1@�!���*�5;�$< x ∈ Ω

�?[���"����P�R!�������[
a � k(x) ∈ L

∞(Ω) �
(ii)2

+�9�5;!�K
p � k = max

k∈   ì n � p � k
[

p � k < q∗

��+�"��3F1!����
a � k  (x) > a � � > ���

(iii)2 p � k > ����%�2d*�5;�$< k =
~6[
n � ���������æ�ê��'é��

h    (x [ s)
(i)3 h  �  (x [ s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�;!��1�$����"����1*1���8M�9&����O&���6� �
(ii)3

��%�2�+��1@�!��d*�5;�$<
x ∈ Ω

M�9&����O���2
h    (x [ s) ∈ C

(   )(R   ) �3������lp!L�P�15;!��9�5$%���*���2d"���5;!1

|h    (x [ s)| 6 c   + c � |s|q � � −   [ |h
′   s(x [ s)| 6 c   + c � |s|q � � − � ��ë&B ���

+�"��
q  �  > � �

(iii)3
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
�Xì q � �� (Ω)

���P��lV!��P�15;!��d���;"��*1�1��5;!�*1

a

∫

Ω

|4v|q � � dx 6

∫

Ω

h    (x [ 4v(x))4v(x) dx 6 ϑ   
∫

Ω

H    (x [ 4v(x)) dx [
��ë&B ���
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�����

ϑ  �  > � [ a > � �

H    (x [ s) =

s∫
�
dσ h    (x [ σ) �

(iv)3
��%�28+��1@�!��G*�5;�;<

x ∈ Ω
�����1�;!d���15;!��d51*1����5;!�*1�3�P������!���������5;!��?[P+�������7

�P1�6�P����*,5$%��-��9?lpe)�1�u51���=5$%����

(h  �  (x [ s   ) − h    (x [ s � ))(s   − s � ) > � ∀ s   [ s � ∈ R
 
.

��ë&B ���
��������æ�ê��'é��

h   � (x [ s)
(i)4 h   � (x [ s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�;!��1�$����"����1*1���8M�9&����O&���6� �
(ii)4

��%�2�+��1@�!��d*�5;�$<
x ∈ Ω

M�9&����O���2
h   � (x [ s) ∈ C

(   )(R   ) �3������lp!L�P�15;!��9�5$%���*���2d"���5;!1

|h   � (x [ s)| 6 c   + c � |s|q � � −   [ |h
′  � s(x [ s)| 6 c   + c � |s|q � � − � ��ë&B ���

+�"��
q   � > � �

(iii)4
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
�Xì q � �� (Ω)

���P��lV!��P�15;!��d���;"��*1�1��5;!�*1

a

∫

Ω

|4v|q � � dx 6

∫

Ω

h   � (x [ 4v(x))4v(x) dx 6 ϑ   �
∫

Ω

H   � (x [ 4v(x)) dx [
��ë&B�~ � ������

ϑ   � > � [ a > � �

H   � (x [ s) =

s∫
�
dσ h   � (x [ σ) �

(iv)4
��%�28+��1@�!��G*�5;�;<

x ∈ Ω
�����1�;!d���15;!��d51*1����5;!�*1�3�P������!���������5;!��?[P+�������7

�P1�6�P����*,5$%��-��9?lpe)�1�u51���=5$%����

(h   � (x [ s   ) − h   � (x [ s � ))(s   − s � ) > � ∀ s   [ s � ∈ R
 
.

��ë&B�~�~-�
��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

h �   (x [ s)
(i)5 h �   (x [ s) : Ω × R

 
+ → R

 
+

2�*;%�2��;!�5;23��6"�;!��1�-����"����1*����8M=9&����O����1� �
(ii)5

��%�2_+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω

M=9&����O���2
h �   (x [ s) ∈ C

(   )(R  +)
��������lp!)�P�15;!��

5$%��-��9&lpeR���,���;"��*1�1��5;!�*�

� 6 h �   (x [ s) 6 c £ + c . sq � � − � [ |h
′�   s(x [ s)s| 6 c £ + c . sq � � − � ��ë&B�~-���

+�"��
q �   ∈ [

�&[
q∗   ) �

(iii)5
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
  ì q � �� (Ω)

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��

b‖v‖q � �
q � � 6

∫

Ω

h �   (x [ |∇v|)|∇v| � dx 6 ϑ �  
∫

Ω

dxH �   (x [ |∇v|) ��ë&B�~-ë��
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+�"��

ϑ �   > � [ b > � [������

H �   (x [ s) =

s∫
�
dσ h �   (x [ σ)σ.

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
h �� (x [ s)

(i)6 h ��� (x [ s) : Ω × R
 
+ → R

 
+

2�*;%�2��;!�5;23��6"�;!��1�-����"����1*����8M=9&����O����1� �
(ii)6

��%�2_+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω

M=9&����O���2
h �� (x [ s) ∈ C

(   )(R  +)
��������lp!)�P�15;!��

5$%��-��9&lpeR���,���;"��*1�1��5;!�*�
� 6 h �� (x [ s) 6 c £ + c . sq � � − � [ |h

′�� s(x [ s)s| 6 c £ + c . sq � � − � ��ë&B�~J���
+�"��

q ��� ∈ [
�&[
q∗  � ) �

(iii)6
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
  ì q � �� (Ω)

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��

b‖v‖q � �
q � � 6

∫

Ω

h ��� (x [ |∇v|)|∇v| � dx 6 ϑ ��
∫

Ω

dxH ��� (x [ |∇v|) ��ë&B�~-���

+�"��
ϑ ��� > � [ b > � [������

H ��� (x [ s) =

s∫
�
dσ h �� (x [ σ)σ.

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
h(x
[
s)

(i)7 h(x
[
s) : Ω × R

 
+ → R

 
+

2�*6%�2��;!�5;2d��6"�;!��1�$����"����1*1���8M�9&����O����6� �
(ii)7

��%�2�+��1@�!��G*�5;�$<
x ∈ Ω

M�9&����O���2
h(x
[
s) ∈ C

(   )(R  +)
�G���P�1lp!d�P�15;!��

5$%��-��9&lpeR���,���;"��*1�1��5;!�*�
� 6 h(x

[
s) 6 c 1 + c a sq− � [ |h

′

s(x
[
s)s| 6 c 1 + c a sq− � ��ë&B�~����

+�"��
q ∈ (

��[��
∗) �

(iii)7
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
  ì q� (Ω)

�����1�;!��P�15$!��d���;"��*��1��5;!�*1�
∫

Ω

h(x
[
|∇v|)|∇v| � dx > ϑ

∫

Ω

dxH(x
[
|∇v|)

��ë?B�~$���

+�"��
ϑ > � [������

H(x
[
s) =

s∫
�
dσ h(x

[
σ)σ.

2 ���151K,��51+��6%?K1#;��*1����45$%��-��9&l	e0�1�_5;!1�����6"�!������_��>���#;��-@��6�������

q∗ =

{

Nq/(N − q)
[c+�"��

N > q �
+∞
[ +�"��

N 6 q
B

f);�����h��+�"������;%��1�����|5$%�1>������I��>���>�e)�1���������j"��1(:�1����2\#;$��$@��k��ë&B�~-�X�
��ë&B ���-B
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��ë&B ��� ï5*?�z�x�ð>9CBED�ïF*G�ò&ò
u(x)(t)

ò
v(x)(t)

yI5F�ò�ð [ A�y:z

u(x)(t) ∈ L
∞( � [ T � W �Xì q � �� (Ω))

[
v(x)(t) ∈ L

∞( � [ T � W �Xì q � �� (Ω))
[

u(x)(t)
[
v(x)(t) ∈ L

� ( � [ T � L � (Ω))
[

(

|u|p � k/ � )′ [ (

|v|p � k/ � )′

∈ L
� (QT )

[
D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?õI<_ò�ðY{5�x�ð6ï&ó;y0x
5;9

T∫
�

[ ∫

Ω

[

u
′

+

n �
∑

k=  
(p   k −

~
)

�
p   k a   k(x)|u|p � k/ � − � u

(

|u|p � k/ � )′
]

w   (x) dx+

+

∫

Ω

h    (x [ 4u)4w   dx+

+

∫

Ω

h �   (x [ |∇u|)(∇u [ ∇w   ) dx−

−

∫

Ω

h(x
[ √

|∇u| � + |∇v| � )(∇u [ ∇w   ) dx
]

ψ   (t) dt = � [ ��ë&B�~-���

T∫
�

[ ∫

Ω

[

v
′

+

n �
∑

k=  
(p � k −

~
)

�
p � k a � k(x)|v|p � k/ � − � v

(

|v|p � k/ � )′
]

w � (x) dx+

+

∫

Ω

h   � (x [ 4v)4w � dx+

+

∫

Ω

h �� (x [ |∇v|)(∇v [ ∇w � ) dx−

−

∫

Ω

h(x
[ √

|∇u| � + |∇v| � )(∇v [ ∇w � ) dx
]

ψ � (t) dt = � ��ë&B�~����

í ñ8Hdx�ó6ðML
w   ∈ W

�Xì q � �� (Ω)
[
w � ∈ W

�Xì q � �� (Ω)
[
ψ   (t) [ ψ � (t) ∈ D( � [ T )

ò4ï5A
5�ñ.ô��
ï�7:9ÉD�óJñ?z�x�ò;H89

u � (x) = u(x)( � ) ∈ W
�Xì q � �� (Ω)

[
v � (x) = v(x)( � ) ∈ W

�Xì q � �� (Ω).

2 V�R�=@Ep�`�s�Wë&BLrY#'��+�"��-���;%��1����2�5$%�1>���������>���>�e)�1����������"��1(Y�1����2�"�1517
51�P$!�"���*11�6�P���I#;;��$@��\*���!��6��6�;!�[Y@�!��H+���5$%��q*1��#$���;/_�������H��#;���1���1����2j��
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[ � [ T ]
��9�%��1*����W�P�;"��|T:�1>����J3M�9&����O����

u(x)(t)�
v(x)(t)

+�"�����;��%��$/R;!���%�1565-9
u(x)(t)

[
v(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � L � (Ω)).oD!16%��4>��=!�K�[���-@�6%?K1�����R9�5$%���*���23������lp!,51���=5$%PB

O�ä�PQ�*���8��R�é����TS��*��S?ç�URê�VE�*�
��R?ä
f)%�2_�������#;;!��;%&K15;!�*�L5$%�6>����d��>���>�e)�1�������d"��#-"��1()������5;!���%�����6%&K1����+��

*1"��6�P�1���¤���È*1��51+��6%?K1#X9��6�P5;2g�P�;!��-����� ��6%��;"�������j*j5;�1@��;!1������]5H�P�$!���7
����=� ������+����!�����5$!�� ���P������!���������5;!��g}�~J����BVf0����1#;;!��;%?K15;!�*1�u+�"���*1�����1�\*
���156���6%?K1���d(:�����*�B
W 5XZY�[�\Yz�ó;y�5�ï�z�x
F*5TX�5�ñ?ðJ{�F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ?ò*]�ð6ï&ò�î[C`"��-/0���,*�5;�����3*1�D>��;"��1����6%��6"�������56������>�1#;��5

{w   j} *�>����6<���*�����+�"���75;!�"����5;!�*��
W
�Xì q � �� (Ω)

�4��6%��6"�������56������>��#;��5
{w � j} *R>����6<���*1���W+�"���5$!�"����75;!�*1�

W
�Xì q � �� (Ω)

BE�:>���J6%��;"�������56����<H>��#;��56��*�[`�1@��1*���������[`�P�;/_��� *1�D>�"�;!�K
��"�!�������"��=��"���*1������N����*

L � (Ω)
B.C	9�5;!�K

um(x)(t) =

m
∑

k=  
c   mk(t)w   k(x)

[
vm(x)(t) =

m
∑

k=  
c � mk(t)w � k(x).

n.15651����!�"����Å5$%�����9&l	e:9&l 51��5;!��1�.9i��>��V������*1�1�����=< �&��MVMV�;"��1��O&��6%?K1���=<
9�"��*����1�������J6%��;"�������56����<G+�"���>�%&��/0�1�����.�
∫

Ω

∂ϕ   (x [ um)

∂t
w   j(x) dx+

∫

Ω

h    (x [ 4um)4w   j dx+

+

∫

Ω

h �   (x [ |∇um|)(∇um
[
∇w   j) dx−

−

∫

Ω

h(x
[ √

|∇um| � + |∇vm| � )(∇um
[
∇w   j) dx = � [ ��ë&B � � �

∫

Ω

∂ϕ � (x [ vm)

∂t
w � j(x) dx+

∫

Ω

h   � (x [ 4vm)4w � j dx+

+

∫

Ω

h ��� (x [ |∇vm|)(∇vm
[
∇w � j) dx−

−

∫

Ω

h(x
[ √

|∇um| � + |∇vm| � )(∇vm
[
∇w � j) dx = � ��ë&B �P~-�

+�"��
j =
~6[
m
B.f0�����9&lI51��5$!��6�.9�9�"��*����1�����8����+��1%&����� ��-@�6%&K1���N���89�5$%���7

*���2����

u � m =

m
∑

k=  
c   mk( � )w   k(x) → u � 51��%&K1���d* W

�Xì q � �� (Ω)
[ ��ë&B �����
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v � m =

m
∑

k=  
c � mk( � )w � k(x) → u � 51��%?K1���d* W

�Xì q � �� (Ω).
��ë&B ��ë��

W 5XJ^*[�_`z�F*5�ñ.ô-ï5�Hd{5*?-{&ð�=_ò;9Ez�ó;y)ôRó6ò�ó;y)ðs9$7ÊX�5�ñ?ðJ{�F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ.ò��]4ð;ï&ò�î[
CY�;"��1+���(:�6�j51��5$!��1�.9Z9�"��*����6����2At�6%��6"�������56����<�+�"���>�%&��/0�1����� ��ë&B � � ��[��ë&B �P~$�`*,5$%�����9&l	e)�1�u*��������

A   (c   m)
dc   m
dt

= f    (c   m) + f �   (c   m) + f £   (c   m
[
c � m)
[ ��ë&B �����

A � (c � m)
dc � m
dt

= f   � (c � m) + f �� (c � m) + f £ � (c   m
[
c � m)
[ ��ë&B �����

�����
c   m = (c   m   [ ... [ c   mm)t [ c � m = (c � m   [ ... [ c � mm)t [

A   (c   m) = ‖a   kj(c   m)‖m ìm
k ì j=   ì   [ A � (c � m) = ‖a � kj(c � m)‖m ìm

k ì j=   ì   [Ð��ë&B �����

a   kj = δkj +

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

∫

Ω

a   l(x)|um|p � l− � w   k(x)w   j(x) dx [ ��ë&B �����

a � kj = δkj +

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

∫

Ω

a � l(x)|vm|p � l− � w � k(x)w � j(x) dx [ ��ë&B �����

f    j = −

∫

Ω

h    (x [ 4um)4w   j [ f   � j = −

∫

Ω

h   � (x [ 4vm)4w � j [

f �   j = −

∫

Ω

h �   (x [ |∇um|) (∇um
[
∇w   j) dx [

f ��� j = −

∫

Ω

h �� (x [ |∇vm|) (∇vm
[
∇w � j) dx [

f £   j =

∫

Ω

h(x
[ √

|∇um| � + |∇vm| � ) (∇um
[
∇w   j) dx [

f £ � j =

∫

Ω

h(x
[ √

|∇um| � + |∇vm| � ) (∇vm
[
∇w � j) dx.


N*������1�Z"�2��'��>���#$��-@��1�����?[����1��>1<��-�&���=��<'����A��%�2���6%?K1���1��(:������B

u
 
m =

m
∑

k=  
c
   mk(t)w   k(x)

[
u �m =

m
∑

k=  
c �   mk(t)w   k(x)

[

v
 
m =

m
∑

k=  
c
 � mk(t)w � k(x)

[
v �m =

m
∑

k=  
c �� mk(t)w � k(x)

[

c
   m = (c

   m   [ ... [ c    mm)t [ c �   m = (c �   m   [ ... [ c �   mm)t [
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c
 � m = (c

 � m   [ ... [ c  � mm)t [ c �� m = (c �� m   [ ... [ c �� mm)t.
aN��G�A*��'*;!���"����|+�6"����"�1MV�3+��;"�*����A��%��*��I���;/_���3�������#;;!�K�[=@�!��G*351��%�9
*�*������6�����=<�9�5$%���*�������WM�9&����O���� ���P��lp!A���15;!��Z����"������@��6����12A%&��+�()��O.�
���1+�"��;"��N*�����5;!�K4M=9&����O����

f  �  j [ f   � j [ f �   j � f �� j BPC`��F6!����.9G��5;!16%���51K_�������7#;;!�K3����"������@��6����9&l\%?��+�()��O��?����+�"��;"��N*�����5;!�K8+��'5;��*�����9&+�����5;!��A+��6"��6�P�1��7
���=<�M=9&����O����

f £   j
�
f £ � j
B�n.15;51�P��!�"����N[����+�"������6"�[�M=9&����O���l

f £   j
B

op+�"��*�����%&��*��45$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���

|f £   j(c
   m [ c  � m) − f £   j(c �   m

[
c �� m)| 6

6

∫

Ω

|∇w   j |
∣

∣

∣

∣

h(x
[ √

|∇u  m| � + |∇v  m| � )∇u  m−

− h(x
[ √

|∇u �m| � + |∇v �m| � )∇u �m
∣

∣

∣

∣

dx.
��ë&B �����

C	9�5;!�K

s   =
√

|∇u  m| � + |∇v  m| � [ s � =
√

|∇u �m| � + |∇v �m| � .
CE��!�"��1>69��1�I56��-@�6%��[N@�!���>��

s   < s � [V!�������W���P�6�;!W�P�15$!��A5$%��-��9?lpeL12uO���7+��1@�������6"��*��6��5;!�*��
∣

∣

∣h(x
[
s   )∇u  m − h(x

[
s � )∇u �m

∣

∣

∣ 6

6 |h(x
[
s   ) − h(x

[
s � )||∇u  m| + |h(x

[
s � )||∇u  m −∇u �m| 6

6 |h
′

s(x
[
s £ )||s   − s � ||∇u  m| + |h(x

[
s � )||∇u  m −∇u �m|

[���ë&B ë � �
�����

s £ ∈ [s   [ s � ] B.C`"��-���6%�/_����O��1+��1@���9'���;"��*��1��5;!�*d��ë&B ë � �-B
∣

∣

∣h(x
[
s   )∇u  m − h(x

[
s � )∇u �m

∣

∣

∣ 6

6 |s £ h
′

s(x
[
s £ )||s   − s � |s−  £ |∇u

 
m| + |h(x

[
s � )||∇u  m −∇u �m| 6

6 [c   + c � sp− �� ]|s   − s � |s−    |∇u
 
m| + [c   + c � sp− �� ]|∇u

 
m −∇u �m| 6

6
�
[c   + c � sp− �� ]

[

|∇u
 
m −∇u �m| + |∇v

 
m −∇v �m|

]

.
��ë&B ëP~-�

SY��6%����-��@����N�Z��>�"��#$���Z"�15;51�P;!�"���*�6�;!�5;2�5$%�9�@���?[.��������
s � < s   B?rs!1���[.��#��ë&B �����`�'��ë?B ëP~-�`+��6%�9�@�1�1�u5-%��-��9&lpe09&lIO��1+��1@���9'���6"��*1�1��5;!�*��

|f £   j(c
   m [ c  � m) − f £   j(c �   m

[
c �� m)| 6

6
� ∫

Ω

|∇w   j |
[

c   + c � ×

× max

{

(

|∇u
 
m| � + |∇v

 
m| �
)(q− � )/ � [ (

|∇u �m| � + |∇v �m| �
)(q− � )/ � }]

×
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×
[

|∇u
 
m −∇u �m| + |∇v

 
m −∇v �m|

]

dx 6

6 d
 
mj

[

|c
   m − c �   m| + |c

 � m − c �� m|
] [���ë&B ë����

rs!1���[���� +��6%�9�@���%?�35$%��-��9&lpe)�1�,���6"��*1�1��5$!�*����

|f £   j(c
   m [ c  � m) − f £   j(c �   m

[
c �� m)| 6 d

 
mj

[

|c
   m − c �   m| + |c

 � m − c �� m|
]

.��ë&B ë�ë��
SY��6%����-��@����N����>�"��#;���A�������#;�N*11�;!�5$2�[?@�!��

|f £ � j(c
   m [ c  � m) − f £ � j(c �   m

[
c �� m)| 6 d �mj

[

|c
   m − c �   m| + |c

 � m − c �� m|
]

.��ë&B ë����
�`!�����51��!��;%&K1���¤��;!�"���O

A   (c   m)
�

A � (c � m)
�P�$/_���¤*j!��1@�����5;!��¤!1���/0�

������ *��u*6!���"����]+�;"����"�1MN�A+��;"�*���� ��%��*��\�������#$;!�KA��<q��>�"�;!�������5;!�KA�
���1+�"��;"��N*�����5;!�K�F1!���<g��>�"�;!����=<g�P;!�"���O

A−    (c   m)
�

A−  � (c � m)
��!�����51��7

!��;%&K1���G5;����!�*1�;!�5;!�*$9&lpeR��<u5;!��6%&>�O���*�BNrs!1���[V��#�!��1��"��6���\CY�1����W*��=!��6��1�$!
5-9&e)�15;!�*1��*1������_"��1(Y�1����2d56��5;!��1���u9�"��*����6�����'��ë?B �����`�G��ë&B �����`*���%�15656�

c   mk(t)
[
c � mk(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
+�"������1����!���"����

Tm > � .
W 5X4`�[&w N {&ò�z;{�ï�7Vð_z�G�ð;ïF�ò[f)%�2Z*��V*1�$��G�+�"����1"����=<���O��1�����A51��$@�6%��9&�=���;/_���I"��*��6��5;!�*1����ë&B � � ���
c   mj

�'+�"���5-9&������"19��1��+��
j =
~6[
m
B 2 ;!��6�u9������$/_����"��*1�1��5;!�*1�'��ë&B �P~-�

��
c � mj

�4+�"���5$9�������"19��1�W+��
j =
~6[
m
B�CE��5$%��Y@������L5$%��;/L���W+��6%�9�@���*1()���15;2

"��*��6��5;!�*1�B.
 "��1#X91%?K�!1;!��,+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�_"��*1�1��5;!�*����

dΨm(t)

dt
+

∫

Ω

h    (x [ 4um)4um dx+

∫

Ω

h   � (x [ 4vm)4vm dx+

+

∫

Ω

h �   (x [ |∇um|)|∇um| � dx+

∫

Ω

h �� (x [ |∇vm|)|∇vm| � dx =

=

∫

Ω

h

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

(

|∇um| � + |∇vm| �
)

dx
[���ë&B ë����

�����

Ψm(t) ≡

~
� ‖um‖ �� +

~
� ‖vm‖ �� +

+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|um|p � l dx+

+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|vm|p � l dx. ��ë&B ë����
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rY#)"��*��1��5;!�*14��ë&B ë����s509�@��;!����W9�5$%���*����3��_M=9&����O����3+��6%�9�@����Z5$%�����9&l	e)�1�
���6"��*1�1��5$!�*����
dΨm(t)

dt
+ a‖4um‖q � �

q � � + a‖4vm‖q � �
q � � 6

6 c 1
∫

Ω

(

|∇um| � + |∇vm| �
)

dx+ c a
∫

Ω

(

|∇um| � + |∇vm| �
)q/ �

dx
[���ë&B ë����

��#L����!���"������d*�51��%�9�6"���MV���;!���@��156�������d���6"��*1�1��5;!�*��t1�;%?K����6"��+��1%�9�@����
dΨm(t)

dt
+ a‖4um‖q � �

q � � + a‖4vm‖q � �
q � � 6

6 c b + c   �
∫

Ω

(

|∇um| � + |∇vm| �
)q/ �

dx.
��ë&B ë����

�`!�5�l=��R��51+��6%?K1#J9�2,���;"��*1�1��5;!�*1�_*�����
(a+ b)q 6 c(q)(aq + bq)

+�"��
a
[
b > ��

q >
�&[���� +��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���

dΨm(t)

dt
+ a‖4um‖q � �

q � � + a‖4vm‖q � �
q � � 6

6 c b + c   
∫

Ω

|∇um|q dx+ c  � 
∫

Ω

|∇vm|q dx.
��ë&B ë����

!?�1+��6"�K\���c*���51+��1%&K1#J9��1�P5;2¤����!��6"�+��6%�2�O����������V�i���;"��*1�1��5;!�*����c���?B ���u��#
CE"���%��;/0�1����2&B)f0�6��5;!�*���!��;%?K1����[_�����1�;!j���15;!��\+��;"�*1���H����!��6"�+��6%�2�O&�����������
���6"��*1�1��5$!�*��

‖∇um‖q
q 6 ε‖4um‖q � �

q � � + c(ε)‖um‖
p � k r � �
p � k ��ë&B � � �+�"��d9�5$%���*���2�<.[&@�!��

�
q    + � N > (

�
+N)q

[
q 6
� ∗.SY��6%����-��@����N�]��>�"��#;���]+��6%�9�@�6�;!�5;2�*;!���"����A����!��;"�+��1%�2�O������������A���;"��*��1��7

5;!�*1�
‖∇vm‖q

q 6 ε‖4vm‖q � �
q � � + c(ε)‖vm‖

p � k r � �
p � k ��ë&B ��~-�

+�"��d9�5$%���*���2�<.[&@�!��
�
q   � + � N > (

�
+N)q

[
q 6
� ∗.rY#L���;"��*1�1��5;!�*�4��ë&B ë����s5R9�@��;!����u����!��6"�+��6%�2�O�����������<����;"��*��6��5;!�*d��ë&B � � �`���ë&B ��~$�R5$!1�����6"�!����V�|��>�"��#$���j����A�u*��G*6!���"����j+�6"����"�1MN��+��6"�*1���u��%��*��

+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e:9&lj�+�"�����"���9&lj��O��6����9��
‖um‖p � k + ‖vm‖p � k  6 c   � (T ) < +∞

��ë&B �����
+�"��d����5;!1;!��1@����4�P6%����

T > � B!.�1+��;"�K #;����P�1�P5;2j*��N*1�$������5$%�����9&l	eR��<\�+�"����1"����=<\��O��1�����&B0ohF1!����
O��;%&K1lk9&�����;/_���\��>��'@�15;!�� "��*��6��5$!�*����ë&B � � �4�� c′  mj

�q+�"���5-9&������"19��1�
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j =
~6[
m
B 2 ;!��1�A9������$/_���u��>��L@�15;!��8"��*��1��5;!�*13��ë&B �P~-�Y��

c
′� mj

��+�"���7
5-9&������"19��1�j+��

j =
~6[
m
BVCE��5$%��3@������G5$%��;/_���j+��6%�9�@���*�()���15;2W"��*1�1��5;!�*1�B


q��!������,+��1%�9�@����u5$%�����9&l	e0�1�_"��*1�1��5;!�*1���

‖u
′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ �� +
+

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

∫

Ω

|um|p � l− � |u′

m| � dx+

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

∫

Ω

|vm|p � l− � |v′

m| � dx+

+
d

dt

∫

Ω

[H    (x [ 4um) + H   � (x [ 4vm)] dx+

+
d

dt

∫

Ω

[H   � (x [ |∇um|) + H ��� (x [ |∇vm|)] dx =

=
d

dt

∫

Ω

H

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

dx.
��ë&B ��ë��

CE"�������!�����"���"19��1�g��>��'@�15;!���F1!������u"��*1�1��5;!�*1Z+���*1"��1���1��� �q+���5$%��W"�2���
�1@��1*��������=<39&+�"���e)�1������+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e0�1�,���;"��*��6��5;!�*1���

t∫
�
[

‖u
′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ ��
]

ds+

+

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

|um|p � l− � |u′

m| � dx ds+

+

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

|vm|p � l− � |v′

m| � dx ds+

+

∫

Ω

[H  �  (x [ 4um) + H   � (x [ 4vm)] dx+

+

∫

Ω

[H   � (x [ |∇um|) + H �� (x [ |∇vm|)] dx 6

6 Em( � ) +

∫

Ω

H

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

dx
[���ë&B �����

�����

Em( � ) =

∫

Ω

[H  �  (x [ 4u � m) + H   � (x [ 4v � m)] dx+
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+

∫

Ω

[H   � (x [ |∇u � m|) + H ��� (x [ |∇v � m|)] dx−

−

∫

Ω

H

(

x
[ √

|∇u � m| � + |∇v � m| �
)

dx.


¤51��%�9|��-@�6%&K1���=<�9�5$%���*����|��ë&B �����4�|��ë?B ��ë���[p9�5$%���*���� ��WM�9&����O&���?[E����7
!��;"�+��1%�2�O����������=<3���;"��*1�1��5;!�*���ë&B � � �s�8��ë&B ��~-�s���u+��6%�9�@����Z��#0���;"��*1�1��5;!�*���ë&B �����E�6e)�R!�"��8�+�"����1"������_��O��1�����

T∫
�
[

‖u
′

m‖ �� + ‖v
′

m‖ ��
]

dt 6 c   £ (T ) < +∞
[ ��ë&B �����

‖4um‖q � � + ‖4vm‖q � � 6 c   . (T ) < +∞
[ ��ë&B �����

‖∇um‖q � � + ‖∇vm‖q � � 6 c   / (T ) < +∞
[ ��ë&B �����

T∫
�

[

(

a
  / �  k
(

|um|p � k/ � )′) �
+

(

a
  / �� k
(

|vm|p � k/ � )′) � ]
dt 6 c   0 (T ) < +∞

��ë&B �����
+�"��d����5;!1;!��1@����4�P6%����

T > � .W 5XËh8[:\p{&ð í ðJñ.ô-ï�7Vî N ðJ{?ðML�z í [ rY#��+�"�����"����=<A��O��1�����W��ë?B �����)�u��ë&B �����*��=!��6��1�;!�[R@�!��j��%�2]���1����!���"���<^+��$�?+���5$%��-����*1;!��;%?K1����5;!��6�
{um}

�
{vm}������lp!����15;!��45$%�����9&l	eR���,+�"������$%?K1�����_56*�����5$!�*���

um
∗
⇀ u ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W �Xì q � �� (Ω))

[ ��ë&B �����
vm

∗
⇀ v ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W �Xì q � �� (Ω))

[ ��ë&B � � �
u

′

m ⇀ u
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � L � (Ω))

[ ��ë&B �P~-�
v

′

m ⇀ v
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � L � (Ω))

[ ��ë&B �����
A   (um)

∗
⇀ χ   ∗ −

5$%�6>��d*
L
∞( � [ T � W− �Xì q′� � (Ω))

[ ��ë&B ��ë��
A � (vm)

∗
⇀ χ � ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W− �Jì q′� � (Ω))

[ ��ë&B �����

a
  / �  k
(

|um|p � k/ � )′

⇀ χ £ k
5$%�1>��d*

L
� (QT )

[ ��ë&B �����

a
  / �� k
(

|vm|p � k/ � )′

⇀ χ . k 5$%�1>��d*
L
� (QT )

[ ��ë&B �����
�����

A   (z) = 4h  �  (x [ 4z) [ A � (z) = 4h   � (x [ 4z).n.15651����!�"����u5$%�����9&l	eR���_>����6<���*1�q+�"���5;!�"����5;!�*1��

W   ≡
{

w : w ∈ L
p( � [ T � W �Jì q � �� (Ω))

[
w

′

∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

} [

W � ≡
{

w : w ∈ L
p( � [ T � W �Xì q � �� (Ω))

[
w

′

∈ L
� ( � [ T � L � (Ω))

}
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+�"��q+�"�����#$*��6%&K1�����

p >
~1Bs
^51��%�9�!��1��"��1���¤�:>�F������TR������51H}�~J���4���P��lV!

���15;!��d*�+��6%?���,���1+�"��6"��V*������,*6%��;/0�6����2

W   ↪→↪→ L
q � � ( � [ T � W   ì q � �� (Ω))

[
W � ↪→↪→ L

q � � ( � [ T � W   ì q � �� (Ω))
[c��ë&B �����

W   ↪→↪→ L
q( � [ T � W   ì q� (Ω))

[
W � ↪→↪→ L

q( � [ T � W   ì q� (Ω))
[ ��ë&B �����

W   ↪→↪→ L
p � k  (QT )

[
W � ↪→↪→ L

p � k  (QT )
[

QT = ( � [ T ) × Ω.
��ë&B �����


 51��%�9¤+��1%�9�@��1�����=<]�+�"�����"����=<]��O��6�����g��ë&B �����G�^��ë&B �����W������lp!H���15;!��
"��*������P�;"������,+��

m ∈ N
*6%��$/)�6����2

{um} ⊂ W   [ {vm} ⊂ W � .CE��F1!�����9|��#A��ë&B �����X����ë&B �����4*1��!��6��6�;!A5$9&e)�15$!�*���*1�������!1�����<|+��$�?+���5$%�������7
*1;!��;%?K1����5;!��6�

{um}
�
{vm}

[p@�!��u������lp!A�P�15$!��u5-%��-��9&lpeR���W+�"������;%?K1���D�
51*1����5$!�*���

um → u
51��%&K1���d*

L
q � � ( � [ T � W   ì q � �� (Ω))

[ ��ë&B � � �
vm → v

51��%?K1���d*
L

q � � ( � [ T � W   ì q � �� (Ω))
[ ��ë&B �=~-�

um → u
51��%?K1���d*

L
q( � [ T � W   ì q� (Ω))

[ ��ë&B �����
vm → v

51��%?K1���d*
L

q( � [ T � W   ì q� (Ω))
[ ��ë&B ��ë��

um → u
51��%&K1���d*

L
p � k  (QT )

[ ��ë&B �����
vm → v

56��%?K1���d*
L

p � k (QT ).
��ë&B �����

a�"������W!�������[:����q�|"�����1�W�������#$�V*16�;!�5;2�[s@�!�� ���P��lp!u�P�15;!���5$%��-��9&lpeR���
+�"��-���;%?K1�����_51*�����5;!�*1��

a
  / �  k
(

|um|p � k/ � )′

⇀ a
  / �  k
(

|u|p � k/ � )′ 5$%�1>��d*
L
� (QT )

[ ��ë&B �����

a
  / �� k
(

|vm|p � k/ � )′

⇀ a
  / �� k
(

|v|p � k/ � )′ 5$%�1>��d*
L
� (QT ).

��ë&B �����
!?�1+��6"�Kj���i+��;"��1+���(:�6� ��6%��6"�������56�����H+�"���>�%?��/0�1����2]��ë&B � � �A�k��ë&B �P~-�A*5$%�����9&l	e)�6��*������
〈

u
′

m +

n �
∑

k=  
(p   k −

~
)

�
p   k a   k(x)|um|p � k/ � − � um

(

|um|p � k/ � )′

+

+ 4h  �  (x [ 4um) − div (h �   (x [ |∇um|)∇um) +

+ div

(

h

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

∇um

) [
w   j
〉

  = �
[���ë&B �����

〈

v
′

m +

n �
∑

k=  
(p � k −

~
)

�
p � k a � k(x)|vm|p � k/ � − � vm

(

|vm|p � k/ � )′

+

+ 4h   � (x [ 4vm) − div (h �� (x [ |∇vm|)∇vm) +
Ì {k}�~:}����s�M�M�M���s�
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+ div

(

h

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

∇vm

) [
w � j
〉

� = � [���ë&B �����
�����

〈·
[
·〉   � 〈·

[
·〉 � � F1!���51����>���� �.*1����5;!�*1�1������5;!��6�j���$/0��9j>����6<���*��N���+�"���5;!�"����5$!�*�����

W
�Xì q � �� (Ω)

�
W

− �Xì q′� � (Ω)
[&0!1���/0�

W
�Xì q � �� (Ω)

�
W

− �Jì q′� � (Ω)
[

5;����!�*��$!�5;!�*��6������B!?�1+��6"�K)9&�=���;/_���A��>��0@�15;!��d"��*1�1��5$!�*����ë&B �����s��
ψ   (t) ∈

∈ D( � [ T )
[V�"��*��1��5;!�*1�Z��ë?B �����L��

ψ � (t) ∈ D( � [ T )
�u+�"�������!�����"���"19��1�j+��

*1"��6�P�1���.BRC`��5$%���@������I+��;"��1�����1�h�I+�"������$%�9¤+�"��
m → +∞

�]+��1%�9�@����
5$%�����9&l	eR���_"��*��1��5;!�*1��

T∫
�

〈

u
′

+

n �
∑

k=  
(p   k −

~
)

�
p   k a   k(x)|u|p � k/ � − � u

(

|u|p � k/ � )′

+

+ χ   − div (h �   (x [ |∇u|)∇u) +

+ div

(

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

∇u

) [
w   j
〉

  ψ   (t) dt = � [ ��ë&B � � �

T∫
�

〈

v
′

+

n �
∑

k=  
(p � k −

~
)

�
p � k a � k(x)|v|p � k/ � − � v

(

|v|p � k/ � )′

+

+ χ � − div (h �� (x [ |∇v|)∇v) +

+ div

(

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

∇v

) [
w � j
〉

� ψ � (t) dt = � . ��ë&B ��~-�

D��51+��6%?K1#;��*1�*1()��51K\��51����*������^%��6���P����*16"����O&�������������^��5$@���5$%��1����2�[d���
+��6%�9�@����u5$%�����9&l	eR���_"��*��1��5;!�*1��
〈

u
′

+

n �
∑

k=  
(p   k −

~
)

�
p   k a   k(x)|u|p � k/ � − � u

(

|u|p � k/ � )′

+

+ χ   − div (h �   (x [ |∇u|)∇u) +

+ div

(

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

∇u

) [
w  
〉

  = �
[���ë&B �����

〈

v
′

+

n �
∑

k=  
(p � k −

~
)

�
p � k a � k(x)|v|p � k/ � − � v

(

|v|p � k/ � )′

+

+ χ � − div (h �� (x [ |∇v|)∇v) +

+ div

(

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

∇v

) [
w �
〉

� = �
��ë&B ��ë��

��%�23+��1@�!��8*�5;�$<
t ∈ [ � [ T ]

��*�5;�;<
w   ∈ W

�Xì q � �� (Ω)
��*�5;�$<

w � ∈ W
�Xì q � �� (Ω)

B
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!.�1+��;"�K4���(:4#;;��$@���������#;$!�K�[.@�!��8*d+�"������$%?K1���=<G51*1����5;!�*16<Z��ë&B ��ë��:�

��ë&B �����
χ   = 4h  �  (x [ 4u) [ χ � = 4h   � (x [ 4v). ��ë&B �����

f)%�24F1!������d��� *���51+��1%&K�#X9��1�P5;23���;!��$��������������!���������5;!���}�~J�&�JB
oAF1!�����O��;%&K1l *1��#6K1�P�6�G*)"��*��6��5;!�*1�R��ë&B �����

w   = u(x)(t)
[�)*0"��*��1��5;!�*1�

��ë&B ��ë��
w � = v(x)(t)

B�!?������8*351��%�9A"��6#J91%&K-!1;!18+�;"����"�1MN8�'CE"���%��;/0�1����2
+��6%�9�@����u5$%�����9&l	eR���_"��*��1��5;!�*1��

T∫
�
dt〈χ   [ u〉   dt = −

T∫
�

∫

Ω

h �   (x [ |∇u|)|∇u| � dx dt+

+

T∫
�

∫

Ω

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

|∇u| � dx dt+ Ψ   ( � ) − Ψ   (T )
[ ��ë&B �����

T∫
�
dt〈χ � [ v〉 � dt = −

T∫
�

∫

Ω

h �� (x [ |∇v|)|∇v| � dx dt+

+

T∫
�

∫

Ω

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

|∇v| � dx dt+ Ψ � ( � ) − Ψ � (T )
[ ��ë&B �����

�����

Ψ   (t) ≡
~
�

∫

Ω

u � (x)(t) dx+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u(x)(t)|p � l dx [ ��ë&B �����

Ψ � (t) ≡
~
�

∫

Ω

v � (x)(t) dx+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v(x)(t)|p � l dx. ��ë&B �����

!?�1+��6"�K�����"�15651����!�"����u5$%�����9&l	eR���_*��D"�6/0�6����2&�

X   m ≡

T∫
�
dt 〈A   (um) − A   (z   ) [ um − z   〉   [ ��ë&B �����

X � m ≡

T∫
�
dt 〈A � (vm) − A � (z � ) [ vm − z � 〉 � . ��ë&B � � �


 56��%�9�56*�����5;!�*3��ë&B ���`�G��ë&B�~�~$�`������lp!����15;!��451*1����5$!�*�

X   m > � [ X � m > � .
/ �
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 56��%�98F6!������d�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	eR���,���;"��*��1��5;!�*1��

� 6

T∫
�
dt 〈A   (um)

[
um〉   −

T∫
�
dt 〈A   (um)

[
z   〉   −

T∫
�
dt 〈A   (z   ) [ um − z   〉   [

��ë&B �P~-�

� 6

T∫
�
dt 〈A � (vm)

[
vm〉 � −

T∫
�
dt 〈A � (vm)

[
z � 〉 � −

T∫
�
dt 〈A � (z � ) [ vm − z � 〉 � .

��ë&B �����
!?�1+��6"�K89&�����;/_���I��>��3@�15;!��u"��*1�1��5;!�*1Z��ë&B � � �,�� c   mj

��+�"���5-9&������"19��1�
+��

j =
~6[
m
B 2 ;!��1��9&�����;/_������>�� @�15;!��g"��*1�1��5;!�*1\��ë&B �P~$�W��

c � mj

�
+�"���5$9�������"19��1�]+��

j =
~6[
m
BsC`��5$%��'@�������+�"�������!�����"���"19��1�g��>��'@�15;!��q*��

*1"��6�P�1���.B�!.�������+��6%�9�@����u5$%��-��9&lpeR���_"��*1�1��5;!�*���

T∫
�
dt〈A   (um)

[
um〉   dt = −

T∫
�

∫

Ω

h �   (x [ |∇um|)|∇um| � dx dt+

+

T∫
�

∫

Ω

h

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

|∇um| � dx dt+ Ψ   m( � ) − Ψ   m(T )
[

��ë&B ��ë��

T∫
�
dt〈A � (vm)

[
vm〉 � dt = −

T∫
�

∫

Ω

h �� (x [ |∇vm|)|∇vm| � dx dt+

+

T∫
�

∫

Ω

h

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

|∇vm| � dx dt+ Ψ � m( � ) − Ψ � m(T )
[

��ë&B �����
�����

Ψ   m(t) ≡

~
�

∫

Ω

u �m(x)(t) dx+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|um(x)(t)|p � l dx [���ë&B �����

Ψ � m(t) ≡

~
�

∫

Ω

v �m(x)(t) dx+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|vm(x)(t)|p � l dx. ��ë&B �����
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lim
m→+∞

T∫
�
dt〈A   (um)

[
um〉   dt = −

T∫
�

∫

Ω

h �   (x [ |∇u|)|∇u| � dx dt+

+

T∫
�

∫

Ω

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

|∇u| � dx dt+ Ψ   ( � ) − Ψ   (T )
[ ��ë&B �����

lim
m→+∞

T∫
�
dt〈A � (v) [ v〉 � dt = −

T∫
�

∫

Ω

h �� (x [ |∇v|)|∇v| � dx dt+

+

T∫
�

∫

Ω

h

(

x
[ √

|∇u| � + |∇v| �
)

|∇v| � dx dt+ Ψ � ( � ) − Ψ � (T ).
��ë&B �����

rY#�56"��*����1����2g��ë?B �����W�¤��ë&B �����G5H��ë&B �����G�¤��ë&B �����G+��6%�9�@����h+�"��-���;%&K1�����
"��*��6��5;!�*1�

lim
m→+∞

T∫
�
dt〈A   (um)

[
um〉   dt =

T∫
�
dt〈χ   [ u〉   dt [

lim
m→+∞

T∫
�
dt〈A � (vm)

[
vm〉 � dt =

T∫
�
dt〈χ � [ v〉 � dt.

!?�1+��6"�K3+��6"��6�����1� �'+�"��-���;%�9A+�"��
m → +∞

*d"��*��1��5;!�*16<u��ë&B �P~-�0�Z��ë&B �����
��+��1%�9�@��������;"��*1�1��5;!�*1

T∫
�
dt 〈χ   − A   (z   ) [ u− z   〉   > � [

T∫
�
dt 〈χ � − A(z � ) [ v − z � 〉 � > � .

rY#)F1!���<����;"��*1�1��5;!�*,5;!1�����6"�!����N�u��>�"��#$���A�������#$�V*11�6�N[?@�!��

χ   = 4h  �  (x [ 4u) [ χ � = 4h   � (x [ 4v).rY56+��6%?K1#J9�2^5;!1�����;"�!����N��;%?����"���!��c+�"��$���1%�/0�1����2^5$%�1>��=<�"��1(:�6������*��
*1"��6�P�1���?[�+��6%�9�@����u5$%��-��9&l	eR���8"��1#X91%?K�!1;!��
!:�N�N"	���R8�&B \KD�ó;y)ô�x�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7ÄD�óJñ?z�x�ò;H�ï5�BED�ïF*G�ò&òuò [ F�{?z�9Eðdy:z;X6z [ò;9Eð6õYyC9Eð6ó;y0zkD�óJñ?z�x�ò;H

�
q  �  + � N > (

�
+N)q

[ �
q   � + � N > (

�
+N)q.

¢ z�X í 5 í ñ*H3ñ&õl687¯L
u � (x) ∈ W

�Xì q � �� (Ω)
[
v � (x) ∈ W

�Xì q � �� (Ω)
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ï5&î í ð6y)óMH�yI5F�z�ð

T � = T � (u � [ v � ) > � [ A�y:z í ñ*H«F*5*] í z;X6z T ∈ ( � [ T � )ómD�<Lð6ó;y)x�D�ð1yhóJñ�56�z�ð3z�6�z;68<_ð;ï�ï�z�ð,{&ð�=_ð6ï�ò�ð�?�5 í 5A�ò ��ë&B�~-�X����ë&B ����[ N {&ò*A�ð>9ñ?ò�6�z
T � = +∞

ñ?ò6�z
T � < +∞

òjx N z�óJñ?ð í ï&ðs9ÈóJñD�A
5�ðuò;9Eð6ð6yt9Eð6ó;y0z
N {&ð í ðJñ.ô-ï�z�ðLó6x�z�î�ó;y0x�z

lim sup
t↑T  [‖4u‖q � � + ‖4v‖q � � ] = +∞.

u ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZS&ç�U)ç�é�ê'fDä

V*1�-���1�u5$%�����9&l	eR���_��>���#;��-@��6����2&�

Φm(t) ≡

~
�

t∫
�
‖um‖ �� ds+

~
�

t∫
�
‖vm‖ �� ds+

+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

t∫
�

∫

Ω

a   l(x)|um|p � l dx ds+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

t∫
�

∫

Ω

a � l(x)|vm|p � l dx ds+

+

~
�
p � ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p � p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
�
p � ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx [���ë&B �����

Jm(t) ≡

t∫
�
‖u

′

m‖ �� (s) ds+

t∫
�
‖v

′

m‖ �� (s) ds+

+

n �
∑

l=  
(p   l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

a   l(x)|u′

m| � |um|p � l− � dx ds+

+

n �
∑

l=  
(p � l − ~ )

t∫
�

∫

Ω

a � l(x)|v′

m| � |vm|p � l− � dx ds+

+

~
� ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
� ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx [���ë&B � � �

�����
p � = max{p   k [ p � k  }.op+�"��*1�-��%?��*1_5$%�����9&l	eL12d*16/_��12,%��6���P�[��������#;;!��;%&K�5;!�*1�4���1!��1"����3*L!��1@�7

����5;!���+���*;!���"�2��;!L�������#;;!��;%&K�5$!�*��,%��1�=���]~)+��;"�*1������%��*��	B
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TG�D�L�):�&B'x 9Eð1ð6yy9Eð6ó;y0z)óJñ?ð í D�õI<_ð6ð í òB-BsðJ{&ð6ï�G�ò*5�ñ.ô-ï�z�ð`ï�ðJ{5�x�ð6ï&ó;y0x�z �

(

Φ
′

m

) �
6 p � ΦmJm

í ñ8HGx�ó6ðML
t ∈ [ � [ T ]

[ ��ë&B �=~-�
X í ð

p � = max{p   k [ p � k  }.f)%�2G*��N*��-��d����5;!1$!��1@����=<G9�5$%���*����W"��#-"19&(:�1����2G"��6(:�1�����Z*1��51+��6%&K�#X9&7
�1�P5;2�51��5$!��1�P���3�J6%��6"�������56����<8+�"���>�%&��/0�1�����'��ë&B � � ��[P��ë&B �=~-�-B�o�F1!����3O��;%&K1l56��$@�6%�`9&�����;/_���'"��*1�1��5$!�*��_��ë&B � � �N�� c   mj

�,+�"���5-9&������"19��1�'+��
j =
~6[
m
B

CE��5$%���@������W9������$/_���\"��*��1��5;!�*1����ë?B �P~-����
c � mj

�u!��$/0�A+�"���5-9&������"19��1�
+��

j =
~6[
m
BpCE�1%�9�@���*1()���15$2Z"��*��6��5$!�*1'5$%��;/_���NBp
g"��1#X91%?K-!1$!��'+��1%�9�@����

+��;"�*����LF����6"����;!���@��156�����_"��*1�1��5;!�*���B

d � Φm

dt � +

∫

Ω

h    (x [ 4um)4um dx+

∫

Ω

h   � (x [ 4vm)4vm dx+

+

∫

Ω

h �   (x [ |∇um|)|∇um| � dx+

∫

Ω

h �� (x [ |∇vm|)|∇vm| � dx =

=

∫

Ω

h

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

(

|∇um| � + |∇vm| �
)

dx.
��ë&B �����

f)%�2g*��N*��-��j*;!���"������jF����;"����;!���@��156�������\"��*1�1��5;!�*�q9������;/_���h��>�� @�15;!��
"��*��6��5;!�*1���ë&B � � �0�� c′  mj

�G+�"���5-9�������"19��6�q+��
j =
~6[
m
[=#;;!��1�u9&�����;/_���

"��*��6��5;!�*1�Z��ë&B �P~-�L��
c
′� mj

�G!��;/0��+�"���5-9&������"19��1�H+��
j =
~6[
m
�A5$%��;/_���

+��6%�9�@���*1()���15;23"��*1�1��5$!�*��B�!?������4+��6%�9�@�����*6!��1"����_F����;"����;!���@��156�����,"��*��1��7
5;!�*1��B
d

dt

[

Jm +

∫

Ω

[H    (x [ 4um) + H   � (x [ 4vm)] dx+

+

∫

Ω

[H �   (x [ |∇um|) + H �� (x [ |∇vm|)] dx

]

=

=
d

dt

∫

Ω

H

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

dx.
��ë&B ��ë��

!?�1+��6"�Kj+�"�������!�����"���"19��1� +��\*1"��1�P�6���¤+���5$%��-�����1�|"��*��6��5$!�*��\�¤+��1%�9�@����
5$%�����9&l	e)�1�_*��D"�6/0�6�������

Jm +

∫

Ω

[H    (x [ 4um) + H   � (x [ 4vm)] dx+

+

∫

Ω

[H �   (x [ |∇um|) + H �� (x [ |∇vm|)] dx− Em( � ) =
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=

∫

Ω

H

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

dx
[���ë&B �����

�����

Em( � ) =

~
� ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
� ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx+

+

∫

Ω

[H    (x [ 4u � m) + H   � (x [ 4v � m)] dx+

+

∫

Ω

[H �   (x [ |∇u � m|) + H ��� (x [ |∇v � m|)] dx−

−

∫

Ω

H

(

x
[ √

|∇u � m| � + |∇v � m| �
)

dx.
��ë&B �����

!?�1+��6"�Kg*1��51+��6%&K�#X9��1�P5;2^���6"��*1�1��5$!�*���� ��ë&B�~;�����k+��6%�9�@����È��#|"��*1�1��5;!�*�
��ë&B �����E5$%�����9&l	e0�1�,���;"��*��6��5;!�*1���

ϑJm + ϑ

∫

Ω

[H    (x [ 4um) + H   � (x [ 4vm)] dx+

+ ϑ

∫

Ω

[H �   (x [ |∇um|) + H �� (x [ |∇vm|)] dx− ϑEm( � ) 6

6

∫

Ω

h

(

x
[ √

|∇um| � + |∇vm| �
)

(

|∇um| � + |∇vm| �
)

dx
[���ë&B �����

!?�1+��6"�K,��!�5�l=�������#,��ë&B �����`+��1%�9�@����u5$%��-��9&l	e0�1�,���6"��*��6��5;!�*1�

d � Φm

dt � +

∫

Ω

h    (x [ 4um)4um dx+

∫

Ω

h   � (x [ 4vm)4vm dx+

+

∫

Ω

h �   (x [ |∇um|)|∇um| � dx+

∫

Ω

h �� (x [ |∇vm|)|∇vm| � dx >

> ϑJm + ϑ

∫

Ω

[H    (x [ 4um) + H   � (x [ 4vm)] dx+

+ ϑ

∫

Ω

[H �   (x [ |∇um|) + H ��� (x [ |∇vm|)] dx− ϑEm( � ) ��ë&B �����
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o]9�@��;!����j9�5$%���*����|��ë&B ����[`��ë&B�~ � ��[`��ë&B�~-ë��,�|��ë&B�~-�������¤��#G��ë?B ������+��1%�9�@����5$%�����9&l	e)�1�_���;"��*��1��5;!�*1���

d � Φm

dt � + ϑEm( � ) > ϑJm+

+ (ϑ− ϑ    )
∫

Ω

H    (x [ 4um) dx+ (ϑ− ϑ   � )
∫

Ω

H   � (x [ 4vm) dx+

+ (ϑ− ϑ �   )
∫

Ω

H �   (x [ |∇um|) dx+ (ϑ− ϑ ��� )
∫

Ω

H �� (x [ |∇um|) dx.
��ë&B �����

CE��!�"��1>69��1��*��N+��1%&���1����2�9�5$%���*����
ϑ > ϑ    [ ϑ > ϑ   � [ ϑ > ϑ �   [ ϑ > ϑ �� .!?���������#:9�5$%���*����'��ë&B ����[=��ë&B�~ � ��[=��ë?B�~-ë��`�'��ë?B�~-���`+��1%�9�@����u��#,��ë&B �����E5$%�����9&7l	e)�6�,���;"��*��1��5;!�*1���

d � Φm

dt � + ϑEm( � ) > ϑJm.
��ë&B �����

oZ9�@��;!����A���;"��*��1��5;!�*1���ë&B �=~-�s���u+�"���<��$�����A�4��51�����P����9��&��MNMV�;"��1��O���6%&K�7
�����.9'���6"��*��6��5;!�*-9�B

Φ
′′

mΦm − α(Φ
′

m) � + βΦm > � [ ��ë&B�~ ��� ������
α =

ϑ

p �
[

β = ϑEm( � ).
CE"��-�?+��6%��;/_���N[?@�!��d*��N+��6%?���1���,9�5$%���*����

ϑ > p � [ p � = max{p   k  [ p � k  }.�V56����[?@�!��d��9�/_���4"�15651����!�"��;!�KR�.*1,5$%�9�@�12
β > � [ β 6 � .n.15651����!�"����H51��-@�6%�'>��6%��1�85$%��;/L���N�Z5$%�9�@���

β > � . 
\51��%�9u"��1#X91%?K-!1;!1!��1��"��6���g~ � CE"���%��;/0�1����23�����1�1�N[&@�!��d+�"���*1�V+��1%&���6�����d9�5$%���*����

Φ
′

m( � ) >
( �

β�
α−
~ Φm( � )

)   / �
> � ��ë&B�~ � ~-�

�����1�;!3���15;!��8"��#-"19&(Y�1�����4"��1(Y�1����2�B�m.5$%���*����8��ë?B�~ � ~-�0+�"������;!d5$%�����9&l	eR���*����P�
∫

Ω

H

(

x
[ √

|∇u � m| � + |∇v � m| �
)

dx >

>
p ��
ϑ

( ~
� ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+
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+

~
� ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx
)

+

+

∫

Ω

(

H    (x [ 4u � m) + H   � (x [ 4v � m)+

+ H �   (x [ |∇u � m|) + H �� (x [ |∇v � m|)
)

dx.
��ë&B�~ � ���

oD%�9�@���
β 6 � +��6%�9�@�1�$!�5;24��#0+�"����?�=��9&e)�1���,5$%�9�@�12�[&�15$%&�3*1��*�5;�$<3MV��"��.9&7%�6<G+��1%��;/_��!�K

β = � . CE"��3F1!��������P�6�;!��P�15;!���5$%��-��9&lpeL12d��O��1������

Φm(t) >

~
[

Φ
  −α
m ( � ) −Amt

]   /(α−   )
[ ��ë&B�~ � ë��

A �m = (α−
~
) � Φ− � α

m ( � )
[

(

Φ
′

m( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φm( � )

]

> � .
!?�1+��6"�K:��5;!16%���51K0+��;"��1��!��,�L+�"������;%�9�+�"��

m→ +∞
*0���;"��*��1��5;!�*1�R��ë&B�~ � ë��-B!.������u��>�"��#;���N[���� +�"���(Y%?���45$%��-��9&lpe)�1�d!��6��"��1�����

!0�D�N"s�D�RA�?B \KD�ó;yRô�x�7 N z$ñ&ï&ð;ï�7�x�ó6ð�D�óJñ?z�x�ò;Hjy0ð6z6{&ð>9-7 � [ ¢ z�X í 5 N {?òx�7 N z;ñ&ï�ð6ï�ò&ò©D�óJñ?z�x�ò�î [ A�y:z
ϑ > ϑ  �  [ ϑ > ϑ   � [ ϑ > ϑ �   [ ϑ > ϑ �� [ ϑ > p � [ p � = max{p   k  [ p � k  } [
∫

Ω

H

(

x
[ √

|∇u � m| � + |∇v � m| �
)

dx >

>
p ��
ϑ

( ~
� ‖u � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � m|p � l dx+

+

~
� ‖v � m‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � m|p � l dx
)

+

+

∫

Ω

(

H    (x [ 4u � m) + H   � (x [ 4v � m)+

+ H �   (x [ |∇u � m|) + H �� (x [ |∇v � m|)
)

dx.

x-{&ð>9EH
T � = T � (u � [ v � ) ò8?_y0ð6z6{&ð>9-7 � F�z�ï&ð�A�ï�zdò [ óJñ?ð í z�x�5�y0ðJñ.ô-ï�z [ ò;9Eð6ð6y9Eð6ó;y0z N {&ð í ðJñ.ô-ï&z�ð_ó6x1z�î�ó6y0x�z

lim
t↑T [‖4u‖q � � + ‖4v‖q � � ] = +∞

[

N {&òA�ð>9
T � 6 Φ

  −α( � )A−   [
X í ð
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Φ( � ) =

~
�
p � ‖u � ‖

�� +
n �
∑

l=  
p   l − ~
p � p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

+

~
�
p � ‖v � ‖

�� +
n �
∑

l=  
p � l − ~
p � p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � |p � l dx [

Φ
′

( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

~
� ‖v � ‖ �� +

+

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|u � |p � l dx [

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � [

α =
ϑ

p �
[

β =

{

ϑE( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

E( � ) =

~
� ‖u � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p   l − ~
p   l

∫

Ω

a   l(x)|u � |p � l dx+

+

~
� ‖v � ‖ �� +

n �
∑

l=  
p � l − ~
p � l

∫

Ω

a � l(x)|v � |p � l dx+

+

∫

Ω

[H    (x [ 4u � ) + H   � (x [ 4v � )] dx+

+

∫

Ω

[H �   (x [ |∇u � |) + H ��� (x [ |∇v � |)] dx−

−

∫

Ω

H

(

x
[ √

|∇u � | � + |∇v � | �
)

dx.
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Ú\Ûtk Ó oDÜ�p��	Ý8{c�zxz{$pA{.ÝJ{Ã��xEÞ�ñ�|~{c�cðvu�ñzoqprotsruqw�xzyv{b|~}vu:��u
�vprot�t��{c�zxz�'|Hð���u�Þ���u�Þ���{~w�x���{?Þ���uv|&à�áPâ

ã�ä�åpæ�ç$è�ç�é�ê?ç�ä

�F1!�����+�6"����"�1MV� �=�h"�15651����!�"�����5$%�����9&l	e:9&lc��-@�6%&K1�����?��"�6�1*$9&l

#;;��$@�9��
∂

∂t
(4u− ϕ(x

[
u)) + div(h(x

[
|∇u|)∇u) − g(x

[
u) + f(x

[
u) = � [ �$~1B�~-�

ϕ(x
[
u) = u+

n
∑

k=  
ak(x)|u|pk− � u [ �$~1B ���

u|∂Ω = � [ u(x
[ � ) = u � (x) [ �$~1B ë��

�����
Ω ⊂ R

N � F6!�������"������@��1����124��>�%�15;!�KL5_��%�;�?�����8��"������O��1� ∂Ω ∈ C
�Xì δ+�"��

δ ∈ ( � [�~ ] B�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä
C`"��-/0���d*�5;������*�*������6��9�5$%���*���2'��dM�9&����O&���

ϕ(x
[
s)
[
h(x
[
s)
[
g(x
[
s)
�

f(x
[
s)
B

��������æ�ê��'é��
ϕ(x
[
s)
ä

(i)1 ak(x) > � ��%�23+��1@�!��8*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

ak(x) ∈ L
∞(Ω) �

(ii)1
+�9�5;!�K

pk = max
k∈   ì n pk

[
pk < p∗

��+�"��3F1!����
ak (x) > a � > ���

(iii)1 pk >
����%�23*�5;�$<

k =
~6[
n �!.�1+��;"�K_51MV��"��.9�%&��"19��6�A9�5$%���*���23��

h(x
[
s)
B

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
h(x
[
s)

(i)2 h(x
[
s) : Ω × R

 
+ → R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�$!��1�$����"����1*1���8M�9&����O&���1� �
(ii)2

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*1_��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

c � sp− �
6 h(x

[
s) 6 c   + c � sp− � +�"�� p >

��[ �$~1B ���
��"������L!����-��[.��%�28+��1@�!��'*�56�$<

x ∈ Ω
M=9&����O���2

h(x
[
s) ∈ C

(   )( � [ +∞)
[

+�"���@��1�
|sh

′

s(x
[
s)| 6 c   + c � sp− � +�"�� p >

��[ �$~1B ���
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(iii)2

��%�2�%&ls>��=<
v(x) ∈ W

  ì p� (Ω)
�����1�;!��P�65;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

c £ ‖∇v‖p
p 6

∫

Ω

h(x
[
|∇v(x)|)|∇v(x)| � dx 6 ϑ  

∫

Ω

H(x
[
|∇v(x)|) dx

�$~1B ���
+�"��

ϑ   > � [������

H(x
[
s) =

s∫
�
dσ h(x

[
σ)σ.

(iv)2
M�9&����O&��2

h(x
[
s)
��%�24+��1@�!��3*�56�$<

x ∈ Ω
2�*;%�2��$!�5;2�"��*��������;"����4��������7

!�����������*�5-%��-��9&lpe)�1�u51����5$%����

(h(x
[
|ξ|)ξ − h(x

[
|η|)η

[
ξ − η) > a|ξ − η|p

��%�23*�5;�$<
ξ
[
η ∈ R

N .�$~1B ���
�`!��P�;!����D[?@�!��d*�51��%�939�5$%���*���28�$~�B ���`�����1�1�V�

div(h(x
[
|∇u|)∇u) : W

  ì p� (Ω) → W
−   ì p′

(Ω)
[

�����,��+��;"�;!���"
div(·)

+��������P6�;!�5;28*�5$%�1>�����51�=��5$%���B�r0�P�6������[P���P�1�$!4�P�15$!��
5$%�����9&l	e)�1�L"��*1�1��5;!�*����

〈div(v)
[
w〉 � = −

∫

Ω

dx (v
[
∇w)

[
v ∈ L

p
′

(Ω) × · · · × L
p
′

(Ω)
[

p >
�

��%�2A*�56�$<
w ∈ W

  ì p� (Ω)
[V�����

〈·
[
·〉 � � F6!��G56����>����W�?*�����5;!�*��6������5;!��u���$/0��9>����6<���*��N����+�"���5;!�"����5;!�*�����

W
  ì p� (Ω)

�
W

−   ì p′

(Ω)
B

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
g(x
[
s)

(i)3 g(x
[
s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�$!��1�$����"����1*1���3M�9&����O&���1� �
(ii)3

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��,��%�23+��1@�!���*�56�$<
x ∈ Ω :

|g(x
[
s)| 6 c . + c / |s|q � +   +�"�� q   ∈ [ � [ p∗ − � ) � �$~1B ���

(iii)3
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ L
q � + � (Ω)

�����1�;!����15;!��45$%�����9&l	eR���,���;"��*��1��5;!�*1��

a‖v‖q � + �
q � + � 6

∫

Ω

v(x)g(x
[
v(x)) dx 6 ϑ �

∫

Ω

G(x
[
v(x)) dx

�$~1B ���

�����
ϑ � > � �

G(x
[
s) =

s∫
�
g(x
[
σ) dσ �

(iv)3
���P�1�$! �P�15$!��Å����"������@��1����12 %&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K ��+��6"�;!��1"�
UY�1���NO��������

Ng(·) = g(x
[
·)
[�+���"��$/)���1���������4M�9&����O&���1�

g(x
[
u) :

‖Ng(u   ) − Ng(u � )‖(q � + � )/(q � +   ) 6 µ   (R   )‖u   − u � ‖q � + � [ �$~1B�~ � �
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�����

µ   (·) � F6!��4���-9�>��N*��lpeL124M�9&����O���2456*���������6"��X9&���1��!1�[?����"������7@��1����123���������+����!16<.[P�
R   = max {‖u   ‖q � + � [ ‖u � ‖q � + � } .��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

f(x
[
s)

(i)4 f(x
[
s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��;!�5;23��6"�$!��1�$����"����1*1���8M�9&����O&���1� �
(ii)4

���P�1�$!4���15;!��d���;"��*1�1��5;!�*��456*��;"6<�93��%�23+��1@�!���*�5;�$<
x ∈ Ω :

|f(x
[
s)| 6 c 0 + c 1 |s|q � +   +�"�� q � ∈ ( � [ p∗ − � ) � �$~1B�~�~-�

(iii)4
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ L
q � + � (Ω)

�����1�;!����15;!��45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����
∫

Ω

f(x
[
v(x))v(x) > ϑ £

∫

Ω

F(x
[
v(x)) dx

+�"��
ϑ £ > �

[ �$~1B�~-���

�����

F(x
[
s) =

s∫
�
dσ f(x

[
σ) �

(iv)4
���P�1�$! �P�15$!��Å����"������@��1����12 %&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K ��+��6"�;!��1"�
UY�1���NO��������

Nf (·) = f(x
[
·)
[P+���"��;/0���1���������4M=9&����O����6�

f(x
[
u) :

‖Nf (u   ) − Nf (u � )‖(q � + � )/(q � +   ) 6 µ � (R � )‖u   − u � ‖q � + � [ �$~1B�~-ë��
�����

µ � (·) � F6!��4���-9�>��N*��lpeL124M�9&����O���2456*���������6"��X9&���1��!1�[?����"������7@��1����123���������+����!16<.[P�
R � = max {‖u   ‖q � + � [ ‖u � ‖q � + � } .2 ���156K���� ��51+��1%&K1#;��*�6%&�85;!1�����6"�!������_��>���#$��-@��1�����

p∗ =

{

Np/(N − p)
[c+�"��

N > p �
+∞
[ +�"��

N 6 p
[

+�"���@��6�N[.�1@��1*����&����[&@�!��
p∗ >

�8+�"��
p >
�
.f);�����u��+�"������;%��6�����_5-%�1>������4��>���>�e)�6���������4"��1(:�6����2&B

�A+p"p�.�s�=%s���`�	��~DB43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò �$~1B�~-�X�
�$~1B ë�� ï5*?�z�x�ð>9CBED�ïF*G�ò�õ

u(x)(t)
[ D í z�x$ñ?ð6y0x�z6{�H&õ�<JD�õ]ó6x�z�î�ó;y0x
5;9

u(x)(t) ∈ L
∞( � [ T � W   ì p� (Ω))

[
u

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � H  � (Ω))

[
(

|u|pk/ � )′

∈ L
� (QT )

[
D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?õI<JD�õ|{5�x�ð6ï&ó;y0x�D
T∫
�

[ ∫

Ω

(

∇u
′ [
∇w
)

dx+
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+

∫

Ω

[

u
′

+
n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|u|pk/ � − � u

(

|u|pk/ � )′
]

w(x) dx+

+

∫

Ω

h(x
[
|∇u|)(∇u

[
∇w) dx+

∫

Ω

[g(x
[
u) − f(x

[
u)]w dx

]

ψ(t) dt = �
�$~1B�~J���

í ñ8Hdx�ó6ðmL
w ∈ W

  ì p� (Ω)
ò4x�ó6ðmL

ψ(t) ∈ D( � [ T )
[ N {&òA�ðs9qx�7 N z;ñ&ï&ð;ï�z_ï5A
5�ñ.ô��ï�z�ð�D�óJñ?z�x�ò�ð

u(x)( � ) = u � (x) ∈ W
  ì p� (Ω).2 V�)�=@sV�`�	�8~1BErY#0��+�"������;%��6����2�5$%�1>������,��>���>�e)�1���������,"��1(:�1����2�5$%�����9&7

�;!�[�@�!���+���5$%��L*���#$�P�;/_����������#;���1���6����24��_+��-�.�����;/0�15;!�*1�L�����;/0�15;!�*1
[ � [ T ]��91%��1*1���d���6"��AT:�1>����JR5$%�6>����)��>���>�e)�1�������0"��1(:�1�����)+�"�����;��%��$/_��!L��%�6565$9

u(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � H  � (Ω)).

O�ä�PQ�*���8��R�é����TS��*��S?ç�URê�VE�*�
��R?ä
f0�����#;;!��;%&K15;!�*��k%�����6%?K1�����b"��#-"��1()������5;!��b*�5-%�1>����Å��>���>�e)�1�������

51����5$%�� ���h+�"���*1�-���1��*q���151���6%?K1���H(:�����*�[R*1��51+��6%?K1#;��*1�*�()��56Kq���;!��$�����
t�6%��;"��������*,5;�1@��;!1������35,���;!��$������������=+����!�����5;!����8�P������!���������5;!��u}�~J����B
W 5XZY�[�\Yz�ó;y�5�ï�z�x
F*5TX�5�ñ?ðJ{�F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ?ò*]�ð6ï&ò�î[C`"��-/0���|*�5;�����I*��D>��6"��1��*H5;�1+�6"�1>��;%?K1������>����6<���*1���h+�"���5;!�"����5;!�*��

W
  ì p� (Ω)

��6%��6"�������56�����8>��#$��5
{wj}.

C	9�5;!�K

um(x)(t) =

m
∑

k=  
cmk(t)wk(x)

[
cmk(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
[

Tm > � .
n.15651����!�"����u51��5$!��6�.9���>��N������*��6�����=<3�&��MNMV�;"��1��O���6%&K1���=<39�"��*����1�����
∫

Ω

[

(∇u
′

m

[
∇wj) + ϕ

′

(x
[
um)wj

]

dx+

+

∫

Ω

h(x
[
|∇um|)(∇um

[
∇wj) dx+

∫

Ω

[g(x
[
um) − f(x

[
um)]wj dx = �

�$~1B�~-���
+�"��

j =
~6[
m
[P����!���"����R����+��6%?��������$@�6%?K1���N�A9�5$%���*����1�

u � m = um(x)( � ) =
m
∑

k=  
cmk( � )wk → u � 51��%?K1���d* W

  ì p� (Ω).

W 5XJ^*['_Yz;F*5�ñ.ô-ï5;Hd{5*?-{&ð�=_ò;9Ez�ó;yRô�[
CY�;"��1+���(:�6�q56��5;!��1�.9'9�"��*����6�����Z�$~1B�~-���0*35$%�����9&l	e)�6��F���*���*16%��1��!������

*��������

A(cm)
dcm
dt

= f   (cm) + f � (cm) + f £ (cm)
[

cm = (cm   [ ... [ cmm)t []�$~1B�~����
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�����

A(cm) = ‖akj(cm)‖m ìm
k ì j=   ì   [ �$~1B�~$���

akj =

∫

Ω

[(∇wk
[
∇wj) + wkwj ] dx+

+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

∫

Ω

al(x)|um|pl− � wk(x)wj(x) dx
[ �$~1B�~-���

f   j(cm) = −

∫

Ω

(h(x
[
|∇um|)∇um

[
∇wj) dx

[ �$~1B�~����

f � j(cm) = −

∫

Ω

g(x
[
um)wj dx

[
f £ j(cm) =

∫

Ω

f(x
[
um)wj dx.

�$~1B � � �

!?�1@����d!1���/0�d����'�G*3+��6"�*1��� +�6"����"�1MV�4+��;"�*����G��%��*1�H�P�$/_���4�������#;;!�K�[
@�!��d�P;!�"���O�

A(cm)
��>�"�;!����P�����>�"�;!���123�P;!�"���O�

A−   (cm)
���1+�"��;"��N*���

��!�����51��!��;%&K1���q5;!��1%�>�O�
cm
B)U0��������6O=[)*�!��1@�����5;!��H!1���/0�u�������#;�N*11�;!�5;2

����"������@��1����12'%&��+�()��O.�?���1+�"��6"��V*�����5;!�K�*1�1��!���"��&M�9&����O&���
f   (cm)

[
f � (cm)�

f £ (cm)
B:C`��F6!����.9\*�51��%�9|!��6��"��1����C`�1����q51��5;!��6�Pu9�"��*����1�����g�$~1B�~����

�����1�;!,"��1(:�6�����,��%�65651
cmk(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
+�"������1����!���"����

Tm > � .W 5X4`�[&w N {&ò�z;{�ï�7Vð_z�G�ð;ïF�ò[S:+�"�����"������A��O��6�����|*Z����������¤5$%�9�@�6�u*��N*1�$��2�!�5;2q*A!��1@�����5$!�� !1���/0�
����Z��*W+��;"�*����\+�6"����"�1MN�G+��;"�*�������%��*1�sBVC`"��ZF1!����j��+�2�!�KG��9�/_���A"�1517
51����!�"��;!�K_5$%��-��9&lpeR���R�?*1�5-%�9�@�12��

pk  > q � + � �$~1B �P~-�
�

q � + � ∈ (pk  [ p∗] [ p >
q � + �
N + pk  N.

�$~1B �����
CE"��3F6!�����+��1%�9�@��lV!�5;2d5$%��-��9&lpeR���_�+�"�����"������_��O��6�����.�

‖∇um‖p 6 c a (T ) < +∞
[ �$~1B ��ë��

T∫
�
‖∇u

′

m‖ �� dt 6 c b (T ) < +∞
[ �$~1B �����

T∫
�

∫

Ω

(

a
  / �
k

(

|um|pk/ � )′) �
dx dt 6 c   � (T ) < +∞

[ �$~1B �����

+�"���@��6�W*)5$%�9�@�1�L�$~1B �P~-�p*��$%?��@�����
T > � 56���6%?KY9&���$�����L*��;%&�����[�R*)5$%�9�@�1��$~1B �����`*1�;%?��@�����

T > � ����5;!1;!��1@����d��6%��B
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W 5XQh8[�\p{&ð í ðJñ.ô-ï�7Vî N ðJ{?ðML�z í [!.�1@����3!1���/0�3����'�A*8+��;"�*1���|+�6"���-"�1MN�3+��;"�*����W��%��*��q9�5;!1����*6%&��*1�7

�;!�5;2�[&@�!��d���P�1lp!��P�15;!��d+�"������;%&K1�����_51*1����5;!�*1

um
∗
⇀ u ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W   ì p� (Ω))

[ �$~1B �����
u

′

m ⇀ u
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � L � (Ω))

[ �$~1B �����

|um|pl− � um ⇀ |u|pl− � u 5$%�1>��d*
L

p
′

l (QT )
[ �$~1B �����

f(x
[
um) ⇀ f(x

[
u)
5$%�1>��d*

L
(q � + � )/(q � +   )(QT )

[ �$~1B �����
g(x
[
um) ⇀ g(x

[
u)
5$%�1>��d*

L
(q � + � )/(q � +   )(QT )

[ �$~1B ë � �
A(um) ≡ −div(h(x

[
|∇um|)∇um) ⇀ χ

5-%�1>��d*
L

p( � [ T � W   ì p� (Ω))
[

�$~1B ëP~-�
a
  / �
k

(

|um|pk/ � )′

⇀ a
  / �
k

(

|u|pk/ � )′ 5$%�1>��d*
L
� (QT ).

�$~1B ë����
f06%��1�]���;/_���]!��1@����]!1���/0�]*���51+��6%?K1#;��*�$!�K�5;2k�P�;!��-����� ��������!���������5;!��&[
*1��51+��6%?K1#;��*1�*1()��51KR!��1�N[&@�!��d��#R�+�"����1"������8��O��1�����G�$~1B ��ë��`*��=!��6��6�;!�[&@�!��

um(T ) ⇀ u(T )
5$%�1>��4*

H
 � (Ω)

�$~1B ë�ë��
��+���F1!�����9'���P�1�;!����15;!��d+�"��-���;%?K1�����_56*�����5$!�*��

lim inf
m→+∞

‖∇um(T )‖ �� > ‖∇u(T )‖ �� .
r¤+��6%�9�@���!�K�[&@�!��

χ = −div(h(x
[
|∇u|)∇u).

U0��������6OP[���#R51*1����5;!�*1d�$~1B ���Y*1��!��6��6�;!�[&@�!��
um → u

51��%?K1���d*
L

p( � [ T � W   ì p� (Ω)).
�`!���91���51"��#X9j/0��*1��!��6��6�;!�[`@�!��q5-9&e)�15;!�*$9��;!u!1���12H+��$�?+���5$%��-����*1;!��;%?K�7
����5;!�K

{um}
[&@�!��

um(t) → u(t)
56��%?K1���d*

W
  ì p� (Ω)

��%�23+��1@�!���*�5;�$<
t ∈ [ � [ T ].

�$~1B ë����
Ô=5$%?� !��1+��;"�KA9������;/_��!�KZ"��*1�1��5;!�*��|�$~1B�~-���8��

ψ(t) ∈ L
 
( � [ T )

[:+�"�������!���7
��"���"���*1;!�K�+��6%�9�@���*1(:�1�15;2q"��*��1��5;!�*1�q+��q*1"��1���1���j�j+��;"��1��!��j�|+�"��-���;%�9
+�"��

m → +∞
��%�2���!�������*1���W�����������N�G�P���P�1��!3+��-�.+���5$%�������*1;!��;%&K1����5$!��

{um}
���¤+��1%�9�@����D[V@�!��Z+�"������;%?K1��12ZM�9&����O���2

u(x)(t)
2�*6%�2��;!�5;2Z5$%�1>��N�

��>���>�e)�1�����N��"��6(:�1�����1�����(Y�1�I#;$��$@��.B0rY51+��6%&K�#X9�2H5;!1�����6"�!����N�I6%&����7
"���!���+�"��$���6%�/0�1����2d5$%�6>��=<�"��1(Y�1�����8*��4*1"��1�P�6�����=� +��6%�9�@����N[&@�!��451+�"��7
*1�-��%&��*1,5$%��-��9&lpeL12�!��1��"��6�P��
!0�D�N"	�D�R�~1B \�D�ó;y)ô4x�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7iD�óJñ?z�x�ò;H�ï5@BKD�ïF*G�ò&ò ϕ(x

[
s)
[
h(x
[
s)
[

g(x
[
s)
ò
f(x
[
s).
¢ z�X í 5 í ñ*Hdñ?õl687¯L

u � (x) ∈ W
  ì p� (Ω) N {&òZD�óJñ?z�x�ò;H*L

q � + � ∈ (pk [ p∗) [ p >
q � + �
N + pk N
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T � = T � (u � ) > � [ A�y:z í ñ8H4x�ó6ðML T ∈ ( � [ T � ) ómD�<Lð6ó;y0x�D�ð6yóJñ�56�z�ðRz�6�z;68<_ð;ï�ï&z�ð`{&ð
=Lð6ï&ò�ð
u(x)(t)

[ N {&ò*A�ð>9 ñ.ò6�z T � = +∞
ñ?ò6�z

T � <
< +∞

ò�x N z�ó�ñ?ð í ï&ð>9IóJñD�A
5�ð_ò;9Eð6ð6yC9Eð6ó;y0z N {&ð í ðXñ.ô-ï&z�ð_ó6x1z�î�ó6y0x1z
lim sup

t↑T ‖∇u‖p = +∞.

Õ óJñD�A
5�ðQ]4ð
pk  > q � + �óJñ�56�z�ð_z;6�z�68<Lð6ï�ï�z�ðY{&ð�=_ð6ï�ò�ðLómD�<Lð1ó;y0x�D�ð6ynX�ñ?z�6;5�ñ?ô$ï�zdx1zdx-{&ð>9Eð;ï&ò[

u ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZ�����*��é?ç
�&é���ç4æ�S?ç
Vw�Pä

V*1�-���1�u��>���#;��$@��1����2�B

Φm(t) ≡

~
�

t∫
�
‖∇um‖ �� ds+

~
�

t∫
�
‖um‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds+

+

~
�
pk ‖∇u � m‖ �� +

~
�
pk ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pk pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx
[��$~1B ë����

Jm(t) ≡

t∫
�
‖∇u

′

m‖ �� (s) ds+

t∫
�
‖u

′

m‖ �� (s) ds+

+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u
′

m| � |um|pl− � dx ds+

+

~
� ‖∇u � m‖ �� +

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx.
�$~1B ë����

op+�"��*1�-��%?��*1,5$%�����9&l	eL123*16/_��12�%��1���P��
TG�D�L�)4~1B'x 9Eð1ð6yy9Eð6ó;y0z)óJñ?ð í D�õI<_ð6ð í òB-BsðJ{&ð6ï�G�ò*5�ñ.ô-ï�z�ð`ï�ðJ{5�x�ð6ï&ó;y0x�z �

(

Φ
′

m

) �
6 pk  ΦmJm

í ñ*HGx�ó6ðmL
t ∈ [ � [ T ]

[ �$~1B ë����
X í ð

pk  = max
k∈   ìn pk.

f0�����#;;!��;%&K15;!�*��8F6!����'%��1�=���j+��1@�!�������5$%���*����'+���*6!���"�2��;!4�������#;$!��;%?K�7
5;!�*1�,%��1���=�]~)��#L+��;"�*1���8��%��*�� +��;"�*������d+�6"����"�6MV�B
!.�1+��;"�K]��� #;������1�P5;2k*��N*��-�����iF����6"����;!���@��156����<�"��*��6��5;!�*�B4C`"��-/0���

*�56������9������$/_����"��*��1��5;!�*1���$~�B�~-���Y��
cmj
�'+�"���5-9&������"19��1��+��

j =
~6[
m
�

!�������4+��1%�9�@����u5)9�@��;!����u��>���#;��$@��1����28�$~�B ë����E5$%�����9&l	e)�1�_"��*��6��5$!�*����
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d � Φm(t)

dt � +

∫

Ω

h(x
[
|∇um|)|∇um| � dx+

+

∫

Ω

g(x
[
um)um dx =

∫

Ω

f(x
[
um)um dx.

�$~1B ë����

!?�1+��6"�K)9&�=���;/_���A��>��0@�15$!��d"��*1�1��5;!�*���$~1B�~-���E��
c
′

mj

�3+�"���5$9�������"19��1�Z+��
j =
~1[
n
��*�"��1#X91%?K�!1;!��,+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�6�_"��*1�1��5;!�*����

dJm

dt
+
d

dt

∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+

d

dt

∫

Ω

G(x
[
um) dx =

d

dt

∫

Ω

F(x
[
um) dx.

�$~1B ë����
!?�1+��6"�Kd+�"�������!��1��"���"19��1� +��8*1"��1���1���'"��*1�1��5$!�*��'�$~1B ë����:�G+��6%�9�@�����5$%�����9&7
l	e)�6�_"��*1�1��5;!�*����

Jm +

∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+

∫

Ω

G(x
[
um) dx−Em( � ) =

∫

Ω

F(x
[
um) dx

[)�$~1B � � �

�����

Em( � ) ≡
~
� ‖∇u � m‖ �� +

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � m|) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � m) dx−

∫

Ω

F(x
[
u � m) dx.

�$~1B ��~-�

!?�1+��6"�KA*1��51+��6%?K1#X9��6�P5;2����6"��*��6��5$!�*1���]�$~�B�~-����� +��1%�9�@����g��#W�$~1B � � �����;"��7*1�1��5$!�*��

ϑ £ Jm + ϑ £
∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+ ϑ £

∫

Ω

G(x
[
um) dx−

− ϑ £ Em( � ) 6

∫

Ω

f(x
[
um)um dx

[��$~1B �����

rY#L���;"��*��6��5;!�*d�$~1B ë����`�G�$~1B �����`+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����

d � Φm(t)

dt � +

∫

Ω

h(x
[
|∇um|)|∇um| � dx+

+

∫

Ω

g(x
[
um)um dx > ϑ £ Jm + ϑ £

∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+ ϑ £

∫

Ω

G(x
[
um) dx−

− ϑ £ Em( � ). �$~1B ��ë��
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d � Φm(t)

dt � + ϑ £ Em( � ) > (ϑ £ − ϑ   )
∫

Ω

H(x
[
|∇um|) dx+

+ (ϑ £ − ϑ � )
∫

Ω

G(x
[
um) dx+ ϑ £ Jm.

�$~1B �����

CE��!�"��1>69��1�A!��1+��;"�K,*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*����

ϑ £ > ϑ   [ ϑ £ > ϑ �
�d!��������+��6%�9�@�������#L���;"��*��6��5;!�*1d�$~1B �����E5$%�����9&l	e:9&lj��O��1����9��

d � Φm(t)

dt � + ϑ £ Em( � ) > ϑ £ Jm.
�$~1B �����

rY#G���;"��*1�1��5;!�*��$~1B ë������H�$~1B �����4���^+�"���<��-�&���g�u5$%��-��9&lpe)�1�.9|��56�����P����9
�&��MVMV�;"��1��O���6%?K1�����.9'���6"��*��6��5;!�*-9��

ΦmΦ
′′

m − α(Φ
′

m) � + βΦm > � [ �$~1B �����
�����

α =
ϑ £
pk  
[

β = ϑ £ Em( � ). �$~1B �����
!?�1+��6"�K�+��1!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2�[&@�!��

ϑ £ > pk  [ pk  = max
l=   ìn pl.

�$~1B �����
f)%�2���6%&K1���6��(:�1���3�������9�/_����"�15651�P�1!�"��;!�K,5$%��-��9&l	eR���R�?*�,5$%�9�@�12&�

β > � �
β 6 � .

n.15651����!�"����b51��-@�6%�g+��;"�*��N�^>��6%��1�j5$%��;/_���N�^5$%�9�@���.B,
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~
� ‖∇u � m‖ �� +

~
� ‖u � m‖ �� +

+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx >

�
ϑ £�

ϑ £ − pk Em( � ) > � �$~1B �����

�����1�;!��P�65;!��d���;"��*��6��5;!�*1�

Φm(t) >

~
[

Φ
  −α
m ( � ) −Amt

]   /(α−   )
[ �$~1B � � �
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A �m = (α−
~
) � Φ− � α

m ( � )
[

(

Φ
′

m( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φm( � )

]

> � . �$~1B �P~-�
m.5$%���*����4�$~�B �����`�P�$/_���d+��;"��1+���56;!�K�*,5$%�����9&l	e)�1��*������
∫

Ω

F(x
[
u � m) dx >

∫

Ω

H(x
[
|∇u � m|) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � m) dx+

+
pk  �
ϑ £

( ~
� ‖∇u � m‖ �� +

~
� ‖u � m‖ �� +

+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx

) [
pk  < ϑ £

[��$~1B �����

����!���"����8��9�/_���3����+��6%?����!�K8"�15651��;!�"���*16�1���N� 9�5$%���*����1�
β > � [=!�BJ��BD5-%���7��9&l	eR���A9�5$%���*����6�V�

~
� ‖∇u � m‖ �� +

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � m|) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � m) dx >

∫

Ω

F(x
[
u � m) dx.

�$~1B ��ë��

!?�1+��6"�K_���u"�15651����!�"����W>��1%��1�L+�"���5;!����d5$%�9�@���?[?��������
β 6 � [�!�BJ��B�9�5$%���*����

∫

Ω

F(x
[
u � m) dx >

~
� ‖∇u � m‖ �� +

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � m|) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � m) dx.

�$~1B �����
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m→ +∞
��%�24���6����!���"����

��!�������*�����+��$�?+���5$%��-����*�$!��;%?K1����5;!��
{um}
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Φm(t) → Φ(t)
+�"��

m→ +∞
��%�23+?B *�B

t ∈ [ � [ T ]
[ �$~�B �����

�����

Φ(t) ≡

~
�

t∫
�
‖∇u‖ �� ds+

~
�

t∫
�
‖u‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u|
pl dx ds+
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+

~
�
pk ‖∇u � ‖

�� +
~
�
pk ‖u � ‖

�� +
n
∑

l=  
pl −

~
pk pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx.
�$~1B �����

C`�6"��$<��-�&2d�3+�"������$%�9'+�"��
m→ +∞
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Φ(t) >

~
[Φ   −α( � ) −At]

  /(α−   )
[ �$~1B �����

�����

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � . �$~1B �����
!.������u��>�"��#;���N[&�������#;���,5$%�����9&l	eL12�!��1�1"��1�P��
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[
s)
[

h(x
[
s)
[
g(x
[
s)
ò
f(x
[
s)
[\KD�ó;y)ô [ F�{?z�9Eð0y:z;X6z [ x
7 N z;ñ&ï�ð;ï�5 N ðJ{?x�5�H©XJ{8D NN 5D�óJñ?z�x�ò&î'ò8?,y0ð6z6{&ð>9-7 ~6[ y0z�X í 5 N {&òZD�óJñ?z�x�ò&ò

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx >

∫

Ω

H(x
[
|∇u � |) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � ) dx+

+
pk �
ϑ £





~
� ‖∇u � ‖ �� +

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx





[��$~1B �����

pk  < ϑ £
[

ϑ £ > ϑ   [ ϑ £ > ϑ � �$~1B � � �
óJñ�56�z�ð'z�6�z�68<Lð;ï�ï&z�ðd{&ð�=_ð;ï&ò�ð�?�5 í 5A�ò �$~1B�~$�X���$~1B ë�� ï�ð'ómD�<_ð6ó;y0x�D�ð6y�X�ñ?z8�
6;5�ñ?ô$ï�zdx1zdx-{&ð>9Eð;ï&òGò'ò;9Eð6ð6yC9Eð6ó;y0z N {?ð í ðJñ.ô-ï�z�ðLó6x�z�î�ó;y)x1z

lim sup
t↑T  ‖∇u‖p = +∞

ò'ò;9Eð6ð1yi9Eð6ó6y:zdz�G�ð;ïF*5�ó6x�ðJ{�L�D
T � 6 T∞ = Φ

  −α( � )A−   [
X í ð N z�ó;y0z�H&ï�ï5�H A > � z N {?ð í ðJñ?ð6ï5�BEz6{;9KD�ñ?z�î �$~1B ������[

β =

{

ϑ £ E( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

E( � ) ≡
~
� ‖∇u � ‖ �� +

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

∫

Ω

H(x
[
|∇u � |) dx+

∫

Ω

G(x
[
u � ) dx−

∫

Ω

F(x
[
u � ) dx.
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Ú��Õk Ó oDÜ�p��	ÝJ{Ã��x�{$pA{.ÝJ{c�zxEÞ�ñz|Ã{Ã�bðQuQñ�otpvo�svutwAxzyv{q|~}�x	ß

�vpro��q��{c�zxEÞ����8|~u�}Qu¯��uÀñ�u�pv�vðr}Ao'|HðA��uDÞz��uDÞ
��{ÃwAx���{.Þ��Auv|?à.á=â

ã�ä�åpæ�ç$è�ç�é�ê?ç�ä

�F1!�����+�6"����"�1MV� �=�h"�15651����!�"�����5$%�����9&l	e:9&lc��-@�6%&K1�����?��"�6�1*$9&l

#;;��$@�9��

∂

∂t
(4u− ϕ(x

[
u)) −4h   (x [ 4u)+

+ div(h � (x [ |∇u|)∇u) = div(h £ (x
[
|∇u|)∇u)

[ ���&B�~-�

ϕ(x
[
u) = u+

n
∑

k=  
ak(x)|u|pk− � u [ ���&B ���

u
∣

∣

∣

∂Ω
=

∂u

∂nx

∣

∣

∣

∂Ω
= � [ u(x

[ � ) = u � (x) [ ���&B ë��

�����
Ω ⊂ R

N � F6!�������"������@��1����124��>�%�15;!�KL5_��%�;�?�����8��"������O��1� ∂Ω ∈ C
. ì δ+�"��

δ ∈ ( � [�~ ] B�=ä
	��������é���æ���������è����?ê�ä
C`"��-/0���'*�5;�����W51MV�1"��.91%?��"19��1�|9�5$%���*���2Z��'M=9&����O����

ϕ(x
[
s)
[
h   (x [ s) [

h � (x [ s) � h £ (x
[
s)
B

��������æ�ê��'é��
ϕ(x
[
u)
ä

(i)1 ak(x) > � ��%�23+��1@�!��8*�5;�$< x ∈ Ω
�?[���"����P�R!�������[

ak(x) ∈ L
∞(Ω) �

(ii)1
+�9�5;!�K

pk = max
k∈   ì n pk

[
pk < q∗£

��+�"��3F1!����
ak (x) > a � > ���

(iii)1 pk >
����%�23*�5;�$<

k =
~6[
n ���������æ�ê��'é��

h   (x [ s)
(i)2 h   (x [ s) : Ω × R

 
→ R

  2�*6%�2��$!�5;23��6"�;!��1�-����"����1*����8M�9&����O����6� �
(ii)2

��%�28+��1@�!��'*�5;�$<
x ∈ Ω

M�9&����O���2
h   (x [ s) ∈ C

(   )(R   ) �'���P��lp!��P�15;!��9�5$%���*���2d"���5;!1

|h   (x [ s)| 6 c   + c � |s|q � −   [ |h
′  s(x [ s)| 6 c   + c � |s|q � − � ���&B ���

+�"��
q   > � �

(iii)2
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
�Xì q �� (Ω)

������lp!����15;!��d���6"��*��6��5$!�*�

a

∫

Ω

|4v|q � dx 6

∫

Ω

h   (x [ 4v(x))4v(x) dx 6 ϑ  
∫

Ω

H   (x [ 4v(x)) dx [
���&B ���
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ϑ   > � [ a > � �

H   (x [ s) =

s∫
�
dσ h   (x [ σ) �

(iv)2
��%�28+��1@�!��G*�5;�;<

x ∈ Ω
�����1�;!d���15;!��d51*1����5;!�*1�3�P������!���������5;!��?[P+�������7

�P1�6�P����*,5$%��-��9?lpe)�1�u51���=5$%����

(h   (x [ s   ) − h   (x [ s � ))(s   − s � ) > � ∀ s   [ s � ∈ R
 
.

���&B ���
��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&

h � (x [ s)
(i)3 h � (x [ s) : Ω × R

 
+ → R

 
+

2�*6%�2��;!�5;23��;"�$!��6�$����"����1*1���8M=9&����O����1� �
(ii)3

��%�24+��1@�!��3*�5;�$<
x ∈ Ω

M=9&����O���2
h � (x [ s) ∈ C

(   )(R  +)
�8������lp!_�P�15;!��

5$%��-��9&lpeR���,���;"��*1�1��5;!�*�

� 6 h � (x [ s) 6 c £ + c . sq � − � [ |h
′� s(x [ s)s| 6 c £ + c . sq � − � ���&B ���

+�"��
q � ∈ [

��[�� ∗) �
(iii)3

��%�2�%&ls>��=<
v(x) ∈ W

  ì q �� (Ω)
�����1�;!����15;!��d���6"��*��6��5$!�*1�

b‖v‖q �
q � 6

∫

Ω

h � (x [ |∇v|)|∇v| � dx 6 ϑ �
∫

Ω

dxH � (x [ |∇v|) ���&B ���

+�"��
ϑ � > � [ b > � [P�����

H � (x [ s) =

s∫
�
dσ h � (x [ σ)σ.

��������æ�ê��'é���"$#.é���%�ê'&
h £ (x
[
s)

(i)4 h £ (x
[
s) : Ω × R

 
+ → R

 
+

2�*6%�2��;!�5;23��;"�$!��6�$����"����1*1���8M=9&����O����1� �
(ii)4

��%�24+��1@�!��3*�5;�$<
x ∈ Ω

M=9&����O���2
h £ (x
[
s) ∈ C

(   )(R  +)
�8������lp!_�P�15;!��

5$%��-��9&lpeR���,���;"��*1�1��5;!�*�

� 6 h £ (x
[
s) 6 c / + c 0 sq � − � [ |h

′

£ s(x
[
s)s| 6 c / + c 0 sq � − � ���&B ���

+�"��
q £ ∈ (

�&[
q∗  ) �

(iii)4
��%�2�%&ls>��=<

v(x) ∈ W
  ì q �� (Ω)

�����1�;!����15;!��d���6"��*��6��5$!�*1�
∫

Ω

h £ (x
[
|∇v|)|∇v| � dx > ϑ £

∫

Ω

dxH £ (x
[
|∇v|)

���&B�~ � �

+�"��
ϑ £ > �

[������

H £ (x
[
s) =

s∫
�
dσ h £ (x

[
σ)σ.
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q∗ =

{

Nq/(N − q)
[c+�"��

N > q �
+∞
[ +�"��

N 6 q
B

UY�;!�"19�������+�"���*1�6"���!�K�[8@�!���*�51��%�9 9�5$%���*����i���M=9&����O����
h   (x [ s) [

h � (x [ s) � h £ (x
[
s)
������lp!��P�65;!��45$%�����9&l	eR���L51*�����5;!�*1��

4h   (x [ 4v) : W
�Xì q �� (Ω) → W

− �Xì q′� (Ω)
[

q
′  = q   /(q   − ~ ) [

div(h � (x [ |∇v|)∇v) : W
  ì q �� (Ω) → W

−   ì q′� (Ω)
[

q
′� = q � /(q � − ~ ) [

div(h £ (x
[
|∇v|)∇v) : W

  ì q �� (Ω) → W
−   ì q′� (Ω)

[
q
′

£ = q £ /(q £ −
~
)�3F6!��8��+��;"�;!���"��q���1+�"��;"��N*���� *,56���1!�*��;!�5;!�*-9&l	eR��<�51��%?K1���=<3!���+��6%����-��2�<�B

f);�����h��+�"������;%��1�����|5$%�1>������I��>���>�e)�1���������j"��1(:�1����2\#;$��$@��k���&B�~-�X�
���&B ë��-B
�A+p"p�.�s�=%s���`�	�j�YB43 ñ�5687:9�z�6�z;68<_ð;ï�ï�7:9W{&ð�=_ð;ï&ò�ð>9@?�5 í 5*A�ò ���&B�~-�X�

���&B ë�� ï5*?�z�x�ð>9CBED�ïF*G�ò�õ
u(x)(t) ∈ L

∞( � [ T � W �Xì q �� (Ω))
[

u
′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � H  � (Ω))

[
(

|u|pk/ � )′

∈ L
� (QT )

[
D í z�x$ñ?ð6y0x�z;{�H?õI<JD�õ|{5�x�ð6ï&ó;y0x�D
T∫
�

[ ∫

Ω

(

∇u
′ [
∇w
)

dx+

+

∫

Ω

[

u
′

+

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
ak(x)|u|pk/ � − � u

(

|u|pk/ � )′
]

w(x) dx+

+

∫

Ω

h   (x [ 4u)4w(x) dx+

+

∫

Ω

h � (x [ |∇u|)(∇u [ ∇w) dx−

∫

Ω

h £ (x
[
|∇u|)(∇u

[
∇w) dx

]

ψ(t) dt = � [
���&B�~�~-�

í ñ8HGx�ó6ðML
ψ(t) ∈ D( � [ T )

ò�x�ó6ðML
w(x) ∈ W

�Xì q �� (Ω)
[

u(x)( � ) = u � (x) ∈ W
�Xì q �� (Ω).

���&B�~-���
2 p�R�=@Ep�`�s���&B,rY#Z��+�"������$%��1����2|�H*��=!��6��1�$!�[`@�!��|+���5$%���*���#$�P�;/_�������
��#$�P�6���1����2¤��\+��-�?�����;/0�65;!�*��j�����;/0�65;!�*�

[ � [ T ]
��91%��1*1���^���6"��iT:�1>����J

5$%�1>����_��>���>�e)�1�������_"��1(Y�1�����,+�"�����;��%��$/_��!���%�15;5$9
u(x)(t) ∈ C([ � [ T ] � H  � (Ω)).
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O�ä�PQ�*���8��R�é����TS��*��S?ç�URê�VE�*�
��R?ä
f)%�28�������#;;!��;%&K�5;!�*1d%�����6%&K1�����A*��'*1"��1���1���W"��#-"��1()������5;!��A*1��51+��6%?K�7

#X9��6�P5;2\���;!��$�����ht�6%��;"�������H*|5;�1@��;!1������g5q���;!��$������]������+����!�����5;!��]�
��������!���������5$!�� }�~J����B_CE"��gF1!������������#;;!��$%?K15;!�*��\+�"���*1�-���1� *I���156���1%&K1���
(:�����*�B
W 5XZY�[�\Yz�ó;y�5�ï�z�x
F*5TX�5�ñ?ðJ{�F�ò�ï&ó�F�ò�L N {&ò6$ñ?ò*]�ð6ï&ò�î[
N��>��;"��1��*�>����6<���*����N[P5;�1+�6"�1>��;%&K1������+�"���5;!�"����5;!�*1�

W
�Xì q �� (Ω)

�J6%��;"�7
������56�����3>��#;��5

{wj}
B.C	9�5;!�K

um(x)(t) =

m
∑

k=  
cmk(t)wk(x)

[
cmk(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
[

Tm > � .

N*������1�u*�"�15651����!�"��1�����,�J6%��;"�������56�����,+�"���>1%?��/0�1����2&B
∫

Ω

[

(∇u
′

m

[
∇wj) + ϕ

′

(x
[
um)wj(x)

]

dx+

∫

Ω

h   (x [ 4um)4wj(x) dx+

+

∫

Ω

h � (x [ |∇um|) (∇um
[
∇wj(x)) dx−

−

∫

Ω

h £ (x
[
|∇um|) (∇um

[
∇wj(x)) dx = � [ j =

~6[
m
[����?B�~-ë��

�����
ϕ(x
[
um) = um +

n
∑

l=  
al(x)|um|pl− � um.

a�"������R!�������[?����>��*�������-@�6%&K1�����R9�5$%���*���2

u � m =

m
∑

k=  
cmk( � )wk(x) → u � 51��%?K1���d* W

�Xì q �� (Ω).
���&B�~J���

W 5XJ^*['_Yz;F*5�ñ.ô-ï5;Hd{5*?-{&ð�=_ò;9Ez�ó;yRô�[
CY�;"��1+���(:�6�A51��5$!��1�.949�"��*����6����2�t�6%��6"�������56����<8+�"���>�%&��/0�1���������&B�~-ë��s*

5$%�����9&l	e)�6��*��������

A(cm)
dcm
dt

= f   (cm) + f � (cm) + f £ (cm)
[

cm = (cm   [ ... [ cmm)t []���&B�~-���
�����

A(cm) = ‖akj(cm)‖m ìm
k ì j=   ì   [ ���&B�~����

akj =

∫

Ω

[(∇wk
[
∇wj) + wkwj ] dx+

+
n
∑

l=  
(pl −

~
)

∫

Ω

al(x)|um|pl− � wk(x)wj(x) dx
[ ���&B�~$���
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f   j = −

∫

Ω

h   (x [ 4um)4wj
[

f � j = −

∫

Ω

h � (x [ |∇um|) (∇um
[
∇wj) dx

[

f £ j =

∫

Ω

h £ (x
[
|∇um|) (∇um

[
∇wj) dx.

aN��Z��*1�A*;!���"����I+�6"����"�1MN�'+��6"�*1������%��*1�]���;/_���'�������#$;!�K'����"������@��1��7
��9&lH%&��+�()��O.�?���1+�"��6"��N*�����5$!�K�*��6��!���"��&M�9&����O����

f   (cm)
[
f � (cm)

�
f £ (cm)

[
Z!1���/0�Z��>�"�;!����P��5$!�K��P$!�"���O��

A(cm)
�H���1+�"��6"��V*�����5;!�Ku��!�����51��!��;%&K1���

5;!��6%&>�O�
cm
��>�"�;!������3��;!�"���O&�

A−   (cm)
B 2 ��$@���!�[?*_51��%�94!��1��"��1����C`�1����

�����1�;!��P�65;!��,%�����6%&K1��12d"��#-"��1()������5;!�K�*���%�1565;�
cmk(t) ∈ C

(   )([ � [ Tm])
+�"������1����!���"����

Tm > � .W 5X4`�[&w N {&ò�z;{�ï�7Vð_z�G�ð;ïF�ò[S:+�"�����"������G��O��1����� *��N*��-��2�!�5;2A!��1@����W!1���/0�W����u� *��u*;!���"����g+�6"��7
��"�1MV�,+��6"�*1������%��*1�sB.CE"��3F6!�����+�"��8*��V+��1%&���1�����d9�5$%���*����

�
q   + � N > (

�
+N)q £

[
q £ 6

� ∗
������lp!����15;!��45$%�����9&l	eR���_�+�"����1"������_��O��1�����?�

‖4um‖q � 6 c 1 (T ) < +∞
[ ���&B�~-���

T∫
�
‖∇um‖ �� dt 6 c a (T ) < +∞

[ ���&B�~����

T∫
�

∫

Ω

(

a
  / �
k

(

|um|pk/ � )′) �
dx dt 6 c b (T ) < +∞

[ ���&B � � �

�����,*1"��6�P2
T > � ����5;!1;!��1@����d��6%���BW 5XQh8[�\p{&ð í ðJñ.ô-ï�7Vî N ðJ{?ðML�z í [r:#��+�"����1"����=< ��O��1����� ���?B�~-�����H���&B�~����4+�"���<��-�&���g��*��N*��-��9q�Z5$9&e)�17

5;!�*1��*��������!1������d+��$�?+���5$%��-����*1;!��;%?K1����5;!��d+���5$%�������*1;!��;%&K1����5$!��
{um}

[�@�!��
������lp!����15;!��45$%�����9&l	eR���,+�"������$%?K1�����_56*�����5$!�*���

um
∗
⇀ u ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W �Jì q �� (Ω))

[ ���&B �P~-�
u

′

m ⇀ u
′ 5$%�1>��d*

L
� ( � [ T � H  � (Ω)).

���&B �����

A(um)
∗
⇀ χ ∗ −

5$%�1>��d*
L
∞( � [ T � W− �Jì q′� (Ω))

[ ���&B ��ë��

a
  / �
k

(

|um|pk/ � )′

⇀ a
  / �
k

(

|u|pk/ � )′ 5-%�1>��d*
L
� (QT )

[ ���&B �����
A(v) ≡ 4h   (x [ 4v).
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t ∈ [ � [ T ]

h � (x [ |∇um|)∇um → h � (x [ |∇u|)∇u 51��%?K1���d*
L

q
′� (Ω) × · · · × L

q
′� (Ω)
[

���&B �����
h £ (x

[
|∇um|)∇um → h £ (x

[
|∇u|)∇u

51��%?K1���d*
L

q
′� (Ω) × · · · × L

q
′� (Ω)
[

���&B �����
um → u

51��%&K1���d*
L

pk (QT )
[

QT = ( � [ T ) × Ω.
���&B �����
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χ = 4h   (x [ 4u). ���&B �����
!?�1+��6"�K,��9�/_���_9������;/L��!�K_��>��R@�15;!��3"��*1�1��5;!�*1d���&B�~-ë��`��

ψ(t) ∈ L
 
( � [ T )

[
+�"�������!�����"���"���*�;!�K�+��W*1"��1���1���Z�u+��;"��6��!��u�W+�"������$%�9�+�"��

m → +∞
��%�2

��!�������*����A��4��������N�A�P���P�6��!8+��-�.+���5$%�������*1;!��;%&K1����5$!��
{um}

�A+��6%�9�@���!�K�[
@�!��A+�"��-���;%?K1��12ZM=9&����O���2

u(x)(t)
2�*6%�2��;!�5;2A5$%�6>��N�I��>���>�e)�6�����N�I"��1(Y��7

�����1�Z"�15651�P$!�"���*11�6�P���3#;;��$@��.B&f06%��1�_��51+��1%&K�#X9�245;!1�����6"�!����N�36%&�-�1"���!��
+�"��$���1%�/0�1����2d5$%�1>��=<8"��1(:�6�����8*��4*1"��6�P�1�����=� +��6%�9�@����N[&@�!��456+�"��*�����%?��7
*1,5$%��-��9&lpeL12�!��1��"��6�P��
!:�D�N"	�D�R�ë&B \�D�ó;y)ôLx�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7�D�óJñ?z�x�ò;HWï5�BKD�ïFG�ò&ò ϕ(x

[
s)
[
h   (x [ s) [

h � (x [ s) ò h £ (x
[
s)
ò [ F�{?z�9Eð_y:z;X6z [ N {&ò�x�7 N z;ñ&ï&ð;ï&ò&òZD�óJñ?z�x�ò�î

�
q   + � N > (

�
+N)q £

[
í ñ8H3ñ&õI6�z�X6z

u � (x) ∈ W
�Xì q �� (Ω)

ómD�<Lð6ó;y)x�D�ð1y¤óJñ�56�z�ð_z;6�z�68<Lð6ï�ï�z�ðY{&ð�=_ð6ï�ò�ð
u(x)(t)

[.í ñ*HTF�z�y:z6{?z�X6z

u(x)(t) ∈ L
∞( � [ T � W �Xì q �� (Ω))

[
u

′

(x)(t) ∈ L
� ( � [ T � H  � (Ω))

[
(

|u|pk/ � )′

∈ L
� (QT )

[

N {&òA�ð>9 T ∈ ( � [ T � ) ò T � = +∞
ñ.ò6�z

T � < +∞
ò x N z�óJñ?ð í ï�ð>9�óJñ*D�A
5�ðò;9Eð6ð>9

lim sup
t↑T  ‖4u‖q � = +∞.

u ä
v:���S�#�U)ç�é�ê?çZS&ç�U)ç�é�ê��Pä

N��51+��1%&K�#$��*1;!�K15;2�51"��#J9H+���5;!�"����6�����N�]"��1(:�6�����1�\��%�2 *��N*��-��W����5$!1�7

!��1@�����<'9�5$%���*����G"��#-"19&(Y�1����2�"��1(Y�1�����W���;%?K1#-2�[�+���56���6%?K1�19G��%�2G��<A*��N*1��7
���!�"��1>69��;!�5;2u>��6%?K1(Y12���%�;�.����5;!�K�Bp�V�&�������[s�J6%��;"�������56�����W+�"���>1%?��/0�1����2
��9�/_���V�=�851*1����5;!�*1�������%�;�?����5;!��8��>1%�;���lp!��

um(x)(t) ∈ C
(   )([ � [ T ] � W   ì p� (Ω)).
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Φm(t) ≡

~
�

t∫
�
‖∇um‖ �� ds+

~
�

t∫
�
‖um‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|um|pl dx ds+

+

~
�
pk ‖∇u � m‖ �� +

~
�
pk ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pk pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx
[����&B �����

Jm(t) ≡

t∫
�
‖∇u

′

m‖ �� (s) ds+

t∫
�
‖u

′

m‖ �� (s) ds+

+

n
∑

l=  
(pl −

~
)

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u
′

m| � |um|pl− � dx ds+

+

~
� ‖∇u � m‖ �� +

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx.
���&B ë � �
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(

Φ
′

m

) �
6 pk  ΦmJm

��%�23*�56�$<
t ∈ [ � [ T ]

[ ���&B ëP~-�
�����

pk  = max
k∈   ìn pk.

f)%�24*��N*��-��_+��;"�*������_F����;"����;!���@��651�������,"��*1�1��5$!�*�)9������;/_���A��>��0@�15;!��4"��7
*1�1��5$!�*�_���&B�~-ë��	��

cmj
��+�"���5-9&���=��"19��1�W+��

j =
~6[
m
��+��6%�9�@����G"��*1�1��5;!�*��

d � Φm

dt � +

∫

Ω

h   (x [ 4um)4um dx+

∫

Ω

h � (x [ |∇um|)|∇um| � dx =

=

∫

Ω

h £ (x
[
|∇um|)|∇um| � dx. ���&B ë����

!?�1+��6"�K)9&�=���;/_���A��>��0@�15$!��d"��*1�1��5;!�*�����&B�~-ë��E��
c
′

mj

�3+�"���5$9�������"19��1�Z+��
j =
~1[
m
�8+��6%�9�@�����*6!���"����LF����6"����;!���@��156�����_"��*��1��5;!�*1�

d

dt

(

Jm +

∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx

)

=

=
d

dt

∫

Ω

H £ (x
[
|∇um|) dx.

���&B ë�ë��
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Jm +

∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx− Em( � ) =

=

∫

Ω

H £ (x
[
|∇um|) dx

[ ���&B ë����

�����

Em( � ) =

~
� ‖∇u � m‖ �� +

~
� ‖u � m‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � m|pl dx+

+

∫

Ω

H   (x [ 4u � m) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇u � m|) dx−

−

∫

Ω

H £ (x
[
|∇u � m|) dx.

���&B ë����
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ϑ £ Jm + ϑ £
∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+ ϑ £
∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx−

− ϑ £ Em( � ) 6

∫

Ω

h £ (x
[
|∇um|)|∇um| � dx. ���&B ë����

rY#LF1!������8���6"��*1�1��5;!�*�d�'"��*��1��5;!�*18���?B ë����:+��6%�9�@���� 5-%��-��9&lpe)�1�4���;"��*��1��7
5;!�*1���
d � Φm

dt � +

∫

Ω

h   (x [ 4um)4um dx+

∫

Ω

h � (x [ |∇um|)|∇um| � dx >

> ϑ £ Jm + ϑ £
∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+ ϑ £
∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx− ϑ £ Em( � ).
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5;!�*1�
d � Φm

dt � + ϑ £ Em( � ) > ϑ £ Jm+

+ (ϑ £ − ϑ   )
∫

Ω

H   (x [ 4um) dx+ (ϑ £ − ϑ � )
∫

Ω

H � (x [ |∇um|) dx
[ ���&B ë����
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ϑ £ > ϑ   [ ϑ £ > ϑ �*,51*1��lj�1@��;"��-�?K,*��=!��1��6�;!����;"��*��1��5;!�*1�
d � Φm

dt � + ϑ £ Em( � ) > ϑ £ Jm.
���&B ë����
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ΦmΦ
′′

m − α(Φ
′

m) � + βΦm > � [ ���&B � � �
�����

α =
ϑ £
pk  
[

β = ϑ £ Em( � ). ���&B ��~-�
!?�1+��6"�K�+��1!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2�[&@�!��

ϑ £ > pk  [ pk  = max
l=   ìn pl.

���&B �����
f06%��1�g"�1565$9�/0��12�������h*^+�"����?�=��9&e)�6��+�6"����"�1MN�¤���Å+�"���<��$�&��� �
5$%�����9&l	e)�6��939�!�*1�;"�/0���1����l:�
!0�N�V"s�N�Lg�.B \KD�ó;y)ô\x
7 N z;ñ&ï�ð6ï�7 x�ó6ðiD�óJñ?z�x�ò;Hbï5�BKD�ï*FG�ò&ò ϕ(x

[
s)
[

h   (x [ s) [ h � (x [ s) ò h £ (x
[
s)
[*\KD�ó;yRô [ F�{&z�9`ðYy0z�X6z [ x�7 N z;ñ&ï&ð;ï�7ux�ó6ðrD�óJñ?z�x�ò;Hò8?,y0ð6z6{&ð>9-7 ë�[ y0z;X í 5 N {&òZD�óJñ?z�x�ò&ò

∫

Ω

H £ (x
[
|∇u � |) dx >

∫

Ω

H   (x [ 4u � ) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇u � |) dx+

+
pk �
ϑ £





~
� ‖∇u � ‖ �� +

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx
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pk  < ϑ £
[

ϑ £ > ϑ   [ ϑ £ > ϑ � ���&B �����
óJñ�56�z�ð'z�6�z�68<Lð;ï�ï&z�ðd{&ð�=_ð;ï&ò�ð�?�5 í 5A�ò ���&B�~$�X�����&B ë�� ï�ð'ómD�<_ð6ó;y0x�D�ð6y�X�ñ?z8�
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lim sup
t↑T  ‖4u‖q � = +∞

ò'ò;9Eð6ð1yi9Eð6ó6y:zdz�G�ð;ïF*5�ó6x�ðJ{�L�D
T � 6 T∞ = Φ

  −α( � )A−   [
X í ð

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � )
) �

−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � [
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Φ(t) ≡

~
�

t∫
�
‖∇u‖ �� ds+

~
�

t∫
�
‖u‖ �� ds+

n
∑

l=  
pl −

~
pl

t∫
�

∫

Ω

al(x)|u|
pl dx ds+

+

~
�
pk  ‖∇u � ‖

�� +
~
�
pk  ‖u � ‖

�� +
n
∑

l=  
pl −

~
pk  pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx
[

α =
ϑ £
pk  
[

β =

{

ϑ £ E( � ) [ N {&ò E( � ) > ���
� [ N {&ò E( � ) 6 � [

E( � ) =

~
� ‖∇u � ‖ �� +

~
� ‖u � ‖ �� +

n
∑

l=  
pl −

~
pl

∫

Ω

al(x)|u � |pl dx+

+

∫

Ω

H   (x [ 4u � ) dx+

∫

Ω

H � (x [ |∇u � |) dx−

∫

Ω

H £ (x
[
|∇u � |) dx.
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s Û p(Ω) Ü W
s Û pÝ (Ω) Ü

W
s Û p(Γ)
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Ω ⊂ R
N
5'��%�;�.��������"������O��1�

Γ ∈ C
�Xì δ [ δ ∈

∈ ( � [�~ ].�Z+	"	���E��%E�D�Y�s��~NB$Ô=5$%?�
s ∈ N

�
p ∈ [

~6[
+∞]

[s!�� ���k��>���#;��$@����
@��6"��1#

W
s ì p(Ω)
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{u ∈ D
′

(Ω) : Dαu ∈ L
p(Ω)

[
|α| 6 s}

5,����"������

‖ u ‖Ws Þp(Ω)=





∑

|α|6s

‖ Dαu ‖p
Lp(Ω)





  /p

.

Ô=5$%?�
s ∈ R+\N

�
p ∈ (

~1[
+∞)
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W

s ì p(Ω)
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{u ∈ D
′

(Ω) : u ∈ W
[s] ì p(Ω)

�
dσ ìα(u) ∈ L

p(Ω × Ω)
[
|α| = [s]}

5,����"������

‖ u ‖Ws Þp(Ω)=



‖ u ‖p
W|s| Þp(Ω)

+
∑

|α|=[s]

‖ dσ ìα(u) ‖p
Lp(Ω×Ω)





  /p

[

�����
dσ ìα =

|Dαu(x) −Dαu(y)|

|x− y|(N/p)+α

[
s = [s] + σ.
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�
p ∈ [

~6[
+∞]
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W
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D(Ω)
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W
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�
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+∞)
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W

s ì p� (Ω)
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W

s ì p(Ω)
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s ∈ R−\ � � p ∈ (
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+∞)
[Z!��b@��6"��1#
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(u
[
v)Hs(Ω) = (u

[
v)H[s](Ω) +
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7|óJñ?ð í D�õI<_ò�ð_x-ñ?z;]4ð;ï&ò;H�[
~1B jVóJñ.ò
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~ � µ =
~1[ ð6óJñ.ò

k − (N/p) >
~
.Õ 6�z$ñ?ð1ðHz;68<_ðs9 óJñDA
5�ð [ ð6óJñ.ò
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u ∈

∈ D(Ω)
[ y0z
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ð6x�z�î�BED�ïFG�ò&ò

f(x
[
u)
ó N {5�x�ð í ñ?ò�x
5'z�G�ð;ïF*5

|f(x
[
u)| 6 a(x) + c

N
∑

k=  
|uk|

pk/q

í ñ8Hkx�ó6ðmL
u = (u   [ ... [ uN ) ∈ R

N
ò
µ− N z8A�y0ò¤x�ó6ðmL x ∈ Ω

p X í ð
a(x) ∈

∈ L
q(Ω
[
µ)
[

f0�����#;;!��;%&K15;!�*���F1!���� !��1��"��6���^����5;!1;!��1@�����5$%��$/_�����u�H��"���+���!-%?��*����
�����1�;!�5;23*,"�1>���!��'} ����B
n�65651�P�1!�"����¤!��1+��;"�K�5$%�����9&l	eR���I*16/_���N�j"��1#X91%?K�!1;!�[0����!���"��N�j>691���;!

������8���1�-�&������"�;!����4��51+��6%?K1#;��*1;!�K15;23*4*16"����O����������=<�#;;��$@�6<�B
C	9�5;!�K

f(x
[
u) : Ω × R

N → R
 

2�*;%�2��;!�5;2�aN6"�;!��1�-����"����1*�����M�9&����O����6�.B�
N*������1�'!1��,���#$�N*�6�1�.9&lq+���!��1��O&��7
6%&K1��9&ljM�9&����O���l

F (x
[
z) =

z∫
�
f(x
[
ξ) dξ

[ ��ë&B�~-�

L!1���/0�_M=9&����O�������6%

ψ(u) =

∫

Ω

F (x
[
u(x)) dx.

��ë&B ���

CE"��-�?+��6%��;/_���A!1���/0��[&@�!��

|f(x
[
u)| 6 a(x) + c|u|p/p

′ +�"��
p

′

=
p

p−
~ �

p ∈ (
~6[

+∞)
[
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�����

a(x) ∈ L
p
′

+ (Ω)
�
c > � B�!.������d��%�2W+���!��1��O���6%&K1�����WM�9&����O&��� F (x

[
u)
[

��+�"������;%��1�������3MV��"���91%����G��ë&B�~-��[����P�6�;!��P�15;!��45$%��-��9&l	e0�1�,���;"��*��6��5;!�*1���

|F (x
[
u)| 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u(x)∫
�
f(x
[
ξ) dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 a(x)|u| +
c

p
|u|p 6

6
|a(x)|p

′

p′ +
|u|p

p
+
c

p
|u|p = a   (x) + c   |u|p [���ë&B ë��

�����
a   (x) ∈ L

 
(Ω)

�
c   > � B_�`@��1*����&����[L@�!��g+��\51*1���1�.9^��+�"������;%��1����l+��1!��1��O���6%&K1��12ZM�9&����O���2

F (x
[
u)
2�*6%�2��;!�5;2uaN6"�;!��1�-����"����1*�������+���F1!����.9

*_51��%�9d!��1��"��1�=�u¦HB�S)B?aD"�156����56�;%&K�56�������4����ë&B ë��E+�"���<��-�&���Z�d*��N*1�$��9�[�@�!��
5;����!�*��$!�5;!�*$9&l	eR���8��+��;"�;!���"3UY�6���VO��������

NF (u) : L
p(Ω) → L

 
(Ω)

�42�*6%�2��;!�5;2�����"������@��6�����N�u�3���1+�"��6"��V*����N�VB&oD%��-����*�$!��;%?K1����[?M�9&����O�������6%
ψ(u)

[s��+�"��-���;%��6�����N� MV��"��.91%����|��ë&B ���,2�*;%�2��;!�5;2�����"������@��1�����N�]�q���1+�"���7
"��N*����V�'��#

L
p(Ω)

*
R
 
.
f0�1��5;!�*���!��;%&K1����[�*:51��%�9,��O��1�����4��ë&B ë��N���P�1�$!0�P�15;!��

O��1+��1@�������6"��*��6��5$!�*��

|ψ(u)| 6

∫

Ω

|F (x
[
u(x))| dx 6

∫

Ω

a   (x) dx+ c  
∫

Ω

|u|p dx 6 c � + c   ‖u‖p
p.

�0��"������@��6������5;!�KR�������#$����B&f0����6/0�1�����1+�"��;"��N*�����5;!�K�B�Cp9�5;!�K
un → u

51��%?K1���d*
L

p(Ω).!?������
|ψ(un) − ψ(u)| 6 ‖NF (un) −NF (u)‖   → � +�"��

n→ +∞.
rs!1���[)���1+�"��;"��N*�����5;!�K �I����"������@��1������5$!�K�M�9&����O&������6%�

ψ(u)
�������#$����B

f0����6/0�6�u!���+��6"�K4�����4�&��MNMV�;"��1��O���"19��1�P��5$!�Kd+��3§d"��6(:��BPn.15651����!�"�����5$%���7
��9&l	e0�1�,*��D"�6/0�1�������

ω(u
[
v) ≡ ψ(u+ v) − ψ(u) − 〈Nf (u)

[
v〉

��%�2
u
[
v ∈ L

p(Ω).

|ω(u
[
v)| 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

[F (x
[
u(x) + v(x)) − F (x

[
u(x))] dx−

∫

Ω

Nf (u)(x)v(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

2 ��P�;!����N[?@�!��d�����1�;!��P�15$!��dO��1+��1@����"��*1�1��5;!�*

F (x
[
u(x) + v(x)) − F (x

[
u(x)) =

=

 ∫
�
d

dt
F (x
[
u(x) + tv(x)) dt =

 ∫
�
f(x
[
u(x) + tv(x))v(x) dt.
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CE��F1!�����9�51+�"��*�����%?��*�,��O��1����

|ω(u
[
v)| 6

 ∫
�
dt

∫

Ω

dx |Nf (u+ tv)(x) −Nf (u)(x)| |v(x)| 6

6

 ∫
�
dt ‖Nf (u+ tv) −Nf (u)‖p′ ‖v‖p.

oD%�������*1;!��;%&K1����[�*)51��%�9d���1+�"��6"��V*1����5;!��,��+��;"�;!���"�RUY�1���NO��������
Nf (·)

������7
�;!����15;!��d+�"��-���;%?K1�����,���6"��*��6��5$!�*��

lim
‖v‖p→ �

|ω(u
[
v)|

‖v‖p
6 lim

‖v‖p→ �
 ∫
�
dt ‖Nf (u+ tv) −Nf (u)‖p′ = � .

!?�1�u51����N�N[.51+�"��*1�-��%?��*1,5$%��-��9&lpeL12�%��1�=�P�B
TW���_�R�~1B \p{?ò3ó�BEz;{;9KD�ñ.ò�{&z�x
5�ï�ï�7¯LËD�óJñ?z�x�ò;H8L�BED�ïFG�ò�z�ï5�ñ

ψ(u)
[ z N {&ð
�í ðJñ?ð6ï�ï�7VîÄBsz6{;9KD�ñ?z�î ��ë&B ����[ H?x-ñ*H?ð6y0óMH í ò�BrBEðJ{&ð;ï�G�ò�{�D�ð>9-7:9 N z ï {&ð�=_ð [

N {&òA�ð>9\ò;9Eð1ð6yi9Eð6ó6y:zdóJñ?ð í D�õ�<Lð6ðY{�5�x�ð6ï&ó;y0x�z �
ψ

′

f (u) = Nf (u)
í ñ*HGx�ó6ðML

u ∈ L
p(Ω) N {&ò p ∈ (

~1[
+∞).

��ë&B ���

Ú¡¥;k��%x�ë¡ëJ{ÃpA{c�rìaxzo�wpát��uQ{(�A{cpvo��t{c��|&àb��u
n�65651�P�1!�"����q��56����*������4��%�2G��15d5$%�����9&l	e)�1���&��MVMV�;"��1��O���6%?K1�����3���;"��7

*1�1��5$!�*����
ΦΦ

′′

− α(Φ
′

) � + γΦ
′

Φ + βΦ > � [ α >
~6[

β > � [ γ > � [ � ��B�~-�
�����

Φ(t) ∈ C
( � )([ � [ T ])

[
Φ(t) > � [ Φ( � ) > � .n.�#J���;%?������>��L@�15$!��G���;"��*1�1��5;!�*�3� �.B�~-�:��

Φ
  +α [.!�������d+���5$%��4���1����!���"���<+�"��1��>�"��#$��*��������+��6%�9�@����N[&@�!��

(

Φ
′

Φα

)
′

+ γ
Φ

′

Φα
+ βΦ−α

> � [
��#L����!���"������d*�56*���lj�1@��6"����?K�+��1%�9�@����N[&@�!��

~
~
− α

(Φ
  −α)

′′

+
γ~
− α

(Φ
  −α)

′

+ βΦ−α
> � . � �.B ���


N*������1�Z��>���#$��-@��6������B
Z(t) = Φ

  −α(t).
� �.B ë��

o�9�@��;!����ZF6!������4��>���#$��$@��1�����,��#,� �.B ���`+��6%�9�@����N[&@�!��

Z
′′

+ γZ
′

− β(α−
~
)Zα �

6 � [ α   = α

α−
~ . � �.B ���
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N*������1�u����*����_��>���#;��-@��6������B

Y (t) = eγtZ(t)
[ � �.B ���

5R9�@��;!����u����!���"������d��#,� �.B ���`+��6%�9�@����N[&@�!��

Y
′′

− γY
′

− β(α−
~
)e−δtY α �

6 � [ δ =
γ

α−
~ . � �.B ���

2 ��P�;!����A!���+��;"�K�[&@�!��d���P�1�;!����15;!��45$%�����9&l	eR123O��1+��1@���,"��*1�1��5;!�*��

Y
′

=
(

Φ
  −αeγt

)

′

= Φ−α(α−
~
)eγt

[

−Φ
′

(t) +
γ

α−
~ Φ(t)

]

.
� �.B ���

CE��!�"��1>69��1��*��N+��1%&���1����2d5$%�����9&l	e)�����d��$@�6%&K1�������,9�5$%���*���2&�

Φ
′

( � ) > γ

α−
~ Φ( � ) [ � �.B ���

!�������4��������;!�5;2�!1������
t � > � [&@�!��4>691���;!������;!�K,�P�15;!��d���;"��*1�1��5;!�*1�

Φ
′

(t) >
γ

α−
~ Φ(t)

+�"��
t ∈ [ � [ t � ). � �.B ���

rR[�5$%��-����*�$!��$%?K1����[&��#Y���;"��*��1��5;!�*1_� ��B ���p�4*��D"�6/0�1����24� �.B ���p+��6%�9�@����N[�@�!��

Y
′

(t) < � +�"��
t ∈ [ � [ t � ).

CE��51���6%?K1��9
−γY

′

(t) > � +�"��
t ∈ [ � [ t � ) [

!��d��#L���;"��*1�1��5;!�*1d� ��B ���`+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e)�1�_���;"��*1�1��5;!�*1���

Y
′′

− β(α−
~
)e−δtY α �

6 � [ δ =
γ

α−
~ +�"��

t ∈ [ � [ t � ). � �.B�~ � �
!?�1+��6"�K����^9&�����;/_���^��>��A@�15;!��j���6"��*��6��5;!�*1q� �.B�~ � �8�� Y ′ �j+��1%�9�@����
���6"��*1�1��5$!�*��

Y
′

Y
′′

− β(α−
~
)e−δtY α � Y ′

> � [ δ =
γ

α−
~ +�"��

t ∈ [ � [ t � ). � �.B�~�~-�
!?�1+��6"�K,#;����;!����N[&@�!��d���P�1�;!����15;!��45$%�����9&l	e)�6�_"��*1�1��5;!�*����

e−δtY α � Y ′

=
d

dt

[

e−δtY
  +α � ]+ δe−δtY

  +α � − α   e−δtY α � Y ′ [
��#L����!���"������d+��6%�9�@�1�1�u"��*1�1��5$!�*��

e−δtY α � Y ′

=

~
~
+ α  

d

dt

[

e−δtY
  +α � ]+

~
~
+ α   δe

−δtY
  +α � . � �.B�~-���

CE�$��5;!1�*����I*��D"�6/0�1�����W� ��B�~-���,*Z� �.B�~�~-�,��+��6%�9�@����j5$%��-��9&lpe)�1�'���;"��*��1��7
5;!�*1���

Y
′

Y
′′

−
β(α−

~
)~

+ α  
d

dt

[

e−δtY
  +α � ]− β(α−

~
)δ~

+ α   e−δtY
  +α �

> � +�"��
t ∈ [ � [ t � ) [
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��#L����!���"������451"��#J93/0�,+��1%�9�@����N[?@�!��d�����1�;!��P�15$!��d���;"��*��1��5;!�*1�

Y
′

Y
′′

−
β(α−

~
)~

+ α  
d

dt

[

e−δtY
  +α � ]

> � +�"��
t ∈ [ � [ t � ). � �.B�~-ë��

r0��!�����"���"19�23+���5-%��-�����1�,���;"��*1�1��5;!�*��d�=�q+��1%�9�@��������;"��*1�1��5;!�*���B

(Y
′

) � > A � +
�
β(α−

~
) ��

α−
~ e−δtY

  +α �
> A � [ � �.B�~J���

�����
A � ≡ (Y

′

( � )) � −
�
β(α−

~
) ��

α−
~ Y

  +α � ( � ). � �.B�~-���
r\!��1+��6"�K���� +��1!�"��1>69��1��*��N+��6%?���1����2�9�5$%���*���2

A � > � .
CE��5$%���"�2���d+�"��1��>�"��#;��*1������G+���5$%����&���1�_9�5$%���*�����+�"��1��>�"��#J9��;!�5;28�85$%�����9&7
l	e)�6�.9'*�����9��

A � = (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � ) − γ

α−
~ Φ( � )

) �
−

�
β�

α−
~ Φ( � )

]

> � .
� �.B�~����

oD%�������*1;!��;%&K1����[&9�5$%���*����
A � > � F���*���*16%��1��!����,9�5$%���*���l

(

Φ
′

( � ) − γ

α−
~ Φ( � )

) �
>

�
β�

α−
~ Φ( � ). � �.B�~$���

oD!16%��L>��=!�K�[&���u+�"���<��-�&���W��#:���;"��*��1��5;!�*,� �.B�~J���	�3� ��B�~����	�,*��N*1�$��9d�)!����N[
@�!��

Y
′

(t) 6 −A < � ⇒ Φ
′

(t � ) > γ

α−
~ Φ(t � ).

U:�4!�������
Y

′

(t � ) < � BPoD%�������*�;!��;%&K1����[���51+��6%?K1#J9�286%?����"���!�� +�"��-���1%�/0�1����2*1�d*1"��1���1���?[�+��1%�9�@����N[&@�!��

Y
′

(t) < � ��%�23*�5;�$<
t ∈ [ � [ T ].

2 ��$@���!�[.51+�"��*1�-��%?��*1� 5$%�����9&l	eR���,���;"��*��6��5;!�*1��

|Y
′

| > A > � ⇒ Y
′

(t) 6 −A⇒ Y (t) 6 Y ( � ) −At⇒

⇒ Φ
  −α(t) 6 e−γt

[

Φ
  −α( � ) −At

]

⇒

⇒ Φ(t) >
eγt/(α−   )

[Φ   −α( � ) −At]
  /(α−   ) .

� �.B�~-���

!.������u��>�"��#;���D[P��� +�"���(Y%&���d5$%�����9&l	e)�6�d!��1��"��1���
!:�D�N"	���RG~ � B \KD�ó6y)ô Φ(t) ∈ C

( � )([ � [ T ])
ò�x�7 N z;ñ&ï�ð6ï�7yD�óJñ?z�x�ò;H

Φ
′

( � ) > γ

α−
~ Φ( � ) [ � �.B�~����
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(

Φ
′

( � ) − γ

α−
~ Φ( � )

) �
>

�
β�

α−
~ Φ( � ) � �.B � � �

N {&òA�ð>9 Φ(t) > � [ Φ( � ) > � [ y0z�X í 5Gx�{?ðs9KH T > � ï�ðJ9Ez;]�ð6yò687py)ôRó�F�z;ñ.ôD8X6z í ï�zZ6�z;ñ.ô�=_ò;9 [ 5Gò;9Eð6ï�ï�zdx�7 N z;ñ&ï�ð6ï�zdï�ðJ{5�x�ð6ï&ó;y0x�z
T 6 T∞ 6 Φ

  −α( � )A−   [

A � ≡ (α−
~
) � Φ− � α( � )

[

(

Φ
′

( � ) − γ

α−
~ Φ( � )

) �
−

�
β�

α−
~ Φ( � )

] [

N {&òA�ð>9
lim sup

t↑T∞

Φ(t) = +∞.

Ú@®ak D �A{cñ�pA{cpw�8�t��uv|&àcx�uvs�pro�àb��u�Þò¦Ðo�àbprx-ì-�
n�65651�P�1!�"�������;!�"���O�9

A = ‖aik‖
m ìm
i ì k=   ì   [ ���&B�~-�

�����

aik = 〈A � wi
[
wk〉 � +

N
∑

j=  
〈

A
′
jum

(um)wi
[
wk

〉

j

[
um =

m
∑

k=  
cmkwk

[h���&B ���

�
{wk} ⊂ V

� F1!��d�J6%��;"�������51�����8>��#;��5,*
V
B�n.15;51�P��!�"������P$!�"���O�9

cik =

N
∑

j=  
〈

A
′
jum

(um)wi
[
wk

〉

j
.

���&B ë��

CE"��$/0���4*�5;�����4������6/0�1������"������@��1������5;!�K,F1!����G��;!�"���O��	B.f0�1��5;!�*���!��$%?K1����[
�����1�1�

‖C‖m⊗m = sup
|η|m=   |Cη|

[ ���&B ���
�����

|η|m =
(

η �   + ...+ η �m
)   / �

.

�`!�5�l=��,5$%��-��9��;!�[?@�!��

‖C‖m⊗m 6 c(m)

N
∑

j=  
m ìm
∑

i ì k=   ì  
∥

∥A
′
jum

(um)
∥

∥

Vj→V∗
j

‖wi‖j‖wk‖j

6 c(m)
N
∑

j=  
m ìm
∑

i ì k=   ì  
µj(Rm)‖um‖j‖wi‖j‖wk‖j

[����&B ���

�����
µj(Rm) � F1!��L���-9�>��V*1�l	eR12,�,����"������@��1����12,��R������+����!16<4M=9&����O���2�

Rm = ‖um‖j
B�r:#H��O��1���������&B ���u5$%�����9��;!�[_@�!��¤��;!�"���O�

C
2�*6%�2��;!�5;2

����"������@��1�������d��%�2�%?ls>������4MV����51��"���*1����������
cm = (cm   [ ... [ cmm)

B
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R(λ
[
A) = (λI − A)

−   ���&B ���
��%�2 ����5;!1;!��1@���� >��1%&K1()��<

|λ| = rm > � B$!?������u��%�2|��>�"�;!������j�P;!�"���O��
A

−   ���P�1�$!4���15;!��d+�"�����5;!1�*6%��1�����

A
−   =

~
�
πi

∫

|λ|=rm

λ−
 
R(λ
[
A)dλ.

���&B ���

!?������

A
−   (c  m) − A

−   (c �m)

=

~
�
πi

∫

|λ|=rm

λ−
  [

R(λ
[
A(c
 
m)) − R(λ

[
A(c �m))

]

dλ.
���&B ���
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R(λ
[
A(c �m)) − R(λ

[
A(c
 
m))

= R(λ
[
A(c
 
m))

+∞
∑

n=  
[(

A(c �m) − A(c
 
m)
)

R(λ
[
A(c
 
m))
]n ���&B ���

+�"��d9�5$%���*����
∥

∥

∥

(

A(c �m) − A(c
 
m)
)

R(λ
[
A(c
 
m))
∥

∥

∥

m⊗m

6

∥

∥

∥
A(c �m) − A(c

 
m)
∥

∥

∥

m⊗m
‖R(λ

[
A(c
 
m))‖m⊗m 6 δ <

~6[
������!���"����_51+�"��*1�-��%&��*1�d+�"��d����5;!1;!��1@����4>��6%?K1()��<

|λ| = r > � B2 ����;!����N[&@�!��
A(c �m) − A(c

 
m) = C(c �m) − C(c

 
m) = ‖λki‖

m ìm
k ì i=   ì   [ ���&B�~ � ������

λki ≡

N
∑

j=  
〈[

A
′
jum

(u
 
m) − A

′
jum

(u �m)
]

wk
[
wi

〉

.
���&B�~�~-�

U:�,!�������

|λki| 6

N
∑

j=  
∥

∥

∥A
′
jum

(u
 
m) − A

′
jum

(u �m)
∥

∥

∥

Vj→V∗
j

‖wi‖j‖wk‖j

6

N
∑

j=  
‖wi‖j‖wk‖jµj(Rm)‖u

 
m − u �m‖j

[����&B�~-���
�����

Rm = max
{

‖u
 
m‖j
[
‖u �m‖j

}

.
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|λki| 6

N
∑

j=  
‖wi‖j‖wk‖jµj(Rm)

m
∑

k=  
‖wk‖j

∣

∣

∣
c
 
mk − c �mk

∣

∣

∣
.

���&B�~-ë��

!.������\��>�"�1#;���N[s��#G���&B ���J�����&B�~-ë��,5$%�����9��;!�[V@�!��W��%�2�*�56�$<
ε > � ��������;!�5;2!1������

δ(ε) > � [&@�!��,��%�23*�5;�$<
∣

∣

∣
c
 
m − c

�
m

∣

∣

∣
6 δ(ε)

�����1�1�
|λki| 6 ε.

¥�!��_��#;��-@�6�;!�[�@�!��,�P;!�"���O�
A

−   (cm)
2�*6%�2��;!�5;2,���1+�"��6"��N*������4��!�����51��!��$%?K�7

���I5;!��6%&>�O�
cm ∈ R

m
BL
b51*���l��1@��6"����?KqF1!��I��#;��$@�6�;!�[R@�!��I�\51��5$!��6�P�

�J6%��;"�������56����<'+�"���>1%?��/0�1�����8*�����
m
∑

i=  
c′mi



〈A � wi
[
wk〉 � +

N
∑

j=  
〈A′

j ì um
(um)wi

[
wk〉j



 = (F(um)
[
wk) �

���;/_���4+�"����P�6����!�KR!��1��"��1�.9'C`�1�����B
2 V�)�=@EV�`�s�3ë&B 2 ����;!����N[=@�!��'���;!�"191�&���G+��6%�9�@���!�K35$%�����9&l	eR���W"��1#J91%&K�7
!1;!�� z N ð�{5�y0z6{ A

′
ju(u)

ó6ò�ñ.ô-ï�z3ï�ð N {&ðJ{�7px�ð6ïGz�y:ï�z�ó6ò�y0ðJñ.ô-ï�z3ï�z6{;9-7Ä6;5�ï5��L�z�x
5 N {?z�ó;yE{5�ï&ó;y)x�5 L(Vj � V∗
j )
[

Ú�´Ck D sÀuÃðA��u:¦�x��sàc{ÃprñzuqwA�Eì�xzu��z��u:¦Ê�A{cpvo��t{c��|&àb�t{
C	9�5;!�K

Ω ⊂ R
N � F6!��H����"������@��1����12j��>�%�15;!�K 5q��%�;�?�����g��"������O��1�

∂Ω ∈ C
. ì δ +�"�� δ ∈ ( � [�~ ].
�"�1>���!��8}�~�~$�s��_5;!�"&B?��~:>��=%���+��6%�9�@��1���,5$%�����9&l	e)�1�_����!��;"�+��6%�2�O&������7

�����,���;"��*��6��5;!�*1���

‖v‖ � q/(q− � ) 6 c   (q)‖∇v‖N/q� ‖v‖
  −N/q�

��%�23*�5;�$<
v(x) ∈ H

 � (Ω)
[ ���?B�~-�

�����
q > N

+�"��
N >

�Z�
q >
�u+�"��

N =
�&BpUY�;!�"191�&���G�������#;$!�K�[N@�!��Z��#

F1!������d����!��;"�+��6%�2�O��������������d���6"��*1�1��5;!�*��*��=!��6��6�;!�[&@�!��,��%�2dM�9&����O����

v(x) ∈ W
�Xì q �� (Ω)

+�"��
q   > �

�����1�;!��P�65;!��d���;"��*��6��5;!�*1�45$%�����9&l	e)�����d*�������

‖∇v‖ � q/(q− � ) 6 c � (q)‖4v‖N/q� ‖∇v‖
  −N/q� .

���?B ���
!?�1+��6"�K,��!����;!����N[&@�!��d���P�1�;!����15;!��45$%�����9&l	eR123O��1+��1@�������;"��*1�1��5;!�*��

‖∇v‖ �� =
∫

Ω

|∇v| � dx = −

∫

Ω

v4v dx 6 ‖4v‖ � ‖v‖ � . ���?B ë��
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‖∇v‖ � q/(q− � ) 6 c � (q)‖4v‖   / � +N/ � q� ‖v‖
  / � −N/ � q� .

���?B ���
CE"��-�?+��6%��;/_���A!��1+��6"�K�[&@�!��

v(x) ∈ W
�Jì q �� (Ω) ∩ L

pk (Ω)
+�"��

q   > ��[ pk >
�

�?[���"����P�R!�������[�*�*1�-���1�u��>���#$��$@��1�����

q £ =
�
q

q −
� ⇒ q =

�
q £

q £ −
� .

!?������R��51+��6%?K1#X9�2L����"������@��1������5;!�K0"�15651��;!�"���*�6�1�����,��>1%�65;!��4+�"���<��$�&���G��#
���?B ���`�3���;"��*��1��5;!�*-9

‖∇v‖q �
q � 6 c £ (q £

[
pk [ q   [ Ω)‖4v‖q � (   / � +N/ � q)

q � ‖v‖q � (   / � −N/ � q)
pk  .

���?B ���

D�D>��6"��1��!��1+��;"�K:@���5$%��

r   > � !1������W��>�"��#;���N[�@�!���>��u�����;%��_�P�15;!��L"��*��1��75;!�*1�
r   q £

( ~
� +

N�
q

)

= q   . ���?B ���

CE"���*��;"����D[V@�!��Z+�6"���P�$!�"
r   > ~�BNf0�6��5;!�*���!��;%&K1����[p51+�"��*1�-��%&��*1G5$%��-��9&ls7eL12dO��1+��1@���4���;"��*1�1��5;!�*��

�
q  
q £

>
~
+
N

q
=
~
+N

( ~
� −

~
q £

)

⇒
�
q   + � N > (

�
+N)q £ .

rs!1���[�+�9�5;!�K,*��N+��6%?���1���45$%�����9&l	e)�1�,���;"��*1�1��5;!�*����
�
q   + � N > (

�
+N)q £

[ ���?B ���
!�������L��51+��6%&K�#X9�2_6"���MN�P�$!���@��156�����)���;"��*��6��5;!�*1� g ���JR5R+�6"���P�;!�"����

ε > ���� ��#L���6"��*1�1��5;!�*�d���?B ���`+��6%�9�@����u5$%�����9&l	e:9&lj��O��6����9��

‖∇v‖q �
q � 6 ε‖4v‖q �

q � + c . (ε)‖v‖pk r �
pk +�"��

ε > � [ ���?B ���
�����

r � =
r  

pk  (r   − ~ )q £
( ~
� − N�

q

) [
r   =

�
q  
q £

~
~
+N/q

[
q =

�
q £

q £ −
� .

�`@��1*����&����[?@�!��
r � > � .
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Ψ(T ) − Ψ( � ) =

∫

QT

[

u
′

u+

n
∑

k=  
(pk −

~
)

�
pk
a
  / �
k (|u|pk/ � )′a   / �k |u|pk/ �

]

dt dx
[

���1B�~-�
�����

Ψ(t) ≡

~
� ‖u‖ �� +

n
∑

k=  
pk −

~
pk

∫

Ω

ak(x)|u|pk dx.

CE"��d9�5$%���*����?[&@�!��
u ∈ L

pk  (QT )
[

pk  = max
k=   ì n pk

[
pk >

��[

u
′

∈ L
� (QT )

[ (

a
  / �
k (x)|u|pk/ � )′

∈ L
� (QT ).
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õ ùvRf½ÃÂ��\_[�Ä¡[ ü �Ud�¾ ü �UdSÇOQPS[^X°²^P^�^hSX°²�]f[
õÄö �^hS�ª®\�
õÄõ P��_]_hS[�½�RªP�hS[@]_Âb¨^¥�_Y\[^R ü �Ud�¾õÄõ X°²_PS[^ÄU[@]_Âc¨�¥�_Y\[^R ü �Udgº ü �Ud�¾õ úQ`W»Õ`�úb[�«S[ªY\Rf]f�
õÄõ W

s û p(Ω) ü �Ud~�

õÄõ W
k ûpý (Ω) ü �Udl�úc®g[ZTWV\½l[^X°²^³

õ
∗−

XZYW�ª«S�f¼ ü �Udgºõ XZYW�ª«S�f¼ ü �Udgº��Rf[_PSRf½��
õ ��`\ø�`�þÃP��fXªhS[�XªR°Y�³fXª^[^ÄU[ ü �UdSÇ÷ ¥Wh\��\Vg¼
õ S�ªP��°²_Rf[ZTg[_P�VSRf]f� ü �UdgÇ
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