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Известно не так много точных решений задач динамической упруговязкопластичности, ввиду их особой 
сложности (см. [1…5] и приведенную там библиографию). В работах [6, 7] получены точные решения одно-
мерных нестационарных задач об адиабатическом сжатии и расширении сферических и цилиндрических слоев 
из несжимаемого вязкопластического материала в предположении, что в начальный момент времени распреде-
ления радиальных скоростей удовлетворяют условиям несжимаемости материала слоев. При этом в работе [6] 
решение получено в предположении, что шаровая часть тензора напряжений равна нулю. В [7] это предполо-
жение не используется, а для получения решения привлекается закон сохранения полной энергии. В отличие от 
работ [2, 3], где исследовались процессы схлопывания и расширения сферических пор из несжимаемого вязко-
пластического материала под действием постоянной нагрузки, в [8] решения получены в случае динамической 
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внешней нагрузки. В [9] представлены точные решения задач о расширении (сжатии) сферических и цилиндри-
ческих толстостенных слоев из несжимаемого вязкопластического материала, погруженных в несжимаемую 
вязкую жидкость, под действием внешних динамических нагрузок.

1. Расширение сферической оболочки
Пусть полый двухслойный шар имеет начальный внутренний радиус R0, внешний радиус R2, радиус контак-

та слоев R1 (рис. 1) и находится под действием внешних поверхностных динамических нагрузок. Данная зада-
ча распадается на «внутреннюю» (для внутреннего слоя шара), «внешнюю» (для внешнего слоя) и контактную 
задачу взаимодействия слоев шара.

1.1. «Внутренняя» задача

В одномерном приближении (все параметры зависят от начальной радиальной лагранжевой координаты R и 
времени t) рассмотрим процесс адиабатического расширения внутреннего слоя шара. Его внутренний, внешний 
радиусы и радиус контакта слоев меняются с течением времени по законам r0 = r(R0, t), r2 = r(R2, t), r1 = r(R1, t). 
Сделаем следующие предположения.

1) Поведение материала внутреннего слоя шара описывается уравнениями, которые получаются из уравне-
ний упруговязкопластической модели [10]:

 (1.1)

после сделанных ниже упрощающих предположений.
В уравнениях (1.1)  и  девиаторы скоростей деформаций и напряжений, Y1 – предел текучести при про-

стом растяжении; H(x) – единичная функция Хевисайда; μ1 и η1 – модуль сдвига и динамическая вязкость мате-
риала внутреннего слоя оболочки.

2) Упругими деформациями пренебрегается:   (  и  скорости упругих, пласти-
ческих и полных деформаций соответственно); пластическое течение несжимаемо: 

В силу сделанных предположений уравнения (1.1) сводятся к уравнению

 (1.2)

где  радиальная и кольцевая скорости деформаций;  скорость;  радиальное и 
кольцевое напряжения.

Условие несжимаемости материала  дает уравнение для нахождения распределения скорости в 
слое:

 (1.3)

Его решение:

 (1.4)

причем  поскольку происходит расширение шарового слоя и 
Уравнение движения имеет вид [11]

 (1.5)

где ρ1 – плотность материала внутреннего слоя шара; точкой над сим-
волом здесь и далее обозначена материальная производная по вре-
мени.

Поставим следующие граничные условия для внутреннего слоя 
шара: 

 (1.6)

где P0(t) – давление на внутреннюю поверхность шара,  радиальное 
напряжение во внешнем его слое.

В начальном состоянии при t = 0 напряжения и деформации в шаре 
отсутствуют.

Рис. 1



24
ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА и МАТЕМАТИКА · 2 · 2017

24

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА 

Если величина внешней нагрузки в начальный момент времени P0(0) превышает некоторое критическое зна-
чение, которое будет указано ниже, то материал внутреннего слоя шара полностью переходит в пластическое 
состояние. Такие нагрузки и рассматриваются.

Подставив (1.2), (1.4) в уравнение движения (1.5) и проинтегрировав его по радиусу R от R0 до R1 с учетом 
граничного условия (1.6), получим обыкновенное дифференциальное уравнение для функции A1(t):

 (1.7)

 

Решение уравнения (1.7) с начальным условием A1(0) = 0 будет следующим:

 (1.8)

Учитывая, что ускорение шара в начальный момент времени при его расширении неотрицательно, т.е. 
, получаем условие на внешнее давление на шар P0(0):

 (1.9)

Величина  является эффективным пределом текучести при всестороннем расширении внутрен-
него сферического вязкопластического слоя. 

1.2. «Внешняя» задача

Решения, полученные для внутреннего слоя шара, справедливы и для его внешнего слоя. Достаточно во 
всех предыдущих формулах заменить R0 на R1, R1 на R2, P0(t) на ,  на (–P2(t)) P2(t) – давле-
ние на внешнюю поверхность шара), а также индекс 1 на индекс 2 во всех остальных параметрах. Тогда урав-
нение (1.8) примет вид:

 (1.8)*

а неравенство (1.9) –

 (1.9)*

1.3. Контактная задача

На контактной границе слоев шара ставятся условия равенства радиальных скоростей и напряжений: 
, .

Прировняв решения (1.8), (1.8)* при R = R1 и дважды продифференцировав по времени t получившееся урав-
нение, получим следующее обыкновенное дифференциальное уравнение для определения радиальных напря-
жений на контактной поверхности слоев : 

 (1.10)

Из условий (1.9), (1.9)* получаются ограничения на величину Σ(0)

 (1.11)

Введем следующие обозначения:

 

Решение уравнения (1.10) имеет вид

 (1.12)
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Пусть давление на внешнюю поверхность шара отсутствует (P2(t) = 0), а давление на его внутреннюю по-
верхность постоянно ; неравенство следует из (1.11). Из (1.12) 
получим зависимость для радиального напряжения на контактной поверхности слоев шара:

 (1.13)

Заметим, что если , то Σ(0) = 0, что следует из (1.11).
Из (1.8) найдем скорость расширения внутреннего слоя шара:

 (1.14)

а из (1.8)* – его внешнего слоя:

 (1.14)*

При условиях, когда была получена формула (1.13), из (1.14) и (1.14)* найдем скорости расширения слоев 
шара:

 (1.15)

 (1.15)*

Рассмотрим теперь случай, когда P2(t) = 0, а нагрузка, действующая на внутреннюю поверхность шара, яв-
ляется ступенчато-постоянной:  , t0 – время действия нагрузки. Тогда ради-
альное напряжение, действующее на контактной поверхности слоев шара, будет следующим:

 (1.16) 

Используя (1.16), (1.15) и (1.15)*, из (1.14), (1.14)* найдем скорости расширения слоев шара:

 (1.17)

 (1.17)*

(Решения (1.17), (1.17)* имеют физический смысл до момента времени tstop > t0, когда прекратится расшире-
ние шара. Для нахождения tstop надо решить уравнение  относительно tstop:

 (1.18) 

Аналитического решения у уравнения (1.18) нет. Однако, его численное решение не представляет слож-
ностей. 



26
ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА и МАТЕМАТИКА · 2 · 2017

26

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА 

Зависимость скорости внутренней поверхности шара от времени  схематически представлена на ри-
сунке 2.

2. Расширение цилиндрических слоев
Рассмотрим полую толстостенную двухслойную цилиндрическую трубу, находящуюся под действием внеш-

них поверхностных динамических нагрузок (рис. 1). Эта задача, как и задача для сферического шара, распада-
ется на «внутреннюю», «внешнюю» и контактную задачу взаимодействия слоев.

2.1. «Внутренняя» задача

В одномерном приближении рассмотрим процесс адиабатического расширения внутреннего слоя цилин-
дрической трубы. Используя сделанные п. 1.1. предположения и исходя из того, что в случае цилиндрической 
трубы перемещения вдоль оси симметрии z отсутствуют, т.е. скорость деформации , уравнения (1.1) при-
водятся к следующим:

 (2.1)

Условие несжимаемости материала слоя  дает уравнение для нахождения распределения скоро-
стей в нем:

 (2.2)

Его решение имеет вид: 

 (2.3)

причем  поскольку происходит расширение трубы и 
Уравнение движения внутреннего слоя цилиндрической трубы [11]:

 (2.4)

Граничные условия для него:

 (2.5)

Если величина внешней нагрузки в начальный момент времени P0(0) превышает некоторое критическое зна-
чение, которое будет указано ниже, то материал внутреннего слоя цилиндрической трубы полностью переходит 
в пластическое состояние. Такие нагрузки и рассматриваются.

Подставив (2.1), (2.3) в уравнение движения (2.4) и проинтегрировав его по радиусу R от R0 до R1 с учетом 
граничного условия (2.5), получим обыкновенное дифференциальное уравнение для функции :

 (2.6)

 

Рис. 2
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Решение уравнения (2.6) с начальным условием  и скорость в слое будут следующими:

 (2.7)

Учитывая, что ускорение оболочки в начальный момент времени при ее расширении неотрицательно, т.е. 
, получаем условие на внешнее давление на цилиндрический слой P0(0):

 (2.8)

Величина  является эффективным пределом текучести при всестороннем расширении цилин-

дрического вязкопластического слоя. 
2.2. «Внешняя» задача

Решения, полученные для внутреннего слоя цилиндрической трубы, справедливы и для ее внешнего слоя. 
Достаточно во всех предыдущих формулах заменить R0 на R1, R1 на R2, P0(t) на ,  на (–P2(t)) 
P2(t) – давление на внешнюю поверхность трубы), а также индекс 1 на индекс 2 во всех остальных параметрах. 
Тогда уравнение (2.7) примет вид

 (2.7)*

а неравенство (2.8)

 (2.8)*

2.3. Контактная задача

На контактной границе слоев трубы ставятся следующие условия: , .
Прировняв решения (2.7), (2.7)* при R = R1 и дважды продифференцировав по времени t получившееся урав-

нение, найдем обыкновенное дифференциальное уравнение для определения радиальных напряжений на кон-
тактной поверхности  которое имеет вид (1.10) для случая сферической конструк-
ции (в нем надо лишь заменить константы и переменные на такие же, но с чертой над символами).

Из условий (2.8), (2.8)* получаются ограничения на величину  

 (2.9)

Пусть давление на внешнюю поверхность трубы отсутствует (P2(t) = 0), а давление на ее внутреннюю по-
верхность постоянно: ; последнее неравенство следу-
ет из (2.9). Тогда получим формулу для радиального напряжения на контактной поверхности слоев:

 (2.10)

Заметим, что если , то , что следует из (2.9).
Формулы для скоростей расширения слоев трубы в момент t = t0 снятия ступенчатой нагрузки  

в случае   имеют следующий вид:

 (2.11)

 (2.11)*

По скоростям (2.11), (2.11)* найдем кольцевую деформацию в трубе в момент t0 снятия внутренней нагруз-
ки :
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График этой функции схематично показан на рисунке 3.

3. О сжатии сферических и цилиндрических слоев
Очевидно, что полученные решения одномерных задач о расширении толстостенных двухслойных сфериче-

ских и цилиндрических слоев из несжимаемых вязкопластических материалов могут быть использованы и для 
случая сжатия конструкций внешними нагрузками – давлениями . Для этого достаточно во всех фор-
мулах заменить Y1, Y2 на (–Y1), (–Y2) и  на  соответственно. Полученные таким образом решения 
имеют физический смысл до момента схлопывания конструкций  когда перемещение их внутренних поверх-

ностей R = R0 станет равным по абсолютной величине R0: 

Замечание. Зная распределение скоростей в рассмотренных конструкциях от времени можно легко полу-
чить формулы для скоростей деформаций, самих деформаций, напряжений, плотности внутренней энергии, 
температуры, диссипации. Эти формулы в работе не приводятся ввиду их громоздкости. 

4. Заключение
Получены точные решения одномерных задач расширения и сжатия полых толстостенных двухслойных 

сферических шаров и цилиндрических труб из несжимаемых вязкопластических материалов. Они легко обоб-
щаются на случай большего числа слоев, что важно для ряда приложений [12, 13]. 

Приведенные решения могут использоваться для расчета параметров напряженно-деформированного со-
стояния конструкций, их разогрева, для оценки вклада вязкости в диссипацию энергии и момента начала ма-
кроразрушения (естественно, следует выбрать тот или иной критерий разрушения, например, по предельной 
удельной диссипации [14]). Эти решения могут применяться для тестирования программ компьютерного моде-
лирования и оценки эффективности новых численных методов аналогично тому, как это было сделано в рабо-
те [15], в которой использовалось решение [1], или в [16], в которой использовалось решение [7].

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 15-01-01541а)

Рис. 3
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