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technology with wavelengths from millimeters to centimeters, as well as in optical technology with wavelengths 
from hundreds of nanometers to several micrometers. A numerical analysis of the bending of a loaded 
waveguide is given. 
Keywords: electromagnetic waves, modeling, Galerkin method 
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современных (неполный метод Галеркина, метод гомотопии) для расчета собственных волн 
цилиндрического волновода и волновода с импедансной границей. Проведено сравнение методов по 
критерию общности, точности, скорости сходимости. 
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1. Собственные моды аксиально симметричного оптического световода 
Сформулируем метод ВКБ расчета собственных функций краевой задачи для обобщенного уравнения 
Гельмгольца. Пусть декартовы координаты ( , , ),    2 2 2= ,r    = cos ,r   = sin .r   Пусть 
плотность среды задана функцией = ( ).r   Найдем все (или некоторые) значения параметра ,  при 
которых уравнение  

2
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или, что то же самое, 
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 имеет нетривиальное решение вида 

( , , ) = ( ) .i iu y r e e     Далее используем обозначение x  вместо .r  Из обобщенного уравнения 

Бесселя 
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1 ( ) ( ) = 0d dyx y y
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      получим  
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Предполагаем, что min max( , ).    Приведем обобщенное уравнения Бесселя к каноническому виду:  
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    Выполним замену 
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где 
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2. Случай большого азимутального числа 
Рассмотрим уравнение собственных волн аксиально симметричного оптического световода при 

2 2 21 = ,
4 n    и тогда  
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Используем метод ВКБ. Точки поворота найдем из уравнения 
2

2 2
2

= ,
x


   равносильного  
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Пусть 
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2
( ) = .a xx c

b x






 Тогда дисперсионное уравнение 
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 примет вид 

2 2 2 2 2 2 21 1[1 ] [ ( ) ( )] ( ) = 0.
4 4

s c s a bc b b                Пусть 2 2= [1 ],A c    

2 2 2 1= ( ) ( ),
4

B a bc b       2 1= ( ) ,
4

C b   тогда точки поворота найдем в явном виде: 

2
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A

    Поставим граничные условия излучения в центральной области. В 

центральном однородном цилиндрическом объеме  
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Точку поворота найдем из равенства 
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  Сопутствующее 

уравнение имеет вид 
2

2
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( ) = 0,x a
d z q x z
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   где 
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    В окрестности 

внутренней точки поворота ax  будет  2/3 3( ) = Ai ( ) ( ) .a x az x x x q x     
На рис. 1 показан профиль одной из собственных мод, найдеммый из решения дисперсионного 
уравнения. В центральной области поле стремится к нулю по степенно-экспоненциальному закону. 
Во внешней области мы специально оставили иллюстрацию эффекту накопления погрешности 
численного решения задачи Коши. Правее внешней точки поворота решение обобщенного 
уравнения Бесселя экспоненциально возрастает, это отражается в численном счете.  

 
Рис. 1. Решение задачи на собственные значения  

для осесимметрического световода с двумя точками поворота. 
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3. Метод прогонки 

Найдем решение уравнения 
2 2

2 2 2
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1 ( ) = 0d y dy y
dx x dx x


  

        
 на сетке 0 1= < < ... < = ,na x x x b  

1[ , ].n nx x x  На каждой ячейке сетки в области положительного младшего коэффициента 
2

2 2 2
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x


      найдем решение в виде (1) (2)( ) = ( ) ( ),n n n ny x u Y p x v Y p x    где 2 2= > 0.n np    

В области отрицательного младшего коэффициента получим уравнение 
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 и решение (1) (2)( ) = ( ) ( ),n n n ny x u Z q x v Z q x    

2 2= > 0.n nq     Условия сопряжения на границах ячеек сетки  
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Пусть = ( , ) ,T
n n nY u v  тогда в узле сетки 1 1= ,n n n nA Y B Y   {0,..., 1}.n N   Запишем условия сшивания в 

виде 1 = ,n n nY D Y  граничные условия 0 0 = 0,TY  = 0.T
N NY   

Метод прогонки можно сформулировать следующим образом. Пусть 1 =n n nU D U  для 
{0;...; 1}.n N   Решим задачу на собственные значения = ,n n n nD E E   1= ,n n n nD E E  и пусть 

ˆ = ,n n nU U H  = ,n n nU E P  1= ,n n nP E U  причем ˆ = .n nU E  Тогда = ,n n nU H E  
1 1 1 1 1= = ( ) = = ,n n n n n n n n n nH U E E P E P E E P      1

ˆ= = = ,n n n n n n nU D U D E E   1 1 1= ,n n nU E P    и наконец 
1 1

1 1 1 1= = .n n n n n nP E U E E 
      Эти формулы описывают прямой ход прогонки.  

Для коэффициентов суммирования получим ˆˆ= = ,n n n n nY U C U C  ˆ= ,n n n n nU C U H C  ˆ= .n n nC H C   
Начальные условия: 0 0= ,U E  0 0 0= ,Y U C  0 0 0 = 0.TU C  Это обратный ход прогонки.  
В задаче о собственных волнах следует положить ( )

0 0= ,Y E   ( ) ( )
0 0 0= ( , ),U E E   

( ) ( )
0 0 0 00 0= ( , ) = 0.T TY E E C     Пусть ( ) ( ) ( )

00 0 0( , ) = ,E E C E    0 = (1;0) ,TC и наконец найдем матрицы 
граничных условий: ( )

0 0= ,E   ( )= .N NE   Собственные значения найдем из условия нетривиальной 
разрешимости однородной системы с однородными граничными условиями.  
Приведем пример численного решения уравнений прогонки для осесимметрического волновода. 
 

 
Рис. 2. Решение задачи на собственные значения  

для осесимметрического световода методом прогонки.  

4. Метод Галеркина. 
Пусть ( )x   при ,x   > 0 , 0( ) ,x   0 > 0.  Условие 0 > 0  можно заменить условием 

сходимости ( ) .
b

a
x dx  Найдем решения уравнения  
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для которых m( , ).ax    Запишем это уравнение в виде  
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поставим краевую задачу на собственные значения  
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Сформируем координатную систему 1{ ( ),..., ( ),...} ( ),Mx x D A    где A  есть оператор этой краевой 

задачи. Решение ищем в виде 
=1

= = ,
M

T
j i

j

y C C   коэффициенты суммирования найдем из 

семейства соотношений ортогональности невязки:  

 ( ) ( ( ) ) ( ) = ( ) ( ) .
Tb b

T T

a a

d dx p x q x dx C x w x dx C
dx dx


                      
    

Получим обобщенную задачу на собственные значения для кувавдратной матрицы:  

 < | | > < | | > = < | | > ,
T

T Td dp q C w C
dx dx


       
  

 

  

более кратко: = .AC BC  При M   найденные из этой задачи собственнеы значения стремятся к 
точным. 
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An overview of the main classical (VKB, run, characteristic equation, Galerkin) and modern (incomplete 
Galerkin method, homotopy method) methods for calculating the eigenwaves of a cylindrical waveguide and a 
waveguide with an impedance boundary is given. The methods are compared according to the criterion of 
generality, accuracy, and convergence rate. 
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