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ВВЕДЕНИЕ 

Во многих задачах планетной и звездной дина�
мики основные закономерности эволюции дина�
мических систем могут быть интерпретированы
на базе фундаментальной задачи трех тел. Однако
классическая задача трех тел, в которой учитыва�
ются лишь гравитационные эффекты взаимодей�
ствий, в известной степени, представляет собой
идеализированный – вырожденный случай. Тем
не менее, в связи с чрезвычайной сложностью зада�
чи трех тел не удается построить в конечном виде ее
общий интеграл [7, 16, 33, 34]. Неинтегрируемость,
в частности, связана с наличием большого числа не�
вырожденных периодических решений и трансвер�
сальными пересечениями асимптотических по�
верхностей, несовместимыми с существованием
независимых аналитических интегралов задачи
трех тел. Ветвление (неоднозначность) решений на
комплексной плоскости времени консервативных
систем, описывающих задачу трех тел, также пре�
пятствует появлению новых однозначных первых
интегралов, а расщепление сепаратрис косвенно
свидетельствует о неинтегрируемости [23].

Непосредственно с неинтегрируемостью свя�
зана особенность задачи трех тел, выражающаяся
в явлении динамического хаоса, обусловленного
существованием специфической локальной не�
устойчивости относительно малых возмущений
орбит системы, когда траектории системы могут
представлять собой реализацию случайных вре�
менных процессов, несмотря на то, что в системе
непосредственно отсутствуют какие�либо внеш�
ние случайные силы (воздействия). Локальная
неустойчивость связана с тем обстоятельством,
что вблизи сепаратрисы, где период либрации

(циркуляции) стремится к бесконечности, даже
незначительные изменения резонансной частоты
системы могут приводить к существенным изме�
нениям фазы возмущения [32].

Главная специфика хаотических систем состо�
ит в том, что малое возмущение начальных усло�
вий для динамической переменной приводит за
конечное время к непредсказуемости результиру�
ющего движения. Более того, по истечении так на�
зываемого времени детерминированного поведе�
ния tcr, когда корреляционная функция реального
процесса и наиболее адекватной в начальный мо�
мент времени t0 модели близка к нулю, динамиче�
ский хаос (хотя бы частично предсказуемый при
t < tcr) становится шумом, т.е. процессом для кото�
рого не имеется предсказательной модели. Поэтому
на результаты численных интегрирований, про�
водимых в работах [2, 6, 12], на интервалах t  tcr

существенное влияние должны оказывать и не�
гравитационные эффекты взаимодействий, не
учитываемые в указанных работах.

С другой стороны, наличие в реальных дина�
мических системах диссипативных факторов и
связанных с ними асимптотических предельных
траекторий приводит к меньшей чувствительно�
сти системы к различного рода слабым возмуще�
ниям [3]. Так, в частности, в консервативных си�
стемах движение около сепаратрисы всегда хао�
тическое, в то время как для диссипативных
систем это утверждение оказывается неверным
[26]. Несмотря на даже малые априори величины
рассеяния энергии в гравитирующих динамиче�
ских системах (например, в экзопланетных систе�
мах или кратных звездных системах при перете�
кании вещества при аккреции) учет диссипатив�

�

АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ, ИНТЕРПРЕТИРУЮЩИЕ ЭВОЛЮЦИЮ 
ДВУХЧАСТОТНЫХ КОСМИЧЕСКИХ СИСТЕМ В СЛУЧАЕ 

ОРБИТАЛЬНОГО ЛИНДБЛАДОВСКОГО РЕЗОНАНСА ПРИ УЧЕТЕ 
РЭЛЕЕВСКОЙ ДИССИПАЦИИ. I

© 2014 г.   Б. Р. Мушаилов, В. С. Теплицкая
Государственный астрономический институт им. П.К. Штернберга МГУ

brm@sai.msu.ru, verateplic@yandex.ru
Поступила в редакцию 09.07.2012 г.

В рамках планетного варианта задачи трех тел при орбитальном двухчастотном резонансе первого
порядка с учетом рэлеевской диссипации получены аналитические решения, интерпретирующие
динамическую эволюцию орбитальных элементов компонент рассматриваемой системы.

DOI: 10.7868/S0023420614040086

УДК 521.13

4



314

КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 52  № 4  2014

МУШАИЛОВ, ТЕПЛИЦКАЯ

ных факторов может существенно отразиться на
динамической эволюции “гравитационно актив�
ных” компонент системы [1].

Теоретический и практический интерес в ряде
случаев представляют решения задачи трех тел
при наличии в системе малого параметра μ (так
называемый планетный вариант задачи) и суще�
ствовании между интегралами движения некоторо�
го соотношения, обусловленного рациональной со�
измеримостью двух основных частот задачи. В част�
ности, в Солнечной системе наблюдается
значительное число соизмеримостей (орбитальных

резонансов) между средними движениями боль�
ших планет, спутников, астероидов, короткоперио�
дических комет, объектов пояса (поясов) Койпера.
Обнаруженные в последнее время кратные экзо�
планетные системы также характеризуются орби�
тальными резонансами [5, 9] (см. рис. 1).

Так как максимальный резонансный эффект
(максимальная амплитуда резонансных возмуще�
ний) проявляется для орбитальных двухчастот�
ных резонансов первого порядка (линдбладов�
ских резонансов 2 : 1, 3 : 2, 4 : 3, …), то получение
и исследование аналитических решений планет�
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Рис. 1. Орбитальные периоды экзопланетных систем, движущихся в орбитальных двухчастотных резонансах первого
порядка. Размеры представленных экзопланетных систем пропорциональны их массам.
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ного ограниченного и неограниченного вариан�
тов задачи трех тел в случае линдбладовских резо�
нансов при наличии возмущающих диссипатив�
ных факторов является весьма актуальной и
практически значимой задачей [17, 27, 35], в том
числе и при исследовании экзопланетных систем.

Учитывая, что для планетного варианта задачи
трех тел заметная неустойчивость в консерватив�
ной динамической системе может развиваться
лишь на временах t  μ–1 [30], то в рамках резо�
нансной задачи трех тел корректным является ис�
следование эволюции динамической системы
лишь на временах порядка 1/μ, когда применение
строго обоснованных асимптотических методов
позволяет построить аналитическое решение, ин�
терпретирующее орбитальную эволюцию грави�
тирующих тел. Указанный подход (концепция ча�
стичной детерминированности) был реализован
ранее в работах [20, 21, 28, 29].

При небольших скоростях течений (рассеяния
энергии) неконсервативные силы (вязкого тре�
ния) корректно моделируются диссипативной
функцией Рэлея Ф – положительно определен�
ной квадратичной формой относительно обоб�
щенной скорости  Подобные возмущения в ди�
намике систем с конечным числом степеней сво�
боды уже длительное время (более 100 лет)
моделируются данной диссипативной функцией,
введенной Лордом Рэлеем (Стретт Джоном Уи�
льямом).

В связи с этим с целью исследования динами�
ческой эволюции всех орбитальных элементов
компонент рассматриваемой системы в настоя�
щей работе проводятся аналитические исследова�
ния ныне классического планетного (неограни�
ченного) варианта задачи трех тел, но при учете
дополнительных факторов, как�то орбитальный
двухчастотный резонанс первого порядка, нали�
чие в моделируемой системе небольших скоро�
стей течений (рассеяния энергии). 

Поскольку имеется существенная разница
между допущениями, реализуемыми в тех или
иных модельных динамических системах, и в
конкретно реализованных физических системах,
то данная статья посвящена исключительно раз�
работке аналитических моделей, а приложение
полученных результатов с обоснованием право�
мерности применяемых моделей к конкретным
небесно�механическим системам предполагается
в последующих статьях (см. [31]).

УРАВНЕНИЯ ЗАДАЧИ

Уравнения движения в динамической некон�
сервативной системе имеют вид

 (1)

�

.q�

,d L L
dt
⎛ ⎞∂ ∂ ∂Φ− = −⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠q q q� �

где L = T–U – лагранжиан, T – кинетическая, а
U – потенциальная энергии системы, характери�
зуемой векторами обобщенных координат q и
скоростей 

Функцию Рэлея определим далее в виде

(2)

и при этом будем считать, что ν = const > 0 (случай
рассеяния энергии; ниже также будут получены
уравнения задачи и при ν = ν(t)).

Применение преобразования Лежандра [24] и
введение обозначения для канонического векто�
ра�импульса в виде p =  позволяют вектор�
ное уравнение Лагранжа (1), с учетом соотноше�
ния (2), представить в форме обобщенных урав�
нений Гамильтона

(3)

Здесь гамильтониан (полная энергия системы)
H = T + U в общем случае, когда T и U зависят яв�
но от времени t, представляет собой функцию от
q, p и t. Диссипативную систему (3) за счет соот�
ветствующего выбора переменных: 

q* = q, p* = pλ(t), λ(t)= λ0exp(νt), (4)

удается свести к неавтономной канонической си�
стеме

(5)

с гамильтонианом

H*(q*, p*, t) = λ(t)H(q*, p*/λ(t)). (6)

Для рассматриваемого в настоящей работе
планетного варианта задачи трех тел (материаль�
ных точек) P0, P1, P2 с массами m0 = 1, m1 = μα1,
m2 = μα2 (μ  1, α1 и α2 – некоторые, отличные от
нуля, положительные постоянные) при наличии
орбитального резонанса кратности k ∈ N, так что
в начальный момент времени t0 средние движе�
ния nj тел Pj (j = 1, 2) удовлетворяют неравенству

|kn1 – (k + 1)n2| ≤ O[1], (7)

гамильтониан (6) в якобиевой системе координат
в переменных Делоне имеет вид [18, 28]

H* = H0 + R, (8)

где   γ2 =
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Δ – расстояние между P1 и P2, r0j =|P0Pj| (j = 1, 2),

 При этом в случае ограниченного
варианта задачи

a' – оскулирующая большая полуось орбиты P1.
Единица времени здесь выбрана так, чтобы гра�
витационная постоянная обращалась в единицу.
Вводя, для устранения явной зависимости га�
мильтониана H* от времени t, канонически со�
пряженные переменные

 = λ(t), (9)

(i = 7 в случае неограниченного и i = 5 – ограни�
ченного вариантов задачи), вместо гамильтониа�
на в виде (8) получим

F = H*(q*, p*, + ν (10)

Число степеней свободы канонической системы
(5) при этом увеличивается на единицу, т.е. в слу�
чае неограниченного варианта задачи трех тел бу�
дем иметь каноническую систему с семью степе�
нями свободы, а для ограниченного варианта –
систему с пятью степенями свободы.

КАНОНИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Аналогично [18, 28], исключая на основании
асимптотического метода Цейпеля из (10) корот�
копериодические слагаемые, с учетом (7) для га�
мильтониана неограниченного варианта задачи
получим выражение

(11)

в котором e1 и e2 –оскулирующие эксцентрисите�
ты орбит тел P1 и P2, q5 = λ(t), коэффициент B,
определяемый через p6 + p7 = const, а также коэф�
фициенты A1, A2 и Ф1k, Ф2k, зависящие от парамет�
ра кратности (k) резонанса, определены в [18, 28],

γ > 0 – интегральная постоянная. При этом пере�
менная Делоне q1 = n1(t – t

π1) + ω1 определяется

интегрированием   движение

линии узлов ql = Ωl – 5 (l = 6, 7) находится из квад�
ратуры [28]

(12)
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определяются выражениями

 (13)

в которых f = k/(k + 1), а C – интегральная посто�
янная. Для угла взаимного наклона σ = sin(I/2)
оскулирующих орбит тел P1 и P2 аналогично рабо�
те [28] получим

(14)

Так как с точностью до о(μ), согласно [28],

(15)

то    

(16)

Тогда из (14) с учетом (13) нетрудно установить
справедливость следующего выражения

 (j = 1, 2), (17)

в котором коэффициенты B0 и B1 имеют вид ана�
логичный приведенному в работе [28]. Подстав�
ляя (16) в (11) и вводя обозначения

(18)

исходную каноническую систему (5), таким обра�
зом, удается свести к системе с четырьмя степеня�
ми свободы

(19)

с гамильтонианом вида

 (20)
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Здесь  (j = 1, 2). 
1

Если осуществить
далее последовательность канонических преоб�
разований

(21)

то (19) преобразуется к канонической системе с
двумя степенями свободы вида

 (j = 1, 2), (22)

 

При этом величины 

 являются первыми интегралами си�
стемы (19), так что
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Заметим, что в случае ограниченного кругового
варианта задачи гамильтониан системы (22) будет
иметь вид [18]
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где  

  a, l, ω, Ω – оску�
лирующие кеплеровские элементы орбиты пас�
сивно гравитирующего тела Р, а l ', a' – возмуща�
ющего тела P '.

АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ

В общем случае – неограниченного варианта
задачи, так как 

(26)

а переменная η1(t), как следует из (22), при из�
вестных функциях ξ2(t) и η2(t) является решением
легко интегрируемого линейного дифференци�
ального уравнения первого порядка (или может
быть определена непосредственно из интеграла
(22) вида = F0 = const), то интегрирование ис�
ходных уравнений задачи формально сводится к
интегрированию неавтономной канонической
системы с одной степенью свободы:

 (27)

с гамильтонианом 

 в котором С3 = k2A2/4, C2 = N/C3, а C1 =

= 2(Θ0 +  – интегральная постоянная. Если в
(27) от переменной t перейти к новой переменной

(28)

то становится очевидным, что интегрирование
системы (27) относительно переменной τ осу�
ществляется аналогично случаю ν = 0, приведен�
ному в работе [28], так как согласно (27) будем
иметь

(29)

Здесь
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ственно рассматриваемым в настоящем разделе
более общим случаем – неограниченным вариан�
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мильтониан сводится к простейшему виду F →

→ ξ2, в то время как в неограниченном ва�
рианте задачи гамильтониан имеет более слож�
ный вид (27), (30). Стационарные решения кано�
нической системы (30), поскольку C2 ≠ 0, опреде�
ляются системой алгебраических уравнений:

(31)

Число действительных корней первого урав�
нения (31) обуславливается знаком величины

дискриминанта D = 8  + 27  Если D > 0 (то есть

при С1 > –(3/2)  то существует единственный

действительный корень  а в случае С1 ≤ –(3/2)

будет три корня  >  > 0 >  (при D = 0 два из

них  и  будут равны между собой).

Как показано в [19, 21], стационарные точки

 и  являются устойчивыми по Ляпуно�

ву (эллиптические точки типа центра), а  –
неустойчивая стационарная точка (гиперболиче�

ская точка). В случае D = 0 решение  будет
соответствовать устойчивой стационарной точке,

а  – неустойчивой (гиперболического ти�

па). При С1 > –(3/2)  стационарная точка 
будет являться устойчивым центром.
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Гамильтониан (30) является гладкой функцией
от двух переменных ξ2(τ) и η2(τ). Следуя [8, 10,
13–15], определим множество бифуркационных
катастроф K как множество точек параметров C =
= (C1, C2) в пространстве управления, при кото�
рых все частные производные F первого и второго
порядков одновременно обращаются в ноль при
некоторых значениях ξ2, η2.

Критические точки (особые решения), как уже
было установлено, определяются (31), так как C2 ≠ 0
(при C2 = 0, как нетрудно видеть, в динамической
системе описываемой гамильтонианом F* = u2 +

+ C1u, где u =  +  бифуркаций не наблюдается).

Совпадение (кратное появления) решений си�

стемы (31) возникает в случае  (n,

m = 1, 2), а именно, когда  = –C1/6. Исключая ξ2

из первого уравнения (31), получим уравнение,
определяющее множество катастроф K и соответ�

ствующее условию D = 0, 8  + 27  = 0. Послед�
нее уравнение в переменных C1 и С2 характеризу�
ется локальной геометрической структурой типа
сборки Уитни (см. рис. 2), обладающей структур�
ной устойчивостью. 

Плоскость (C1, С2) подразделяется на пять под�
множеств: заштрихованная область I, соответ�
ствующая трем различным корням первого урав�
нения (31) – двум устойчивым и одному неустой�
чивому решению; область II вне сепаратрисы,
когда имеется один вещественный корень—
единственная устойчивая критическая точка; две
ветви III и IV бифуркационной кривой (сепара�
трисы) и точка V, отвечающая C1 = С2 = 0, когда
все три вещественных корня уравнения (31) сов�
падают и равны ξ2 = 0 (рис. 2б).

Вариация параметров C1 и C2 > 0 может приво�
дить к потере устойчивости рассматриваемых ре�
шений. Устойчивое решение может трансформи�
роваться через неустойчивое в новое устойчивое
решение. При С1 и С2 → 0 критические решения
на фазовой плоскости (C1, С2) стремятся к точке
бифуркации V, разделяющей область с двумя и с
одним устойчивым решением. Если С2 → 0, а па�
раметр С1 < 0 растет по абсолютной величине, то
устойчивое критическое решение разделяется на
два устойчивых решения и одно неустойчивое,
определяемых (31). Полагая в (29), (30)

(32)

и учитывая, ввиду автономности (29) и (30), инте�

грал вида  +  где α –
интегральная постоянная, получим
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Рис. 2. Поверхность S стационарных решений, опре�
деляемая (31), в пространстве ξ2, С1, С2 (а). Полужир�
ной линией выделена сепаратриса, задаваемая урав�
нением D = 0 и разграничивающая пять типов движе�
ний (б).
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(33)

 (34)

Здесь b1 =  b2 = C1h1 + C2/2, b3 = (1/2)C2h1 – α.
Следовательно,

(35)

Так как согласно (33)  то с
учетом (35) будем иметь уравнение

(36)

в котором 

a1 = 2C2, a2 = –(2/3)  + 4α), a3 = –C1C2, a4 = (37)

Ввиду того, что переменные h1 и h2 представле�

ны в гамильтониане (34) и интеграле  = α сим�
метрично, то уравнение, определяющее h2(τ), бу�
дет иметь вид аналогичный (36), но с заменой h1

на h2.

Все коэффициенты а1, …, а4 в (36) и (37) явля�
ются постоянными, не зависящими от перемен�
ной τ, величинами (при этом а2 = а2(α), где α –
интегральная постоянная), так что как показано в
[28] переменные h1 и h2 будут представимы в виде
мероморфной двоякопериодической функции
Вейерштрасса 

(38)

с постоянными действительными инвариантами

 (39)

В (39) w1 = –w2 являются чисто мнимыми величи�
нами ввиду комплексно–сопряженности, соглас�
но (32), h1 и h2. Так как основные периоды  (j =
1, 2)  – функции Вейерштрасса однозначно
определяются через инварианты g2 и g3, то перио�

ды  и  не зависят от времени.

В зависимости от знака дискриминанта Δ =  –

–  алгебраического уравнения третьей

степени 4  – g2  – g3 = 0, определяющего нули
функции  = (d (z))/dz, для основных периодов

�функции будем иметь

 при Δ > 0;

 при Δ < 0.  (40)
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В (40) полупериоды  и  являются действи�
тельными величинами. Из физического смысла ве�
личин h1 и h2 интегральная постоянная w = w1 = –w2

однозначно определяется из соотношений:

  На основа�
нии (38) из (32) для искомых переменных кано�
нической системы (29) будем иметь выражения

(41)

После определения ξ2(τ) и η2(τ) для получения
полного аналитического решения задачи остается
проинтегрировать три квадратуры (11)–(12) и
(23) вида

(42)

Применяя теорему Лиувилля для эллиптиче�
ских функций [25] и учитывая (41), получим

 Здесь Q10 =

 +  σ и ζ – соот�
ветствующие функции Вейерштрасса.

С учетом (10)–(14), (18)–(22) и (28), после не�
сложных преобразований для долгот Ωj линии уз�
лов орбит Рj (j = 1, 2), с рассматриваемой точно�
стью получим явные выражения

 (43)

в которых Ω10 – интегральная постоянная, Ω11=
= Ω00 Ω02, Ω12 = Ω00Ω03, 

 

  

  

величина β0 определена в (11),  – коэффици�
ент Лапласа, С – интегральная постоянная, вхо�
дящая в (13).

Для вычисления первой квадратуры (42) пред�
ставим гамильтониан (11), с учетом (16)–(23),
(28), в виде

 (44)

ω ω�

2(2 ) 2,w a=℘ ' 2 2
1(2 ) 2 ( 1).w ia i= − = −℘

[ ]

[ ]

2 2
1

2
2

1

1 ( ) ( ) ,
2

( ) ( ) , 1.
2

w w a
a

i w w i
a

ξ = τ + + τ − −

η = τ + − τ − = −

℘ ℘

℘ ℘

11
1 6

3 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2

3

, ,

1( ) ( ) .

F Fq dt dt
p p

Q dt d
C

∂ ∂
= Ω =

∂ ∂

= ξ ξ + η = ξ + η τ

∫ ∫

∫ ∫

2
3 1 10

( )
ln , 1.

2 ( )
wiC Q Q i
w

σ τ −
= τ − = −

σ τ +

2{[ ( ) (2 )]w w= −℘ ℘ ' 2
12 (2 ) ( )} ,w w aζ℘

1 10 11 12 1 2 1, ,QΩ = Ω + Ω τ + Ω Ω = Ω − π

2
(1)0 0 0

00 3 2 0
3 0

(1 )
( ) ,

4 1

C Ek L
C k E

α β +
Ω = μ α

+ γ
2
01

02
0

1
1 ,

4

EC k
E

−
Ω = +

γ

23
03 0 0(1 ) ,

2

kC
E EΩ = −

γ

1
0

2 0

,
E

α
α =

α
( )

1 32
1 21

0 2
2 1

1 ( )1 ,
(1 )

kE
k

⎡ ⎤+ μ α + αα += ⎢ ⎥α + μα⎣ ⎦
(1)
3 2L

( ) ( )23 2 2 2 2
1 0 2 2 1 2 2 2 2 3,F ξ = Γ ξ + η + Γ ξ + η + Γ ξ + Γ



320

КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 52  № 4  2014

МУШАИЛОВ, ТЕПЛИЦКАЯ

где Г0 = С3(γ), Г1 = С1С3(γ) + Г01Г02, Г2 = С2(γ)С3(γ),

Г3 =  + А1(γ) + Г02Г03 + С3(γ).

В свою очередь,   

 

Исключая на основании интеграла (32)–(34) из
правой части (44) первое слагаемое, для искомой
квадратуры (переменной Делоне) будем иметь

(45)

Здесь q10 – интегральная постоянная,

 (46)

В (46) операция дифференцирования по γ =  от�

мечена штрихом. Для квадратуры Q2 =  после

подстановки (41) получим 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТ

Проинтегрировав для неограниченного вари�
анта задачи систему (30) и вычислив квадратуры
(42) исходной канонической системы (5), удается
получить явные аналитические выражения, ин�
терпретирующие эволюцию всех орбитальных
элементов гравитирующих тел.

Как следует из (13)–(23) для больших полу�
осей, эксцентриситетов и угла взаимного наклона
оскулирующих орбит Pj (j = 1, 2) справедливы сле�
дующие представления
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в которых  

  Φ1k =

 

 

 

θ = (k + 1)q2(t) – kq1(t) – аномалия Делоне, θ =
= –2C1τ –4C3Q1, σ0 = B0 + (kC1/4)B1, σ01 = (k/2)B1,

  

 

δ1,k – символ Кронекера,  – коэффициент Ла�
пласа (m = k, 1 + k), k ∈ N – кратность резонанса.

Выражения для долгот Ωj линии узлов орбит Pj

(j = 1, 2) были уже получены ранее в (43), а аргу�
менты перицентров ωj (j = 1, 2) с учетом (45) опре�
деляются в виде

где
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