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В работе рассмотрим дифференциальное уравнение 2-го порядка с иррегуляр-
ной особенностью:

𝑢′′(𝑟) + 𝑏1(𝑟)𝑢′(𝑟) + 𝑏0(𝑟)𝑢(𝑟) = 0, (1)

здесь 𝑏1(𝑟),𝑏0(𝑟) – мероморфные функции. Без ограничений общности будем счи-
тать, что они имеют особенность в нуле. В работе [1] были построены асимптотики
решений уравнения (1) в окрестности произвольных особых точек (регулярных и
иррегулярных). Однако коэффициенты, стоящие в этих асимптотиках, не были най-
дены. Целью данной работы является вычисление всех коэффициентов, входящих в
эти асимптотики.

В работе [2] было доказано, что уравнение (1) можно преобразовать к виду(
− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)2
𝑢(𝑟) + 𝑎1(𝑟)

(
− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)
𝑢(𝑟) + 𝑎0(𝑟)𝑢(𝑟) = 0, (2)

где 𝑎1(𝑟), 𝑎0(𝑟) – голоморфные функции, 𝑘 – целое неотрицательное число. Кроме
того, в этой работе найдено минимальное такое 𝑘 . Если минимальное 𝑘 = 0, то точка
𝑟 = 0 является неособой точкой дифференциального уравнения (2), если 𝑘 = 1,
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то 𝑟 = 0 является регулярной особой точкой, если 𝑘 > 1, то тогда точка является
иррегулярной. В этой работе мы рассмотрим случай иррегулярной особой точки,
то есть будем считать, что 𝑘 > 1. Асимптотики решений в окрестности регулярной
особой точки хорошо изучены, эти асимптотики являются конормальными [3].

Символом дифференциального оператора

𝐻̂ =

(
− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)2
+ 𝑎1(𝑟)

(
− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)
+ 𝑎0(𝑟), (3)

называется функция 𝐻 (𝑟, 𝑝) = 𝑝2 + 𝑎1(𝑟)𝑝 + 𝑎0(𝑟)

Определение 1. Основным символомоператора 2-го порядка (3) называетсяфунк-
ция

𝐻0(𝑝) = 𝐻 (0, 𝑝). (4)

В работах [1,4] было доказано, что если полином 𝐻0(𝑝) имеет простые корни
в точках 𝑝1,𝑝2, тогда асимптотика решения в пространстве функций 𝑘 − 1 экспонен-
циального роста уравнения второго порядка 𝐻 (𝑟,− 1

𝑘−1𝑟
𝑘 𝑑
𝑑𝑟
)𝑢 = 0 имеет вид:

𝑢(𝑟) =
2∑︁
𝑗=1

exp

(
𝑝 𝑗

𝑟 𝑘−1 +
𝑘−2∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗

𝑖

𝑟 𝑘−1−𝑖

)
𝑟𝜎𝑗

∞∑︁
𝑖=0

𝑏
𝑗

𝑖
𝑟𝑖, (5)

здесь числа 𝜆 𝑗
𝑖
, 𝜎𝑗 и 𝑏 𝑗𝑖 – некоторые числовые коэффициенты.

Цель данной работы – найти коэффициенты в асимптотических разложениях
решений для уравнения (2) как в случае простых корней, так и для случая кратного
корня.

Без ограничения общности будем считать, что один из корней основного сим-
вола дифференциального оператора равен нулю. Запишем уравнение (2) с простыми
корнями в нуле в виде:(

− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)2
𝑢 + 𝑎0

1

(
− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)
𝑢 + 𝑎1

0𝑟𝑢 + 𝑎
2
0𝑟

2𝑢 + · · ·

+𝑎𝑘−1
0 𝑟 𝑘−1𝑢 +

[
𝑟𝑎̄1(𝑟)

(
− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)
+ 𝑟 𝑘 𝑎̄0(𝑟)

]
𝑢 = 0,

(6)

в скобках стоят младшие слагаемые, которые не влияют на вид асимптотики и от них
зависят только коэффициенты 𝑏 𝑗

𝑖
. Основной символ имеет вид 𝐻0(𝑝) = 𝑝2 + 𝑎0

1𝑝 =

𝑝(𝑝 + 𝑎0
1).

Сначала рассмотрим случай, когда основной символ дифференциального опе-
ратора имеет простые корни, а потом случай кратного корня.
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1. В первом случае 𝑎0
1 ≠ 0, тогда асимптотический член, соответствующий

нулевому корню основного символа будет иметь вид

exp

(
𝑘−2∑︁
𝑖=1

𝜆1
𝑖

𝑟 𝑘−1−𝑖

)
𝑟𝜎1

∞∑︁
𝑖=0

𝑏1
𝑖 𝑟
𝑖, (7)

наша задача состоит в том, чтобы найти все коэффициенты, входящие в асимптотику
(7). Начнем с вычисления коэффициентов 𝜆1

𝑖
, 𝜎1.

Теорема 1. Пусть 𝑘 – четное число. Тогда числа 𝜆1
𝑖
, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘 − 2 однозначно

определяются из системы уравнений

𝑎1
0 + 𝑎

0
1𝜆

1
1
𝑘 − 2
𝑘 − 1

= 0,

𝑎2
0 + 𝜆

1
1

2
(
𝑘 − 2
𝑘 − 1

)2
+ 𝑎0

1𝜆
1
2
𝑘 − 3
𝑘 − 1

= 0,

· · ·

𝑎2𝑛−1
0 + 𝑎0

1𝜆
1
2𝑛−1

𝑘 − 2𝑛
𝑘 − 1

= 0,

𝑎2𝑛
0 + 𝜆1

𝑛

2
(
𝑘 − 𝑛 − 1
𝑘 − 1

)2
+ 𝑎0

1𝜆
1
2𝑛
𝑘 − 2𝑛 − 1
𝑘 − 1

= 0,

· · ·

𝑎𝑘−2
0 + 𝜆1

𝑘−2
2

2
(

𝑘
2

𝑘 − 1

)2

+ 𝑎0
1𝜆

1
𝑘−2

1
𝑘 − 1

= 0,

а число 𝜎1 определяется из равенства

𝜎1 =
(𝑘 − 1)𝑎𝑘−1

0

𝑎0
1

.

Пусть 𝑘 – нечетное число. Коэффициенты𝜆1
𝑖
, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘−2 определяются

из системы уравнений
𝑎1

0 + 𝑎
0
1𝜆

1
1
𝑘 − 2
𝑘 − 1

= 0,

𝑎2
0 + 𝜆

1
1

2
(
𝑘 − 2
𝑘 − 1

)2
+ 𝑎0

1𝜆
1
2
𝑘 − 3
𝑘 − 1

= 0,

· · ·

𝑎2𝑛−1
0 + 𝑎0

1𝜆
1
2𝑛−1

𝑘 − 2𝑛
𝑘 − 1

= 0,
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𝑎2𝑛
0 + 𝜆1

𝑛

2
(
𝑘 − 𝑛 − 1
𝑘 − 1

)2
+ 𝑎0

1𝜆
1
2𝑛
𝑘 − 2𝑛 − 1
𝑘 − 1

= 0,

· · ·

𝑎𝑘−2
0 + 𝑎0

1𝜆
1
𝑘−2

1
𝑘 − 1

= 0,

а число 𝜎1 определяется из равенства

𝜎1 = (𝑘 − 1)
1
4𝜆

1
𝑘−1

2

2 + 𝑎𝑘−1
0

𝑎0
1

.

Эта система уравнений может быть решена, поскольку соответствующая ей
матрица представляет собой треугольную матрицу с ненулевыми элементами на
диагонали, в частности 𝑎0

1.
Осталось вычислить коэффициенты рядов в асимптотике (5) в случае, когда

основной символ имеет простые корни, мы получим следующую теорему о коэффи-
циентах 𝑏1

𝑖
.

Теорема 2. Числа 𝑏1
𝑖
, 𝑖 = 0, 1, 2, · · · однозначно определяются из системы уравне-

ний

− 1
𝑘 − 1

𝑎0
1𝑏1 + 𝑎𝑘0𝑏0 = 0 ⇒ 𝑏1 = (𝑘 − 1)

𝑎𝑘0

𝑎0
1
𝑏0,

− 1
𝑘 − 1

2𝑎0
1𝑏2 −

1
𝑘 − 1

𝑎1
1𝑏1 + 𝑎𝑘0𝑏1 + 𝑎𝑘+1

0 𝑏0 = 0,
· · ·

− 1
𝑘 − 1

𝑘− 𝑗∑︁
𝑖=1
𝑖𝑎
𝑘− 𝑗−𝑖
1 𝑏𝑖 +

𝑘− 𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑘+𝑖0 𝑏𝑘− 𝑗−1−𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑘 − 1

· · ·

− 1
𝑘 − 1

𝑘−1∑︁
𝑖=1
𝑖𝑎𝑘−1−𝑖

1 𝑏𝑖 +
𝑘−2∑︁
𝑖=0

𝑎𝑘+𝑖0 𝑏𝑘−2−𝑖 = 0,

− 1
𝑘 − 1

𝑘∑︁
𝑖=1
𝑖𝑎𝑘−𝑖1 𝑏𝑖 +

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑘+𝑖0 𝑏𝑘−1−𝑖 +
𝑘

(𝑘 − 1)2𝑏1 = 0,

− 1
𝑘 − 1

𝑘+1∑︁
𝑖=1
𝑖𝑎𝑘+1−𝑖

1 𝑏𝑖 +
𝑘∑︁
𝑖=0

𝑎𝑘+𝑖0 𝑏𝑘−𝑖 +
2(𝑘 + 1)
(𝑘 − 1)2 𝑏2 = 0,

· · ·

− 1
𝑘 − 1

𝑘+ 𝑗∑︁
𝑖=1
𝑖𝑎
𝑘+ 𝑗−𝑖
1 𝑏𝑖 +

𝑘+ 𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑘+𝑖0 𝑏𝑘+ 𝑗−1−𝑖 +
( 𝑗 + 1) (𝑘 + 𝑗)

(𝑘 − 1)2 𝑏 𝑗+1 = 0, 𝑗 = 0, 1, 2, · · ·
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Данная система разрешима, так как матрица этой системы имеет треугольный
вид и на диагонали стоят ненулевой элемент 𝑎0

1.
Чтобы построить асимптотику, соответствующую корню основного символа

𝑝 = −𝑎0
1 ≠ 0, сделаем замену: 𝑢(𝑟) = 𝑒

𝜆0
𝑟𝑘−1 𝑣(𝑟), 𝜆0 = −𝑎0

1, мы получим:(
− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)2
𝑣 − 𝑎0

1

(
− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)
𝑣 + 𝑎1

0𝑟𝑣 + 𝑎
2
0𝑟

2𝑣 + · · ·

+𝑎𝑘−1
0 𝑟 𝑘−1𝑣 +

[
𝑟𝑎

(0)
1 (𝑟)

(
− 1
𝑘 − 1

𝑟 𝑘
𝑑

𝑑𝑟

)
+ 𝑟 𝑘𝑎 (0)0 (𝑟)

]
𝑣 = 0,

(8)

новый основной символ 𝐻0(𝑝) = 𝑝2 − 𝑎0
1𝑝 = 𝑝(𝑝 − 𝑎0

1). То есть корень основного
символа с помощью экспоненциальной замены сдвинут в ноль. Остальные расчеты
аналогичны предыдущему случаю, где 𝑝 = 0.

2. Пусть теперь 𝑎0
1 = 0. В этом случае корень уравнения кратный и уравнение

(2) приводится к виду(
−𝑟 𝑘 𝑑

𝑑𝑟

)2
𝑢(𝑟) + 𝑟 𝑘1 𝑎̄1(𝑟)

(
−𝑟 𝑘 𝑑

𝑑𝑟

)
𝑢(𝑟) + 𝑟 𝑘0 𝑎̄0(𝑟)𝑢(𝑟) = 0, (9)

здесь 𝑎̄1(𝑟) =
∑∞
𝑖=0 𝑎

1
𝑖
𝑟𝑖, 𝑎̄0(𝑟) =

∑∞
𝑖=0 𝑎

0
𝑖
𝑟𝑖, 𝑎1

0 ≠ 0, 𝑎0
0 ≠ 0. Основной символ 𝐻0(𝑝) =

𝑝2. Корни 𝑝 = 0 имеет кратность 2. Разделим уравнение (9) на 𝑟2𝑥, перепишем
уравнение (9) в виде(

−𝑟 𝑘−𝑥 𝑑
𝑑𝑟

)2
𝑢(𝑟) − (2𝑘 − 𝑥)𝑟 𝑘−𝑥−1

(
−𝑟 𝑘−𝑥 𝑑

𝑑𝑟

)
𝑢(𝑟)+

+𝑟 𝑘1−𝑥 𝑎̄1(𝑟)
(
−𝑟 𝑘−𝑥 𝑑

𝑑𝑟

)
𝑢(𝑟) + 𝑟 𝑘0−2𝑥 𝑎̄0(𝑟)𝑢(𝑟) = 0.

(10)

Пусть 𝑘1 ≠
𝑘0
2 , тогда существует число 𝑥 > 0 такое, что уравнение с кратным

корнем в нуле при делении на 𝑟2𝑥 сводится либо к уравнению Фуксова типа, либо к
уравнению с простыми корнями основного символа.

Пусть 𝑘1 =
𝑘0
2 ≥ 𝑘 − 1, положим 𝑥 = 𝑘 − 1, тогда получим уравнение Фуксова

типа, так как порядок вырождения будет равен 1.
Пусть теперь 𝑘1 =

𝑘0
2 < 𝑘 − 1, тогда положим 𝑥 = 𝑘1 =

𝑘0
2 , тогда получим(

− 1
𝑘 − 𝑥 − 1

𝑟 𝑘−𝑥
𝑑

𝑑𝑟

)2
𝑢(𝑟) − 1

𝑘 − 𝑥 − 1
(2𝑘 − 𝑥)𝑟 𝑘−𝑥−1

(
− 1
𝑘 − 𝑥 − 1

𝑟 𝑘−𝑥
𝑑

𝑑𝑟

)
𝑢(𝑟)+

+ 1
𝑘 − 𝑥 − 1

𝑎̄1(𝑟)
(
− 1
𝑘 − 𝑥 − 1

𝑟 𝑘−𝑥
𝑑

𝑑𝑟

)
𝑢(𝑟) +

(
1

𝑘 − 𝑥 − 1

)2
𝑎̄0(𝑟)𝑢(𝑟) = 0.

(11)
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Основной символ равен 𝐻0(𝑝) = 𝑝2 + 1
𝑘−𝑘1−1𝑎

1
0𝑝 +

(
1

𝑘− 𝑘0
2 −1

)2
𝑎0

0. Если этот много-

член имеет кратный корень, то, сдвинув его в ноль, сведем последнее уравнение к
уравнению вида (10) с вырождением порядка 𝑘 − 𝑥, где 𝑥 = 𝑘1 =

𝑘0
2 .

Теорема 3. Любое уравнение с кратным корнем можно привести либо к виду урав-
ненияФуксоватипа, либо к виду уравнения с простымикорнями основного символа.

В случае, когда уравнение (10) приводится к виду(
− 1
𝑚
2 − 1

𝑟
𝑚
2
𝑑

𝑑𝑟

)2
𝑢(𝑟) + 𝑏

(
− 1
𝑚
2 − 1

𝑟
𝑚
2
𝑑

𝑑𝑟

)
𝑢(𝑟)+

+𝑏1(𝑟)
(
− 1
𝑚
2 − 1

𝑟
𝑚
2
𝑑

𝑑𝑟

)
𝑢(𝑟) + 𝑏0(𝑟)𝑢(𝑟) = 0.

(12)

где 𝑚 – нечетное число, то асимптотика решения будет иметь

𝑢(𝑟) = 𝑒
∑𝑚−3

𝑖=1
𝜆1
𝑖

𝑟
𝑚
2 − 𝑖

2 −1
𝑟

𝜎1
2

∞∑︁
𝑖=0

𝑐1
𝑖 𝑟

𝑖
2 + 𝑒

𝑏

𝑟
𝑚−2

2
+∑𝑚−3

𝑖=1
𝜆2
𝑖

𝑟
𝑚
2 − 𝑖

2 −1
𝑟

𝜎2
2

∞∑︁
𝑖=0

𝑐2
𝑖 𝑟

𝑖
2 .

Рассматриваемая система коэффициентов решений уравнений является разре-
шимой вследствие того, что ассоциированная с ней матрица обладает треугольной
структурой с наличием ненулевых элементов на диагонали, а именно 𝑏.

Все коэффициенты, входящие в асимптотические разложения, вычисляются с
помощью формул в Теореме 1 и Теореме 2.
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