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СЕРИЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ Том 76, № 2, 2012

УДК 517.957

М. О. Корпусов

О разрушении ионно-звуковых волн в плазме
с нелинейными источниками на границе

Рассмотрено модельное уравнение ионно-звуковых волн в “незамагни-
ченной” плазме при учете нелинейных локализованных на границе источ-
ников, что приводит к рассмотрению нелинейного динамического гранич-
ного условия, “близкого” к нелинейному условию Неймана–Дирихле. Для
данной начально-краевой задачи доказано существование слабого обоб-
щенного решения и получены достаточные условия разрушения слабого
обобщенного решения за конечное время. Получена оценка сверху времени
существования решения, которое является и временем разрушения реше-
ния. Наконец, получены достаточные условия существования сильного
обобщенного решения.

Библиография: 14 наименований.

Ключевые слова: разрушение, соболевские уравнения, плазма, ион-
но-звуковые волны, нелинейные граничные условия.

§ 1. Введение

В настоящей работе мы рассмотрим одну модельную задачу для линейного
уравнения ионно-звуковых волн в плазме, занимающую некоторую ограничен-
ную область Ω ⊂ R3 с границей ∂Ω, которая является гладким многообразием
класса C2,δ при δ ∈ (0, 1]. Пусть nx – вектор внешней нормали в точке x ∈ ∂Ω.
Предположим, что на границе ∂Ω рассматриваемой области Ω расположены
нелинейные источники, причем, вообще говоря, локализованные в некоторой
части границы. Тогда данная задача сводится к следующей системе уравнений
(см. [1], [2]):

∂2

∂t2
(∆u− u) + ∆u = 0, (1.1)(

∂2

∂t2
∂u

∂nx
+

∂u

∂nx

)∣∣∣∣
∂Ω

= f(x, u)|∂Ω, (1.2)

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x). (1.3)

Основной целью настоящей работы является получение достаточных условий
разрушения слабого обобщенного решения задачи (1.1)–(1.3). В этой связи мы
отметим, что существуют три основных метода исследования возникновения
разрушения:

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 11-01-12018-Офи-м-2011),
а также Программы Президента РФ “Поддержка молодых докторов наук России” (грант
№ МД-99.2009.1).

c⃝ М.О. Корпусов, 2012
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1) метод нелинейной емкости С.И. Похожаева и Э. Л. Митидиери [3];
2) энергетический метод Х. А. Левина [4]–[6];
3) метод автомодельных режимов, основанный на различных признаках

сравнения и развитый в [7] (см. также [8]).
Отметим, что обобщению энергетического метода Х. А. Левина в случае

уравнений соболевского типа с нелинейным оператором при производной по
времени посвящена книга [9], где рассматривались задачи, одним из примеров
которых может служить задача

∂

∂t
(∆u+ ∆p1u) + ∆u−∆p2u = 0, u|∂Ω = 0, u(x, 0) = u0(x),

где Ω ⊂ RN – ограниченная область с гладкой границей ∂Ω и

∆pv = div(|∇v|p−2∇v), p > 2.

Мы применим модификацию энергетического метода Х. А. Левина. Для этой
задачи докажем, что при условии достаточно “больших” начальных данных
задачи (функции u0(x) и u1(x)) решение задачи (1.1)–(1.3) разрушается за ко-
нечное время. Кроме того, мы докажем, что для любых начальных данных
u0(x), u1(x) ∈ H1

0(Ω) решение задачи (1.1)–(1.3) существует локально во време-
ни. Заметим, что мы используем при доказательстве разрушения следующее
обыкновенное дифференциальное неравенство второго порядка:

ΦΦ′′ − α(Φ′)2 + βΦΦ′ + γΦ2 > 0, α > 1, β, γ > 0,

которое впервые было выведено в работе [6].

§ 2. Локальное существование слабого обобщенного решения

Прежде всего нам необходимо сформулировать некоторые условия для функ-
ции

f(x, s) : ∂Ω⊗ R → R.

Определение 2.1. Каратеодориевой функцией, или функцией Каратеодо-
ри, называется функция f(x, s), которая для почти всех x ∈ ∂Ω непрерывна по
s ∈ R и для всех s ∈ R измерима по x ∈ ∂Ω относительно меры Лебега dΓ на
многообразии ∂Ω.

Предположим, что функция f(x, u) : ∂Ω⊗R → R удовлетворяет следующим
условиям:

(i) функция f(x, u) является каратеодориевой;
(ii) для функции f(x, u) выполнено следующее условие роста:

|f(x, u)| 6 c1 + c2|u|q+1, q ∈ (0, 2]; (2.1)

(iii) для любой функции v(x) ∈ Lq+2(∂Ω) при некотором ϑ > 2 выполнено
неравенство ∫

∂Ω

v(x)f(x, v(x)) > ϑ

∫
∂Ω

∫ v(x)

0

f(x, s) ds dΓ; (2.2)
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(iv) функция f(x, u) является локально по u липшиц-непрерывной, т. е. имеет
место неравенство

∥f(x, u1)− f(x, u2)∥L(q+2)/(q+1)(∂Ω) 6 µ(R)∥u1 − u2∥Lq+2(∂Ω), (2.3)

R = max
{
∥u1∥Lq+2(∂Ω), ∥u2∥Lq+2(∂Ω)

}
∀u1(x), u2(x) ∈ Lq+2(∂Ω),

где µ( · ) – неубывающая функция своего аргумента.

Замечание 2.1. Прежде всего приведем примеры функций f(x, u), для ко-
торых выполнены условия (i)–(iv); например:

f(x, u) = χ(x)|u|q+1, f(x, u) = χ(x)|u|qu,

где χ(x) – характеристическая функция некоторой части поверхности ∂Ω,

χ(x) =

{
1 при x ∈ ∂Ω0,

0 при x ∈ ∂Ω \ ∂Ω0.

Таким образом, рассматривая задачу (1.1)–(1.3) при функциях f(x, u), удовле-
творяющих условиям (i)–(iv), мы учитываем реальную физическую ситуацию,
когда источники, описываемые функцией f(x, u), являются пространственно
локализованными на границе области.

Определение 2.2. Слабым обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3) назо-
вем функцию u(x, t) класса L∞(0, T ; H1(Ω)), причем u, u′, u′′ ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)),
удовлетворяющую равенству∫

Ω

[
(∇u′′,∇ϕ) + (∇u,∇ϕ) + u′′ϕ

]
dx =

∫
∂Ω

f(x, u)ϕ(x) dΓ ∀ϕ(x) ∈ H1(Ω)

(2.4)
для почти всех t ∈ [0, T ] и начальным условиям

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x).

Замечание 2.2. Для полноты изложения укажем, как связаны исходная
задача (1.1)–(1.3), понимаемая в классическом смысле, т. е. в классе C(2)([0, T ];
C(2)(Ω)), с задачей (2.4). Действительно, умножим обе части уравнения (1.1) на
функцию ϕ ∈ C(2)(Ω) и проинтегрируем по частям; тогда получим следующее
равенство: ∫

Ω

[
(∇u′′,∇ϕ) + (∇u,∇ϕ) + u′′ϕ

]
dx =

∫
∂Ω

Ntx[u]ϕ(x) dΓ, (2.5)

где

Ntx[u] ≡ ∂2

∂t2
∂u

∂n
+
∂u

∂n
.

Далее надо лишь воспользоваться граничным условием (1.2), и мы получим
равенство (2.4). Тем самым, классическое решение задачи (1.1)–(1.3) является
слабым обобщенным решением в смысле определения 2.2.
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Заметим, что можно дать эквивалентное определение слабого обобщенного
решения. Доказательство этого факта проводится точно так же, как и в рабо-
те [10].

Определение 2.3. Слабым обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3) назо-
вем функцию u(x, t) класса L∞(0, T ; H1(Ω)), причем u, u′, u′′ ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)),
удовлетворяющую равенству∫ T

0

∫
Ω

[
(∇u′′,∇w) + (∇u,∇w) + u′′w

]
dx dt =

∫ T

0

∫
∂Ω

f(x, u)w dΓ dt (2.6)

для всех w ∈ L1(0, T ; H1(Ω)) и начальным условиям

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x).

Теперь докажем существование решения задачи (2.4) при достаточно ма-
лом T > 0. С этой целью мы воспользуемся методом Галеркина в сочетании
с методом компактности [11]. Затем мы применим стандартную процедуру про-
должения решения во времени. Доказательство проведем в несколько шагов.

Шаг 1. Постановка задачи для приближенного решения. Пусть {wj} ⊂
H1(Ω) – базис этого гильбертового пространства. Будем искать решение

um(t) =
m∑

k=1

cmk(t)wk, cmk(t) ∈ C(2)([0, Tm]) (2.7)

следующей задачи:∫
Ω

[
(∇u′′m,∇wj) + (∇um,∇wj) + u′′mwj

]
dx =

∫
∂Ω

f(x, um)wj dΓ, j = 1,m,

(2.8)

um0 = um(0) =
m∑

k=1

cmk(0)wk =
m∑

k=1

αkwk,

um1 = u′m(0) =
m∑

k=1

c′mk(0)wk =
m∑

k=1

βkwk,

(2.9)

причем

um0 → u0, um1 → u1 сильно в H1(Ω) при m→ +∞. (2.10)

Шаг 2. Локальная разрешимость в классе C(2)([0, Tm]). В C(2)([0, Tm]) за-
дачу (2.8), (2.9) можно переписать в следующем эквивалентном виде:

m∑
k=1

αkjc
′′
mk(t) +

m∑
k=1

βkjcmk(t) = Fj(cm), (2.11)

где

αkj ≡
∫

Ω

(∇wk,∇wj) dx+
∫

Ω

wkwj dx, βkj ≡
∫

Ω

(∇wk,∇wj) dx, (2.12)
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Fj(cm) =
∫

∂Ω

f

(
x,

m∑
k=1

cmk(t)wk

)
wj dΓ. (2.13)

Прежде всего докажем, что определитель матрицы ∥αkj∥m
k,j=1 больше нуля для

любого m ∈ N. С этой целью возьмем произвольный столбец

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)t ∈ Rm

и образуем квадратичную форму

m∑
k,j=1

αkjξjξk =
∫

Ω

|∇η|2 dx+
∫

Ω

|η|2 dx, η =
m∑

l=1

ξlwl. (2.14)

Приравняем нулю квадратичную форму (2.14) и получим, что она равна нулю
тогда и только тогда, когда η = 0. Поскольку семейство {wj} – базис в H1(Ω),
т. е., в частности, является линейно независимым в H1(Ω), то η = 0 тогда и
только тогда, когда ξ = {0}m

k=1. Стало быть, в силу критерия Сильвестра мы
приходим к выводу, что

det ∥αkj∥m
k,j=1 > 0 ∀ m ∈ N.

Значит, система обыкновенных дифференциальных уравнений (2.11) является
системой уравнений типа Коши–Ковалевской.

Теперь рассмотрим нелинейные функции (2.13) в правой части системы
уравнений (2.11). Прежде всего заметим, что при условии q ∈ (0, 2] имеет
место вполне непрерывное вложение (см., например, [12])

H1(Ω) ↪→↪→ Lq+2(∂Ω).

С другой стороны, в силу условий (i), (ii) функция f(x,w) принадлежит
L(q+2)/(q+1)(∂Ω) как только w ∈ Lq+2(∂Ω). Действительно, в силу условия (i)
функция f(x,w(x)) измерима по мере Лебега dΓ на многообразии ∂Ω. Кроме
того, из условия (ii) имеет место оценка(∫

∂Ω

|f(x,w)|(q+2)/(q+1) dΓ
)(q+1)/(q+2)

6 c1 + c2∥w∥q+1
Lq+2(∂Ω).

Значит, оператор Немыцкого

Nf (u) ≡ f(x, u),

порожденный функцией Каратеодори f(x, u) : ∂Ω ⊗ R → R, в силу теоремы
М. А. Красносельского (см. [13]) является непрерывным отображением

Nf (u) : Lq+2(∂Ω) → L(q+2)/(q+1)(∂Ω)

в сильной топологии банаховых пространств Lq+2(∂Ω) и L(q+2)/(q+1)(∂Ω). В си-
лу свойства (iv) имеет место оценка

∥Nf (v1)−Nf (v2)∥L(q+2)/(q+1)(∂Ω) 6 µ(R)∥v1 − v2∥Lq+2(∂Ω), (2.15)
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где
R ≡ max

{
∥v1∥Lq+2(∂Ω), ∥v2∥Lq+2(∂Ω)

}
.

Теперь мы можем доказать локальную непрерывность по Липшицу функ-
ций (2.13):

Fj = Fj(cm1, cm2, . . . , cmm) =
∫

∂Ω

f

(
x,

m∑
k=1

cmk(t)wk

)
wj dΓ. (2.16)

Действительно, пусть c1m = {c1m1, . . . , c
1
mm}t, c2m = {c2m1, . . . , c

2
mm}t – два произ-

вольных вектора из Rm. Для удобства изложения введем следующие обозна-
чения:

u1
m =

m∑
k=1

c1mkwk, u2
m =

m∑
k=1

c2mkwk.

Тогда имеет место следующая цепочка неравенств:

|Fj(c1m)− Fj(c2m)| 6
∫

∂Ω

|wj |
∣∣f(x, u1

m)− f(x, u2
m)

∣∣ dΓ
=

∫
∂Ω

|wj |
∣∣Nf (u1

m)−Nf (u2
m)

∣∣ dΓ
6

(∫
∂Ω

|wj |q+2 dΓ
)1/(q+2)(∫

∂Ω

|Nf (u1
m)−Nf (u2

m)|(q+2)/(q+1) dΓ
)(q+1)/(q+2)

6 djµ(Rm)∥u1
m − u2

m∥Lq+2(∂Ω) = djµ(Rm)
(∫

∂Ω

|u1
m − u2

m|q+2 dΓ
)1/(q+2)

6 d2
jµ(Rm)

( m∑
k=1

|c1mk − c2mk|2
)1/2

6 ajm

m∑
k=1

|c1mk − c2mk|, (2.17)

где µ( · ) – функция из условия (iv),

Rm = max
{
∥u1

m∥Lq+2(∂Ω), ∥u2
m∥Lq+2(∂Ω)

}
, dj ≡

(∫
∂Ω

|wj |q+2 dΓ
)1/(q+2)

.

Стало быть, нелинейная функция в правой части системы уравнений (2.11) яв-
ляется локально непрерывной по Липшицу, а значит, в силу известной теоремы
найдется такое число Tm > 0, зависящее, вообще говоря, от m ∈ N, что система
уравнений (2.11) имеет единственное решение cmk(t) класса C(2)([0, Tm]) при
k = 1,m.

Замечание 2.3. Далее мы докажем, что на самом деле Tm > T > 0, где T
не зависит от m ∈ N.

Шаг 3. Априорные оценки. Умножим обе части равенства (2.8) на произ-
водные c′mj(t) и просуммируем обе части получившегося равенства по j = 1,m.
В результате получим равенство∫

Ω

[
(∇u′′m,∇u′m) + (∇u′m,∇um) + u′′mu

′
m

]
dx =

∫
∂Ω

f(x, um)u′m dΓ. (2.18)
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Введем обозначение

ψ(v) ≡
∫

∂Ω

F(x, v) dΓ ∀ v(x) ∈ Lq+2(∂Ω), (2.19)

где

F(x, v) ≡
∫ v(x)

0

f(x, s) ds. (2.20)

Справедлива следующая известная лемма. Для удобства изложения приве-
дем полное ее доказательство.

Лемма 2.1. Пусть функция f(x, v) удовлетворяет условиям (i), (ii). То-
гда функционал ψ(v), действующий из Lq+2(∂Ω) в R, является дифференци-
руемым по Фреше и его производная Фреше

ψ′f (v) : Lq+2(∂Ω) → L(q+2)/(q+1)(∂Ω)

имеет вид
ψ′f (v) = Nf (v)

для всех v(x) ∈ Lq+2(∂Ω) и почти всех x ∈ ∂Ω по мере dΓ.

Доказательство. Пусть выполнены условия (i), (ii) для функции f(x, v).
Тогда для потенциальной функции F(x, v), определенной формулой (2.20), име-
ет место следующее неравенство:

|F(x, v)| 6
∣∣∣∣∫ v(x)

0

f(x, s) ds
∣∣∣∣ 6 c1|v|+

c2
p
|v|p 6

cp
′

1

p′
+
|v|p

p
+
c2
p
|u|p = c3 + c4|u|p

(2.21)
при

p = q + 2, p′ =
p

p− 1
=
q + 2
q + 1

,

где мы воспользовались неравенством Юнга

ab 6
ap

p
+
bp

′

p′
,

1
p

+
1
p′

= 1, p > 1, p′ =
p

p− 1
.

Очевидно, что по определению потенциальная функция F(x, v) : ∂Ω ⊗ R → R
является каратеодориевой, и поэтому в силу теоремы М. А. Красносельского об
операторе Немыцкого [13] приходим к выводу, что соответствующий оператор
Немыцкого

NF (v) : Lq+2(Ω) → L1(Ω),

порожденный каратеодориевой функцией F(x, v), является ограниченным и не-
прерывным. Следовательно, функционал ψ(v), определенный формулой (2.19),
является ограниченным и непрерывным из Lq+2(∂Ω) в R. Действительно, в си-
лу оценки (2.21) имеет место цепочка неравенств

|ψ(v)| 6
∫

∂Ω

|F(x, v(x))| dx 6
∫

∂Ω

c3 dx+ c4

∫
∂Ω

|v|q+2 dx 6 c5 + c4∥v∥q+2
Lq+2(∂Ω).

(2.22)
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Ограниченность доказана. Докажем непрерывность. Пусть

vn → v сильно в Lq+2(∂Ω).

Тогда

|ψ(vn)− ψ(v)| 6 ∥NF (vn)−NF (v)∥L1(∂Ω) → 0, n→ +∞,

в силу теоремы М. А. Красносельского о непрерывности оператора Немыцкого.
Итак, непрерывность и ограниченность функционала ψ(v) доказана. Докажем
теперь его дифференцируемость по Фреше. Рассмотрим следующее выраже-
ние:

ω(u, v) ≡ ψ(u+ v)− ψ(u)− ⟨Nf (u), v⟩1, u, v ∈ Lq+2(∂Ω),

где ⟨ · , · ⟩1 – скобки двойственности между пространствами Lq+2(∂Ω) и
L(q+2)/(q+1)(∂Ω). Значит, в силу явного выражения этих скобок двойственности
имеет место неравенство

|ω(u, v)| 6
∣∣∣∣∫

∂Ω

[
F(x, u(x) + v(x))−F(x, u(x))

]
dx−

∫
∂Ω

Nf (u)(x)v(x) dx
∣∣∣∣.

Заметим, что имеет место цепочка равенств

F
(
x, u(x) + v(x)

)
−F(x, u(x)) =

∫ 1

0

d

dt
F

(
x, u(x) + tv(x)

)
dt

=
∫ 1

0

f
(
x, u(x) + tv(x)

)
v(x) dt.

Поэтому справедлива оценка

|ω(u, v)| 6
∫ 1

0

∫
∂Ω

∣∣Nf (u+ tv)(x)−Nf (u)(x)
∣∣ |v(x)| dx dt

6
∫ 1

0

∥Nf (u+ tv)−Nf (u)∥L(q+2)/(q+1)(∂Ω)∥v∥Lq+2(∂Ω) dt.

Следовательно, в силу непрерывности оператора НемыцкогоNf ( · ) имеет место
предельное неравенство

lim
∥v∥Lq+2(∂Ω)→0

|ω(u, v)|
∥v∥Lq+2(∂Ω)

6 lim
∥v∥Lq+2(∂Ω)→0

∫ 1

0

∥Nf (u+ tv)−Nf (u)∥L(q+2)/(q+1)(∂Ω) dt = 0.

Лемма доказана.

Теперь напомним следующую теорему о цепном правиле для производной
Фреше (см., например, [14]):

Теорема 2.1. Пусть F : B1 → B2 и G : B2 → B3 – операторы, причем F
дифференцируем по Фреше в некоторой точке u ∈ B1 , а G дифференцируем по
Фреше в точке F(u). Тогда их композиция

K ≡ G ◦ F
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дифференцируема по Фреше в точке u ∈ B1 , причем имеет место равенство

K′f (u) = G′f (F(u))F′f (u).

С учетом результатов леммы 2.1 и теоремы 2.1 мы получим следующее ра-
венство:∫

∂Ω

f(x, um)u′m dΓ =
d

dt
ψ(um), ψ(um) =

∫
∂Ω

∫ um

0

f(x, s) ds dΓ. (2.23)

Отсюда и из (2.18) получим равенство∫
Ω

[
(∇u′′m,∇u′m) + (∇u′m,∇um) + u′′mu

′
m

]
dx =

d

dt
ψ(um), (2.24)

из которого получим выражение

1
2
d

dt

[
∥u′m∥2 + ∥∇um∥22

]
=

d

dt
ψ(um), (2.25)

где ∥ · ∥ – норма гильбертова пространства H1(Ω), которую мы выбрали следу-
ющим образом:

∥u∥2 ≡
∫

Ω

|∇u|2 dx+
∫

Ω

|u|2 dx, (2.26)

а через ∥ · ∥r обозначена норма пространства Лебега Lr(Ω) при r > 1. Интегри-
руя по времени равенство (2.25), получим

Jm + ∥∇um∥22 = ∥um1∥2 + ∥∇um0∥22 − 2ψ(um0) + 2ψ(um), (2.27)

где
Jm = ∥u′m∥2.

Теперь умножим обе части равенства (2.8) на cmj(t) и просуммируем по
j = 1,m. Тогда после “интегрирования по частям” получим

Φ′′m − Jm +
∫

Ω

|∇um|2 dx =
∫

∂Ω

umf(x, um) dΓ, (2.28)

где

Φm ≡ 1
2
∥um∥2.

Подставим выражение для Jm из (2.27) в (2.28) и получим следующее равен-
ство:

Φ′′m = −2∥∇um∥22 + bm + 2ψ(um) +
∫

∂Ω

umf(x, um) dΓ, (2.29)

где
bm = ∥um1∥2 + ∥∇um0∥22 − 2ψ(um0).

Кроме того, для функционала ψ(um), определенного равенством (2.23), спра-
ведлива оценка, вытекающая из (2.22):

|ψ(w)| 6 c5 + c4∥w∥q+2
Lq+2(∂Ω). (2.30)
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Как известно, при q ∈ (0, 2] имеет место вполне непрерывное вложение

H1(Ω) ↪→↪→ Lq+2(∂Ω),

поэтому найдется такая наилучшая постоянная a > 0, что

∥w∥Lq+2(∂Ω) 6 a∥w∥ ∀w ∈ H1(Ω). (2.31)

Поэтому из (2.30) вытекает оценка

|ψ(w)| 6 c5 + c4a
q+2∥w∥q+2 ∀w ∈ H1(Ω). (2.32)

Аналогично приходим к неравенству следующего вида:∣∣∣∣∫
∂Ω

wf(x,w) dΓ
∣∣∣∣ 6 c6 + c7∥w∥q+2 ∀w ∈ H1(Ω). (2.33)

Интегрируя уравнение (2.29) два раза по времени и учитывая, что величи-
на bm ограничена числом b0, не зависящим от m ∈ N, мы получим из соотно-
шений (2.32) и (2.33) следующее выражение:

Φm(t) 6 2
∫ t

0

(t− s)∥um∥2(s) ds+ b0 + 2(c5 + c6)
t2

2
+ c8

∫ t

0

(t− s)∥um∥q+2(s) ds.

(2.34)
Заметим, что имеет место неравенство

z2 · 1 6
2

q + 2
zq+2 +

q

q + 2
. (2.35)

Из неравенств (2.34) и (2.35) получим

Φm(t) 6
4

q + 2

∫ t

0

(t− s)∥um∥q+2(s) ds+ b0 + c9
t2

2
+ c8

∫ t

0

(t− s)∥um∥q+2(s) ds,

(2.36)
откуда, в свою очередь, приходим к следующей цепочке неравенств:

Φm(t) 6 b0 + c9
T 2

2
+ c10T

∫ t

0

∥um∥q+2(s) ds 6 b0 + c9
T 2

2
+ c11T

∫ t

0

Φ1+q/2
m (s) ds.

(2.37)
Теперь осталось воспользоваться известной теоремой Гронуолла–Беллмана–
Бихари и получить неравенство

Φm(t) 6
b0 + c9

T 2

2[
1− q

2

[
b0 + c9

T 2

2

]q/2
c11Tt

]2/q
, (2.38)

из которого вытекает, что при выполнении неравенства

q

2

[
b0 + c9

T 2

2

]q/2

c11T
2 < 1

имеем
Φm(t) 6 c12(T ) < +∞ ∀ t ∈ [0, T ], (2.39)

где постоянная c12 не зависит от m ∈ N.
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Таким образом, мы получили первую априорную оценку. Теперь мы вос-
пользуемся равенством (2.27), из которого в силу (2.32) получим следующую
цепочку неравенств:

Jm 6 2Φm(t) + ∥um1∥2 + ∥∇um0∥22 + 2|ψ(um0)|+ 2c5 + 2c4aq+2∥um∥q+2

6 c13 + 2Φm(t) + c14Φ1+q/2
m , (2.40)

откуда приходим ко второй априорной оценке

Jm 6 c15(T ) < +∞ ∀ t ∈ [0, T ], (2.41)

где постоянная c15 не зависит от m ∈ N.
Из оценки (2.40) и вполне непрерывного вложения H1(Ω) ↪→↪→ Lq+2(∂Ω) при

q ∈ (0, 2] мы получим еще одну априорную оценку

ess. sup
t∈(0,T )

∥um∥Lq+2(∂Ω)(t) 6 c9, (2.42)

где c9 > 0 не зависит от m ∈ N.
Теперь нам необходимо получить еще одно энергетическое равенство. С этой

целью умножим обе части равенства (2.8) на c′′mj(t) и просуммируем по j = 1,m.
В итоге получим следующее равенство:∫

Ω

[
|∇u′′m|2 + |u′′m|2

]
dx+

∫
Ω

(∇u′′m,∇um) dx =
∫

∂Ω

f(x, um)u′′m dΓ, (2.43)

из которого, используя неравенства Коши–Буняковского и Гёльдера, получим
следующую цепочку неравенств:

∥u′′m∥2 6 ∥∇u′′m∥2 ∥∇um∥2 + ∥u′′m∥Lq+2(∂Ω) ∥f(x, um)∥L(q+2)/(q+1)(∂Ω)

6
ε

2
∥∇u′′m∥22 +

1
2ε
∥∇um∥22 + a∥u′′m∥

[
c5 + c4a

q+1∥um∥q+1
]

6
ε

2
∥u′′m∥2 +

1
2ε
∥um∥2 +

ε

2
∥u′′m∥2 +

a2

2ε
[
c5 + c4a

q+1∥um∥q+1
]2

6 ε∥u′′m∥2 +
1
2ε
∥um∥2 +

a2

2ε
[
c5 + c4a

q+1∥um∥q+1
]2

6 ε∥u′′m∥2 +
c10
ε
,

(2.44)

где c10 > 0 – постоянная, не зависящая от m ∈ N и такая, что

1
2
∥um∥2 +

a2

2
[
c5 + c4a

q+1∥um∥q+1
]2

6 c10,

причем она существует в силу априорной оценки (2.40). Таким образом, поло-
жив ε = 1/2 в оценке (2.44), мы получим следующую априорную оценку:

ess. sup
t∈(0,T )

∥u′′m∥(t) 6 c11, (2.45)

где c11 > 0 не зависит от m ∈ N.
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Итак, имеют место априорные оценки (2.39), (2.40) и (2.45) при некотором
достаточно малом T > 0. Прежде всего докажем, что найденное на шаге 2 вре-
мя существования решения Tm системы дифференциальных уравнений (2.8),
(2.9) удовлетворяет условию Tm > T > 0, где T не зависит от m ∈ N. Действи-
тельно, с этой целью нам надо воспользоваться априорными оценками (2.41)
и (2.45). Заметим, что

∥um∥2(t) =
m∑

k,j=1

αkjcmk(t)cmj(t),

αkj ≡
∫

Ω

(∇wk,∇wj) dx+
∫

Ω

wjwk dx.

(2.46)

Рассмотрим отдельно квадратичную форму в правой части (2.46). Как и
ранее, можно доказать, что матрица ∥αkj∥m

k,j=1 этой квадратичной формы яв-
ляется положительно определенной. Поскольку матрица этой квадратичной
формы не зависит от времени, существует такая не зависящая от времени ве-
щественная ортогональная матрица Qm, что

cm = Qmdm, cm = (cm1, . . . , cmm)t, dm = (dm1, . . . , dmm)t, (2.47)

причем
m∑

k,j=1

αkjcmk(t)cmj(t) =
m∑

l=1

λld
2
ml, (2.48)

где λl > 0 для всех l = 1,m. Тогда из (2.46) и (2.48) с учетом априорной
оценки (2.39) мы приходим к выводу о том, что

|dml| 6 c12(m), (2.49)

где постоянная не зависит от l = 1,m, но зависит от m ∈ N. Теперь заметим,
что всякая собственная матрица Qm : Rm → Rm имеет конечную норму

∥Qm∥m⊗m = sup
∥η∥m=1

∥Qmη∥m < +∞, (2.50)

где ∥η∥m ≡ (|η1|2+ · · ·+ |ηm|2)1/2 – одна из эквивалентных норм на Rm, но тогда
из (2.47) мы получим неравенство

∥cm∥m 6 ∥Qm∥m⊗m∥dm∥m,

из которого в силу (2.49) получим оценку

|cmk| 6 c13(m) < +∞, k = 1,m, (2.51)

где постоянная c13(m) зависит от m ∈ N, но не зависит от t ∈ [0, Tm]. Анало-
гично, из априорной оценки (2.41) мы приходим к следующему неравенству:

|c′mk| 6 c14(m) < +∞, k = 1,m, (2.52)
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где постоянная c14(m) зависит от m ∈ N, но не зависит от t ∈ [0, Tm]. Для
каждого фиксированного m ∈ N, используя алгоритм продолжения решения
системы уравнений (2.8), (2.9) по времени, мы получим, что решение можно
продолжить до момента времени T > 0, не зависящего от m ∈ N и для которого
выполнена оценка сверху (2.40).

Шаг 4. Предельный переход. Из априорных оценок (2.39), (2.40) и (2.44)
вытекает, что существует такая подпоследовательность {uml

} ⊂ {um}, что

uml

∗
⇀ u ∗-слабо в L∞(0, T ; H1(Ω)), (2.53)

u′ml

∗
⇀ v ∗-слабо в L∞(0, T ; H1(Ω)), (2.54)

u′′ml

∗
⇀ w ∗-слабо в L∞(0, T ; H1(Ω)). (2.55)

Прежде всего докажем, что v = u′. Действительно, из (2.53) вытекает, что

u′ml

∗
⇀ u′ ∗-слабо в D′(0, T ; H1(Ω)),

но, с другой стороны, из (2.54) вытекает, что

u′ml

∗
⇀ v ∗-слабо в D′(0, T ; H1(Ω)).

Поэтому в силу отделимости ∗-слабой топологии пространства D′(0, T ; H1(Ω))
имеет место равенство обобщенных функций v = u′. Аналогичным обра-
зом доказывается, что w = v′ = u′′ в смысле пространства распределений
D′(0, T ; H1(Ω)).

Теперь рассмотрим отдельно интеграл

Imj =
∫

∂Ω

f(x, um)wj dΓ. (2.56)

Еще раз заметим, что имеет место вполне непрерывное вложение (см., напри-
мер, [12])

H1(Ω) ↪→↪→ Lq+2(∂Ω) при q ∈ (0, 2].

Нам потребуется некий общий результат о компактности, доказанный в рабо-
те [11], который для полноты изложения мы приведем с доказательством.

Лемма 2.2. Пусть последовательность {um}∞m=1 равномерно по m ∈ N
удовлетворяет следующим условиям:

∥um∥V0 6 C,

∫ T

0

∥u′m∥2V0
dt 6 C ∀ t ∈ (0, T ), (2.57)

где 0 < T < ∞ и постоянная C зависит от T . Пусть, кроме того, имеет
место вполне непрерывное вложение

V0 ↪→↪→ W.

Тогда существует функция u(s) ∈ W для почти всех s ∈ [0, T ] и имеет место
предельное равенство umk

(s) → u(s) сильно в W для почти всех s ∈ [0, T ].
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Доказательство. Рассмотрим рефлексивное банахово пространство

B =
{
u | u ∈ L2(0, T ; V0), u′ ∈ L2(0, T ; V0)

}
. (2.58)

Заметим, что функция um(t) после возможного изменения на множестве ну-
левой меры Лебега на (0, T ) принадлежит классу C([0, T ]; V0) ⊂ C([0, T ]; W).
В силу (2.57) последовательность {um}∞m=1 ограничена в B. Поскольку B – ре-
флексивное банахово пространство, то из последовательности {um}∞m=1 можно
выделить слабо сходящуюся подпоследовательность {umk

}∞mk=1. В частности,

umk
⇀ u слабо в L2(0, T ; V0). (2.59)

Докажем, что

umk
(s) → u(s) сильно в W для почти всех s ∈ [0, T ]. (2.60)

Без ограничения общности можно считать, что u = 0. Кроме того, s не играет
никакой специальной роли, и нам остается только показать, что

umk
(0) → 0 сильно в W. (2.61)

Определим теперь vk равенством

vk(t) = umk
(λt), (2.62)

где λ > 0 фиксировано, причем

umk
(0) = vk(0), ∥vk∥L2(0,T ;V0) 6 c1λ

−1/2, ∥v′k∥L2(0,T ;W) 6 c2λ
1/2. (2.63)

Если функция ϕ из класса C1[0, T ] и ϕ(0) = −1, ϕ(T ) = 0, то

vk(0) =
∫ T

0

(ϕ(t)vk)′ dt = βk + γk, βk =
∫ T

0

ϕv′k dt, γk =
∫ T

0

ϕ′vk dt.

Значит,
∥umk

(0)∥W 6 ∥βk∥W + ∥γk∥W 6 c3λ
1/2 + ∥γk∥W.

Для произвольного ε > 0 выберем λ > 0 такое, что c3λ
1/2 6 ε/2. Поскольку

vk ⇀ 0 слабо в L2(0, T ; V0), то γk ⇀ 0 слабо в V0. Однако вложение V0 в W
вполне непрерывно, поэтому имеет место сильная сходимость γk → 0 в W.
Стало быть, для произвольного ε найдется такое N , что для всех mk > N

имеет место неравенство
∥umk

(0)∥W 6 ε.

Тем самым (2.61) доказано. Лемма доказана.

Теперь мы воспользуемся результатом леммы 2.2, положив V0 = H1(Ω) и
W = Lq+2(∂Ω). Из леммы 2.2 вытекает существование такой подпоследова-
тельности {umk

} ⊂ {um}, что

umk
(t) → u(t) сильно в Lq+2(∂Ω) (2.64)
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для почти всех t ∈ [0, T ]. Докажем, что u(t) – след функции u(t) на многооб-
разии ∂Ω. Действительно, из (2.53)

umk

∗
⇀ u ∗-слабо в L∞(0, T ; H1(Ω))

и, кроме того, из (2.64) вытекает, что

umk

∗
⇀ u ∗-слабо в L∞(0, T ; Lq+2(∂Ω)).

Поскольку L∞(0, T ; H1(Ω)) ⊂ L∞(0, T ; Lq+2(∂Ω)), в силу отделимости банахо-
ва пространства L∞(0, T ; Lq+2(∂Ω)) получим, что u(t) – след функции u(t) на
многообразии ∂Ω для почти всех t ∈ [0, T ]. Поэтому мы в дальнейшем вместо
обозначения u(t) для следа будем использовать обозначение u(t).

Теперь наша задача – доказать следующее утверждение.

Лемма 2.3. Существует такая подпоследовательность {umk
} ⊂ {um},

что
Imk

→ I для почти всех t ∈ [0, T ] при k → +∞, (2.65)

где
Imk

=
∫

∂Ω

wjf(x, umk
) dΓ, I =

∫
∂Ω

wjf(x, u) dΓ.

Доказательство. Заметим, что в силу условий (i), (ii) каратеодориева
функция f(x, u) : ∂Ω⊗ R → R порождает оператор Немыцкого

Nf (u) ≡ f(x, u),

который в силу условия роста (ii) является сильно непрерывным из Lq+2(∂Ω)
в L(q+2)/(q+1)(∂Ω). С другой стороны, в силу результата леммы 2.2 имеет место
предельное равенство (2.64). Поэтому справедлива следующая цепочка нера-
венств:

|Imk
− I| 6

∫
∂Ω

|wj | |Nf (umk
)−Nf (u)| dΓ 6

(∫
∂Ω

|wj |q+2 dΓ
)1/(q+2)

×
(∫

∂Ω

|Nf (umk
)−Nf (u)|(q+2)/(q+1) dΓ

)(q+1)/(q+2)

→ 0, k → +∞.

Лемма доказана.

Таким образом, с учетом предельных равенств (2.53)–(2.55) и (2.65) можно
перейти к пределу при mk → +∞ в равенстве∫ T

0

ϕ1(t)
∫

Ω

[
(∇u′′m,∇wj) + (∇um,∇wj) + u′′mwj

]
dx dt

=
∫ T

0

ϕ1(t)
∫

∂Ω

f(x, um)wj dΓ dt

при j = 1,m для всех ϕ1(t) ∈ L1(0, T ) и в результате получить равенство∫ T

0

ϕ1(t)
∫

Ω

[
(∇u′′,∇wj)+(∇u,∇wj)+u′′wj

]
dx dt =

∫ T

0

ϕ1(t)
∫

∂Ω

f(x, u)wj dΓ dt
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при j = 1,∞ для всех ϕ1(t) ∈ L1(0, T ), из которого, в свою очередь, в силу
основной леммы вариационного исчисления получим следующее равенство для
почти всех t ∈ [0, T ]:∫

Ω

[
(∇u′′,∇wj)+ (∇u,∇wj)+u′′wj

]
dx =

∫
∂Ω

f(x, u)wj dΓ, j = 1,∞. (2.66)

Поскольку {wj} ⊂ H1(Ω) – базис по условию, из равенства (2.66) получим, что
для почти всех t ∈ [0, T ]∫

Ω

[
(∇u′′,∇ϕ) + (∇u,∇ϕ) + u′′ϕ

]
dx =

∫
∂Ω

f(x, u)ϕ(x) dΓ ∀ϕ(x) ∈ H1(Ω).

(2.67)
Таким образом, нами доказано существование слабого обобщенного решения
задачи (1.1)–(1.3), понимаемого в смысле определения 2.2.

Шаг 5. Единственность. Прежде всего заметим, что слабое обобщенное ре-
шение u(x, t) после возможного изменения на множестве [0, T ] нулевой меры
Лебега принадлежит классу C(1)([0, T ]; H1(Ω)). Однако этой гладкости недо-
статочно, чтобы можно было непосредственно из (2.4) получить требуемый
результат. Поэтому мы воспользуемся эквивалентным определением слабого
обобщенного решения в смысле определения 2.3. Предварительно докажем сле-
дующую вспомогательную лемму.

Лемма 2.4. Пусть v(k) ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)) при k = 0, 1, 2. Тогда для всех
t ∈ [0, T ] имеет место равенство

2
∫ t

0

∫
Ω

[
(∇v′′,∇v′) + v′′v′

]
dx ds = ∥v′∥2(t)− ∥v1∥2. (2.68)

Доказательство. Пусть vε(t) – “срезка” с ядром вида “шапочки” функции

v(t) =

{
v(t) при t ∈ [0, T ],
0 при t ∈ R \ [0, T ].

Тогда в этом случае
vε(t) ∈ C(∞)([0, T ]; H1(Ω)).

Поскольку v(k) ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)) при k = 0, 1, 2, получим

vε(t) → v(t) сильно в L2
loc(0, T ; H1(Ω)),

v′ε(t) → v′(t) сильно в L2
loc(0, T ; H1(Ω)),

v′′ε (t) → v′′(t) сильно в L2
loc(0, T ; H1(Ω)).

С другой стороны, для функции vε(t) справедливо равенство∫
Ω

[
(∇v′′ε ,∇v′ε) + v′′ε v

′
ε

]
dx =

1
2
d

dt
∥v′ε∥2 ∀ t ∈ [0, T ]. (2.69)

Тогда ∫
Ω

[
(∇v′′ε ,∇v′ε) + v′′ε v

′
ε

]
dx→

∫
Ω

[(∇v′′,∇v′) + v′′v′] dx

сильно в L1
loc(0, T ) при ε→ 0.

(2.70)
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Кроме того,

∥v′ε∥2 → ∥v′∥2 сильно в L1
loc(0, T ) при ε→ 0. (2.71)

Однако тогда

d

dt
∥v′ε∥2

∗
⇀

d

dt
∥v′∥2 ∗-слабо в D′(0, T ) при ε→ 0. (2.72)

Таким образом, мы можем перейти к пределу в равенстве (2.69) при ε → 0 в
смысле ∗-слабой топологии локально выпуклого пространства D′(0, T ) и в ре-
зультате получить равенство

1
2
d

dt
∥v′∥2 =

∫
Ω

[(∇v′′,∇v′) + v′′v′] dx, (2.73)

понимаемое в смысле D′(0, T ), т. е. в смысле равенства〈〈
1
2
d

dt
∥v′∥2 −

∫
Ω

[(∇v′′,∇v′) + v′′v′] dx,w
〉〉

= 0

для всех w ∈ D(0, T ), где ⟨⟨· , ·⟩⟩ – скобки двойственности между простран-
ствами D(0, T ) и D′(0, T ). Теперь заметим, что по условию леммы v(k) ∈
L∞(0, T ; H1(Ω)) при k = 0, 1, 2, поэтому∫

Ω

[(∇v′′,∇v′) + v′′v′] dx ∈ C[0, T ], ∥v′∥ ∈ C[0, T ],

тем самым, из равенства (2.72) вытекает, что

∥v′∥ ∈ AC[0, T ],

и, следовательно, из (2.73) и основной леммы вариационного исчисления полу-
чим, что для почти всех t ∈ [0, T ] имеет место равенство

1
2
d

dt
∥v′∥2 =

∫
Ω

[(∇v′′,∇v′) + v′′v′] dx,

из которого интегрированием по времени получим равенство (2.68). Лемма
доказана.

Теперь мы можем перейти к доказательству единственности слабого обоб-
щенного решения рассматриваемой задачи.

Итак, пусть v1 и v2 – два слабых обобщенных решения при достаточно малом
T > 0, соответствующих одним и тем же начальным условиям u0, u1 ∈ H1(Ω).
Тогда из (2.6) получим равенство∫ T

0

∫
Ω

[
(∇v′′1 −∇v′′2 ,∇w) + (∇v1 −∇v2,∇w) + [v′′1 − v′′2 ]w

]
dx ds

=
∫ T

0

∫
∂Ω

[
f(x, v1)− f(x, v2)

]
w dΓ ds ∀w ∈ L1(0, T ; H1(Ω)). (2.74)
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Теперь возьмем в качестве w(s) следующую функцию:

w(s) =

{
v′1(s)− v′2(s) при s ∈ [0, t],
0 при s ∈ (t, T ].

(2.75)

После подстановки функции w(s) из (2.75) в (2.74) получим в силу леммы 2.4
следующее равенство:

∥v′1 − v′2∥2 + ∥∇v1 −∇v2∥22 = 2
∫ t

0

∫
∂Ω

(v′1 − v′2)
(
f(x, v1)− f(x, v2)

)
dΓ ds. (2.76)

Рассмотрим отдельно правую часть равенства (2.76). Для нее справедлива
следующая цепочка неравенств:∣∣∣∣∫ t

0

∫
∂Ω

(v′1 − v′2)(f(x, v1)− f(x, v2)) dΓ ds
∣∣∣∣ 6

∫ t

0

(∫
∂Ω

[v′1 − v′2]
q+2 dΓ

)1/(q+2)

×
(∫

∂Ω

[f(x, v1)− f(x, v2)](q+2)/(q+1) dΓ
)(q+1)/(q+2)

ds

6 a

∫ t

0

∥v′1 − v′2∥(s)µ(aR∗)∥v1 − v2∥(s) ds, (2.77)

где мы воспользовались условием (iv) для f(x, v), а R∗ ≡ max{∥v1∥, ∥v2∥}. За-
метим, что имеет место равенство

v1(s)− v2(s) =
∫ s

0

[v′1(σ)− v′2(σ)] dσ, (2.78)

поскольку v1(0) − v2(0) = 0 и v1, v2 ∈ C(1)([0, T ]; H1(Ω)). Из (2.78) получим
следующую оценку:

∥v1 − v2∥(s) 6
∫ s

0

∥v′1 − v′2∥(σ) dσ. (2.79)

Теперь из равенства (2.76) и неравенств (2.77) и (2.79) получим искомое нера-
венство

∥v′1 − v′2∥2 6 c15(T )
∫ t

0

∥v′1 − v′2∥(s)
∫ s

0

∥v′1 − v′2∥(σ) dσ ds (2.80)

для всех t ∈ [0, T ]. Рассмотрим функцию

F (t) ≡ sup
τ∈[0,t]

∥v′1 − v′2∥2(τ). (2.81)

С учетом определения функции F (t) из неравенства (2.80) получим неравенство

F (t1) 6 c15t
2
1F (t1), (2.82)

откуда вытекает, что если выбрать t1 > 0 достаточно малым, то неравен-
ство (2.82) выполнено тогда и только тогда, когда F (t1) = 0. Теперь из со-
отношения (2.80) вытекает неравенство

F (t2) 6 c15(t2 − t1)2F (t2), (2.83)
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из которого следует, что при некотором t2 > t1 неравенство (2.83) выполнено
тогда и только тогда, когда F (t2) = 0. На n-м шаге мы получим неравенство

F (tn) 6 c15(tn − tn−1)2F (tn), t0 = 0. (2.84)

Тем самым, мы построили монотонно возрастающую последовательность
{tn} ∈ R+, причем для каждого n ∈ N имеет место равенство

F (tn) = 0. (2.85)

Последовательность {tm} либо сходится, либо расходится. Если она расходит-
ся, то в силу равенств (2.85) и (2.81) получим, что v1(t) = v2(t) для почти всех
t ∈ [0, T ]. Если она сходится, то имеется две возможности: либо предел t∗ > T ,
либо t∗ ∈ (0, T ). В первом случае опять приходим к равенству v1(t) = v2(t) для
почти всех t ∈ [0, T ], а во втором случае из (2.85) получим, что

F (t∗) = 0,

и тогда мы можем снова продолжить указанный процесс. Таким образом, и
в этом случае получим, что v1(t) = v2(t) для почти всех t ∈ [0, T ]. Единствен-
ность слабого обобщенного решения доказана.

Шаг 6. Продолжение решения во времени. Теперь докажем, что существу-
ет такой момент времени T0 > 0, что слабое обобщенное решение u(k) рас-
сматриваемой задачи принадлежит классу L∞(0, T ; H1(Ω)) при k = 0, 1, 2 для
всех T ∈ (0, T0), причем либо T0 = +∞, либо T0 < +∞, и в последнем случае
выполнено предельное равенство

lim sup
t↑T0

[∥u∥2 + ∥u′∥2] = +∞.

Действительно, предположим, что T0 < +∞, но

sup
t∈(0,T0)

[
∥u∥2 + ∥u′∥2

]
< +∞. (2.86)

Рассмотрим равенство (2.4):∫
Ω

[
(∇u′′,∇ϕ) + (∇u,∇ϕ) + u′′ϕ

]
dx =

∫
∂Ω

f(x, u)ϕ(x) dΓ ∀ϕ(x) ∈ H1(Ω)

(2.87)
для почти всех t ∈ [0, T ]. Пусть T ′ ∈ (0, T0); тогда если в качестве начальных
условий задачи (2.87) в точке t = T ′ взять

u(T ′) = u0T ′ , u′(T ′) = u1T ′ , (2.88)

то для соответствующей задачи согласно доказанному существует единственное
слабое обобщенное решение

u(k) ∈ L∞(T ′, T ∗; H1(Ω)), k = 0, 1, 2,

где
T ∗ = T ∗(T ′) > 0,
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причем функция T ∗ = T ∗(T ′) имеет положительный минимум в силу соотно-
шения (2.86). Обозначим этот минимум снова через T ∗. Теперь в качестве T ′

возьмем величину

T ′ = T0 −
T ∗

2
. (2.89)

Для такого T ′ существует единственное слабое обобщенное решение u(k) зада-
чи (2.87) и (2.88) класса L∞(T ′, T ∗; H1(Ω)) при k = 0, 1, 2. Очевидно, что в рас-
сматриваемом классе решение задачи (2.87), (2.88) и (2.4) “сшиваемы” в точке
t = T ′, и в итоге приходим к выводу, что существует решение задачи (2.4) с на-
чальными условиями (1.3) на интервале t ∈ (0, T ′+ T ∗), но в силу (2.89) имеем
t ∈ (0, T0 + T ∗/2) при T ∗ > 0. Стало быть, продолжая этот процесс, мы полу-
чим, что T0 = +∞, но это противоречит исходному предположению о том, что
T0 < +∞. Следовательно, предположение (2.86) не выполнено.

Таким образом, в настоящем параграфе доказано следующее утверждение.

Теорема 2.2. Пусть u0, u1 ∈ H1(Ω) и выполнены условия (i), (ii) и (iv) для
функции f(x, u) : ∂Ω⊗R → R. Тогда найдется такое T0 > 0, что существует
единственное слабое обобщенное решение задачи (1.1)–(1.3) при любом T ∈
(0, T0), причем либо T0 = +∞, либо T0 < +∞, и в последнем случае имеет
место предельное равенство

lim sup
t↑T0

[
∥u∥2 + ∥u′∥2

]
= +∞. (2.90)

§ 3. Разрушение слабого обобщенного решения

Докажем, что при выполнении некоторых условий, налагаемых на началь-
ные данные, и при выполнении условия (iii) для функции f(x, u) : ∂Ω⊗R → R
время T0 > 0 существования решения конечно: T0 < +∞. В силу теоремы 2.2
это означает, что имеет место предельное равенство (2.90). На самом деле мы
докажем более сильный результат, а именно

lim sup
t↑T0

Φ[u](t) = +∞,

где

Φ[u](t) =
1
2

∫
Ω

[
|∇u|2 + |u|2

]
dx.

Заметим, что мы не можем сразу же вывести необходимые нам энергети-
ческие соотношения для слабого обобщенного решения задачи (1.1)–(1.3), по-
скольку слабое обобщенное решение u принадлежит классу C(1)([0, T0); H1(Ω)),
u′′ ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)) для всех T ∈ (0, T0), а для вывода энергетических соотно-
шений нам нужна бо́льшая гладкость решения, т. е.

u ∈ C(2)([0, T0); H1(Ω)).

Поэтому воспользуемся результатом из § 2 о том, что для каждого m ∈ N су-
ществует единственное решение

um ∈ C(2)([0, T ]; H1(Ω))
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задачи (2.8), (2.9). Тогда умножим обе части равенства (2.8) на cmj и просум-
мируем по j = 1,m, в результате получим следующее равенство:∫

Ω

[
(∇u′′m,∇um) + |∇um|2 + u′′mum

]
dx =

∫
∂Ω

umf(x, um) dΓ. (3.1)

Заметим, что имеет место следующая цепочка равенств:∫
Ω

[
(∇u′′m,∇um) + u′′mum

]
dx

=
d

dt

∫
Ω

[
(∇u′m,∇um) + u′mum

]
dx−

∫
Ω

[
|∇u′m|2 + |u′m|2

]
dx

=
1
2
d2

dt2

∫
Ω

[
|∇um|2 + |um|2

]
dx−

∫
Ω

[
|∇u′m|2 + |u′m|2

]
dx. (3.2)

Теперь введем следующие обозначения:

Φm(t) ≡ 1
2

∫
Ω

[
|∇um|2 + |um|2

]
dx, Jm(t) ≡

∫
Ω

[
|∇u′m|2 + |u′m|2

]
dx, (3.3)

Φ(t) ≡ 1
2

∫
Ω

[
|∇u|2 + |u|2

]
dx, J(t) ≡

∫
Ω

[
|∇u′|2 + |u′|2

]
dx. (3.4)

С учетом введенных обозначений (3.3) и цепочки равенств (3.2) из равен-
ства (3.1) получим

Φ′′m − Jm +
∫

Ω

|∇um|2 dx =
∫

∂Ω

umf(x, um) dΓ. (3.5)

Будем называть (3.5) первым энергетическим равенством.
Умножим обе части равенства (2.8) на c′mj и просуммируем по j = 1,m,

в результате получим равенство∫
Ω

[
(∇u′′m,∇u′m) + (∇um,∇u′m) + u′′mu

′
m

]
dx =

∫
∂Ω

f(x, um)u′m dΓ, (3.6)

из которого в силу условий (i), (ii) и результатов леммы 2.1 и теоремы 2.1
получим

1
2
dJm

dt
+

1
2
d

dt

∫
Ω

|∇um|2 dx =
d

dt
ψ(um), (3.7)

где

ψ(v) ≡
∫

∂Ω

∫ v

0

f(x, s) ds dΓ. (3.8)

Тогда с учетом обозначения (3.8) мы получим второе энергетическое равен-
ство

ψ(um)− 1
2
Jm − 1

2

∫
Ω

|∇um|2 dx = ψ(um0)−
1
2

∫
Ω

[
|∇um1|2 + |um1|2 + |∇um0|2

]
dx.

(3.9)
Предположим, что выполнено следующее неравенство:

ψ(u0) >
1
2

∫
Ω

[
|∇u1|2 + |u1|2 + |∇u0|2

]
dx. (3.10)
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Лемма 3.1. Имеет место предельное равенство

ψ(um0) → ψ(u0), m→ +∞. (3.11)

Доказательство. Заметим, что имеет место вполне непрерывное вложе-
ние

H1(Ω) ↪→↪→ Lq+2(∂Ω), q ∈ (0, 2],

поэтому
um0 → u0 сильно в Lq+2(∂Ω), m→ +∞. (3.12)

Рассмотрим функцию

F(x, v) =
∫ v

0

f(x, s) ds. (3.13)

Во-первых, в силу каратеодориевости функции f(x, s) : ∂Ω ⊗ R → R функция
F(x, s) : ∂Ω⊗R → R также каратеодориева. С другой стороны, в силу условия
роста (ii) имеет место следующая цепочка неравенств:

|F(x, s)| 6
∫ s

0

|f(x, σ)| dσ 6 c1|s|+
c2

q + 2
|s|q+2

6
q + 1
q + 2

c
(q+2)/(q+1)
1 +

1 + c2
q + 2

|s|q+2 = c1 + c2|s|q+2, (3.14)

где

c1 =
q + 1
q + 2

c
(q+2)/(q+1)
1 , c2 =

1 + c2
q + 2

.

Таким образом, функция F(x, s) является каратеодориевой и удовлетворяет
условию роста (3.14). Поэтому оператор Немыцкого

NF (v) ≡ F(x, v),

порожденный функцией F(x, s), является непрерывным из Lq+2(∂Ω) в L1(∂Ω)
в сильных топологиях этих банаховых пространств. Данный результат есть
следствие общей теоремы М. А. Красносельского [13]. Поэтому если vn → v

сильно в Lq+2(∂Ω) при n→ +∞, то∫
∂Ω

NF (vn) dΓ →
∫

∂Ω

NF (v) dΓ, n→ +∞.

Стало быть, в силу (3.12) приходим к выводу о том, что

ψ(um0) =
∫

∂Ω

NF (um0) dΓ →
∫

∂Ω

NF (u0) dΓ = ψ(u0), m→ +∞.

Лемма доказана.

Таким образом, из (3.11) будет следовать, что в силу неравенства (3.10) име-
ет место следующее неравенство для некоторой подпоследовательности m∈N:

ψ(um0) >
1
2

∫
Ω

[
|∇um1|2 + |um1|2 + |∇um0|2

]
dx. (3.15)
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Действительно, это следствие условий (2.10), из которых вытекает, что∫
Ω

[
|∇um1|2 + |um1|2 + |∇um0|2

]
dx→

∫
Ω

[
|∇u1|2 + |u1|2 + |∇u0|2

]
dx.

Поэтому можно выбрать такие подпоследовательности последовательностей
{um0} и {um1}, что будет выполнено неравенство (3.15). Отсюда и из равен-
ства (3.9) получим

ψ(um) >
1
2

∫
Ω

[
|∇u′m|2 + |u′m|2 + |∇um|2

]
dx. (3.16)

Тогда в силу условия (iii) выполнено неравенство

ϑψ(um) 6
∫

∂Ω

umf(x, um) dΓ, (3.17)

следовательно, из (3.16) мы получаем неравенство

ϑ

2

∫
Ω

[
|∇u′m|2 + |u′m|2 + |∇um|2

]
dx 6

∫
∂Ω

umf(x, um) dΓ. (3.18)

Отсюда и из равенства (3.5) имеем

Φ′′m − Jm − ϑ

2
Jm +

(
1− ϑ

2

) ∫
Ω

|∇um|2 dx

>
∫

∂Ω

umf(x, um) dΓ− ϑ

2

∫
Ω

[
|∇u′m|2 + |u′m|2 + |∇um|2

]
dx > 0. (3.19)

Следовательно, из (3.19) при ϑ > 2 получим неравенство

Φ′′m −
(

1 +
ϑ

2

)
Jm > 0. (3.20)

Далее нам потребуется следующая

Лемма 3.2. Справедливо неравенство

(Φ′m)2(t) 6 2Φm(t)Jm(t) ∀ t ∈ [0, T ]. (3.21)

Доказательство. Поскольку um(x, t) ∈ C(1)([0, T ]; H1(Ω)), справедливо
равенство

Φ′m =
∫

Ω

(∇u′m,∇um) dx+
∫

Ω

u′mum dx.

Справедливы также следующие неравенства:∣∣∣∣∫
Ω

(∇u′m,∇um) dx
∣∣∣∣ 6 ∥∇u′m∥2 ∥∇um∥2,∣∣∣∣∫

Ω

u′mum dx

∣∣∣∣ 6

(∫
Ω

|u′m|2 dx
)1/2(∫

Ω

|um|2 dx
)1/2

.
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Значит,

(Φ′m)2 6

(
∥∇u′m∥2 ∥∇um∥2 +

(∫
Ω

|u′m|2 dx
)1/2(∫

Ω

|um|2 dx
)1/2)2

6 ∥∇u′m∥22 ∥∇um∥22 +
∫

Ω

|u′m|2 dx
∫

Ω

|um|2 dx

+ 2∥∇u′m∥2 ∥∇um∥2
(∫

Ω

|u′m|2 dx
)1/2(∫

Ω

|um|2 dx
)1/2

6 ∥∇u′m∥22 ∥∇um∥22 +
∫

Ω

|u′m|2 dx
∫

Ω

|um|2 dx

+ ∥∇u′m∥22
∫

Ω

|um|2 dx+ ∥∇um∥22
∫

Ω

|u′m|2 dx

=
(
∥∇u′m∥22 +

∫
Ω

|u′m|2 dx
)(

∥∇um∥22 +
∫

Ω

|um|2 dx
)

= 2Jm(t)Φm(t),

где мы воспользовались неравенством

2ab 6 a2 + b2

при

a = ∥∇u′m∥2
(∫

Ω

|um|2 dx
)1/2

, b = ∥∇um∥2
(∫

Ω

|u′m|2 dx
)1/2

.

Лемма доказана.

С учетом неравенств (3.20) и (3.21) мы получим следующее обыкновенное
дифференциальное неравенство второго порядка:

ΦmΦ′′m − α(Φ′m)2 > 0, α =
1
2

(
1 +

ϑ

2

)
, ϑ > 2. (3.22)

Предположим, что выполнено дополнительное условие

Φ′(0) > 0 ⇐⇒
∫

Ω

(∇u1,∇u0) dx+
∫

Ω

u1u0 dx > 0, (3.23)

из которого вытекает, что для некоторых подпоследовательностей последова-
тельностей {um0} и {um1} будет выполнено неравенство

Φ′m(0) > 0 ⇐⇒
∫

Ω

(∇um1,∇um0) dx+
∫

Ω

um1um0 dx > 0. (3.24)

Действительно, это следствие условий (2.10) и того, что∫
Ω

(∇v1,∇v2) dx+
∫

Ω

v1v2 dx
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есть скалярное произведение в H1(Ω). Поскольку Φm(t) > 0 по определе-
нию (3.3), из (3.24) приходим к неравенству

Φ′′m
Φα

m

− α
(Φ′m)2

Φ1+α
m

> 0 ⇒ d

dt

[
Φ′m
Φα

m

]
> 0 ⇒ Φ′m

Φα
m

>
Φ′m(0)
Φα

m(0)
= c4 > 0

⇒ 1
1− α

d

dt
Φ1−α

m > c4m > 0 ⇒ 1
Φα−1

m (0)
− 1

Φα−1
m

> c4m(α− 1)t

⇒ 1
Φα−1

m

6
1

Φα−1
m (0)

− c4m(α− 1)t⇒ Φm(t) >
1

[Φ1−α
m0 − c4m(α− 1)t]1/(α−1)

.

(3.25)

Следовательно, найдется такой момент времени Tm0 ∈ (0, Tm1], что

lim sup
t↑Tm0

Φm(t) = +∞,

где

Tm1 =
1

α− 1
Φm(0)
Φ′m(0)

=
4

ϑ− 2
Φm(0)
Φ′m(0)

, ϑ > 2. (3.26)

Таким образом, из (3.25) вытекает неравенство

Φm(t) >
Φα/(α−1)

m0

[Φm0 − (α− 1)Φ′m(0)t]1/(α−1)
, (3.27)

где

Φm0 =
1
2

∫
Ω

[
|∇um0|2 + |um0|2

]
dx, Φ′m(0) =

∫
Ω

[
(∇um0 ,∇um1) + um0um1

]
dx.

Понятно, что в силу предельных равенств (2.10) имеют место следующие вы-
ражения:

Φm0 → Φ(0), Φ′m(0) → Φ′(0), m→ +∞.

Лемма 3.3. Имеет место следующая предельная формула:

Φmk
(t) → Φ(t) для почти всех t ∈ [0, T ] при k → +∞. (3.28)

Доказательство. Докажем более сильный результат: существует такая
подпоследовательность {umk

} ⊂ {um}, что для всех t ∈ (0, T ] имеет место
предельное выражение∫ t

0

∫
Ω

[
|∇u′mk

|2 + |u′mk
|2 + |∇umk

|2 + |umk
|2

]
dx ds

→
∫ t

0

∫
Ω

[
|∇u′|2 + |u′|2 + |∇u|2 + |u|2

]
dx ds, k → +∞. (3.29)

Действительно, введем гильбертово пространство

W(Qt) ≡
{
u : u, u′ ∈ L2(0, t; H1(Ω))

}
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относительно скалярного произведения

⟨w,ϕ⟩ =
∫ t

0

∫
Ω

[
(∇w′,∇ϕ′) + w′ϕ′ + (∇w,∇ϕ) + wϕ

]
dx ds.

Заметим, что W(Qt) как гильбертово пространство является равномерно вы-
пуклым банаховым пространством относительно нормы ∥·∥W(Qt), порожденной
скалярным произведением. Кроме того, заметим, что (см. § 2) в силу предель-
ного перехода (см. шаг 4 в § 2) имеет место следующее свойство:

umk
⇀ u слабо в W(Qt).

Действительно, по доказанному имеют место предельные соотношения

umk

∗
⇀ u ∗-слабо в L∞(0, T ; H1(Ω)),

u′mk

∗
⇀ u′ ∗-слабо в L∞(0, T ; H1(Ω))

при k → +∞. Это означает, что справедливы предельные соотношения∫ T

0

⟨umk
, w⟩ ds→

∫ T

0

⟨u,w⟩ ds,
∫ T

0

⟨u′mk
, w⟩ ds→

∫ T

0

⟨u′, w⟩ ds (3.30)

при k → +∞ для всех w ∈ L1
(
0, T ; (H1(Ω))∗

)
, где ⟨· , ·⟩ – скобки двойственности

между сильно сопряженными пространствами (H1(Ω))∗ и H1(Ω). Докажем, что
для всех

w ∈ L1(0, T ; H1(Ω))
ds
⊂ L1

(
0, T ; (H1(Ω))∗

)
выражение ∫ T

0

∫
Ω

[
(∇u,∇w) + uw

]
dx ds

порождает линейный и непрерывный функционал над L∞(0, T ; H1(Ω)). Дей-
ствительно, пусть un → u сильно в L∞(0, T ; H1(Ω)); тогда из явного вида этого
функционала следует, что∫ T

0

∫
Ω

[
(∇un,∇w) + unw

]
dx ds→

∫ T

0

∫
Ω

[
(∇u,∇w) + uw

]
dx ds.

Отсюда, в частности, имеем, что и для функционала
∫ T

0

∫
Ω
[(∇u,∇w)+uw] dx ds

справедливы выражения (3.30). Теперь приходим к выводу, что имеют место
следующие предельные равенства:∫ T

0

∫
Ω

[
(∇umk

,∇ϕ) + umk
ϕ
]
dx ds→

∫ T

0

∫
Ω

[
(∇u,∇ϕ) + uϕ

]
dx ds,∫ T

0

∫
Ω

[(∇u′mk
,∇χ) + u′mk

χ] dx ds→
∫ T

0

∫
Ω

[(∇u′,∇χ) + u′χ] dx ds

для любых функций ϕ, χ ∈ L1(0, T ; H1(Ω)) при k → +∞.
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Для любой функции v ∈ W(Qt) рассмотрим в качестве функций ϕ, χ ∈
L1(0, T ; H1(Ω)) следующие функции:

ϕ(s) =

{
v(s) при s ∈ [0, t],
0 при s ∈ (t, T ],

χ(s) =

{
v′(s) при s ∈ [0, t],
0 при s ∈ (t, T ].

Тогда сразу же получим следующие предельные соотношения:∫ t

0

∫
Ω

[
(∇umk

,∇v) + umk
v
]
dx ds→

∫ t

0

∫
Ω

[
(∇u,∇v) + uv

]
dx ds,∫ t

0

∫
Ω

[
(∇u′mk

,∇v′) + u′mk
v′

]
dx ds→

∫ t

0

∫
Ω

[
(∇u′,∇v′) + u′v′

]
dx ds

для любых v ∈ W(Qt) при k → +∞, т. е. получили искомый результат.
Поэтому для доказательства утверждения настоящей теоремы нам доста-

точно сначала доказать (3.29), т. е. что

∥umk
∥W(Qt) → ∥u∥W(Qt), k → +∞.

С этой целью прежде всего заметим, что слабое обобщенное решение u при-
надлежит классу C(1)([0, T ]; H1(Ω)) для всех T ∈ (0, T0), и поэтому в качестве
w ∈ L1(0, T ; H1(Ω)) в равенстве (2.6) можно взять

w(s) = ϕ(s)u′(s) ∈ L1(0, T ; H1(Ω)),

где

ϕ(s) =

{
1 при s ∈ [0, t],
0 при s ∈ (t, T ].

После подстановки w(s) в (2.6) получим равенство

J(t) +
∫

Ω

|∇u|2 dx = 2ψ(u) + E0,

где E0 = J(0) +
∫
Ω
|∇u0|2 dx− 2ψ(u0), которое можно переписать в следующем

эквивалентном виде:

J(t) + 2Φ(t) = 2ψ(u) +
∫

Ω

|u|2 dx+ E0. (3.31)

Аналогичным образом из равенства (2.8), справедливого для галеркинских при-
ближений, получим равенство

Jm(t) + 2Φm(t) = 2ψ(um) +
∫

Ω

|um|2 dx+ Em0, (3.32)

где

Em0 = Jm(0) +
∫

Ω

|∇um0|2 dx− 2ψ(um0). (3.33)

5 Серия математическая, т. 76, № 2
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Заметим, что норма банахова пространства W(Qt) совпадает с выражением∫ t

0

[J(s) + 2Φ(s)] ds.

Теперь мы воспользуемся результатом леммы 2.2, в которой положим V0 =
H1(Ω) и W = L2(Ω), поскольку, очевидно, имеет место вполне непрерывное
вложение

H1(Ω) ↪→↪→ L2(Ω).

Поэтому из леммы 2.2 вытекает существование такой подпоследовательности
{umk

} ⊂ {um}, что имеет место следующее предельное выражение:

umk
(s) → u(s) сильно в L2(Ω) для почти всех s ∈ [0, T ] при k → +∞.

Тем самым, в правой части равенства (3.32)∫
Ω

|umk
|2 dx→

∫
Ω

|u|2 dx для почти всех s ∈ [0, T ] при k → +∞,

Emk0 → E0, k → +∞.

Докажем теперь, что имеет место следующее предельное равенство:

ψ(umk
) → ψ(u), k → +∞,

но это является следствием доказательства леммы 3.1. Действительно, в силу
леммы 2.2, в которой мы положим V0 = H1(Ω) и W = Lq+2(∂Ω), получим, что

umk
(s) → u(s) сильно в Lq+2(∂Ω) для почти всех s ∈ [0, T ] при k → +∞,

поскольку
H1(Ω) ↪→↪→ Lq+2(∂Ω), q ∈ (0, 2].

Стало быть, из равенства (3.32) вытекает следующее предельное равенство:

lim
k→+∞

[Jmk
(s) + 2Φmk

(s)] = 2ψ(u) +
∫

Ω

|u|2 dx+ E0 для почти всех s ∈ [0, T ].

(3.34)
Тогда с учетом равенства (3.31) получим, что

lim
k→+∞

[Jmk
(s) + 2Φmk

(s)] = J(s) + 2Φ(s) для почти всех s ∈ [0, T ]. (3.35)

Тем более, имеет место предельное выражение

lim
k→+∞

∫ t

0

[Jmk
(s) + 2Φmk

(s)] ds =
∫ t

0

[J(s) + 2Φ(s)] ds ∀ t ∈ (0, T ]. (3.36)

Таким образом, мы доказали, что

∥umk
∥W(Qt) → ∥u∥W(Qt), k → +∞,
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поэтому, поскольку umk
⇀ u слабо в W(Qt), мы приходим к выводу, что

umk
→ u сильно в W(Qt) при k → +∞.

Отсюда и из очевидного непрерывного вложения W(Qt) ⊂ L2(0, t; H1(Ω)) мы
получим, что имеет место следующее предельное выражение:∫ t

0

Φmk
(s) ds→

∫ t

0

Φ(s) ds ∀ t ∈ (0, T ], k → +∞. (3.37)

Теперь наша задача – доказать, что

Φmk
(s) → η(s) для почти всех s ∈ [0, T ] при k → +∞, (3.38)

где η(s) ∈ L1(0, T ) – некоторая функция. С этой целью нам необходимо вос-
пользоваться первым энергетическим равенством (3.5)

Φ′′mk
− Jmk

+
∫

Ω

|∇umk
|2 dx =

∫
∂Ω

umk
f(x, umk

) dΓ, (3.39)

в которое подставим величину Jmk
из равенства (3.32). В результате приведе-

ния подобных слагаемых получим уравнение

Φ′′mk
+ 2Φmk

= G(umk
),

G(umk
) = 2

∫
Ω

|umk
|2 dx+ ψ(umk

) +
∫

∂Ω

umk
f(x, umk

) dΓ + Emk0.
(3.40)

По доказанному имеют место следующие предельные выражения:∫
Ω

|umk
|2 dx→

∫
Ω

|u|2 dx для почти всех s ∈ [0, T ] при k → +∞,

ψ(umk
) → ψ(u), k → +∞,

Emk0 → E0, k → +∞.

Кроме того, так же, как это сделано в лемме 3.1, можно доказать, что в силу
леммы 2.2, в которой V0 = H1(Ω) и W = Lq+2(∂Ω), имеет место утверждение:∫

∂Ω

umk
f(x, umk

) dΓ →
∫

∂Ω

uf(x, u) dΓ

для почти всех s ∈ [0, T ] при k → +∞.
Таким образом,

G(umk
) → G(u) = 2

∫
Ω

|u|2 dx+ ψ(u) +
∫

∂Ω

uf(x, u) dΓ + E0 (3.41)

для почти всех s ∈ [0, T ] при k → +∞. Уравнение (3.40) легко интегрируется,
и мы получим следующее эквивалентное в классе C(2)[0, T ] уравнение:

Φmk
(t) = a1mk

sin(
√

2t)+a0mk
cos(

√
2t)+

∫ t

0

sin(
√

2(t− s))√
2

G(umk
)(s) ds, (3.42)

5*
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где

a0mk
= Φ0mk

, a1mk
=

1
2
Φ′mk

(0).

Из равенств (3.41) и (3.42) вытекает, что

Φmk
(s) → η(s) для почти всех s ∈ [0, T ] при k → +∞, (3.43)

где η(s) ∈ L1(0, T ).
Таким образом, из (3.37) и (3.43) приходим к выводу, что∫ t

0

[Φ(s)− η(s)] ds = 0 ∀ t ∈ [0, T ],

но тогда Φ(s) = η(s) для почти всех s ∈ [0, T ]. Следовательно, отсюда и из вы-
ражения (3.43) приходим к утверждению леммы. Лемма доказана.

Теперь рассмотрим неравенство (3.27). Перепишем его в следующем виде:

Φm(t) >
Am0

[Tm1 − t]1/(α−1)
, (3.44)

где

Tm1 =
1

α− 1
Φm0

Φ′m(0)
, Am0 =

Φα/(α−1)
m0

(α− 1)1/(α−1)(Φ′m(0))1/(α−1)
.

В силу сходимости последовательности {Tm1}, что следует из условий (2.10),
можно выделить монотонно сходящуюся подпоследовательность, которую мы
снова обозначим через {Tm1}. Возможны два следующих случая: Tm1 ↓ T1,
Tm1 ↑ T1, где, как уже доказано, T1 > 0.

Рассмотрим второй случай. Тогда для любого фиксированного m ∈ N нера-
венство (3.44) выполнено равномерно по t ∈ [0, Tm1) для всех m > m. Тем
самым, можно перейти к пределу при m → +∞ и получить следующее нера-
венство:

Φ(t) >
A0

[T1 − t]1/(α−1)
∀ t ∈ [0, Tm1), (3.45)

где

T1 =
1

α− 1
Φ0

Φ′(0)
, A0 =

Φα/(α−1)
0

(α− 1)1/(α−1)(Φ′(0))1/(α−1)
.

Осталось перейти к пределу при m→ +∞ и получить из (3.45) оценку

Φ(t) >
A0

[T1 − t]1/(α−1)
∀ t ∈ [0, T1). (3.46)

Таким образом, во втором случае приходим к неравенству T0 6 T1.
Рассмотрим теперь первый случай. Итак, пусть Tm1 ↓ T1. Сделаем предпо-

ложение, что T1 < T0, но тогда

M ≡ sup
t∈[0,T1]

Φ(t) < +∞.
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Поэтому неравенство (3.44) выполнено равномерно по t ∈ [0, T1), и мы можем
перейти к пределу при m→ +∞ в этом неравенстве и получить, что

M > Φ(t) >
A0

[T1 − t]1/(α−1)
, t ∈ [0, T1],

но эта цепочка неравенств противоречива, в силу чего мы приходим к выводу
о том, что T1 > T0.

Таким образом, в силу теоремы 2.2 и результатов, полученных в настоящем
параграфе, мы доказали следующий основной результат работы.

Теорема 3.1. Пусть для функции f(x, u) : ∂Ω⊗R → R выполнены условия
(i)–(iv) и, кроме того, u0(x), u1(x) ∈ H1(Ω). Тогда найдется такое максималь-
ное T0 = T0(u0, u1) > 0, что существует единственное слабое обобщенное
решение задачи (1.1)–(1.3) для всех T ∈ (0, T0), причем при условиях

2
∫

∂Ω

∫ u0(x)

0

f(x, s) ds dΓ >

∫
Ω

[
|∇u1|2 + |u1|2

]
dx+

∫
Ω

|∇u0|2 dx, (3.47)∫
Ω

[
(∇u1,∇u0) + u0u1

]
dx > 0 (3.48)

время существования решения T0 ∈ (0, T1] совпадает со временем разрушения
решения, где

T1 =
4

ϑ− 2
Φ(0)
Φ′(0)

,

Φ′(0) =
∫

Ω

[
(∇u1,∇u0) + u0u1

]
dx, Φ(0) =

1
2

∫
Ω

[
|∇u0|2 + |u0|2

]
dx,

причем имеет место предельное равенство

lim sup
t↑T0

Φ(t) = +∞, (3.49)

где функция Φ(t) определена формулой (3.4).

§ 4. Гладкость слабого обобщенного решения

Здесь мы рассмотрим задачу о том, при каких дополнительных достаточных
условиях для функции f(x, s) : ∂Ω⊗R → R слабое обобщенное решение задачи
(1.1)–(1.3) обладает большей гладкостью, а именно

u(x, t) ∈ C(2)([0, T00); H1(Ω)), (4.1)

где T00 > 0 – время жизни решения задачи, аналогичное времени T0 из теоре-
мы 2.2.

Приведем другие условия, которым удовлетворяет f(x, s):
(i)a функция f(x, u) является дифференцируемой по u ∈ R для dΓ-почти

всех x ∈ ∂Ω;
(ii)a функция

F (x, u) ≡ f ′u(x, u) : ∂Ω⊗ R → R (4.2)

является каратеодориевой;
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(iii)a для функции F (x, u) выполнено следующее условие роста:

|F (x, u)| 6 c1 + c2|u|q, q ∈ (0, 2]. (4.3)

При выполнении условий (i)a–(iii)a мы можем получить еще одну априорную
оценку для галеркинских приближений um(t), введенных на шаге 1 доказатель-
ства теоремы 2.2, из которой будет следовать, что после возможного изменения
на подмножестве [0, T ] нулевой меры Лебега слабое обобщенное решение будет
принадлежать классу C(2)([0, T00); H1(Ω)).

Действительно, будем следовать схеме доказательства теоремы 2.2. При
этом мы так же будем доказывать теорему о гладкости в несколько шагов.

Шаг 1. Локальная разрешимость. Будем искать галеркинские приближе-
ния (2.7)

um(t) =
m∑

k=1

cmk(t)wk

в классе C(3)[0, Tm]. В этом классе при выполнении условий (i)a–(iii)a мы мо-
жем продифференцировать один раз равенство (2.11) и получить следующую
систему обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка:

m∑
k=1

αkjc
′′′
mk(t) +

m∑
k=1

βkjc
′
mk = Gj(cmk, c

′
mk), (4.4)

где

Gj(cmk, c
′
mk) ≡

∫
∂Ω

F

(
x,

m∑
l=1

cml(t)wl

) m∑
k=1

c′mk(t)wkwj dΓ, (4.5)

а матрицы ∥αkj∥m
k,j=1 и ∥βkj∥m

k,j=1 определены равенствами (2.12). Систему
уравнений (4.4) дополним уже введенными начальными условиями (2.9). Од-
нако для корректной постановки задачи (4.4) нам нужно еще одно начальное
условие c′′mk(0) при k = 1,m. С этой целью заметим, что из (2.11) вытекает еще
одно начальное условие

m∑
k=1

αkjc
′′
mk(0) = −

m∑
k=1

βkjcmk(0) + Fj

(
cm1(0), . . . , cmm(0)

)
, (4.6)

где

Fj

(
cm1(0), . . . , cmm(0)

)
=

∫
∂Ω

f

(
x,

m∑
k=1

cmk(0)wk

)
wj dΓ.

Из системы линейных алгебраических уравнений (4.6) относительно

c′′m(0) =
(
c′′m1(0), . . . , c′′mm(0)

)t (4.7)

вытекает, что эта неоднородная система имеет единственное решение, посколь-
ку согласно уже доказанному имеем

det ∥αkj∥m
k,j=1 > 0 ∀m ∈ N. (4.8)
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Поэтому задача (4.4) вместе с начальными условиями (2.9) и (4.7) поставлена
корректно, и в силу (4.8) получаем, что система уравнений (4.4) является си-
стемой типа Коши–Ковалевской. Для дальнейшего нам необходимо доказать,
что функция

Gj = Gj(cm, c′m), j = 1,m, (4.9)

относительно столбцов

cm = (cm1, . . . , cmm)t ∈ Rm, c′m = (c′m1, . . . , c
′
mm)t ∈ Rm

является непрерывной на множестве Rm ⊗ Rm. Прежде всего докажем, что
функция

F (x, u)v : ∂Ω⊗ R⊗ R → R

является каратеодориевой. Действительно, это следствие свойства (ii)a, причем
для функции F (x, u)v имеет место цепочка неравенств, следующая из условия
роста (iii)a:

|F (x, u)v| 6 c1|v|+ c2|v| |u|q

6
q

q + 1
c
(q+1)/q
1 +

1
q + 1

|v|q+1 +
1

q + 1
|v|q+1 +

q

q + 1
c
(q+1)/q
2 |u|q+1

= c1 + c2|v|q+1 + c3|u|q+1.

Тогда в силу теоремы М. А. Красносельского (см. [13]) оператор Немыцкого
NF (x,u)v(u, v), порожденный функцией F (x, u)v, является сильно непрерывным:

NF (x,u)v(u, v) : Lq+2(∂Ω)⊗ Lq+2(∂Ω) → L(q+2)/(q+1)(∂Ω). (4.10)

Пусть теперь c1m = (c1m1, . . . , c
1
mm)t, c2m = (c2m1, . . . , c

2
mm)t ∈ Rm и, кроме того,

u1
m =

m∑
k=1

c1mk(t)wk, u2
m =

m∑
k=1

c2mk(t)wk.

Тогда справедлива следующая цепочка неравенств:∣∣∣∣∫
∂Ω

F (x, u1
m)(u1

m)′wj dΓ−
∫

∂Ω

F (x, u2
m)(u2

m)′wj dΓ
∣∣∣∣

6

(∫
∂Ω

|NF (x,u1
m)v1

m
−NF (x,u2

m)v2
m
|(q+2)/(q+1) dΓ

)(q+1)/(q+2)

×
(∫

∂Ω

|wj |q+2 dΓ
)1/(q+2)

→ 0

при ∫
∂Ω

|u1
m − u2

m|q+2 dΓ → 0,
∫

∂Ω

|v1
m − v2

m|q+2 dΓ → 0,

где v1
m = (u1

m)′, v2
m = (u2

m)′. Однако

u1
m − u2

m =
m∑

k=1

[c1mk − c2mk]wk, v1
m − v2

m =
m∑

k=1

[(c1mk)′ − (c2mk)′]wk,
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поэтому имеют место неравенства(∫
∂Ω

|u1
m − u2

m|q+2 dΓ
)1/(q+2)

6
m∑

k=1

|c1mk − c2mk|
(∫

∂Ω

|wk|q+2 dΓ
)1/(q+2)

,

( ∫
∂Ω

|v1
m − v2

m|q+2 dΓ
)1/(q+2)

6
m∑

k=1

|(c1mk)′ − (c2mk)′|
(∫

∂Ω

|wk|q+2 dΓ
)1/(q+2)

,

из которых и вытекает непрерывность функций Gj = Gj(um, u
′
m).

Таким образом, в силу известной теоремы мы приходим к выводу, что суще-
ствует решение системы уравнений (4.4) при начальных условиях (2.9) и (4.7)
класса C(3)[0, Tm] при некотором Tm > 0 для всех m ∈ N.

Шаг 2. Четвертая априорная оценка. Выведем нужную нам дополнитель-
ную априорную оценку, которая с учетом априорных оценок (2.39), (2.40) и
(2.44) является четвертой.

Продифференцируем по t ∈ [0, T ] равенство (2.8), что можно сделать в силу
результата, полученного на шаге 1. Имеем∫

Ω

[
(∇u′′′m,∇wj) + (∇u′m,∇wj) + u′′′mwj

]
dx =

∫
∂Ω

F (x, um)u′mwj dΓ. (4.11)

Умножим обе части равенства (4.11) на c′′′mj(t) и просуммируем по j = 1,m;
тогда получим

∥u′′′m∥2 +
∫

Ω

(∇u′′′m,∇u′m) dx =
∫

∂Ω

F (x, um)u′mu
′′′
m dΓ. (4.12)

Справедливы следующие оценки:∣∣∣∣∫
Ω

(∇u′′′m,∇u′m) dx
∣∣∣∣6 ∥∇u′′′m∥2 ∥∇u′m∥2 6 ∥u′′′m∥ ∥u′m∥ 6

ε

2
∥u′′′m∥2 +

1
2ε
∥u′m∥2,

(4.13)∣∣∣∣∫
∂Ω

F (x, um)u′mu
′′′
m dΓ

∣∣∣∣ 6

(∫
∂Ω

|F (x, um)|(q+2)/q dΓ
)(q+2)/q

×
(∫

∂Ω

|u′m|q+2 dΓ
)1/(q+2)(∫

∂Ω

|u′′′m|q+2 dΓ
)1/(q+2)

6

[
c1(meas ∂Ω)q/(q+2) + c2

(∫
∂Ω

|um|q+2 dΓ
)q/(q+2)]

×
(∫

∂Ω

|u′m|q+2 dΓ
)1/(q+2)(∫

∂Ω

|u′′′m|q+2 dΓ
)1/(q+2)

6
[
c3 + c4∥um∥

]
∥u′m∥ ∥u′′′m∥ 6

ε

2
∥u′′′m∥2 +

c16
ε
, (4.14)

где мы воспользовались опять вложением H1(Ω) ↪→↪→ Lq+2(∂Ω), кроме того,
c16 ∈ (0,+∞) не зависит от m ∈ N в силу априорных оценок (2.41), (2.45). Та-
ким образом, из (4.12)–(4.14) имеем неравенство

∥u′′′m∥2 6 ε∥u′′′m∥2 +
c7
2ε

+
c16
2ε
,
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из которого, положив ε = 1/2, получим четвертую априорную оценку

ess. sup
t∈(0,T )

∥u′′′m∥(t) 6 c17, (4.15)

где c17 ∈ (0,+∞) не зависит от m ∈ N.
Заметим теперь, что, используя априорные оценки (2.39), (2.40) и (2.44),

можно точно так же, как и на шаге 3 в § 2, доказать, что решение задачи (4.4) су-
ществует на некотором отрезке [0, T ] при T > 0 и не зависит от m ∈ N, при этом
используется стандартный алгоритм продолжения решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений по времени. Наконец, из (4.15) вытека-
ет, что имеет место следующее предельное выражение:

u′′′ml

∗
⇀ g ∗-слабо в L∞(0, T ; H1(Ω)) при l→ +∞. (4.16)

Кроме того, имеет место предельное равенство (2.55)

u′′ml

∗
⇀ u′′ ∗-слабо в L∞(0, T ; H1(Ω)). (4.17)

Однако из (4.16) вытекает, что

u′′′ml

∗
⇀ g ∗-слабо в D′(0, T ; H1(Ω)) при l→ +∞, (4.18)

а из (4.17) вытекает, что

u′′′ml

∗
⇀ u′′′ ∗-слабо в D′(0, T ; H1(Ω)). (4.19)

В силу отделимости ∗-слабой топологии пространства D′(0, T ; H1(Ω)) мы полу-
чим, что g = u′′′ в смысле пространства распределений D′(0, T ; H1(Ω)).

Таким образом, с учетом результатов из § 2 мы получим, что

u(k) ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)), k = 0, 3.

Следовательно, после возможного изменения на подмножестве [0, T ] нуле-
вой меры Лебега мы получим, что слабое обобщенное решение u(t) задачи
(1.1)–(1.3) принадлежит классу C(2)([0, T ]; H1(Ω)).

Все дальнейшие доказательства проводятся точно так же, как и в § 2. По-
этому приходим к следующему результату о гладкости.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (i), (ii), (iv), а также условия
(i)a–(iii)a . Тогда для любых u0, u1 ∈ H1(Ω) найдется такое максималь-
ное T00 = T00(u0, u1) > 0, что существует единственное слабое обобщен-
ное решение u(x, t) задачи (1.1)–(1.3) класса C(2)([0, T00); H1(Ω)), причем либо
T00 = +∞, либо T00 < +∞, и в последнем случае имеет место предельное
равенство

lim sup
t↑T00

[
∥u∥2 + ∥u′∥2 + ∥u′′∥2

]
= +∞.

Замечание 4.1. Отметим, что при условиях теоремы 4.1 слабое обобщен-
ное решение является сильным обобщенным решением, т. е. u(x, t) ∈ C(2)([0, T ];
H1(Ω)) для всех T ∈ (0, T00), и выполнено равенство∫

Ω

[
(∇u′′,∇ϕ) + (∇u,∇ϕ) + u′′ϕ

]
dx =

∫
∂Ω

f(x, u)ϕ(x) dΓ (4.20)
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для всех ϕ(x) ∈ H1(Ω) и t ∈ [0, T ], кроме того, выполнены начальные условия

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x).

Тогда мы можем воспользоваться энергетическими равенствами, выводимыми
из (4.20) непосредственно для функции u(x, t). Мы приходим к следующему
утверждению.

Теорема 4.2. Пусть для функции f(x, u) : ∂Ω⊗R → R выполнены условия
(i)–(iv), (i)a–(iii)a и, кроме того, u0(x), u1(x) ∈ H1(Ω). Тогда найдется такое
максимальное T00 = T00(u0, u1) > 0, что существует единственное сильное
обобщенное решение задачи (1.1)–(1.3) для всех T ∈ (0, T00), причем при усло-
виях

2
∫

∂Ω

∫ u0(x)

0

f(x, s) ds dΓ >
∫

Ω

[
|∇u1|2 + |u1|2

]
dx+

∫
Ω

|∇u0|2 dx, (4.21)∫
Ω

[
(∇u1,∇u0) + u0u1

]
dx > 0 (4.22)

время существования решения T00 ∈ (0, T1] совпадает со временем разрушения
решения, где

T1 =
4

ϑ− 2
Φ(0)
Φ′(0)

,

Φ′(0) =
∫

Ω

[
(∇u1,∇u0) + u0u1

]
dx, Φ(0) =

1
2

∫
Ω

[
|∇u0|2 + |u0|2

]
dx,

причем имеет место предельное равенство

lim sup
t↑T00

Φ(t) = +∞, (4.23)

где функция Φ(t) определена формулой (3.4).

Замечание 4.2. В выражении (4.21) имеет место нестрогое неравенство,
в отличие от соответствующего условия (3.47), при доказательстве которого
существенно то, что выполнено строгое неравенство. Кроме того, заметим, что
всегда выполнено неравенство

T00 6 T0.

Тогда при условиях теоремы 4.2 выполнены условия теоремы 3.1, причем имеет
место предельное равенство

lim sup
t↑T0

Φ(t) = +∞.

Отсюда и из (4.23) получаем равенство T00 = T0.

В настоящей работе мы рассмотрели модельную “физически” осмысленную
ситуацию. Действительно, распределение источников на границе плазмы опи-
сывалась функцией f(x, u), которая может быть локализована в некоторой “ма-
лой” части границы области, которую занимает плазма. Поскольку до сих пор
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не удается создать достаточно устойчивую плазму и довольно часто в плазме
возникает “взрывная” неустойчивость, то в этой связи изучение достаточных
условий “взрыва” (“blow up”) или, наоборот, достаточных условий глобальной
по времени разрешимости важно и с практической точки зрения.
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