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О РАЗРУШЕНИИ РЕШЕНИЙ ВОЛНОВОГО

ДИССИПАТИВНОГО УРАВНЕНИЯ

ТИПА КИРХГОФФА С ИСТОЧНИКОМ

И С ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ЭНЕРГИЕЙ

М. О. Корпусов

Аннотация. Рассмотрена начально-краевая задача для волнового обобщенного
диссипативного уравнения типа Кирхгоффа с источником. Доказано, что при до-
статочно большой положительной энергии имеет место разрушение за конечное
время. Для доказательства разрушения использован модифицированный метод
Х. А. Левина.

Ключевые слова: разрушение за конечное время, обобщенные уравнения Клей-
на — Гордона, нелинейное гиперболическое уравнение, нелинейная смешанная кра-
евая задача, теория поля.

§ 1. Введение

Рассмотрим следующую начально-краевую задачу:

utt + µut − φ
(
‖∇u‖22

)
�u = f(x, u), (1.1)

u|∂� = 0, u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), µ > 0. (1.2)

Задача (1.1), (1.2) рассматривается в ограниченной области � ⊂ R3 с гладкой
границей ∂� ∈ C4,δ при δ ∈ (0, 1].

Дадим обзор результатов по исследованию задач вида (1.1), (1.2). Преж-
де всего отметим работу [1], где исследовались обобщенная разрешимость и
единственность для волнового неоднородного уравнения типа Кирхгоффа сле-
дующего вида:

utt + (−1)ma

(∫

�

|∇mu|2 dx
)
△mu = f.

Кроме того, отметим работу [2], в которой рассматривался вопрос о разруше-
нии за конечное время и глобальной во времени разрешимости для следующей
задачи:

utt − ‖∇u‖2γ2 �u−�ut = |u|αu, u(0) = u0, u′(0) = u1, u|∂� = 0.

Для этой задачи получен результат о разрушении за конечное время для от-
рицательной начальной энергии и о глобальной разрешимости для достаточно
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малой положительной энергии. Отметим также очень близкую к нашей зада-
че проблему, рассмотренную в работе [3], в которой исследовалась следующая
задача:

utt − φ(x)‖∇u‖22�u+ δut = |u|αu, x ∈ RN , t > 0, δ > 0,

u(0) = u0(x), u′(0) = u1(x).

В этой работе доказаны разрушение за конечное время для отрицательных на-
чальных энергий и глобальная разрешимость для малых положительных энер-
гий. Отметим также работу [4].

Нашей целью является получение достаточных условий разрушения реше-
ний задачи (1.1), (1.2) при условии достаточно большой положительной энергии.

Заметим, что для нелинейных гиперболических уравнений и систем урав-
нений требование отрицательности начальной энергии уже ослаблено требова-
нием положительности энергии. Отметим работу [5], в которой, как и в других
работах по разрушению для гиперболических уравнений и систем уравнений,
энергия положительна, но вместе с этим условием требуются два других ос-
новных условия на начальные функции и трудно понять, совместны они или
нет. Более того, в указанной литературе такая работа не замечена. Наконец,
при любом фиксированном u0 и при достаточно большом u1 эти условия несов-
местны. При этом используется классический «concavity» метод Х. А. Левина.
В данной работе использован модифицированный метод Х. А. Левина, разви-
тый в работе [6]. В результате вместо трех непроверяемых условий получается
всего два условия, легко проверяемых на совместность.

Существуют три основных метода исследования явления разрушения. Пер-
вый — энергетический метод, развитый в [7–14]. Второй — метод нелинейной
емкости [15, 16, 4] и, наконец, третий — метод автомодельных режимов, осно-
ванный на различных признаках сравнения и развитый в [17, 18].

§ 2. Основное дифференциальное неравенство

Рассмотрим основное для нас следующее дифференциальное неравенство:

��′′ − α(�′)2 + γ�′�+ β� > 0, α > 1, β > 0, γ > 0, (2.1)

где �(t) ∈ C(2)([0, T ]), �(t) > 0, �(0) > 0. Разделим обе части неравенства (2.1)
на �1+α, тогда после некоторых преобразований получим неравенство

(
�′

�α

)′
+ γ

�′

�α
+ β�−α > 0,

из которого, в свою очередь, следует, что

1
1− α (�1−α)′′ +

γ

1− α (�1−α)′ + β�−α
> 0. (2.2)

Введем обозначение
Z(t) = �1−α(t), (2.3)

с учетом которого из (2.2) получим, что

Z ′′ + γZ ′ − β(α − 1)Zα1 6 0, α1 =
α

α− 1
. (2.4)

Введем новое обозначение
Y (t) = eγtZ(t), (2.5)
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в силу которого из (2.4) вытекает, что

Y ′′ − γY ′ − β(α− 1)e−δtY α1 6 0, δ =
γ

α− 1
. (2.6)

Заметим, что имеет место следующая цепочка равенств:

Y ′ = (�1−αeγt)′ = �−α(α− 1)eγt
[
− �′(t) +

γ

α− 1
�(t)

]
. (2.7)

Потребуем выполнения начального условия

�′(0) >
γ

α− 1
�(0). (2.8)

Тогда найдется t0 > 0 такое, что

�′(t) >
γ

α− 1
�(t) при t ∈ [0, t0).

Следовательно, из неравенства (2.9) и выражения (2.7) получим, что

Y ′(t) < 0 при t ∈ [0, t0).

Поскольку −γY ′(t) > 0 при t ∈ [0, t0), из (2.6) следует

Y ′′ − β(α − 1)e−δtY α1 6 0, δ =
γ

α− 1
при t ∈ [0, t0). (2.10)

Умножив обе части неравенства (2.10) на Y ′, получим

Y ′Y ′′ − β(α − 1)e−δtY α1Y ′ > 0, δ =
γ

α− 1
при t ∈ [0, t0). (2.11)

Имеет место следующее равенство:

e−δtY α1Y ′ =
d

dt
[e−δtY 1+α1 ] + δe−δtY 1+α1 − α1e

−δtY α1Y ′,

из которого вытекает, что

e−δtY α1Y ′ =
1

1 + α1

d

dt
[e−δtY 1+α1 ] +

1
1 + α1

δe−δtY 1+α1 . (2.12)

Подставим выражение (2.12) в (2.11):

Y ′Y ′′ − β(α − 1)
1 + α1

d

dt
[e−δtY 1+α1 ]− β(α− 1)δ

1 + α1
e−δtY 1+α1 > 0 при t ∈ [0, t0),

откуда

Y ′Y ′′ − β(α − 1)
1 + α1

d

dt
[e−δtY 1+α1 ] > 0 при t ∈ [0, t0). (2.13)

Интегрируя последнее неравенство, имеем

(Y ′)2 > A2 +
2β(α− 1)2

2α− 1
e−δtY 1+α1 > A2, (2.14)

где

A2 ≡ (Y ′(0))2 − 2β(α− 1)2

2α− 1
Y 1+α1(0). (2.15)
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Потребуем выполнения условия A2 > 0. После ряда преобразований оно примет
вид

A2 = (α− 1)2�−2α(0)

[(
�′(0)− γ

α− 1
�(0)

)2

− 2β
2α− 1

�(0)

]
> 0. (2.16)

Значит, условие A2 > 0 эквивалентно условию

(
�′(0)− γ

α− 1
�(0)

)2

>
2β

2α− 1
�(0). (2.17)

Стало быть, из неравенств (2.14) и (2.16) приходим к выводу, что

Y ′(t) 6 −A < 0⇒ �′(t0) >
γ

α− 1
�(t0).

Но тогда Y ′(t0) < 0. Следовательно, используя алгоритм продолжения во вре-
мени, получим, что

Y ′(t) < 0 для всех t ∈ [0, T ].

Значит,

|Y ′| > A > 0⇒ Y ′(t) 6 −A⇒ Y (t) 6 Y (0)−At

⇒ �1−α(t) 6 e−γt[�1−α(0)−At]⇒ �(t) >
eγt/(α−1)

[�1−α(0)−At]1/(α−1)
.

Таким образом, пришли к следующей теореме.

Теорема 1. Пусть �(t) ∈ C(2)([0, T ]) и выполнены условия

�′(0) >
γ

α− 1
�(0), (2.18)

(
�′(0)− γ

α− 1
�(0)

)2

>
2β

2α− 1
�(0), (2.19)

причем �(t) > 0, �(0) > 0. Тогда время T > 0 не может быть сколь угодно
большим, а именно выполнено неравенство

T 6 T∞ 6 �1−α(0)A−1,

A2 ≡ (α − 1)2�−2α(0)

[(
�′(0)− γ

α− 1
�(0)

)2

− 2β
2α− 1

�(0)

]
,

причем lim sup
t↑T∞

�(t) = +∞.

§ 3. Локальная разрешимость

Прежде всего укажем условия, которым удовлетворяют функции φ(s) и
f(x, s).

Условия на функцию φ(s):
(i)1 φ(s) ∈ C(1)([0,+∞));
(ii)1 для всех s ∈ R1

+ выполнены следующие условия роста:

c1 6 φ(s) 6 c1 + c2s
q1 , |sφ′(s)| 6 c2s

q1 при q1 > 1; (3.1)
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(iii)1 для всех s ∈ R1
+ выполнено неравенство

φ(s)s 6
θ1
2

s∫

0

dσφ(σ) при θ1 > 0; (3.2)

(iv)1 функция φ(s) является ограниченно липшиц-непрерывной:

|φ(s1)− φ(s2)| 6 µ1(R1)|s1 − s2|, R1 = max
{
sq1−1
1 , sq1−1

2

}
, (3.3)

где µ1(·) — неубывающая функция своего аргумента, ограниченная на компак-
тах.

Условия на функцию f(x, s):
(i)2 f(x, s) : �⊗R1 → R1 является каратеодориевой функцией и для почти

всех x ∈ ∂� имеем f(x, 0) = 0;
(ii)2 имеют место оценки сверху для почти всех x ∈ �:

|f(x, s)| 6 c3 + c4|s|q2+1, |f ′
s(x, s)| 6 c4|s|q2 при q2 > 0, (3.4)

и неравенство
N∑

i=1

∣∣∣∣
∂f(x, s)
∂xi

∣∣∣∣ 6 c3 + c4|s|q2+1; (3.5)

(iii)2 для любых v(x) ∈ Lq2+2(�) имеет место неравенство
∫

�

f(x, v(x))v(x) > θ2

∫

�

F (x, v(x)) dx при θ2 > 2, (3.6)

где F (x, s) =

s∫

0

dσ f(x, σ);

(iv)2 имеет место ограниченная липшиц-непрерывность оператора Немыц-
кого Nf (·) = f(x, ·), порожденного функцией f(x, u):

‖Nf(u1)−Nf (u2)‖(q2+2)/(q2+1) 6 µ2(R2)‖u1 − u2‖q2+2, (3.7)

где µ2(·) — неубывающая функция своего аргумента и

R2 = max {‖u1‖q2+2, ‖u2‖q2+2} .

Дадим определение слабого обобщенного решения задачи (1.1), (1.2).

Определение 1. Слабым обобщенным решением задачи (1.1), (1.2) назо-
вем функцию класса

u(x)(t) ∈ L∞(0, T ; H1
0(�)

)
, u′(x)(t) ∈ L∞(0, T ; L2(�)), (3.8)

u′′(x)(t) ∈ L∞(0, T ; H−1(�)), (3.9)

удовлетворяющую равенству

T∫

0

dt〈D(u), v〉 = 0 для всех v(x)(t) ∈ L1
(
0, T ; H1

0(�)
)
, (3.10)
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u(x)(0) = u0(x) ∈ H1
0(�), u′(x)(0) = u1(x) ∈ L2(�), (3.11)

где 〈·, ·〉 — скобки двойственности между гильбертовыми пространствами H1
0(�)

и H−1(�),
D(u) ≡ utt + µut − φ

(
‖∇u‖22

)
�u− f(x, u).

Замечание 1. В силу условий (3.8) и (3.9) после возможного изменения на
множестве из [0, T ] нулевой меры Лебега функция u(x)(t) принадлежит классу
C(1)([0, T ]; H−1(�)), поэтому начальные условия (3.11) имеют смысл.

Заметим, что, как и в [6], можно доказать эквивалентность равенства (3.10)
следующему равенству:

T∫

0

dt ψ(t) 〈D(u), w(x)〉 = 0 для всех w(x) ∈ H1
0(�), ψ(t) ∈ L1(0, T ). (3.12)

Для доказательства локальной во времени разрешимости задачи (1.1), (1.2),
понимаемой в слабом обобщенном смысле, нужно воспользоваться методом Га-
лёркина в сочетании с методом компактности [19]. К сожалению, в силу специ-
фики нелокального слагаемого в уравнении (1.1) мы не можем воспользовать-
ся методом монотонности и поэтому для предельного перехода в галёркинских
приближениях должны потребовать большей гладкости от начальных функций.
Именно,

u0(x) ∈ H1
0(�) ∩H2(�), u1(x) ∈ H1

0(�).

Итак, приступим к доказательству локальной разрешимости.

Шаг 1. Постановка галёркинских приближений. Пусть {wk} ⊂
H1

0(�)∩H2(�) — решения задачи на собственные функции и собственные значе-
ния для оператора Лапласа в ограниченной области � с однородным условием
Дирихле на границе, который мы выберем ортонормированным в L2(�).

Рассмотрим следующую задачу:

〈D(um), wj〉 = 0 для всех j = 1,m, (3.13)

где D(um) ≡ umtt + µumt − φ
(
‖∇um‖22

)
�um − f(x, um),

um(x)(t) =
m∑

k=1

cmk(t)wk(x),

u0m =
m∑

k=1

cmk(0)wk(x)→ u0 сильно в H1
0(�) ∩H2(�), (3.14)

u1m =
m∑

k=1

c′mk(0)wk(x)→ u1 сильно в H1
0(�). (3.15)

Шаг 2. Априорные оценки. Поскольку функции wj(x) удовлетворяют
равенству

−�wj
λj

= wj ,

где λj — собственные значения, из (3.13) сразу получим

〈D(um), �wj〉 = 0 для всех j = 1,m. (3.16)
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Умножив обе части равенства (3.13) на c′mj и просуммировав по j = 1,m, имеем

〈D(um), �u′m〉 = 0. (3.17)

Интегрируя по частям в (3.17), приходим к равенству

1
2
d

dt
‖∇u′m‖22 + µ‖∇u′m‖22 +

∫

�

φ
(
‖∇um‖22

)
�u′m�um dx =

∫

�

f(x, um)�u′m dx.

(3.18)
Справедливы следующие равенства:
∫

�

φ
(
‖∇um‖22

)
�u′m�um dx =

1
2
d

dt

[
φ
(
‖∇um‖22

) ∫

�

|�um|2 dx
]

− φ′
(
‖∇um‖22

) ∫

�

(∇um,∇u′m) dx
∫

�

|�um|2 dx, (3.19)

∫

�

f(x, um)�u′m dx = −
∫

�

(∇xf(x, um(x)),∇u′m) dx. (3.20)

Из равенств (3.18)–(3.20) вытекает неравенство

1
2
d

dt

[
‖∇u′m‖22 + φ

(
‖∇um‖22

) ∫

�

|�um|2 dx
]

6
∣∣φ′
(
‖∇um‖22

)∣∣ ‖∇u′m‖2‖∇um‖2
∫

�

|�um|2 dx

+
∫

�

|∇xf(x, um(x))||∇u′m| dx

6 c2‖∇u′m‖2‖∇um‖2q1−1
2

∫

�

|�um|2 dx

+
∫

�

[c3 + c4|um|q2+1]|∇u′m| dx+ c4

∫

�

|um|q2 |∇um||∇u′m| dx = I1 + I2 + I3. (3.21)

Имеют место следующие оценки:

I1 6
c22
2
‖∇u′m‖22 +

1
8
‖∇um‖4(2q1−1)

2 +
1
2

(∫

�

|�um|2 dx
)4

, (3.22)

I2 6
c23
2

meas(�) + ‖∇u′m‖22 +
c24
2

∫

�

|um|2q2+2 dx, (3.23)

I3 6 c5‖∇u′m‖2
(∫

�

|um|q2r dx
)1/r(∫

�

|∇um|s dx
)1/s

. (3.24)

При этом требуем, чтобы

1
s

+
1
r

=
1
2
, 1 < r <

N

q2
, s =

Nq2r

N − q2r
. (3.25)
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Тогда
N − q2r
Nq2r

+
1
r

=
1
2
⇒ r =

q2 + 1
q2

2N
N + 2

⇒ s =
2N(q2 + 1)
N − 2q2

.

В силу (3.25) имеем

q2 < min

{
N

2
,

2N
N − 2

}
при N > 2.

Стало быть, при условиях (3.25) справедливо вложение W1,s
0 (�) ⊂ Lq2r(�). Тем

самым из (3.24) вытекает неравенство

I3 6 c5‖∇u′m‖2‖∇um‖1+q2s . (3.26)

При условии s 6 2∗, которое, очевидно, выполнено при

s =
2N(q2 + 1)
N − 2q2

,

имеет место непрерывное вложение H2(�)∩H1
0(�) ⊂W1,s

0 (�), поэтому из (3.26)
приходим к следующим неравенствам:

I3 6 ĉ5‖∇u′m‖2
(
‖�um‖22 + ‖∇um‖22

)(1+q2)/2

6
ĉ25
2
‖∇u′m‖22 +

1
2

(
‖�um‖22 + ‖∇um‖22

)1+q2

6
ĉ25
2
‖∇u′m‖22 + c(q2)‖�um‖2(1+q2)

2 + c(q2)‖∇um‖2(1+q2)
2 . (3.27)

Тем самым из (3.21) с учетом (3.22), (3.23) и (3.27) вытекает неравенство

1
2
d

dt

[
‖∇u′m‖22 + φ

(
‖∇um‖22

) ∫

�

|�um|2 dx
]

6
c22
2
‖∇u′m‖22 +

1
8
‖∇um‖4(2q1−1)

2 +
1
2

(∫

�

|�um|2 dx
)4

+
c23
2

meas(�) + ‖∇u′m‖22 +
c24
2

∫

�

|um|2q2+2 dx

+
ĉ25
2
‖∇u′m‖22 + c(q2)‖�um‖2(1+q2)

2 + c(q2)‖∇um‖2(1+q2)
2 . (3.28)

Потребуем непрерывное вложение H1
0(�) ⊂ Lq(�) при q = 2q2 + 2, которое

выполнено при условии
q2 6 2, (3.29)

поскольку N = 3. При выполнении условий (3.29) имеет место неравенство

c24
2

∫

�

|um|2q2+2 dx 6 c6‖∇um‖2q2+2
2 . (3.30)

Положим
gm(t) = ‖∇u′m‖22 + c1‖�um‖22.
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Проинтегрировав по времени обе части неравенства (3.21), с учетом (3.1) полу-
чим неравенство

gm(t) 6 d1 + c7t+ c8

t∫

0

[
gm(s) + g4

m(s) + gq1+2
m (s)

]
ds

+ c9

t∫

0

[
‖∇um‖2q2+2

2 + ‖∇um‖4(2q1−1)
2

]
ds, (3.31)

где

‖∇u1m‖22 + φ
(
‖∇u0m‖22

) ∫

�

|�u0m|2 dx 6 d1.

Наша задача — получить априорную оценку для последнего слагаемого в нера-
венстве (3.31). С этой целью умножим обе части равенства (3.13) на c′mj , про-
суммируем по j = 1,m и получим следующее равенство:

1
2
d

dt


‖u′m‖22 +

‖∇um‖2
2∫

0

φ(s) ds


+ µ‖u′m‖22 =

∫

�

f(x, um)u′m dx. (3.32)

Из (3.32) интегрированием по времени ввиду (3.1) следует неравенство

‖u′m‖22 + c1‖∇um‖22 6 Em(0) + 2

t∫

0

ds

∫

�

f(x, um)u′m dx, (3.33)

где

Em(0) = ‖u1m‖22 +

‖∇u0m‖2
2∫

0

φ(s) ds.

В силу предельных свойств (3.14) и (3.15)

Em(0) 6 d < +∞. (3.34)

При условии вложения H1
0(�) ⊂ L2q2+2(�) имеет место следующее неравенство:

∣∣∣∣
∫

�

f(x, um)u′m dx

∣∣∣∣ 6
c23
2

+
∫

�

|u′m|2 dx+ c9‖∇um‖2q2+2
2 . (3.35)

Введем обозначение hm ≡ ‖u′m‖22 + c1‖∇um‖22. Тогда из (3.33)–(3.35)

hm(t) 6 d+ c10t+ c11

t∫

0

ds
[
hm(s) + hq2+1

m (s)
]
ds. (3.36)

Воспользовавшись арифметическим неравенством Гёльдера, имеем

hm 6
1

q2 + 1
hq2+1
m +

q2 + 1
q2 + 2

.

С учетом этого неравенства из (3.36) приходим к неравенству

hm(t) 6 d+ c12t+ c13

t∫

0

dshq2+1
m (s) ds 6 d+ c12T + c13

t∫

0

dshq2+1
m (s) ds. (3.37)
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Привлекая теорему Гронуолла — Беллмана — Бихари [20], выводим, что

hm(t) 6
d+ c12T

[1− q2(d+ c12T )q2c13t]1/q2
. (3.38)

Таким образом, из (3.38) следует априорная оценка

‖u′m‖22 + ‖∇um‖22 6 c14(T ) < +∞ (3.39)

при условии, что
q2(d+ c12T )q2c13T < 1.

Вернемся к неравенству (3.31). Рассуждая, как при выводе неравенства (3.37),
с учетом априорной оценки (3.39) получим вторую априорную оценку

‖∇u′m‖22 + c1‖�um‖22 6 c15(T ) < +∞ (3.40)

при достаточно малом T > 0. Из априорных оценок (3.39) и (3.40) вытекает, что
последовательность {um} удовлетворяет следующим свойствам:

{um} равномерно по m ограничена в L∞(0, T ; H1
0(�) ∩H2(�)

)
; (3.41)

{u′m} равномерно по m ограничена в L∞(0, T ; H1
0(�)

)
. (3.42)

Получим априорную оценку для последовательности {u′′m}. С этой целью
воспользуемся техникой из [21]. Пусть Vm = {w1, . . . , wm} — линейная оболочка
системы функций {wk} при k = 1,m. Введем проектирующий оператор:

Pm : L2(�)→ Vm ⊂ L2(�), Pmz =
m∑

k=1

(z, wk)wk, z(x) ∈ L2(�),

где

(z, wk) =
∫

�

z(x)wk(x) dx.

С учетом оператора Pm систему галёркинских приближений (3.11) можно пере-
писать в виде

〈u′′m + µu′m + A(um) + B(um),Pmz〉 = 0 ∀z ∈ H1
0(�), (3.43)

где A(v) = −φ
(
‖∇v‖22

)
�v, B(v) = −Nf (v), а 〈·, ·〉 — скобки двойственности

между гильбертовыми пространствами H1
0(�) и H−1(�). Из (3.43) получим

P∗
m(u′′m + µu′m + A(um) + B(um)) = 0. (3.44)

Поскольку u′′m =
m∑
k=1

c′′mkwk и P∗
mwk = Pmwk = wk, имеем

u′′m = −µu′m − P∗
m(A(um) + B(um)). (3.45)

Заметим, что Pm ∈ L (H1
0(�),H1

0(�)
)

и P∗
m ∈ L (H−1(�),H−1(�)). Кроме того,

имеют место следующие цепочки непрерывных и плотных вложений:

H1
0(�)

ds⊂ Lq2+2(�)
ds⊂ L(q2+2)/(q2+1)(�)

ds⊂ H−1(�),

поэтому P∗
m ∈ L (L(q2+2)/(q2+1)(�),H−1(�)). Тем самым верны следующие апри-

орные оценки:

‖P∗
mA(um)‖−1 6 c15‖A(um)‖−1 6 c16‖∇um‖2 + c17‖∇um‖2+q12 6 c18 < +∞,

(3.46)
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‖P∗
mB(um)‖−1 6 c19‖B(um)‖(q2+2)/(q2+1)

6 c20 + c21‖um‖q2+1
q2+2 6 c22(T ) < +∞. (3.47)

Из (3.45)–(3.47) приходим к априорной оценке

‖u′′m‖−1 6 c23(T ) < +∞. (3.48)

Шаг 3. Локальная разрешимость системы уравнений Галёркина.

Перепишем систему уравнений Галёркина (3.13) в эквивалентном виде:

m∑

k=1

αkj [c′′mk + µc′mk] = f1j(cm) + f2j(cm), cm = (cm1, . . . , cmm)t, (3.49)

где

f1j(cm) = −φ
(
‖∇um‖22

) ∫

�

(∇um,∇wj), f2j(cm) =
∫

�

f(x, um)wj .

В силу выбора {wk} имеем αkj = δkj . Ввиду свойств (3.3) и (3.7) нетрудно
доказать ограниченную липшиц-непрерывность функций f1j(cm) и f2j(cm). Тем
самым по теореме Коши приходим к выводу о существовании единственного
решения системы уравнений (3.13) в классе cmk(t) ∈ C(2)([0, Tm]) при некотором
Tm > 0. Из априорных оценок (3.41) и (3.42) следует, что Tm = T > 0, т. е. время
существования решения системы уравнений Галёркина не зависит от m ∈ N.

Шаг 4. Предельный переход. Из априорных оценок (3.41), (3.42) и
(3.48) вытекает существование такой подпоследовательности {um}, что имеют
место следующие предельные свойства:

um
∗
⇀ u ∗ -слабо в L∞(0, T ; H1

0(�) ∩H2(�)
)
, (3.50)

u′m
∗
⇀ u′ ∗ -слабо в L∞(0, T ; H1

0(�)
)
, (3.51)

u′′m
∗
⇀ u′′ ∗ -слабо в L∞(0, T ; H−1(�)). (3.52)

Кроме того, в силу (3.41) и (3.42) последовательность {um} равномерно по m ∈
N ограничена в пространстве H1(QT ), которое, очевидно, компактно вложено в
L2(QT ). Следовательно, существует такая подпоследовательность {um}, что

um → u сильно в L2(QT ) для почти всех (t, x) ∈ QT , (3.53)

где QT = (0, T )× �.
Лемма 3.1. Для некоторой подпоследовательности {um} равномерно по

t ∈ [0, T ] имеет место сходимость

um(t)→ u(t) сильно в H1
0(�). (3.54)

Доказательство. Воспользуемся техникой из [22]. По доказанному u ∈
L∞(0, T ; H1

0(�) ∩H2(�)
)
, u′ ∈ L∞(0, T ; H1

0(�)
)

и um → u для почти всех (t, x) ∈
[0, T ]× �. Поэтому имеет место следующая цепочка неравенств:

‖∇u(t1)−∇u(t2)‖2 6

t2∫

t1

‖∇u′‖2 dt 6




t2∫

t1

‖∇u′‖22 dt




1/2

|t1 − t2| 6 c(T )|t1 − t2|.

(3.55)
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Значит, функция u(t) равномерно непрерывна на [0, T ] со значениями в H1
0(�).

Заметим, что для последовательности um имеем

‖�um‖2(t) + ‖∇um‖2(t) 6 c(T ) < +∞.

В силу того, что H1
0(�) ∩ H2(�) компактно вложено в H1

0(�) для каждого t ∈
[0, T ], найдется такая подпоследовательность, что

um(t)→ u(t) сильно в H1
0(�),

причем выбор этой подпоследовательности зависит от t ∈ [0, T ]. Используя диа-
гональный процесс Кантора, получим некоторую подпоследовательность {um},
сходящуюся равномерно к u на некотором счетном всюду плотном в [0, T ] мно-
жестве E:

um(t)→ u(t) сильно в H1
0(�) для всех t ∈ E. (3.56)

ПосколькуE всюду плотно в [0, T ], в силу равномерной непрерывности функции
u(t) на E ее можно по непрерывности продолжить на весь сегмент [0, T ]. Ввиду
того, что um ∈ L∞(0, T ; H1

0(�) ∩ H2(�)
)
, u′m ∈ L∞(0, T ; H1

0(�)
)
, как и для u,

можно доказать равномерную непрерывность функции um на [0, T ]. Докажем,
что um(t)→ u(t) сильно в H1

0(�) равномерно по t ∈ [0, T ]. Действительно, имеет
место неравенство

‖∇um(t)−∇u(t)‖2 6 ‖∇um(t)−∇um(t∗)‖2
+ ‖∇um(t∗)−∇u(t∗)‖2 + ‖∇u(t∗)−∇u(t)‖2, (3.57)

где t ∈ [0, T ], t∗ ∈ E. Рассмотрим каждое слагаемое в правой части неравенства
(3.57). Действительно, для любых t ∈ [0, T ] и ε > 0 найдутся такие t∗ ∈ E
и достаточно большое m ∈ N, что для некоторой подпоследовательности {um}
имеют место неравенства

‖∇um(t)−∇um(t∗)‖2 6

t∫

t∗

‖∇u′m‖2 ds

6




t∗∫

t

‖∇u′m‖22 ds




1/2

|t− t∗| 6 c(T )|t− t∗| 6 ε

3
, (3.58)

‖∇u(t)−∇u(t∗)‖2 6

t∫

t∗

‖∇u′‖2 ds

6




t∗∫

t

‖∇u′‖22 ds




1/2

|t− t∗| 6 c(T )|t− t∗| 6 ε

3
, (3.59)

‖∇um(t∗)−∇u(t∗)‖2 6
ε

3
(3.60)

при достаточно большом m ∈ N в силу (3.56). Из неравенств (3.58)–(3.60) вы-
текает, что при любом ε > 0 для некоторой подпоследовательности {um} имеет
место следующее неравенство:

‖∇um(t)−∇u(t)‖2 6 ε равномерно по t ∈ [0, T ].
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Лемма доказана. �

Заметим, что поскольку H1
0(�) вложено непрерывно в Lq2+2(�), в силу лем-

мы 1 имеем, что равномерно по t ∈ [0, T ]

um(t)→ u(t) сильно в Lq2+2(�).

Но тогда в силу условия роста (3.4) и теоремы М. А. Красносельского [23] для
операторов Немыцкого приходим к выводу о том, что

f(x, um)→ f(x, u) сильно в L(q2+2)/(q2+1)(�) (3.61)

равномерно по t ∈ [0, T ].
Таким образом, можно перейти к пределу при m → +∞ для некоторой

подпоследовательности {um} и получить, что предельная функция u(x)(t) удо-
влетворяет равенству (3.12), которое эквивалентно равенству (3.10). Восполь-
зовавшись стандартным алгоритмом продолжения решения во времени, можно
показать, что справедлива следующая

Теорема 2. Пусть u0(x) ∈ H1
0(�) ∩ H2(�), u1(x) ∈ H1

0(�) и, кроме того,
выполнены неравенства

0 < q2 < min

{
N

2
,

2
N − 2

}
при N > 2.

Тогда существует слабое обобщенное решение задачи (1.1), (1.2) в классе

u(x)(t) ∈ L∞(0, T ; H1
0(�) ∩H2(�)

)
, u′(x)(t) ∈ L∞(0, T ; H1

0(�)
)
,

u′′(x)(t) ∈ L∞(0, T ; H−1(�)), T0 = T0(u0, u1) > 0,

причем T ∈ (0, T0) и либо T0 = +∞, либо T0 < +∞, и в последнем случае имеет
место предельное равенство

lim sup
t↑T0

[
‖∇u′‖22 + ‖∇u‖22 + ‖�u‖22

]
= +∞.

§ 4. Разрушение решений

Для получения достаточных условий воспользуемся системой галёркинских
уравнений (3.13), поскольку галёркинские приближения обладают нужной глад-
костью. Действительно, um(x)(t) ∈ C(2)

(
[0, T ]; H1

0(�) ∩ H2(�)
)
. С этой целью

умножим обе части равенства (3.13) на cmj и просуммируем по j = 1,m. В ре-
зультате получим первое энергетическое равенство

1
2
d2�m
dt2

+
µ

2
d�m
dt
− Jm + φ

(
‖∇um‖22

) ∫

�

|∇um|2 dx =
∫

�

f(x, um)um dx, (4.1)

где

�m(t) ≡
∫

�

|um|2 dx, Jm(t) ≡
∫

�

|u′m|2 dx.

Умножим обе части равенства (3.13) на c′mj и просуммируем по j = 1,m. После
интегрирования по частям приходим ко второму энергетическому равенству

1
2
d

dt


Jm(t) +

‖∇um‖2
2∫

0

φ(s) ds


 + µJm =

d

dt

∫

�

F (x, um) dx. (4.2)
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Интегрируя по времени в этом равенстве, получим

1
2
Jm(t) +

1
2

‖∇um‖2
2∫

0

φ(s) ds− Em(0) 6

∫

�

F (x, um) dx, (4.3)

где

Em(0) ≡ 1
2

∫

�

|u1m|2 dx+
1
2

‖∇u0m‖2
2∫

0

φ(s) ds−
∫

�

F (x, u0m) dx. (4.4)

В силу (3.6) из неравенства (4.3) вытекает, что

θ2
2

Jm(t) +
θ2
2

‖∇um‖2
2∫

0

φ(s) ds − θ2Em(0) 6

∫

�

f(x, um)um dx. (4.5)

Теперь из (4.1) и (4.5) имеем

1
2
d2�m
dt2

+
µ

2
d�m
dt
− Jm +

∫

�

φ
(
‖∇um‖22

)
|∇um|2 dx

>
θ2
2

Jm(t) +
θ2
2

‖∇um‖2
2∫

0

φ(s) ds − θ2Em(0). (4.6)

Воспользовавшись неравенством (3.2), получим

1
2
d2�m
dt2

+
µ

2
d�m
dt
− Jm +

θ1
2

‖∇um‖2
2∫

0

φ(s) ds

>
θ2
2

Jm(t) +
θ2
2

‖∇um‖2
2∫

0

φ(s) ds − θ2Em(0). (4.7)

Потребуем выполнения условия θ2 > θ1, тогда из неравенства (4.7) вытекает
следующее неравенство:

1
2
d2�m
dt2

+
µ

2
d�m
dt

+ θ2Em(0) >

(
1 +

θ2
2

)
Jm. (4.8)

Используя неравенство Коши — Буняковского, можно доказать, что

(�′
m)2 6 4Jm�m. (4.9)

Из (4.8) и (4.9) приходим к искомому дифференциальному неравенству

�m�
′′
m −

1
2

(
1 +

θ2
2

)
(�′

m)2 + µ�m�
′
m + 2θ2Em(0)�m > 0. (4.10)

Сравнивая (4.10) с дифференциальным неравенством (2.1), получим, что

α =
1
2

(
1 +

θ2
2

)
> 1 при θ2 > 2, β = 2θ2Em(0),



888 М. О. Корпусов

γ = µ,
2β

2α− 1
= 8Em(0),

γ

α− 1
=

4µ
θ2 − 2

.

Потребуем выполнения условий теоремы 1:

�′
m(0) >

4µ
θ2 − 2

�m(0) > 0, (4.11)

(
�′
m(0)− 4µ

θ2 − 2
�m(0)

)2

> 8Em(0)�m(0), (4.12)

Em(0) ≡ 1
2

∫

�

|u1m|2 dx+
1
2

‖∇u0m‖2
2∫

0

φ(s) ds−
∫

�

F (x, u0m) dx > 0. (4.13)

При выполнении условий (4.11)–(4.13) время T > 0 существования галёркин-
ских приближений um(x)(t) ограничено сверху:

T 6 �(2−θ2)/4
m (0)A−1

m ,

A2
m ≡

(
θ2 − 2

4

)2

�−1−θ2/2
m (0)

[(
�′
m(0)− 4µ

θ2 − 2
�m(0)

)2

− 8Em(0)�m(0)

]
,

причем

�m(t) >
e4µt/(θ2−2)

[
�

(2−θ2)/4
m (0)−Amt

]4/(θ3−2)
, (4.14)

где

�′
m(0) = 2

∫

�

u1m(x)u0m(x) dx, �m(0) =
∫

�

|u0m|2 dx.

В силу предельных свойств (3.14) и (3.15) и условий (i)1, (ii)1, (i)2, (ii)2, а так-
же теоремы М. А. Красносельского для операторов Немыцкого [23] получим
следующие предельные свойства:

Em(0)→ E(0) ≡ 1
2

∫

�

|u1|2 dx+
1
2

‖∇u0‖2
2∫

0

φ(s) ds−
∫

�

F (x, u0) dx, (4.15)

A2
m → A2 ≡

(
θ2 − 2

4

)2

�−1−θ2/2(0)

[(
�′(0)− 4µ

θ2 − 2
�(0)

)2

− 8E(0)�(0)

]
,

�′
m(0)→ �′(0) = 2

∫

�

u1(x)u0(x) dx, �m(0)→ �(0) =
∫

�

|u0|2 dx.

Наконец, ввиду леммы 1 приходим к выводу о том, что равномерно по t ∈ [0, T ]
имеет место следующее предельное свойство:

�m(t)→ �(t) ≡
∫

�

|u|2 dx. (4.16)

Теперь точно так же, как и в [24], можно перейти к пределу при m → +∞ в
неравенстве (4.14) и получить следующее неравенство:

�(t) >
e4µt/(θ2−2)

[�(2−θ2)/4(0)−At]4/(θ2−2)
. (4.17)

Таким образом, мы пришли к основной теореме настоящей работы.
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Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоремы 2, а также условие
(iii)2. Тогда при выполнении основных условий

�′(0) >
4µ

θ2 − 2
�(0) + (8E(0)�(0))1/2 > 0, E(0) > 0, (4.18)

θ2 > θ1 (4.19)

для времени существования решения T0 = T0(u0, u1) > 0 выполнена оценка
сверху

T0 6 �(2−θ2)/4(0)A−1,

т. е. имеет место предельное свойство

lim sup
t↑T0

[
‖∇u‖22 + ‖�u‖22 + ‖u′‖22

]
= +∞,

где

�(0) =
∫

�

|u0|2 dx, �′(0) = 2
∫

�

u1u0 dx,

E(0) ≡ 1
2

∫

�

|u1|2 dx+
1
2

‖∇u0‖2
2∫

0

φ(s) ds−
∫

�

F (x, u0) dx,

A2 ≡
(
θ2 − 2

4

)2

�−1−θ2/2(0)

[(
�′(0)− 4µ

θ2 − 2
�(0)

)2

− 8E(0)�(0)

]
.

Замечание 2. Проверим совместность всех условий (4.18) при достаточно
малых µ > 0. Действительно, сначала выберем u0 ∈ H1

0(�) ∩ H2(�) настолько
«большим», что выполнено следующее неравенство:

∫

�

F (x, u0) dx >
1
2

‖∇u0‖2
2∫

0

φ(s) ds +
2

θ2 − 2

∫

�

|u0|2 dx. (4.20)

Фиксируем такое u0 и выберем

u1 = λu0 при λ >
2µ

θ2 − 2
.

В этом случае имеет место неравенство

�′(0)− 4µ
θ2 − 2

�(0) = 2

(
λ− 2µ

θ2 − 2

)
�(0) > 0. (4.21)

Наконец, выберем λ > 2µ/(θ2 − 2) настолько «большим», что

E(0) ≡ λ2

2

∫

�

|u0|2 dx+
1
2

‖∇u0‖2
2∫

0

φ(s) ds−
∫

�

F (x, u0) dx > 0.

При выполнении условия (4.21) неравенство (4.18) эквивалентно такому:

(
�′(0)− 4µ

θ2 − 2
�(0)

)2

> 8E(0)�(0). (4.22)
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Подставив в (4.22) нашу замену, получим для его левой и правой частей следу-
ющие равенства:
(
�′(0)− 4µ

θ2 − 2
�(0)

)2

= 4

(
λ− 2µ

θ2 − 2

)2

�2(0)

=

(
4λ2 − 16µλ

θ2 − 2
+

16µ2

(θ2 − 2)2

)
�2(0), (4.23)

8E(0)�(0) = 4λ2�2(0) + 8�(0)


1

2

‖∇u0‖2
2∫

0

φ(s) ds−
∫

�

F (x, u0) dx


. (4.24)

Из (4.22) с учетом выражений (4.23) и (4.24) получим
(
�′(0)− 4µ

θ2 − 2
�(0)

)2

=

(
4λ2 − 16µλ

θ2 − 2
+

16µ2

(θ2 − 2)2

)
�2(0)

> 8E(0)�(0) = 4λ2�2(0) + 8�(0)


1

2

‖∇u0‖2
2∫

0

φ(s) ds−
∫

�

F (x, u0) dx


, (4.25)

откуда легко приходим к неравенству

∫

�

F (x, u0) dx+
2µ2

(θ2 − 2)2

∫

�

|u0|2 dx >
2µλ
θ2 − 2

∫

�

|u0|2 dx+
1
2

‖∇u0‖2
2∫

0

φ(s) ds. (4.26)

Выберем λ = 1
µ при µ ∈

(
0,
(
θ2−2

2

)1/2)
, а в случае µ = 0 параметр λ > 0 до-

статочно велик. С учетом явного выбора параметра λ видим, что предыдущие
условия выполнены при достаточно малом µ > 0. Подставив это явное выраже-
ние для λ в (4.26), получим неравенство

∫

�

F (x, u0) dx +
2µ2

(θ2 − 2)2

∫

�

|u0|2 dx >
2

θ2 − 2

∫

�

|u0|2 dx+
1
2

‖∇u0‖2
2∫

0

φ(s) ds.

которое, очевидно, выполнено в силу (4.20). Таким образом, задача свелась к
проверке выполнимости условия (4.20) при некоторых функциях φ(s) и f(x, s).
Заодно проверим выполнимость условий (4.19). Возьмем φ(s) = 1 + s, f(x, s) =
|s|q2s, тогдаF (x, s) =

|s|q2+2

q2 + 2
,

1
2

‖∇u0‖2
2∫

0

φ(s) ds =
1
4
‖∇u0‖42 +

1
2
‖∇u0‖22.

Таким образом, при q2 > 2 условие (4.20) выполнено при достаточно больших
u0. Кроме того, θ2 = q2 + 2 > 4 = θ1.
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