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О РАЗРУШЕНИИ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ
НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

С ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ЭНЕРГИЕЙ

Рассмотрена задача Дирихле для одной нелинейной системы уравнений, что
является продолжением исследования нелинейных гиперболических уравнений
и систем уравнений со сколь угодно большой положительной энергией. Для
доказательства разрушения использован модифицированный метод Левина.

Ключевые слова: разрушение за конечное время, обобщенные уравнения Клейна–Гор-
дона, нелинейные гиперболические уравнения, нелинейные смешанные краевые задачи,
теория поля.

1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим однородную задачу Дирихле для следующей нелинейной системы
уравнений типа Клейна–Гордона–Фока:

utt + µut − a2△u+m2
1u = v2u, u|∂Ω = 0,

vtt + µvt − b2△v +m2
2v = u2v, v|∂Ω = 0,

(1.1)

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), v(x, 0) = v0(x), v′(x, 0) = v1(x),

где µ > 0, a > 0, b > 0, m1 > 0 и m2 > 0. Данная задача рассматривается в ограни-
ченной области Ω ⊂ R3 с гладкой границей ∂Ω ∈ C2,δ при δ ∈ (0, 1].

Задача (1.1) при µ = 0 впервые изучалась в работе [1]. Результаты о разруше-
нии решения за конечное время были получены в работах [2]–[4]. В этих работах
было ослаблено требование отрицательности начальной энергии. При этом во всех
этих работах, как и в других работах, посвященных разрушению для гиперболиче-
ских уравнений и систем уравнений, энергия является положительной, но вместе
с этим условием на начальные функции налагаются два других основных условия,
и представляется очень сложным понять, совместны они или нет. Более того, ни-
кто из авторов указанных работ такую проверку не проводил. Наконец, при любой
фиксированной u0 и при достаточно большой u1 эти условия несовместны. Авторы
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упомянутых работ применяют классический метод “concavity” Левина. В настоящей
работе мы используем модифицированный метод Левина, развитый в работе [5].
В результате вместо трех непроверяемых условий мы получаем всего два условия,
которые легко проверяются на совместность.

Отметим, что существуют три основных метода исследования явления разруше-
ния: энергетический метод Левина [6]–[12], метод нелинейной емкости Похожае-
ва–Митидиери [13]–[15] и, наконец, метод автомодельных режимов, основанный на
различных признаках сравнения и развитый в работах Самарского, Галактионова,
Курдюмова и Михайлова [16], [17].

2. ОСНОВНОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ НЕРАВЕНСТВО

Рассмотрим основное в настоящей работе дифференциальное неравенство

ΦΦ′′ − α(Φ′)2 + γΦ′Φ + βΦ > 0, α > 1, β > 0, γ > 0, (2.1)

где Φ(t) ∈ C(2)([0, T ]), Φ(t) > 0, Φ(0) > 0. Разделим обе части неравенства (2.1) на
Φ1+α и после некоторых преобразований получим, что(

Φ′

Φα

)′
+ γ

Φ′

Φα
+ β

1
Φα

> 0,

откуда в свою очередь будем иметь

1
1− α

(Φ1−α)′′ +
γ

1− α
(Φ1−α)′ + βΦ−α > 0. (2.2)

Введем обозначение Z(t) = Φ1−α(t). С учетом этого обозначения из (2.2) следует,
что

Z ′′ + γZ ′ − β(α− 1)Zα1 6 0, α1 =
α

α− 1
. (2.3)

Введем новое обозначение Y (t) = eγtZ(t), тогда на основе последнего неравенства
можем записать

Y ′′ − γY ′ − β(α− 1)e−δtY α1 6 0, δ =
γ

α− 1
. (2.4)

Заметим теперь, что имеет место следующая цепочка равенств:

Y ′ = (Φ1−αeγt)′ = Φ−α(α− 1)eγt

(
−Φ′(t) +

γ

α− 1
Φ(t)

)
. (2.5)

Потребуем выполнения начального условия

Φ′(0) >
γ

α− 1
Φ(0),

тогда найдется такое t0 > 0, что для всех t ∈ [0, t0) будет иметь место неравенство

Φ′(t) >
γ

α− 1
Φ(t).
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Отсюда с учетом соотношений (2.5) получим, что Y ′(t) < 0 при t ∈ [0, t0). Поскольку
−γY ′(t) > 0 при t ∈ [0, t0), из неравенства (2.4) вытекает следующее неравенство:
при t ∈ [0, t0)

Y ′′ − β(α− 1)e−δtY α1 6 0, δ =
γ

α− 1
. (2.6)

Теперь умножим обе части неравенства (2.6) на Y ′ и получим для t ∈ [0, t0) нера-
венство

Y ′Y ′′ − β(α− 1)e−δtY α1Y ′ > 0. (2.7)

Теперь заметим, что

e−δtY α1Y ′ =
d

dt
(e−δtY 1+α1) + δe−δtY 1+α1 − α1e

−δtY α1Y ′,

откуда следует, что

e−δtY α1Y ′ =
1

1 + α1

d

dt
(e−δtY 1+α1) +

1
1 + α1

δe−δtY 1+α1 .

Подставим это соотношение в (2.7) и получим для t ∈ [0, t0) неравенство

Y ′Y ′′ − β(α− 1)
1 + α1

d

dt
(e−δtY 1+α1)− β(α− 1)δ

1 + α1
e−δtY 1+α1 > 0,

из которого немедленно вытекает неравенство

Y ′Y ′′ − β(α− 1)
1 + α1

d

dt
(e−δtY 1+α1) > 0.

Интегрируя его, имеем

(Y ′)2 > A2 +
2β(α− 1)2

2α− 1
e−δtY 1+α1 > A2, (2.8)

где

A2 ≡ (Y ′(0))2 − 2β(α− 1)2

2α− 1
Y 1+α1(0).

Теперь потребуем выполнения условия A2 > 0, которое после ряда преобразова-
ний принимает вид

A2 = (α− 1)2Φ−2α(0)
[(

Φ′(0)− γ

α− 1
Φ(0)

)2

− 2β
2α− 1

Φ(0)
]
> 0. (2.9)

Следовательно, условие A2 > 0 эквивалентно условию(
Φ′(0)− γ

α− 1
Φ(0)

)2

>
2β

2α− 1
Φ(0).
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Таким образом, используя неравенства (2.8) и (2.9), мы приходим к выводу, что
Y ′(t) 6 −A < 0, следовательно,

Φ′(t0) >
γ

α− 1
Φ(t0).

Но тогда Y ′(t0) < 0. Применив алгоритм продолжения по времени, получим, что
Y ′(t) < 0 для всех t ∈ [0, T ]. Таким образом, мы имеем с учетом Y ′(t) 6 −A, что
Y (t) 6 Y (0)−At, следовательно, Φ1−α(t) 6 e−γt(Φ1−α(0)−At), откуда

Φ(t) >
eγt/(α−1)

(Φ1−α(0)−At)1/(α−1)
.

В результате мы приходим к следующей теореме.

Теорема 1. Пусть Φ(t) ∈ C(2)([0, T ]) и выполнены условия

Φ′(0) >
γ

α− 1
Φ(0),

(
Φ′(0)− γ

α− 1
Φ(0)

)2

>
2β

2α− 1
Φ(0),

причем Φ(t) > 0, Φ(0) > 0. Тогда время T > 0 не может быть сколь угодно
большим, а именно выполнено неравенство T 6 T∞ 6 Φ1−α(0)A−1 , где A задано
в (2.9), при этом

lim sup
t↑T∞

Φ(t) = +∞.

3. ЛОКАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ

Определение 1. Слабым обобщенным решением задачи (1.1) назовем функции
u(x)(t) и v(x)(t), удовлетворяющие условиям

u(x)(t), v(x)(t) ∈ L∞(0, T ; H1
0(Ω)),

u′(x)(t), v′(x)(t) ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)),

u′′(x)(t), v′′(x)(t) ∈ L∞(0, T ; H−1(Ω)),

такие, что∫ T

0

dt ⟨D(w),g⟩ = 0 для всех g(x)(t) ∈ L1
(
0, T ; H1

0(Ω)⊗H1
0(Ω)

)
, (3.1)

где ⟨ · , · ⟩ – скобки двойственности между гильбертовыми пространствами H1
0(Ω)⊗

H1
0(Ω) и H−1(Ω)⊗H−1(Ω), а D(w) =

(
D1(u, v), D2(v, u)

)
,

D1(u, v) = utt + µut − a2△u+m2
1u− v2u,

D2(v, u) = vtt + µvt − b2△v +m2
2v − u2v.

(3.2)

Заметим, что точно так же, как и в работе [18], можно доказать, что равен-
ство (3.1) эквивалентно равенству∫ T

0

dt φ(t)⟨D(w), f ⟩ = 0 (3.3)

для всех f(x) ∈ H1
0(Ω)×H1

0(Ω) и для всех φ(t) ∈ L1(0, T ).
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Для доказательства локальной разрешимости в слабом обобщенном смысле мы
воспользуемся методом Галёркина в сочетании с методом компактности [19].

Шаг 1. Постановка приближений по Галёркину.
Рассмотрим следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

⟨D(wm),gk⟩ = 0, k = 1,m, (3.4)

где wm = (um, vm), gk = (g1k, g2k), {gk} – базис в гильбертовом пространстве
H1

0(Ω)⊗H1
0(Ω), который для удобства мы выберем ортонормированным в простран-

стве L2(Ω)⊗ L2(Ω), и wm =
∑m

k=1 cmk(t)gk. В уравнениях (3.4)

D(wm) =
(
D1(um, vm), D2(vm, um)

)
,

а дифференциальные операторы D1 и D2 заданы в (3.2).
Добавим начальные условия

wm(x)(0) =
m∑

k=1

cmk(0)gk −→
m→∞

w0 = (u0, v0) сильно в H1
0(Ω)⊗H1

0(Ω),

w′m(x)(0) =
m∑

k=1

c′mk(0)gk −→
m→∞

w1 = (u1, v1) сильно в L2(Ω)⊗ L2(Ω).

(3.5)

Шаг 2. Локальная разрешимость системы приближений по Галёркину
Систему уравнений (3.4) можно переписать в следующем виде:

m∑
j=1

αkj(c′′mj + µc′mj) +
m∑

j=1

βkjckj =
m∑

j=1

γkj(cm)cmj , (3.6)

где

αkj =
∫

Ω

dx (gk,gj),

βkj =
∫

Ω

dx [a2(∇g1j ,∇g1k) + b2(∇g2j ,∇g2k) +m2
1g1jg1k +m2

2g2jg2k],

γkj =
∫

Ω

dx (v2
mg1kg1j + u2

mg2kg2j).

В силу специального выбора базиса {gk} ⊂ H1
0(Ω) ⊗ H1

0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊗ L2(Ω) имеем
αkj = δkj . Из явного вида уравнений (3.6) мы получаем, что найдется такое Tm > 0,
что существует единственное решение cmk(t) ∈ C(2)([0, Tm]) системы уравнений (3.4).

Шаг 3. Априорные оценки.
Для вывода априорных оценок нам нужно, как обычно, умножить равенство (3.4)

на c′mj(t) и просуммировать по j = 1,m: имеем

1
2
d

dt

∫
Ω

dx (|u′m|2 + |v′m|2) + µ

∫
Ω

dx (|u′m|2 + |v′m|2) +

+
1
2
d

dt

∫
Ω

dx (a2|∇um|2 + b2|∇vm|2 +m2
1|um|2 +m2

2|vm|2) =

=
∫

Ω

dx (v2
mumu

′
m + u2

mvmv
′
m).
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Отсюда мы получаем следующее равенство:

1
2

∫
Ω

dx (|u′m|2 + |v′m|2) + µ

∫ t

0

ds

∫
Ω

dx (|u′m|2 + |v′m|2) +

+
∫

Ω

dx (a2|∇um|2 + b2|∇vm|2 +m2
1|um|2 +m2

2|vm|2) =

=
∫ t

0

ds

∫
Ω

dx (v2
mumu

′
m + u2

mvmv
′
m) + Em(0), (3.7)

где

Em(0) =
1
2

∫
Ω

dx (|u1m|2 + |v1m|2) +

+
1
2

∫
Ω

dx (a2|∇u0m|2 + b2|∇v0m|2 +m2
1|u0m|2 +m2

2|v0m|2).

Очевидно, что в силу условий сходимости (3.5) Em(0) 6 d < +∞, где d > 0 и не
зависит от m ∈ N. Рассмотрим отдельно правую часть равенства (3.7). Посколь-
ку Ω ⊂ R3 и, следовательно, имеет место непрерывное вложение H1

0(Ω) ⊂ L6(Ω),
справедливо неравенство∫

Ω

dx |vm|2|um| |u′m| 6
(∫

Ω

dx |u′m|2
)1/2(∫

Ω

dx |vm|2r1

)1/r1
(∫

Ω

dx |um|r2

)1/r2

,

где
1
2

+
1
r1

+
1
r2

= 1, 2r1 = 6, r2 = 6.

Продолжим последнее неравенство. Действительно,∫
Ω

dx |vm|2|um| |u′m| 6 c1

(∫
Ω

dx |u′m|2
)1/2(∫

Ω

dx |∇um|2
)1/2 ∫

Ω

dx |∇vm|2. (3.8)

Аналогичным образом мы приходим к следующему неравенству:∫
Ω

dx |um|2|vm| |v′m| 6 c1

(∫
Ω

dx |v′m|2
)1/2(∫

Ω

dx |∇vm|2
)1/2 ∫

Ω

dx |∇um|2. (3.9)

Введем обозначение

φm(t) =
∫

Ω

dx (|u′m|2 + |v′m|2 + |∇um|2 + |∇vm|2).

Тогда с учетом (3.8) и (3.9) из неравенства (3.7) вытекает, что

φm(t) 6 d+ c2

∫ t

0

ds φ2
m,
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откуда в силу теоремы Гронуолла–Белмана–Бихари [20] мы получаем неравенство
φm(t) 6 d(1− c2td)−1, на основе которого приходим к априорной оценке

φm(t) 6 c3(T ) < +∞ (3.10)

при условии, что c2Td < 1, причем c3(T ) > 0 и не зависит от m ∈ N.
Теперь получим априорные оценки для u′′m и v′′m. С этой целью мы воспользу-

емся техникой работы [21]. Введем обозначение Vm = {g1, . . . ,gm} для линейной
оболочки системы функций {gk} при k = 1,m. Введем проекционный оператор
Pm : L2(Ω)⊗ L2(Ω) 7→ Vm ⊂ L2(Ω)⊗ L2(Ω) такой, что

Pmz =
m∑

k=1

(z,gk)2gk, z(x) ∈ L2(Ω)⊗ L2(Ω), (z,gk)2 =
∫

Ω

dx
(
z(x),gk(x)

)
.

Тогда систему приближений (3.8) метода Галёркина можно переписать в следующем
виде:

⟨D(wm),Pmz⟩ = 0 для всех z ∈ H1
0(Ω)⊗H1

0(Ω).

Следовательно, P∗mD(wm) = 0. Поскольку

w′′m =
m∑

k=1

c′′mkgk, w′m =
m∑

k=1

c′mkgk, P∗mgk = Pmgk = gk,

имеет место равенство

w′′m = −µw′m + P∗m(F1(wm) + F2(wm)), (3.11)

где F(wm) = F1(wm) + F2(wm),

F1(wm) = (a2△um −m2
1um, b

2△vm −m2
2vm)t, F2(wm) = (v2

mum, u
2
mvm)t.

Заметим, что

Pm ∈ L(H1
0(Ω)⊗H1

0(Ω),H1
0(Ω)⊗H1

0(Ω)),

P∗m ∈ L(H−1(Ω)⊗H−1(Ω),H−1(Ω)⊗H−1(Ω)),

где L – банахово пространство линейных непрерывных операторов. Наконец, имеют
место цепочки непрерывных и плотных вложений

H1
0(Ω)⊗H1

0(Ω)
ds
⊂ L4(Ω)⊗ L4(Ω)

ds
⊂ L4/3(Ω)⊗ L4/3(Ω)

ds
⊂ H−1(Ω)⊗H−1(Ω),

следовательно,

P∗m ∈ L(L4/3(Ω)⊗ L4/3(Ω),H−1(Ω)⊗H−1(Ω)).
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Таким образом, справедливы следующие априорные оценки:

∥P∗mF1(wm)∥−1 6 c6(T ) < +∞,

∥P∗mF2(wm)∥−1 6 c7∥F2(wm)∥4/3 6 c8∥wm∥31 6 c9(T ) < +∞,
(3.12)

где ∥ · ∥1, ∥ · ∥−1 и ∥ · ∥4/3 – нормы соответствующих банаховых пространств
H1

0(Ω)⊗H1
0(Ω), H−1(Ω)⊗H−1(Ω) и L4/3(Ω)⊗L4/3(Ω). Из соотношений (3.11), (3.12)

получаем искомую априорную оценку

∥u′′m∥−1 6 c10(T ) < +∞. (3.13)

Шаг 4. Предельный переход.
Используя априорные оценки (3.10), (3.13), мы приходим к выводу о существова-

нии такой подпоследовательности {wm} приближений метода Галёркина, что имеют
место следующие предельные свойства:

wm
∗
⇀ w ∗-слабо в L∞(0, T ; H1

0(Ω)⊗H1
0(Ω)),

w′m
∗
⇀ w′ ∗-слабо в L∞(0, T ; L2(Ω)⊗ L2(Ω)),

w′′m
∗
⇀ w′′ ∗-слабо в L∞(0, T ; H−1(Ω)⊗H−1(Ω)),

где w = (u, v). Кроме того, из априорной оценки (3.10) вытекает, что справед-
ливо равномерное по m ∈ N вложение {wm} ⊂ H1(QT ) = H1(QT ) ⊗ H1(QT ), где
QT = (0, T )⊗ Ω. Поскольку имеет место компактное вложение H1(QT ) ↪→ L2(Ω) ⊗
L2(Ω), найдется такая подпоследовательность {wm}, что

wm → w сильно в L2(QT )⊗ L2(QT ),

wm → w для почти всех (t, x) ∈ QT .
(3.14)

Введем обозначения f1(u, v) = u2v, f2(u, v) = v2u. В силу второго предельного
перехода в (3.14), очевидно, имеем

f1(um, vm) → f1(u, v),

f2(um, vm) → f2(u, v) для почти всех (t, x) ∈ QT .
(3.15)

Теперь заметим, что имеет место следующая цепочка неравенств:∫
Ω

dx |f1(um, vm)|4/3 6
∫

Ω

dx |um|8/3|vm|4/3 6

6

(∫
Ω

dx |um|16/3

)1/2(∫
Ω

dx |vm|8/3

)1/2

6

6 c11∥∇um∥8/3
2 ∥∇vm∥4/3

2 6 c12(T ) < +∞. (3.16)

Аналогичным образом устанавливается оценка∫
Ω

dx |f2(um, vm)|4/3 6 c13(T ) < +∞. (3.17)
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Итак, из соотношений (3.15)–(3.17) в силу леммы Лионса [19] вытекает, что

f1(um, vm) ⇀ f1(u, v), f2(um, vm) ⇀ f2(u, v) слабо в L4/3(QT ).

Теперь мы можем перейти к пределу при m→ +∞ в равенстве

∫ T

0

dt φ(t)⟨D(wm),gk⟩ = 0, k = 1,m,

получим ∫ T

0

dt φ(t)⟨D(w),gk⟩ = 0, k = 1,+∞.

Таким образом, мы доказали существование функции w(x)(t), удовлетворяющей
равенству (3.3) и, следовательно, равенству (3.1) в силу их эквивалентности.

Шаг 5. Единственность.
Воспользуемся классической схемой, изложенной в работе [19]. Предположим,

что существуют два слабых обобщенных решения задачи (1.1): w1 = (u1, v1) и
w2 = (u2, v2). Введем функции

w = w1 −w2, z(t) =
(
z1(t), z2(t)

)
=

∫ t

0

dσw(σ),

ψ(t) =
(
ψ1(t), ψ2(t)

)
=

−
∫ s

t

dσw(σ) при t 6 s,

0 при t > s.

Тогда при t 6 s имеют место равенства ψ(t) = z(t)− z(s), ψ′(t) = w(t), ψ(0) = −z(s)
и ψ(s) = 0. Теперь положим в равенстве (3.1) g = ψ(t) и после интегрирования по
частям получим

−
∫ s

0

dt (w′, ψ′)2 − µ

∫ s

0

dt (w,w)2 +
∫ s

0

dt

∫
Ω

dx
[
a2(∇w1,∇ψ1) + b2(∇w2,∇ψ2)

]
+

+
∫ s

0

dt

∫
Ω

dx (m2
1w

1ψ1 +m2
2w

2ψ2) =
∫ s

0

dt

∫
Ω

dx
[
(v1)2u1 − (v2)2u2

]
ψ1 +

+
∫ s

0

dt

∫
Ω

dx [(u1)2v1 − (u2)2v2]ψ2. (3.18)

Преобразуем слагаемые в этом равенстве. Прежде всего,

−
∫ s

0

dt (w′, ψ′)2 = −
∫ s

0

dt (w′,w)2 = −1
2
∥w∥22(s). (3.19)
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Далее, ∫ s

0

dt

∫
Ω

dx
[
a2(∇w1,∇ψ1) + b2(∇w2,∇ψ2)

]
=

=
∫ s

0

dt

∫
Ω

dx
[
a2(∇ψ1′ ,∇ψ1) + b2(∇ψ2′ ,∇ψ2)

]
=

= −
∫

Ω

ds
[
a2|∇z1(s)|2 + b2|∇z2(s)|2

]
,∫ s

0

dt

∫
Ω

dx (m2
1w

1ψ1 +m2
2w

2ψ2) =

= −
∫

Ω

ds
[
m2

1|z1(s)|2 +m2
2|z2(s)|2

]
.

(3.20)

Рассмотрим оставшиеся два слагаемых в правой части равенства (3.18). Имеют
место следующие оценки:∣∣∣∣∫

Ω

dx [(v1)2u1 − (v2)2u2]ψ1

∣∣∣∣ 6
∫

Ω

dx |ψ1| |w1| |v1|2 +
∫

Ω

dx |ψ1| |u2| |v1 + v2| |w1| 6

6

(∫
Ω

dx |ψ1|6
)1/6(∫

Ω

dx |v1|6
)1/3(∫

Ω

dx |w1|2
)1/2

+

+
(∫

Ω

dx |ψ1|6
)1/6(∫

Ω

dx |u2|3|v1 + v2|3
)1/3(∫

Ω

dx |w1|2
)1/2

6

6 c11(T )
(∫

Ω

dx |ψ1|6
)1/6(∫

Ω

dx |w1|2
)1/2

6

6 c12(T )∥w1∥2(t) (∥∇z1(s)∥2 + ∥∇z1(t)∥2). (3.21)

Аналогичным образом приходим к следующему неравенству:∣∣∣∣∫ s

0

dt

∫
Ω

dx[(u1)2v1 − (u2)2v2]ψ2

∣∣∣∣ 6

6 c13(T )∥w2∥2(t)(∥∇z2(s)∥2 + ∥∇z2(t)∥2). (3.22)

Справедливы оценки∫ s

0

dt

∣∣∣∣∫
Ω

dx[(v1)2u1 − (v2)2u2]ψ1

∣∣∣∣ 6

6 c12(T )
∫ s

0

dt ∥w1∥2(t) (∥∇z1(s)∥2 + ∥∇z1(t)∥2) 6

6
c12
2

∫ s

0

dt (∥w1∥22(t) + ∥∇z1(t)∥22) + c12

∫ s

0

dt ∥w1∥2(t)∥∇z1(s)∥2 6

6
c12
2

∫ s

0

dt (∥w1∥22(t) + ∥∇z1(t)∥22) +
1
4
∥∇z1(s)∥22 + c14

∫ s

0

dt ∥w1∥22(t). (3.23)
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Аналогичным образом из неравенства (3.22) получим оценку∫ s

0

dt

∣∣∣∣∫
Ω

dx [(u1)2v1 − (u2)2v2]ψ2

∣∣∣∣ 6

6
c13
2

∫ s

0

dt (∥w2∥22(t) + ∥∇z2(t)∥22) +
1
4
∥∇z2(s)∥22 + c15

∫ s

0

dt ∥w2∥22(t). (3.24)

Положим
Ψ(t) = ∥w1∥22(t) + ∥∇z1(t)∥22 + ∥w2∥22(t) + ∥∇z2(t)∥22.

Тогда с учетом выражений (3.18)–(3.24) имеем неравенство

Ψ(s) 6 c16(T )
∫ s

0

dtΨ(t),

из которого и вытекает единственность слабого обобщенного решения.

Используя стандартный алгоритм продолжения решений по времени, приходим
к выводу о справедливости следующей теоремы.

Теорема 2. Для любых (u0, v0) ∈ H1
0(Ω)⊗H1

0(Ω) и всех (u1, v1) ∈ L2(Ω)⊗ L2(Ω)
существует единственное слабое обобщенное решение w(x)(t) задачи (1.1), удовле-
творяющее условиям

w(x)(t) =
(
u(x)(t), v(x)(t)

)
∈ L∞

(
0, T ; H1

0(Ω)⊗H1
0(Ω)

)
,

w′(x)(t) =
(
u′(x)(t), v′(x)(t)

)
∈ L∞

(
0, T ; L2(Ω)⊗ L2(Ω)

)
,

w′′(x)(t) =
(
u′′(x)(t), v′′(x)(t)

)
∈ L∞

(
0, T ; H−1(Ω)⊗H−1(Ω)

)
при некотором T0 > 0 и всех T ∈ (0, T0), причем либо T0 = +∞, либо T0 < +∞,
в последнем случае имеет место предельное равенство

lim sup
t↑T0

(∥u′∥22(t) + ∥v′∥22(t) + ∥∇u∥22(t) + ∥∇v∥22(t)) = +∞. (3.25)

4. РАЗРУШЕНИЕ РЕШЕНИЯ

Отметим, что гладкость построенного в предыдущем разделе слабого обобщен-
ного решения недостаточна для получения достаточных условий его разрушения.
Однако приближения wm(x)(t) метода Галёркина обладают такой гладкостью:

wm(x)(t) ∈ C(2)([0, T ]; H1
0(Ω)⊗H1

0(Ω)).

Умножим равенство (3.4) на cmj(t) и просуммируем по j = 1,m. После интегри-
рования по частям получим первое энергетическое равенство

1
2
d2Φm(t)
dt2

− Jm(t) +
µ

2
dΦm(t)
dt

+ a2∥∇um∥22 + b2∥∇vm∥22 +

+m2
1∥um∥22 +m2

2∥vm∥22 = 2
∫

Ω

dxu2
mv

2
m, (4.1)

где

Φm(t) ≡
∫

Ω

dx (|um|2 + |vm|2), Jm(t) ≡
∫

Ω

dx (|u′m|2 + |v′m|2).
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Теперь умножим равенство (3.4) на c′mj(t) и просуммируем по j = 1,m. После
интегрирования по частям получим второе энергетическое равенство

d

dt

(
1
2
Jm(t) +

a2

2
∥∇um∥22 +

b2

2
∥∇vm∥22 +

m2
1

2
∥um∥22 +

m2
2

2
∥vm∥22

)
+

+ µJm(t) =
1
2
d

dt

∫
Ω

dx v2
mu

2
m,

из которого мы приходим к следующему неравенству:

Jm(t) + a2∥∇um∥22 + b2∥∇vm∥22 +

+m2
1∥um∥22 +m2

2∥vm∥22 − Em(0) 6
∫

Ω

dx v2
mu

2
m, (4.2)

где

Em(0) ≡ Jm(0) + a2∥∇u0m∥22 + b2∥∇v0m∥22 +m2
1∥u0m∥22 +m2

2∥v0m∥22 −
∫

Ω

dx v2
0mu

2
0m.

Подставим оценку для
∫
Ω
dx v2

mu
2
m из неравенства (4.2) в равенство (4.1), получим

неравенство

1
2
d2Φm(t)
dt2

− Jm(t) +
µ

2
dΦm(t)
dt

+ a2∥∇um∥22 + b2∥∇vm∥22 +

+m2
1∥um∥22 +m2

2∥vm∥22 > 2Jm(t) + 2a2∥∇um∥22 +

+ 2b2∥∇vm∥22 + 2m2
1∥um∥22 + 2m2

2∥vm∥22 − 2Em(0),

из которого сразу же вытекает следующее дифференциальное неравенство:

1
2
d2Φm(t)
dt2

+
µ

2
dΦm(t)
dt

+ 2Em(0) > 3Jm(t).

Используя неравенство Коши–Буняковского, получаем (Φ′m)2 6 4ΦmJm. Из послед-
них двух неравенств следует дифференциальное неравенство

ΦmΦ′′m − 3
2
(Φ′m)2 + µΦmΦ′m + 4Em(0)Φm > 0,

сравнивая которое с дифференциальным неравенством (2.1), мы заключаем, что
α = 3/2, β = 4Em(0), γ = µ. Воспользуемся результатом теоремы 1. При выполне-
нии условий

Φ′m(0) > 2µΦm(0), [Φ′m(0)− 2µΦm(0)]2 > 4Em(0)Φm(0), Em(0) > 0,

где Φm(0) > 0, время T > 0 не может быть сколь угодно большим, а именно T 6

T∞ 6 Φ−1/2
m (0)A−1

m , где

A2
m ≡ 1

4
Φ−3

m (0)
[
(Φ′m(0)− 2µΦm(0))2 − 4Em(0)Φm(0)

]
.

При этом

Φm(t) >
e2µt

(Φ−1/2
m (0)−Amt)2

. (4.3)
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Теперь мы должны перейти к пределу при m → +∞ для некоторой подпоследова-
тельности {wm}. Действительно, в силу предельных свойств (3.5)

Φm(0) → Φ(0) =
∫

Ω

dx (|u0|2 + |v0|2), (4.4)

Φ′m(0) → Φ′(0) = 2
∫

Ω

dx (u0u1 + v0v1), (4.5)

Em(0) → E(0) =
∫

Ω

dx (|u1|2 + |v1|2) + a2∥∇u0∥22 + b2∥∇v0∥22 +

+m2
1∥u0∥22 +m2

2∥v0∥22 −
∫

Ω

dx v2
0u

2
0, (4.6)

A2
m → A2 =

1
4

(Φ′(0)− 2µΦ(0))2 − 4E(0)Φ(0)
Φ3(0)

. (4.7)

Используя технику работы [22], можно доказать следующую лемму.

Лемма 1. Для некоторой подпоследовательности {wm} равномерно по t ∈ [0, T ]
имеет место предельный переход

Φm(t) =
∫

Ω

dx (|um|2 + |vm|2) →
∫

Ω

dx (|u|2 + |v|2) = Φ(t). (4.8)

Теперь точно так же, как в работе [5], переходим к пределу при m→ +∞ в нера-
венстве (4.3) и получаем неравенство

Φ(t) >
e2µt

(Φ−1/2(0)−At)2
,

на основании которого заключаем, что справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть для (u0, v0) ∈ H1
0(Ω) ⊗ H1

0(Ω) и (u1, v1) ∈ L2(Ω) ⊗ L2(Ω) вы-
полнены условия

Φ′(0) > 2µΦ(0) + (4E(0)Φ(0))1/2 > 0, E(0) > 0, (4.9)

где Φ(0), Φ′(0) и E(0) заданы в (4.4), (4.5) и (4.6) соответственно. Тогда для
времени T0 > 0 из теоремы 2 имеет место оценка сверху T0 6 Φ−1/2(0)A−1 , где A
определено в (4.7), и, таким образом, справедливо предельное равенство (3.25).

Замечание 1. Докажем совместность условий (4.9). Прежде всего выберем
w0 = (u0, v0) настолько большой, чтобы было выполнено следующее неравенство:∫

Ω

dx v2
0u

2
0 > 2∥u0∥22 + 2∥v0∥22 + a2∥∇u0∥22 + b2∥∇v0∥22 +m2

1∥u0∥22 +m2
2∥v0∥22. (4.10)

Очевидно, что такие функции u0, v0 существуют. Теперь зафиксируем выбран-
ную w0 и положим w1 = λ(u0, v0) при λ > µ. Заметим, что при таком выборе

Φ′(0)− 2µΦ(0) = 2(λ− µ)Φ(0) > 0. (4.11)
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Теперь выберем λ > µ настолько большим, чтобы было выполнено неравенство
E(0) > 0, где теперь

E(0) = λ2

∫
Ω

dx (|u0|2 + |v0|2) + a2∥∇u0∥22 + b2∥∇v0∥22 +

+m2
1∥u0∥22 +m2

2∥v0∥22 −
∫

Ω

dx v2
0u

2
0 > 0.

Заметим, что в силу неравенства (4.11) первое неравенство в (4.9) эквивалентно
неравенству

(Φ′(0)− 2µΦ(0))2 > 4E(0)Φ(0). (4.12)

Подставим сюда (4.11) и получим следующие равенства:

(Φ′(0)− 2µΦ(0))2 = 4(λ− µ)2Φ2(0) = (4λ2 − 8λµ+ 4µ2)Φ2(0),

4E(0)Φ(0) = 4λ2Φ2(0) + 4Φ(0)
[
a2∥∇u0∥22 + b2∥∇v0∥22 +

+m2
1∥u0∥22 +m2

2∥v0∥22 −
∫

Ω

dx v2
0u

2
0

]
.

Подставляя эти соотношения в неравенство (4.12), мы после элементарных преоб-
разований получим неравенство∫

Ω

dxu2
0v

2
0 + µ2

∫
Ω

dx (|u0|2 + |v0|2) >

> 2λµ
∫

Ω

dx (|u0|2 + |v0|2) + a2∥∇u0∥22 + b2∥∇v0∥22 +m2
1∥u0∥22 +m2

2∥v0∥22.

Теперь для µ > 0 положим λ = 1/µ, а в случае µ = 0 будем считать, что параметр
λ > 0 достаточно велик. Ясно, что при достаточно малом µ > 0 параметр λ будет
достаточно большим, и условия, сформулированные выше, будут выполнены. После
указанной подстановки мы получим неравенство∫

Ω

dxu2
0v

2
0 + µ2

∫
Ω

dx (|u0|2 + |v0|2) >

> 2
∫

Ω

dx (|u0|2 + |v0|2) + a2∥∇u0∥22 + b2∥∇v0∥22 +m2
1∥u0∥22 +m2

2∥v0∥22,

которое, очевидно, верно при выполнении условия (4.10).
Итак, при достаточно малых µ > 0 совместность условий (4.9) проверена.

Благодарности. Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 11-01-
12018-офи_м-2011).
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