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РАЗРУШЕНИЕ РЕШЕНИЙ
УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

С ДВОЙНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

Рассмотрена модельная начально-краевая задача для уравнения теплопро-
водности с двойной нелинейностью. Для доказательства разрушения решения
использован модифицированный метод Левина.

Ключевые слова: разрушение за конечное время, нелинейная теплопроводность,
нелинейные параболические уравнения с двойной нелинейностью, нелинейные смешанные
краевые задачи.

1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим следующую задачу с двойной нелинейностью из теории горения [1]:

∂φ(x, u)
∂t

−△(|u|q1u) = |u|q2u, x ∈ Ω, t > 0, (1)

φ(x, u) = u +
n∑

k=1

ak(x)|u|pk−2u, (2)

u|∂Ω = 0, u(x, 0) = u0(x), (3)

где q1, q2 > 0 и Ω ⊂ RN – это ограниченная область с гладкой границей ∂Ω ∈ C2,δ

при δ ∈ (0, 1]. Отметим, что уравнения с двойными нелинейностями изучались
в работах [2]–[10]. Для исследования задачи мы используем модифицированный
метод Левина, развитый в работе [11].

Постановка задачи. Предположим, что выполнены следующие условия для
функции φ(x, u): коэффициенты ak(x) ∈ C(Ω) и ak(x) > 0 для почти всех x ∈ Ω,
а показатели pk > 2 для всех k = 1, n. Решение задачи (1)–(3) будем понимать
в классическом смысле: u(x)(t) ∈ C(1)([0, T ]; C(2)(Ω)) при некотором T > 0.
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2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ НЕРАВЕНСТВО

Выпишем основное дифференциальное неравенство

ΦΦ′′ − α(Φ′)2 + γΦ′Φ + βΦ > 0, α > 1, β > 0, γ > 0,

где Φ(t) ∈ C(2)([0, T ]), Φ(t) > 0, Φ(0) > 0.

Теорема 1. Пусть Φ(t) ∈ C(2)([0, T ]) и выполнены условия

Φ′(0) >
γ

α− 1
Φ(0),

(
Φ′(0)− γ

α− 1
Φ(0)

)2

>
2β

2α− 1
Φ(0),

причем Φ(t) > 0, Φ(0) > 0. Тогда время T > 0 не может быть сколь угодно
большим, а именно выполнено неравенство

T 6 T∞ 6 Φ1−α(0)A−1, (4)

где

A2 ≡ (α− 1)2Φ−2α(0)
[(

Φ′(0)− γ

α− 1
Φ(0)

)2

− 2β

2α− 1
Φ(0)

]
. (5)

При этом

lim sup
t↑T∞

Φ(t) = +∞. (6)

3. РАЗРУШЕНИЕ ЗА КОНЕЧНОЕ ВРЕМЯ

Прежде всего предположим, что найдется некоторое T > 0, для которого суще-
ствует классическое решение задачи (1)–(3). Введем ряд обозначений. Пусть

Φ(t) ≡ 1
q1 + 2

∫ t

0

∥u∥q1+2
q1+2 ds +

n∑
k=1

pk − 1
q1 + pk

∫ t

0

∫
Ω

ak(x)|u|pk+q1 dx ds +

+
1

(q1 + 2)(q1 + pk0)
∥u0∥q1+2

q1+2 +
n∑

k=1

pk − 1
(q1 + pk)(q1 + pk0)

∫
Ω

ak(x)|u0|pk+q1 dx,

где pk0 = max{p1, . . . , pn} и ∥u∥q
q =

∫
Ω
|u|q dx. Пусть также

J(t) ≡
∫ t

0

∫
Ω

|u|q1(u′)2 dx ds +
n∑

k=1

(pk − 1)
∫ t

0

∫
Ω

ak(x)|u|q1+pk−2(u′)2 dx ds +

+
1

q1 + 2
∥u0∥q1+2

q1+2 +
n∑

k=1

pk − 1
q1 + pk

∫
Ω

ak(x)|u0|pk+q1 dx.
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Справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Для всех t ∈ [0, T ] имеет место следующее неравенство:

(Φ′)2 6 (q1 + pk0)ΦJ. (7)

Доказательство леммы основано на неравенстве Коши–Буняковского.
Приступим к выводу энергетических равенств. Сначала умножим обе части урав-

нения (1) на |u|q1u и проинтегрируем по области Ω. После интегрирования по частям
получим первое энергетическое равенство

d2Φ
dt2

+
∫

Ω

|∇(|u|q1u)|2 dx = ∥u∥q1+q2+2
q1+q2+2. (8)

Теперь умножим обе части уравнения (1) на (|u|q1u)′ и проинтегрируем по области Ω,
тогда после интегрирования по частям получим равенство

(q1 + 1)
dJ

dt
+

1
2

d

dt

∫
Ω

|∇(|u|q1u)|2 dx =
q1 + 1

q1 + q2 + 2
d

dt
∥u∥q1+q2+2

q1+q2+2,

из которого после ряда преобразований имеем

(q1 + q2 + 2)
dJ

dt
+

q1 + q2 + 2
2q1 + 2

d

dt

∫
Ω

|∇(|u|q1u)|2 dx =
d

dt
∥u∥q1+q2+2

q1+q2+2.

Проинтегрируем обе части последнего равенства по времени и получим следующее
равенство:

(q1 + q2 + 2)J +
q1 + q2 + 2

2q1 + 2

∫
Ω

|∇(|u|q1u)|2 dx− E(0) = ∥u∥q1+q2+2
q1+q2+2, (9)

где

E(0) ≡ (q1 + q2 + 2)

(
1

q1 + 2
∥u0∥q1+2

q1+2 +
n∑

k=1

pk − 1
q1 + pk

∫
Ω

ak(x)|u0|pk+q1 dx

)
+

+
q1 + q2 + 2

2q1 + 2

∫
Ω

|∇(|u0|q1u0)|2 dx− ∥u0∥q1+q2+2
q1+q2+2. (10)

Из соотношений (8) и (9) выводим равенство

d2Φ
dt2

+ E(0) = (q1 + q2 + 2)J +
(

q1 + q2 + 2
2q1 + 2

− 1
)∫

Ω

|∇(|u|q1u)|2 dx. (11)

Теперь потребуем выполнения условия q2 > q1, тогда из (11) вытекает неравенство

d2Φ
dt2

+ E(0) > (q1 + q2 + 2)J.
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Отсюда и из неравенства (7) получаем искомое дифференциальное неравенство

ΦΦ′′ − α(Φ′)2 + βΦ > 0, α =
q1 + q2 + 2
q1 + pk0

, β = E(0). (12)

Потребуем выполнения условия q2 + 2 > pk0 , тогда, очевидно, α > 1.
Рассмотрим случаи E(0) > 0 и E(0) 6 0. Начнем со случая E(0) > 0, поскольку он

более сложный. Воспользуемся теоремой 1 и получим, что при выполнении условий

Φ(0) > 0, Φ′(0) >

(
2β

2α− 1
Φ(0)

)1/2

> 0 (13)

имеет место разрушение за конечное время. Рассмотрим подробнее второе неравен-
ство в (13). После ряда преобразований оно приводится к следующему виду:

∥u0∥q1+q2+2
q1+q2+2 >

q1 + q2 + 2
2q1 + 2

∫
Ω

|∇(|u0|q1u0)|2 dx +

+
q1 + pk0

2

(
1

q1 + 2
∥u0∥q1+2

q1+2 +
n∑

k=1

pk − 1
q1 + pk

∫
Ω

ak(x)|u0|pk+q1 dx

)
. (14)

Случай E(0) 6 0 значительно проще, и результат о разрушении решения получа-
ется из тех же формул теоремы 1, в которых формально нужно положить β = 0.

Итак, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть выполнены указанные в разделе 1 условия для функции
φ(x, s), тогда при выполнении начального условия (14) и условий q2 > q1 , q2+2 > pk0

время T > 0 не может быть сколь угодно большим, а именно найдется такое T0 ,
что выполнено соотношение (4) и имеет место предельное равенство (6), где A2

задано в (5), постоянная α – в (12), постоянная β определяется как

β =

{
E(0) при E(0) > 0,

0 при E(0) 6 0

и E(0) задано формулой (10).

Замечание 1. В точности так же, как и для задачи (1)–(3), можно получить
результат о разрушении решения для следующей начально-краевой задачи:

∂φ(x, u)
∂t

− div(|∇(|u|q1u)|p−2∇(|u|q1u)) = |u|q2u, u|∂Ω = 0, u(x, 0) = u0(x),

где, как и выше, φ(x, u) имеет вид (2), параметры q1, q2 > 0 и Ω ⊂ RN – ограниченная
область с гладкой границей ∂Ω ∈ C2,δ при δ ∈ (0, 1].
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