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Рассматривается начально-краевая задача для модельного обобщенного уравнения Бусси-
неска при учете линейной диссипации и источников свободных электронов. Доказана ее ло­
кальная во времени разрешимость в сильном обобщенном смысле. Получены достаточные 
условия разрушения решения, а также достаточные условия глобальной во времени разреши­
мости. Кроме того, получены двусторонние оценки на время разрушения решения задачи. 
Библ. 4. 

Ключевые слова: нелинейное обобщенное уравнение Буссинеска, условия разрушения реше­
ния, условия разрешимости во времени. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Рассматривается начально-краевая задача для обобщенного уравнения Буссинеска, вывод ко­
торого содержится в [1]. Данная задача описывает возникновение электрического пробоя в кри­
сталлических полупроводниках при учете линейной диссипации источников связанных зарядов и 
источников свободных зарядов. По поводу физической интерпретации задачи см. [2] и [3]. 

2. Л О К А Л Ь Н А Я РАЗРЕШИМОСТЬ В С И Л Ь Н О О Б О Б Щ Е Н Н О М СМЫСЛЕ 
И Р А З Р У Ш Е Н И Е РЕШЕНИЯ З А К О Н Е Ч Н О Е ВРЕМЯ 

Рассмотрим вопрос о достаточных условиях, близких к необходимым, разрушения решения 
первой начально-краевой задачи в ограниченной области для сильно нелинейного обобщенного 
уравнения Буссинеска 

T-(Au-u-\u\qu) + Au + u(u + a)(u-ü) = 0, ос, ß > 0 , (2.1) 
dt 

u\dQ = 0, ф , 0 ) = и 0 (х)еНО(Й), (2.2) 

где Q - ограниченная область в М3 с гладкой границей dQ G С 2 5 , 8 G (0, 1]. 

Определение 1. Сильным обобщенным решением задачи (2.1), (2.2) называется решение из 

класса С ( 1 ) ( [ 0 , 7]; H Q (ß)) , удовлетворяющее условиям 
(^~(Аи - и- \u\qu) + Au + и(и + а) (и - ß), = 0, 

ф , 0 ) = и0(х)е HÔ(Q) 

V v G Hg (Q), \ft G [0, 7], где производная по времени понимается в классическом смысле. 

Справедлива следующая 

^Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 08-01-00376-а), а также президентской програм­
мы поддержки молодых докторов наук МД-1006.2007.1. 
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A 0w = -Au + и : Ho(Q) — H" (Q) 

0_и = -Ди : Ho(Q) — H" (Q) , 

A ^ n ) = \ u \ q u : H o ( Û ) c L ' + 2 ( Û ) - L ( ? + 2 ) % + 1 ) ( Q ) c H _ 1 ( Q ) , 

Fm(n) = ит : l w + 1 ( ß ) L ( w + 0 / m ( ß ) , m = ГЗ. 
Изучим свойства операторов Fm(w): 

| | F 3 ( w 1 ) - F 3 ( W 2 ) | | _ 1 ^ C | | F 3 ( W l ) - F3(w2)||4/3 ^ ц 3 ( ^ ) | | " 1 ~"2lU' 

p 3 ( t f ) = С/? 2, Я = т а х { | | М 1 | | 4 , | | и 2 | | 4 } . 

Поэтому 

| | Р з ( ^ 1 ) - Р з ( ^ 2 ) | | - 1 ^\L3(R)\\u{-u2\\+l9 R = m a x { | | i i j + p | | w 2 | | + 1 } . 

Аналогичным образом устанавливается, что 

| | F 2 ( W 1 ) - F 2 ( W 2 ) | | - 1 ^ M-2(̂ )||Wl ~ W 2 | | + 1 , | | F l ( W i ) - Fl(«2)|-1 ^ C||W1_W2||+] 

где/г = тах{||м 1 | | + 1, ||M2||+I}-
Рассмотрим теперь оператор A = A 0 + A ] : 

( A ( M J ) - А ( и 2 ) , ux - u2) = - u2\\? + У V wt - V w2|| J + 

+ Jtix(|M1|̂ M1 - |W2|̂M2)(WI ~ ul) ^ | | W 1 ~ W2||+l • 

Существует липшиц-непрерывный обратный оператор A S H \0) —+> Н 0 (ß) с постоянной Лип­

шица, равной 1. Аналогичным образом устанавливается, что для оператора L : Но (О) — H \ й ) 

существует липшиц-непрерывный обратный с постоянной Липшица, равной 1. 

Сделаем замену функций w = А ( v), тогда в сильном обобщенном смысле с учетом свойств вхо­
дящих в уравнение операторов в классе w e С ( 1 ) ([0, T]; H получим 

^ = - L A _ 1 ( w ) + F 3 (A" 1 (w) ) + ( a - ß ) F 2 ( A _ 1 ( v v ' ) ) - o c ß A _ 1 ( v v ) . 

В классе w е С ( 1 ) ([0, 7]; H получим интегральное уравнение 
t 

w = w0 + jds[-LA~\w) + F 3 ( A _ 1 ( w ) ) + ( a - ß ) F 2 ( A _ 1 ( w ) ) - aßA~V)] = 
0 

Рассмотрим теперь банахово пространство 

Г ( 0 , Г; H _ 1 ( Q ) ) 
и его замкнутое выпуклое и ограниченное подмножество 

Uu = \we L°°(0, Г; H _ 1 (ß)) : |||vv||| = ess.supIMI-i ^ R \-

Теорема 1. Для любого щ е Но (Q) при условии q е (0, 4] найдется такое 0 < что суще­

ствует единственное сильное обобщенное решение задачи (2.1), (2.2) из С ( 1 \ [ 0 , Г 0); H Q (ß) ) , при­

чем либо То = /шбо Г 0 < +°°, w в последнем случае имеем 

lim supH V«|| 2 = + о о . (2.3) 
ttT0 

Доказательство. Рассмотрим следующие операторы: 
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Д о к а ж е м , что оператор H(vv) действует из B R в и является с ж и м а ю щ и м на Ши. Действительно, 

(w)IN||vvo||.,+Cr{|||vv|I + | | | H | | 2

+ | | | H ' | | | 3 } ^ ? + ? = R 

при условии 

ä т - 1 1 

2 2C\+R + R 

Д о к а ж е м теперь сжимаемость оператора H(w) на Е>ш. Действительно, 

|||H(wO-H(vv2)||| ^ CT(l+R + R2)\\\wx-w2\l 

R - тах{|||и'' 1 | | | , |||w2||| }, 
причем при 

т ^ 1 1 

2 С 1 + /? + / ? 2 

имеем 

| | H ( W l ) - H (H - 2 ) | | ^ l | | | W l - W 2 | | | . 

Значит, оператор H(w) сжимающий на Ши. Стало быть, существует единственное решение ин­
тегрального уравнения класса L°°(0, Т\ H l(£ï)). Используя стандартный алгоритм продолжения 
решения интегральных уравнений с переменным верхним пределом во времени, получаем, что 
и e И°°(0, Г 0; Н \Х2)), причем либо Г 0 = + ° о , либо Т0 < и в последнем случае имеет место пре­
дельное равенство 

lim sup H w|| _! = + o o . 

, î r 0 

Используя сглаживающие по времени свойства оператора H(w), приходим к соотношениям 

H(w) : 1 ° ° ( 0 , Г; U~](Q)) — АС([0, Г ] ; H _ 1 ( ß ) ) , 

H(w) : АС([0, Г] ; H _ 1 (Q)) — С П ) ( [0 , Г] ; H _ 1 (Q)) 

VT G (0, Г 0). Так что приходим к следующему нелинейному уравнению с известной правой ча­
стью: 

A(v) = we C ( l ) ( [0 , Г ] ; H _ 1 (Q)) , A(v) = - A v + v + |v |V 

В силу установленных ранее свойств операторов А0 и Aj(v) имеем v= A l(w) и, кроме того, спра­
ведливо неравенство 

N0-v(f 0 ) | | + 1 = |А" (w)(0-A" (w)(r 0)| + I ^ HO-wCfo)!.! —+о, 
как только г — г 0 . Значит, v(t) е С ( [ 0 , 7]; H Q (Q)) для любого Те (0, Т0) и, кроме того, имеет 
место предельное равенство (2.3). 

Рассмотрим производную Фреше оператора A^v) = |v|^v: 

AlfV(v)A - (q+\)W\qh. 

Теперь изучим свойства оператора 

A U ( v ) : ä(L" + 2 ( Q ) ; L(" + 2 ) / ( ( , + , , (Q) )c i£(H (

l

) (Q) ; H~'(Q)) 



+0 

+0 

IIVAIU = 1 

((7+1) sup Jrfjf||v^~|vw| 
i (q + 2)1 q 

jdx\h\q + 2 !/(<? +2) 
*<ll\v\q-\vJlX + 2 V q 

41 

+0 

при v n —- v сильно в IL "(Q). 
Рассмотрим сначала производную Фреше оператора А: 

A'V(V) = AO+A;,V(V). 
В силу условий теоремы имеем 

<A ' v(v)v, - A ' v(v)v 2 , v , - v 2> & ||v, - v2||+

2, 
для любых v, v b v 2 G Hy (Q). Значит, при любом фиксированном ve Н 0 ( ß ) существует липшиц-

непрерывный обратный оператор [A' v ] 1 e â?(H * ( Q ) ; HQ(Q)). 

Теперь рассмотрим следующее уравнение: 

Aov + A^v) = w(x,t)e С ( П ( [ 0 , Г 0 ) ; Ho(Q)) . 
Для дальнейшего изложения нам потребуется доказать, что оператор 

С = D + В, В = A 0

1 A' 1 ? v ( v ) 

имеет ограниченный обратный, A t v ( v ) — производная Фреше на фиксированном элементе v G 

G С([0, Г 0); Но (Д)) оператора Aj. Действительно, рассмотрим уравнение 

[0 + 1 0. 
Докажем, что это уравнение имеет только тривиальное решение. С этой целью подействуем 
оператором А 0 на обе части этого уравнения, тогда получим 

А > = A0W + A1ÏV(V)H« = 0 V v e H o ( Q ) . 

Но мы ранее доказали, что для оператора A v определен липшиц-непрерывный обратный 
[A v ] 1 : H l(Q) — - H o ( ß ) . Теперь подействуем этим оператором на обе части последнего ра­
венства. Все операции были эквивалентными, и поэтому приходим к выводу, что w = 0. 

В классе v e C U ) ( [0 , Т{)\; Ho(Q)) уравнение 

A ( v ) - w 

эквивалентно следующей задаче: 

[А 0 + A l V(V)]V' - VV'G С ( [ 0 , Г 0 ) ; H o ( Q ) ) , v = A_ 1(vv). 

при фиксированном v e Lq + 2(Q). Заметим, что каратеодориева функция \z\q порождает оператор 
Немыцкого, действующий из Lq + *(Q) в L(q + 2)/q(Q). Значит, в силу свойств операторов Немыцкого 
(см. [3]), получим, что как только zn —+> z сильно в Lq + *(Çï\ то \zn\q —- \z\q сильно в L(q + 2)/q(Çï), т.е. 

jdx\\z,(xf-Ш\Т + 2)« 
а 

при п — - + ° о . С учетом этого докажем, что 

«A;,.(V)-A;,V(V„)«H,_>H_, 
при v n —- v сильно в D_̂  + 2 (Q). Действительно, 

Kv (v ) -Ai , v (v j | H .^ H - i = sup |A ,

l f V(v)A-Ai f V(v , l)/i | . 
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Подействуем оператором A Q 1 на последнее уравнение, тогда получим 

Введем оператор 

С = D + B : HÔ(Q) — Ho(ß) , 
для которого, как мы уже доказали, существует линейный ограниченный обратный. Поэтому 
получим 

v' = C T ' A O V . 
Нам осталось доказать, что v ' = С Aô w' е С ( [ 0 , Г 0); Н 0 (Q)) при фиксированном и е С([0, Г 0); 

Но (ß)) . Действительно, справедлива следующая цепочка неравенств: 

1 И 0 ~ v'(fo)||o ^ |C"V,,)Ao'[vv40-vv4fo)j|o + |((C"Vo)-C4(0)Ao1vv'(fo)Io ^ 

< c||w-(r) - w(f0)||o* + сЦс-1
 M - c"4olL-_ 

Отметим, что линейный при фиксированном ve С([0, Г 0); H ( )(ß)) оператор С является непре-

рывным, а значит, в силу теоремы Банаха об обратном отображении, оператор (L является ли­
нейным непрерывным и, следовательно, в силу линейности, ограниченным. Стало быть, мы мо­
жем воспользоваться спектральным представлением для линейного ограниченного оператора 

С"1 : H Ô ( Q ) — H ( l (ß) . 

Прежде всего введем резольвенту оператора С : 

ЩХ,С) = ( М - С ) ~ \ 
Пусть Г - окружность \к\ = г с достаточно большим радиусом, большим, чем 

sup | С | Н 1 ^ Н 1 . 
t e U 0 - £ , f ( ) + e] 

Введенная величина определена корректно, поскольку при te [t0- £, t0 + г] a [О, Т0) имеет место 
неравенство 

sup < + ° о . 

t G [ / 0 -е , t0 + e\ 

Теперь мы можем воспользоваться спектральным представлением для операторов (L (О, 

С (t0) с одним и тем же введенным ранее контуром Г: 

C\t) = ^-idXX"lU(XX(t))^ C'\t0) = ^-ïdXX~lU(XX(t0)). 
2KIJ 2KIJ 

г г 
Очевидно, верно равенство 

C'\t)-C'\t0) = ^dXX-l[Ua,C(t))-U(X,C(t()))]-
г 

Теперь воспользуемся известным представлением для резольвент операторов: 
+ оо 

Ud, С ( 0 ) - ЩХ, С(/ 0 )) = ЩЬ, C(r0)) £ [ ( С ( 0 - t(t0))U(X, C(t0))]" 
n = 1 

при условии 

1|с(*„)-С(о| н. HJ|Ra ,C(f 0))| |H . н . ^ 5 < i . 



+0, 

|R (X ,C(0 ) - IR(^C( fo ) ) | 

||c(o~ l-C(r0riL. „ +0 

(2.4) 

при f — - £0. Значит, и e C ( 1 ) ([0, Г 0); Ho (ß)) . Теорема доказана. 
Введем функционал, имеющий смысл энергии: 

^ / ч 1 и w и 2 1 и и 2 О + 1 M 114 + 2 Ф(0 = ^ VW 2 + - И 2 + 2 — M J + 2 . 
2 2 g + 2 4 

Перейдем к доказательству основного результата данного раздела. 
Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда справедливы следующие утвер 

ждения: 
1) если g > 2, то Т0 = + ° о и выполнено неравенство 

Ф(0 ф й - 2 ) / ( , + 2, ^ • 

9 + 2 

(</+2)/(<?-2) 

2) если g = 2, mo Г 0 = +°° и выполнено неравенство 
ф(0 =s Ф 0 е х р ( О ? ) ; 

3) если 0 < ̂  < 2 м выполнены условия 

1,1 1.4. 1 
4 

MO|4>2IIVMOII2 + о II"0 
2 ß l 2 

( Ф , ( 0 ) ) 2 > - ^ Ф ( ; + 
2у : Ф , Q 

1 +(4-</)/2 
а, - 1 0 2 а , - 3 + 4/2 0 

т о Tg е [Г,, Г 2] и выполнено предельное равенство (2.3), 

Тх = В 3 Ф 0 , Т2 = Ф 0 'л \ 

Л ' = (а!-1)'ФО" 

(2-qY 

(Ф'(О)У ß, 
а , - 1 2 а , - 3 + ^/2 Ф ( 

I +(4-д)/2 О 
q + 2 32 

„ 40(1+a 2 ß 2 ) 2 0 ß 2 

( 2 - 9 ) ' (2-<?Г 

2D4-,/0(4-?)/2 l a -ß i^r 2 
2 ( f y + l ) 

Справедливо следующее неравенство: 
+ оо 

\\ua,c(t)) - иа, С ( / 0 ) ) | н , ^ н . ^ ||кахи0))|„(;^Х \\щъ С ( / о ) С ^ „ ( ; 1 | с ( о - С ( / 0 £ . _ , н , . 
п = 1 

Теперь заметим, что 

С(о-С(г0) - ÄO1[Ä;,,(«(0)-A,I,M(«(̂ O))]-
В силу непрерывности производных Фреше А ; м по и е Но (ß) и того факта, что и е С([0, Г 0); 

Но (ß)) , имеем 

| |C(0-C(r 0 ) | |v 0 ^v 0 ^ | |Ä ,

l i I I(ii(0)-A ,

l i l l(ii(fo) 



ф 0 = ф ( 0 ) , Ф'(0) = ||iio||4-||Viio||2

2 + ( a - ß ) J ^ i i o - a ß | | M o | | 2

2 , 
а 

В} - наилучшая постоянная вложения H Q ( Q ) с Q_4 * ( Q ) при условии q е (О, 2), ß 4 - наилучшая 

постоянная вложения H Q ( Q ) С D _ 4 ( Q ) , ß 5 - наилучшая постоянная вложения V 2 ( Q ) cz L ( Q ) 

при q ^ 2. 
Доказательство. Введем обозначение 

J = \\Wu\\l + \\u\\l + (q + l)jdx\u'\2\u\' (2.5) 

Нетрудно убедиться, что имеет место следующее неравенство: 

( Ф Ч 0 ) 2 ^ ( ? + 2)УФ (0 . (2-6) 
Умножением обеих частей уравнения (2Л) на и относительно скобок двойственности (•, •) между 

гильбертовыми пространствами H о ( Q ) и H \о) после интегрирования по частям получим пер­
вое энергетическое равенство 

(1Ф 
dt 

= \\и\\4

4 - \\Vu\\l + (ос - $)jdxu - ocß|M|2

2. (2.7) 

Теперь умножением обеих частей уравнения (2.1) на и относительно скобок двойственности (•, •) 

между гильбертовыми пространствами H Q ( Q ) И H l(Q) после интегрирования по частям полу­
чим второе энергетическое равенство 

j = _ i 4 n v M i u 2

+ i 4 w i ; +

a " M f - - 3 a M i 

'2dt1, 4dt" 3 dt r , 3 О ф a и M 2 
(2.8) 

Из (2.8) получим 

1 J 2 1 
i = - ~ - r V M I U + -

4dt ||м||4 + ( а - р ) р х м 3 - а р | | м | | 2

2 + J t \ d x u i ~ ^Jt^2' ( 2 ' 9 ) 

Справедливы следующие вспомогательные оценки: 

ocßd,, „2I 
Т л | | и М 

o c - ß J 
12 Л 

4" 11 - 4е м 1 1 2 4 2e 
2 Q 2 2 Q 2 

e и .n 2 oc ß n и 2 _ г T a В ж 

4 | И 2 + ^ Г М ^ 4 У + ^ Г Ф ' 
, 1 / 2 / 

!«^Ijdx|«1 |u | 2 *S Jdx |« ' | 2 | « | ' \\dx\u\4-

a - ß r г , . . , . . , 4 - ^ e , . | a - ß r ß r * 2 ( -
8£(9+ 1) 

л 1/2 

Л-q 
<\ 

) 
q)ll 

ф ( 4 - , ) / 2 

il il 
qe ( 0 ,2 ) . 

Отсюда и из (2.9) с учетом (2.7), (2.8) вытекает следующее неравенство: 
, 4 - ^ ( 4 - 4 ) 7 2 

1 - - e ./ ^ - Ф + — - — ^ Ф + — — 
4 28 8е(<?+1) 

-Ф (4-<?)/2 (2.10) 

file:////dx/u/4-


ФФ" - а{(Ф'У + ß ^ + уФ 
1 +(4-</)/2 где 

q + 2 
1 5 " 1 - тЛ 

е 

0, 

| g - ß | 2 Z ? ; ^ 2 < 4 - " ) / 2 

2{д+\)г 

(2.11) 

Потребуем, чтобы а, > 1, тогда £ е (0, (4 - 2q)/5), q e (0, 2). 
Введем новую функцию 

1 - а . 

Тогда из (2.11), (2.12) получим 

1 
1 - а 

Z(t) = Ф 

•z" + ß1z + Y z I ( 4 - , ) / 2 - a , , ' ( , - e , ) *o . 

(2.12) 

(2.13) 

Потребуем теперь, чтобы выполнялось условие 

{А-д)12-щ 
1 - а . > - 1 , 

тогда получим, что 8 G (0, ( 2 - g) 2/10), 0 < q < 2 . Отметим, что ( 2 - q)2/l0 < (4 - 2q)/5 при (7 G (0, 2 ) . 
Пусть выполнено условие 

1,1 „4 1 aß, , „2 a - ß jdxu3. 
4llwo||4>2llVwo||2 + ^f Kl 

Тогда из (2.7), (2.8) вытекает неравенство 

ФЧО^О, Г € [ 0 , Г 0 ) . 
Действительно, из (2.8) имеем 

1„ „ 4 1 1 | Г 7 „2 a ß „ „2 a - ß r 3 , 
ÎIVMIU > 3IIVWII2 + - у I N 2 - -y^J « ^ 

Q 

II Villi* > | | | V11II4 > ||Vw||2

2 + aßM| 2

2 - (a - ß) judx. 
Q 

Z' = (1 - а ^ Ф ^ Ф ' ^ 0, te [0, Г 0 ) . 

Умножим обе части (2.13) на Z', в результате последующего интегрирования получим неравен­
ство 

2 Л 2 2(ai - 1 )Y 1+Y, 2 
( Z ) ^ (ax-\)$xZ + V . 7 / Z + Л , 

Стало быть, 

Л 2 = (оц-п 'Фо" 2 " 1 

Yi = 

(Ф'(О)Г 

1 + y , 

( 4 - g ) / 2 - a , 
1 - a , ' 

(2.14) 

2 Y ф 1 + ( 4 - ? ) / 2 " >0, 
с ц - 1 0 2ax-3 + q/2 0 

причем в силу условия 8 G (0, ( 2 - g) 2/10, (7 G (0, 2 ) , имеем 1 + у, > 0. Из ( 2 . 14 ) приходим к выводу, 
что имеет место неравенство 

Z ^ Z0-At9 

из которого вытекает, что Т0 ^ Г2 = А Ф 0 

Из (2.4)-(2.6) и (2.10) получим обыкновенное дифференциальное неравенство второго порядка 



В силу произвольности 8 G (0, (2 - q)2/l0 получим оптимальные условия на начальную функ­
цию. Тогда, используя те же рассуждения, что и ранее, получим 

е = т Г ' « е ( 0 ' 2 ) -
Выведем теперь оценку снизу на время разрушения решения задачи. Справедливы неравен­

ства, вытекающие из первого энергетического равенства (2.7): 

Ф' + оф||и||2 ^ \\u\\t + | a - ß | J j x | w | 3 ^ Ml! + ^ M l 2 + | Q ^ a ß I H t 
Q 

Из (2.15) получим 

Ф' ^ Я 3 Ф \ В3 = (\+ Wt Ф - , 
3 3 V 2 a ß J 4 - 1 

|g-ßr (2.15) 

1 

Ф 0 - f i 3 f 

Значит, r t = Въ Ф 0 , Г0 ^ Тх. 
Стало быть, утверждение 3) теоремы доказано. 
Докажем теперь утверждения 1) и 2). Действительно, из первого энергетического равенства 

(2.7) получим 
1/2/ All 

Ф' + ocßlHI? ^ \u\\t + |ос- ß | | jx |w| 3 ^ \\ы\\\ + |<х- ß| J<£v|w|2 jdxu4 

a MI ' 

^ Il I I 4 о 1 II I I 2 |« — ßl^i, 1,4 

^ ||M||4 + a ß - | H | 2 + ^ ^ - N | 4 . 

Из (2 .16) при условии q ^ 2 приходим к следующему неравенству: 

(2.16) 

Ф' ^ ОФ D = 1 + 
|oc-ß| - ß r y g + 2 \ 

a ß J U + U 

9 ч 4/(̂  + 2) 4 

в: q + V V 2 a ß 

где B5 - наилучшая постоянная вложения Lq + 2(ü) e L 4(Q). Отсюда вытекают оставшиеся утвер­
ждения теоремы. 
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