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Рассматривается начально-краевая задача для модельного уравнения, описывающего волны 
в кристаллических полупроводниках при учете сильной пространственной дисперсии, линей
ной диссипации и источников свободных зарядов. Для данной задачи доказана локальная во 
времени разрешимость в слабом обобщенном смысле. Получены достаточные условия раз
рушения решения, а также достаточные условия глобальной во времени разрешимости. Кро
ме того, получены двусторонние оценки на время разрушения решения задачи. Библ. 4. 

Ключевые слова: нелинейные диссипативные уравнения типа Соболева, волны в кристалли
ческих полупроводниках, условия локальной разрешимости задачи, достаточные условия 
разрушения решения. 

1. ВВЕДЕНИЕ 
Целью настоящего раздела является получение достаточных условий разрушения решения 

следующей начально-краевой задачи для сильно нелинейного волнового диссипативного уравне
ния псевдопараболического типа: 

Щ ^ Э л Д Э х , - dxj 
з 

- U + U Y + U U Y +и — 0, (1.1) 

и ( * , 0 | э о = 0, fSsO, (1.2) 

и(х, 0) = и0(х), хе Q, (1.3) 

гдер > 2, (x, t) G Q = Q. x (0, T),x = (*„ x2, ...,xN) e Q с IR*. 

2. Л О К А Л Ь Н А Я О Д Н О З Н А Ч Н А Я РАЗРЕШИМОСТЬ 
В СЛАБОМ О Б О Б Щ Е Н Н О М СМЫСЛЕ З А Д А Ч И 

Пусть дО. е С' 2 ' 8 ) - граница ограниченной области Q, ô е (0, 1] и натуральное число s 3= 2 та
ково, что (s - 1 )/N ^ 1/2 - 1/р. Рассмотрим следующую задачу на собственные функции и соб
ственные значения: 

(-l)sAs

Wk-Xkwk = 0, ^ 
дх-

= 0, п = 1 , 5 - 1 . (2.1) 

да 

В силу определения s справедлива следующая цепочка вложений: 

Но(Й) с W d , p ( ß ) с IHO(ß) с L 2 (Q) , р > 2. 

^Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 08-01-00376-а), а также президентской програм
мы поддержки молодых докторов наук МД-1006.2007.1. 
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Поскольку собственные функции задачи (2.1) образуют "галеркинский" базис в Н 0 (Q), то, в 
силу указанных включений, собственные функции задачи (2.1) образуют галеркинский базис в 

WÔ-"(Q). 
Определение 1. Слабым обобщенным решением задачи (1.1)-(1.3) назовем решение следую

щей задачи: 

г Г d з 
J<ir(p(0 - ( ( A w , w ) 0 + (Apu, w)) + (u , w ) - ( w , w) + (uX{, w ) 0 + (uuXi,w)0 

= 0 , 

w ( 0 ) = u0 G Wo P ( Q ) V<p(f) e Г ( 0 , Г), Vw G W Q P ( Q ) , 

где символом (•, -) 0 обозначена скобка двойственности между гильбертовыми пространствами 

Но (О) и H через (•, •) - скобка двойственности между банаховыми пространствами W Ö
 р (Q) 

и W 1 P(Q). Наконец, символом (•, •) обозначено скалярное произведение в 0_2(й). 
Решение данной задачи будем искать в следующем классе функций: 

и G 1 ° ° (0 , Г; Wo ' P (Q)) , и е 1 2 ( 0 , Г; H o ( Q ) ) , 

Ари G 1 ° ° ( 0 , Г; W " 1 , / 7 ' ( û ) ) , 

Aw + Ари G Н ' ( 0 , Г; W " 1 , P , ( Q ) ) n C ! , L ) ( [0 , Г ] ; W ~ 1 , P ' ( Q ) ) . 

В рассматриваемом классе гладкости наша задача эквивалентна следующей задаче: 
т 

d jdt<p(t)( ^(^и + Ари) - и + wXj + иих^ + w3, w\ = 0 

Vq>(0 G 1 2 ( 0 , Г) , Vw G Wo ' ^ Q ) , 

которая, в свою очередь, эквивалентна следующей задаче: 
т 

W G L 2 ( 0 , Г; Wo , / ? (ß ) ) . 

Замечание 1. В качестве w e W Q ' ^ ( О ) можно взять элементы vv; e H j = 1, +°° , поскольку их линейные ком

бинации плотны в 

Справедлива 

Теорема 1. Пусть и0(х) G WQ' Р (£2) . Тогда если N ^ р либо если N > р при p ^ 4N/(N + 4 ) , mo 
найдется такое Т0 - Т0(и0, g, р) > 0 и существует единственная функция и(х, t) : ( 0 , Г0) x Q — • IR 
такая, что для любого T G ( 0 , Г 0) имеют место включения 

и G L ° ° ( 0 , Г; W o , p ( Q ) ) , и* G L 2 ( 0 , Г; H o ( Q ) ) , 

Э 
Эг1 

dw 
дх 

(р-2)12ди 3w 

Эи 
Эл- Эх, 

j e Г ( 0 , Г; 0 / ( Q ) ) 

( Р - 2 ) 1 2 du - 2 f e L ( 0 , 7 ; L ( Q ) ) , 
Эл\ 

Эм 
Эх 

!"2àj£e Г ( 0 , Г ; l / ( Q ) ) , 
dA", 

Au + Apue Н 1 ( 0 , Г ; W " 1 ' / y ( Q ) ) n C l 1 ) ( [ 0 , r ] ; W" 1 , / ? ' (Q)) , = 



и, кроме того, и(0) = и0 почти всюду в й , причем 

^(Au + Apu)-u + uXi + uuX] + u = 0 в l z ( 0 , Г; W~l,p'(Q)) 

j = 1 ; 

р-гди 

Замечание 2. Поскольку, в условиях теоремы 1, м G L (О, T; W0

r(Q)), и' e I (О, Т; H 0 ( ü ) ) , то, в 

силу результата работы [2], u(t) : [0, 7] — - HQ (ß ) - сильно непрерывная функция. 

Доказательство. Для доказательства локальной разрешимости воспользуемся методом Га-
леркина в сочетании с методами монотонности и компактности (см. [2]). 

Будем искать приближенное решение нашей задачи (1.1)—(1.3) в виде 
т 
С Г d з 
]dtq>(t) -{{Aum, w)0+(Apum, w)) + (um, w)-(um, w) + {umX[, w)0+ {umumXi, w)0 

= 0 
(2.2) 

V<p( f ) e IL ( 0 , 7 ) , j = l , m , 

m 

"m = YaCmk{t)wk, 
k = 1 

m 

"0m = " m ( ° ) = ^ C m k ( 0 ) \ V k • M o С И Л Ь Н О В W Q ^ Q ) . 

(2.3) 

к = 1 

Как и ранее в классе cmk(t) е С [0, Г т 0 ) , из задачи (2.2) вытекает поточечное равенство 

У = 1, m . Из (2.4) сразу же получаем 

m N 

jfc = п = 1 
m /V 

^ = 1 1 = i * = i 1 

Эх, 

р-2- dwk d\Vj\ , 

Эх/ Эх,Г т * + 

Теперь в качестве галеркинского базиса в Но (ß) и в Wo' Р ( ß ) выберем собственные функции за
дачи (2.1). Введем обозначение 

Эх,-

p-2ldwt Э 

Эх/ bxj 

Справедливо следующее неравенство: 

X = | |У Л | | 2

2 + ( р - 1 ) Х 
i = i 

ди„ 
дх, 

/с = 1 к = 1 
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Норма И Vrilla обращается в нуль в классе Но (£2) тогда и только тогда, когда 

Л = = о. 
к = 1 

Поскольку {wk}l°l { - галеркинский базис в WQP(Q), ТО 

* = i 

тогда и только тогда, когда {^к}к=1 ~ 0, поэтому в силу критерия Сильвестра получаем 

det{akj}k

,m

= i i > 0- Общие результаты о нелинейных системах обыкновенных дифференциаль

ных уравнений гарантируют существование решения задачи (2.4) на некотором интервале [0, tm], 
tm > 0, в смысле скт G С ( 1 [0 , tm]. В дальнейшем получим априорные оценки, из которых следует 

tm - Г, где Г не зависит от т. Значит, скт е С 0 ) [0 , 7], ит G С 0 ) ( [0 , 7]; W$P (Q)). 

Займемся выводом априорных оценок. 

Умножим обе части равенства (2.4) на cmj и просуммируем по у = 1, m, тогда получим 

1 d М Г 7 и 2 p-l d 

= i 

Эми 

Эх + IKÜ2 = FmIU- (2.5) 

Отметим, что нормы 

s 
\i = l 

Эх, 
* = 1 

Эх, 

эквивалентны на пространстве v G W 0 ' P ( Q ) . Поэтому сразу же будем рассматривать банахово 

пространство Wo р (ß ) с нормой 

( N 

i 
Vi= 1 

3 v 
Эх, 

Из (2.5) следует, что 

1 
2 м р 

i = i i = i 
Эх, + 

Р о 
J^I|MJ4(J). (2.6) 

В силу условий, сформулированных в доказываемой теореме относительно p, N, и теорем вло

жения Соболева выполнено вложение W 0 ' (Q) с I (Q). Теперь имеем 

гт\\А 

p \ 

I 
V< = 1 

и I 
V< = 1 

Эх, 
p ) 

о IIV "mil 2 + 
/ 7 - 1 Эи„ 

Э; X; 

Эм( О т 

Эх, /> 0 ^ " = 1 
Эхг 

( 5 ) . 

/>7 
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Итак, имеем 

КОРПУСОВ, СВЕШНИКОВ 

Em(t) « £ 0 m + B2jdsEl(s), а = -р, В2 = Вч

х

 +2^-B-JP, 

(2.7) 

Em(t)^\\\yUm\\l + P^-
i = 1 

Эх, 
> Е()т = Ет{0). 

С использованием леммы Гронуолла-Беллмана и Бихари из (2.7) получим 

Em(t) ^ [El

0m

a + (\-a)B2t)]l,(l °° при 0 < а < 1 , 

Em{t) ^ E0me\p{B2t} при а = 1, 

Em(t)^E0Jl-(a-l)B2E(^m

l)t]'m~a) при а > 1 . 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

Умножим теперь уравнение (2.4) на cmj и просуммируем n o j = 1, га , тогда после интегрирования 
по времени s е [0, t] получим 

IIV7 • II2/ ч 4 ( Р - П 

«= in 

(р-

дх, дх,)) 

(2.11) 

\ \ и т \ 1 + J l K m l l î + + ^ « т j 
1 2^Эм^ 1 4 1 2 

Справедливы вспомогательные оценки 

f , дит £|1гт . II2 . 1 
2 

V " m | | 2 + 2i!|"mj |2' 

" Э х , 
£11Т7 • II2 1 II II4 

9 l l V " j 2 + 2 ^ | K | | 4 > 

\К\\г ^ Вг\К1 ^ X 1 
\ i = \ 

дит 1 
\ i = \ 

Эх, 

Л/р 

В силу условий доказываемой теоремы относительно параметров /?, N и в силу теорем вложения 
Соболева, из (2.11) получим 

jds 
о 

38 
м ! ( 1 ) + ^ 1 ) £ Ц » ( 

+ J^[|ll"m||4 + ^ l l M m | | 2 2 

Эм„ 
(р-2)/2Э_м_„Л\2' 

Эх, 
V 

/ N 

\ i = l 
Эх, 

л 4 / / ? 

Р/ 
(2.12) 

+ - | | W o j 2 , Е Е (0 ,4/3) . 

В силу (2.3), и0т —- и0 сильно в Wo' Р ( ß ) и справедливо неравенство Е0т ^ А, где А не зависит от 
т . Отсюда и согласно (2.8)-(2.10) приходим к выводу, что найдется такое Т0 > 0 и справедливо 
неравенство Em(t) ^ С, г G [0, 7] VT G (0, Г 0), где С не зависит ни от га, ни от /. 



dt 
Ч а Ы ^ т\ о г р а н и ч е н о в L - ( 0 Г ; L 2 ( Q ) ) А дХ; О Xi) 

um ограничено в L (О, Г; L 4 3 ( Q ) ) . 

Наконец, понятно, что 

ди (р-2)/2^ 
^ ограничено в 1°°(0, Г; L (Q)) . (2.14) 
ÖX; 

дх 

В силу (2.13), (2.14), tm - Г, где Г не зависит от те N. Значит 

и« = ^ckm(t)wke Cil\[0,T];Wl

0

P(Q)). 
к = 1 

Из включений (2.13), (2.14) и результатов работы [2] приходим к выводу, что из последовательности 
ит можно выделить такую подпоследовательность (которую снова обозначим через и т), что 

и т ^ и *-слабо в l~(0 , T; WÔ'P(Q)), 

-слабое Г ( 0 Д ; Ш Ч ? , ( О ) ) , ( 2 Л 5 ) 

-слабо в L°°(0, Г; L 4 / 3(Q)), 

*-слабов L°°(0, T; D/(Q)). 

Здесь следует заметить, что из первого соотношения (2.15) вытекает, что 

и'т и' в 2)'(0, T; W j ' ^ Q ) ) , 

2 1 
поэтому в силу слабой сходимости в L (О, Г; H о (Q)) имеем 

UM — ^ Г|. 

Стало быть, приходим к выводу, что r\(t) = u\t) для почти всех t е (О, Т). Отсюда имеем um —^ и 
слабо в H^ ß ) , Q - (О, T) x Q и в силу компактного вложения H^Q) с Q_2(<2) приходим к выводу, 
что ит —• и сильно в L (Q) и, значит, почти всюду. Тогда в силу леммы 1.3 из [2] получим, что 
ыт —^ и3 *-слабо в L°°(0, Г; В_4/3(П)). Таким образом, w - и3. Из (2.13), (2.14) следует, что 

ит --± и 

Аит — ̂  Au 

^ X 
3 

ит — ̂  w 
du 

дх] дх. 

ди„ 
дх 

°jfe H'(0,7;L 2(Q)), ите H'(0,r;lHÔ(Q)). 

Имея в виду, что предел последовательности -Арит — L % *-слабо в L°°(0, Г; W<J ' Р (Ü)), дока
жем, что 

X = -Д„и. (2.16) 

Таким образом, из (2.8)-(2.12) следует, что найдется такое Т0 = Т0(и0, q,p), что для любого Те 
е (О, Г 0) выполнены следующие включения: 

ит ограничено в L (О, Г ; W Q ' P ( Q ) ) , 

2 1 
iim ограничено в L (О, Г; H 0 ( Q ) ) , 

(р-2)ПдиЛ П 2 П 2 ^ ( 2 - 1 3 ) 



jds(um-u\wj) +0 

при m — + ° о для всех t е (0, 7). В силу условия W Q ' р (Q) с D_4(Q) получим, что правая часть по
следнего неравенства стремится к нулю при m —• +°°. 

Поскольку и0т —• и0 сильно в WQP(Q) С HO(Q), ТО имеем (Аи0т, Wj) — - (Аи0, Wj), 

(Apu0mJ Wj) — - (Ари0, Wj)J = 1, m . 

Значит, переходя к пределу при m — + о о в равенстве (2.17), получаем 

t t 

= Аи0 + Ари0 + ̂ dsu -^ds(uXi + uuXi) -^dsu3(s). 
0 0 о 

Введем обозначение A(v) = - A v . Из (2.17) следует равенство 

(2.18) 

<А(и т), ит) = (Аит, uj+l^jdsu3

m(s), um(tYj + 

jds(um - итХ{ - umumXi)(s), um(t)j - (Au0m + Apu0m9 um) = 

= - | l V w m | | 2 +l^jdsu3

m(s), um(t)j - (Au0m + Apu0m9 um) + 

(s)), um{t)\. 

(2.19) 

В силу того что ит —^ и слабо в WQ р (О.) с HQ (Ü), при почти всех te (0, Т) имеем 

l iminf| |V»J 2

2 (0 s s ||VM | | 2

2(0-

Возьмем в (2.2) функцию ф ( 0 = 1, тогда получим 

/' \ /' \ Г 9(Мт + ^М«) 
(Аит + Д р и т , Wj) +ljdsul(s), Wj\-ndsum(s), w\ +Uds , w J = ( Д и 0 т + A ^ 0 m , wy>.(2.17) 

Поскольку Awm —^ Au *-слабо в L°°(0, Г; H ТО (Aum, W y ) —^ (AM, Wy) *-слабо в L°°(0, 7) , j = 1, m. 

Кроме того, -A p w m —^ % *-слабо в L°°(0, 7; W hp(Q)), p - p/(p - 1), поэтому -{Apum, w ; ) —^ (%, w ; ) 

*-слабо в u_°°(0, 7), y = 1, m. Наконец, 

J<7s(w3, vvy) = ^ds(u3

m-u',Wj) + ^ds(u3,Wj), j - \,m. 
о о о 

С другой стороны, um , и3 G L°°(0, Г; Q_4 / 3(Q)). И, кроме того, w3 — L и3 *-слабо в L°°(0, Г; Q_4 /3(Q)), 
поэтому в силу теоремы Лебега получим 



о \ 0 0 \ o о \ 0 

Выше было доказано, что последовательность {ит} сходится слабо в Н ( 0 , поэтому некоторая 
4 

подпоследовательность последовательности [ит \ сходится сильно в L ( 0 . Кроме того, последо
вательность ограничена в L°°(0, T; L4(Q)). Тогда справедливо следующее неравенство: 

jdtl jdsum{s), um(t)-u(t)\ 

о \ о 

+0 при m — * • + 0 0 . 

Действительно, имеем 

\(ul(s\um(t)-u(t))\ ̂  \jdx\um(s)\4\ \jdx\um(t)-u(t)\4\ , 
.3/4/ 1/4 

T I t Л/4 

jdtl jdsulis), um(t) - i*(0) ^ С(Г) | JA | |n w (0 - ^(0 | | 4

4 

0 \ 0 

Рассмотрим теперь 

Ы \dsum(s)9 иЩ. i \i / 
Поскольку u(t) e L"(0, Г; WO'"(ß)) <= L°°(0, Г; L4(Q)), a 

| ж | и л | Ч , ( * ) е П О , Г; L 4 / 3 ( Q ) ) , 

т i t 

0 
3 и ж —^ *-слабо в (L (0, 7; L 4 / 3(Q)), то отсюда следует, что 

T i t \ T i t 

lim jdtljdsum{s),u(t)\ = J^n JdsM3(,s), и (0 ) 

о \ о о \ о 
Пусть 

X m = p r < A ( « m ) - Ä ( v ) , M m - v > 

W e L r(0, Г; Wd' Р(Г2)) V(v)e 11/(0, Г; W " ' ' P ( Q ) ) , i ,P' , 

r e ( 1, о о ) , r' = 
r- 1 

2 
Кроме того, поскольку ит —- и сильно в L ( 0 , имеем 

jdsum(s), um(t)j — - ^jdsu(s), и(о| при m —- +«>, 

\ds{umXx(s) + umumXi{s)\мт(о| — - j jds(uXi(s) + и(0) 

при m — - + 0 0 . Кроме того, 

jdtl J<i^/ 3(s), м о т (0 | = jdtl jdsul(s), um(t)-u(t)\+jdtl jdsum{s), u(t)\. 



Т I t 

Xm = -jdt\\Vum\\2

2 + jdtl jdsulitm(sl um(t)\ - jdt(Au0m + Apu0m9 um) -
0 0 \0 / 0 

-jdtl jdsum(s), um{t)\-jdtl jds(umX{(s) + umumXi{s)\ um(t)\ - (2.20) 
о \o / о \o / 

T T 

-jdt(A(uJ9 v> - J A < A ( v ) , um-v). 
о 0 

Из выписанных слагаемых в выражении (2.20) для Х т нам осталось рассмотреть 

Т T T 

jdt(Au0m + Apu0m9um) = jdt(Au0m9uJ+jdt(Ap u0m9 и 
)• (2.21) 0 0 0 

Рассмотрим первое слагаемое в (2.21). Функции ит равномерно по m ограничены в L (0, Г; 

W o ' P (Q)) с и_°°(0, Г; Но (Q)). С другой стороны, и0т —- и0 сильно в W Q P (Q) cz HQ (О) и в силу 

того, что A G ££(Но (ß) ) ; H l(Q) (см. [3]) - множество линейных непрерывных (ограниченных в 

силу линейности А) операторов, действующих из Но ( ß ) в H *(Q), последовательность Ащт —• 

—*- Аи0 сильно в H l(Q) и справедливо следующее неравенство: 

\(Аи0т-Аи09ит)\ ^ С\\Аи0т-Аи0\\_1 — 0 при m—- -к*,. 

Поскольку *-слабо в L (0, Т; Н 0 ( й ) ) , а Дн 0 € HT ( Û ) , то имеем 

Jjr(Aw 0 , мш) — • | л ( А м 0 , при 
о о 

И в этом случае 
т т 

lim |A(Aw 0 m , um) = \dt(Au09 и). 

m — - + o o . 

0 

Рассмотрим второе слагаемое в (2.21). Функции um равномерно по m ограничены в L°°(0, Г; Wo Р (Q)). 

С другой стороны, щт —- щ сильно в W o ' р (О). В силу того что Э/Эх, G Ï£(WQ
 р (Q); D/(Q)), i= 1, N, 

последовательность дщт1дх{ — • du0/dxt сильно в LP(Q) для всех / = 1, N. Справедливо следующее 
неравенство: 

11 W\P " 2 W - I V| P " 2 v|| ̂  _ i ) ^ ( p - 1 ) | | / ( W - V)|| _ ! ), 

где /=тах ( |>ур~ 2 , | v p ~ 2 ) , 

v ) | | P i ^ l l / l l ^ p j k - v | | ^ 2 P i , p ! = p/(p-2)9 q2px = p, 

q2 = p-l, qx = (p-\)/p-2, qxpx = p/(p-2), 

11 w| ^ " 2 w - I v | ̂ " " v | | p / ( p _ i ) ^ (p - 1 ) I I / И ^ _ 2)II w - v | | p , 

| | / | | p / ( p _ 2 ) ^ 2 ( m a x { | k | | p , l k | | p } ) P " 2 . 

В силу (2.19) получим 



ОБ ОДНОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 

Возьмем v = du0m/dxt и w = du0/dxh тогда сразу же получим, что 

1869 

ди0 

Эх, дх, ЭХ; 

Р'2ди0 — сильное LP(Q), р - Р л . 
ÖXi р - 1 

Так как Э/Эхг G â?(D/(Q), W l,p(Q)), то последовательность Ари0т —- Ари0 сильно в W l,P(Q) и 
справедлива следующая цепочка неравенств: 

| < А р И о т - Д р К о > 0 | ^ C\\Apu0m-Apu0\\_ltp. — О при m - +«>. 

Поскольку и т — - и *-слабо в L°°(0, Т\ Wo (Q)), а А м0 G W ^ ( Q ) , то имеем 

jdt(Apu0,um) —jdt(Apu0, и) при га +°°. 

Значит, 

lim \dt(A u0m,um) = Гл<Арм0»">-
7î - > +00J J О о 

Таким образом, переходя к верхнему пределу в (2.20) при m — - +<>°, получаем 
Т Т I t \ т 

0 ^ l imsupX m ^ - | А | | У М | | 2 + jdtl jdsuu(s), u(t)\ -jdt(Au0 + Apu0, и) -

т I t 

0 
T 11 

о \ 0 0 
T 

-jdtl jdsu(s), u(t)\-jdtl jds(uX[(s) + uuXi(s)), u(t)\ - jdt(%, v) -jdt(/\(v), и - v ) . 
0 \o / 0 \o / 0 0 

С учетом (2.18) приходим к выводу, что 
Т Т Т I t \ т 

jdt(x,u) = -Jdf||Vw||2 + jdtl jdsuu(s), u(t)\ - jdt(Au0 + Apu0, и) -

T I t 

0 \ 0 
T I t 

-jdtl jdsu(s), u(t)\ - jdtl jds(uXi(s) + uuXi(s)), u(t)\ 

о \ 0 о \ 0 
Отсюда получаем, что 

J A < X - A ( V ) , H - v > = 0 

V V G 1 Г (0 ,Г ; Wo , / ? (Q)) , v = w - Ь , VVG L r ( 0 , Г; W o ' ( Q ) ) , r>\. 

Стандартным образом приходим к выводу, что 

jdt(%-/\(ii),\v) = 0 VwG 0/(0, Г; W Ô ' P ( Q ) ) , 

X, А(и) G Г ( 0 , Г; W " l , / y ( Q ) ) с l / ( 0 , Г; W~ 1 , / 7 ' (Q)). 

Значит, справедливо соотношение (2.16). 
Докажем теперь, что 

Эх, 
^ G H (0, Г; L*(Q)), i = l,N. 
àx, 
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Пусть 

ах\ Эх, o-V 
i = l.JV. 

В силу того что и т — L u слабо в L p(0, Г; W 0

 Р (О)), имеем 

Г Л, г т 
limsup fjf(Ä,(M f f l), мга> ^ - У \dt eu + limsup fА<А(и т), uj, 

j = l , y * ' 0 7 ^ 

Г / t 

limsup J ( A ( M w ) , и т ) ^ —J^/|tVw||2 + jW jdsuu(s), u(t)\ - jdt(Au0 + Apu0, u) 
0 0 0 \ 0 / 0 

T j t \ T I t \ T T /у 

Jdfl j*<isw(s), w(f)j - jdtl jds(uXi(s) + M M ^ S ) ) , w ( 0 J - jdt(Apu, u) = jdt^} 

о \ о 
Таким образом, получаем 

о \ о 0 7 = 1 

ди 

limsup ïdt 

0 

^ ïdt ди 
ЭХ: 1 дхг 1 Р 0 i 

(2.22) 

С другой стороны, dum/dxt ограничено в L°°(0, Г; LP(Q)) cz L p ( 0 , Q = (0, T) x Q, поэтому, в силу ре
флексивности 1 / ( 0 , можно выделить подпоследовательность (которую снова обозначим через 
ит) такую, что 

à u n ^ d u с л а б о в Lp . = l N 

ÖX: ÖX: 
(2.23) 

Значит, получим 

T 

liminf ïdt 
m —» + o o J 

0 

Из (2.22) и (2.24) следует, что 
т 

lim ïdt 
m —» + o o J 

0 

Из (2.23), (2.25) следует, что 

dxt дх{ 

что, в свою очередь, означает, что 

дит ди 

дит 

р 

^ [dt du p 
i = 1,/V 

Эх, J dxt 

i = 1,/V 
р 0 p 

T 

дит 
р 

= ïdt du p 

i = Ï JV. 
dxt р J 

0 
dxt p 

i = Ï JV. 

(2.24) 

сильное L p ( 0 , i=i,N, 

Эх, Эх, 
Переходом к подпоследовательности получим 

почти всюду в Q = (0, 7 ) х П , i=l,N. 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

ЭХ; 

< р - 2 ) / 2 э^ 
Эх,-

—*-Х/ *-слабов ОДО, Г; l~(Q)), i=l,N. 



В силу (2.27) получим 

Стало быть, 

Эмт 
(р ди 

Эх, Эх, Эх, 

(р -2) /2д 
~ *-слабо в L (О, T; I (Q)). 
ox, 

( ' - 2 ) / 2 Э м „ 
эЛ 

В силу (2.13), можно выделить такую подпоследовательность, что 

p)^l.(è!Lip-2V2*L) в 2)'(0, Г; L2(Q)). 
3x,J эЛэх, Эх,; 

Эх, 

( "" 2 ) / 2 Эм ! ! 

Эх, 
слабо в L"(ß) , ß = (0, 7) х й . 

А это значит, что 

у = | f д и { Р ~ 2 ) П ^ ) с l 2 ( Q ) , ß = (0,7-)xQ, ; = 1 , / V . 
<»v Эх, ох,7 

Итак, имеем 

Э^Эх,- 5 x J 

Эх, 

<Р- 2 > / 2 ЭМ ди (р-2)12^,1 ос 2 
f e L (0,7; L (Q)), 
Эх, 

Эм 
Эх, 

( р " 2 ) / 2 Э м е н'(0,Г; L 2(Q)). 
ОХ; 

Аналогичным образом при помощи (2.27) доказывается, что 

дит 

2дит ^ Эм 
Эх, Эх, Эх, 

Р ' 2 ^ *-слабов D_°°(0, Г; LP'(Q)). 

ОХ; Из (2.28) и теорем вложения следует, что 

^(dup-2^i]el2(Q,T; l ' ( Q ) ) , 
°*\ Эх, Эх,; 

Эи 
Эх, 

L"(0, T; И/(Д)). 

(2.28) 

(2.29) 

Докажем (2.29). 
Введем обозначение V|/s ри /Эх^" 2 ) , 2 ди/дх { , в этом случае | \ | / | A V|/ = |Эи/Эх,р ~2Эм/Эх, при а = (р - 2)1р, 

i = Ü~/V. Отметим, что |v|/|av|/ e L°°(0, T; L P(Q)). 

Докажем, что (|v|/|A\|/)J G L2(0, 7; 1/vQ)). Действительно, 

' / \2lp' T / yUPPi)/ 

jdtl jdx\Maphf ^ j d \ jàx\MaP'Pl jdx\yfP2 

0 V Q 0 v ^ 

2/(p'p2) 

где 
- i - i i 2 ( / 7 - l ) 2 ( ^ - 1 ) 

apPx = 2, p > 2 = 2, PÏ + / 7 2 = U Pi - ^ 2 , P 2 - ^ • 

Поскольку \|/ G L°°(0, 7; Û_2(Q)), y) G L 2(0, Г; L2(Q)), то имеем 

2 / / / 

[jx|\)/| a p |\|/)| P ^ sup ||\|/||2 а[^хЛ|\|/||" 
0 V Q 



Заметим, что имеет место поточечное равенство 

d_ 
dt 
j\Aum + ApuJ = - u m - u m X i - u m u m X i + um. 

Поскольку 

Aum + Apum —^ Au + Apu 

слабо в L (О, Г; W (Q)), то имеем 

в смысле 2)'(0, Г; W 1 , p ( Q ) ) . С другой стороны, 

слабо в L2(0, Г; W" 1 , / ? ' (Q)) и, значит, 

d/dt(Aum + Apum) —^ £ 

слабо в L2(0, Г; W l ï P ( Q ) ) . Таким образом, 

J t ( A u m + A ^ J — ^(Ди + Ари) 

слабо в L 2(0, Г; W _ 1 , / 7 ' (Q)) . 

Теперь можно перейти к пределу в равенстве (2.2) и получить равенство 

г 
c d з J dt<p(t) —(Au + Apw, vv7) + (-u + wX) + + и , w7) - 0 

V(p(0 G L (0, T)J = 1, + 0 0 . Данное соотношение эквивалентно следующему равенству: 

т 
d, 

о 
JW ^[Ди + Ари] + - и + иЛ1 + v\ Vv G L 2 (0, Г; Wo' '(Q)). 

Теперь мы можем перейти к пределу при m — • +00 в уравнении (2.2). Действительно, возьмем 
сначала в равенстве (2.2) функцию ф(0 = 1, тогда получим интегральное равенство 

t 

Аит + Арит = Аит0 + Арит0- jds[umX] + umiimXi + и3

т- и], 
о 

понимаемое в смысле W L,P (Q) для почти всех t G (0, 7). С учетом полученных ранее результатов 
можно перейти к пределу при m — - и получить следующее равенство: 

t 

Au + Ари = Аи0 + Ари0 - jds[u* + uXi + ииХх - и] 
о 

в смысле W
 L,P(Q) для почти всех t G (0, 7). Из этого равенства вытекает, что 

Au + Ари G Н [ (0 , Г; W" 1 , P ' (Q) ) n СЦ\[0, Г ] ; W~ 1 , P ' (Q)) . 



Докажем теперь единственность слабого обобщенного решения. Действительно, пусть ub i 
= 1 , 2 - два слабых обобщенных решения следующей задачи: 

С Г d 3 
]Л (р(0 - ( ( A w , vv)o+ (Apu,w)) + (u , W) + (UXI,W)0+ (uuX]Jw)0 

= 0 

\f(?(t)e L ( 0 , 7 ) , V W G W 0 ' P ( Q ) , w(0) = u0e W 0 ' P ( ß ) , 

в классах, сформулированных в условиях теоремы, с одним и тем же начальным условием. От
сюда при ф(/) = 1 находим 

Aut +ApUi = Аи0 + Ари0 - jdsu^(s) + jdsU} - jds(uiXi + utuiXi). 

о о 

Отсюда сразу же получим 

-(Aui - Аиъ их - и2) - (Арих - Ариъ их - и2) = 
t 

- jdsjdx(u\(s) - u\{s))(ux(t) - u2(t)) -

0 Q 

- jdsjdx(ux(s) - u2(s))(ux(t) - u2(t)) + 
о n 

t 

+ jdsjdx(ulXi(s) - u2xi(s))(ux(t) - u2(t)) + 
о a 
t 

+ jdsjdx-(ul(s) - ul(s))(ulXi(t) - u2xi(t)). 
о a 

В силу монотонности оператора Ар и теорем вложения нетрудно получить следующее неравенство: 

t 
^ Г Г 2 2 

||VWJ - VM2II2 ^ 3 \ds\ dxxnax{\ux\ (s), \и2\ (s)}\ux(s) - u2(s)\\ux(t) - u2{t)\ + 
0 Q 

t t 

+ J d s j d x ^ ^ ) - u2{s)\\ux(t) - u2(t)\ + JdsJjxlVw,^) - Vu2(s)\\ux(t) - u2(t)\ + 
0 Q 0 0 

t 

+ Jdsj"<ix;rnax{ 1^(^)1, |w2(^)| }| wi(^) - M 2 ( 5 ) | | ^ M i ( 0 ~ V M 2 ( ^ ) | ^ 

о a 
t 

^ C(T)\\Vux - Vu2\\2(t)jds\\Vux - Vw 2 | | 2 (5 ) , 

0 

из которого вытекает, что их - и2 почти всюду в (0, 7) x Q. Теорема доказана. 



3. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ В ЛЮБОМ КОНЕЧНОМ ЦИЛИНДРЕ 
И РАЗРУШЕНИЕ ЕЕ РЕШЕНИЯ ЗА КОНЕЧНОЕ ВРЕМЯ 

Введем следующие обозначения: 

1 2 , P - I 
^ Р, Е0т = Ет(0), а = 1, 
ÖX: „ Р 

ГУ 

£ ( O 4 I I V « I I 2

2 + ^ X ди 
дх, 

Е0 = Е(0), 
Р 

4/р 

где ВХ - наилучшая постоянная вложения пространств WQP(Q) С В_4(£Х). 
Справедлива. 
Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда верно следующее: 
1) если р > 4, то Т0 = + ° о и имеет место неравенство 

E{t) ^ [El

0~a + (l-a)B2t)]l/([~a\ а = 4/р; 

2) если /? = 4, то Т0 - + ° о и имеет место неравенство 

E(t)^ £ 0 е х р { В Д ; 

3) если p е (2, 4) и выполнено неравенство 

а, - 1 Е0, 

то Т0 G [ Г ь Г 2], где 

F ( 0 ) = ЫкЧКИ*, £о = Е(0) = I||VM o | | 2

2

 + ^ y | и 
z " ох, 

1 = 1 

а, 
4 + р 

ß = 
2(Д 3 + 3) 

4 - р ' 
\бв;(в2 + 3) 

4 - р 
, р е (2 ,4) , 

1 — ОС, _1 

А2 = (1 - а , ) 2 £ " 2 а 1 ( 0 ) Ï £ , ( 0 ) - ^ 7 4 - ^ Î < £ < 0 , ) ! 

ß 3 - наилучшая постоянная вложения Н 0 (£2) с В_ 
Доказательство. Пусть ит - галеркинские приближения, определенные в (2.4). Поскольку 

и0т —L и0 сильно в W o ' Р ( ß ) , а последовательность ит —^ и слабо в W o ' Р (£2) для почти всех t е 
G (0, 7), то переходом в (2.8) и (2.9) к пределу при m — - + ^ с учетом того, что E(t) ^ liminf Em(t), 

m —» +оо 

получим 
1 

E(t)^[Eo~a + (l-a)B2t]l~a при а < 1 , 

£"(0 ^ E0exp{B2t} при а = 1 . 
Рассмотрим случай а > 1. 



В силу произвольности n e N и того, что Т\п} Т Т{ при п — • + о о , приходим к выводу, что (3.1) 
имеет место при t е [0, Тх) и, кроме того, 7 0 ^ ТА. Пусть теперь Е0т - монотонно неубывающая 
последовательность. Тогда, повторяя предыдущие рассуждения, получаем, что (3.1) имеет место 
для всех t G [0, 7,) и 7 0 ^ Тх. 

Для дальнейшего изложения нам необходимо доказать, что для почти всех t G [0, 7] VT G (0, 7 0) 
имеем Em(t) —- E(t). 

С этой целью заметим, что при доказательстве теоремы 1 получили (2.26), а значит, в силу 
вложения LP(Q) с В _ 2 ( 0 , Q = (0, T) x Q, V7 е [0, 7 0), имеем 

t t 
jdsEm(s) — jdsE(s) Vt e [0, 7 ] , V 7 G (0, 7 0 ) . (3.2) 
о о 

С другой стороны, при выполнении условий теоремы 1 имеет место компактное вложение 
H ^ g ) с D - 4 ( 0 , а последовательность ит сходится слабо в H ^ ß ) . Стало быть, последовательность 
ыт — - и сильно в L (ß), ß = (0, T) x Q. V 7 e (0, Г0)- Поскольку правая часть выражения для Em(t) 
сходится для любого t G [0, 7], T G (0, 7 0), к некоторой функции Г|(0 и из доказательства теоремы 1 
следует, что Em(t) ^ С < + ° о , где С не зависит ни от m, ни от г, то в силу теоремы Лебега о переходе 
к пределу под знаком интеграла Лебега имеем r\(t) e L^0, T) V 7 G (0, 7 0) и 

t t 
jdsEm(s) — jdsr\(s) V r e [ 0 , 7 ] , У Г е ( 0 , Г 0 ) . (3.3) 
0 0 

При сравнении (3.2) с (3.3) приходим к выводу, что 
t 
jds[E(s)-T[(s)] = 0 Vf G [0, Г] , \/Те ( 0 , 7 0 ) , (3.4) 
о 

причем £ (0 G L^O, Г), Г|(0 G L \ O , 7), поэтому получаем 

Л ( 0 = E(t) Vf G [ 0 , 7 ] , V 7 G ( 0 , 7 0 ) . 

Таким образом, в силу (3.4) приходим к выводу, что последовательность Em(t) при дополнитель
ных условиях на q > 0 сходится почти всюду к E(t) на множестве te [0, 7] V 7 е (0, 7 0). 

В силу (2.6), (2.11), а также поскольку um(t) е С ( 1 )([0, 7]; WQP (О)), имеем 

1 d ..у и 2 /? - 1 d ^ 

/ = I 
+ I K I 2 = Ы ^ ' ) , (3.5) 

Поскольку последовательность щ)т —• щ сильно в W Q ' р (Q) е HQ (ß) , то имеем Е0т —- Е0. В 
этом случае из числовой последовательности Е0т можно выделить либо монотонно неубываю
щую, либо монотонно невозрастающую подпоследовательность. Будем искомую подпоследова
тельность последовательности Е0т и соответствующие подпоследовательности последовательно
стей и0т и ит обозначать так же. Рассмотрим неравенство (2.10). Предположим, что Е0т - монотон-

но невозрастающая последовательность. Введем обозначение {Е0т } - последовательность, 
полученная из Е0т путем вычеркивания первых n e N слагаемых. Тогда неравенство (2.10) имеет 

место равномерно по m для всех t е [0, 7 j n ' ) , где Т\П( = (а - iyxB2Eln

 а . Поскольку 

*-слабо в L°°(0, 7; WQP (Q)), то для всех таких t можно перейти к пределу при m — • +°° в (2.10) и 
получить, что 

E(t) ^ E0[\-(a-l)B2E^lt]l/(a]) при te [ 0 , 7 , М ) . (3.1) 





l-E: + ^(B; + 3)Jm + ^ E m + ^El 

Из (3.10), (3.11) получим (см. [1]) 

где 

E т E т 

4 + р а 2(ß 3

2 + 3) 16ß 3

2 (ß 3

2 + 3) 
1 2р ' г 4 - / 7 ' ' 4 - / 7 

при /7 < 4. Тогда ОС! > 1, ß, у > 0. 
Рассуждая далее, как и в [4], приходим к утверждению теоремы. Теорема доказана. 
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Воспользуемся теперь равенствами (3.5), (3.6) для получения оценки сверху не величину Jm. Дей
ствительно, справедливы следующие неравенства: 

Q Q 

\К + | 5 3

2 У И + ±В2

3Ет + \jm + ± Я 3

2 £ И + ^Jm + 1||MJ 4

4 « (З- 1 1 ) 


