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Рассматриваются начально-краевые задачи для уравнений псевдопараболического типа с 
псевдолапласианом. Для рассматриваемых задач доказана локальная и глобальная однознач­
ная разрешимость в "ослабленном" смысле. Причем получены достаточные условия разру­
шения решений за конечное время. Для некоторых задач получены оценки сверху на время 
разрушения решений. Приведена физическая интерпретация полученных результатов. Библ. 25. 
Ключевые слова: начально-краевая задача для псевдопараболических уравнений, разруше­
ние решения за некоторое время. 

1. ВВЕДЕНИЕ. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч 
Целью настоящего исследования является получение достаточных условий "разрушения" ре­

шений следующих первых начально-краевых задач: 

^ А м = Ари, и\дп = 0, и(х, 0) = и0(х), / ? > 3 , хе ß , (1.1) 

—Аи-\-Аи = Au, w | d Q = 0, и(х, 0) = и0(х), р>3, хе ß , (1.2) 
dt 

^(Аи-и) = Ари, u\dQ = 0, и(х, 0) = и0(х), / ? > 3 , (1.3) 

^-Аи + иих = А4и, и\да = 0, и(х, 0) = и0(х), х = (хх, xN) e Q, (1.4) 
at 1 

^•(Аи - и) + uuXi = A4w, u\dQ = 0, и(х, 0) = и0(х), х = (хь xN) e Q, (1.5) 

где поверхностно-односвязная ограниченная область й е R имеет гладкую границу класса 
dLle C ( 2 , ô ) , ô e (0, 1],JC€ ß , A ^ = d i v ( | V ^ - 2 V w ) , / ? > 2 . 

Заметим, что при р = 2 задачи (1.1 )-( 1.3) оказываются линейными. Все указанные задачи име­
ют физический смысл. Причем вывод уравнений (1.1)—(1.5) приведен в [1]. Все рассматриваемые 
задачи описывают квазистационарные процессы в полупроводниках в том важном для техниче­
ских приложений случае, когда полупроводниковая среда обладает отрицательной дифференци­
альной проводимостью [2]. Большинство генераторов электромагнитной энергии на основе по­
лупроводников используют эффект отрицательности дифференциальной проводимости. Поэто­
му теоретическое обоснование условий наиболее эффективной генерации электромагнитной 
энергии чрезвычайно важно. Насколько нам известно, наши теоретические результаты, полу­
ченные в [1] и в настоящей работе, являются первыми в рамках модели "квазистационарного" 
поля. 

Dp 
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Ниже будет доказано, что "ослабленные" решения задач (1.1) и (1.3) разрушаются за конеч­
ное время, и получена оценка сверху на время разрушения ослабленного решения. В случае за­
дач (1.2), (1.4), (1.5) докажем глобальную во времени разрешимость в ослабленном смысле и раз­
рушение за конечное время для достаточно большого в некотором смысле начального распре­
деления и0(х). 

Приведем краткий обзор результатов по исследованию псевдопараболических уравнений и 
вопросов разрушения решений уравнений математической физики. 

В последнее время в математической физике повысился интерес к сильно нелинейным урав­
нениям типа Соболева третьего порядка с производной во времени первого порядка. В этой свя­
зи отметим работу авторов [1]. Кроме того, математическому моделированию нестационарных 
процессов в сплошных средах, приводящему к разнообразным уравнениям типа Соболева, посвя­
щены работы [3]-[11]. С другой стороны, исследованию уравнений типа Соболева посвящено 
большое колличество работ. При этом существует определенное разделение интересов различ­
ных исследователей: одни занимаются волновыми уравнениями типа Соболева, другие занима­
ются диссипативными уравнениями типа Соболева. 

Вопрос о разрушении за конечное время решений уравнений псевдопараболического типа 
рассматривался в [12]. Условия глобальной во времени разрешимости близких начально-крае­
вых задач изучались в [13], [14]. Отметим, что в [14] были получены оптимальные двусторонние 
оценки на скорость разрушения рассматриваемой абстрактной задачи Коши для класса нелиней­
ных псевдопараболических уравнений. 

Однозначная разрешимость абстрактной задачи Коши для обыкновенного дифференциаль­
ного уравнения с операторными коэффициентами изучалась в [15], [16]. Разрушение за конечное 
время и существование глобального во времени ограниченного решения нелинейного уравнения 
Буссинеска с источником 

ut- A\\f(u)- Aut + q(u) = О 

исследовались в [17]. В [1] были предложены физические модели, приводящие к нелинейным 
уравнениям псевдопараболического типа. В [18], [19] рассмотрены начально-краевые задачи 
псевдопараболического типа и изучены вопросы о существовании глобальных во времени реше­
ний и разрушения решений за конечное время. Наконец, в [20] исследован вопрос о единствен­
ности решения задачи Коши для квазилинейного уравнения псевдопараболического типа 

ut - cAut + <р(и). 

Отметим, что при исследовании задач для уравнений псевдопараболического типа широко ис­
пользуется методика, развитая для нелинейных уравнений параболического типа. В этой связи 
отметим [21] (см. также библиографию к этой работе). 

Широкий спектр результатов об "опрокидывании" решений волновых уравнений типа Уизе-
ма получен в [6], [22]. Одни из первых результатов по получению достаточных условий опроки­
дывания решений волновых уравнений типа Уизема см. в [23], [24]. 

2. Р А З Р У Ш Е Н И Е З А К О Н Е Ч Н О Е ВРЕМЯ ОСЛАБЛЕННОГО 
РЕШЕНИЯ З А Д А Ч И (1.1) 

Докажем однозначную локальную во времени разрешимость и разрушение за конечное вре­
мя ослабленного решения задачи (1.1). При этом получим оценку сверху на время разрушения 
решения данной задачи. 

Введем некоторые определения. 
Определение 1. Ослабленным решением задачи (1.1) назовем решение задачи (1.1) класса 

и(хч t) е С ( 1 )([0, Л ; C 0 ( Q ) n C ( 1 ) ( ß ) ) . 

Определение 2. Сильным обобщенным решением задачи (1.1) назовем решение задачи (1.1) 

класса и(х, t) е С Ш ( [0 , 7]; H J ( Q ) ) . 

Проведем редукцию задачи (1.1), решение которой понимается в сильном обобщенном смыс­

ле. Заметим, что оператор -А : Но (ß ) — • H \0) является непрерывным ограниченным опера-
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о (ß). Введем обозначение тором с липшиц-непрерывным обратным (-А) - 1 : H (Q) 

v = -Aue Н~~\П). 

Тогда 

и = ( -A)"V, Vu = V ( - Ä ) ' V e L 2 ( Q ) 

и задача (1.1) в сильном обобщенном смысле эквивалентна следующей: 

dv/dt = (p-l)v\V(-A)~lv\p~2

9 v(0) = v0 = -Au0e H _ 1 ( f t ) (2.1) 

при условии щ G H O ( ß ) . 

Пусть теперь V ( J C , t) e C([0, î ] x Q ) . Тогда сужение области определения оператора (-А)" 1 на 
множество C ( ß ) совпадает с интегральным оператором 

G * s pyG(jc ,y)* , 
а 

где G(x, у) - функция Грина оператора Лапласа первой краевой задачи в ß . Значит, в классе 
V ( J C , 0 G С ( 1 ) ([0, 7]; C ( Q ) ) задача (2.1) эквивалентна следующей: 

dt = ( P - I ) v 
Р - 2 

, p>39 v (0) = v0e С(Й) , 

при условии, что найдется такое v 0 G C ( ß ), что 

w0 = p y G ( x , y ) v 0 ( y ) . 

(2.2) 

(2.3) 

Справедлива 

Теорема 1. Для любого и0, удовлетворяющего условию (2.3) при некотором v 0 G C ( Q ), су­
ществует единственное максимальное решение задачи (2.2) класса v(jc,f)e С Ш Л; С(Й) ) , 
Г G (О, Т0). Причем либо Т0 - +«>, л wöo Г 0 < +<*>, и в последнем случае справедливо предельное ра­
венство 

lim sup|v(x, Ol = +°°- (2.4) 

Доказательство. В классе v(jt, t) G С ( 1 )([0, 7]; C(fl )) задача (2.2) эквивалентна следующему ин­
тегральному уравнению: 

v(x,t) = v0(x) + (p-l)jdsv(x,s) jdyVxG(x,y)v(y,s) , Р > 3 . (2.5) 

Введем банахово пространство 

U = {v(x9t)e C ( [ 0 , 7 ] x ß ) : | |v|| T= sup | V ( J C , O I } , 
(x,t)e [ 0 J ] x Q 

а также замкнутое выпуклое ограниченное подмножество Шк банахова пространства 

ER = {ve В : \\v\\T<R}. 

Рассмотрим интегральный оператор 
t р-2 

U(v) = v0 + (/7 - l)J<fev(x, 5 ) JrfyVxG(jc, у)v(y 9 s) , /7 > 3. (2.6) 
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Докажем, что интегральный оператор (2.6) действует из Шк в Шк и является сжимающим на Вд. 
Действительно, 

J( v)H г < и v 0 | г + (р - 1 )ГС, И V | | ? " 1 , 

СХ = sup p v | V x G ( x , y ) | 

Поэтому при \\v0\\T< R/2 иТ< l/[2(p - \)С^Р~2] получим 

\W(v)\\T<R. 

Докажем теперь, что оператор U сжимающий на B Ä . Действительно, 

| |U(v 1 ) -U(v 2 ) | r <(p- l ) rC 1 ^- 2 | | v . -v 2 | | r + ( P - l ) ( p - 2 ) r C 2 / î , , - V i - ^ | | r , Р ^ З , 
р - З 

tjdy\VxG(x,y)\ С 2 = SUp 
JC G Q 

Стало быть, найдется такое Т 

0<Т< 1 

2[(р - 1 )CxRpl + (/7 - 1 )(/7 - 2 ) r C 2 i ? P " 1 
/ ? > 3 , 

при достаточно большом /? > 0, что оператор U является сжимающим на Вд. Таким образом, при 
достаточно малом Т> 0 существует единственное решение интегрального уравнения (2.5) в клас­
се С([0, 7] x Q ). Из вида интегрального уравнения (2.5) следует, что 

v(x,t)e С ( 1 ) ( [0 , Г ] ; С ( П ) ) 

при условии v0(x) e C(Q ). С другой стороны, 

м(х, 0 = JöfyG(x, y)v(y, f). 

Поэтому из свойств интегралов типа потенциалов (см. [25]) вытекает, что 

и(х, t) e C ( l ) ( [ 0 , Г] ; C(l\U) n Co(Q)) . 

Теперь, используя стандартный алгоритм продолжения во времени решения интегрального 
уравнения (2.5), получаем существование такого максимального Т0 > О, что 

v(x, t) e С([0, T] x û ) V 7 e (О, Т0). 

Причем либо Т0 = + о о , либо Т0 < + о о , и тогда выполнено предельное равенство (2.4). А значит, 

n(j t , t) е С ([0, 71; С (Q ) n C 0 ( ß )) для любого Те (О, Г 0). Теорема доказана. 

Докажем теперь, что для любых и0е Но (О) сильное обобщенное решение (а значит, и ослаб­
ленное) разрушается за конечное время. 

Справедлива 

Теорема 2. Для любого и0 e W Q Р (£2) локально существующее сильное обобщенное решение 

класса и(х, t) е С ( 1 )([0, 7]; Щ/1

0

,р (£1))разрушается за конечное время Т^е (О, 7\]: 

lim sup|V^w(x, t)\ = + о о . 
tÎTQXe a 



\\Vuf2 = -pjpu\\p

p. (2.8) 

Из (2.7), (2.8) и неравенства Коши-Шварца получим обыкновенное дифференциальное неравен­
ство первого порядка для функции Ф(0 s ЦУмЦ? (t): 

Ф Ф " - с с ( Ф ' ) 2 > 0 , а = р/2, р>3. (2.9) 

Интегрируя (2.9), получаем 

1 2\№ио\\» 
Ф(г)> - - г т ^ ^ > ^ o s J — — • (2.10) 

Из (2.10) вытекает утверждение теоремы. С другой стороны, поскольку ослабленное решение 
задачи (1.1) является сильным обобщенным, то, стало быть, время существования ослабленного 
решения не больше времени сушествования сильного обобщенного. Теорема доказана. 

3. Р А З Р У Ш Е Н И Е З А К О Н Е Ч Н О Е ВРЕМЯ И Г Л О Б А Л Ь Н А Я ВО В Р Е М Е Н И 
Р А З Р Е Ш И М О С Т Ь О С Л А Б Л Е Н Н О Г О РЕШЕНИЯ З А Д А Ч И (1.2) 

Ниже получено достаточное условие разрушения ослабленного решения задачи (1.2) и доста­
точное условие его глобальной во времени разрешимости. 

Справедлива 

Теорема 3. Пусть для данного и0(х) e C ( 1 ) (Q ) найдется такое v0, что 

и0(х) = jdyG(x,y)v0(y), 

где G (JC, у ) - функция Грина первой краевой задачи для оператора - А , причем предположим, что 
при достаточно малом ô > 0 имеет место неравенство 

\\v0(x)\\ = sup\v0\<8. 

Тогда при достаточно малом 8 > 0 существует единственное ослабленное решение задачи (1.2) 
класса 

и(х, t) G Cl 1 } ([0, +оо]; С ( 1 ) ( й ) n Со(Й)) . 

Доказательство. Как и в разд. 2, можно доказать, что в классе ослабленных решений задачи 
(1.2) она эквивалентна следующей задаче Коши для интегродифференциального уравнения: 

Э v , Л ч 
¥ + v = ( p - l ) v \VxG(x,y)v(y, t) 

р-2 

, v(x, 0) = v0(x) e C (Q) , p>3. (3.1) 

Причем 

т i l!V"oll2

2 

1 ~ ^ - 2 l | v < ' 
Кроме того, Т0е (О, Год], где Т0 - время существования ослабленного решения задачи (1.1). 

Доказательство. Пусть и(х, t) е С ([0, Т\; W0'P(Q)) - сильное обобщенное решение задачи 
(1.1). Отметим, что оно действительно локально существует в силу результата теоремы 1. Умно­
жим обе части уравнения (1.1) скалярно относительно скобок двойственности между банаховы­
ми пространствами Wl

0'p (О) и W ~ 1 , p ( ß ) , р = р(р - I ) - 1 , на и(х, t) и на и\х, t); тогда после интегри­
рования по частям получим 

1 тЛ = Il V < , (2.7) 



Причем 

i(x,t) = jdyG(x,y)v(y,t). 

Задача (3.1), в свою очередь, эквивалентна в рассматриваемом классе интегральному уравнению 

v(jt, t) = v0e 1 + (p - \)^dse sv(x, t-s) jdyVxG(x, y)v(y, t- s) 
P - 2 

, Р>Ъ. (3.2) 

Рассмотрим следующее банахово пространство: 

n = {v(x,t)e С([0,+оо]хП) : ||v|| = sup |v(x, t)\ < +oo}. 
x e Q, t > О 

Для доказательства глобальной во времени разрешимости задачи (3.2) воспользуемся методом 
последовательных приближений. С этой целью рассмотрим следующую итерационную схему: 

v1 
n+i = v0e4 + V(vn)9 v i = v0e~\ 

где 

U(v) = (p-l)jdse~sv(x,t-s) ^dyVxG(x,y)v(y,t-s) 
P-2 

, Р>Ъ. 

(3.3) 

(3.4) 

Совершенно понятно, что U действует из В в В. Кроме того, справедлива следующая оценка: 

J ( v ) | | < ( / 7 - l ) C 1 | | v | r - 1 , C ^ s u p 
х е Q. 

jdy\VxG(x,y)\ 
p-2 

(3.5) 

Пусть Wj и w2 - элементы пространства В и, кроме того, ||и>Л < М, тогда 

| | U ( v O - U ( v 2 ) | | < [ ( / 7 - l ) C 1 M ^ 2 + ( / 7 - l ) ( / 7 - 2 ) C 2 M ; ? - 2 ] | | v 1 - v 2 | | 

С 2 = SUp 
хе Q 

jdy\VxG(x,y)\ , р>Ъ. 
(3.6) 

Из (3.3) и (3.4) вытекает, что 

\vn+l\\^vJi+(p-l)CA\vn\ 
i P - i (3.7) 

При условии, что II Voll < ô, получим из (3.7) при достаточно малом ô > 0 следующее: найдется та­
кое M(ô), что 

К | | < М ( 8 ) , 

причем М(8) — - 0 при ô — • 0. Тогда из (3.6) при достаточно малом 5 > 0 вытекает, что 

| | U ( v 1 ) - U ( v 2 ) | | < | | v 1 - v 2 | | / 2 . 

Значит, последовательность {vn} сходится к решению интегрального уравнения (3.2) класса 
V(JC, t) G С([0, +оо] х ß ) . А из явного вида интегрального уравнения (3.2) следует, что V(JC, t) G 

G C^ l )([0, +oo]; C ( ß ) ) . Отсюда в силу свойств интегралов типа потенциала [25] вытекает, что 

и(х91) G C(

b

l) ([0, + о о ] ; С ( \й ) n C 0(ü)). Единственность решения задачи (3.1) доказывается стан­
дартным образом с помощью сведения к интегральному неравенству с последующим примене­
нием теоремы Гронуолла-Беллмана. Теорема доказана. 

Перейдем теперь к доказательству разрушения сильного обобщенного решения задачи (1.2). 
Справедлива 



Теорема 4. При любом и0(х) e C 0 (Q ) n C ( 1 ) ( Q ) найдется такое Т0 > О, что существует един­
ственное максимальное ослабленное решение задачи (1.2) класса и(х, t) G С ( 1 )([0, 7]; C 0 ( ß ) n 
Г\ С ( 1 )(£2 )) для любого T G (О, Г 0), причем при условии 

l | V " o l 2 < ^ l | V < , Р * 3 , (3.8) 

справедливо предельное равенство 

lim sup |V X M (x , t)\ = +°о 

и справедлива оценка сверху Т0 е (О, Г 2], где 

1 
Т2 = - - I n \ P l|V«o|ir (3.9) 

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, методом сжимающих отображений не­
трудно доказать, что при любом и0 e С0(£2 ) n C ( 1 ) ( Q ) при условии истокообразной представи­
мости и0(х) 

и0(х) = jdyG(x9y)v0(y), V0(X)G C ( ß ) , 

найдется такое максимальное Г 0 > 0, что существует единственное максимальное ослабленное 
решение задачи (1.2) класса и(х, t) е С ( 1 )([0, 7]; C 0 ( ß ) n C ( 1 ) ( ß )) для любого T G (О, Т0), 

Докажем, что любое локально во времени существующее сильное обобщенное решение за­
дачи (1.2) разрушается за конечное время. Пусть и(х, t) е С ( 1 )([0, 7]; Wo Р (ß)) VT G (О, Т0) - мак­
симальное сильное обобщенное решение задачи (1.2), которое действительно существует в силу 
первой части теоремы. Тогда, умножив обе части уравнения (1.2) скалярно на и(х, t) и на и(х, i) 
относительно скобок двойственности между банаховыми пространствами Wl

0

,p (О) и W ~ 1 , p ( ß ) , 
получим следующие равенства для функции w(x, t) = exp(/)w(x, t): 

\jt\\VM\l = exp(-pOHV W | |^ (3.10) 

||Vwl2 = e x p ( - p O ™ l | V < . (3.11) 

Введем функцию Ф(0 = ||Vw||2, для которой из (3.10) и (3.11), а также из неравенства К о ш и -
Шварца вытекает обыкновенное дифференциальное неравенство второго порядка 

1 ( Ф ' ) 2 < Ф е х р ( - ^ ) ^ | ( е х Р ( р 0 | ф ) . 

Отсюда, в свою очередь, имеем 

Ф Ф " - | ( Ф ' ) 2 + р Ф Ф ' > 0 , р>3. (3.12) 

Введем обозначение 

Г(;) = Ф 7 Ф а , asp/2. 

С учетом данного обозначения из (3.12) получим 

Г + р Г > 0 , Г ( 0 > Г(0)е~р', Г(0) = Л — ^ . (3.13) 
llv"o||2 



Из (3.13) следует 

Ф ( 0 > ф ; - _ ( а _ 1 ) 1 Г ( 0 ) [ 1 - ^ ] ] 
1 / ( а - 1) I 

, а = /7/2. (3.14) 

Потребуем теперь выполнения условия 

1 а а-1 Г(0) ; 

тогда из (3.14) вытекает, что сильное обобщенное решение разрушается за конечное время Т^, 
для которого справедлива оценка сверху е (О, Г 2 ] , где для времени Т2 справедливо равенство 
(3.9). Тем самым доказано разрушение за конечное время сильного обобщенного решения зада­
чи (1.2). Стало быть, разрушается и ослабленное решение задачи (1.2). Теорема доказана. 

4. Р А З Р У Ш Е Н И Е З А К О Н Е Ч Н О Е ВРЕМЯ О С Л А Б Л Е Н Н О Г О РЕШЕНИЯ З А Д А Ч И (1.3) 
Докажем, что существует максимальное единственное ослабленное решение задачи (1.3), ко­

торое разрушается за конечное время для любых начальных функций и0(х) из некоторого клас­
са. 

Рассмотрим сначала одномерный случай. Справедлива 

Теорема 5. Для любого и0(х) e С ( 1 ) ([0, 1]) n С 0([0, 1]) найдется такое максимальное Т0 > О, 
что существует единственное максимальное ослабленное решение задачи (1.3) класса и(х9 t) е 
е С ([0, 7]; С 0([0, 1]) n С ([0,1])) для любого Те (О, Т0) причем Т0<+оои справедливо предель­
ное равенство 

lim sup \их(х, t)\ = + ° о ; (4.1) 
tÎToXE (0,1) 

оценка сверху на время разрушения решения имеет вид 

т = m т i т 1 IkJl' + Ihlli 
1 0 Е 1 2 \ * 1 2 ~ 

Р~2 Ik 0х\\р 

Доказательство. Так же как в разд. 2, можно, доказать, что в ослабленном смысле задача (1.3) 
редуцируется к интегродифференциальному уравнению 

i 

Л = -jdyGy(x, у)\иу\р~2иу9 (4.2) 
о 

где 

п ( i f s h ( l - y ) s h x , 0<х<у \ 
G(x, у) = -—< \. 

s h l [ s h y s h ( ( l - j c ) , y < x < l ) J 
Из (4.2) вытекает следующее интегродифференциальное уравнение: 

i 

u x , t = К2(х)\их\р~2их + jdyK{(x,y)\uy\p~2uy9 (4.3) 
о 

где 

1 f c h y c h ( ( l - x ) 0 < у < * ) 1 
s h l [ c h ( l - y ) c h ( x x < y < l ) J 

К2(х) = —^j[ch(l -x)shx + chxsh(l - x)]. 



Введем обозначение v = их. Тогда из (4.3) вытекает следующее интегральное уравнение: 

v = v0 + Vl(v) + V2(v)9 (4.4) 

где 

t t i 

Vl(v) = jdsK2(x)\v\p~2v9 V2(v) = jdsjdyKl(x9y)\v\p~2v. (4.5) 
0 0 0 

Введем банахово пространство 

B = {v(x9t)eCaO,T]x[0,l]):\\v\\T= sup \v(x,t)\}9 QT= (0, T) x (0, 1). 
(x, t) G QT 

Для доказательства локальной во времени разрешимости интегрального уравнения (4.4) вос­
пользуемся методом сжимающих отображений. 

Нетрудно доказать, что в силу явного вида функций Кх{х9 у) и К2(х) вытекает, что операторы, 
определенные формулой (4.5), действуют из В в В. Введем теперь замкнутое выпуклое ограни­
ченное подмножество пространства В: 

UR = {ve В : Ы | г < # } . 

Докажем теперь, что операторы, определенные формулой (4.5), действуют из Шк в UR и 
являются сжимающими на MR при достаточно малом Т> 0 и достаточно большом R > 0. Дейст­
вительно, 

\\им\\т<ТС,МР

т-1, С , = sup | * 2 ( * ) | , 
X 6 (0, 1) 

||U2(v)|| r<:rc2|Mir\ c 2 s sup U |^ (x ,v ) | . 
хе (0, l)J 

Q 

Отсюда вытекает, что при 

0 < r < i m i n { C ; 1 , C 2 1 } - J - T - ^ - 2 , R = MT* 2 P-lRp 

операторы Ц действуют из UR в Шк. Докажем теперь, что операторы Ц являются сжимающими 
на Шк. Действительно, справедливы следующие оценки: 

lVi(Vl)-Vi(v2)lT<CiT(p-l)Rp-2llvl-ViT; 

поэтому при условии 

0 < Г < ^ г ш п { С 1 , С 2 } - Ц - 1 1 , р>29 

2 P~lRp 

операторы Ц являются сжимающими на Вд. Отсюда сразу же получаем, что при v0e B>R при до­
статочно большом R > 0 и малом Т > 0 существует единственное максимальное решение интег­
рального уравнения (4.4) класса V(JC, t) G С([0, 7] х ß ) для любого T G (0, Г0). Причем либо Т0 = -н», 
либо Г 0 < +°°, и тогда 

lim sup|v(*, t)\ = - b o o . 

Из явного вида интегрального уравнения следует, что v(x, t) G С ( 1 )([0, Т\\ С([0, 1])) для любого 



и(х9 t) = 

jdyv(y, t)9 

о 
1 

J j y v ( y , t)9 

a значит, существует единственное максимальное решение задачи (1.3) класса и(х91) е С ( 1 )([0, 7]; 
С 0([0, 1]) n С ( 1 )([0, 1])) для любого Те (О, Г 0). Причем либо Т0 = +°°, либо Г 0 < +«>, и тогда выпол­
нено предельное равенство (4.1). 

Докажем теперь, что Т0 < + о о . 

С этой целью предположим, что и{х9 t) - максимальное сильное обобщенное решение задачи 

(1.3) класса и(х91) е С ( 1 )([0, 7]; WQP (09 1)), которое действительно существует в силу первого ре­
зультата теоремы. Умножим скалярно обе части уравнения (1.3) на и и на и относительно скобок 

двойственности между банаховыми пространствами Wo' P (0 , 1) и MT ^ (0,1). Тогда получим сле­
дующие энергетические равенства: 

1 J - [ | k l l 2 + M l 2 ] = N£, (4-6) 2dtl 

\<\иЫ1 = ~ЫР

р. (4.7) 

Из (4.6) и (4.7) и неравенства Коши-Шварца получим обыкновенное дифференциальное нера­
венство второго порядка для функции Ф(г) = \их\\ + \\и\\1 : 

Ф Ф м - £ ( Ф ' ) 2 > 0 . (4.8) 

Интегрируя (4.8), получаем 

Ф ( 0 ^ { [ Ф Г - ( а - 1 ) а д 1 , ( а - 1 ) Г 1 , E 0 J - ^ f . (4.9) 

Из (4.9) вытекает утверждение теоремы. С другой стороны, поскольку ослабленное решение за­
дачи (1.1) является сильным обобщенным, то и время существования ослабленного решения не 
больше времени существования сильного обобщенного. Теорема доказана. 

Рассмотрим теперь многомерный случай. 

Теорема 6. Для любого истокообразного представления и0(х) е С ( 1 ) ( й ) n C 0 ( Q ) 

и0(х) = jdyT(x9y)v0(y)9 v 0 G C ( ß ) , 

найдется такое максимальное Т0 > 0, что существует единственное максимальное ослаблен­
ное решение задачи (1.3) класса и(х, t) е С ( 1 >([0, 7]; C 0 ( ß ) п С ( 1 )(£2)) для любого Те (О, Г 0), причем 
Т0 < +оо и справедливо предельное равенство 

l i m s u p | V > ( x , Ol = +°° (4.10) 
t "î" TQ X G Q 

T е (О, Г 0). Кроме того, в силу определения v(x9 /) = их(х9 t) и условий и(0, t) = u(l9t) = 0 имеем, что 



7 о е ( 0 , Г 2 ] , Т2 = 1 l l V M 0 l l 2 + l K l l 2 

г-2 II v < 
(4.11) 

где Г(х, у) -функция Грина первой краевой задачи для оператора -А +1 в области £le R , / ? ^ 3 . 
Доказательство. Проведем редукцию задачи (1.3) к эквивалентному в ослабленном смысле 

интегральному уравнению. Как и в разд. 1, можно показать, что в сильном обобщенном смысле 
задача (1.3) эквивалентна следующей задаче Коши для некоторого интегродифференциального 
уравнения. Перепишем уравнение (1.3) в следующем виде: 

^ ( - A w + w) = (p-l)[-Au + u]\Vu\p-2-(p-l)u\Vu\p-2. (4.12) 

Поскольку оператор А = - Д + / действует из Но (О) в H *(Q), причем существует обратный лип-

шиц-непрерывный оператор А \ который действует из H _ 1 ( й ) в H i e ß ) , ТО В сильном обобщен­
ном смысле уравнение (4.12) эквивалентно следующему операторно-дифференциальному урав­
нению: 

^ = (p - i )HvA -4 ' " 2 - (p - i )A-V(y , o | vA-v r 2 . 
OÎ 

v-1 

(4.13) 

Теперь заметим, что сужение оператора А на класс ve C ( Q ) совпадает с интегральным опе­
ратором с ядром вида функции Грина Г(лс, у) первой краевой задачи для оператора -А + /: 

/\~lv = ̂ dyT(x,y)v. (4.14) 

Теперь перепишем уравнение (4.13) с учетом (4.14): 
р-2 

jdyУхГ(х, у)v - (р - 1 )JdyT{x, у) v(y, t) 
dv ( Л \dyVxT(x,y)v 

p-2 

, P > 3 ; (4.15) 

оно дополняется начальным условием и уравнением, связывающим функции и(х, t) и V(JC, t): 

v(x,0) = v0(x), u(x,t) = jdyT(x,y)v(y,t). (4.16) 

Тем самым показано, что в ослабленном смысле задачи (1.3) и (4.15), (4.16) эквивалентны. Заме­
тим, что интегродифференциальное уравнение (4.15) близко по своей структуре к интегродиф-
ференциальному уравнению (2.5). И, почти в точности повторяя рассуждения, проведенные при 
доказательстве теоремы 1, получаем, что существует единственное максимальное решение за­
дачи (4.15), (4.16) класса v(x, t) е С ( 1 ) ([0, T]; C 0 ( ß ) n С ( 1 ) (Й )) для любого Те (О, Г 0). Причем либо 
Т0 = + о о , либо Т0 < + о о , и тогда справедливо предельное равенство 

lim sup I v(x, Ol = +°°- (4.17) 

Тем самым первая часть теоремы доказана. 
Вторая часть теоремы доказывается точно так же, как и вторая часть теоремы 5. Теорема до­

казана. 

5. О П Р О К И Д Ы В А Н И Е З А К О Н Е Ч Н О Е ВРЕМЯ 
О С Л А Б Л Е Н Н Ы Х Р Е Ш Е Н И Й З А Д А Ч (1.4) И (1.5) 

Докажем, что задача (1.4) однозначно разрешима в ослабленном смысле и ослабленное реше­
ние опрокидывается за конечное время. 

Справедлива 

и оценка сверху на время разрушения решения 



и0(х) = jdyG(x9y)v0(y)9 

существует единственное максимальное ослабленное решение задачи (1.4) класса и(х9 t) е 
G С ([0, 7]; C 0 ( Q ) n С ( й )) для любого T G (0, 7 0 ), причем если 

| V M o | | ^ < C Î ( Q ) | V M o | | 4

4 , (5.1) 

mo справедливо предельное равенство 

l imsuplV^I = + о о 5 (5.2) 

оценка сверху Т0 e (О, 7J, где 

( 

1-С? г1 = - ! - 4 1 п Ь 
с; 4 / 

Ci - наилучшая константа вложения W Q 4 ( й ) в И _ 4 ( й ) . 
Доказательство. Как и в разд. 1, можно доказать, что в ослабленном смысле задача (1.4) эк­

вивалентна следующей задаче Коши для интегродифференциального уравнения: 

3j- = 3 v U O JrfyV xG(*, у ) t ) + p y G X i ( x , y M y , O p j G ( x , y) v(y, 0 , (5.3) 
Г2 Q Г2 

v(x,0) = v0(x)9 u(x9t) = p y G ( x , y ) v ( y , 0 - (5.4) 

Отметим, что задача (5.3) близка к уже рассмотренной задаче (2.2). Используя метод сжимаю­
щих отображений, как и в случае задачи (2.2), можно доказать, что существует единственное 
максимальное решение задачи (5.3) в классе v(x9 t) e С ( 1 )([0, 7]; C ( Q ) ) для любого Те (0, Tw)9 

причем либо Т0 = + ° о , либо 7 0 < +<», и тогда справедливо предельное равенство 

lim sup| v(x, Ol = +°°- (5.5) 

Тогда из (5.4) получим, что существует максимальное 7 0 > 0 такое, что существует единственное 
максимальное ослабленное решение задачи (1.4) класса и(х91) е С ( 1 )([0, 7]; С 0 ( й ) о С ( 1 ) (Й )) для 
любого 7 G (0, 7 0 ) . Причем либо 7 0 = + ° о , либо 7 0 < + о о , и тогда выполнено предельное равенство 
(5.2). 

Теперь докажем, что при условии (5.1) ослабленное решение задачи (1.4) разрушается за ко­
нечное время. 

Пусть и(х9 t) - локально существующее сильное обобщенное решение задачи (1.4) класса 

и(х91) е С ( 1 )([0, 7]; WQ 4 ( й ) ) . Умножим скалярно уравнение (1.4) на и и на и относительно скобок 

двойственности между банаховыми пространствами Wo ' ( ß ) и MT ' ' ( ß ) . Тогда после интегри­
рования по частям получим следующие энергетические равенства: 

\jtW422 = |V M | | 4

4 , (5.6) 

\\Vuf2 = \ft\\Vu\\4

4-l-jdyu2uXil. (5.7) 

Теорема 7. Для любого и0 e С 0 ( й ) n С ( 1 ) ( й ) , истокообразно представимого через v0(x) е 
G C(fi) такого, что 



(5.8) 

2 
Из (5.6)-(5.8) и неравенства Коши-Шварца для функции Ф(0 = || VM|| 2 вытекает следующее обык­
новенное дифференциальное неравенство второго порядка: 

Ф Ф " - о с ^ Ф ' ) 2 + ß L Ф Ф , > 0, (5.9) 

где 

щ = 2 
С 4 

Неравенство (5.9) имеет такой же вид, как и неравенство (3.12). Поэтому, интегрируя аналогич­
ным образом, получаем 

O ( 0 > | [ o i " a i - ( a 1 - l ) ß ; 1 r 0 [ l - e x p ( - ß 1 0 ] ] 1 / ( e , _ 1 j , (5.10) 

где Г 0 = Ф\0)/Ф^1. Потребуем теперь выполнения условия 

а , - 1 
Ф 0 < - ^ — Ф ' ( 0 ) , 

что эквивалентно условию 

| | V M o | | 2

2 < 2 ^ | | V M o | | 4

4 . (5.11) 

Рассмотрим функцию 

2 o C i - 2 1 

/ ( e , " H f c - = 3 t [ 2 - e l -
максимум которой достигается в точке 8 = 1 и в этой точке равен 

/d) = с". 
Значит, условие (5.11) примет вид (5.1). Рассмотрим неравенство (5.10) при г = 1. В силу условия 
(5.11) получим, что время разрушения сильного обобщенного решения ограничено сверху вре­
менем 

^ 1 

f п.. и 2 Л 
1 - C 4 ; *0||2 

Теорема доказана. 
Рассмотрим теперь задачу (1.5). Точно так же, как теоремы 5 и 6, доказывается 

Теорема 8. Для любого и0 e C 0 ( Q ) п С ( 1 )(£2) существует единственное максимальное ''ос­
лабленное" решение задачи (1.5) класса и(х, t) е С ( 1 ) ([0, 7]; C 0(ß ) п С ( 1 ) ( й )) для любого TG (0, 7 0), 

причем если 

||vMo||2

2

 + |K||^<ct(ß)||vM o| 4

4, 
то справедливо предельное равенство 

lim sup I Vw| = +°°, 

Из (5.6) и (5.7) вытекает цепочка неравенств 

||VM '| 2

2 < i | | | V M | i : + -4\\Vuf2 + < \ j p u t +1| Vii'të + ^ l | V M | | t 

l - | W | ^ i | | V u | 4

4 + ^ | V i . l t 
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оценка сверху Т0 е (О, Г х ], где 

In 1 - С 
V 1 i iv^oii: . 

Сх - наилучшая константа вложения Wo 4 ( й ) в D_4(Q). 

6. " Ф И З И Ч Е С К А Я " И Н Т Е Р П Р Е Т А Ц И Я П О Л У Ч Е Н Н Ы Х РЕЗУЛЬТАТОВ 

Как говорилось во Введении, задачи (1.1)—(1.5) описывают чрезвычайно важные для техниче­
ских приложений эффекты, связанные с отрицательностью дифференциальной проводимости 
среды. При этом физически важный случай р = 4 отражен в результатах теорем. Таким образом, 
из доказанной теоремы 4 вытекает, что в случае задачи (1.2) при достаточно малом в некотором 
смысле начальном возмущении потенциала электрического поля решение существует глобаль­
но во времени; с другой стороны, при достаточно большом в некотором смысле начальном рас­
пределении потенциала электрического поля в полупроводнике с отрицательной проводимос­
тью происходит лавинный рост свободных электронов, что в конечном случае приводит к про­
бою в полупроводнике. Этот лавинный рост концентрации свободных электронов является 
необходимым условием работы генераторов электромагнитной энергии. Отметим, что при на­
личии внешнего электрического поля области "сильного" электрического поля ("домены") дви­
гаются в направлении, противоположном электрическому полю. И если скорость распростране­
ния электрических доменов достаточно велика, то пробой "не успевает" произойти, а если 
скорость достаточно мала, а начальное распределение в некотором смысле велико, то в полу­
проводнике произойдет пробой; эти эффекты содержатся в задаче (1.4). К сожалению, наши ре­
зультаты имеют нелокальный характер. И, как мы предполагаем, основываясь на одном рассмо­
тренном в [1] примере, реально существуют переменные области сильного и слабого электриче­
ского поля такие, что области со слабым электрическим полем будут эволюционировать, 
оставаясь областью со слабым электрическим полем. С другой стороны, в области с сильным 
электрическом полем будет происходить его увеличение, что, возможно, приведет к пробою на­
пряженности электрического поля. 

В заключение мы хотим выразить признательность Ю.Д. Плетнеру за полезное обсуждение 
полученных в работе результатов. 
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