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Рассматривается первая начально-краевая задача для многомерного сильно нелинейного 
уравнения с двойной нелинейностью псевдопараболического типа в ограниченной области с 
достаточно гладкой границей. Доказана локальная разрешимость данной задачи в слабом 
обобщенном смысле. Причем в зависимости от рассматриваемых нелинейностей доказана 
разрешимость в любом конечном цилиндре (х, t) е О х [0, 7] или разрушение за конечное вре
мя. Предложена физическая интерпретация полученных качественных результатов. Библ. 52. 

1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Прежде всего дадим вывод задачи, рассматриваемой в дальнейшем. 

Пусть Q е (R , N > 1, - ограниченная область с гладкой границей класса ЭО е С ' , S е (0, 1]. 
Причем область О занимает полупроводник с тензором диэлектрической проницаемости г(р не
линейной и анизотропной по полю Е: 

N 

^ = 5i7 + S ^ f - 2 , Д. = y£euEj, i,j=hN, p>2, г (1.1) 

и, кроме того, с объемной плотностью тока свободных зарядов,- зависящих от потенциала ф са
мосогласованного поля Е по закону * 

M V q>0. ~ (1,2) 
Рассмотрим в области Q систему уравнений квазистационарного электрического поля, которая 
с учетом (1.2) примет вид 

divD = я, Е = -Уф, dn/dt = |ф |> . (1.3) 

Из (1.1) и (1.3) получим 

dt\ 
( N -Ч , -Л Л 

_ dxj 
A(?+iM + |<р|*ф = 0, р>2, q>0. (1.4) 

Предположим, что на границе раздела полупроводник-идеальный проводник ЭО задано условие 

ф|эП = 0, (1.5) 

а в области О задано начальное распределение потенциала электрического поля 

ф(х,0) = ф0(х). (1.6) 

Для удобства введем обозначение и(х, t) = ф(х, t); тогда с учетом (1.4),—(1.6) приходим к следующей 

^Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (коды проектов 02-01-00253, 01-01-06002) и гранта от проек
та "Молодые ученые России". 
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задаче: 

dt 

Г N -ч г -л Л 
Аи + Л ^—( 

V / = 1 ' 

ди 
Эх 

р- 2ди 
дх + |иГм = 0, р>2, q>0, (x,t)eQx(0,T]9 (1.7) 

и(*,/) |эо = 0, ^>0, (1.8) 

и(х,0) = м0(х), хе £1. (1.9) 

По всей видимости, рассматриваемая задача является новой в теории уравнений псевдопара
болического типа. Причем для задачи (1.7)—(1.9) нами будут рассмотрены вопросы глобальной 
разрешимости и разрушения за конечное время, поэтому мы сочли возможным привести ссылки 
как на работы, посвященные исследованию псевдопараболических уравнений, так и на работы 
по исследованию вопросов глобальной неразрешимости и разрушения решений. 

Применение полугруппового подхода к общей теории вырождающихся псевдопараболичес
ких уравнений получило глубокое и широкое развитие в [1]-[3] с приложениями к полулиней
ным уравнениям псевдопараболического типа [4]-[6]. Исследованию псевдопараболических 
уравнений с незнакоопределенным или необратимым оператором при старшей производной во 
времени посвящена работа [7]. Кроме того, в абстрактной постановке вырождающиеся уравне
ния псевдопараболического типа рассматриваются в [8]. Широкий спектр результатов для урав
нений и систем уравнений, неразрешенных относительно старшей производной, рассмотрен в [9]. 
Отметим также работу [10], где рассматриваются вопросы локальной разрешимости для уравне
ний псевдопараболического типа. Исследованию псевдопараболических включений с двойной 
нелинейностью посвящена работа [11]. Псевдопараболические уравнения с монотонной нели
нейностью рассматривались в [12]. Задачи оптимального управления линейных задач для урав
нений псевдопараболического типа исследовались в [13] (см. также библиографию к этой рабо
те). Разрушение за конечное время и существование глобального во времени ограниченного ре
шения нелинейного уравнения Буссинеска с источником 

щ - Д\|/(и) - Ди, + q{u) = 0 

исследовалось в [14] и [15]. В [16] были предложены физические модели, приводящие к нелиней
ным уравнениям псевдопараболического типа. В [17]-[22] были рассмотрены начально-краевые 
задачи псевдопараболического типа и изучены вопросы о существовании глобальных во време
ни решений и разрушения решений за конечное время. Наконец, в [23] исследован вопрос о един
ственности решения задачи Коши для квазилинейного уравнения псевдопараболического типа: 
щ = сАщ + ф(и). 

Отметим также, что исследованием задач для родственных к (1.7) линейных и квазилинейных 
уравнений составного типа посвящены работы [24]-[28]. 

Перейдем к обзору результатов и методов доказательства теорем о несуществовании и раз
рушении решений, применимых и для уравнений псевдопараболического типа. 

Прежде всего отметим классическую работу Фуджиты о несуществовании положительного 
решения для полулинейного уравнения параболического типа [29]. В [30] был предложен энер
гетический подход к исследованию вопроса о разрушения сильного и слабого обобщенного ре
шений для достаточно больших начальных данных задачи. В [31] была предложена новая задача, 
для которой удалось получить оптимальный результат Фуджиты. Широкий спектр результатов 
по исследованию неограниченных решений был получен в [32]. Кроме того, результаты по по
лучению оценок сверху и снизу для скорости разрушения решения были получены в [17], [19] и 
[33]. Метод доказательства несуществования решения некоторых классов краевых задач, осно
ванный на использовании принципа максимума, развит в [34]. Принципиально новый подход, на
зываемый методом пробных функций, предложен в [35] (см. также работу [36]). 

В связи с тем, что уравнение (1.7) является сильно нелинейным с двойной нелинейностью, 
причем одна из нелинейностей является псевдолапласианом, отметим, что подходы к исследова
нию подобных задач можно найти в [37] и [38]. 
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2. ЛОКАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
В СЛАБОМ ОБОБЩЕННОМ СМЫСЛЕ 

Пусть ЭО е С ' , 8 е (0, 1], - граница ограниченной области О и s > 2 таково, что (s - l)/N > 
> 1/2 - Цр. Рассмотрим следующую задачу на собственные функции и собственные значения: 

(wp v)s = Xj(wp v) W e HS(Q), j = Г + ^ , (2Л) 

где введены следующие обозначения: (•, -)s- скобки двойственности (см., например, [39]) между 
гильбертовыми пространствами Ho(Q) и Н \Q), (•, •) - скалярное произведение в L (Q). В силу 

определения s справедлива следующая цепочка вложений: Но(О) с W0'/?(O) с Н0(О) c L (Q), 
р>2. Поскольку собственные функции задачи (2.1) образуют галеркинский базис одновременно 
в Но(О) и в L (О) (см., например, [37, с. 172], [40, с. 4]), то, в силу указанных включений, собст
венные функции задачи (2.1) образуют галеркинский базис в Но(О) и в W 0 ' p (O). 

Справедлива 

Теорема 1. Пусть ьфс) е W0
,/?(O) и если N <р, то q > 0, если N > р, то 0 < q < [N(p - 2) + 

+ 2p]/[2(N- /?)]; тогда найдется такое Т0 = Т0(щ, q,p)>0u существует функция и(х, f): (0, Г0) х 
х О —> Ш такая, что для любого Т е (0, Г0) имеют место включения 

,1Р и е 1°°(0, Г; W0
,P(Q)), и1 е 1 (0 , Г; Щ О ) ) , 

э^ 

Эм 
Эх, 

(р-2)12ди 
Эх, е L 2 (0 , 3w 

Эх, 
iP-2)i2du e Loo г L2(0)), i = i,N9 Q = (0, Г) х О, 

. Эх,- v (2.2) 

Эх, 
p-2^)sl2aO,T];lp(Q)), 

Эх, 
р-^ди 

Эх, G L"(0, Г; П О ) ) , i = 1,#, // = р / ( р - 1 ) ; 

кроме того, и(0) = и0 почти всюду в Q, причем 

d/dt(Au + Apu) + \u\qu = 0 в L2(0, Г; W_1'"'(Q)), р~х + р'~1 = 1, 

V-I^rl 
7 = 1 

Эм 
ЭХ; 

р-2ди 
ЭХ; 

(2.3) 

При дополнительных условиях 0 < q < p/(N - р) при N>pmq>0 при /V < р функция м(х, 0 един
ственная. 

Доказательство. 

Замечание 1. Поскольку, в условиях теоремы 1, и £ L (0, Г; W0
, /?(O)), и' G В_2(0, Г; Н0(О)), то в 

силу результата работы [37, с. 20] имеем u(t) : [0, 7] —> Н 0(О), где Н0(О) - непрерывная функция. 
Для доказательства локальной разрешимости воспользуемся методом Галеркина в сочетании 

с методами монотонности и компактности [37]. 
Будем искать "приближенное" решение нашей задачи (1.7)—(1.9) в виде 

ит = ^cmk(t)wk, и0т = ит(0) = ^cmk(0)wk-^u0 сильно в Wo P (0 ) , 
k= i k= i 

(V« : ,VH; ; . ) + ( P - 1 ) 

/=IV 

Эий 

Эх, 
Р-гдит dwj 

Эх/ ЭХ; = (ЫЧи*™,-)» j = l,m. 

Из (2.4) сразу же получаем 
т N 

II 
/: = 1 i = 1 

1 + ( P - D 
диИ р-2- dwk dwj 

Эх,-' Эх,- тпк = (\um\qum,wX j = l,m. 

(2.4) 
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Теперь в качестве галеркинского базиса в Н0(О) и в W0
,/?(£2) выберем собственные функции 

задачи (2.1). Введем обозначение 

e«sE 
i = 1 

1 + ( р - 1 ) 
Эх, 

-2ПЭ 
Эх? ЭХ; / 

Имеем 

iwh aw дип 

Эх, 
р-2 2 

т 3 

^• = 1э7^ 
& = 1 

дх( *,у = 1,1 / = U , y = 1 / = 1 

Поскольку {wk}lZ i - галеркинский базис в Н0(О), то det{(Vwh Vwy0}£'/L1 i > 0, поэтому, в си
лу критерия Сильвестра (см., например, [41]), det{a^}^'ym

= l{ > 0. Общие результаты о нелиней
ных системах обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например, [42]) гарантируют су
ществование решения задачи (2.4) на некотором интервале [0, tm], tm > 0, в смысле скт е С(1)[0, tm]. 
Ниже получены априорные оценки, из которых следует tm = Г, где Г не зависит от т. Значит, 
скт е С(1)[0, Т],ите С(1)([0, Т\ Wj ' p(Q)) . 

Займемся выводом априорных оценок. Умножим обе части равенства (2.4) на cmj и просумми
руем по / = 1, m; тогда получим 

2dr m]l2 p du 
i= 1 

ди„ 
дх; = и 

Отметим, что нормы 

( N 

Vi = l 

dv 
Эх, 

Up г 

V iM 
/ = 1 

\dv 
\dxj 

\p 

\p) 

\\q + 2 

m\\q + 2' 

lip 

(2.5) 

эквивалентны на пространстве ve W0 ' P(Q) (см., например, [37, с. 169]). Поэтому сразу же будем 
рассматривать пространство W0

,/?(O) с нормой 

/ N \Vp 
"ЭИ1 

V / = i Эх 

Из (2.5) следует 

1 
2 1 1 ^ 2 + ^ -

/ = 1 

ди„ 
дх: р i = 1 

Эд 0m 

Эх-
, + J*ll«m||?l2W. (2.6) 

В силу условий, сформулированных в теореме относительно/?, q, N, и теорем вложения Соболева 
(см., например, [43, с. 100]) выполнено вложение WQ ^(О) с П_ ^+ (О) c L ^ + (О). Теперь имеем 

/ # 

V, = 1 

Эмм 

Эх, 

1/р 

/V 

;|V« 
|2 / ? - 1 

w|| 2 

/ = 1 

э^ 
ЭХ; р 

2 } j ? - b 

/ = 1 

Э^о» 
Эх, '+«1 

' /- N ^{q + 2)lp 

"dujp 
V« = i Эх, ( J ) . 

М|/>У 
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Итак, имеем 

Em(t)uE0n + B2jdsE^s), « = 2 ± 2 , В2 = ВГ2(^ 
(q + 2)lp 

(2.7) 
1, 

£„(*) = 2lV"»l2 + 
2 , P-l-

Эх, 
» £'om = £m(0)-

Используя леммы Гронуолла-Беллмана и Бихари (см., например, [44, с. 108-112]), получаем 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

Em(t)<[Elm
a + (l-a)B2t]m-a), 0 < а < 1 , 

£„(*)£ Я0«ехр{ВД, а = 1, 

^ ( O ^ f i o J l - ^ - l ^ ^ o m ' V 1 ^ " ^ а > 1 . 

Умножим теперь уравнение (2.4) на cmj и просуммируем noj = 1, m; тогда после интегрирования 
по времени s e [0, t] получим 

\ds v«J2
2(5) + Цр-l) dxi э^ 

Эх, 
(p-2)/2duw\\2 

Эх, 
1 1 itq + 2 + ̂ М?Л = -^Ы7А- (2-и) 

я 
В силу условий теоремы относительно параметров q, p, N и в силу теорем вложения Соболева 
(см., например, [43, с. 100]), из (2.11) получим 

\ds l|vu'fc) +
 4 - ^ X | 

« ' = 1 Q 

мШ ди„ 
Эх, 

(Р-2)пдит\\2 

Эх, <-Л-вГ2 

q + 2 l V i = l 

Эии 

Эх, 
(2.12) 

В силу того, что и0т — • м0 сильно в W0
, p(O), справедливо следующее неравенство: £ 0 т < А, где 

А не зависит от т (см., например, [45, с. 173]). В результате из (2.8)-(2.10) приходим к выводу, что 
найдется такое максимальное Г0 > 0, что справедливо неравенство Em(t) <C,te [0, 7] VTe (0, Г0), 
где С не зависит ни от т , ни от t. 

Таким образом, из (2.8)-(2.12) следует, что найдется такое Г0 ^Т0(и0, д, р), что для любого 
Г е (0, Г0) выполнены следующие включения: 

ит ограничено в L°°(0, Г; W0
,P(Q)), ъ£т ограничено в L (0, Г; Н0(О)), 

ди„ 
Эхг 

{р'2)12^А ограничено в l2([0, T]; l2(Q)), i = l,N, 
(2.13) 

\um\qum ограничено в L°°([0, Г]; l / (Q)), q* = (q + 2)/(q+l). 

Наконец, понятно, что 

\дип 

Эх, 
{р-2)/2^П ограничено в Г ( [ 0 , Г ] ; l2(Q)), i = l,N. 

ЭХ; 
(2.14) 

В силу (2.13), (2.14) получаем, что tm = Г, где Г не зависит от те N. Значит, 
т 

и„ = X c *»C> w * e С ( 1 )([0,Г]; W;'"(Q)). 
к= 1 

Из включений (2.13), (2.14) и результатов [37, с. 24] и [45, с. 180] приходим к выводу, что из 
последовательности ит можно выделить такую подпоследовательность (которую снова обозна
чим через ит), что 

ит —- и *-слабо в L°°(0, Г; WQ Р ( 0 ) ) , И^ —- и' слабо в L2(0, Г; Hj(Q)) 
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Аит — Аи *-слабо в 1°°(0, Г; НГ'СО)), -Арит — х *-слабо в 1~(0, Г; Щ1'Р'(П)), 

\um\qum—~w *-слабов 1~(0, Г; l*'(Q)), 4 = (q + 2)/(q+l). 

Отсюда имеем ит — - и слабо в И ( 0 , 2 = [О, Г] х О; тогда в силу компактного вложения 
1 2 2 

Н ( 0 е е L (Q) приходим к выводу, что ит —*» и сильно в L ( 0 , а значит, почти всюду (см», на
пример, [10, с. 39]). Тогда в силу леммы L3 из работы [37, с. 25] получим \um\qum — - \u\qu *-слабо 
в L°°(0? Т; V\a)) ,q' = (q + 2)/(q + 1). Таким образом, w = \u\«u. Из (2.13) и (2.14) следует, что 

и\(р-2)/2дип 

ЭХ; дх, G НГ([0, Г]; П О ) ) , um e HJ([0, Г]; HQ(Q)) , I = 1, N. (2.15) 

Имея в виду, что предел последовательности -Арипг — - % *-слабо в L°°(0, Г; W0
,P(Q)), дока

жем, что х = -Ари. 
Запишем систему уравнений (2.4) в эквивалентном виде: 

d —((Aum + Apum),Wj) + (\um\qum,Wj) = 0, j = l,m, 
dt 

(2.16) 

где (•, •) - скобки двойственности между пространствами W0' Р(Щ и W ' P(Q). Причем в силу второ
го включения в (2.15) получаем, что (\um\9um, wj)' е Н [0, 7]. Поэтому и {(Аит + Армт), wj) e И [0, 7]. 
Тогда, интегрируя уравнение (2Л 6) по времени, получаем 

(Аит + Д ^ , wj) + / j ^ J ^ J s ) , wyj = (AuQm + ApuQm wj), j = 1, m. (2.17) 

Поскольку Aum — - Аи *-слабо в L°°(0, T; ИГ (О)), то (Aum wj) — - (Ащ wj) *~слабо в L°°(0,1), 

j= l ,w . Кроме того, -Арит -—- % *-слабо в L°°(0, Г; W~ , /7(0)), px = /?/(/? - 1), поэтому 

~(Apum, wj) — - (%, wj) *-слабо в О_°°(0, T)J = 1, m. Наконец, 

t t t 

^ds{\um\qum,wj) = jds(\um\qum-\u\qu, wj) + jds(\u\q(u, wj)), j = l,m. 

С другой стороны, \um\qum, \u\qu e L°°(0, Г; И*(Д)), где q = (q + 2)/(q + 1). Кроме того, если 
W 4 n — - \u\qu *-слабо в 1Г(0, Г; l/(Q)), то 

jds(\u я 
т\ "/я 

um-\u\qu9wj) <Т sup \{\um\qum-\u\qu,wj)\. 
te [0,T] 

q + 2. В силу условия W0 ' P(Q) с L (Q) получим, что правая часть последнего неравенства стремится 
к нулю при m — • +оо. 

Поскольку щт — - щ сильно в WQ P(Q) с Н0(О), то (Аи0т, wj) — - <Дм0? wj) , (Apu0m, wj) — -
— - (Apu0,wj)J = l,m. 

Значит, переходя к пределу при т — • +оо в равенстве (2.17), получаем 

Аи-% = Au0 + ApuQ- ^И^ИСУ) . (2.18) 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 43 № 7 2003 



О РАЗРЕШИМОСТИ СИЛЬНО НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

Введем обозначение A(v) = -Apv. Из (2.17) следует равенство 

<А(ит\ ит) = <Диш, ит) + / JdsrJM^M^), ида(0| - (Ая0ш + Api%m9 мщ) = 

= - ||Vumf2 + / jds\um\qum(s), ujt)\ - (Au0m + Apu0m9 um). 

§93 

(2.19) 

В силу того, что ит -—- и *-слабо в L°°(0, Г; W0
,/?(O)), и из результата работы [45, с. 173] имеем 

liminf||Vtim||22>||VW||^ 

Кроме того, 
г /1 Т I t Т I t 

jdtl jds\um\qum(s), ujtyj = jdtl^ jds\um\qum(s), ujf) - и(0) + J* ( |ж|ида|*(и«(*)> и(0))-
о \о о \о 

Справедливо следующее неравенство: 
т 11 

о \о 

jdtl jds\um\qum(s), uji) ~ u(t) 
о \о 

-.2x1/2/ Л/2 

, 0 И 0 , П х О . jdtjdx \jds\um\q + l\ \jdxdt[ujt)-u(t)f 
о̂ о ' L0 J J \Q / 

В силу условий теоремы относительно параметров q,p,Nm теорем вложения Соболева (см., на
пример, [43, с. 100]) имеем W0

,P(Q) aLq+ (О). В этом случае получаем 

т 11 

jdtl jds\um\qujs), ujt) ~ u(f) 
0 \0 

< C(T, q, p)\ jdxdt[um(t) - u(t)f 
All 

Причем в силу того, что um —*• и сильно в L ( 0 , правая часть последнего неравенства стремится 
к нулю при m — • +оо. 

Рассмотрим теперь 

jdtljds\um\qujs),u(t)\. 
о \о 

Поскольку u(t) е 1°°(0, Г; WQ P(Q)) с L°°(0, Г; 1* + 2(Q)), a j'Qds \um\«ujs) е Г (0 , Т; l*(Q)), q% =* 

= (q + 2)/(q + 1), |м т | ^ т — - \u\qu *-слабо в L°°(0, Г; V(Q)), то отсюда следует 

т 11 Т I t 

lim idtl \ds\um\qujs), u(t)\ = idtl \ds\u\qu(s), u(t)) 
о \o о \o 

Пусть 

Xm = jdt(A(um)-A(v% um-v) W e Lr(0, T; Wi'p(Q)), A(v) e Lr'(0, T; МГЬр '(0)), 
о 

re (1, oo), r' = rl{r- 1). 
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В силу (2.19) получим 
Т Т t Т 

Хуп = -jd№umll + jdt(jds\um\qum(s),uj!fy 
0 0 0 0 

Т Т 

-^dt{A{um)9 v> - J*<A(v), um- v>. 
о о 

Из выписанных здесь слагаемых для Хт нам осталось рассмотреть 
Т Т Т 

ldt{Au0m + Apu0m9 um) = jdt(Au0m9 um) + jdt(Apu0m, um). (2.21) 
0 0 0 

Рассмотрим первое слагаемое в (2.21): um равномерно по m ограничено в L°°(0, Г; W0 'p(O)) с 
с L°°(0, Г; Н0(О)). С другой стороны, и0т — • щ сильно в W0' p(0) с Н0(О), а значит, в силу того 
что А Е 56(H0(ii)); H (О) (см., например, [46, с. 106]) есть множество линейных непрерывных 
(ограниченных в силу линейности А) операторов, действующих из Н0(О) в Н (О), последова
тельность Аи0т —>• Аи сильно в Н (О) и справедлива следующая цепочка неравенств: 

I < А̂ ош - Д̂ о> ит)\ < С\\Аи0т - Аи0\\_г — • О , т — - +<*>. 

Наконец, поскольку ит — • и *-слабо в L°°(0, Г; Н0(О)), а Ащ е Н (О), то 

+оо. )—^\dt{AuQ9u)9 m-
о о 

Поэтому 
Т Т 

lim \dt(Au0m9um) = ldt(Au0, и). 
m —> +ooJ J 

0 ° :* 
Рассмотрим второе слагаемое в (2.21): ит равномерно по т ограничено в L°°(0, Г; W0

,P(Q)). 
С другой стороны, и0т — • w0 сильно в Wo'^O). В силу того что Э/Эх; Е !£(W0

,P(Q); ИДО)), 
/ = 1, TV (см., например, [46, с. 106]), последовательность дит/дх( — • Эм/Эхг сильно в LP(Q) для всех 
/ = 1, N. Наконец, справедлива следующая цепочка неравенств: 

\\\w\p'2u-\v\p~2v\\p/(p-i)<(p-l)\\f(w- v)\\p/(p_l)9 f = irmx(\w\p~2
9\v\p~2)9 

l l /Cw-^II^^H/II^JIw-vll^^, px = pl{p-2)9 q2px = p9 

q2 = p-l, qx = (p-l)/p-29 qxpx = p/(p - 2 ) , 

| | | w r ~ 2 W - | v | / ? " V | | W ( p - l ) < ( / 7 - l ) | | / | | / ? / ( / ? _ 2 ) | | w - V\\p9 

\\f\\p/{p_2)<2(Ynax{\\w\\p9\\v\\p})p~2. 

Возьмем v = dujdxj и w = du/dxt°9 тогда сразу же получим, что 

Эии р~2дит 

ЭХ: 
ди р-^ди 

^ СИЛЬНОЕ 1 / ( Q ) , D1 = Р л . 
dx, р - 1 |Эхг-| 
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Наконец, поскольку d/dxt e i£(Lp(Q), W ,p(Q))(cm., например, [46, с. 106]), то последователь
ность Ари0т —*- Ари сильно в W ,P(Q) и справедлива следующая цепочка неравенств: 

\(Ари0т- Ари0, ит)\ < С\\Ари0т~Ари0\\_1р, — 0, т — + о о . 

Наконец, поскольку ит — • и *-слабо в L°°(0, Г; W0(O)), а Арщ е W , /?(0), то 

Т Т 

\dt(fApu0, um) —• \dt(Apu0, и), m—• +<*>. 
о о 

Поэтому 
т т 

lim \dt(Apu0m,u„) = \dt(Apu0,u). 
0 0 

Таким образом, переходя к верхнему пределу в (2.20) при m —•= +оо9 получаем 
Т T i t \ Т Т Т 

0< limsupXm<-fA||Vw||2+ \dtl \ds\u\2u{s), иЩ - \dt(Au0 + Ари0, и) - \dt(x, v)-\dt(A(v),u-v). 
о о \о / о о о 

С учетом (2.18) приходим к выводу, что 
Т Т ' T i t \ Т 

[dt(x, и) =-[dt\\Vu\\l+ Idtl [ds\u\qu(s\ иЩ - \dt(Au0 + Apu0, и). 
о о о \о / о 

Отсюда получаем, что 
т 
J A < X - A ( V ) , I I - V > = 0 V V E Lr(0,T; Wj*'(«)), v = w-Xw, WG Q_r(0, T; Wj'p(Q)). 
о 

Стандартным образом (см., например, [37, с. 172]) приходим к выводе, что 
г 
\dt(x ~ A(II), w) = 0 Vw € Lr(0, Г; WQ P ( 0 ) ) , 

о 
X, А(и) G O_"(0, Г; W"1, P\Q)) С lr'(0, Г; W"1' P\Q)). 

Значит, x = -Apu. 
Докажем теперь, что 

ди 
Эх, 

( H ) , 2 ^ H ' ( [ 0 J ] ; L 2 ( Q ) ) , i=hN. 
OX; 

Пусть 

A^'M )V 

/ L P , 

3v 
Эх, i = 1,N. 

В силу того что um — - и *-слабо в L (0, Т; W0
,/?(Q)), имеем 

T N T 
| ди\ 

0 j=l,j*i о 

limsup|dt{Ai{urr^), um) <- \ Idtl—I + limsup| df (А(ит), wm)» 
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т 11 

limsup Г(A(um), um) <-\dt\\Vu\\l + idti \ds\u\qu(s), u(t)\ - \dt{AuQ + ApuQ, u) = 
0 \ 0 

T N 

= -\dt(Apu,u) = \dt\ 
0 7 = 1 

Таким образом, получаем 

limsup Ы ^ Г < f 
m _ > +00 J \\ 7)Y . * Эх, 

< \dt 
P о 

Эм 
Эх, 

(2.22) 

С другой стороны, 

dumldxt ограничено в L°°(0, Г; &/(Q)) с 1 / (0 , 0 = [О, Г] х О, 

поэтому в силу рефлексивности LP(Q) (см., например, [45, с. 180]) можно выделить подпоследо
вательность, которую мы снова обозначим через ит, такую, что 

dumldxt—^duldxt слабо в 1 / (0 , / = l,N. 

Значит, в силу результата работы [45, с. 173] получим 

liminf \dt 
m—) 

Из (2.22) и (2.24) следует, что 

т —> +°о J 
0 

ди, 'Ч dt ди 
Эх, 

, i = 1,N. 

т \с 
> +ooJ 

lim \dt 
о 

|Эмда 

1 dxi 

\р 

\р 

\ди\ 
Эхг-| 

, i=l,N. 

Из результата работы [47, с. 293] и из (2.23), (2.25) следует, что 

dumldxt—^duldxt СИЛЬНОЕ LP(Q), i = 1,/V, 

что, в свою очередь, означает (см. [48, с. 102], что 

дит/дх( —*- duldxt почти всюду в Q = [0, Т] х О, i = 1, N. 

Переходя, если это необходимо, к подпоследовательности, имеем 

дип 

Эх, 
(р-2)/2дип 

Эх, — Xt *-слабов ОДО, Г; 12(Q)), i = 1,7V. 

В силу (2.27) и результата работы [37, с. 25] получим 

Эх, 
(Р-2)пдит 

Эх, ЭХ; ^ *-слабов I (0, Г; ПДО)), i = 1,/V. ox, 

Стало быть, 

Эх, Эх J dt\ Эх, 
, H , , | B 9 ' ( 0 J ; L 2 ( O ) ) . 

В силу (2.13) можно выделить такую подпоследовательность, что 

\ди 
эЛ Эх, 

0>-2)/2Эи_Д . 2 

—-2 _ _ ¥ слабо в L ( 0 , (Э = [0,Г]ХЙ. 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 
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А это значит, что 
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ди 
дх, ~^\е Е Д 0 , Q = [ 0 ,T ]xQ, i = 1,7V. 

Итак, 

эА 
Эй 
Эх, 

( " - 2 ) / 2 Э М ^ „ 2.п, 

Эх-,гме)' 
ди 
дх, 

(р~2)/2ди 
Эх,-

е 1~(0, Г; L2(Q)), i = 1 ,# , 

Эй 
Эх, 

( " - 2 ) / 2 ^ е Н ' ( 0 , 7 ; - Д 2 ( й ) ) , ,- = I73v. 
dx, 

(2.28) 

Аналогичным образом при помощи (2.27) доказывается, что 

ЭХ; 
p~2dum 

Эх, 
ди 
дх, ^ *-слабо в L°°(0, Г; l / ( Q ) ) , i = 1,7V, / / = -2—. 

OXt / 7 — 1 

Из (2.28) и теорем вложения следует, что 

эА 
Эк 
Эх,-

""2Эм 
ЭХ; 

е L2([0,r];Lp ' (Q)), Эх, 

р~2ди 
Эх, е П О , Г; 0/'(О)), i = l,iV. (2.29) 

Докажем (2.29). 

Введем обозначение \|/ = |Эи/Эхг| du/dxt; в этом случае |\|/|°V = |Эи/Эхг|р~ ди/дх( при 

а = (р - 2)/р, i = 1JV. Отметим, что '|\|/|а\|/ е 1°°([0, Г]; l / (Q) ) . Докажем, что (M°V)' e 
G О_2([0, Г]; 0 / (0 ) ) . Действительно, 

| Л \dx\\p\ 
О 42 

< "'№!' ^Ы/лмв"л 
\2/(р'р1)/ 

О VQ У 

f J I ' 1^2 
dx|\|/r| 

\2/(p'p2) 

где 
о о -1 -1 1 2 ( р - 1 ) . 2 ( / 7 - 1) 

а р > ! = 2, /7>2 = 2, /?! +р2 = 1, ^ = v 5 о » ^2 = z 
Р-2 

Поскольку \|/ G 1°°([0, 7]; L2(0)), V e Ц2([0, 7]; L2(Q)), то 

ЫрхМ^Г 
\2/р' 

< 
J 

; sup ||у||2аГйхА|у|2<+оо, g = [0, Г ] х О . 
t € [О, Г] J 

О 42 ' Q 

Теперь можно перейти к пределу при т — • +оо в уравнении (2.4). Действительно, 

(Vum, VWJ) — - (VM1, VWJ) слабо в L (0, Г), (|ит |*ит, Wj)—- (\u\qu, wj) •-слабо в L°°(0, Г), 

дип 

ЭХ; Эх,' Эх, I ^ " " 1 Эх, 
^-2Эм 3w,-

дх- Эх, 
*-слабо в L°°(0, Г), 

из последнего получаем, что 

( 

V 

дит 
dxt 

Р~2Мп 
Эхг_ ' Эх^ dt{ 

дит 
Эх, 

^ - 2 э ^ э ^ 
ЭХ;' ЭХ; 

Переходя к пределу в уравнении (2.4), получаем равенство 

ди 
Эх, 

р~2ди 
ЭХ; 9 Эх, в Э'(0, Г). 

( V M \ V V ) + £ 

f = 1 V 

Эм 
Эх, 

^- 2 Э^1 ' Э^ 
Эх J ' Эхг 

= ( | M | V V ) W e Wo'p(0) 
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Отсюда сразу же получаем (2.3). В силу (2.29) и того, что и е Н (О, Г; Н J(Q)) n L°°(0, T; Wo Р(Щ ), 
приходим к выводу, что каждое слагаемое в левой части (2.3) заведомо принадлежит классу 
0_°°(О, Т; W~ ,P(Q)), что и доказывает первую часть утверждения. 

Перейдем к доказательству единственности. 
Пусть Uj(t)J = 1 , 2 , - два решения задачи (2.3) в классах, сформулированных в условиях теоре

мы 1 с одним и тем же начальным условием. Тогда в силу (2.18) имеем 
t 

AUj + ApU} = Аи0 + Ари0- idslu^ufa), i = 1,2. 
о 

Обозначим w = щ - и2. В силу монотонности оператора Ар (см., например, [37, с. 168]) имеем 
t t 

\\Vw\\l{t) < jdsjdxllu^u, - \u2\2u2\{s)\w\{t) < C^ds^u^ + |||и2|1дг)|Н1г(*)1к12(0 ^ 
о а о 

< C2|| Vw||2(0j^(| | |^irlU + II|^2rlU)llw||r(^), 

где r = 2N/(N-2) при N>3nr>2 при N=1,2; тогда имеет место вложение Н0(О) с Lr(Q) (см., 
например, [43, с. 100]). Кроме того, потребуем 0 < q <p/(N-p) при N>p и g > 0 npmN<p. Тогда 
в силу W Q ' ^ Q ) С Lq (О) и теорем вложения (см., например, [43, с. 100]) получаем 

!|Vw||2(0<C3J^||Vw||2W. 

В силу леммы Тронуолла-Беллмана (см., например, [44, с. 108]), из последнего неравенства по
лучаем Ui(t) = u2(t) почти всюду в Q = (0, 7) х О. Теорема 1 доказана. 

3. РАЗРЕШИМОСТЬ В ЛЮБОМ КОНЕЧНОМ ЦИЛИНДРЕ 
И "РАЗРУШЕНИЕ" ЗА КОНЕЧНОЕ ВРЕМЯ 

Введем следующие обозначения: 

Em(t)^l-\\Vum\\2
2 + Pj^ 

i= l 

дип 

дх; 

р ал-2 
, £0m = £w(0), a = г 9 

Р Р 

E(t)*h\Vuf2 + ^ 
2 р . i= 1 

ди 
дх, , E0 = E(0)9 B^B^l-^j 

(q + 2)/p 

q + 2. где Вi - наилучшая постоянная вложения пространств W0
,/?(O) с L̂  + z(0). 

Справедлива следующая 
Теорема 2* Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда в случае р > q + 2 величина Т0 из 

теоремы 1 равна +°о. Кроме этого, справедливо следующее: 
1) если р > q + 2, то 

4 - % ( l - a ) ! % - 2 r <£(0<[4 _ ( X + ( l -oc)^] 1 / ( 1 ~ a ) ; 
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2) если р = q + 2, то 
\\q + 2 

£0expj I M i l U <E(t)< Eoexp{B2t}; 

3) если же р < q + 2 (т.е. a > 1), т о найдется такое Т0 = T0(%), что 
N 

l imsupV 
i= 1 

ди 
Эх р 

T^(a-iylBllEoa+l<TQ<(a-iy%0\\^ 

В случаях 1) и 2) неравенства снизу имеют место при дополнительном условии q > 0 при N= 1,2 
и 0 < q < 4/(N - 2) при N>3. Наконец, неравенство сверху в случае 3) имеет место при таких же 
условиях на q. 

Доказательство. Пусть ит - галеркинские приближения, определенные в (2.4). Поскольку 
и0т — - и0 сильно в W0 'p(O), а последовательность ит — - и *-слабо в L°°(0, Г; W0

,/7(O)), то, пе
реходя в (2.8) и (2.9) к пределу при т — • +°° с учетом того, что E(t) < liminf£'m(0 (см. [45, с. 173]), 

получаем 

E{t) < [Е1
0~а + (1 - a)B2t]m~a) при a < 1, (3.1) 

E(t)<E0exp{B2t} при a = 1. (3.2) 

Рассмотрим теперь случай a > 1. 

Поскольку последовательность и0т — • щ сильно в W0 ' P(Q) с Н0(О), то в силу результата ра
боты [47, с. 293] имеем Е0т — • Е0. В этом случае из числовой последовательности Е0т можно вы
делить либо монотонно неубывающую, либо монотонно невозрастающую подпоследователь
ность. Будем искомую подпоследовательность последовательности Е0т и соответствующие под
последовательности последовательностей и0т и ит обозначать таким же образом. Рассмотрим 
неравенство (2.10). Предположим, что Е0т - монотонно невозрастающая последовательность. 
Введем обозначение: { EQJ } - последовательность, полученная из*£0т путем вычеркивания пер

вых п е N слагаемых; тогда неравенство (2.10) имеет место равномерно по т для всех t е [0, Тх
п ), 

где т\п} зз (а - \ухВ~2 Е$п. Поскольку ит — - и *-слабо в L°°(0, Г; W0
,/?(O)), то для всех таких t 

можно перейти к пределу при m — • +°° в (2.10) и с учетом результата работы [45, с. 173] полу
чить неравенство 

E{t) < Е0[1 - ( a - l)B2Eo~lt]~i/{a~l) при te [0,т\п}). (3.3) 

В силу произвольности ие Ми того, что Тх Т Тх при п Т +оо? приходим к выводу, что (3.3) имеет 
место при t е [0, Тх) и, кроме того, Т0>Т1. Пусть теперь Е0т - монотонно неубывающая последо
вательность. Тогда, повторяя предыдущие рассуждения, получаем, что (3.3) имеет место для всех 
te [O.TOVLTO^T,. 

Для дальнейшего нам необходимо доказать, что для почти всех t е [0,7] EJt)—**E(i)\/Te (0, Г0). 
С этой целью заметим, что при доказательстве теоремы 1 мы получили (2.26), а значит, в силу 

вложения LP(Q) с Q_2(0, Q = [0, Т] х О УТе [0, Г0), имеем 
t t 

jdsEm(s)~^jdsE(s) V f e [ 0 , r ] , VTe(0 ,T 0 ) . (3.4) 
0 0 

С другой стороны, при выполнении условий q > 0 при N = 1, 2 и 0 <q< 4/(N - 2) при N>3 имеем 
компактное вложение Н (Q) с L* ( 0 (см., например, [43, с. 100]), а последовательность ит сходится 
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слабо в Н ( 0 . Стало быть, последовательность ит — • и сильно в V ( 0 , Q = [0, 7] х О V J е (0, Г0). 
Поскольку правая часть выражения для Em{f) сходится для любого te [0, 7], Те (0, Г0), к некото
рой функции r\(t) и из доказательства теоремы 1 следует, что Em(t) < С < +сю9 где С не зависит ни 
от т , ни от г, то, в силу теоремы Лебега о переходе к пределу, под знаком интеграла Лебега (см., 
например, [48, с. 75]) имеем i\(t) e V(0, T)\/Te (0, Г0) и 

JEJs)ds —^ jdsi\(s) \/t e [0, Г], \/Т е (0, Г0). 
о о 

Сравнивая (3.4) с (3.5), приходим к выводу, что 
t 

jds[E(s) -r\(s)] = 0 Vt € [0, T], V r e (0, T0), 

(3.5) 

(3.6) 

причем E(t)e L(0,T),r\(t)e L (0, 7), поэтому, дифференцируя обе части равенства (3.6) по Лебе
гу (см., например, [48, с. 124]) на сегменте [0, Т\ V T e (0, Г0), получаем 

Т|(0 = E(t) для почти всех t е [0, Г] \/Т е (0, Г0). 

Таким образом, мы приходим к выводу, что последовательность Em(t) при дополнительных усло
виях на q > 0 сходится почти всюду к £(г) на множестве t е [0, 7] V J € (0, Г0). 

>(1Ь В силу (2.6), (2.11), а также поскольку мш(0 е С ([0, 7]; W0
, / ?(O)), имеем 

1 й! ПГ7 ll2 p - l d 

2<fo" m|12 /? Л -
/ = 1 

Эм„ 
Эх, "" + ||^т||д + 2^> 

,,,2 4 ( р - 1 ) ^ 
*/п|| 2 + 2 |Ум1Ж + ^Ц-^]Грх Эмд а 

Эхг 

Р-2 ди,п 

Эх, 
JL1| 
4 + 2Л11 

(3.7) 

(3.8) 

Из (3.7) и (3.8) следует, что Em(t), E'm(t) e ACfO, 7]. Справедливы следующие неравенства: 

jdx(Vum, V M J ^ II ¥ 7 ' -II ^ IIГ7 II 2 

£ IIV«m |211Vи||2,-
(3.9) 

Ш Х 
Эми 

Эх, Эх, Эх,- <|</х 
о 

Эх, 
/ 7 - 1 

Эх,-
< 

]дит 

дх( • 

\р/2 

\Р 

f 
jdx dxt 

р-2 

дх( 

2\ 

J 

1/2 

(ЗЛО) 

В силу неравенства Шварца (см., например, [50, с. 18]) имеем 

i = 1 

дип 

Эх, 

р/2 
\dx 

ди„ 
Эх, 

Р-2 dul 
Эх, 

2\ 1/2 

< 
( N 

V," = 1 

Эии 

ЭХ; 

1 / 2 / /V 

'V 

ди„ 
dX; 

р - 2 Эи1 
Эх, 

2\ 1/2 

(3.11) 

В силу (3.7)-(3.11) справедлива цепочка неравенств 

\(ит, [-Аит- Арит]',)\2< \(Vum, Vum)\2 + (р-1У 
Assd J 

dx 
i=\Q 

dun 

Эх,-

Р-гдитдит 

Эх,- Эх,-

+ 2(p- l ) | (VCV«. ) l 
ди, 
Эх, 

Р-2дитдит 

Эхг Эхг 
<|V M ;J | |V M m |* + 
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+(P-D2X 
N N 

i= 1 

^ . . 3 u n - W " 
dxt 

дх 
N 

Ъ\йх 

•i\\Pi=\a 

Idw, 

dur 

f 

II 
V 

Эх,-

Эх 

p - 2 

p - 2 du„ 

Эм1 

Эхг-

2Л 1 / 2 ^ 

+ 2(p- l ) |VMJ 2 | |Vi iw | | 2x 

Эх,-

V^||2 + (P~1)XPX 

N 

^т\\2 • ( P - D X 
V i = 1 

Эх,-Up 

« = 1 Q 

Эиг 

Эхг 

p-2 ди„ 
ЭХ; 

2\ 
< 

<p 1V |̂2 + (P-1)XJ^ 
i = l Q 

dur 

dx( 

\dul 
Эх,-

\2\ 
P-h JI|VUJS + ^ X P 1 i= 1 

|Эмг 

dxt 

Наконец, из (3.7) и (3.8) и предыдущего неравенства получим 

d2Em 

dt2 4 f b »-*?• (3.12) 

Теперь рассмотрим три случая: 0 < а < 1 , < х = 1 , 1 < а . Без ограничения можно считать, как и 
ранее, последовательность Е0т монотонной и положительной, тогда последовательность Ет > 0 
для всех m e N.B первом случае (0 < а < 1) из (3.12) следует 

^v> 0 ) ^ Ы £ , £m(0>r^-%(1_a)K^^1 / (1 a) 

"От •'От 

(3.13) 

Рассмотрим теперь второй случай: a = 1. Из (3.12) получаем 

2 f Ё \ 
ЁтЕт~{Ёт) >0 , In 

v rilw \\q + 1 1 
•J > 0, £ш (0 > E0mexpj £ Г к 

Наконец, рассмотрим третий случай: a > 1. Из (3.12) вытекает 

И + 2 • p ' V -IT1 IIii \\q + Z r Hi/ ||* + 2 _ , - l / ( a - l ) 
m l > f l ^ ^ l l " 0 m | | g + 2 17 > 17 1 / „ 1 л 1 Г 0 т 1 и + 2 ^ | 

— ] >0, _ > _ — — , Em>E0m l - ( a - l ) — - 1\ -^Om 

(3.14) 

(3.15) 

В силу сильной сходимости щт — • щ в W 0 ' p (O) с Н0(О) и из условий W0
, /?(O) с 1/ (О) тео

ремы 1 получаем £"0т — • £ 0
 и ||моЛ^ + 2 —*" W I ^ + 2- С другой стороны, мы установили, что 

Em(i) —*• £(г) для почти всех t е [0, Г0). Поэтому, переходя к пределу при т — • +оо в неравенствах 
(3.13) и (3.14), получаем 

E(t) > Ej" a + ( l -a) ! ! 
IK + 2 

£? 

l / ( l - a ) 

, a e ( 0 , 1), 

E(t) > E0exp< q 

[ ^0m 

q + 2 
M0m||g + 2 t>, a = 1. 

Введем обозначение F0m = ||w0J|^2/Ii0m. Без ограничения общности переходя к подпоследова
тельности, мы можем считать, что последовательность Е0т > 0 равномерно по т , поскольку Е0 > 0. 
В силу сходимости последовательности FQm —** F0 при т — • +<*>, где F0 = ||w0m||^2/jE09 можно вы
брать монотонно сходящуюся подпоследовательность, которую снова обозначим через F0m. Co-
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ответствующие подпоследовательности последовательностей и0т и ит снова будем обозначать 
и0т и ит. Перепишем (3.15) с учетом принятого обозначения: 

Em>E0m[\-{a-\)FQmtYV(a-l). (3.16) 
Пусть последовательность F0m монотонно неубывающая, тогда неравенство (3.16) имеет мес

то равномерно по т для всех t е [0, (а - l)"1/^1)., где F = sup F0m. Переходя к пределу при т — • +°о 
те Ы 

для таких t в неравенстве (3.16), получаем 

E>E0[l-(a-l)F0t]~ma'l\ te [0, (а- 1)"1Г1]. (3.17) 

Но F = F0 в силу того, что последовательность F0m монотонно неубывающая и сходящаяся к 
Fo = \\щт\\ГЛ/Е0. Отсюда и из (3.17) сразу же получаем, что Г0 < (а - l)"1 \\u0m\\~q

+~2
2 Е0 = Т2. 

Пусть теперь последовательность F0m монотонно невозрастающая. Обозначим через {F^} 
последовательность, полученную из последовательности {F0m} путем вычеркивания первых пе N 
слагаемых. Сделаем предположение, что 

TQ>{a-\y%^;2
2E^T2, (3.18) 

и пусть, кроме того, М= sup E(t) < +°о. Тогда (3.16) имеет место равномерно по t е [0, (а -1) - 1 F~Qn). 
te[0,T2] 

Переходя к пределу при m — • +°° в неравенстве (3.16), получаем, в силу сделанного предполо
жения относительно Г0, следующее неравенство: 

£ 0 [ l - ( a - l ) F 0 r F 1 / ( a - 1 ) < M < + o o , te [0, ( a - l)'lF^). (3.19) 

Однако в силу того, что F0n \ F0 при п — • +оо, найдется такое пе N и такое tn е (0, (а - l) -1 i 7^) , 
что (3.19) потеряет смысл. Значит, предположение (3.18) не выполняется. Отсюда сразу же вы
водим, что 

'r0<(a-l)->0 |7+-2£o = 7Y 
Теорема 2 доказана. 

4. ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 
Рассмотрим вопрос о возникновении зависимости тензора диэлектрической проницаемости е̂ -

полупроводникового кристалла от электрического поля в кристалле. 
Возможны две ситуации: изначально изотропный кристалл или оптически одноосный крис

талл (см., например, [51, с. 505-507]). 
В первом случае при слабом электрическом поле у тензора диэлектрической проницаемости 

не могут появиться слагаемые линейные по полю и поэтому разложение данного тензора по 
электрическому полю начинается со слагаемых второго порядка. Причем физически интерес
ным случаем является анизотропное по компонентам поля разложение. В нашем случае данная 
ситуация соответствует р = 4: 

и учитывается так называемый эффект Керра (см. [51 , с. 506]), состоящий в том, что в электри
ческом поле изотропный кристалл становится оптически одноосным. 

Во втором случае в электрическом поле оптически одноосный кристалл может стать оптиче
ски анизотропным. Тогда разложение тензора диэлектрической проницаемости начинается со 
слагаемых первого порядка по полю. В нашем случае это соответствует ситуации/? = 3: 

£/у = eoCŜ  + Syl^ l ) . 

Перейдем к интерпретации результатов теоремы 2. Слагаемое |u\qu в уравнении (1.7) соответ
ствует наличию источника тока свободных электронов, которые, с точки зрения зонной теории, 
перешли из зоны валентности полупроводникового кристалла в зону проводимости. При этом 
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они потратили определенную энергию для преодоления барьера. Зависимость тензора диэлект
рической проницаемости от поля увеличивает энергию барьера и, стало быть, препятствует пе
реходу из зоны валентности в зону проводимости. Сочетание этих двух факторов и приводит ли
бо к "пробою" полупроводника, либо к постепенному росту энергии электронов, который при 
учете тепловых потерь, в свою очередь, приводит к "разогреву" полупроводника (см. [52, с. 125]). 

Приведем "физически" осмысленные значения параметров исходной задачи, согласованные 
с результатами теорем 1 и 2: 

N = 3, р =ж3, 2<q + 2<6 или N = 3, р = 4, 2 < ^ + 2 < 6 . 

Как видно, найдутся такие q, что будут иметь место все случаи из условий теоремы 2. 
В заключение авторы выражают признательность Ю.Д. Плетнеру за полезное обсуждение 

полученных в работе результатов. 
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