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Рассматривается начально-краевая задача для уравнения Лапласа с нелинейным динамичес­
ким граничным условием псевдопараболического типа. При некоторых условиях на исход­
ные данные доказана глобальная во времени разрешимость. При некоторых других условиях 
на начальные данные доказано несуществование глобального во времени решения. Причем 
получен результат Фуджиты о несуществовании глобального во времени положительного 
решения даже при "малых" в некотором смысле начальных функциях. Библ . 19. 

1 . П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

П у с т ь в п о л у п р о с т р а н с т в е х3 > 0 , (хь JC2, х3) е [R3, р а с п о л о ж е н п о л у п р о в о д н и к , а в п о л у п р о с т ­
р а н с т в е х3 < 0 р а с п о л о ж е н д и э л е к т р и к . П р е д п о л о ж и м , ч т о в п о л у п р о в о д н и к е о т с у т с т в у ю т с в о ­
б о д н ы е з а р я д ы и н а г р а н и ц е х3 - 0 р а с п о л о ж е н ы и с т о ч н и к и с в о б о д н ы х з а р я д о в , с к о р о с т ь р о с т а 
п л о т н о с т и к о т о р ы х з а в и с и т о т п о т е н ц и а л а ф(х, t) с а м о с о г л а с о в а н н о г о п о л я п о з а к о н у |ф|̂ ф, q > 0 . 
Б у д е м о б о з н а ч а т ь в е л и ч и н ы , о т н о с я щ и е с я к п о л у п р о в о д н и к у (х3 > 0 ) , и н д е к с о м 2 с н и з у , а о т н о ­
с я щ и е с я к д и э л е к т р и к у (х3 < 0 ) - и н д е к с о м 1 с н и з у . В ы б е р е м н а п р а в л е н и е н о р м а л и к п л о с к о с т и 
х3 = 0 и з с р е д ы д и э л е к т р и к а к с р е д е п о л у п р о в о д н и к а . 

С п р а в е д л и в ы с л е д у ю щ и е у р а в н е н и я в п о л у п р о с т р а н с т в а х д и э л е к т р и к а и п о л у п р о в о д н и к а с о ­
о т в е т с т в е н н о ( с м . [ 1 ] ) : 

1 Э В , 
d i v D t = 4 7 1 0 ^ r o t E i = — d i v B , = 0 , r o t H , = 0 , ( 1 . 1 ) 

с ot 

d i v D 2 = 0 , r o t E 2 = 0 , d i v B 2 = 0 , r o t H 2 = - + — J2, ( 1 . 2 ) 
с ot с 

В , - = rt, Ш { = - V \ | f „ D f = е Д , J , = О Д , E 2 = - V < p 2 , i = Т Д ( 1 . 3 ) 

г д е i = 1 , 2 , D i r - в е к т о р ы и н д у к ц и и э л е к т р и ч е с к о г о п о л я , Е , - в е к т о р ы н а п р я ж е н н о с т и э л е к т р и ­
ч е с к о г о п о л я , В / - в е к т о р ы и н д у к ц и и м а г н и т н о г о п о л я , Н , - в е к т о р ы н а п р я ж е н н о с т и м а г н и т н о г о 
п о л я , - в е к т о р ы п л о т н о с т и т о к о в с в о б о д н ы х з а р я д о в , п р и ч е м п л о т н о с т ь т о к о в с в о б о д н ы х з а ­
р я д о в в д и э л е к т р и к е п р е д п о л а г а е т с я о т с у т с т в у ю щ е й , ц , , - - м а г н и т н ы е п р о н и ц а е м о с т и , £ , - д и э л е к т ­
р и ч е с к и е п р о н и ц а е м о с т и , О / - э л е к т р и ч е с к и е п р о в о д и м о с т и , \\f{ - с к а л я р н ы й м а г н и т н ы й п о т е н ­
ц и а л д и э л е к т р и к а , ф 2 - п о т е н ц и а л э л е к т р и ч е с к о г о п о л я п о л у п р о в о д н и к а . В в е д е м о б о з н а ч е н и я 

Е = Е 1 9 Н = Н 2 , ф = ф 2 , = 

Т о г д а с и с т е м а у р а в н е н и й ( 1 . 1 ) - ( 1 . 3 ) п р и м е т в и д 

Аф = 0 , d i v H = 0 , rotH = - ~ У ф - ^ р У ф , х 3 > 0 , г > 0 , ( 1 . 4 ) 

Д\|/ = 0 , d i v E = 0 , r o t E = - ~ V \ | / , j t 3 < 0 , t>0. ( 1 . 5 ) 
с ot 

^Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (коды проектов 02-01-00253, 01-01-06002). 
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С д р у г о й с т о р о н ы , г р а н и ч н ы е у с л о в и я н а п л о с к о с т и х3 = О и м е ю т в и д ( с м . , н а п р и м е р , [ 2 , с . 4 2 6 ] ) 

- е 2 | 2 - е , ( Е , п ) = 4 я с о , ^ = о 2 ^ - а , ( Е , п ) + | < p | * q > , < ? > 0 , ( 1 . 6 ) o n ot a n 

= |LL2(H,n), [H,n] + [V\|f,n] = 0, [E,n] + [V<p,n] = 0, ( е 1 ^ + 4 я а 1 Е , п ) = 0. (1.7) 

З д е с ь (o(x{, x2, i) - п л о т н о с т ь с в о б о д н ы х э л е к т р о н о в н а г р а н и ц е р а з д е л а п о л у п р о в о д н и к - д и э л е к т ­
р и к . У с л о в и я (1.6) я в л я ю т с я с л е д с т в и я м и у р а в н е н и й и з [2]. У с л о в и е (1.7) и м е е т ф и з и ч е с к и й 
с м ы с л о т с у т с т в и я т о к а с в о б о д н ы х з а р я д о в ч е р е з г р а н и ц у х3 = 0. С и с т е м а у р а в н е н и й (1.4), (1.5) и 
г р а н и ч н ы е у с л о в и я (1.6), (1.7) р е д у ц и р у ю т с я к т р е м з а д а ч а м . 

Задача 1. 

А ф = 0, х3>0, г > 0 , - е 2 | 2 - е , ( Е , п) = 4лсо, х3 = 0, г > 0 , (1.8) 

^ = о 2 ^ - о , ( Е , п ) + |фГф, 4 > 0 , Х3 = 09 Г>0 , (1.9) ot on 

ЭЕ 
£ , - ^ у + 4 т с а , Е , и ) = 0, х3 = 0, г > 0 , (1.10) 

ф(х', дг 3 , 0 | х , = 0,г = о = ФоС*'), х' = {хьх2). 

В д а л ь н е й ш е м м ы з а й м е м с я э т о й з а д а ч е й . Б е з о г р а н и ч е н и я о б щ н о с т и б у д е м с ч и т а т ь е 2 = a? = 1. 
В в е д е м о п е р а т о р с л е д а у : уи(х\ х3) = V(JC!), и п о с к о л ь к у 

Э/Эп = -д/дх3, 

т о в с и л у г р а н и ч н о г о у с л о в и я (1.10) и и з г р а н и ч н ы х у с л о в и й (1.8), (1.9) п о л у ч и м , ч т о д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н ы м с л е д с т в и е м з а д а ч и (1.8) б у д е т с л е д у ю щ а я з а д а ч а (и = ф ) : 

Аи = 0, JC 3>0, г>0 , (1.11) 

d2U ди , \а 

+ \и\ и dtdx3 дх3 

п2 = 0, v(x\ t) = уи(х3, х\ г), JC' = (JC,, Х2) е I R , t > 0, (1.12) 

v(x\0) = v0(x')9 хе U2. (1.13) 

Д о п о л н и т е л ь н о п о т р е б у е м , ч т о б ы ф у н к ц и я ф б ы л а о г р а н и ч е н а в п о л у п р о с т р а н с т в е х3 > 0. Т а к и м 
о б р а з о м , и з з а д а ч и 1 н а х о д и м ф у н к ц и ю ф . Т о г д а и м е е т с м ы с л 

Задача 2 . 

А \ | / = 0, х3<0, r > 0 , d i v H = 0, г о Ш = - Д ^ У ф ^ У ф , хъ > 0, t>0, 

= ц 2 ( Н , n ) , [H, n ] + [ V \ | / , n] = 0, x3 = 0, f > 0 . 
a n 

Р е ш а я э т у з а д а ч у , н а х о д и м ф у н к ц и ю \|/, о п р е д е л е н н у ю в п о л у п р о с т р а н с т в е х3 < 0. В э т о м с л у ­
ч а е о п р е д е л е н а 

Задача 3 , 

d i v E = 0, r o t E = - - ^ - V \ | / , х3<0, ( Е , n ) = ( Е 0 , n ) e " 4 7 c a , / ( e , ° , х3 = 0, г > 0 , 
с о ч 

[ Е , п ] = ( - [ У ф , и ] ) , х 3 = 0, t>0. 

П о в с е й в и д и м о с т и , з а д а ч а (1.11)—(1.13) я в л я е т с я о т н о с и т е л ь н о н о в о й в т е о р и и п с е в д о п а р а б о ­
л и ч е с к и х у р а в н е н и й . П о э т о м у п р и в е д е м о б з о р р е з у л ь т а т о в п о о б щ е й т е о р и и п с е в д о п а р а б о л и ч е ­
с к и х у р а в н е н и й и б л и з к и х з а д а ч д л я у р а в н е н и я Л а п л а с а с н е л и н е й н ы м и д и н а м и ч е с к и м и г р а н и ч ­
н ы м и у с л о в и я м и . В о - п е р в ы х , о т м е т и м р е з у л ь т а т ы и з [3], в к о т о р о й и с с л е д у ю т с я п с е в д о п а р а б о -
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л и ч е с к и е н е л и н е й н ы е у р а в н е н и я л и б о с в ы р о ж д е н н ы м о п е р а т о р о м п р и п р о и з в о д н о й в о в р е м е н и , 
л и б о с н е з н а к о о п р е д е л е н н ы м о п е р а т о р о м п р и п р о и з в о д н о й в о в р е м е н и . Ш и р о к и й с п е к т р р е з у л ь ­
т а т о в п о л у ч е н в [ 4 ] . В о п р о с о р а з р у ш е н и и з а к о н е ч н о е в р е м я р е ш е н и й у р а в н е н и й п с е в д о п а р а б о ­
л и ч е с к о г о т и п а р а с с м а т р и в а л с я в [ 5 ] . О д н о з н а ч н а я р а з р е ш и м о с т ь а б с т р а к т н о й з а д а ч и К о ш и д л я 
о б ы к н о в е н н о г о д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я с о п е р а т о р н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и и з у ч а л а с ь в [ 6 ] . 
Р а з р у ш е н и е з а к о н е ч н о е в р е м я и с у щ е с т в о в а н и е г л о б а л ь н о г о в о в р е м е н и о г р а н и ч е н н о г о р е ш е ­
н и я н е л и н е й н о г о у р а в н е н и я Б у с с и н е с к а с и с т о ч н и к о м в и д а 

ut - A\\f(u) - Aut + q(u) = О 

и с с л е д о в а л о с ь в [ 7 ] . В [ 8 ] б ы л и п р е д л о ж е н ы ф и з и ч е с к и е м о д е л и , п р и в о д я щ и е к н е л и н е й н ы м 
у р а в н е н и я м п с е в д о п а р а б о л и ч е с к о г о т и п а . В [ 9 ] , [ 1 0 ] б ы л и р а с с м о т р е н ы н а ч а л ь н о - к р а е в ы е з а д а ­
ч и п с е в д о п а р а б о л и ч е с к о г о т и п а и и з у ч е н ы в о п р о с ы с у щ е с т в о в а н и я г л о б а л ь н ы х в о в р е м е н и р е ­
ш е н и й и р а з р у ш е н и я р е ш е н и й з а к о н е ч н о е в р е м я . Н а к о н е ц , в [ 1 1 ] и с с л е д о в а н в о п р о с о е д и н с т ­
в е н н о с т и р е ш е н и я з а д а ч и К о ш и д л я к в а з и л и н е й н о г о у р а в н е н и я п с е в д о п а р а б о л и ч е с к о г о т и п а 

ut - cAut + ф(м). 

В [ 1 2 ] р а с с м а т р и в а л а с ь н а ч а л ь н о - к р а е в а я з а д а ч а д л я у р а в н е н и я Л а п л а с а с э в о л ю ц и о н н ы м и 
г р а н и ч н ы м и у с л о в и я м и в и д а 

dw dw i \q ~ Э w dw , \q ^ Э w dw 
— + rr- + \W\4W = 0 , r- + — + \W\4W = 0 , - + т г - + 

dt an fit °n dt °n 

lw 
dt 

vdw _ n 

э7 " ' 

п р и э т о м б ы л и п о л у ч е н ы р е з у л ь т а т ы о л о к а л ь н о й р а з р е ш и м о с т и в с л а б о м о б о б щ е н н о м с м ы с л е . 
В [ 1 3 ] и с с л е д о в а л с я в о п р о с г л о б а л ь н о й р а з р е ш и м о с т и и а с и м п т о т и к и п р и б о л ь ш и х в р е м е н а х р е ­
ш е н и я у р а в н е н и я Л а п л а с а с л и н е й н ы м д и н а м и ч е с к и м г р а н и ч н ы м у с л о в и е м т и п а С о б о л е в а с п р о ­
и з в о д н о й п о в р е м е н и в т о р о г о п о р я д к а : 

dt2 

— + Ф 
от 

Э Ф + = 0 . 
dsn 

Н а к о н е ц , в [ 1 4 ] и с с л е д о в а л с я в о п р о с г л о б а л ь н о й р а з р е ш и м о с т и и р а з р у ш е н и я з а к о н е ч н о е в р е м я 
р е ш е н и я у р а в н е н и я Л а п л а с а с н е л и н е й н ы м г р а н и ч н ы м у с л о в и е м в и д а 

du du \+q г, 

Tt+>M = U ' q > 0 -

п р и э т о м , в ч а с т н о с т и , б ы л п о л у ч е н р е з у л ь т а т Ф у д ж и т ы [ 1 5 ] о р а з р у ш е н и и р е ш е н и я э т о г о у р а в ­
н е н и я з а к о н е ч н о е в р е м я д а ж е д л я м а л ы х н а ч а л ь н ы х ф у н к ц и й з а д а ч и . 

В з а к л ю ч е н и е о т м е т и м , ч т о п р и и с с л е д о в а н и и т е х и л и и н ы х з а д а ч д л я н е л и н е й н ы х п с е в д о п а ­
р а б о л и ч е с к и х у р а в н е н и й и с п о л ь з у е т с я т е х н и к а , р а з в и т а я д л я и з у ч е н и я н е л и н е й н ы х з а д а ч д л я 
к в а з и л и н е й н ы х п а р а б о л и ч е с к и х у р а в н е н и й . В э т о й с в я з и о т м е т и м р а б о т у [ 1 6 ] ( с м . т а к ж е б и б л и ­
о г р а ф и ю в н е й ) . 

2 . Р Е Д У К Ц И Я З А Д А Ч И ( 1 . 1 1 ) - ( 1 . 1 3 ) К С И С Т Е М Е И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

П о д р е ш е н и е м з а д а ч и ( 1 . 1 1 ) - ( 1 Л З ) б у д е м п о н и м а т ь ф у н к ц и ю и(х3, х\ i) и з с л е д у ю щ е г о к л а с с а . 

К л а с с Ко Д л я л ю б о г о t > 0 и м е е м и(х3, х\ t) е С ( 2 ) ( IR+ ) , п р и ч е м и{х3, х\ t) о г р а н и ч е н а в п о л у п р о ­

с т р а н с т в е х3 > 0 , х = ( j q , х2). Д л я л ю б о г о х е Ш2 ф и к с и р о в а н н о г о и(х3, х\ i) е С ( 1 ) ( [ 0 , Т]\ С (1 )(1й1)), 
v(x\ t) = уи(х3, х\ t ) , v(x\ t) e C ( 1 ) ( [ 0 , T]; W A ~ ( ( 1 + \x'\2)№^ + i \ ( 3 > 2 . П р и ч е м г р а н и ч н о е у с л о в и е 

2 — 1 

( 1 . 1 2 ) п о н и м а е т с я к а к п о т о ч е ч н ы й п р е д е л п р и (JC, t) е R х R + ф и к с и р о в а н н о м к а ж д о г о с л а г а е ­
м о г о , о п р е д е л е н н о г о в п о л у п р о с т р а н с т в е х3 > 0 , п р и х31 + 0 . К р о м е т о г о , б у д е м п р е д п о л а г а т ь , ч т о 

v0(x')e W 2 ' ° ° ( ( l +U'|2)a / 2; U2), a > 2 . 
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Теорема 1. В классе К задача (1.11)-(1.13) эквивалентна системе интегральных уравнений 

i(x\ *3, t) = • 2 . , |2ЧЗ/2 
2 Х3 + \Х -у\ ) 

( M V X y , s)e 
<t-s) 

х\ + |JC* -у\2 

-, х 3 > 0 , (2.1) 

0 R 2 

(2.2) 

Доказательство. Обозначим через й(£) = F [w ] ( ^ ) преобразование Фурье по переменной 
У = (х ь х2) е IR" в смысле распределений медленного роста Тогда из (1.11) получим 

Э2 2 
—й{%, хг, t) -\%\ й ( £ , хг, 0 = 0 , х3 > 0 , t > 0 . 
Эх3 

Отсюда 

Из (1.12) имеем 

откуда с л е д у е т 

й ( £ , х3, 0 = v(£, г)е (2.3) 

(2.4) 

Из (2.3) и (2.4) вытекает 

и ( £ , д с 3 , 0 = V o ( q ) e + Jdse ще \v\4v(^,s). (2.5) 

1 2 1 2 
П р е д п о л о ж и м , что VQ(JC') е L ( R ), | v^ve L (R ). Заметим, ч т о справедливо одно вспомогатель­
ное утверждение, доказательство которого аналогично рассуждениям работы [17, с. 167]: если 

2 1 2 2 
fe СЬ(Ш ) , g е L (IR ), т о преобразование Фурье свертки F\f* g] в смысле ) существует и 
равно F [ / ] F [ g ] . 

Действительно, V w е 9*(IR ) 
(/ *g,w)s (f(x), (g(y), w(x + у))), 

(F[f * g], w) = (f * g, F[w]) = fix), g(y),\w^ei{x + ^d^ 

R2 R2 

= (f,F[F[g]w]) = (F[f],F[g]w) = (F[f]F[g],w). 
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Т а к и м о б р а з о м , в с и л у (2.5), л ю б о е р е ш е н и е з а д а ч и ( 1 . 1 1 ) - ( 1 Л З ) м о ж е т б ы т ь п р е д с т а в л е н о в 
в и д е 

и(х\ х3, t) = рХг(х') * v0(x)e" + ^-jdse-('-s) j"rfy ( I ^ | V ) 0 > > ^ , t > 0, x3 > 0, ( 2 . 6 ) 

г д е 

( ' \ -
 1 * 3 

( x 3 + | x | ) 

Т а к и м о б р а з о м , в к л а с с е К и з з а д а ч и ( 1 . 1 1 ) - ( 1 . 1 3 ) с л е д у е т и н т е г р а л ь н о е у р а в н е н и е ( 2 . 6 ) . Т е ­
п е р ь д о к а ж е м в о з м о ж н о с т ь п е р е х о д а к п р е д е л у п р и JC3 1 0 в и н т е г р а л ь н о м у р а в н е н и и ( 2 . 6 ) в к л а с ­
с е К . П р и э т о м в о с п о л ь з у е м с я с т а н д а р т н о й т е х н и к о й ( с м . , н а п р и м е р , [ 1 8 , с . 1 5 1 ] ) . 

Р а с с м о т р и м о т д е л ь н о к а ж д о е с л а г а е м о е в п р а в о й ч а с т и р а в е н с т в а ( 2 . 6 ) . В о с п о л ь з у е м с я о ч е ­
в и д н ы м с о о т н о ш е н и е м 

рХ}(х') * v0(x')- v0(x') = ^\dz 1 f ' 1 , V2[v0(x'-x3z) - v0(x')] = 
, (l + | z | 2 ) 

J _ 
2 я J *\ 

VlR2\n, ПА J 

dz 
m[v0(x -x3z)- v0(x')], 

(1 + |z| ) 

г д е П л == [-A, A] x [-A, А]. Э т о п о з в о л и т п о л у ч и т ь н е к о т о р ы е о ц е н к и д л я к а ж д о г о и з и н т е г р а л о в 
в п р а в о й ч а с т и п о л у ч е н н о г о с о о т н о ш е н и я : 

dz 

R - \ n 
( 1 + W 2 ) 3 / 2 

[v0(x'-x3z)~ v0(x')] <2M 
dz 

R~\uA 

<2m 

п р и д о с т а т о ч н о б о л ь ш о м A > 0. П у с т ь 0 < x3 < 8 и 8 в ы б р а н о с т о л ь м а л ы м , ч т о |(JC' - x3z) - х \ < 
<2А8 = т о г д а , в с и л у н е п р е р ы в н о с т и ф у н к ц и и v0(x'), 

\v0(x' - x3z) - v0(x')\ < Я £ / ( 2 Л 2 ) , 

и , н а к о н е ц , с п р а в е д л и в о н е р а в е н с т в о 

J _ 
2 7 1 

dz 
( 1 + I z | 2 f 2 

[v0(x'-x3z)~ v0(x')] < 8 / 2 . 

Т а к и м о б р а з о м , д л я л ю б о г о 8 > 0 н а й д е т с я т а к о е 0 < А < + ° о и 8 = 8(8, А), ч т о 

\pxJ,x) * v0(x') - v0(x')\ < 8 п р и 0 < х3 < 8. 

Д о к а ж е м т е п е р ь , ч т о 

(W\4v)(y, t) l i m \ d y W = \ d y 

*,4,0,2 Jx] + \x'-yl 
(\v\"v)(y, 0 

x'-y\ • 
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В силу то го , ч т о V(JC;, t) е С ( [ 0 , Т]; 0_"(1 + \х'\2)Шч + »]; и2)), имеем 

1 1 jdy(\v\4v)(y, t) 
/ 2 . 1 , [2 | J C ' - у| 

uCJdpjdy 

< J<feAM1+V-z, г) < 

о о 

1 Р 
(1 + |л:| + р -2|x|pcos<p) / 2 2 

, Р > 2 . 

П о д ы н т е г р а л ь н о е в ы р а ж е н и е о г р а н и ч е н о с в е р х у ф у н к ц и е й 
2 2 -3/2 

/ ( * , р , ф) = С ( 1 + + р - 2 U ' | p c o s 9 ) 

В с и л у р е з у л ь т а т а л е м м ы 2, и з П р и л о ж е н и я н а с т о я щ е й р а б о т ы в ы т е к а е т 
2к 

jdp р ф | Д х , р, ф ) | < С < + о о . 

0 0 
И с п о л ь з у я т е о р е м у Л е б е г а о п е р е х о д е к п р е д е л у п о д з н а к о м и н т е г р а л а Л е б е г а ( с м . , н а п р и м е р , 
[19]), п о л у ч а е м 

l i m U > 1 V ) ( M ) = U ( H M ( M ) . 

Т е п е р ь , п е р е й д я к п р е д е л у п р и хъ i 0 в и н т е г р а л ь н о м у р а в н е н и и (2.1), п о л у ч и м 

, ( Н ' у ) ( у , 0 ^ - " v(jc',r) = v0(x')e~' + — jdsjdy-
0 R 2 

\х-у\ 

Таким образом, в классе К из системы уравнений (1.11)—(1.13) следует система двух интег­
ральных уравнений (2.1) и (2.2). 

Докажем обратное утверждение: всякое решение системы интегральных уравнений (2.1), 
(2.2) в классе К является решением задачи (1.11)—(1.13). 

С этой целью рассмотрим следующие интегралы: 

У, = р Х з ( л ) * v0(x), У 2 = — J 4y- v l z -

П у с т ь x3 > 0 , т о г д а 

dJ{ 1 
dx3 

i 
= 2д 1 ^ 7 ^ = 7 2 ^ ^ ' - ^ 

R2 V*3 + Ы 
Поскольку v0(x) e W ° ° ( ( l + |JC*I2)"72; R ), т о справедливо предельное равенство 

ЭУ, 1 г . 1 

Рассмотрим теперь интеграл У 2

 П Р И хг > 0 : 

ЭУ 
дх, 2к ^ (^ + | / ) 3 / 2 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 43 № 1 2003 



О С У Щ Е С Т В О В А Н И И Р Е Ш Е Н И Я У Р А В Н Е Н И Я Л А П Л А С А 101 

Д о к а ж е м , ч т о 

И ш ^ ? = -(\v\qv)(x\t). 
х3 1 0О Х3 

Д е й с т в и т е л ь н о , в с и л у п р и н а д л е ж н о с т и и(х\ t) к к л а с с у К и м е е м ( | v\qv)(x\ i) е С ( [ 0 , 7 ] ; Cb(R ) ) и , 
к р о м е т о г о , с п р а в е д л и в о н е р а в е н с т в о 

p + (\v\«v)(x',t) 
dx3 

( \ 
^ 1 Г г 
< — + J J 

M R 2 \ n 4

 ПА J 

dz 
/1 I |2.3/2 

( i + kl) 
v\qv)(x'-x3z, t)-(\v\qv)(x\ t)\. 

Д а л е е н е т р у д н о д о к а з а т ь ( с м . , н а п р и м е р , [ 1 8 , с . 1 5 1 ] ) , ч т о V E > О ЗА > О , 8 ( Д , е ) > 0 т а к и е , ч т о д л я 
в с е х 0 < х3 < 5 

ОХъ 
<£ . 

О т м е т и м , ч т о п р и хъ > 0 д л я ф у н к ц и и W(JC', JC3, t), о п р е д е л е н н о й и з ( 2 . 1 ) , с п р а в е д л и в ы с л е д у ю щ и е 
р а в е н с т в а : 

ди ( , 
Ъх3 

(х\ х3, t) = —е ' jdy 

ди , , 

1 г A 2 v 0 ( ^ - y ) 1 г _(,_,) г * 3 ( | v f v ) ( x ' - y , 5) 

о 
/ 2 I .2,3/2 

(*3 + Ы ) 

lim 5 — ( x f , x 3 , t) = %-\dy 

л'з i +00X3 Z7C J 

e " , f A ¥ ^ - f ^ - ! , ( k | V ) ( f , s ) = ^-(x\0,t). 
J dx? ы 

С л е д о в а т е л ь н о , д л я л ю б ы х x e I R и f > 0 п о л у ч а е м 

^ ( У , х 3 , ое С ( | > ( [ 0 , г ] ; С ( 1 й ! ) ) . 

А н а л о г и ч н ы м о б р а з о м п о л у ч а е м , ч т о 

д2и 
dtdx3 

е С ( [ 0 , Г];С(1й1)) 

д л я л ю б о г о JC' € I R и t > О ф и к с и р о в а н н ы х . П р и ч е м п р и х3 > 0 и м е е м 

д и _^ ди 1 — - [я 
dxl ~ ~~2nJ У 

х3 dtdx3'dx3~ 2 , J - , 2 . L | 2 ^ I H V ) ( x - y ) . 

R г (*3 + Ы Т 
П е р е й д я к п р е д е л у п р и х 3 1 О в п о с л е д н е м р а в е н с т в е , п о л у ч и м 

Э U ди I \q А Л 

г г - ^ г — + — + \и\ и - 0 п р и х3 - О . otdx3 ох3 

К р о м е т о г о , п р и х3 > О и м е е м 

t » .4 1 - ^ о О О * " ' I f , f , ( | v | V ) ( y , 5 ) 6 

О ч е в и д н о , ч т о ф у н к ц и я u(x\ x3, t) б е с к о н е ч н о д и ф ф е р е н ц и р у е м а в о б л а с т и 

{ j c 3 > 0 } x R 2 x i R l 

и я в л я е т с я г а р м о н и ч е с к о й п о п е р е м е н н ы м ( У , х3) п р и х3 > О , т . е . у д о в л е т в о р я е т у р а в н е н и ю ( 1 . 1 1 ) . 
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Т а к и м о б р а з о м , в к л а с с е К з а д а ч а ( 1 . 1 1 ) - ( 1 . 1 3 ) э к в и в а л е н т н а с и с т е м е и н т е г р а л ь н ы х у р а в н е ­
н и й ( 2 . 1 ) , ( 2 . 2 ) . Т е о р е м а 1 д о к а з а н а . 

3 . Т Е О Р Е М Ы С У Щ Е С Т В О В А Н И Я И Н Е С У Щ Е С Т В О В А Н И Я Г Л О Б А Л Ь Н О Г О 
В О В Р Е М Е Н И Р Е Ш Е Н И Я И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я ( 2 . 2 ) 

П у с т ь v0(x) е W1,0°((l + И 2 f m q + U 2 ) п р и 2 < р , 1 + q~l < ( 3 < 1 + q. 
Теорема 2 ( о с у щ е с т в о в а н и и ) . Для любой функции v0(x), принадлежащей указанному выше 

классу, при условии q > 1 и при достаточно "малой" начальной функции V0(JC?) 

s u p [ | v o ( ^ | + | V v 0 ( ^ | ] ( l + | j c l V / [ 2 ( ' + 1 ) J < S 

существует единственное решение 

v(x\t)e C i ' t o + o o ] ; W L - ( ( 1 + И Т 2 ( < ? + 1 ) 1 ; U2)) 
интегрального уравнения 

W,t) = v ^ + ^jdsjdy^v^e~'~\ ( 3 . 1 ) 
0 кг 

в котором интегрирование по s е (0, t) понимается в смысле Лебега. 
Доказательство. О б о з н а ч и в , w(x', t) = v{x\ 0 ( 1 + | x ' | 2 ) | 3 / [ 2 ^ + 1 ) 1 , и з ( 3 . 1 ) п о л у ч и м , ч т о w(x, i) у д о в ­

л е т в о р я е т и н т е г р а л ь н о м у у р а в н е н и ю 

w(x\t) = н> 0(*>~"' + ±tjdsjdy(\w\iiW)(y,s)e-('-s)f(x\y), 
° R 2 

v 0 ( x ' ) ( l + \xf / ( ^ ( 1 + И ) 

Д л я д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы п р и м е н и м м е т о д п о с л е д о в а т е л ь н ы х п р и б л и ж е н и й , р е к у р р е н т н о 
о п р е д е л я я 

v{(x\ t) = v0(x')e~\ vn+ {(x\ t) = v0(x')e~r + A(vn)(x\ f ) , 
t 

1 f ^ - o - * ) f л . . (ММ(*'-у> s) A(v),±jdse-^ldyi 
Ы 

В в е д е м с л е д у ю щ и е н о р м ы : 

| | v | | 0 s s u p | ( l + M y / | 2 ( * + l ) V , 0 l , | v | | l S | | v | | 0 + i | V v | | o . ( 3 . 2 ) 
x e R2,i>0 

О ц е н и м о п е р а т о р A ( - ) п о н о р м е || 

M ( v ) | | , < H ( v ) | | o + | | V ^ ( v ) | | 0 , 

| A ( v ) | ( l + \xf)m(q+ 0 1 < ±\dse-('-s)jdyf(x\ y)\w\i+\x'-y, s). 
0 R 2 

Р а с с м о т р и м о т д е л ь н о и н т е г р а л 

/ 1 , 1 ,|2,P/|2(<?+1)J 
\dyf(X\y)= \dy(i+lXl > -щ. 
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|VA (v ) | | o<C |M l ! + «. 

Т а к и м о б р а з о м , 

UMh<cM\+4- ( 3 . 3 ) 

Д л я в в е д е н н о г о н е л о к а л ь н о г о о п е р а т о р а A(v) с п р а в е д л и в о с л е д у ю щ е е в с п о м о г а т е л ь н о е у т ­
в е р ж д е н и е , а н а л о г и ч н о е у т в е р ж д е н и ю р а б о т ы [ 1 2 , с . 4 9 0 ] , д о к а з а н н о м у в н е й д л я н е л и н е й н о г о 
с т е п е н н о г о о п е р а т о р а . 

Лемма 1. Пусть задано М > 0 и q > 1 . Каковы бы ни были функции Z\ и ц такие, что < М9 

i = 1 , 2 , имеем 

l H ( z 1 ) - A ( z 2 ) l l < C l ( 1 + / ) M l l z 1 - z 2 l l 1 , с{= s u p \f(x\y)dy. 
7 1 x e U 2 \ 

U 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В в е д е м о б о з н а ч е н и я 

С п р а в е д л и в ы с л е д у ю щ и е н е р а в е н с т в а : 

|Ы'*„ - № 2J * M\\ZX\< - Nl + M«\Zu - z2l\ < 

<qMM"-'|z, - Z 2 | + M"\zu-z2i\ <qMq[\zx - Z 2 \ + \zu-Z2i\], 

\\Zi\qzl-\z2\4z2\<(l+q)Mi'\zl-z2\, 
t 

\ A ( Z l ) _ А ( г 2 ) | ( 1 + lxf ) P / [ 2 ( 1 + « » < ^ { ^ ' - ^ ^ / ( ^ ^ ( l + k-^rriiz.rz.-hi^U 
0 R2 

^ • ^ r c i M < ? l k i - z 2 | | 0 . cx = s u p \dyf(x',y), 
Z n x ' e R 2 \ 

R 

И с п о л ь з у я р е з у л ь т а т л е м м ы 2 ( с м . П р и л о ж е н и е ) , м ы м о ж е м о ц е н и т ь п о с л е д н и й и н т е г р а л . О к о н ­
ч а т е л ь н о п о л у ч а е м 

jf(x\ y)<C(q, р ) < + о о 

и 2 

п р и д о п о л н и т е л ь н ы х у с л о в и я х ( 3 > 2 , 1 + q~l < р < 1 + q. О т с ю д а и и з ( 3 . 2 ) п о л у ч а е м 

\A(v)\(\ + \xf)m(q+l)]<C(q,mv\\lo+\ | | A ( v ) | | 0 < C i v i l e . 

П о л у ч и м т е п е р ь о ц е н к у д л я \\VA( v ) | | 0 : 

о R2 

о u 2 

о т к у д а с л е д у е т , ч т о 
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- Л ( г 2 ) | | 0 < ^ S c . A ^ H z , -Z2||0, 

I VA( Z l ) - VA(z2)|( 1 + U f ) P / 1 2 ( ' + < ̂  jdse*" '>Jdyf(x, Ж 1 + к ' ^ Т ^ ^ Ч Ч ^ Ы < 
! = I 

7Г 

< Й ^ м % ^ ф , - г 4 + | | г | , - г 2 | о ) < £ 1 ^ С 1 м 1 г , - г 2 | | , , 
/ = 1 

О т с ю д а п о л у ч а е м 

\\A(z{)-A(z2)l<Cl{l+f MV-̂ 2|1P С, = sup \f{x\y)dy. 
П x'eU2\ 

Л е м м а д о к а з а н а . 

И з и т е р а ц и о н н о й с х е м ы и ( 3 . 3 ) и м е е м 

I K ^ I I ^ s + c i K i ! ^ , и | ,<5. 
О т с ю д а с л е д у е т ( с м . , н а п р и м е р , [ 1 2 , с . 4 9 0 ] ) , ч т о п р и д о с т а т о ч н о м а л о м 8 > 0 б у д е т \\ип\\ < ип < 
< М ( 8 ) — + 0 . И з л е м м ы 1 п о л у ч а е м 

l k + 1 - « J i = \А(иЯ)-А(ип.1)1^(1+Я)2Щ8)'Чип-ип_1\\1. 

С д р у г о й с т о р о н ы , п р и д о с т а т о ч н о м а л о м 6 > 0 п о л у ч а е м 

1 + Я)гМ{Ъ)4 < \, \\ип + , - ип\\, < 1||и„ - ип_ ,||,. 

О т с ю д а с р а з у ж е п о л у ч а е м с и л ь н у ю с х о д и м о с т ь р е к у р р е н т н о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 

ип-^и в L ~ ( [ 0 , + о о ] ; W l ' ° ° ( ( l + \x\2)m(q+[)]; R2)). 

Д о к а ж е м т е п е р ь е д и н с т в е н н о с т ь р е ш е н и я и н т е г р а л ь н о г о у р а в н е н и я ( 3 . 1 ) . П у с т ь w{nw2- д в а 
р е ш е н и я у р а в н е н и я ( 3 . 1 ) ; т о г д а 

\W\-w2\ <^jdse {t s)^dyf(x\y)\\w{\qw{-\w2\qw^\ < 
0 u 2 

t 

< jdse-(,-s) J dyf{x\ ^ ) m a x { | W | | ' , \w2\q}\w{ - w2\ < 

< ^2^c{Mqjdse {t s)\w{ - w2\ < djds\w{ - w 2 | , 
о 0 

r^d = c{(l +q)MV(2n\ 

АЛ 1/1 I f ,2vP/F2 (< /+ l ) ] I д я h 4 

Mi - sup | ( l + | j c | ) w,|, M = m a x M , . 

t>0,xeU2 ' 
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/ . ч f J f J (М^ХУ» s)e 
-its) 

Т а к как 

т о , очевидно, 

С т а л о быть , 

v(x', t) е l ~ ( [ 0 , + С О ] ; W ' - - ( ( l + M 2 f 2 ( , + ' } 1; U2)), 

у(х\ t) е A C ( [ 0 , + о о ] ; W ' - " ( ( l + \xf)mi4+ 0 I ; I R 2 ) ) . 

v ( x ' , 0 е А С ( [ 0 , + о о ] ; W ' ' ~ ( ( l + И 2 ) р / | 2 ( ' + т ; I R 2 ) ) 
и и н т е г р а л по s я в л я е т с я с о б с т в е н н ы м и н т е г р а л о м Р и м а н а . О т с ю д а сразу ж е п о л у ч а е м 

v(x\ t) е С ( 1 ) ( [ 0 , +«-]; W ' - ( ( l + U 1 2 ) P / | 2 ( " + М 2 ) ) . 

И з явного вида функции \|/(лг', i) следует, что 

v(x, t) е С ( [ 0 , + С О ] ; W ' - ( ( l + U f ) P № I R 2 ) ) . 

Теорема доказана. 
И з полученных результатов следует и существование и(х, х3, t) из ( 2 Л ) д л я л ю б о г о t е [ 0 , + ° ° ] 

и, в силу теоремы 1 , глобальная разрешимость задачи ( 1 . 1 1 ) - ( 1 . 1 3 ) . 

Теорема 3 (о несуществовании). Справедливы следующие утверждения. 

1°. Пусть v0(x) Е L 1 + < 7 ( IR 2 ) n L°°(IR2) такова, что 

0<\\v0\\q + 2<-lldxdy j — j — ; 

тогда найдется такое 0<Т0< +«>, что решение (3.1): 

v(x,t)aV([0,T0y, ll+\U2)nV(U2)). 

2 ° . Пусть q е ( 0 , 1 / 2 ) , v0(x) е C 0 ( IR ) и v0 > 0 , причем v0>0na множестве положительной ме­
ры; тогда любое положительное решение интегрального уравнения ( 3 . 1 ) таково, что найдет-
ся0<Т0<+оои 

v(x\ t) с Г ° ( [ 0 , Г 0 ) ; l 1 + * ( R 2 ) n L°°(IR 2)). 
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Т а к и м образом, 
t 

\w{ - w2\ ^ d^ds\wx - w2\, 
о 

а значит, существует такое t0 > 0 , ч т о w{ = w2 при t e [0, t0]. Далее, воспользовавшись известным 
алгоритмом продолжения во времени (см., например, [ 1 2 ] ) , получаем w{ = w2 для любого t е [ 0 , + о о ] и 
д л я всех JC' е IRT. Итак , существует единственное решение интегрального уравнения ( 3 . 1 ) класса 
П [ 0 , + о о ] ; WU°°((l + IJC1 )̂̂ !̂)]; U2)). 

Докажем, что 

v(x\ t) е С[1\[0, +«>]; W ' ' ° ° ( ( l + И 2 ) р / 1 2 ( < ? + 1 > 1 ; U2)). 

С э т о й целью достаточно доказать принадлежность к данному классу второго слагаемого в 
правой части интегрального уравнения ( 3 . 1 ) : 
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( 3 . 4 ) 

В в е д е м н о в у ю ф у н к ц и ю w = e*v\ т о г д а ( 3 . 6 ) п р и м е т в и д 

wt(x,t)--e jdy . ( 3 . 5 ) 
и 2 

П у с т ь в ы п о л н е н ы у с л о в и я п . 1 ° ; т о г д а , у м н о ж а я о б е ч а с т и ( 3 . 5 ) н а ( | w\qw)(x\ t) и и н т е г р и р у я п о 
х е IRT, п о л у ч а е м 

- j ^ " H V > ( V - < y v > < y , ' ) <з-б) 

[R21R2 

С д р у г о й с т о р о н ы , 

< ^dx\w\qw2

t^dx\w\q + 1. ( 3 . 7 ) 

Т е п е р ь у м н о ж и м о б е ч а с т и ( 3 . 5 ) н а ф у н к ц и ю ( | w | ^ w ) r ; т о г д а п о с л е и н т е г р и р о в а н и я п о х е R п о ­
л у ч и м 

J ( W w)tVV'^ =
 Tn-Jt) J ^ • ( 3'8 ) 

IR2 R2R2 

И з ( 3 . 8 ) с л е д у е т 

[R2 R 2 R 2 

В в е д е м о б о з н а ч е н и е ф = |М1*̂2 • О ц е н к и ( 3 . 5 ) - ( 3 . 7 ) п р и в о д я т к н е р а в е н с т в у 

и 2 и 2 

о т к у д а п о л у ч а е м 

m . a m l + q m > 0 , а ш 1 + у , ^ q i { i + q ) . (з.9) 

Ф(0 а <р(0 Ф (0 а 
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Доказательство. 
П у с т ь с у щ е с т в у е т г л о б а л ь н о е р е ш е н и е и н т е г р а л ь н о г о у р а в н е н и я ( 3 . 1 ) п р и у с л о в и я х , с ф о р м у ­

л и р о в а н н ы х л и б о в п . 1 ° л и б о в п . 2 ° к л а с с а 

L°°([0, +°°); L I + \U2) п 1°°(П2)). 

Т о г д а , в с и л у т о г о ч т о о п е р а т о р в п р а в о й ч а с т и и н т е г р а л ь н о г о у р а в н е н и я ( 3 . 1 ) я в л я е т с я " с г л а ж и ­
в а ю щ и м " , р е ш е н и е п р и н а д л е ж и т к л а с с у 

С ( 1 ) ( [ 0 , + о о ) ; L l n ( R 2 ) n H R 2 ) ) . 
В э т о м с л у ч а е и н т е г р а л ь н о е у р а в н е н и е ( 3 . 1 ) м о ж н о з а п и с а т ь в в и д е с л е д у ю щ е й з а д а ч и К о ш и 

д л я и н т е г р о д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я : 
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И з ( 3 . 9 ) с л е д у е т 

Ф (0 
ч т о д а е т ф ( 0 ) > / ( 0 ) ( 2 л ) - 1 , и л и , и н а ч е , 

Ф Ф 

(\v0\qv0)(x)(\v0\c'v0)(y) 

U-y\ 

П о л у ч е н н о е н е р а в е н с т в о п р о т и в о р е ч и т п . 1° т е о р е м ы 3 , ч т о и д о к а з ы в а е т с у щ е с т в о в а н и е т а к о г о 
0 < Т0 < + о о , ч т о 

V(x\ t) £ L " ( [ 0 , Г 0 ) ; L 1 + " (R 2 ) n ) ) . 
Д о к а ж е м т е п е р ь п . 2 ° . 
П у с т ь в ы п о л н е н ы у с л о в и я п . 2 ° . Р а с с м о т р и м и н т е г р о д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е у р а в н е н и е 

шп J(x3-a)2 + \х'-у\ 
•y+\y,t), 

2 

г д е 0 2 ( ^ ) С - к р у г р а д и у с а R > 0 с ц е н т р о м в н а ч а л е к о о р д и н а т . П р о д о л ж и м п р е д ы д у щ е е н е ­
р а в е н с т в о : 

v t + v > 2 J dyG(x\x3;y,a)vl+q(y,t)9 ( 3 . 1 0 ) 

г д е G(JC', JC3, у , а ) - ф у н к ц и я Г р и н а п е р в о й к р а е в о й з а д а ч и д л я у р а в н е н и я Л а п л а с а в ц и л и н д р е 

D = [ 0 , / ] х Q 2 ( # ) е Щ. П у с т ь 

2 Г '̂ 

ф3 = s i n ^ y ^ c 3 y 0 ^ J i i j . 2̂ = -^Ь J*y0(z)z 

г д е ф3 - п е р в а я с о б с т в е н н а я ф у н к ц и я п е р в о й к р а е в о й з а д а ч и д л я о п е р а т о р а Л а п л а с а в ц и л и н д р е 
D = [ 0 , / ] х Q 2 ( # ) е К + » M - i - п е р в ы й к о р е н ь у р а в н е н и я J0(z) = 0 , г д е 7 0 (z ) - ф у н к ц и я Б е с с е л я I р о д а . 
О ч е в и д н о , ф3 > 0 п р и 0 < г < / ? , 0 < х3 < /, п о э т о м у , у м н о ж а я о б е ч а с т и н е р а в е н с т в а ( 3 . 1 0 ) н а ф3 и 
и н т е г р и р у я п о (х\ х3) е Д п о л у ч а е м 

df 
• £ + / > 2 j d x ' d x 3 y 3 ( x \ х3) j dyG(x\ x3\ у , a)vi + q(y, t), 

/(0 = J ^ ' J x 3 v ( x ' , О ф з ( ^ - ^ з ) = /t(0= J dx'v(x\t)\\f2(x), 
o>(*) 

H i 4>l I-

О т с ю д а с л е д у е т 

G-,(*) 
П о л о ж и м а = 1/2 и в о с п о л ь з у е м с я н е р а в е н с т в о м Й е н с е н а ( с м . , н а п р и м е р , [ 1 5 ] ) ; т о г д а п о л у ч и м 
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/ 2 ( 0 = * 7 , ( 0 . 4?>же~<!'^4' / 2 ( 0 Г - / 2 ( 0 ? > ^ ( 1 - ^ ' ) , 

/ , ( 0 Г > ^ , п'"1 
\lq.\lq 

: / i ( 0 ) . 

В о з ь м е м / = / ? ; т о г д а п о л у ч и м 

ClR~l4> 
2nR' 

• 1 2 л : Я 

| * У 0 ( г ) г J ^ J r f r r y 0 [^ ,Jv 0 ( r , j ) , с2^пщ[(п)2 + {\у,)г]Щ. 
L o - l o o 

П р е д п о л о ж и м , ч т о s u p p V0(JC') с Q 2 ( ^ o ) > ^ o G ( 0 » ° ° ) ; в э т о м с л у ч а е и м е е м 

2 т с / ? 2 т с ^ о 

0 0 0 0 
2 л Д 0 2 л Л > 

> J р^ггУ 0 (д -ц , j v0(r, 5) = ^ o ( ^ i ) J \ d r rv 0 ( r , s ) , 

tf>/?0, ft = ^ J i i < » i „ r{ = г , ( Л 0 ) е ( 0 , / ? 0 ) . 

В и т о г е п о л у ч а е м / f " 1 ^ > c 3 / ? ~ 2 , ч т о п р и д о с т а т о ч н о б о л ь ш о м R > R0 > 0 п р и у с л о в и и q е ( 0 , 1 / 2 ) 
п р и в о д и т к п р о т и в о р е ч и ю . П о л у ч е н н о е п р о т и в о р е ч и е д о к а з ы в а е т п . 2 т е о р е м ы . Т е о р е м а д о к а ­
з а н а . 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
Лемма 2 . При условиях Р > 2 , 1 + q~l < р , q > 0 , справедливо следующее неравенство: 

\dyf(x\y) < C ^ l + | j t | ) + 4 
С 2 , И < е < + < » 

С 3 ( И " | + И 1 " Р ) , И > е > 0 

Доказательство. В п о л я р н о й с и с т е м е к о о р д и н а т и н т е г р а л в ф о р м у л и р о в к е л е м м ы п р и м е т в и д 

Г Г I i 2 2 I I -Р/2 

ыр /̂ф[1 + | у | +р -гирсовф] о о 

2 2 -3 / 2 
d ( p [ l + | j c ' | + р - 2 | * ' | р с о 8 ф ] = / , + / 2 , 

0 ^ е 0 > 

/, = Jrfp J А р [ 1 - к | х ' | 2 н - р 2 - 2 | j c f | p c o s 9 ] ~ p / 2 < 2 (71 - е ) j dp[l + |У | 2 + p 2 - 2 | j c ' | p c o s £ ] ~ p / 2 < 

+ 0 0 2к -£ 

0 е 

f , 2 v p / [ 2 ( < 7 + l ) l 
2 ^ - £ ) U 1 < Г ф ( 1 + И Т — 1 < 

J ^ , ^ I , I ^ / 2 " п _ J Р

 П + « 2 + ( 1 + \xffmq+1)1' [ 1 - c o s e r ' J ( 1 + р Ч М Т ( l - c o s e r j

0 ( 1 + р + И У ( 1 + | д с ' Г ) 

1 
< С 1 . , , 2 , P / I 2 ( l + 4 ) I 

(1 + |*| ) 
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С п р а в е д л и в ы с л е д у ю щ и е с о о т н о ш е н и я : 

file:///lq./lq
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п р и д о п о л н и т е л ь н о м у с л о в и и ( 3 > 1 + l/q, q>0; 

1 0 9 

/ 2 = 2 J dp JAp[ 1 + И 2 + p 2 - 2 M p cos9]" P / 2 < 2 j ф р ф ( 1 + И 2 + p2 - 2|JC'| p + И рф2) 
0 0 0 0 

Р а с с м о т р и м с н а ч а л а с л у ч а й \х\ < г > 0 : 

2 ч - ( 3 / 2 

/ 2 > 2 | ф ^ 2 U \ — 
{ r i + ( U 1 - P ) 1 i П + И Р / ( 1 + М + 0 [ 1 + ( И - Р ) Т J

0 [ 1 + И Р / ( 
Р а с с м о т р и м о т д е л ь н о в н у т р е н н и й и н т е г р а л 

е 
1 

< 

Р 2 ) Ф 2 Г 

7 i + ( M - p ) 2 7 ^ 1 
о 

[ 1 + И р / ( 1 + и ' | 2 + р 2 )ф 2 ] р / 2 
j d\\f- 2 Ч Р / 2 ' 

/ 2 ^ | Ф ^ [ 1 + ( И - Р ) 2 ] ( Р - , ) / 2 = ^ l i „ ^ 7 F T R l ( i + 2

2 ) ( p - | ) / 2 " ^ 
= 1 

'-M 
г д е 

= jdz 
1 

j , 7 2 = j d z -
1 

•И/2 V ^ U 1 ( 1 + Z ) _ M 

-1/2 

= V U 1 J dy 

2 Ч ( Р - 1 ) / 2 ' " 2 j ^ 2 v ( P - D / 2 ' 
Jz + \x\( \ + Z ) 

У^Сз/ТЙ, P > 2 , 

1 

- I 

- 1 / 2 

/Т - Г /1 I
 2 I , , 2 Л Р - 1 ) / 2 - 3 | r . | P - l ' Vl + y(l . + у 1*1 ) Iх I 

Т а к и м о б р а з о м , 

U<C 

ГЛ / t 2 , , | 2 Ч ( Р - 1 ) / 2 " 3 i . | P - 1 * 

л / l + y ( l + y M ) 1*1 

, p > 2 , | * ' | > e > 0 . 

1 1 
—"7 + = 

Р а с с м о т р и м т е п е р ь с л у ч а й |JC'| < e < + ° o : 
+ 00 £ + 00 + o o 

{ J

0 [1 + ( И - Р ) 2 + И Р Ф Т i [ i + ( M - p ) T i ( i + z T 2 

п р и P > 1 . Л е м м а д о к а з а н а . 
В з а к л ю ч е н и е а в т о р ы в ы р а ж а ю т г л у б о к у ю п р и з н а т е л ь н о с т ь И . А . Ш и ш м а р е в у з а ц е н н ы е з а ­

м е ч а н и я , у л у ч ш и в ш и е с о д е р ж а н и е с т а т ь и . 
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